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The finite element method and the contact constraints given as complemental 

conditions are performed by applying an augmented Lagrangian formulation for static 

two-dimensional contact problems with friction. These problems are assumed that 

materials are homogeneous, linear elastic and imperfect bonding between bone and the 

dental implant. Two-dimensional representation of geometry is based on the plane strain 

behavior. 

 

A finite element formulation and a corresponding computer program have been 

developed and validated by several problems. An adaptive remeshing technique is also 

incorporated into the program to increase accuracy of results. Several examples are 

presented to demonstrate the capability the finite element method for analysis of dental 

implants.  Three thread designs of implants, buttress, reverse buttress and V-thread, were 

evaluated the stress distribution within surrounding bone. The results indicated that a 

modified V-thread would be most suitable for clinical use. 
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a   เวคเตอรในแนวสัมผัสกับผิว 

{ }R  เวคเตอรแรงภายนอกที่กระทําบนจุดตอ 

{ }F  เวคเตอรแรงภายในจุดตอเนื่องจากความเคนบนเอลิเมนต 
[ ]K  เมตริกซความแข็งเกร็ง 

Ng  คาการเหลื่อมลํ้า 
Tg  การเคลื่อนตัวสัมพัทธในแนวสัมผัส 

ξ  พิกัดเชิงการพา 
µ  สัมประสิทธิ์ความเสียดทาน 

Nt  คาความดันที่ผิวในแนวตั้งฉาก 
Tt  คาความดันที่ผิวในแนวสัมผัส 
Φ  ฟงกชันการเลื่อนไถล 

e
Tg  การเคลื่อนตัวสัมพัทธบนผิววัตถุที่อยูในชวงยืดหยุน 
s
Tg  การเคลื่อนตัวสัมพัทธบนผิววัตถุที่อยูในชวงเล่ือนไถล 
Nε  พีนอลทีพารามิเตอรในแนวตั้งฉาก 
Tε  พีนอลทีพารามิเตอรในแนวสัมผัส 
Nλ  ลากรางจมัลติไพลเออรในแนวตั้งฉาก 
Tλ  ลากรางจมัลติไพลเออรในแนวสัมผัส 



 
 
 

 

ด

คําอธิบายสัญลักษณ (ตอ)  
 

   
NT  คาแรงในแนวตั้งฉากกับผิว 
TT  คาแรงในแนวสัมผัสกับผิว 
PE  แนวเขตขยาย 

 
 



 

บทที่ 1 
 

บทนํา 
 
1.1 ความสําคัญและที่มาของวิทยานิพนธ 
 

รากฟนเทียม (osseointegrated implant) เปนอุปกรณที่ใชกับผูปวยที่ไมมีฟน โดย
อาศัยการยึดติดระหวางรากฟนเทียมกับกระดูกที่มีชีวิต   ซ่ึงรากฟนเทียมมีรูปรางไดหลายแบบ  เชน 
ทรงกระบอกผิวเรียบ หรือทรงกระบอกที่มีฟนเกลียว เปนตน    พบวาปญหาที่สําคัญ คือ การละลาย
ตัวของสันกระดูก (crestral bone) บริเวณรอบรากฟนเทียม เนื่องจากความเคนเชิงกล และการติด
เชื้อจากแบคทีเรียภายในชองปาก  ทําใหประสิทธิภาพในการยึดติดของรากฟนเทียมลดลง  อยางไร
ก็ตามประสิทธิภาพในการยึดติดของรากฟนเทียมยังขึ้นอยูกับคุณภาพของกระดูกในบริเวณที่ทําการ
ฝงรากฟนเทียม และคุณสมบัติความเขากันกับเนื้อเยื่อ (biocompatibility) ของวัสดุที่นํามาทําเปน
รากฟนเทียมดวย 

 
ดังนั้นการกระจายความเคนของรากฟนเทียมไปยังกระดูกรอบรากฟนเทียมมีความสําคัญ

อยางยิ่งสําหรับการออกแบบรูปรางลักษณะของรากฟนเทียม เพื่อทําใหการกระจายความเคนเกิดขึ้น
อยางสม่ําเสมอ   รากฟนเทียมสวนใหญถูกออกแบบใหมีลักษณะคลายกับสกรู ซ่ึงมีเกลียวชวยเพิ่ม
พื้นที่ในการยึดเกาะและกระจายแรง    ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต เปนวิธีหนึ่งที่ใชโดยแพรหลาย 
ในทางทันตกรรมประดิษฐ เพื่อออกแบบและปรับปรุงรูปราง  รวมถึงการเลือกใช รูปรางของราก
ฟนเทียมใหไดเหมาะสมที่สุด   โดยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสามารถแสดงผลการกระจายความ
เคนที่เกิดขึ้นระหวางการสัมผัสกันของรากฟนเทียมกับกระดูกไดเปนอยางดี  ความยากที่สําคัญ
สําหรับการแสดงผลทางพฤติกรรมเชิงกลของรากฟนเทียม ก็คือ การจําลองเยื่อกระดูกที่ใชในการ
ประสานระหวางกระดูกกับรากฟนเทียมและผลตอบสนองตอแรงที่กระทํา  เนื่องจากความซับซอน
ทางลักษณะเชิงกลของกระดูกและปฏิกิริยาระหวางกระดูกกับรากฟนเทียม  นําไปเปนหลักเกณฑ
ของการวิเคราะห  และมีการตั้งสมมติฐานบางอยางเพื่อทําใหงายตอการวิเคราะห โดยเฉพาะสมมติ
ฐานของการเชื่อมตอระหวางกระดูกกับรากฟนเทียมมีความสําคัญตอความถูกตองของผลการ
วิเคราะห   ทั่วไปแลวจะสมมติใหเปนการยึดติดแบบสมบูรณ ในการจําลองแบบวิเคราะห  ซ่ึงเปน
กรณีที่เกิดขึ้นนอยในความเปนจริง  ดังนั้นการสัมผัสแบบไมสมบูรณ ที่มีผลตอการสงผานภาระจาก
รากฟนเทียมสูกระดูกที่รองรับจึงมีความจําเปนสําหรับการจําลองแบบวิเคราะห  ลักษณะพฤติกรรม
เชิงกลโดยทั่วไปของหนาสัมผัสระหวางกระดูกกับรากฟนเทียมเปรียบไดกับวัสดุที่มีความทนตอ



 2

ความเคนดึงไดต่ํามาก เมื่อเทียบกับความทนตอความเคนกด   ดวยพฤติกรรมเชนนี้ ปญหาแบบการ
สัมผัส (contact problem) จึงมีความเหมาะสมในการนํามาประยุกตใชสําหรับการวิเคราะหแบบ
จําลองของกระดูกกับรากฟนเทียม   
 

วิทยานิพนธที่นําเสนอนี้เปนการศึกษาลักษณะการกระจายความเคนของรากฟนเทียมที่เกิด
ขึ้นกับกระดูกขากรรไกรในบริเวณที่กระทําการฝงรากฟนเทียมโดยคิดเปนปญหาการสัมผัสแบบคิด
ความเสียดทาน  พิจารณาเปนปญหาแบบความเครียดในระนาบ (plane strain) ประกอบกับการ
ประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตดวยวิธีการแปรผัน  (variational approach) และประดิษฐ
โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ใชในการวิเคราะหปญหา   จากนั้นเพื่อใหไดคําตอบที่ไดมีความถูกตอง
มากยิ่งขึ้น  จึงไดประยุกตเขากับเทคนิคการปรับขนาดของเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเพื่อใหเกิดประ
สิทธิภาพทางการคํานวณสูงสุดโดยอิงกับพื้นฐานความเขาใจกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตวา  
บริเวณที่มีอัตราการเปลี่ยนแปลงของผลเฉลยสูง ควรมีจํานวนเอลิเมนตมากกวาบริเวณที่มีอัตราการ
เปล่ียนแปลงของผลเฉลยนอย    วิธีนี้ยังชวยใหประหยัดเวลาในการคํานวณมากขึ้นสําหรับการ
คํานวณครั้งใหมที่มีการปรับเปล่ียนขนาดเอลิเมนตแลว เนื่องจากจํานวนเอลิเมนตที่ทําการคํานวณ
ใหมจะมีจํานวนใกลเคียงกับจํานวนเอลิเมนตคร้ังกอน ในขณะที่ใหคาผลเฉลยถูกตองมากขึ้น    

 
1.2 วัตถุประสงคของวิทยานิพนธ 
 

1)   ประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตจากสมการแปรผันที่สอดคลองกับปญหาของของแข็ง 
2)   ประดิษฐโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตจากสมการไฟไนตเอลิเมนตที่สอดคลองกัน 

3)   ศึกษาอิทธิพลของรูปรางของรากฟนเทียมและชนิดของเกลียวที่แตกตางกันเพื่อนําขอมูล
ที่ไดไปใชสําหรับการออกแบบรากฟนเทียมที่มีการกระจายความเคนไดอยางเหมาะสม 

4)   ปรับปรุงผลการคํานวณโดยใชเทคนิคการปรับเปลี่ยนของขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ
เพื่อเพิ่มความถูกตองของผลการคํานวณ 

5)   สรุปผลพรอมกับเปรียบเทียบผลที่ไดจากการคํานวณของรูปรางรากฟนเทียมในแบบ
ตางๆ 
 
1.3 ขอบเขตของวิทยานิพนธ 
 

1)   ศึกษาและประดิษฐโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตสําหรับวิเคราะหปญหาแบบความเครียด
ในระนาบ (plane strain)      โดยใชเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยมสามจุดตอ เพื่อหาระยะการเคลื่อนตัว 
(displacement) ของแตละจุดตอ 
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2)   นําโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นมาทําการวิเคราะหปญหาของแข็งอยางงายที่มีผลเฉลยเชิง
วิเคราะหเพื่อทดสอบความถูกตองของโปรแกรม 

3)   นําระเบียบวิธีการปรับเปลี่ยนขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ มาประยุกตเขากับปญหาที่
ทําการวิเคราะห 

4)   นําโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นมาวิเคราะหกับปญหาของรากฟนเทียม เพื่อหาผลของการ
กระจายความเคนของกระดูกบริเวณรอบรากฟนเทียม 

5) ทําการเปรียบเทียบลักษณะเกลียวของรากฟนเทียมในแบบตางๆ และสรุปผล 
 

1.4 ขั้นตอนการดําเนินงาน 
 

1)   รวบรวมขอมูลของรากฟนเทียม พรอมกับศึกษาขอบเขตและเงื่อนไขของปญหาที่จะ
ทําการวิเคราะห 

2)   ศึกษาการประยุกตใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตกับการวิเคราะหการกระจายความ
เคนของรากฟนเทียม 

3)   ประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตที่สอดคลองกับปญหาดวยวิธีการแปรผัน 

4)   ประดิษฐโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตจากสมการไฟไนตเอลิเมนตที่ได 
5)   ทดสอบโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นกับปญหาที่มีผลเฉลยเชิงวิเคราะห 
6)   ทําการประยุกตใชระเบียบวิธีการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 
7)   ทําการคํานวณผลเฉลยของการกระจายคาความเคนในกระดูกบริเวณรอบรากฟนเทียม 

8)   เขียนวิทยานิพนธ 
9)   ตรวจสอบความถูกตองของวิทยานิพนธ 

10)   สอบวิทยานิพนธ 
 

1.5 ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรับ 
 

1)   ทําใหทราบถึงอิทธิพลของลักษณะเกลียว และรูปรางของรากฟนเทียมที่มีผลตอการ
กระจายความเคนในกระดูก 

2)   สามารถนําไปออกแบบลักษณะรูปรางของรากฟนเทียมที่เหมาะสมและเปนขอมูลใน
การพิจารณาการเลือกใชรากฟนเทียมของทันตแพทยได 

3)   นําโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้น ประกอบกับการประยุกตการปรับเปลี่ยนขนาดของเอลิ
เมนตโดยอัตโนมัติ ทําใหชวยลดจํานวนหนวยความจํา และเวลาที่ใชสําหรับคํานวณบนเครื่อง
คอมพิวเตอรสวนบุคคลไดมากขึ้น 
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1.6 งานวิจัยท่ีเก่ียวของในอดีต 
 

S. K. Chan และ I. S. Tuba [1]:  ไดเสนอวิธีการวิเคราะหปญหาการสัมผัสดวยระเบียบวิธี
ไฟไนตเอลิเมนต  โดยที่มีตัวไมรูคาคือคาการเคลื่อนตัวและแรงเนื่องจากการสัมผัส เพื่อทําใหสม
การที่ทําการวิเคราะหมีความสมดุล คาแรงนี้ไดมาจากการสุมคาแลวทําการคํานวณซ้ําจนกวาคาการ
เคลื่อนตัวจะอยูในชวงที่ยอมรับได  
  
 Heegaard และ Curnier [2]: ใชอสมการแปรผัน   โดยประยุกตวิธีซับดิฟเฟอเรนเชียล 
(subdifferential approach) เขากับปญหาการสัมผัสแบบไรความเสียดทาน ซ่ึงเปนวิธีการหาคาที่
เหมาะสมที่สุดภายใตเงื่อนไขบังคับที่ไมสามารถหาคาอนุพันธได   ซ่ึงมีลักษณะเหมือนกับเงื่อนไข
บังคับของปญหาการสัมผัส แลวใชวิธีนิวตัน (generalized Newton method) ทําการหาผลเฉลย   
โดยทําการปรับคาการเคลื่อนตัว และคาของแรงปฏิกิริยาจากการสัมผัสไปพรอมๆ กันในแตละรอบ
ของการทําซ้ํา 
 
 Alart และ Curnier [3]: เสนอวาปญหาการสัมผัสแบบคิดความเสียดทานมีลักษณะเปน
ฟงกชัน ที่ไมสามารถหาคาอนุพันธได เนื่องจากพจนพลังงานของความเสียดทานที่ฝงตัวอยูใน
ฟงกชันวัตถุประสงค (objective function)   โดยการเพิ่มพจนพลังงานศักยเทียมสําหรับกฎของ
ความเสียดทานในรูปของพลังงานศักยยืดหยุน   พรอมกับใชวิธีนิวตันทําการแกปญหาความไมราบ
เรียบแตตอเนื่องของกฎความเสียดทานของคูลอมบ (Coulomb’s friction law)   เพื่อทําการปรับ
คาการเคลื่อนตัวและแรงปฏิกิริยาไปพรอมๆกัน 
 
 Refaat และ Maguid [4]: เสนอกระบวนการแกปญหาการสัมผัสทั้งแบบไรความเสียดทาน
และมีความเสียดทาน ในรูปแบบของอสมการแปรผัน   ซ่ึงกระบวนการที่ใชจะแตกตางไปจากวิธี
มาตรฐานของการหาคาที่เหมาะสมที่สุด   แตอยูบนพื้นฐานของเทคนิคกําหนดการเชิงคณิตศาสตร 
และหลีกเลี่ยงการใชวิธีพีนอลที (penalty method) ในการหาคาแรงเสียดทาน 
 
 Bathe และ Chaudhary [5]: เสนอกระบวนการหาผลเฉลยกับปญหาการสัมผัสในระนาบ
และสมมาตรรอบแกน แบบคิดความเสียดทาน   โดยใชวิธีลากรางจมัลติไพลเออรชวยในการเพิ่ม
พจนพลังงานจากการสัมผัส   แลวนําคาความผิดพลาดที่เกิดจากผลตางของแรงภายนอกและแรง
ภายในของจุดที่เกิดการสัมผัส มาแปลงเปนแรงปฏิกิริยาที่เกิดขึ้น   และใชคาของแรงที่เกิดขึ้นน้ีนํา
มาเปนตัวพิจารณาวา จุดที่สัมผัสกันจะเปนแบบยึดติด (sticking) หรือแบบเลื่อนไถล (sliding) 
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 Giannakopoulos [6]: ไดนําวิธี รีเทิรนแมพพิง (return mapping) ซ่ึงเปนวิธีที่ใชสําหรับ
หาผลเฉลยของวัสดุที่มีคุณสมบัติแบบไมเชิงเสน   มาประยุกตเขากับปญหาการสัมผัสแบบมีความ
เสียดทานเพื่อหาแรงเสียดทานที่เกิดขึ้นในชวงการเปลี่ยนแปลงจากการสัมผัสแบบยึดติดไปเปนการ
สัมผัสแบบเลื่อนไถล   โดยใชวิธีพีนอลที เพิ่มพจนของการสัมผัสเขากับสมการหลัก 
 
 Simo และ Wriggers [7]: จัดการกับปญหาการสัมผัสแบบไรความเสียดทานในรูปแบบ
ของสมการแปรผัน    ภายใตเงื่อนไขบังคับของการสัมผัสแบบดานเดียว (unilateral contact 

constraints)   แลวนําไปเพิ่มเขากับสมการแปรผันดวยวิธี เพอรเทิรบลากรางเจียน (perturbed 

Lagrangian)   โดยวิธีนี้มีพื้นฐานจากลากรางจมัลติไพลเออรซ่ึงสามารถอธิบายความแตกตางทาง
ดานกายภาพไดวา   วิธีลากรางจมัลติไพลเออรจะไมยอมใหจุดของวัตถุสัมผัสมีการเหล่ือมลํ้าเขาไป
ในวัตถุเปาหมาย   แตวิธีเพอรเทิรบลากรางเจียนจะยอมใหวัตถุเกิดการเหลื่อมลํ้าไดแตตองอยูภายใน
ชวงที่ยอมรับได (tolerance) หรือเรียกอีกอยางวา เพอรเทิรบพารามิเตอร (perturbed parameter) 
 
 Wriggers ,Vu Van และ Stein [8]: ไดแสดงสมการไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการสัมผัส
และการกระแทกแบบมีความเสียดทาน โดยใชวิธีพีนอลที เพิ่มพจนของการสัมผัสเขากับสมการ
หลัก   และใชกฎของความเสียดทานแบบใหมที่จําลองพฤติกรรมของความเสียดทานจากการ
ทดลอง   พรอมกับแสดงสมการที่ไดจากการแปลงเชิงเสน (linearization) เพื่อการทําซํ้าแบบนิว
ตัน   รวมทั้งแสดงขั้นตอนการคํานวณแบบรีเทิรนแมพพิงไวอยางชัดเจน 
 
 Simo และ Laursen [9]: คิดระบบขั้นตอนการคํานวณของปญหาการสัมผัสแบบมีความ
เสียดทาน  ดวยสมการแปรผันโดยใชวิธีออกเมนเตดลากรางเจียน ทําการปรับเงื่อนไขบังคับของการ
สัมผัส และกฎความเสียดทานของคูลอมบเขากับสมการแปรผัน   เทคนิคที่ใชการคํานวณนั้นจะ
เหมือนกับวิธีพีนอลที   แตสามารถแกปญหาของการไมลูเขาสูคําตอบได และเปนวิธีที่วิทยานิพนธ
ฉบับนี้ไดเลือก เพื่อนํามาทําการวิเคราะหปญหาตอไป 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

บทที่ 2 

 
กลศาสตรของแข็งและระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

 
บทนี้อธิบายการวิเคราะหปญหากลศาสตรของแข็งแบบยืดหยุนเชิงเสน มีลักษณะเปน

เนื้อเดียวกันและมีคุณสมบัติเทากันทุกทิศทางดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต โดยเร่ิมจากสมการ
เชิงอนุพันธของของแข็งประกอบกับสมการเงื่อนไขขอบเขตและสมการความสัมพันธระหวาง
ความเคนกับความเครียดแบบความเครียดในระนาบ (plane strain) จากนั้นทําการลดรูปสมการ
เหลานี้ใหอยูในรูปแบบของสมการการแปรผัน หัวขอที่ 2.1 แสดงรูปแบบสมการพื้นฐานของ
ปญหาวัสดุที่มีการเคลื่อนตัวนอย ความสัมพันธระหวางความเครียดกับระยะการเคลื่อนตัวเปนแบบ
เชิงเสน หัวขอที่ 2.2 กลาวถึงการสรางสมการไฟไนตเอลิเมนตจากสมการการแปรผัน และหัวขอที ่
2.3 เปล่ียนสมการการแปรผันเดิมไปเปนสมการการแปรผันของการปรับรูปรางแบบเปนลําดับขั้น 
ซ่ึงเปนรูปแบบของสมการที่ใชสําหรับการหาผลคําตอบดวยการทําซ้ํา พรอมกับเพิ่มพจนที่ไมเปน
เชิงเสนของความสัมพันธระหวางความเครียดกับระยะการเคลื่อนตัวเพื่อเปนประโยชนสําหรับการ
แกปญหาการสัมผัสดวยระเบียบวิธีไฟตเอลิเมนตตอไปในบทที่ 3 

 
2.1 กลศาสตรของแข็ง 

 
  จุดใดๆ ที่อยูในเนื้อวัตถุที่เรียกวาโดเมนของปญหาสามารถอธิบายไดดวยสมการเชิง
อนุพันธหรือกฎความเปนจริงที่เกิดจากหลักการสมดุลแรง เมื่อมีส่ิงรบกวนจากรอบนอกของโดเมน
หรือขอบเขตกําหนด ระบบจะทําการปรับสมดุลและเกิดเปนความเคนภายในโดเมน ซ่ึงขอบเขต
ของปญหาของของแข็งสามารถแบงออกไดเปนสองสวนคือ ขอบเขตที่กําหนดจากระยะการเคลื่อน
ตัว และขอบเขตกําหนดจากความเคนที่ผิวดังรูปที่ 2.1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2.1   โดเมนและขอบเขตสําหรับปญหาของแข็งทั่วไป 

x 

y 
โดเมน 

ขอบเขตกําหนด
ความเคนที่ผิว 

ขอบเขตกําหนด
ระยะการเคลื่อนตัว 
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2.1.1 สมการเชิงอนุพันธ   
 

สมการเชิงอนุพันธสําหรับปญหาสองมิติของของแข็งแบบสถิตโดยทั่วไป คือ 
 

0f
yx

0f
yx

y
yyxy

x
xyxx

=+
∂

σ∂
+

∂

τ∂

=+
∂

τ∂
+

∂
σ∂

   ⇔    0f, ijij =+σ    (2.1)

 
โดย i, j = 1, 2   แทนทิศทางในแนว x และ y ตามลําดับ 

yyxx ,σσ  แทนความเคนตั้งฉากในแนวแกน x และแนวแกน y ตามลําดับ  
 xyτ        แทนความเคนเฉือน  

if         แทนแรงตอหนึ่งหนวยปริมาตรที่เกิดเนื่องจากตัววัตถุเอง 
 

2.1.2 สมการเงื่อนไขขอบเขต 
 

ในการกําหนดปญหานั้น ส่ิงสําคัญที่ทําใหเกิดความสมบูรณของปญหา คือ การ
กําหนดเงื่อนไขขอบเขตของปญหาตรงบริเวณขอบรอบนอกของวัตถุ แบงออกไดเปนสองลักษณะ 
คือ การกําหนดระยะการเคลื่อนตัวบนผิววัตถุ (displacement boundary condition) 
 

                                        { }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
y

x

u
u

u                บนขอบเขตกําหนดระยะการเคลื่อนตัว    (2.2)

 
และการกําหนดเงื่อนไขความเคนที่ผิว (surface traction boundary condition)  ซ่ึงสามารถเขยีน
ใหอยูในรูปแบบของความเคนยอยตางๆไดดังนี ้
 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
στ
τσ

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

y

x

yyxy

xyxx

y

x

n
n

t
t

   ⇔    jiji nt ⋅σ=    บนขอบเขตกําหนดความเคนที่ผิว (2.3)

 
โดย   yx t,t   แทนความเคนที่ผิวในทิศแกน x ,y  ตามลําดับ 

yx n,n  เปนทิศทางโคไซนของเวคเตอร    
 

jin ˆnˆn yx +=  (2.4)
 
โดย n  เปนเวคเตอรหนึ่งหนวยที่ตั้งฉากกับผิว 
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2.1.3 สมการความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียด 
 

ความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียด สําหรับกรณีของความเครียดใน
ระนาบและวัสดุเปนแบบยืดหยุนเชิงเสน  แสดงไดดังนี ้
 

    eC klijklij ⋅=σ  (2.5)
 
สมการ (2.5) ในรูปแบบของเมตริกซ คือ 
 

{ } [ ]{ }eC=σ  (2.6)
 
โดยที ่
 

{ } ⎣ ⎦ T 
xyyyxx τσσ=σ  (2.7)

 
{ } ⎣ ⎦ T

xyyyxx  eee γ=  (2.8)
 

[ ]
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

ν−
ν−ν

νν−

ν−ν+
=

2
)21(00

01
01

)21)(1(
EC  (2.9)

 
2.1.4 สมการการแปรผัน  

 
สําหรับการแกปญหาของแข็งทั่วไปในทางคํานวณเชิงตัวเลขจะเริ่มจากสมการที่อยูใน

รูปแบบการแปรผันของสมการเบื้องตน ที่สามารถเปลี่ยนไปเปนสมการไฟไนตเอลิเมนตไดโดยตรง 
การสรางสมการการแปรผันสําหรับปญหาของของแข็งสามารถทําไดโดยใชหลักการพลังงาน
เสมือน  กลาวคือ ในขณะที่ระบบอยูในสภาวะสมดุล แลวมีส่ิงรบกวนระบบซึ่งในที่นี้คือคาการ
เคลื่อนตัวแบบตอเนื่องใดๆ { }uδ  โดยเปนไปตามเงื่อนไขดังนี้ 

 
{ } 0uu i =δ=δ         บนขอบเขตกําหนดระยะการเคลื่อนตัว   (2.10)

และ 
 

0u)f,( iijij =δ+σ  (2.11)
 
ตอจากนั้น ทําการอินทิเกรตตลอดปริมาตร 
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0dVu)f,(

V iijij =δ+σ∫  (2.12)
 

ซ่ึงเรียก iuδ วา การเคลื่อนตัวเสมือน (virtual displacement) และเนื่องจาก iuδ เปนการเคลื่อน
ตัวใดๆที่เกิดขึ้น  ดังนั้นสมการ (2.12) จะเปนจริงก็ตอเมื่อ คาในวงเล็บนั้นมีคาเทากับศูนย ที่ตรงกับ
สมการ (2.1)   จากกฎการหาคาอนุพันธของผลคูณฟงกชัน 
 

jiijijijjiij ,uu,),u( δσ+δσ=δσ  (2.13)
 
ทําใหสมการ (2.12) เขียนใหมไดเปน 
 

0dV ]uf,u),u[(
V iijiijjiij =δ+δσ−δσ∫  (2.14)

 
แลวใชทฤษฎีบทไดเวอรเจนซ (divergence theorem)  
 

dSn)u(dV),u(
S jiijV jiij ∫∫ δσ=δσ  (2.15)

 
เขียนสมการ (2.14) เปน 
 

0dSn)u(dV)uf,u(
S jiijV iijiij =δσ+δ+δσ− ∫∫  (2.16)

 
จากสมการ (2.3) 
 

0dSutdV)uf,u(
S iiV iijiij =δ+δ+δσ− ∫∫  (2.17)

 
เนื่องจากความเปนสมมาตรของเทนเซอรความเคน jiij σ=σ  จะไดวา 

ijijijjiijjiij e),u,u(
2
1,u δσ=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ δ+δσ=δσ  (2.18)

ดังนั้นสมการ (2.17) เขียนใหมเปน 
 

dSutdVufdVe
S iiV V iiijij ∫∫ ∫ δ+δ=δσ  (2.19) 
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สังเกตวาสมการ (2.19) เปนสมการที่ไดจาก หลักการของพลังงานเสมือน โดยอาศัยการเคลื่อนตัว
เสมือนทําการเปลี่ยนรูปของสมการเชิงอนุพันธกับสมการเงื่อนไขขอบเขต   หรือเรียกอีกอยางไดวา
สมการการแปรผัน (variational equation) 
 
2.2 ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

 
2.2.1 ขั้นตอนทั่วไปของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

 
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต ประกอบดวยข้ันตอนหลัก 5 ขั้นตอน [10] ดังตอไปนี้ 

 ขั้นตอนที่ 1   ทําการแบงขอบเขตของปญหาที่ตองการจะหาผลเฉลยออกเปนเอลิเมนตยอยๆ
ดังแสดงในรูปที่ 2.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2.2   แสดงการแบงขอบเขตของปญหาใหเปนเอลิเมนตยอยๆ 
 

ขั้นตอนที่ 2   เลือกฟงกชั่นประมาณภายในเอลิเมนต (element interpolation function) 

ซ่ึงเปนรูปแบบการประมาณของผลเฉลยเหนือขอบเขตที่ทําการแบงในขั้นตอนที่ 1 ซ่ึงการประมาณ
นี้จะมีอยูหลายรูปแบบดวยกัน แตตัวอยางที่จะแสดงใหเห็นเปนการประมาณแบบเชิงเสนโดยใชเอลิ
เมนตแบบสามเหลี่ยม  ที่ประกอบดวยสามจุดตอ  ดังแสดงในรูปที่ 2.3  โดยจุดตอแตละจุดเปน
ตําแหนงของตัวไมรูคา (nodal unknown) สมมติให เปน 321 ,, φφφ   ดังนั้นลักษณะการกระจาย
ของคําตอบบนเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยมนี้สามารถเขียนไดดังนี้ 
 

332211 )y,x(N)y,x(N)y,x(N)y,x( φ+φ+φ=φ  (2.20)
 

ขอบเขตของปญหา 

เอลิเมนต (element) จุดตอ (node) 
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โดย 3 ,2 ,1i   ;   )y,x(Ni =    คือฟงกชั่นการประมาณภายในเอลิเมนต 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2.3   เอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบ 3 จุดตอ 
 

สามารถเขียนในรูปเมตริกซไดดังนี้ 
 

[ ]
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

φ
φ
φ

=φ

3

2

1

321  NNN)y,x( iiN φ=  (2.21)

 
ขั้นตอนที่ 3   สรางสมการของเอลิเมนต (element equation) ตัวอยางเชนสมการเอลิเมนต

สามเหลี่ยม  ดังแสดงในรูปที่ 2.3  จะอยูในรูปแบบดังนี้ 
 

e3

2

1

e3

2

1

e333231

232221

131211

F
F
F

kkk
kkk
kkk

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

φ
φ
φ

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
 (2.22)

 
ซ่ึงเขียนไดอีกรูปแบบหนึ่งคือ 
 

[ ] { } { }eee FΦK =  (2.23)
 
ขั้นตอนนี้ถือวาเปนหัวใจสําคัญของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต การสรางสมการของเอลิ

เมนตซ่ึงอยูในรูปแบบของสมการ (2.22) สามารถทําไดจากสมการการแปรผัน 
 

ขั้นตอนที่ 4  นําสมการที่ไดของแตละเอลิเมนตมาประกอบกัน  ทําใหเกิดระบบสมการในรูป
แบบดังนี ้

[ ] { } { }syssyssys FΦK  equation)element ( ==Σ  (2.24)
 

   3        3φ  

      1φ  

   2φ        2 

    1 

x 

y 
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ขั้นตอนที่ 5   ทําการประยุกตเงื่อนไขขอบเขต (boundary condition) ลงในสมการแลวแก
สมการเพื่อหาคาของ { }sysΦ อันประกอบดวยตัวไมรูคาที่จุดตอ  ซ่ึงอาจจะเปนคาของการเคลื่อนตัว 
ที่ตําแหนงตางๆ ของโครงสราง หรืออาจจะเปนคาความเร็วของ ของไหลหากเปนปญหาเกี่ยวกับ
การไหล 
 

ขั้นตอนที่ 6   เมื่อทําการหาคาที่จุดตอออกมาไดแลว ก็สามารถหาคาอื่นๆที่ตองการรูตอไป
ได เชน คาความเครียด และคาความเคนทั้งหมดได 

 
2.2.2 สมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาของของแข็งแบบเชิงเสน  

 
  การสรางสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาสองมิติ ในที่นี้เลือกใชเอลิเมนตแบบ
สามเหลี่ยมสามจุดตอ โดยมีลักษณะการกระจายคาการเคลื่อนตัวในแตละทิศทางเปนแบบเชิงเสน 
ดังรูปที่ 2.4 และสามารถเขียนใหอยูในรูปของฟงกชั่นการประมาณภายในเอลิเมนตไดดังนี ้
 

iiuN)y,x(u =  (2.25)
 

ii vN)y,x(v =  (2.26)
 
เขียนอยูในรูปแบบเมตริกซไดเปน 
 

{ } [ ] T vu)y,x(u =  (2.27)
 

{ } [ ]{ }u N)y,x(u =  (2.28)
 

{ } [ ] T
332211  vuvuvuu =  (2.29)

 

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

321

321

N0N0N0
0N0N0N

N  (2.30)

 
โดย [ ]N  แทนเมตริกซของฟงกช่ันการประมาณภายในเอลิเมนตแบบเชิงเสน 

 { }u  แทนเวคเตอรการเคลื่อนตัวของจุดตอ 
 

ฟงกชั่นการประมาณภายในเอลิเมนตของเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยมสามจุดตอมีความสัมพันธ
กับฟงกชั่นพิกัดของพื้นที่ในรูปแบบดังนี ้
 

1,2,3i   ;     LN ii ==  (2.31)
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ซ่ึง iL  เปนฟงกชั่นพิกัดของพื้นที่ โดยมีสมการดังนี ้
 

1,2,3i   ;     )ycxba(
A2
1L iiii =++=  (2.32)

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 2.4   แสดงเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบสามจุดตอ 

 
โดย A   แทนพื้นที่ของเอลิเมนตสามเหลี่ยม  คํานวณไดจาก 
 

[ ])yy(x)yy(x)yy(x
2
1A 213132321 −+−+−=  (2.33)

 

12321312213

31213231132

23132123321

xxc    yyb   yxyxa
xxc   yyb   yxyxa
xxc   yyb   yxyxa

−=−=−=
−=−=−=
−=−=−=

 (2.34)

 
 จากหัวขอที่ 2.1.4 โดยละพจนพลังงานเนื่องจากแรงของตัววัตถุ fi  กลาวไดวาสมการการ
แปรผัน (2.19) เปนสมการความสมดุลระหวางพลังงานเสมือนจากภายนอก RWδ  กับพลังงาน
เสมือนจากภายใน SWδ  ซ่ึงสามารถนํามาประยุกตใชกับปญหาการสัมผัสได โดยการพิจารณาวา
พจนของพลังงานเสมือนจากภายนอกแบงออกเปนสองชนิด คือ พลังงานเสมือนจากเงื่อนไขความ
เคนที่ผิว และพลังงานเสมือนจากความเคนเนื่องจากการสัมผัสซึ่งจะกลาวไวในบทที่ 3  ดังนั้นจาก
สมการแปรผัน (2.19) เขียนใหมได ดังนี้ 
 

x 

  y ( x2, y2 )

( x3, y3 ) 

( x1, y1 ) 

u2 

v2 

u3 

v3 

u1 

v1 
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0dSutdVeWW
S iiV ijijRS =δ−δσ=δ−δ ∫∫  (2.35)

  
เวคเตอรของความเครียด ดังที่แสดงไวในสมการ (2.8) สามารถเขียนใหอยูในรูปของคาเคลื่อนตัว
เปน 
 

{ } { }

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∂
δ∂

+
∂
δ∂
∂
δ∂
∂
δ∂

=δ⇒

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∂
∂

+
∂
∂
∂
∂
∂
∂

=

x
v

y
u

y
v

x
u

e

x
v

y
u

y
v
x
u

e  (2.36)

 
จากนั้นสามารถนําสมการ (2.35) หรือเรียกวาพลังงานภายในจากการเสียรูปของวัตถุ SWδ เขียน
ใหอยูในรูปของสมการเมตริกซไดดังนี้ 

{ } [ ]{ } { } [ ]{ } { } [ ] [ ][ ]( ){ }u dVB CBuu KudVe Ce
V L

T
L

T
L

T
V

T ∫∫ δ=δ⇒δ   
 (2.37)

 
  [ ]LB  แทนเมตริกซความสัมพันธระหวางความแครียดและการเคลื่อนตัว  

และคา { } [ ]{ }u Be L δ=δ  โดยที ่
 

{ } ⎣ ⎦T
332211 vuvuvuu δδδδδδ=δ  (2.38)

 
{ } ⎣ ⎦T

332211 vuvuvuu =  (2.39)
 
โดยที ่

 [ ]LK  คือ เมตริกซความแข็งเกร็งของวัสดุแบบเชิงเสน 
  

[ ]

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

x
N

y
N

x
N

y
N

x
N

y
N

y
N

0
y

N
0

y
N

0

0
x

N
0

x
N0

x
N

B

332211

321

321

L  

       

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

332211

321

321

bcbcbc
c0c0c0
0b0b0b

A2
1  (2.40)
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ตอมาพิจารณาพลังงานเสมือนเนื่องจากภาระหรือเรียกวาพลังงานภายนอก RWδ  ในที่

นี้จะพิจารณาถึงความเคนที่ขอบเอลิเมนต 
 

{ } { } { } { }Ru
t
t

2
l

2
luds  

t
t

l
s

l
s1uW T

y

xT
l

0 y

xT
R δ=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡δ=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −δ=δ ∫  (2.41)

 
 ดังนั้นสมการสําหรับการคํานวณของปญหาของแข็งแบบเชิงเสนในแตละเอลิเมนตเขียนได
เปน 
  

[ ]{ } { }RuK L =          (2.42)
 
  

2.3 วิธีการหาคําตอบโดยการปรับรูปรางแบบเปนลําดับขั้น  
 

 การวิเคราะหปญหาของแข็งโดยทั่วไป กลาวไดวาเปนการหาสภาวะสมดุลของวัตถุที่
กระทําจากภาระ โดยที่เงื่อนไขของการสมดุลของระบบทางไฟไนตเอลิเมนตสามารถเขียนไดเปน 
 

{ } [ ]{ } { } { } 0FR  uKR tt
L

tt =−=−  (2.43)
 
โดยที ่

{ }Rt  แทน แรงภายนอกที่กระทําบนจุดตอของวัตถุที่เวลา t  

{ }Ft  แทน แรงภายในหรือแรงบนจุดตออันเนื่องมาจากความเคนบนเอลิเมนต (element 

stress) ที่เวลา t  

 สําหรับแนวคิดพื้นฐานของการหาผลเฉลยโดยการปรับรูปรางแบบเปนลําดับขั้น[11] ก็คือ
การประมาณคาความเคนและความเครียด เนื่องจากระยะการเคลื่อนตัวของจุดทุกๆจุดบนวัตถุ ณ 
เวลาปจจุบัน เพื่อหาความเคนและความเครียดที่ทําใหตัววัตถุเกิดความสมดุลของระบบในเวลาถัด
ไป ช่ึงความสมดุลของระบบทางไฟไนตเอลิเมนตไดแสดงไวดังสมการ(2.43) และสําหรับในเชิง
การคํานวณแลวคาความสมดุลจะไมสามารถเทากับศูนยได แตตองมีคาอยูในชวงที่ยอมรับไดหรือ
ใกลเคียงศูนย ดังนั้นการคํานวณในแตละขั้นเวลาจะตองใชวิธีการทําซ้ําเพื่อหาคาการเคลื่อนตัวที่
เหมาะสมที่สุด  โดยเริ่มจากพิจารณาสมการสมดุลที่เวลา t+∆t 
 

{ } { } 0F R tttt =− ∆+∆+  (2.44)
 
กําหนดวา { }Rtt ∆+  เปนอิสระตอการเปลี่ยนแปลงรูปรางของวัตถุ แลวพิจารณาพจนของ { }Ftt ∆+  
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สามารถทําการประมาณเชิงเสนเขียนใหมไดวา 
 

{ } { } { }FFF ttt ∆+=∆+  (2.45)
 
โดยที่  { }F∆  แทนเวคเตอรของแรงบนจุดตอที่เพิ่มขึ้นเนื่องจากการเพิ่มขึ้นของความเคนที่เกิดขึ้น
ภายในเอลิเมนต จากเวลา t  ไปยัง tt ∆+  ซ่ึงเวคเตอร { }F∆   นี้สามารถประมาณคาโดยการใช 
เมตริกซแข็งเกร็ง (tangent stiffness matrix ; [ ]Kt ) เปนผลมาจากเงื่อนไขของรูปรางและวัสดุ ณ 
เวลา t  ดวยสมการ หรือกลาวไดวาเปนการแปลงเชิงเสนของพจน { }Ftt ∆+  โดยที ่
 

{ } [ ]{ }u KF t ∆=∆  (2.46)
 
โดย { }u∆  เปนเวคเตอรการเคลื่อนตัวที่เพิ่มขึ้นบนจุดตอ และ 
 

[ ] { }
{ }u
FK t

t
t

∂

∂
=  (2.47)

 
จากสมการ (2.44) ถึง (2.47) จะไดวา 
 

[ ]{ } { } { }F Ru K tttt −=∆ ∆+  (2.48)
 
แลวทําการคํานวณหาคาเวคเตอร  u∆ จากนั้นนําไปประมาณคาของระยะเคลื่อนตัวที่เวลา tt ∆+  
 

uuu ttt ∆+=∆+  (2.49)
 
จากสมการดังกลาวจะเห็นวาคาการเคลื่อนตัวของจุดตอ ที่เวลา tt ∆+ ที่ได จากสมการ (2.49) เปน
เพียงคาประมาณเทานั้น เนื่องจากการใชสมการ (2.45) 
 
ดังนั้นจะเห็นวาคาผิดพลาดที่เกิดขึ้นนี้ จะมีคามากหรือนอยขึ้นอยูกับขนาดของชวงเวลาหรือขนาด
ของลําดับขั้นภาระ (load step sizes) โดยทั่วไปแลวในแตละขั้นเวลาหรือลําดับขั้นภาระจะตองทํา
การคํานวณซ้ําจนกวาจะไดคาความผิดพลาดอยูในชวงที่ยอมรับได 
 
 วิธีการทําซ้ําที่นิยมใชทั่วไปในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตก็คือ วิธีนิวตัน-ราฟสัน[12] ซ่ึง
ผลจากสมการ (2.48) และ (2.49) สามารถนํามาใชในการคํานวณวิธีการทําซ้ําแบบ นิวตัน-ราฟสัน
ไดดังนี ้
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[ ] { }( ) { } { }
{ } { } { }uuu              

FRu K
)1i(tt)i(tt

)1i(tt)1i(tti)1i(tt

∆+=

−=∆
−∆+∆+

−∆+−∆+−∆+

 (2.50)

 
โดย i  คือรอบการทําซ้ําครั้งที่ i  และเงื่อนไขเริ่มตน  คือ  
 

{ } { } [ ] [ ] { } { }FF     ;     KK     ;     uu t)0(ttt)0(ttt)0(tt === ∆+∆+∆+  (2.51)
 
หลังจากการคํานวณหาคาการเคลื่อนตัวไดในแตละครั้งแลว จะตองนําคาการเคลื่อนตัวลาสุดบนจุด
ตอมาทําการปรับรูปรางของวัตถุ พรอมกับคํานวณหาแรงบนจุดตออันเนื่องจากความเคนบนเอลิ
เมนตและเมตริกซแข็งเกร็งในแตละรอบการทําซ้ํา เพื่อทําการคํานวณรอบตอไปจนคา { } )i(u∆  มีคา
นอยอยูในชวงที่ยอมรับไดในแตละขั้นภาระ 
 

2.3.1 สมการการแปรผันในรูปแบบของการปรับรูปรางแบบเปนลําดับขั้น 
 

สมการของการปรับรูปรางแบบเปนลําดับขั้นจะเปรียบไดกับเปนการแปลงเชิงเสน
ของพจนพลังงานภายใน SWδ  สวนพจนที่เกี่ยวของกับพลังงานภายนอก RWδ จะสมมติวาเปน
อิสระตอการเปลี่ยนแปลงรูปรางของวัตถุ จากสมการ (2.19) และละพจนที่เกี่ยวของกับแรงเนื่อง
จากตัววัตถุเอง คือ 
 

{ } { } { } { } 0dS tudV eW W
S

T
V

ttTtt
R

tt
S

tt
ttt =δ−σδη+δ=δ−δ ∫∫ ∆+

∆+∆+∆+∆+    (2.52)
 

เนื่องจากวิธีการปรับรูปรางแบบเปนลําดับขั้นจะอางอิงถึงรูปรางปจจุบันในรูปแบบลากราง 
เจียน (updated Lagrangian formulation) ดังนั้นความเคนที่ใชอางอิงรูปรางปจจุบันก็คือความ
เคนคอวชี (Cauchy stress) สวนความเครียดที่อางอิงรูปรางปจจุบันจะเปนความเครียดอัลมานซ ี

(Almansi strain) สามารถแยกไดเปนสองพจนคือพจนที่เปนเชิงเสนกับพจนที่ไมเปนเชิงเสนดัง
สมการ (2.52) ซ่ึงความเครียดจะไดมาจากการเปลี่ยนแปลงของระยะการเคลื่อนตัวในแตละรอบ
การทําซ้ํา u∆  
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 (2.54)

 
ทําการกระจายเทอมของความเคนที่เวลา t+∆t  
 

{ } { } { }σ∆+σ=σ∆+       ttt  (2.55)
 
โดยที่ { }σ∆  ประมาณคาไดเปน 
 

{ } [ ]{ }e C    ∆=σ∆  (2.56)
 
สามารถเขียน S

tt Wδ∆+ ใหม โดยที่ละทิ้งพจนอันดับสูงออก 
  

{ } { } { } { } { } [ ]{ }
444 3444 21444444 3444444 21

u

 C  

∆⋅δ

∆δ+

δ

σηδ+σδ=δ ∫∫∫∆+

S

V
T

S

V
tT

V
tT

S
tt

WtD

dVe e

Wt

dV dV eW ttt  
(2.57)

 
โดย uWD S

t ∆⋅δ  เปนพจนจากการแปลงเชิงเสน (linearizeation)ของ S
t Wδ ในทิศทางของ { }u∆

โดยอางอิงจากรูปรางปจจุบัน [13] 
 

2.3.2 สมการไฟไนตเอลิเมนตในรูปแบบของการปรับรูปรางแบบเปนลําดับขั้น 
 

  จากสมการ (2.57) สามารถเขียนใหอยูในรูปของสมการเมตริกซ [11]ไดดังนี้ 
 

{ } [ ]{ } { } [ ]{ } { } [ ] [ ][ ]( ){ }u dVB CBuu KudVe Ce
V L

T
L

T
L

T
V

T ∆δ=∆δ⇒∆δ ∫∫   
 

(2.58.1)
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{ } { } { } [ ]{ } { } [ ] [ ][ ]( ){ }u BBuuKu ∆σδ=∆δ⇒σηδ ∫∫     
V NL

T
NL

T
NL

T
V

T dVˆdV
 

(2.58.2)

{ } { } { } { } { } [ ] { }( )∫∫ σδ=δ⇒σδ
V

T
L

TT
V

T dVdVe  BuFu 
 

(2.58.3)
 

  [ ]LB  แทนเมตริกซความสัมพันธระหวางความเครียดและการเคลื่อนตัว  
และคา { } [ ]{ }u Be L δ=δ  โดยที ่
 

{ } ⎣ ⎦T
332211 vuvuvuu δδδδδδ=δ  (2.59)

 
{ } ⎣ ⎦T

332211 vuvuvuu ∆∆∆∆∆∆=∆  (2.60)
 

 [ ]LK      คือเมตริกซแข็งเกร็งแบบเชิงเสน 

 [ ]NLK   คือเมตริกซแข็งเกร็งแบบไมเชิงเสน 

 { }F      คือเวคเตอรของแรงภายในที่จุดตอเนื่องจากความเคนบนเอลิเมนต 
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 เมื่อนําพจนของแรงภายนอก{ }R  พจนของแรงภายใน{ }F และพจนการแปลงเชิงเสนของ
{ }F สามารถเขียนใหอยูในรูปแบบสมการไฟไนตเอลิเมนตที่พรอมนําไปทําการคํานวณแบบการทํา
ซํ้าไดดังนี ้
 

[ ]{ } { } { })F(u)R(u∆u)(uK)(uK ii1iiNLiL −=+ +   ; { } { } { } 1ii1i uuu ++ ∆+=  (2.63)
 
จากสมการ (2.63) นี้จะนําไปใชในการแกปญหาการสัมผัส โดยการเพิ่มพจนที่เกี่ยวของกับพลัง
งานจากการสัมผัสเขาไปในสมการ ซ่ึงแสดงในบทที่ 3 ตอไป 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

บทที่ 3 
 

ปญหาการสัมผัสดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
 

  ปญหาการสัมผัสเปนปญหาแบบไมเชิงเสนเนื่องจากขอบเขตเงื่อนไข ที่ไมสามารถ
บอกไดวาบริเวณขอบใดบางของวัตถุที่เกิดการสัมผัสกัน แรงปฏิกิริยาที่เกิดขึ้นกับระยะการเคลื่อน
ตัวของขอบที่ผิวสัมผัสมีคาเปนเทาไร ในเชิงการคํานวณแลวส่ิงที่บงบอกวาวัตถุจะเริ่มสัมผัสกันก็
คือมีการเหลื่อมลํ้ากันขึ้นระหวางขอบของวัตถุ ในบทนี้ไดทําการสรางพจนพลังงานจากการสัมผัส
ระหวางวัตถุทั้งสองไดจากคาการเหลื่อมลํ้านี้ เพื่อนําไปประยุกตใชกับสมการการแปรผันของ
ปญหากลศาสตรของแข็งไดโดยตรง โดยพิจารณาการเหลื่อมล้ํานี้เปนการเคลื่อนที่ที่เกิดขึ้น ซ่ึงแยก
การเคลื่อนที่ออกไดเปนสองลักษณะคือการเคลื่อนที่ในแนวตั้งฉากกับผิวสัมผัส และการเคลื่อนที่
ในแนวสัมผัสกับผิวสัมผัส  หลังจากนั้นไดทําการประยุกตระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตกับปญหา
การสัมผัส โดยพจิารณาเปนการสัมผัสกันระหวางจุดตอกับขอบของเอลิเมนต  
 
3.1 การเคล่ือนท่ีของวัตถุสัมผัส  
 

ปญหาการสัมผัสในวิทยานิพนธฉบับนี้ จะพิจารณาเปนการสัมผัสกันระหวางวัตถุสอง
ชนิดคือ วัตถุหมายเลข 1 เรียกวาวัตถุหลัก (master body) กับวัตถุหมายเลข 2 เรียกวาวัตถุรอง 
(slave body) โดยกําหนดใหตัวยก 1 และ 2 บงบอกถึงคาที่เกิดขึ้นบนวัตถุหลักและวัตถุรองตาม
ลําดับ [14] ขณะที่วัตถุทั้งสองมาสัมผัสกันจะเกิดคาตางๆ ที่สนใจ แสดงไวดังรูปที่ 3.1  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.1   คาที่เกิดขึ้นบนวัตถุสัมผัส 

วัตถุหลัก 

วัตถุรอง 
ขอบเขตของ
การสัมผัส 2x

1x1x

1a
1n

y 

x 
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โดย 1x  แทนจุดบนขอบของวัตถุหลักที่อางอิงจากคาพิกัดฉาก x y 
2x      แทนจุดบนขอบของวัตถุรองที่อางอิงจากคาพิกัดฉาก x y 
1x      แทนภาพฉายของจุด 2x บนขอบของวัตถุหลัก หรือระยะที่ส้ันที่สุดที่วัดจากจุด 2x

ไปยังขอบของวัตถุหลัก 
1n      แทนเวคเตอรหนึ่งหนวยในแนวตั้งฉากที่จุดสัมผัสบนขอบของวัตถุหลัก  
1a      แทนเวคเตอรหนึ่งหนวยในแนวสัมผัสที่จุดสัมผัสบนขอบของวัตถุหลัก 

 
เมื่อทําการพิจารณาการเคลื่อนที่ของวัตถุที่มาสัมผัสกันดังรูปที่ 3.2 โดยเฉพาะบริเวณผิวสัมผัส วัตถุ
จะเกิดการยุบตัวหรือเคลื่อนตัวเปนระยะ 1uδ และ 2uδ  ของจุด 1x และ 2x ตามลําดับ และการ
เคลื่อนตัวนี้สามารถอธิบายไดเปนสองแนวแกน คือแนวตั้งฉากกับแนวสัมผัสของผิววัตถุ 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

รูปที่ 3.2   การเคลื่อนที่ของวัตถุหลังจากการสัมผัส 
 

3.1.1 การสัมผัสในแนวตั้งฉาก 
 
  ในการคํานวณเชิงตัวเลขจะไมสามารถหาคาการเคลื่อนตัวหลังการสัมผัสไดโดยตรง
แตส่ิงที่บงบอกวาวัตถุทั้งสองเกิดการสัมผัสกันคือ ขอบของวัตถุจะตองเกิดการเหลื่อมลํ้ากันเปน
ระยะ 12 xx −  ดังรูปที่ 3.2  และนําระยะหางจากการเหลื่อมลํ้านี้แปลงเปนคาแรงปฏิกิริยาที่ผิว
สัมผัส  โดยการคูณกับคาพารามิ เตอรที่กําหนดขึ้น  ที่ เรียกวาพีนอลทีพารามิ เตอร (penalty 

parameter)  ซ่ีงการเหลื่อมลํ้าที่เกิดขึ้นไดแยกพิจารณาออกเปนสองทิศทาง คือ ในแนวตั้งฉากและ
แนวสัมผัสสกับผิวสัมผัสของวัตถุหลัก ทําใหคาการเหลื่อมลํ้าสามารถมองเปนการเคลื่อนที่รวมท่ี
เกิดจากแรงปฏิกริยาที่ผิวสัมผัส สําหรับการเคลื่อนที่ในแนวตั้งฉาก คาแรงที่ไดจะอยูในแนวของเวค
เตอร 1n  ดังรูปที่ 3.3 แสดงใหเห็นวาในการหาคาระยะหางในแนวตั้งฉากนั้น จําเปนจะตองรูคาเวค
เตอรหนึ่งหนวยในแนวตั้งฉาก 1n  กอนที่หาไดจากสมการดังนี้ 

2a

1a
1n

2n
2uδ

1uδ  x2 

x1 
วัตถุรอง(2) 

วัตถุหลัก(1) 
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12

12
1

xx
xxn

−

−
−=  (3.1)

 
 
 
 
 

 
 
 
 

รูปที่ 3.3  ระยะหางในแนวตั้งฉากกับผิวสัมผัส 
 
โดยที่ •  แทนขนาดของเวคเตอร 
จากสมการ(3.1) ทําใหสามารถหาคาระยะหางในแนวตั้งฉากไดเปน 
 

112
N )(g nxx ⋅−=  (3.2)

  
3.1.2 การสัมผัสในแนวสัมผัส  

 
  การสัมผัสในแนวสัมผัสสามารถแบงออกเปนสองสภาวะ คือ สภาวะการยึดติด (stick 

state)   เปนสภาวะของบริเวณผิวสัมผัสไมมีการเคลื่อนที่   กับสภาวะเลื่อนไถล (sliding state)   

เปนสภาวะของบริเวณผิวสัมผัสเกิดการเคลื่อนที่ ซ่ึงการเคลื่อนที่แบบนี้ สามารถอธิบายไดจากการ
เคลื่อนที่สัมพัทธบนผิวสัมผัส 
  
 การเคลื่อนที่สัมพัทธในทิศแนวเสนสัมผัสระหวางสองวัตถุ เกี่ยวของกับการเปลี่ยนแปลง
ของภาพฉายของจุด 2x  ซ่ึงก็คือจุด 1x  บนวัตถุหลัก  ดังรูปที่ 3.4 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.4   เสนทางการเคลื่อนที่ของจุด 2x  สัมพัทธกับขอบของวัตถุหลักบนพิกัดเชิงการพา 
 
โดย ξ  คือภาพฉายของจุด 2x ลงบนขอบของวัตถุหลัก (master segment) ในพิกัดเชิงการพา 
[14], [15] ซ่ึงเกิดการเคลื่อนที่จากตําแหนง 0ξ  ไปยังตําแหนง ξ  

1a

1n

1x

2x
Ng

0 1 

0ξ ξ
0ξ ξ
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 สภาวะยึดติดเปนสภาวะของจุดไมมีการเคลื่อนที่ในทิศแนวสัมผัส   ดังนั้นคาที่ไดจากพิกัด
เชิงการพา (ξ ) จะไมเกิดการเปลี่ยนแปลงในขณะที่เกิดการสัมผัส 0=ξ∆  ซ่ึงเขียนเปนสมการ
เงื่อนไขไดดังนี้ 
 

1
TT g ag =      โดยที่    0)(g 112

T =⋅−= axx  (3.3)
 
โดย gT  กําหนดใหเปนการเคลื่อนตัวสัมพัทธในทิศแนวสัมผัส (tangential direction) ที่จะตอง

มีคาเทากับศูนย   
 
 ในสภาวะของการเลื่อนไถล สามารถหาเสนทางจริงของจุด 2x  ที่เล่ือนตามขอบของวัตถุ
หลักไดจากการอินทิเกรตของคาที่เปล่ียนแปลงไปของพารามิเตอร )d(  ξξ  ในแนวเสนขอบของ
วัตถุหลัก 
 

ξ=ξ=ξ== ξ dd,dddg 111
TT axag  (3.4)

 

ξ⋅=ξ= ∫∫
ξ

ξ
ξξ

ξ

ξ
ξ d ,,d ,g

00

111
T xxx  (3.5)

 
โดย 1a  เปนเวคเตอรในแนวสัมผัสที่ไมใชเวคเตอรหนึ่งหนวยแตไดมาจากการเปลี่ยนแปลงจุดเงา

1x  ตามพิกัดเชิงการพา  
 

3.1.3 คาการแปรผันของระยะหางในแนวตั้งฉากและระยะหางในแนวสัมผัส 
 
  คาการแปรผันของระยะหางในแนวตั้งฉาก สามารถหาไดจากการแปรผันของสมการ 

(3.2) ดังนี ้
 

{ } )()]([ g 112
N ξ⋅ξ−δ=δ nxx  (3.6)

 
คาการแปรผันของสมการ (3.6) ตองพิจารณาจากการเปลี่ยนแปลงของพารามิเตอรξ  ซ่ึงเกิดจากเงา
ของจุด 2x  บนวัตถุหลักที่ตําแหนง 1x  ใดๆ ดังนั้น 
 

1121112
N ][],[g nxxnxuu δ⋅−+⋅δξ⋅−δ−δ=δ ξ  (3.7)

 
โดย  uδ  แทนคาการแปรผันของ x 
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คาการแปรผันของระยะหางในแนวเสนสัมผัส หาไดจากสมการ (3.4) คือ 
 

1
T  ag ξδ=δ  (3.8)

 
จากสมการ (3.8) แสดงใหเห็นวา การหาคาการแปรผัน gT จําเปนจะตองรูคาการแปรผันของ ξ  
โดยอาศัยความสัมพันธที่วา 
 

0)()]([ 112 =ξ⋅ξ− axx  (3.9)
 
ความสัมพันธนี้เปนจริงที่จุดสัมผัส  เพราะผลตาง )(12 ξ− xx  เปนเวคเตอรที่ตั้งฉากกับผิวสัมผัส   
จากนั้นทําการแปรผันสมการ (3.9) ไดดังนี้ 
 

                    { } 0 )()]([ 112 =ξ⋅ξ−δ axx  (3.10)
 
                            0][],[ 1121112 =δ⋅−+⋅δξ⋅−δ−δ ξ axxaxuu  (3.11)
 
โดย δξ⋅+δ=δ ξξξ ,, 111 xua    แลวทําการจัดรูปสมการ (3.11) 
 

{ } δξ⋅⋅−+⋅=δ⋅−+⋅δ−δ ξξξξ ,][, ,][][ 11211112112 xxxaxuxxauu  (3.12.1)
 

{ } δξ⋅⋅+⋅=δ⋅+⋅δ−δ ξξξ ,g ,g][ 11
N

1111
N

112 xnaaunauu  (3.12.2)
 

{ }ξδ⋅+⋅δ−δ
⋅+

=δξ ,g][ 
bga

1 11
N

112

11N11

unauu  (3.12.3)

 
กําหนดให 11

11a aa ⋅=  และ 11
11 ,b nx ⋅= ξξ  หมายถึงคาความโคง (curvature) ของผิวสัมผัส 

 
3.2 พลังงานเสมือนจากการสัมผัส 
 

  สมการการแปรผัน (2.52) เปนสมการความสมดุลระหวางพลังงานเสมือนภาย
นอกกับพลังงานเสมือนภายใน ในรูปแบบการเพิ่มเปนลําดับขั้น ซ่ึงสามารถนํามาประยุกตใชกับ
ปญหาการสัมผัสได โดยการเพิ่มพจนของพลังงานเสมือนจากภายนอกเนื่องจากการสัมผัส ดังนั้น
สมการการแปรผันสําหรับปญหาการสัมผัสเขียนเปนสมการได ดังนี ้
 

0WWW CRS =δ−δ−δ  (3.13)
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CRS W,W,W δδδ    คือ พลังงานเสมือนที่เกิดจากความเคนภายใน, พลังงานเสมือนจากภายนอก
และพลังงานเสมือนจากการสัมผัสตามลําดับ โดยที ่

 
{ } { } { } { }∫∫ σηδ+σδ=δ

V
T

V
tT

S dV dV eW    (3.14)
 

∫ δ=δ
S iiR dS u tW  (3.15)

 
dS dS gtW

cc S TTS NNC ∫∫ δ⋅+δ⋅=δ gt  (3.16)
 
3.3 กฎความเสียดทานของคูลอมบและการปรับใชสําหรับการคํานวณ 
 

กฎความเสียดทานของคูลอมบ สามารถอธิบายไดจากคาสัมประสิทธิ์ความเสียด
ทาน(µ ) ซ่ึงเปนเงื่อนไขที่บอกวาเมื่อใดการเคลื่อนที่ในแนวสัมผัสจะอยูในสภาวะยึดติด หรือ
สภาวะเลื่อนไถล ในที่นี้จะสมมติใหสัมประสิทธิ์ความเสียดทานสถิต ( sµ ) และความเสียดทาน
เคลื่อนที่ ( kµ ) มีคาเทากัน 
 

NTNT t )t,( µ−=Φ tt  (3.17)
 
โดย )t,( NTtΦ  แทนฟงกชันเงื่อนไขของการเลื่อนไถล 

 Tt          แทนเวคเตอรความเคนที่ผิวในแนวสัมผัสกับผิวสัมผัส 

 Nt              แทนความเคนที่ผิวในแนวตั้งฉากกับผิวสัมผัส 
 
จากเงื่อนไขสมการ (3.17) ถา Φ  มีคานอยกวาหรือเทากับศูนยวัตถุจะอยูในสภาวะยึดติด แตถา Φ  
มีคามากกวาศูนยวัตถุจะอยูในสภาวะเลื่อนไถล สามารถวาดกราฟแสดงไดดังรูปที่ 3.5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที3่.5   กราฟแสดงเงื่อนไขกฎความเสียดทานของคูลอมบ 

tT 

gT 

Nt µ

Nt µ−
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 กราฟในรูปที่ 3.5 อธิบายวา เมื่อ Tg  มีคาเทากับศูนย หรือไมมีการเคลื่อนที่ในแนวสัมผัส  
แรงในแนวสัมผัสที่เกิดขึ้นบนผิวสัมผัสนั้นสามารถเปนคาใดๆก็ไดที่มีคาไมเกิน Ntµ  ดังนั้นไม
สามารถบอกไดเลยวาคาแรงในแนวสัมผัสมีคาเปนเทาใดขณะที่วัตถุอยูในสภาวะยึดติด ในเชิงการ
คํานวณแลวมีความจําเปนจะตองกําหนดความสัมพันธระหวางคา Tg  กับ Tt  ใหมโดยเฉพาะใน
ชวงสภาวะยึดติด ดวยการปรับกราฟใหมีคาความชันเทากับ Tε  ดังแสดงไวดังรูปที่ 3.6 เพื่อให
ความสัมพันธของ Tg  กับ Tt  เปนความสัมพันธแบบหนึ่งตอหนึ่งดังสมการ (3.18) 
 

TTT  gt ε=  (3.18)
 
โดย Tε  คือ คาพีนอลทีพารามิเตอร 
 
ถาคาความชัน Tε  ยิ่งมีคามากขึ้นเทาใด ความสัมพันธระหวางคา Tg  กับ Tt  ก็จะลักษณะใกลเคียง
กับเงื่อนไขของคูลอมบเดิมมากเทานั้น  [16] และ [17] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.6  การปรับเงื่อนไขความเสียดทานของคูลอมบ 
 
ดังนั้นการเคลื่อนที่ในแนวสัมผัสแบงออกไดเปนสองสวน คือ การเคลื่อนที่ในชวงยืดหยุน และการ
เคลื่อนที่ในชวงเล่ือนไถล ดังรูปที่ 3.7 เขียนเปนความสัมพันธไดดังนี้ 
 

s
TT

e
T ggg −=  (3.19)

 
โดยที่  Tg  แทนการเคลื่อนที่ในแนวสัมผัสรวม  

  e
Tg  แทนการเคลื่อนที่ในแนวสัมผัสชวงยืดหยุน  

  s
Tg  แทนการเคลื่อนที่ในแนวสัมผัสชวงเล่ือนไถล 

 

tT 

gT 

Nt µ
Tε

Nt µ−
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สาเหตุที่เรียก  เปนการเคลื่อนที่ในแนวสัมผัสชวงยืดหยุนเนื่องจากวา ถาวัตถุมีการเคลื่อนที่ในแนว
สัมผัส จะมีแรงตานกลับไปเพื่อไมใหวัตถุเคลื่อนที่ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.7  การเคลื่อนที่ในแนวสัมผัสหลังการปรับเงื่อนไขความเสียดทานของคูลอมบ 
 

3.4 ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาการสัมผัส 
 

เมื่อพิจารณารูปรางของวัตถุที่เปนแบบไมตอเนื่องหรือแบงเปนเอลิเมนตยอย ๆ แลว การ
สัมผัสที่เกิดขึ้นจะเปนการสัมผัสกันระหวางขอบเอลิเมนตของวัตถุหลักกับขอบเอลิเมนตของวัตถุ
รอง  

 
 3.4.1 เอลิเมนตสัมผัส 

 
  ในหัวขอนี้ไดกําหนดใหการสัมผัสของวัตถุเปนการสัมผัสของจุดบนวัตถุรอง (slave 

node) มาสัมผัสกับขอบเอลิเมนตบนวัตถุหลัก (master segment) กําหนดใหจุดบนวัตถุรอง 
(slave node) แทนดวยคาพิกัด 2

sx  มาสัมผัสกับขอบเสนตรงของวัตถุหลัก (master segment) ที่
กําหนดดวยจุด 1

1x  และ 1
2x  ดังแสดงดังรูปที่ 3.8 

 
จากฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตสําหรับขอบเอลิเมนตของวัตถุหลักเขียนไดเปน 
 

ξ−+=ξ )()(ˆ 1
1

1
2

1
1

1 xxxx  (3.20)
 
โดย )(ˆ1 ξx  คือตําแหนงของ ξ  บนพิกัดฉาก x-y 
 
และสามารถคํานวณหาเวคเตอรในแนวสัมผัสของขอบเอลิเมนตไดวา 
 

Nt µ

gT s
Tg

Tg

tT 
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ξ−=ξ= ξ )(),(ˆ 1
1

1
2

11
1 xxxa  (3.21)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

รูปที่ 3.8   เอลิเมนตสัมผัสแบบจุดถึงขอบ 
 
จากนั้น นําไปหาเวคเตอรหนึ่งหนวยในแนวสัมผัสได ดังนี ้
 

l1
1

1 aa =  (3.22)
 
โดย  l    เปนความยาวขอบเอลิเมนตของวัตถุหลักหาไดจากขนาดของ 1

1
1
2 xx −  

 1
1a  เปนเวคเตอร 1

1
1
2 xx −  

 
เวคเตอรหนึ่งหนวยในแนวสัมผัสนี้ ทําใหหาคาเวคเตอรหนึ่งหนวยตั้งฉากกับขอบเอลิเมนต ไดจาก 
 

1
3

1 aen ×=  (3.23)
 
โดย 3e  เปนเวคเตอรหนึ่งหนวย (unit base vector) ที่มีทิศพุงออกจากระนาบสองมิติ 
 
คา ξ  และ Ng  ไดจากการหาระยะทางที่ส้ันที่สุดดวยการฉายเงาของจุดบนวัตถุรอง 2

sx  ลงบนขอบ
เสนตรงบนเอลิเมนตของวัตถุหลัก 1

1x  และ 1
2x  คือ 

 
11

1
2
s )(1 axx ⋅−=ξ

l
 (3.24)

 
11

2
1
1

2
sN ])1([g nxxx ⋅ξ−ξ−−=  (3.25)

2
sx

1
2x

1
1x

slave node 

master 
segment 

1n
ξ,

gN 

ξ

1a
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ทําใหคํานวณคาการแปรผันของระยะหางในแนวตั้งฉากจากขอบเอลิเมนตของวัตถุหลักไดเปน 
 

11
2

1
1

2
sN ])1([g nuuu ⋅δξ−δξ−−δ=δ  (3.26)

 
กรณีของการยึดติด การเคลื่อนที่สัมพัทธในแนวเสนสัมผัสหาไดจาก 
 

l  l∫
ξ

ξ

ξ−ξ=ξ=
0

)(dg 0
st
T  (3.27)

 
โดย 0ξ  แสดงถึงตําแหนงเริ่มตนของจุดสัมผัสที่อยูบนขอบเอลิเมนตของวัตถุหลัก 

 ξ   แสดงถึงตําแหนงเงาของจุดสัมผัสที่รูปรางปจจุบัน 
 
 คาการแปรผันของสมการ (3.27) เปนคาการแปรผันของระยะหางในแนวสัมผัสที่เกิดขึ้นกับ
ทุกๆเอลิเมนตสัมผัส สมารถเขียนไดเปน 
 

ll δξ−ξ+ξδ=δ )(g 0
st
T  (3.28)

 
เนื่องจากขอบของเอลิเมนตเปนสันตรงดังนั้น คาความโคง (curvature) ของผิวจึงมีคาเทากับศูนย 
(b11=0) และ a11 มีคาเทากับ l2 ทําใหคาการแปรผันของ ξ  จากสมการ (3.12.3) เขียนไดเปน 
 

{ })(,ˆg)](ˆ[1 1
N

1
1

12
2 ξδ⋅+⋅ξδ−δ=δξ ξunauu 

l
 (3.29)

 
พรอมกับคา 
 

11
1

1
2 ][ auu ⋅δ−δ=δ l    และ   )()(ˆ 1

1
1
2

1
1

1 uuuu δ−δξ+δ=ξδ  (3.30)
 
นําสมการ (3.29) และ (3.30) ไปแทนในสมการ (3.28) แลวเขียนใหมเปน 
 

11
1

1
2

T

11
1

1
2

N11
2

1
1

2
s

st
T

][g

][
g

])1([g

auu

nuuauuu

⋅δ−δ+

⋅δ−δ+⋅δξ−δξ−−δ=δ

l
          

l  
(3.31)

 
ในกรณีของการเลื่อนไถล จะเกิดการเคลื่อนที่ในแนวสัมผัสเปนระยะทางหนึ่งจริง ดังนั้น 
 

11
1

1
2

N11
2

1
1

2
s

sl
T ][

g
])1([g nuuauuu ⋅δ−δ+⋅δξ−δξ−−δ=ξδ=δ

l
l  (3.32)
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สังเกตไดวา สมการ (3.32) แตกตางกับสมการ (3.31) ที่พจนสุดทายของสมการ 
  
 3.4.2 พลังงานจากการสัมผัส  
 

 พลังงานที่เกิดขึ้นจากการสัมผัสของแตละเอลิเมนตสัมผัสสามารถเขียนไดดังนี ้
 

∑∫
=

δ⋅+δ⋅≈δ⋅+δ⋅
Cn

1s
TTNNS TTNN )gTgT(dS )gtgt(  (3.33)

 
โดยที่   Nt  และ Tt  เปนความเคนในแนวตั้งฉากและแนวสัมผัสที่ผิวสัมผัส 

     NT และ TT  เปนแรงที่จุดของวัตถุรองในแนวตั้งฉากและแนวสัมผัสที่ผิวสัมผัส 

    nc  แทนจํานวนเอลิเมนตสัมผัส   
 
ดังนั้น คาการแปรผันที่เกิดขึ้นในแตละเอลิเมนตสัมผัส (contact element) สามารถเขียนไดเปน 
 

TTNN gTgT δ⋅+δ⋅  (3.34)
 
สมการนี้สามารถเขียนใหอยูในรูปของเมตริกซไดโดยตรง [18] คือเริ่มจากพจนแรกที่เกี่ยวของกับ
การสัมผัสในแนวตั้งฉากที่อาศัยคาการแปรผันของระยะหางตั้งฉาก ดังสมการ (3.26) เขียนไดเปน 
 

{ }s
T

sN Ng uδ=δ  (3.35)
 
เชนเดียวกัน คาการแปรผันของระยะหางในแนวสัมผัส ดังสมการ (3.31) และ (3.32) เขียนอยูใน
รูปแบบเมตริกซ ไดดังนี้ 
 
 สําหรับกรณียึดติด 
 

{ } { } { } { }st
s

T
sos

T
os

N
s

T
s

st
T T)TgN

g
T(g uu δ=++δ=δ

ll
 (3.36)

 
 สําหรับกรณีเล่ือนไถล 
 

{ } { } { }sl
s

T
sos

N
s

T
s

sl
T T)N

g
T(g uu δ=+δ=δ

l
 (3.37)

 
และจากสมการ (3.35), (3.36) และ (3.37) ถูกแทนดวยสัญลักษณของเวคเตอรดังนี ้
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⎣ ⎦ T1
2

1
1

2
ss  uuuu δδδ=δ  (3.38)
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n  (3.39)
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 ดังนั้น พลังงานเสมือนของเอลิเมนตสัมผัสสามารถเขียนอยูในรูปเมตริกซ   { }c

s
T

s Guδ    

โดย แสดงไดดังสมการ 
 

{ } { } { }sTsN
c
s T~TNTG +=  (3.41)

 
ขณะที่ { }sT~  สามารถเปนไดทั้งกรณียึดติดหรือกรณีเล่ือนไถล ดังสมการ (3.36) และ (3.37) 
  

3.4.3 เมตริกซความแข็งเกร็งของแรงสัมผัสในแนวตั้งฉาก 
 

ในกรณีของการสัมผัสแบบไรความเสียดทาน พจนพลังงานสําหรับการสัมผัสเขียนได
ดังนี ้
 

NNNNN gggT δ⋅ε=δ⋅  (3.42)
 
จากนั้นทําการแปลงเชิงเสนของสมการ (3.42) ไดเปน 
 

NNNNNNNNN gggg)gg( δ∆⋅ε+δ⋅∆ε=δ⋅ε∆  (3.43)
 
เนื่องจาก Ng∆  มีโครงสรางเหมือนกับ Ngδ  ดังที่แสดงไวในสมการ (3.26) ก็คือ 
 

11
2

1
1

2
sN ])1([g nuuu ⋅∆ξ−∆ξ−−∆=∆  (3.44)

 
 เหลือเพียงแตพจน Ngδ∆  ที่จะตองทําการหาคา   ซ่ึงพจนนี้จะขึ้นอยูกับคาการเปลี่ยนแปลง
ของ ξ  และ 1n  ในสมการ (3.26)   และตองหาการแปลงเชิงเสนของปริมาณเหลานี้   การแปลงเชิง
เสนของ ξ  จะเหมือนกับคา ξδ  เพียงแตเปลี่ยนจากคาการแปรผัน uδ  ไปเปนคาเพิ่มขึ้นของการ
เคลื่อนตัว (displacement increments; u∆ ) ซ่ึงจะเหมือนกับการหาคา Ng∆  ดังกลาว    
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11

1
1
22

N11
2

1
1

2
s ][

l
g

])1([1 nuuauuu ⋅∆−∆+⋅∆ξ−∆ξ−−∆=ξ∆
ll

 (3.45)

 
ตอจากนั้น เพื่อทําการแปลงเชิงเสนของ 1n  จะตองอาศัยความสัมพันธดังตอไปนี ้
 

1
3

11
3

1 aenaen ∆×=∆⇒×=  (3.46)
 
 การแปลงเชิงเสนของเวคเตอรหนึ่งหนวยในแนวเสนสัมผัส คือ 
 

)](1[ 1
1

1
2

1 xxa −∆=∆
l

)]()[(1)(1 1
1

1
2

11
1

1
22

1
1

1
2 uuaxxuu ∆−∆⋅−−∆−∆=

ll
 

 

)](][1 1
1

1
2

11 uuaaI ∆−∆⋅⊗−=
l

 (3.47)

 
ซ่ึง { } { } { }{ }Tvuvu =⊗  และจากนิยามของเมตริกซหนึ่งหนวย  ที่วา 1111 nnaaI ⊗+⊗=  นํา
ไปเปลี่ยนพจน ][ 11 aaI ⊗−  ใหม   ดังนั้น เขียนสมการ (3.47) ไดเปน 
 

)]([1 1
1

1
2

111 uunna ∆−∆⊗=∆
l

 (3.48)

 
แลวนําเวคเตอร 3e  คูณเชิงเวคเตอร (cross product) กับสมการ (3.48) ทั้งสองขาง จะไดสมการ
ใหมคือ 
 

)]([1 1
1

1
2

111 uunan ∆−∆⊗−=∆
l

 (3.49)

 
และจากสมการ (3.45), (3.48) และ (3.49) นํามาเขียน Ngδ∆  ไดเปน 
 

11
2

1
1

2
s

11
1

1
2N ])1([][g nuuunuu ∆⋅δξ−δξ−−δ+⋅δ−δξ∆=δ∆  (3.50)

 

                      

))(]()1([1

))(]([
g

))(]()1([1

1
1

1
2

111
2

1
1

2
s

1
1

1
2

111
1

1
22

N

1
1

1
2

111
2

1
1

2
s

uunauuu

uunnuu

uunauuu
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l
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แลวสามารถนํามาเขียนใหอยูในรูปสมการเมตริกซได ดังนี้ 
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[ ] s

T
sN Kg uu ∆δ=δ∆ δ∆  (3.51)

 
โดยที ่
 

[ ] { }{ } { }{ } { }{ } ]NN
g

NTTN[1K T
osos

NT
oss

T
sos ll

++−=δ∆  (3.52)

 
และ 

⎣ ⎦ T
ss  1

2
1
1

2 uuuu ∆∆∆=∆  (3.53)
 
จากสมการที่ (3.43) เขียนใหอยูในรูปของเมตริกซไดเปน 
 

[ ] sCN
T

sNNNNNN Kgggg uu ∆δ=δ∆⋅ε+δ⋅∆ε  (3.54)
 
โดยที ่
 

[ ] { }{ } { }{ } { }{ } { }{ } ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ ++−ε= )NN
g

NTTN(
g

NNK T
osos

NT
oss

T
sos

NT
ssNCN ll

 (3.55)

 
เวคเตอรตางๆ ที่ปรากฎอยูในสมการ (3.55) กําหนดมาจากสมการ (3.39) และ (3.40) 
 

3.4.4 เมตริกซความแข็งเกร็งของแรงสัมผัสในแนวสัมผัส 
 
  การแปลงเชิงเสนของกรณียึดติดจะมีลักษณะเหมือนกับการแปลงเชิงเสนของระยะ
หางในแนวตั้งฉากมีเพียงแตคาตัวแปรที่เปล่ียนจาก Ng  ไปเปน st

Tg  โดยเริ่มจาก 
 

st
T

st
TT

st
TT gggT δ⋅ε⇒δ⋅  (3.56)

 
ทําการแปลงเชิงเสนของสมการ (3.56) ไดเปน 
 

st
T

st
TT

st
T

st
TT gggg δ∆⋅ε+δ⋅∆ε  (3.57)

 
เนื่องจากพจน st

Tg∆  และ st
Tgδ  มีลักษณะโครงสรางคลายกัน นําสมการ (3.31) มาเขียนการแปลง

เชิงเสนของระยะหางในแนวสัมผัสได ดังนี ้
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การแปลงเชิงเสนของคาการแปรผัน st
Tgδ  ไดเปน 
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(3.59)
 

หรือเขียนอยูในรูปแบบของเมตริกซ ดังนี้ 

[ ] s
st
∆δ

T
s

st
T Kg uu ∆δ=δ∆

 (3.60)
 

โดยที่ 
 

[ ] { }{ } { }{ } { }{ }T
osos2

st
TT

ξos
T

osξ
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∆δ NNg)NNNN(1K

00 ll
−+=  

                           { }{ } { }{ } )NTTN(
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osos
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l
 (3.61)

 

และ 
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 (3.62)

 

สมการ (3.57) สามารถเขียนอยูในรูปแบบสมการเมตริกซ ไดดังนี้ 

[ ] s
st
CT

T
s

st
T

st
TT

st
T

st
TT Kgggg uu ∆δ=δ∆⋅ε+δ⋅∆ε  (3.63)

โดยที่ 
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(3.64)

 
สังเกตวา เมตริกซแข็งเกร็ง  [ ]CNK  และ ]K[ st

CT เปนเมตริกซที่สมมาตร (symetric matrix) 
 
 ในกรณีของการเลื่อนไถล การแปลงเชิงเสนจะเริ่มจากพจน sl

TN gT δ  แลวทําการแปลงเชิง
เสนไดดังนี้ 
 

sl
TT

sl
TT gTgT δ∆⋅+δ⋅∆  (3.65)

 
จากกฎของคูลอมบ (Coulomb’s law) แรงเสียดทานในแนวสัมผัสขณะที่วัตถุมีการเลื่อนไถล 
สามารถหาไดจาก 
 

trial
T

trial
T

NT
T

T
 TT ⋅µ=  (3.66)

 
การแปลงเชิงเสนของ TT ภายใตคาการเคลื่อนตัว คือ 
 

 

trial
T

trial
T

NT

trial
T

trial
T

Ntrial
T

trial
T

NT

T

T g       

T

T T
T

T TT

⋅∆µε=

∆⋅µ+⋅∆µ=∆

 

(3.67)

 
จากสมการ (3.67) พจนหลังจะถูกตัดทิ้งไปเนื่องจากเปนคาคงที่ซ่ึงเขียนใหอยูในรูปของเมตริกซ 
ไดเปน 
 

{ } s
T

strial
T

trial
T

TT N
T

T
 T u∆⋅⋅µε=∆  (3.68)

 
และการแปลงเชิงเสนของ sl

Tgδ  จะมีลักษณะเหมือนกับสมการ (3.59) เพียงละพจนที่เกี่ยวของกับ 
st
Tg  ซ่ึงเขียนไดดังนี ้



 37

[ ] s
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T
s

sl
T  Kg u∆η=δ∆

 
(3.69)

 
โดย 
 

[ ] { }{ } { }{ } { }{ } { }{ } )NTTN(
g

)NNNN(1K T
osos

T
osos2

NT
oss

T
oss

sl
∆δ +−+=

ll
 (3.70)

 
นําไปเขียนใหอยูในรูปของเมตริกซแข็งเกร็งของการสัมผัสแบบมีความเสียดทานในกรณีเล่ือนไถล  
ไดเปน 
 

[ ] [ ] { }{ }T
s

sl
strial

T

trial
T

T
sl
∆δT

sl
CT NT

T

T
 µεKTK +=  (3.71)

 
สังเกตไดวา เมตริกซนี้เปนเมตริกซที่ไมสมมาตร (unsymetric matrix)  
 
3.5 ขั้นตอนการคํานวณของปญหาการสัมผัส 
 
  ในหัวขอนี้ จะแสดงขั้นตอนการคํานวณของปญหาแบบมีความเสียดทาน ซ่ึงเขียนอยู
ในรูปของสมการไดดังนี ้

{ } { } { } { } { } { } 0(u)T~ (u)T(u)N (u)TG(u)(u)G S
T

TS
T

N
f =++=

 
(3.72)

 
โดย { })u(G  มีคาเทากับ { })u(F)u(R −  ซ่ึงเปนเวคเตอรแรงลัพธระหวางแรงภายนอกกับแรง 

ภายในจากสมการพื้นฐานของของแข็งที่ยังไมรวมผลจากการสัมผัส 

{ })u(G f  เปนเวคเตอรแรงลัพธรวมของแรงภายในและแรงภายนอกที่รวมแรงสัมผัสแลว 
 
จากนั้นนําสมการ (3.72) ไปทําการประยุกตดวยวิธีนิวตัน-ราฟสันหรือทําการแปลงเชิงเสน เพื่อทํา
การคํานวณแบบการทําซ้ําโดยอยูในรูปสมการดังนี ้

[ ]{ } { })(uG∆u)(uK)(uK)(uK i
f

1iiCTiCNiT −=++ +

 
(3.73)

 
โดย [ ]TK  คือเมตริกซความแข็งเกร็งที่เกิดจากการแปลงเชิงเสนของแรงลัพธระหวางแรงภาย

นอกกับแรงภายในจากสมการพื้นฐานของของแข็ง   
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[ ]CNK  และ [ ]CTK  คือเมตริกซความแข็งเกร็งที่เกืดจากการแปลงเชิงเสนของแรงที่เกิด
จากจุดสัมผัสในแนวตั้งฉากและในแนวสัมผัส ตามลําดับ  

 
จากสมการ (3.72) ปญหาที่เกิดขึ้นในเชิงการคํานวณก็คือคา Nε  และ Tε  ที่กําหนดจะตองมีคามาก 
ๆ ถึงจะทําใหคําตอบที่ไดมีความถูกตองมากที่สุด แตถามีคามากเกินไปก็อาจทําใหการคํานวณไมลู
เขาสูคําตอบได จึงไดมีการเพิ่มรอบการคํานวณเพื่อชดเชยคาจํากัดของ Nε  และ Tε สําหรับปญหา
การสัมผัส คา Nε  และ Tε  สัมพันธโดยตรงกับคาแรงในแนวตั้งฉากกับแรงในแนวสัมผัส ตาม
ลําดับ ดังนั้นการชดเชยนี้จะเกิดขึ้นกับแรงสัมผัส การเพิ่มรอบชดเชยนี้สามารถเขียนไดดังนี้ 

{ } { } { } { }[ ] { }(u)N (u)TλG(u))λ,λ(u,G S
T

N
T

NTN
fA ++=

 

                    { } { }[ ] { } 0(u)T~ (u)Tλ S
T

T
T

T =++
 

(3.74)
 
โดยที่ { }Nλ  และ { }Tλ  เปนคาแรงในแนวตั้งฉากและในแนวสัมผัส เปนคาคงที่ในแตละรอบชดเชย 
ซ่ึงพฤติกรรมการเพิ่มรอบการชดเชยนี้สามารถแสดงไดดังรูปที่ 3.9 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.9   ขบวนการขั้นตอนการปรับคาของแรงสัมผัสในแตละรอบชดเชย 
 
ซ่ึงสมการสําหรับการทําซ้ําสามารถเขียนเปนสมการ ดังนี้ 

[ ]{ } { }),,(uG∆u)(uK)(uK)(uK TNi
fA

1iiCTiCNiT λλ−=++ +

 
(3.73)

 
ในการคํานวณคาแรกที่สามารถหาไดคือการเล่ือนไถลรวมภายในชวงเวลา 1nt +∆  
 

คาแรงสัมผัสที่ถูกตอง 
NT

kNλ

1Nλ

0Nλ

1NgkNg Ng0Ng
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1
n1n1n T )( ag ⋅ξ−ξ=∆ ++  (3.74)

 
โดย 1n T +∆g  เปนการเคลื่อนที่ในแนวสัมผัสจากเวลา nt  ไปยังเวลา 1nt +  
 
ซ่ึงนําไปหาคาการเลื่อนไถลรวมใหมที่เวลา 1nt +  มีจะคาเทากับ   
 

1n Tn T1n T ++ ∆+= ggg  (3.75)
 
โดย 1n T +g  เปนการเคลื่อนที่รวมในแนวสัมผัสที่เวลา 1nt +  

 n Tg    เปนการเคลื่อนที่รวมในแนวสัมผัสที่เวลา nt  

และแบงออกเปนสองสวนคือสวนที่เปนชวงยืดหยุน และสวนที่เปนชวงเล่ือนไถล จากเงื่อนไขดังนี้ 
 

1n TTn T
sl

n T1n TT
trial

1n T )( +++ ∆⋅ε+=−ε= gTggT  (3.76)
 

1n N
trial

1n T
ltria
1n S Tf +++ µ−= T  (3.77)

 
โดย trial

1n T +T คือ แรงเสียดทานสุม (trial tangent forces) ที่ไดจากคาความชัน Tε  

 trial
1n Sf +  คือ เกณฑการเลื่อนไถล คือ 

 n TT    คือ เวคเตอรแรงในแนวสัมผัสที่เวลา tn มีคาเทากับ )( sl
n Tn TT gg −ε  

 
เมื่อคาของฟงกชันเล่ือนไถลมีคานอยกวาหรือเทากับศูนย 0f trial

1n S ≤+  แสดงวาการสัมผัสนั้นจะอยูใน
สภาวะยึดติด และแรงเสียดทานที่ไดนั้นจะเกิดจากความสัมพันธของการเคลื่อนที่ในชวงยืดหยุน คือ 
 

)( sl
n T1n TT

trial
1n T1n T ggTT −ε== +++  (3.78)

 
ถาคาฟงกชันเลื่อนไถล 0f trial

1n S >+  แสดงวาการสัมผัสนั้นจะอยูในสภาวะเลื่อนไถลบนแนวสัมผัส 
และสามารถหาคาแรงเสียดทานในสภาวะเลื่อนไดโดยใชขบวนการรีเทิรนแมพพิง 
 

ขบวนการรีเทิรนแมพพิง [19] เปนการนําสมการที่เกี่ยวของกับเวลามาประมาณคาไดเปน 
 

)( trial
1n T1n TTTn T1n T +++ ⋅γ∆−∆ε++= ngλTT  (3.79)

 

โดย 
trial

1n T

trial
1n Ttrial

1n T
+

+
+ =

T
Tn  

 γ∆     คือ คาเล่ือนไถลที่ไดจากขบวนการรีเทิรนแมพพิง 
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รูปที่ 3.10   การปรับคาแรงเสียดทานดวยการฉายเงาลงบนผิวของการเลื่อนไถล 
 

 สําหรับกรณีแบบจําลองพฤติกรรมของคูลอมบ สามารถหาคาเล่ือนไถล γ∆  ไดดังนี้ 
 

( )1n N
trial

1n T
T

T  1
++ µ−

ε
=γ∆ T  (3.80)

 
สมการ (3.80) สามารถอธิบายไดวา คา trial

1n T +T  สําหรับการเกิดการเลื่อนไถลจะมีคาเกินกวาคาจํากัด
ของคูลอมบ NTµ  ดังแสดงในรูปที่ 3.6 จากนั้นนําสวนที่เกินนี้มาปรับเปนคาการเลื่อนไถลที่เพิ่ม
ขึ้น γ∆  พรอมกับหาคาแรงเสียดทานที่เกิดขึ้นไดจากสมการ (3.79) ซ่ึงขั้นตอนการคํานวณสําหรับ
ปญหาการสัมผัสแบบคิดความเสียดทานที่อธิบายมาทั้งหมดสามารถแสดงเปนขั้นตอนไดดังรูปที่ 
3.11 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( )1n N
trial

1n T T ++ µ−T

sl
n Tg

sl
1n T +g

1n TT +

trial
1n TT +

TT

 Tg

Tε
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Initialize algorithm:   set 00 =u ,   0λ 0

N = ,   00
T =λ  

 
Loop over augmentation:    k = 1, … ,convergence 

Loop over iteration:       i = 1, … , convergence 
Check for contact: if →≤⋅−= 0)(g 1

1sNs nxx active node, segment 
IF i = 1 ,set all active node to state of stick 
ELSE    update frictional forces by: 

Starting values: 1
n1n1n T )( ag ⋅ξ−ξ=∆ ++ , TT n, TN n 

Compute trial state: TTTn T
trial

1n T gλTT ∆ε++=+  
Check for state: 1n N

trial
1n T

ltria
1n S Tf +++ µ−= T  

IF 0f trial
1n S ≤+ : set trial

1n T1n T ++ = TT  and [ ]CNK , ]K[ st
CT  

ELSE 0f trial
1n S >+ : perform return mapping 

Solve for γ∆ : ( )1n N
trial

1n T
T

T 1
++ µ−

ε
=γ∆⇒ T  

Then compute new frictional forces 
)(T trial

1n T1n TTT1Tn +++ ⋅γ∆−∆ε++ ngλ  
and set [ ]CNK , ][Ksl

CT  
Solve:   { } 0)λ,λ(u,G TN

fA =  

Check for convergence: if →≤ .tol)λ,λ(u,G TN
fA End loop 

End loop 
 

Loop over contact nodes 
Update:    NNk N1k N gλλ ε+=+  

)( trial
1n T1n TT

k
T

1k
T ++
+ ⋅γ∆−∆ε+= ngλλ  

Check for convergence: if →≤ .tolg NS Stop 
1kk +←  

End loop 
 

       End loop 
 
 

รูปที่ 3.11  ขั้นตอนการคํานวณแบบอูซาวาสําหรับปญหาการสัมผัสแบบคิดความเสียดทาน 
 

โดยที่ เครื่องหมาย •  มีความหมายวา 
⎩
⎨
⎧

<
>

=
0  b  if ;    b
0 b  if ;    0

b   

 
 



 

บทที่ 4 
 

เทคนิคเพิ่มเติมสําหรับการคํานวณ 
 
  ในบทนี้กลาวถึงเทคนิคที่ชวยสําหรับการคํานวณของตัวโปรแกรม หัวขอ 4.1 เปนวิธี
การคนหาจุดสัมผัส เปนการหาขอบของวัตถุที่จะมาสัมผัสกัน และนําไปสรางเปนเอลิเมนตสัมผัสที่
เหมาะสม หัวขอ 4.2 แสดงใหเห็นแนวคิดของการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติที่วิทยานิพนธ
ฉบับนี้ไดนํามาใชรวมกับโปรแกรมสําหรับการวิเคราะหปญหาการสัมผัส และหัวขอ 4.3 แสดงวิธี
การที่ชวยใหการคํานวณมีการลูเขาสูคําตอบไดเร็วขึ้น เรียกวิธีนี้วาวิธีคนหาเชิงแนวเสน 
 
4.1 เทคนิคการคนหาจุดสัมผัส 
 
  ขั้นตอนการคนหาจุดสัมผัส (contact searching algorithm) เร่ิมจากการกําหนด
ขอบเขตของวัตถุสัมผัส (contact body) และขอบเขตของวัตถุหลัก จากนั้นทําการตรวจสอบ จุด
สัมผัส (contact node) ที่อยูบนขอบของวัตถุรอง วาจุดใดบางที่มีโอกาสสัมผัสหรือเหล่ือมลํ้าเขา
ไปในขอบเขตของวัตถุหลัก [20]  วิธีการคนหาจุดสัมผัสที่กลาวตอไป เปนวิธีการแบบวัตถุหลัก
และวัตถุรอง ซ่ึงนํามาใชรวมกับเทคนิคการหาแบบ HITA (hierarchy territory algorithm) [21] 

เปนหลักการที่ชวยในการกําหนดคูสัมผัสไดเร็วขึ้น ซ่ึงนําไปใชไดทั้งกรณีสองมิติ และสามมิต ิ
 
 4.1.1 เทคนิคการคนหาแบบ HITA (hierarchy territory algorithm)  
 
  ในปญหาแบบสองมิติ ทําการพิจารณาวัตถุหลักและวัตถุรองไดดังรูปที่ 4.1 แนวเขต
ของขอบวัตถุหลัก คือรูปสี่เหล่ียมที่เล็กที่สุดซ่ึงขนานกับแกนหลัก x1 และ x2 ครอบคลุมขอบวัตถุ
หลักนั้นๆ ทั้งหมด และในทางคณิตศาสตรสามารถกําหนดแนวเขต ไดดังนี้ 

{ } 2, 1i      xxx      )x,x( T b
ii

a
i21 =<<=  (4.1)

 สมการ (4.1) หมายความวา T คือคาใดๆบนพิกัด x1  และ x2 โดยมีเงื่อนไขวา xi ตองอยูใน
ชวงระหวาง a

ix ถึง b
ix  

 
)x,x(minx 2

i
1
i

a
i =         ,i = 1 ,2 (4.2.1)

 
)x,x(maxx 2

i
1
i

b
i =         ,i = 1 ,2 (4.2.2)
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รูปที่ 4.1   แนวเขตของแตละขอบวัตถุหลัก และสวนของแนวเขตขยาย Ep 
   
โดย 1

ix  และ 2
ix  กําหนดเปนคาพิกัดของจุด 1 และจุด 2 ของขอบตามลําดับ ดังรูป 4.1 สวนที่ถูก

ขยายออกมาจากแนวเขตของขอบ เรียกวา แนวเขตขยาย (expanded territory) กําหนดใหเปน Te 

คือ 

{ } 2,1i     ExxEx       )x,x( T p
b
iip

a
i21e =+<<−=  (4.3)

โดยที่ Ep เปนขนาดขยายของแนวเขต 
 

 ขอบบนวัตถุหลักจะถูกกําหนดใหมีทั้งดานบวกและดานลบ ดานบวก หมายถึงดานที่อาจมี
การสัมผัสเกิดขึ้นหรือดานที่ไมใชเนื้อวัตถุ สวนดานลบหมายถึงดานที่อยูในเนื้อวัตถุ ดังนั้นเวคเตอร
ที่ตั้งฉากกับขอบของวัตถุจะถูกกําหนดใหอยูในดานบวกเสมอ ดังรูปที่ 4.2(a) เวคเตอรในแนว
สัมผัสของขอบหลัก คือเวคเตอรที่เร่ิมจากจุด 1 ไปยังจุด 2 ซ่ึงแทนดวย 1a  จากนั้นสามารถนําไป
หาเวคเตอรตั้งฉากไดจาก 
 

1
3

1 aen ×=  (4.4)
 

x2 

x1 

วัตถุรอง 

วัตถุหลัก 

1 

2 

Ep 

Ep 

จุดรอง (slave node)

ขอบหลัก (master segment) 
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โดยที่ ⎣ ⎦1003 =e  แตในกรณีสองมิติ เวคเตอร 1n  และ 1a  ขนาดในทิศทางตั้งฉากกับระนาบ
จะมีคาเทากับ 0 เสมอ   จุดรองจะสัมผัสกับขอบหลักได ถา 

 

Lj RP0 ≤≤    และ   dN Cg ≤  (4.5)
 

 RL คือ ขนาดความยาวของขอบ 

 Pj  คือ ขนาดเงาของเวคเตอรที่เกิดจากจุด 1 ไปยังจุดสัมผัส 

 gN  คือ ระยะหางที่ใกลที่สุดที่วัดจาก จุดรองไปยังขอบหลัก 

 Cd  คือ คาที่กําหนดขึ้นเพื่อเปนแนวเขตของการสัมผัส 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   (a)      (b) 
 

รูปที่ 4.2   (a) เวคเตอรตั้งฉากและเวคเตอรในแนวสัมผัส 

    (b) ตัวกําหนดเงื่อนไขของการสัมผัสบนขอบหลัก 
 
เงื่อนไขในสมการ (4.5) แสดงใหเห็นถึงแนวเขตของการสัมผัส (contact territory) 
 
 จากที่กลาวในขางตน ส่ิงแรกที่ตองทําสําหรับการคนหาจุดสัมผัส คือการตรวจสอบวา แนว
เขตขยายของขอบวัตถุรองใดบางที่มีการเหล่ือมลํ้ากับแนวเขตขยายของขอบวัตถุหลัก ดวยสมการ
เงื่อนไขตอไปนี ้

{ } xxx      )x,x( T max
1ii

min
1i211e <<=  (4.6)

{ } xxx       )x,x( T max
2ii

min
2i212e <<=

 (4.7)

 

วัตถุรอง 

วัตถุหลัก 1 

2 1n
1a

2 

1 RL 

Pj 

Cd 

gN 

แนวเขตขยาย แนวเขตขอบวัตถุ 

แนวเขตสัมผัส 
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โดย  Te1 และ Te2 เปนแนวเขตขยายของขอบวัตถุหลักและวัตถุรองตามลําดับ 

 min
1ix และ max

1ix  คือ คาพิกัดแนวเขตขยายของขอบวัตถุหลัก 

 min
2ix และ max

2ix  คือคาพิกัดแนวเขตขยายของขอบวัตถุรอง 
กําหนดให TI แทนสวนที่เหล่ือมลํ้ากันระหวาง Te1 กับ Te2  
 

{ } xxx       )x,x( T max
1ii

min
1i21I <<=

 (4.8)

โดย 
)x,x(maxx min

2i
min
1i

min
i =  (4.9)

 
)x,x(minx max

2i
max
1i

max
i =  (4.10)

 
 เพื่อตรวจสอบความเหลื่อมลํ้าตองอาศัยตรรกะดังตอไปนี้ 
 

2 1,i ,        xxL max
i

min
ii =≤=  (4.11)

 
 จากสมการ (4.11) ถา L1 เปนจริง และ L2 เปนจริงขอบของวัตถุรองกับขอบวัตถุหลักคูนั้น 
จะเกิดการเหลื่อมลํ้า แตถา L1 หรือ L2 ไมเปนจริงขอบของวัตถุรองกับขอบวัตถุหลักคูนั้น จะไม
เหล่ือมลํ้ากัน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.3   แสดงถึงแนวเขตของขอบวัตถุ 
 
 
 

วัตถุรอง 

วัตถุหลัก
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รูปที่ 4.4   แสดงถึงแนวเขตของขอบวัตถุที่ทําการขยายแลวหรือเรียกวาแนวเขตขยาย 
 
จากรูปที่ 4.3 และรูปที ่4.4 แสดงใหเห็นถึงการกําหนดแนวเขตของขอบวัตถุและแนวเขตขยายของ
ขอบวัตถุอยางชัดเจน และจากสมการ (4.8) สามารถแสดงใหเห็นถึงการเหลื่อมลํ้าไดดังรูปที่ 4.5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.5   การเหล่ือมลํ้ากันของแนวเขตขยาย 
 

 ในขั้นตอไปหลังจากที่ตรวจสอบวาแนวเขตขยายของขอบหลักกับขอบรองเกิดการเหลื่อมลํ้า
กัน ใหทําการตรวจสอบขั้นตอไปคือจุดของวัตถุรองอยูในแนวเขตสัมผัสของขอบหลักหรือขอบ
คางเคียงกับขอบหลักหรือไม ดังแสดงในรูปที่ 4.6  
 
 

วัตถุรอง 

วัตถุหลัก

TI 

Te1Te2 
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รูปที่ 4.6   การตรวจสอบของจุดสัมผัสกับขอบหลักและขอบขางเคียงกับขอบหลัก 
 
แลวเมื่อทําการตรวจสอบขอบขางเคียงกับขอบหลักดวยอาจเกิดเหตุการณพิเศษ 2 กรณี คือ กรณี
แรก วัตถุอาจไมอยูในแนวเขตสัมผัสของขอบใดเลย แตทั้งๆที่ระยะหางจากขอบนั้นมีคานอยกวา
ระยะควบคุม Cd และกรณีที่สอง จุดสัมผัสนั้นอาจอยูในบริเวณแนวเขตสัมผัสของขอบหลักและ
ขอบขางเคียงดวย ดังแสดในรูปที่ 4.7  
 
 กรณีที่หนึ่ง เรียกวาจุดสัมผัสตกอยูบนผิวมุมแหลม ดังรูปที่ 4.7(a) และในกรณีนี้การกําหนด
คูสัมผัสนั้นจะถูกกําหนดใหเปนแบบจุดถึงจุด (node to node) และทิศทางการชนกันนั้นจะมีทิศ
ทางในแนวที่จุดสัมผัสตรงไปยังจุดของขอบหลักที่ใกลที่สุด 
 
 กรณีที่สอง เรียกวาจุดสัมผัสตกอยูในรองมุม ดังรูปที่ 4.7(b) เชนเดียวกับกรณีแรกคือการ
กําหนดคูสัมผัสนั้นจะถูกกําหนดใหเปนแบบจุดถึงจุด (node to node) และทิศทางการชนกันนั้น
จะมีทิศทางในแนวที่จุดสัมผัสตรงไปยังจุดของขอบหลักที่ใกลที่สุด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
         (a)      (b) 

รูปที่ 4.7   (a) จุดสัมผัสตกอยูบนขอบมุมแหลม 

      (b) จุดสัมผัสตกอยูในรองมุม 

จุดรองหรือจุดสัมผัส 

1 2 1 
2 3 
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 4.1.2 ขั้นตอนการคนหาจุดสัมผัส 
 

  ในกระบวนการคนหาสามารถสรุปเปนขั้นตอนไดดังนี้ 
 

1) ทําการตรวจสอบแนวเขตขยายของขอบรองกับแนวเขตขยายของขอบหลัก วามีคูใดบางที่
เกิดการเหลื่อมลํ้ากัน 

2) เมื่อเกิดการเหลื่อมลํ้ากันในขอ 1 ใหตรวจสอบตอไปวาจุดสัมผัสของขอบรองจะอยูในแนว
เขตสัมผัสของขอบหลักหรือไม 
2.1) ถาอยูในแนวเขตสัมผัสของขอบหลัก แลวดูวาจุดสัมผัสยังอยูในขอบขางเคียงหรือไม 

2.1.1) ถามีใหกําหนดเอลิเมนตสัมผัสเปนแบบจุดถึงจุด 

2.1.2) ถาไมมีใหกําหนดเอลิเมนตสัมผัสเปนแบบจุดถึงขอบหลัก 

2.2) ถาไมอยูในแนวเขตสัมผัสของขอบหลักจากขอ 2 แลวดูวาจุดสัมผัสยังอยูในขอบขาง
เคียงหรือไม 

2.2.1) ถามีใหทําการตรวจสอบในขอหนึ่งใหมโดยการเปลี่ยนคูของขอบหลัก 
ดวยขอบรองอื่นตอไป 

2.2.2) ถาไมมีใหทําการตรวจสอบตอไปอีกวา ระยะหางจากจุดสัมผัสไปยังจุด
ของขอบหลักที่ใกลที่สุด วามีระยะหางนอยกวาระยะควบคุม Cd หรือไม ถานอยกวาให
กําหนดเอลิเมนตสัมผัสเปนแบบจุดถึงจุด ถามากกวาใหทําการการเปลี่ยนคูของขอบหลัก 
ดวยขอบรองอื่นตอไป 
 

 ในกรณีของการสัมผัสแบบทางเดียว (one pass treatment) จุดของวัตถุหลักอาจเหลื่อมลํ้า
เขาไปในวัตถุรองได เพื่อใหเหตุการณเชนนี้เกิดขึ้นนอยที่สุด ควรทําการแบงเอลิเมนตใหมีความ
ละเอียดมากขึ้น หรือใชวิธีการสัมผัสแบบสองทาง (two pass treatment) ซ่ึงวิธีนี้เปนการสลับกัน
ระหวางวัตถุ โดยใหวัตถุหลักกลายเปนวัตถุรองและวัตถุรองกลายเปนวัตถุหลักสําหรับลําดับขั้น
ภาระครั้งตอไป 
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4.2 ระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 
 
  ระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติมีหลักการโดยทั่วไปคือ การใชเอลิเมนต
ที่มีขนาดเล็กในบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงคาของเกรเดียนทของคําตอบสูง และใชเอลิเมนตขนาด
ใหญในบริเวณที่มีอัตราการเปลี่ยนแปลงคาของเกรเดียนทของคําตอบต่ํา 
 
 รูปที่ 4.8 แสดงแนวคิดสําหรับการเอลิเมนตที่มีขนาดเหมาะสม สมมติวาภายในเอลิเมนตที่
กําลังพิจารณาอยูนั้นมีอัตราการเปลี่ยนแปลงของความเร็วในแนวแกน X มากกวาในแนวแกน Y  
ดังนั้นเอลิเมนตที่กําลังพิจารณาจึงควรมีขนาดของเอลิเมนต  h1 ในแนวแกน X ส้ันกวาขนาดของเอ
ลิเมนต  h2 ในแนวแกน Y เพื่อใหผลลัพธในแนวแกน X ที่คํานวณไดมีความถูกตองสูงดังนั้นจึงจํา
เปนตองคํานวณหาทิศทางแกน X และ Y รวมท้ังขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสมในแนวแกนทั้ง
สอง 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.8   แสดงอัตราการเปลี่ยนแปลงความเคนในแนวแกน X และ Y 
 
 จากหลักการของการหาคาความเคนในแนวแกนหลัก (principal stresses) และทิศทางของ
แนวแกนหลัก  (principal directions)  ในปญหาทางกลศาสตรของแข็ง (solid mechanics) 

สามารถนํามาประยุกตเพื่อใชหาทิศทางของแกน X และแกน Y รวมทั้งขนาดของคา h1 และ h2 ซ่ึง
หลักการดังกลาวมีดังตอไปนี้ 
 

y 

Y 

X 

x 

h1 

h2 
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 อัตราการเปลี่ยนแปลงของเกรเดียนทของความเคนที่ตําแหนงใดๆบนระนาบ  x-y นั้น

ประกอบไปดวย       2

2

x∂
σ∂  , 2

2

y∂
σ∂  และ 

yx

2

∂∂
σ∂       ซ่ึงจะนําคาทั้งสามนี้มาคํานวณหาอัตราการ

เปลี่ยนแปลงของเกรเดียนทของความเคนในแนวแกนหลัก X-Y รวมทั้งทิศทางของแกนหลัก  โดย
ใชแนวคิดดังที่อธิบายในสมการ (4.12) ซ่ึงมีรายละเอียดในเอกสารอางอิง [16] นั่นคือ 
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⇒
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⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
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∂∂
σ∂

∂∂
σ∂

∂
σ∂

2

2

2

2

2

22

2

2

2

Y
0

0
X

yyx

yxx  (4.12)

 
 ตอไปจะคํานวณหาขนาดของเอลิเมนต h1 และ h2 จากคาอัตราการเปลี่ยนแปลงของเกร-
เดียนทของความเคนในแนวแกนหลัก X-Y ที่คํานวณไดจากความสัมพันธดังตอไปนี ้
 

2
12

2
h

X∂
σ∂  =  2

22

2
h

Y∂
σ∂  =  คาคงที่  =  2

minmaxhλ  (4.13)

 

โดย 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
σ∂

∂
σ∂

=λ 2

2

2

2

max Y
,

X
max   ของทุกจุดตอในแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตนั้นและ minh  

เปนขนาดความกวางของเอลิเมนตที่ส้ันที่สุดที่จะใชในการสรางรูปแบบจําลองเอลิเมนตใหมตอไป 
ซ่ึงขั้นตอนการคํานวณหาคาอนุพันธอันดับสองตางๆ ในสมการ (4.12) และ (4.13) ไดอธิบายโดย
ละเอียดในเอกสารอางอิง [22] 
 
 ในวิทยานิพนธฉบับนี้ไดเลือกใชความเคนวอนมิส (Von-Misses stress) เปนตัวบงบอกถึง
ความเปลี่ยนแปลงของเกรเดียนท เพื่อนําไปทําการปรับเอลิเมนต และใชโปรแกรม FEMESH 

[23] ทําการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 
 
 
4.3 วิธีการคนหาแนวเสน (Line Search Method) 
 
  โดยทั่วไปแลววิธีการของนิวตัน-ราฟสันเปนวิธีการทําซ้ําเพื่อลูเขาสูคําตอบที่มีประ
สิทธิภาพมากวิธีหนึ่ง แตในบางกรณีของปญหาที่เกิดการเสียรูปแบบซับซอนมากขึ้น อาจทําใหการ
ลูเขาหาคําตอบเปนไปไดยาก ดังนั้นการใชวิธีนิวตัน-ราฟสันอาจไมเพียงพอสําหรับการทําซ้ํา จึงได
มีการนําเทคนิคมาทําการปรับปรุงขั้นตอนของการทําซํ้าที่เรียกวา วิธีการคนหาแนวเสน [24] 
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เทคนิคนี้เกิดจากการนําคาเวคเตอร { }u∆  ในสมการ (2.49) มาปรับหาเวคเตอรที่เหมาะสมที่สุด
สําหรับการเดาคาในครั้งตอไป โดยมีการควบคุมขนาดของแตละครั้งของการทําซ้ําดวยพารามิเตอร 
s คือ 
 

{ } { } { }u   su  u k1k ∆+=+  (4.14)
 
ดังนั้นคาของ s จะตองเลือกใหมีคาเหมาะสมที่สุด เพื่อทําใหพลังงานศักยรวมของระบบมีคาต่ําที่สุด
สําหรับทิศทางของเวคเตอร { }u∆  หรือกลาวไดวาเวคเตอรเศษตกคางของแรงรวมของระบบในครั้ง
สุดทายของการทําซํ้า { }u) sG(uk ∆+  จะมีทิศทางที่ตั้งฉากกับเวคเตอรที่เพิ่มขึ้น { }u∆  หรือเขียน
เปนสมการไดวา 
 

{ } { } 0)u sx(Gu)s(R k
T =∆+⋅∆=  (4.15)

 
แตเนื่องจากความไมเปนเชิงเสนของฟงกชัน )s(R  และเงื่อนไขในสมการ (4.15) เปนคาที่จํากัด
เกินไปในการทําซ้ําแตละครั้ง ดังนั้นในการคํานวณจริง การหาคา s ที่เหมาะสมจะใหเปนไปตามสม
การดังนี้ 
 

)0(R)s(R ρ<  (4.16)
 
โดยทั่วไปแลว คา ρ  จะใหมีคาเทากับ 0.5   ถาภายใตภาวะปกติที่ s = 1 ซ่ึงมีคาเทากับการทําซ้ํา
แบบนิวตัน-ราฟสัน แลวทําใหสมการ (4.16) เปนจริง ก็จะไมมีความจําเปนสําหรับการคนหาแนว
เสน แตถาในภาวะปกติทําใหสมการ (4.16) ไมเปนจริง จึงจําเปนตองมีการหาคา s ที่เหมาะสม จาก
การประมาณคา )s(R  เปนฟงกชันกําลังสอง (quadratic function) ของตัวแปร s โดยการ
ประมาณจากคาที่รู คือ )0(R  จากการหาคาอนุพันธของสมการ (4.13) คือ 

0sds
dR

=
 โดยที ่

 

{ } { }
{ } { } [ ]{ } { } { } )0(R)G(uuu)K(xu
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ds
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k
T

k
T

k
uu

T −=⋅∆−=∆⋅∆=
∂
∂
⋅∆=

=

 (4.17)

 
และอีกคาหนึ่งคือ เวคเตอรเศษตกคางของแรงรวม ที่ s = 1 
 

{ } { })uu(u)1(R k
T ∆+⋅∆= G  (4.18)

 
จากนั้นการประมาณคาแบบควอดราติกของ )s(R  คือ 
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0)s)(1(R)s1)(0(R)s(R 2 =+−≈  (4.19)
 
ทําใหหาคา s ไดจากสมการตอไปนี้ 
 

)1(R
)0(R    ;    

22
s

2

=αα−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α±

α
=  (4.20)

 
ถา 0<α  ดังรูปที่ 4.9(a) ดังนั้นคาที่อยูในเครื่องหมายรากที่สองมีคาเปนบวกทําให 
 

   
22

s
2

1 α−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α+

α
=  (4.21)

 
และถา 0>α  ดังรูปที่ 4.9(b) ดังนั้นให 
 

2
s1

α
=  (4.22)

 
ซ่ึงสามารถเขียนเปนขั้นตอนการคํานวณไดดังนี้ 
 

IF( )0(R)s(R ρ≥  หรือ 0)0(R)1(R <⋅ ) THEN 

ทําการหาคา ]1 ,0(s∈  ที่ทําให )0(R)s(R ρ<  
                              ELSE 

1s =  
ENDIF 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) (b) 
 

รูปที่ 4.9   การคนหาแนวเสนแบบกําลังสอง

R R

)0(R
)0(R )1(R

)1(R
s s

1s
1s 1 

1 



 

บทที่ 5 
 

โปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาการสัมผัสของวัสดุยืดหยุน 

 
จากการศึกษาในสวนของทฤษฎีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาการสัมผัสสองมิติ

ของวัสดุยืดหยุนเชิงเสนแบบความเครียดในระนาบ รวมไปถึงลักษณะตางๆของสมการ สามารถนํา
ไปประดิษฐโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต ดวยภาษาฟอรแทรน (FORTRAN) โดยใหโปรแกรมมีช่ือ
วา LEContact และในบทนี้จะอธิบายถึงลักษณะของไฟลขอมูลที่นําไปใชกับตัวโปรแกรม และ
รายละเอียดตางๆของโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้น 
 
5.1 ขั้นตอนการคํานวณ  
 

 ตัวโปรแกรมจะประกอบดวย 1 โปรแกรมหลัก (main program) และ โปรแกรมยอย 

(subroutine) ที่สําคัญโดยมีขั้นตอนลําดับโปรแกรมดังรูปที่ 5.1 
 
5.2 รายละเอียดของไฟลขอมูลนําเขา 
 
 ลักษณะของไฟลขอมูลนําเขาของโปรแกรม LEContact ประกอบดวยสวนตางๆ ดังนี้ 
 สวนที ่1 ขอความที่อธิบายถึงรายละเอียดของปญหา 
  ตัวอยาง 
 

1 
ELASTIC BLOCK ON RIGID GROUND 
 

  บรรทัดแรก ระบุจํานวนบรรทัดของตัวรายละเอียด 

  บรรทัดถัดมา อธิบายรายละเอียดของปญหาที่จะทําการคํานวณ 
 
 สวนที ่2 ขอมูลที่แสดงจํานวนขนาดของปญหาและคาพารามิเตอรเร่ิมตน  
 ตัวอยาง 
 

NPOIN  NELEM  NIBC   NFORCE   NSUB   PENORM   PETANG 
235          402        6             30           2         1.E8           1.E4  
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  บรรทัดแรก อธิบายลักษณะขอมูลและคาพารามิเตอรตางๆ ดังนี้ 
   NPOIN จํานวนจุดตอทั้งหมดของปญหา 
   NELEM จํานวนเอลิเมนตทั้งหมดของปญหา 
   NIBC  จํานวนจุดตอที่มีการกําหนดเงื่อนไขของการเคลื่อนที่ 
   NFORCE จํานวนแรงที่กระทําบนจุดตอ 

   NSUB  จํานวนขั้นของภาระ 

   PENORM คาพีนอลทีในแนวตั้งฉาก 

   PETANG คาพีนอลทีในแนวสัมผัส 

  บรรทัดสอง ระบุคาของพารามิเตอรตางๆตามคําอธิบายในบรรทัดแรก 
 
 สวนที ่3 ขอมูลคุณสมบัติของวัสด ุ

  ตัวอยาง 
 

2  
NO.     ELAS      PR       MU 
1         1.E3         .3           .5  
2         1.E13       .3           .5 

 
  บรรทัดแรก จํานวนของวัสดุที่ใชสําหรับการวิเคราะห 
  บรรทัดสอง อธิบายลักษณะขอมูล 

   MAT  หมายเลขของวัสด ุ

   ELAS   คายังโมดูลัส 

   PR  คาอัตราสวนปวซอง 
MU  คาสัมประสิทธความเสียดทานระหวางวัตถุสัมผัส

กับวัตถุเปาหมาย 

  บรรทัดตอมา ระบุคาตัวเลขตามบรรทัดที่สอง 
 
 หมายเหตุ สําหรับโปรแกรม LEContact จะกําหนดใหวัสดุหมายเลข 1 เปนวัสดุของ
วัตถุสัมผัสเสมอสวนหมายเลขอื่น จะเปนของวัตถุเปาหมาย 
 
 สวนที่ 4  ขอมูลของจุดตอ 

  ตัวอยาง 
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NODE          X                 Y                  
  1           -2.0000      -.00000      
  2             2.0000      -.00000     
  3           -1.8000      -.00000     
  4           -1.6000      -.00000     
   .                   .                     .          
   .                   .                     .          
   .                   .                     .          
233        -2.5000     -.30000 
234         2.5000      -.30000  
235         2.5000       .00000 

 
  บรรทัดแรก อธิบายลักษณะขอมูลของจุดตอ 

   NODE  หมายเลขจุดตอ 

   X  ตําแหนงของจุดตอบนแกน X 

   Y  ตําแหนงของจุดตอบนแกน Y 

  บรรทัดตอมา คาตัวเลขระบุตามบรรทัดแรก 
 
 สวนที่ 5  ขอมูลของเอลิเมนต 
  ตัวอยาง 
 

ELEM            I                 J                K            TYPE 
  1              60               3            231            1 
  2              60               1            3                1 
  3             231              4            222            1 
  4             231              3            4                1 
   .               .                 .              .                 . 
   .               .                 .              .                 . 
   .               .                 .              .                 . 
400           33               61           31              1   
401           232             233         235            2  
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402           233             234         235            2 
 
  บรรทัดแรก อธิบายลักษณะขอมูลของจุดตอ 

   ELEMENT หมายเลขเอลิเมนต 
   I  จุดตอที่ 1 

   J  จุดตอที่ 2 

   K  จุดตอที่ 3 

   TYPE  หมายเลขวัสดุที่เปนของเอลิเมนต 
  บรรทัดตอมา คาตัวเลขระบุตามบรรทัดแรก 
 
 สวนที่ 6  ขอมูลจุดตอที่มีการกําหนดคาการเคลื่อนตัว 

  ตัวอยาง 
 

NODE    IBCX   IBCY     DX     DY  
1                 0           1           0.0     0.0  
2                 0           1           0.0     0.0  
232             1           1          0.0     0.0 

 
  บรรทัดแรก อธิบายลักษณะขอมูลของจุดตอ 

   NODEBC หมายเลขตอที่มีการกําหนดเงื่อนไขการเคลื่อนตัว 

   IBCX  มีคาเปน 0 เมื่อไมมีการบังคับในแนวแกน X 

     มีคาเปน 1 เมื่อมีการบังคับในแนวแกน X 

   IBCY  มีคาเปน 0 เมื่อไมมีการบังคับในแนวแกน Y 

     มีคาเปน 1 เมื่อมีการบังคับในแนวแกน Y 

   DX  การเคลื่อนตัวในแนวแกน X 

   DY  การเคลื่อนตัวในแนวแกน Y 
 
  บรรทัดตอมา คาตัวเลขระบุตามบรรทัดแรก 
 

สวนที่ 7  ขอมูลจุดตอที่มีการกําหนดแรง 
  ตัวอยาง 
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NODE              FX                   FY   
 2               6.0000000            0.0  
 22             6.0000000            0.0  
 23           12.000000              0.0  
 49              0.0                     -40.0  
 50              0.0                     -40.0  
 51              0.0                      -20.0  

 
  บรรทัดแรก อธิบายลักษณะขอมูลของจุดตอ 

   FORCE จุดตอที่มีการกําหนดคาแรง 
   FX  คาแรงในแนวแกน X 

   FY  คาแรงในแนวแกน Y 

  บรรทัดตอมา คาตัวเลขระบุตามบรรทัดแรก 
 
5.3 รายละเอียดของไฟลขอมูลผลลัพธ 
 

 ลักษณะขอมูลผลลัพธของโปรแกรม LEContact จะมีชื่อวา Grap.plt โดยมีลักษณะดังนี ้
 
TITLE="MODEL OF CONTACT  LOAD STEP=   1 " 
VARIABLES= "X","Y","SXX","SYY","SXY","SEQV","CFORCEO","TFORCEO"  
ZONE N=  800,E= 1452,F=FEPOINT,ET=TRIANGLE 
.0000E+00  -.1538E-01  -.2514E+03  -.3702E+03  -.3221E+02   .3321E+03  .00   .00 
.1158E+00  -.1551E-01  -.2372E+03  -.3037E+03  -.4625E+02   .2879E+03  .00   .00     
        .                  .                      .                     .                     .                  .            .        .       
        .                  .                      .                     .                     .                  .            .        .       
        .                  .                      .                     .                     .                  .            .        .       
        .                  .                      .                     .                     .                  .            .        .       
.2318E+00  -.1526E-01  -.1473E+03  -.1619E+03  -.6583E+02   .1925E+03  .00   .00    
 
ถากําหนดใหจํานวนขั้นภาระมากกวา 1 ขั้น โปแกรมก็จะพิมพผลดังตัวอยางขางบนออกมาในแต
ละขั้นภาระ 
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รูปที่ 5.1   ขั้นตอนการทํางานของโปรแกรม LEContact ภายในหนึ่งขั้นภาระ 

รอบของการทําซ้ํา     ; I=1, …….. 

เริ่มการคํานวณ

สรางเอลิเมนตเมตริกซ [CST]

คนหาจุดสัมผัสและสรางคูของการสัมผัสแบบจุดถึงขอบ  [CHKTESTP] 

หาขอบของวัตถุ [FIEDGES] 

ปรับคาแรงสัมผัส  [UDCONFORCE]

อานไฟลขอมูลของปญหา 

สรางเวคเตอรแรงรวมของแรงภายใน แรงภายนอก และแรงสัมผัส [GENRB] 

เพิ่มผลจากการสัมผัสลงในเมตริกซรวม [ASSEMGAP]

คํานวณคาความเคนของเอลิเมนต [STRESS]

แกระบบสมการหาคาการเคลื่อนตัวที่เปลี่ยนแปลง [GAUSS]

หาคาแฟคเตอรที่เหมาะสมของการเปลี่ยนแปลงการเคลื่อนที่ [LINESEARCH] 

ประยุกตเงื่อนไขขอบเขต [APPLYBC]

สรางเวคเตอรแรงภายในที่จุดตอ [FPOINT]

พิมพไฟลผลลัพธของปญหา

สิ้นสุดการทํางาน 

Box A

Box B

คําตอบลูเขา ?
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รูปที่ 5.2   ขั้นตอนการทํางานของโปรแกรม LEContact เพิ่มรอบชดเชยและหลายขั้นภาระ  
 
 
 
 

คําตอบลูเขา ?

รอบของการทําซ้ํา     ; I=1, …….. 

เริ่มการคํานวณ

หาขอบของวัตถุ [FIEDGES] 

อานไฟลขอมูลของปญหา 

สรางเวคเตอรแรงภายในที่จุดตอ [FPOINT] 

พิมพไฟลผลลัพธของปญหา

สิ้นสุดการทํางาน 

Box A 

Box B 

รอบของขั้นภาระ       ; L=1, NSUB 
รอบของการชดเชย    ; K=1,4 

K+1 > 4 ? 

L+1 > NSUB ? 



 

บทที่ 6 

 
ตัวอยางการทดสอบโปรแกรม 

 
 ในบทนี้ เปนการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมกับปญหาที่มีผลเฉลยเชิง
วิเคราะห แบงการตรวจสอบออกเปนสองกรณีใหญๆ คือ กรณีการสัมผัสแบบไมคิดความเสียดทาน 
กับการสัมผัสแบบคิดความเสียดทาน  
 
6.1 ปญหาทรงกระบอกยืดหยุนระหวางแผนแข็งเกร็งคูขนาน 

 
ลักษณะของปญหา คือ ทรงกระบอกยาวรัศมี 50 มิลลิเมตร วางอยูบนพื้นแข็งแลวใช

แผนเหล็กกดทรงกระบอกลงดวยแรง P นิวตัน ตอหนวยความยาวของทรงกระบอก หลังจากที่ออก
แรงกดแลว ทรงกระบอกจะยุบตัวลงเปนระยะ δ2  ทําใหเกิดหนาสัมผัสระหวางทรงกระบอกกับพื้น

มีความกวางเทากับ 2a ดังรูปที่ 6.1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 6.1   ปญหาของทรงกระบอกยาวที่ถูกกดโดยแผนเหล็กแข็งบนพื้นแข็งเกร็ง 
 

โดย คายังโมดูลัส (Young’s Modulus ; E ) เทากับ 200 กิกะปาสคาล(GPa) 

อัตราสวนปวสซง (Poisson’s ratio;ν ) เทากับ 0.3 

สําหรับภาระที่ใหเปนการกําหนดระยะเคลื่อนที่ของแผนเหล็ก ( δ2 ) กดลงมาเปนระยะ 2.7 

มิลลิเมตร 

P 

δ2

x

y แผนแข็งเกร็ง

ทรงกระบอก

δ

2a 
50
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จากทฤษฎีของเฮิรตซ ตัวอยางนี้เปนการสัมผัสแบบเสน (line contact) กลาวคือการสัมผัสจะเริ่ม
สัมผัสที่จุดสัมผัสระหวางขอบของทรงกระบอกกับพื้นแข็งเกร็งซ่ึงมีลักษณะเปนเสนตรงตามแนว
ยาวของทรงกระบอก และเมื่อทรงกระบอกไดรับภาระ ทําใหเกิดการเสียรูป ความกวางหนาสัมผัส
จะเพิ่มขึ้นเรื่อย ๆ จนกระทั่งภาระที่ใหมีคาเทากับ P  สามารถหาคาความดันและคาความกวางที่เกิด
ขึ้น [25] ไดดังนี้ 
 

E
)1(rP4a

2

π
ν−⋅⋅

=  (6.1)

 

)1(r
EP

a
P2p 20 ν−⋅⋅π

⋅
=

π
=  (6.2)

 

2

2

0 a
x1p)x(p −=  (6.3)

 
โดย a  แทนครึ่งของความกวางของการสัมผัส (semi-contact-width) 

0p   แทนความดันสูงสุดของการสัมผัส (maximum contact pressure) 

)x(p   แทนคาความดันที่ตําแหนง x ใด ๆ บนผิวสัมผัส 

 r แทนรัศมีของทรงกระบอก 
 
 
 

 
 

(a) (b) 
รูปที่ 6.2  (a) แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 386 จุดตอ 690 เอลิเมนต 

      (b) รูปรางที่เสียรูปหลังจากใหภาระ 

a

δ

x 

y y 

x 
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ตอจากนั้นทําการคํานวณโดยใชโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้น เนื่องจากปญหามีความสมมาตรจึงได
พิจารณาเพียง 1 ใน 4 หนาตัดวงกลมดังรูปที่ 6.2(a) โดยกําหนดใหทรงกระบอกเปนวัตถุรองและ
แผนแข็งเกร็งเปนวัตถุหลัก พรอมกับแบงการใหภาระเปน 10 ลําดับขั้น 
 
 

Distance from center (mm)
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รูปที่ 6.3   แสดงคาความดันที่เกิดขึ้นบริเวณผิวสัมผัสของปญหาทรงกระบอกบนพื้นแข็ง 
 

จากปญหานี้  คา a และ 0p  จะคํานวณไดจากคาภาระที่ให P แตเนื่องจากเงื่อนไขขอบเขตที่
ใหเปนการกําหนดการเคลื่อนที่ของจุดตอ ดังนั้นคาภาระ P สามารถหาไดจากแรงปฏิกิริยาที่เกิดขึ้น
บนจุดตอที่มีการสัมผัสกับพื้นแข็ง ดังรูปที่ 6.2(b) จากนั้นทําการตรวจสอบโดยการนําคาแรง P ที่
ไดจากการคํานวณซึ่งมีคาประมาณ 187 เมกะนิวตัน ไปคํานวณคาครึ่งความกวางของการสัมผัส a   
และคาความดันสูงสุด  0p  ที่ เกิดขึ้นกับทรงกระบอกดังรูปที่  6.3 จากการเปรียบเทียบมีคา
ความคลาดเคลื่อนเกิดขึ้นประมาณ 3 % ดังตารางที่ 6.1 
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ตารางที่ 6.1  เปรียบเทียบผลเฉลยเชิงวิเคราะหกับผลจากการคํานวณดวยโปรแกรม 
 

อัตราสวน  คาครึ่งความกวาง a 

(มิลลิเมตร) 

ความดันสูงสุด p0 

(กิกะปาสคาล) a p0 

ผลเฉลยเชิงวิเคราะห 7.376 16.594 1.000 1.000 

ไฟไนตเอลิเมนต 7.180 17.140 0.973 1.033 

 
 
6.2 ปญหาแทงสี่เหลี่ยมแข็งเกร็งบนพื้นยืดหยุนเชิงเสน 
 
  ลักษณะของปญหาเปนการนําแทงแข็งยาวพื้นที่หนาตัดสี่เหล่ียม
ขนาด 0.5x1 เมตรวางอยูบนพื้นที่มีคุณสมบัติเปนวัสดุยืดหยุนเชิงเสน คายังโมดู
ลัสเทากับ 200 กิกะปาสคาล อัตราสวนปวสซงเทากับ 0.3 จากนั้นทําการกดแทง
เหล็กดวยแรง P นิวตันตอความยาวแทงแข็ง ลงมาเปนระยะ δ  ดังรูปที่ 6.4 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6.4   แสดงรูปแบบของปญหากลองสี่เหล่ียมแข็งกดบนพื้นยืดหยุน 
 

ความกวางหนาสัมผัสที่เกิดขึ้นกับปญหานี้มีคาคงที่ เทากับ 2a หรือ 1 เมตร จากคาความกวางหนา
สัมผัสที่คงที่ ประกอบกับแรง  P  ที่กําหนดใหเปนภาระของปญหา ทําใหหาคาความดันที่ผิวสัมผัส
ระหวางแทงแข็งเกร็ง กําหนดคา δ  เทากับ 2 มิลลิเมตร หลังจากนั้นทําการคํานวณผลจากโปรแกรม

x 

1 เมตร 

y P 

2a 

0.5 เมตร 

δ

2 เมตร 

1 เมตร

แทงสี่เหล่ียมแข็งเกร็ง 

พื้นยืดหยุน 
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ที่ประดิษฐขึ้น หาคาแรงปฏิกิริยารวมที่ผิวสัมผัส เพื่อหาแรง P ซ่ึงนําไปหาผลเฉลยเชิงวิเคราะหได 
ดังสมการ [25] 
 

( )22 xa

P)x(p
−⋅π

=  (6.4)

 
โดย a แทนคาครึ่งความกวางของการสัมผัสมีคาเทากับ 0.5 เมตร 

   p(x) แทนคาความดันที่ตําแหนง x ใด ๆ บนผิวสัมผัส 
 

จากสมการ (6.4) บอกไดวาบริเวณมุมของแทงสี่เหล่ียมจะเกิดอัตราการเปลี่ยนแปลงของเกรเดียนท
สูง จึงทําการสรางแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตสําหรับการคํานวณ ไดดังรูปที่ 6.5 โดยแบงการ
ใหภาระเปน 10 ลําดับขั้นภาระ กําหนดใหพื้นยืดหยุนเปนวัตถุรอง และแทงส่ีเหล่ียมแข็งเกร็งเปน
วัตถุหลัก 
 
 
 

 
 

รูปที่ 6.5   แสดงแบบจําลองสําหรับการวิเคราะหดวยโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต 
 
เมื่อทําการคํานวณแลวคาแรงปฏิกิริยารวมที่เกิดขึ้นบนจุดตอของพื้น เทากับ 671 เมกะนิวตัน นําคา
แรงปฏิกิริยารวมนี้ไปทําการคํานวณหาคาความดันที่ผิวสัมผัสในสมการ (6.4) และจากการเปรียบ
เทียบผลการคํานวณจากโปรแกรมมีความสอดคลองกับผลเฉลยเชิงวิเคราะหเปนอยางดี ดังแสดงใน
รูปที่ 6.6 
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รูปที่ 6.6   แสดงผลความดันบริเวณผิวสัมผัสที่ไดจากการคํานวณจากโปรแกรมเปรียบ
เทียบกับผลเฉลยเชิงวิเคราะห 

 
6.3 ปญหาลิ่มแข็งเกร็งบนพื้นยืดหยุน 
 

ลักษณะของปญหา คือ ล่ิมแข็งที่มีขนาดมุมล่ิม ( α2 ) เทากับ 170 องศาถูกกดลงมา
เปนระยะทาง 0.02 มิลลิเมตรดวยแรง P บนพื้นยืดหยุน ที่มีคายังโมดูลัสเทากับ 200 กิกะปาสคาล 
และอัตราสวนปวสซงเทากับ 0.3 หลังจากนั้นพื้นเกิดการยุบตัวลงและมีความกวางหนาสัมผัสเทา
กับ 2a ดังรูปที่ 6.7  

 
ขอกําหนดสําหรับการหาผลเฉลยเชิงวิเคราะห คือความกวางหนาสัมผัสที่เกิดขึ้นระหวางตัว

ล่ิมกับพื้นยีดหยุนควรจะมีขนาดเล็กๆ เมื่อเปรียบเทียบกับขนาดของของแข็งทั้งสอง และขนาด
กําหนดของครึ่งมุมของลิ่ม (α ) จะตองมีองศาใกลเคียงกับ 90 องศา ซ่ึงในปญหานี้มีคาเทากับ 85 
องศา เพื่อใหปญหายังอยูในชวงของความเปนยืดหยุนเชิงเสน และสามารถหาผลเฉลยเชิงวิเคราะห
ของแรงรวม และความเคนตั้งฉากกับผิวไดดังนี้  [25] 
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รูปที่ 6.7   แสดงรูปแบบของปญหาลิ่มแข็งเกร็งกดบนพื้นยืดหยุน 
 

 
α⋅= cotEaP *  (6.5)

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
α

= −

x
acoshcotE)x(p 1

*
 (6.6)

 

2

2
2

1

2
1

* E
1

E
1

E
1 ν−

+
ν−

=  (6.7)

 
โดย E* เปนคาความแข็งเฉลี่ยที่ไดจากสมการ (6.7) 

 E1 และ 1ν  เปนคายังโมดูลัสและอัตราสวนปวสซงของลิ่มแข็งเกร็ง ซ่ึงจะสมมติใหล่ิมมีคา
ยังโมดูลัสและอัตราสวนปวสซง เทากับ 200x1010 กิกะปาสคาล และ 0.2 ตามลําดับ 

E2 และ 2ν  เปนคายังโมดูลัสและอัตราสวนปวสซงของพื้นยืดหยุน 
  
เนื่องจากปญหามีความสมมาตร จึงนําไปสรางเปนแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนต ไดดังรูปที่ 6.8 

และกําหนดใหตัวล่ิมแข็งเคลื่อนที่ลงมาเปนระยะ δ เทากับ 0.02 มิลลลิเมตร โดยแบงออกเปน 5 
ลําดับขั้นภาระ กําหนดใหล่ิมเปนวัตถุหลักและพื้นยืดหยุนเปนวัตถุรอง 
 

x 
α2

50 มิลลิเมตร 

δ

y 

25 มิลลิเมตรพื้นยืดหยุน 

ล่ิมแข็งเกร็ง 

a 

P 
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รูปที่ 6.8   แบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตเร่ิมตนของปญหาลิ่มแข็งบนพื้นยืดหยุน 1238 จุดตอ 

2339 เอลิเมนต 
 

1

1

2
3

4

9
7 5 3

 
 
รูปที่ 6.9   รูปรางของแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตเริมตนของปญหาลิ่มแข็งบนพื้นยืดหยุนที่เกิด

การเสียรูปหลังจากการคํานวณ 
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1

1

2
3

4

9
7 5 3

10 20636
9 18496
8 16356
7 14216
6 12076
5 9936
4 7796
3 5656
2 3516
1 1376

Stress (MPa)

 
 

รูปที่ 6.10   รูปรางของแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตเร่ิมตนของปญหาลิ่มแข็งบนพื้นยืดหยุน
ที่แสดงผลการกระจายคาความเคนวอนมิส 

 
 รูปที่ 6.9 และ 6.10 แสดงรูปรางของแบบจําลองที่เกิดการเสียรูปและคาความเคนวอนมิส
ตามลําดับ สังเกตวาจุดของลิ่มที่สัมผัสบนพื้นยืดหยุนจะมีเพียงแคหนึ่งจุด ซ่ึงเปนผลมาจากการแบง
เอลิเมนตของปญหาหยาบเกินไป  ดังนั้นจึงไดนําเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต [23] มาประยุกต
ใช ในการสรางแบบจําลองใหม ทําใหบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงเกรเดียนทของความเคนสูง เอลิ
เมนตควรมีขนาดเล็ก สวนบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงเกรเดียนทของความเคนต่ํา เอลิเมนตสามารถ
มีขนาดใหญได เพื่อเปนการประหยัดเวลาในการคํานวณแตใหคําตอบมีความถูกตองมากขึ้น ดังรูป
ที่ 6.11 จากนั้นทําการคํานวณใหม ผลของการคํานวณแสดงในรูปที่ 6.12 และรูปที่ 6.13   
 
 

 
 
 

 

Level  Stress(MPa)
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65 4
3

2

1  
รูปที่ 6.11   แบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตของปญหาลิ่มแข็งเกร็งบนพื้นยืดหยุนหลังปรับขนาด

เอลิเมนตคร้ังที่ 1 จํานวน 1396 จุดตอ 2541 เอลิเมนต 
 

9
6

54 3 2 1

65 4
3

2

1

 
 
   รูปที่ 6.12   รูปรางของแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาลิ่มแข็งบนพื้นยืดหยุนหลังปรับ

ขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1 ที่เกิดการเสียรูปหลังจากการคํานวณ 
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9
6

54 3 2 1

65 4
3

2

1

10 26198
9 23481
8 20764
7 18047
6 15331
5 12614
4 9897
3 7180
2 4464
1 1747

Stress (MPa)

 
   รูปที่ 6.13   รูปรางของแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาลิ่มแข็งบนพื้นยืดหยุนหลังปรับ

ขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1 ที่แสดงผลการกระจายคาความเคนวอนมิส 
 

เนื่องจากปญหานี้มีการเปลี่ยนแปลงของเกรเดียนทความเคนมากที่บริเวณมุมล่ิม การปรับขนาดเอลิ
เมนตเพียง 1 คร้ังอาจทําใหจับการเปลี่ยนแปลงที่เกิดขึ้นไมดีพอ เพื่อใหเกิดความมั่นใจของคําตอบ 
มากขึ้น จึงไดทําการปรับขนาดเอลิเมนตใหมครั้งที่สองดังรูปที่ 6.14 ซ่ึงผลจากการคํานวณแสดงรูป
รางจากการเสียรูปและคาความเคนวอนมิสไดดังรูปที่ 6.15 และรูปที่ 6.16 ตามลําดับ 
 
 
 
 

 

Level  Stress(MPa)
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รูปที่ 6.14   แบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตของปญหาลิ่มแข็งบนพื้นยืดหยุนหลังปรับขนาดเอลิ

เมนตคร้ังที่ 2  จํานวน 2112 จุดตอ 3893 เอลิเมนต 
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รูปที่ 6.15   รูปรางของแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาลิ่มแข็งบนพื้นยืดหยุนหลังปรับ

ขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 2 ที่เกิดการเสียรูปหลังจากการคํานวณ 
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6

9

1234
6

10 23999
9 21510
8 19021
7 16533
6 14044
5 11555
4 9066
3 6578
2 4089
1 1600

Stress (MPa)

 
 
รูปที่ 6.16   รูปรางของแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาลิ่มแข็งบนพื้นยืดหยุนหลังปรับ

ขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 2 ที่แสดงผลการกระจายคาความเคนวอนมิส 
 
 จากนั้นนําคาความเคนตั้งฉากที่ผิวสัมผัสมาเปรียบเทียบกับผลเฉลยเชิงวิเคราะหที่คํานวณมา
จากแรงปฏิกิริยา (P) ที่เกิดขึ้นกับแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตเร่ิมตนที่มีจุดสัมผัสเพียงจุดเดียว มา
ทําการหาคาความกวาง a ของการสัมผัสในสมการ (6.5) จากนั้นคํานวณหาคาความเคนตั้งฉากที่ผิว
สัมผัสในสมการ (6.6) 

เนื่องจากวาผลที่ไดจากแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตเร่ิมตนมีเพียง 1 จุดตอที่เกิดการสัมผัส 
ดังนั้นในกราฟนี้จึงไมไดนําผลจากแบบจําลองเริ่มตนมาดวย และจากการเปรียบเทียบ ผลคําตอบที่
ไดจะมีคาถูกตองมากขึ้นเมื่อจํานวนเอลิเมนตมีมากขึ้นที่บริเวณผิวสัมผัส โดยเฉพาะบริเวณมุมล่ิม 
 

Level  Stress(MPa)
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รูปที่ 6.17   กราฟแสดงความสัมพันธระหวางความดันที่ผิวสัมผัสกับระยะหางจากจุดกึ่งกลางลิ่ม 

 
6.4 ปญหาการสัมผัสของทรงกระบอกสองแทงท่ีมีขนาดเสนผานศูนยกลางไมเทากัน 
 
  ลักษณะของปญหาคือทรงกระบอกสองแทงที่มีขนาดเสนผานศูนยกลางไมเทากัน มา
สัมผัสกันตามแนวแกนของทรงกระบอก ดวยแรง P นิวตันตอหนวยความยาวที่กระทําอยูบนจุด
ศูนยกลางของทรงกระบอกทั้งสอง  ดังแสดงในรูปที่ 6.18   
 

กําหนดให R1 และ  R2 เปนรัศมี E1 และ E2 คือคายังโมดูลัส  1ν  และ 2ν  เปนอัตราสวน
ปวสซง ของทรงกระบอกบนและทรงกระบอกลางตามลําดับ และ l เปนความยาวของทรงกระบอก 
และ a แทนคาครึ่งความกวางของหนาสัมผัส สามารถหาผลเฉลยเชิงวิเคราะห [26] จากสมการดังนี้  
 

2/1

21

21
21 RR

RR
)(

l
F13.1a ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

η+η=  (6.8)

 
โดยที ่
 

1

2
1

1 E
1 ν−

=η    และ   
2

2
2

2 E
1 ν−

=η  (6.9)
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(a)      (b) 
 

รูปที่ 6.18   ปญหาการสัมผัสระหวางทรงกระบอกสองแทง 
(a) กอนใหภาระ  (b) หลังใหภาระ  

ถากําหนดให δ  เปนระยะการเคลื่อนตัวรวมของ 1δ  และ 2δ  สามารถเขียนสมการแสดงความ
สัมพันธไดดังนี ้
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++η=δ

a
R2ln

a
R2ln

3
2

l
F638.0 21  (6.10)

 
โดย 21 η=η=η   ดังนั้นในการทดสอบโปรแกรมโดยใชปญหาการสัมผัสของทรงกระบอกสอง
แทงนี้ จะนํามาประยุกตใชเปนปญหาแบบการกําหนดคาเคล่ือนตัว ซ่ึงแบบจําลองทางไฟไนตเอลิ
เมนตแสดงไดดังรูปที่ 6.19 
 
จากการกําหนดเงื่อนไขดังกลาวทําใหสามารถหาคําตอบไดโดยตรงจากสมการ (6.8) ถึงสมการ 
(6.10) ดวยการกําจัดคาแรงใหหายไปแลวเหลือแคความสัมพันธระหวางคาการเคลื่อนตัวรวมกับคา
คร่ึงความกวาง ดังนี ้
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รูปที่ 6.19   แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตเร่ิมตนของปญหาการสัมผัสของทรงกระบอกสองแทง 
 
 
ซ่ึงในปญหาที่ทําการคํานวณไดกําหนดคาตางๆดังนี้ 

ทรงกระบอกบน   29120E1 = นิวตัน/ตารางมิลลิเมตร ,  10R,   3.0 11 ==ν มิลลิเมตร 

ทรงกระบอกลาง  30000E2 = นิวตัน/ตารางมิลลิเมตร , 13R,   25.0 22 ==ν  มิลลิเมตร 
 

จากเงื่อนไขการเคลื่อนตัวบังคับ  35.0=δ มิลลิเมตร นําไปแทนคาในสมการ (6.11) เพื่อหาคาครึ่ง
ความกวาง a ไดเทากับ 1.082093568 มิลลิเมตร แตสําหรับการคํานวณจากโปรแกรม ในที่นี้
กําหนดขั้นภาระออกเปน 5 ลําดับขั้น คาครึ่งความกวางของหนาสัมผัสในแบบจําลองเริ่มตนมีคาเทา
กับ 0.965256 มิลลิเมตร รูปรางจากการเสียรูปและการกระจายความเคนวอนมิสของทรงกระบอก
แสดงไวดังรูปที่ 6.20 และรูปที่ 6.21 ตามลําดับ  
 

 เพื่อเพิ่มความถูกตองของปญหา จึงนําเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติมาทําการ
สรางแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตใหม ดังรูปที่ 6.22  ซ่ึงผลการคํานวณไดแสดงไวในรูปที่ 
6.23 และรูปที่ 6.24  
 

 



 76

3

1

2

3

2

1

9 960
8 849
7 738
6 627
5 516
4 405
3 294
2 183
1 72

 
 
รูปที่ 6.20   คร่ึงความกวางหนาสัมผัสของแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตเร่ิมตนของทรง

กระบอกสองแทงที่เกิดการเสียรูปหลังจากการคํานวณ 
 

97
5

3

1

2

9
7

5

3

2

1

10 1071
9 960
8 849
7 738
6 627
5 516
4 405
3 294
2 183
1 72

Stress (MPa)

 
รูปที่ 6.21   การกระจายความเคนวอนมิสของแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตเร่ิมตนของ

ทรงกระบอกสองแทงที่เกิดการเสียรูปหลังจากการคํานวณ 

Level  Stress(MPa) 
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รูปที่ 6.22  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับขนาดเอลิเมนตของปญหาการสัมผัส
ของทรงกระบอกสองแทง 

 

3
2

1

4
2

1

9 1277
8 1135
7 993
6 852
5 710
4 568
3 426
2 285
1 143

 
รูปที่ 6.23   คร่ึงความกวางหนาสัมผัสของแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับขนาดเอ

ลิเมนตของทรงกระบอกสองแทงที่เกิดการเสียรูปหลังจากการคํานวณ 



 78

5
3

2

9

1

6
4

2

1

10 1418
9 1277
8 1135
7 993
6 852
5 710
4 568
3 426
2 285
1 143

Stress (MPa)

 
รูปที่ 6.24   การกระจายความเคนวอนมิสของแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับ

ขนาดเอลิเมนตของทรงกระบอกสองแทงที่เกิดการเสียรูปหลังจากการ
คํานวณ 

 
จากผลการคํานวณ แบบจําลองที่ทําการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติใหคาครึ่งความ

กวางของหนาสัมผัสมีคาเทากับ 1.0816928 มิลลิเมตร ซ่ึงใหคาใกลเคียงกับผลเฉลยเชิงวิเคราะห
มาก และสามารถสรุปผลไดดังตารางตอไปนี ้
 

ตารางที่ 6.2   แสดงผลการเปรียบเทียบขนาดครึ่งความกวางของหนาสัมผัสของปญหาการ
สัมผัสของทรงกระบอกสองแทง 

 
 คร่ึงความกวางหนาสัมผัส 

(a,mm) 
อัตราสวน 

ผลเฉลยเชิงวิเคราะห 1.0820936 1.000 

แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต
เร่ิมตน 

0.965256 0.892 

แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต
ที่ปรับขนาดเอลิเมนต 

1.0816928 0.999 

 
 

Level  Stress(MPa) 
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6.5  ปญหาทรงกระบอกยืดหยุนระหวางแผนแข็งเกร็งคูขนานแบบคิดความเสียดทาน 
 
 ปญหาคือทรงกระบอกยาวรัศมี  50 มิลิเมตรที่วางอยูบนพื้นแข็งเกร็งและกดลงดวย
แผนแข็งเกร็งลงมาเปนระยะ 2.7 มิลลิเมตรซึ่งมีลักษณะของปญหาเหมือนกับในหัวขอที่ 6.1 เพียง
แตเพิ่มการพิจารณาความเสียดทานเขาไปในการคํานวณ โดยแบงออกเปนสองกรณี คือ กรณีที่ไมมี
การเลื่อนไถล และมีการเลื่อนไถลบางสวน   กรณีที่หนึ่งเปนการคํานวณโดยใชคาสัมประสิทธ
ความเสียดทานที่มีคาเทากับ 0.5 ซ่ึงจะทําใหผิวสัมผัสของทรงกระบอกที่สัมผัสกับพื้นจะอยูในกรณี
ของการยึดติดตลอดผิวสัมผัส สามารถหาผลเฉลยเชิงวิเคราะหของความกวางหนาสัมผัส และความ
ดันตั้งฉาก ไดดังสมการ(6.1) ถึง (6.3) ความเคนในแนวสัมผัสสามารถหาไดดังสมการ (6.12) 
[25]    
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โดย a       เปนคาครึ่งความกวางของหนาสัมผัส 

 p0      เปนคาความดันตั้งฉากสูงสุดที่ผิวสัมผัส 

 q(x) เปนคาความเคนในแนวสัมผัสที่ตําแหนง x  
 
สวนกรณีที่สองเปนกรณีที่ผิวสัมผัสของทรงกระบอกบางสวนจะเกิดการเลื่อนไถล ซ่ึงทําการศึกษา
โดย Spence(1973) ภายใตเงื่อนไขที่วาภาระที่กระทําจะตองตั้งฉากกับผิวสัมผัส และสมมติวาเมื่อ
วัตถุมีการยุบตัวที่บริเวณผิวสัมผัสมีความกวางหนาสัมผัส เทากับ 2a และมีบางสวนของหนาสัมผัส
จะไมเกิดการเลื่อนไถลมีความกวางเทากับ 2c  ดังรูปที่ 6.25  ซ่ึงคาความกวาง c นี้จะขึ้นอยูกับอัตรา
สวนปวซงส ν  และคาสัมประสิทธิ์ความเสียดทาน µ  Spence ไดทําการประมาณชวงความกวาง c 
ที่อยูในรูปกราฟความสัมพันธระหวาง c/a และ βµ /  [25] สําหรับปญหานี้ไดกําหนดให βµ /  มี
คาเทากับ 0.99 จากราฟความสัมพันธของ Spence ทําใหไดคา c/a เทากับ 0.7 ดังนั้นคาสัมประ
สิทธความเสียดทาน µ  มีคาเทากับ 0.2875  
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คา  200E1 = กิกะปาสคาล  3.01 =ν  เปนคายังโมดูลัส  และอัตราสวนปวสซงของทรง
กระบอก 

  คา 10
2 10x200E =  กิกะปาสคาล 25.02 =ν  เปนคายังโมดูลัส และอัตราสวนปวสซงของ

แผนแข็งเกร็ง ซ่ึงแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแสดงไดดังรูปที่ 6.2(a)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 6.25  บริเวณที่เกิดการยึดติดกับการเลื่อนไถลของปญหาทรงกระบอกระหวางแผนคูขนาน 

 
c  เปนคาครึ่งความกวางของผิวที่เปนการยึดติด 

a  เปนคาครึ่งความกวางของผิวที่มีการสัมผัส 
 

จากนั้น นําคาความเคนตั้งฉากที่ผิวและความเคนเสียดทานที่ผิวมาวาดกราฟเปรียบเทียบใหอยูใน
รูปแบบของคาไรมิติ (dimensionless) โดยที่แกนนอนเปนคาไรมิติของความยาว (x/a) แกนตั้งเปนคา
ไรมิติของความเคน ซ่ึงคาไรมิติของความเคนตั้งฉากเปนการนําคาความเคนที่เกิดขึ้นมาหารดวยคา
ความเคนตั้งฉากสูงสุด (p/p0)  สวนคาไรมิติของความเคนเสียดทานคือคาความเคนเสียดทานหารดวย
คาความเคนตั้งฉากสูงสุดคูณกับคาสัมประสิทธความเสียดทาน (q/(µp0)) สําหรับในกรณีแรกที่คาสัม
ประสิทธความเสียดทานมีคาเทากับ 0.5 ไดทําการเปรียบเทียบซึ่งมีความสอดคลองกับผลเฉลยเชิง
วิเคราะหเปนอยางดี ดังแสดงในรูปที่ 6.26  
 

 

2c 

2a 

stick slip slip 

x 

y 
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รูปที่ 6.26   ความเคนในแนวตั้งฉากและความเคนเสียดทานที่ไดจากการคํานวณเปรียบเทียบกับผล

เฉลยเชิงวิเคราะห 
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รูปที่ 6.27  ความเคนในแนวตั้งฉากและความเคนเสียดทานที่ไดจากการคํานวณที่คา 2875.0=µ  

stick slip 

0.7
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สวนกรณีที่สองคาสัมประสิทธความเสียดทานมีคาเทากับ 0.2875 ไดทําการเปรียบเทียบกับ
คาความเคนตั้งฉากกับคาความเคนที่ผิวในแนวสัมผัสที่ไดจากการคํานวณของโปรแกรม เนื่องจาก
ไมสามารถหาคาความเคนที่ผิวในแนวสัมผัสในรูปแบบของสมการได รูแตเพียงวาถากําหนดคา 

βµ / เทากับ 0.99 ที่ตําแหนง x/a เทากับ 0.7 ผิวของทรงกระบอกจะเริ่มมีการเลื่อนไถล  รูปที่ 6.27 
แสดงผลจากการคํานวณที่จุดเริ่มเลื่อนไถลของเริ่มที่ x/a  เทากับ 0.715 ซ่ึงใกลเคียงกับผลของ 
Spence 

 
6.6 ปญหาความเสียดทานของกอนสี่เหลี่ยมยืดหยุนบนพื้นแข็งเกร็ง 
 

ปญหาความเสียดทานของกอนสี่เหล่ียมยืดหยุนบนพื้นแข็งเกร็งจะเปนปญหาที่แสดง
ถึงประสิทธิภาพของตัวโปรแกรมที่ใชคํานวณสําหรับปญหาสัมผัสแบบคิดความเสียดทานไดอยาง
ชัดเจนและเปนที่นิยมสําหรับการตรวจสอบโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นของผูศึกษาปญหาความเสียด
ทานกอนหนา [8]  [9] และ [17]  
 
 
 

 
 
 
 

 
 

รูปที่ 6.28  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหากอนสี่เหล่ียมยืดหยุนบนพื้นแข็งเกร็ง 
 

ลักษณะของปญหาคือการกดกอนสี่เหล่ียมยืดหยุนลงบนพื้นแข็งเกร็งพรอมกับทําการดึงในแนวราบ 
ซ่ึงเปนผลทําใหเกิดความเสียดทานที่บริเวณผิวสัมผัส    แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาทีน่าํ
มาใชคํานวณแสดงไวดังรูปที่ 6.28   กําหนดใหกอนสี่เหล่ียมยืดหยุนมีคายังโมดูลัสเทากับ 1000 

นิวตัน/หนวย  อัตราสวนปวสซงเทากับ 0.3 ถูกกระทําดวยความดัน 200 นิวตัน/หนวย กดลงมาอยู

3.6 หนวย

2.0 หนวย

 py= 200 นิวตัน/หนวย 

  px=60   นิวตัน/หนวย 

y

x 

4.0 หนวย
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ในชวงระยะ 3.6 หนวย และความดันในแนวนอนทางดานขวา 60 นิวตัน/หนวย    ดึงไปทางดาน
ขวาตลอดความยาวขาง 2 หนวย และสมมติใหจุดตอปลายทั้งสองขางที่ผิวสัมผัสไมมีความเคน
เสียดทาน จากกฎความเสียดทานของคูลอมบกําหนดใหผิวสัมผัสระหวางพื้นแข็งเกร็งกับกอนสี่
เหล่ียมยืดหยุนมีคาสัมประสิทธความเสียดทานเทากับ 0.5 คาพีนอลทีของแนวตั้งฉาก ( Nε ) มีคา
เทากับ 108 และคาพีนอลทีของแนวสัมผัส ( Tε ) มีคาเทากับ 104  

 
 
รูปที่ 6.29  การเสียรูปของแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหากอนสี่เหล่ียมยืดหยุนบนพื้นแข็ง

เกร็ง 
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รูปที่ 6.30  เปรียบเทียบความเคนที่ผิวจากการคํานวณของปญหากอนสี่เหล่ียมยืดหยุนบนพื้นแข็ง

เกร็ง 
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รูปที่ 6.31  แสดงการเปรียบเทียบการเคลื่อนที่ในแนวสัมผัสที่ไดจากการคํานวณ 

 
 
 รูปที่ 6.30 แสดงคาความเคนตั้งฉากและความเคนในแนวสัมผัสที่เกิดขึ้นซึ่งมีแนวโนมที่ใกล
เคียงกัน แตเมื่อนําคาของการเลื่อนไถลมาเปรียบเทียบดังรูปที่ 6.31 ส่ิงที่แตกตางกันคือจุดเริ่มตน
ของการเลื่อนไถล  ซ่ึงเกิดจากจํานวนเอลิเมนตนอยเกินไป จากนั้นลองทําการสรางแบบจําลองใหม
ใหมีจํานวนของเอลิเมนตมากขึ้นเปนสองเทาของแบบจําลองแรก ดังแสดงในรูปที่ 6.32  
 
 
 

 
 
 
รูปที่ 6.32  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตแบบที่สองของปญหากอนสี่เหล่ียมยืดหยุนบนพื้นแข็งเกร็ง 

y 

x
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รูปที่ 6.33  การเสียรูปของแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตแบบที่สองของปญหากอนสี่เหล่ียมยืด
หยุนบนพื้นแข็งเกร็ง 

 
จากนั้นทําการเปรียบเทียบคาความเคนตั้งฉากกับความเคนในแนวสัมผัสแสดงในรูปที่ 6.34 และคา
การเลื่อนไถลแสดงในรูปที่ 6.35 
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รูปที่ 6.34  เปรียบเทียบความเคนที่ผิวจากการคํานวณของปญหากอนสี่เหล่ียมยืดหยุนบนพื้น

แข็งเกร็งของแบบจําลองที่สอง 
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รูปที่ 6.35  แสดงการเปรียบเทียบการเคลื่อนที่ในแนวสัมผัสที่ไดจากการ
คํานวณของแบบจําลองที่สอง 

 
จากการเปรียบเทียบ กราฟของความเคนตั้งฉากและความเคนเสียดทานที่ผิว แสดงใหเห็นวาผลลัพธ
ของความเคนตาง ๆ และตําแหนงที่เร่ิมมีการเลื่อนไถลสอดคลองกับผลการคํานวณของ Laursen 
[9]  เปนอยางดี ซ่ึงแสดงใหเห็นถึงความสําคัญของจํานวนจุดตอของบริเวณผิวสัมผัสที่มีผลตอคํา
ตอบของการคํานวณ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

บทที่ 7 
 

การวิเคราะหรากฟนเทียม 
 

7.1 แบบจําลองของรากฟนเทียมและผลการคํานวณ 
 

วิทยานิพนธฉบับนี้ ไดทําการวิเคราะหลักษณะเกลียวของรากฟนเทียมที่มีผลตอ
กระดูกรอบรากฟนเทียม โดยกําหนดใหเปนปญหา 2 มิติ รากฟนเทียมที่นํามาวิเคราะหจะเปนราก
ฟนเทียมทรงกระบอกขนาดมาตรฐาน มีเสนผานศูนยกลางเทากับ 5 มิลลิเมตร โดยวัดจากปลาย
เกลียว และมีความยาวเทากับ 14 มิลลิเมตร ทําการฝงลงในกระดูกขากรรไกรที่มีสวนของกระดูก
ทึบ (cortical bone) หนา 2 มิลิเมตร โดยที่รูปรางของเกลียวที่ใชทําการวิเคราะหมี 3 ลักษณะ ได
แก  เกลียวรูปตัววี  เกลียวแบบรีเวิรสบัทเทรส  (reverse buttress) และเกลียวแบบบัทเทรส 
(buttress) ดังรูปที่  7.1   

 
 กําหนดใหขนาดฐานฟนเกลียวของฟนเกลียวทั้ง 3 แบบ มีความกวางเทากับ 0.4 มิลลิเมตร 
และฟนเกลียวมีความสูงเทากับ 0.4 มิลลิเมตร โดยมีระยะหางยอดฟนเกลียวของแตละฟนมีคาเทา
กับ 0.8 มิลลิเมตร  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
     (a)                                              (b)                                            (c) 
 

รูปที่ 7.1   (a) เกลียวแบบบัทเทรส 

(b) เกลียวแบบรีเวิรสบัทเทรส 

(c) เกลียวรูปตัวว ี
 
 ในการวิเคราะหไดสมมติวา วัสดุที่ทํารากฟนเทียม และกระดูก มีคุณสมบัติเปนเนื้อเดียวกัน 
(homogeneous) และมีคุณสมบัติทางเชิงกลเทากันทุกทิศ (isotropic) โดยมีความยืดหยุนเปน

65o 65o 

65o 65o

0.4 มม.0.4 มม.0.4 มม

0.4 มม. 0.4 มม.0.4มม.
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แบบเชิงเสน (linear elastic) ซ่ึงคายังโมดูลัสและอัตราสวนปวสซง (Poisson’s ratio) ของวัสดุ
แสดงไวในตารางที่ 7.1 
 

ตารางที่ 7.1   แสดงคาคุณสมบัติของวัสดุที่ใชในการวิเคราะหปญหารากฟนเทียม [26] 
 

ชนิดวัสด ุ ยังโมดูลัส (E ,MPa) อัตราสวนปวสซง (ν ) 

กระดูกทึบ (cortical bone)   13,700 0.30 

กระดูกพรุน (cancellous bone)    1,370 0.30 

รากฟนเทียมไททาเนียม 103,400 0.37 
 
 สําหรับการใหภาระของการวิเคราะหในแตละแบบจําลอง กําหนดใหเปนภาระกดในแนว
แกน y เปรียบเสมอนภาระจากการบดเคี้ยวของฟนหนาซึ่งมีขนาดเทากับ 140 นิวตัน  และเนื่องจาก
วาการจับยึดระหวางกระดูกกับรากฟนเทียมยังขึ้นอยูกับอีกหลายปจจัย เชน วัสดุที่ใช ระยะเวลาใน
การฝงรากฟนเทียม ดังนั้นในเชิงการคํานวณนิยมกําหนดคาสัมประสิทธ์ิความเสียดทานใหอยูใน
ชวง 0.2-0.4 ซ่ึงในที่นี้สมมติใหคาสัมประสิทธิ์ความเสียดทานตลอดผิวสัมผัสมีคาเทากับ 0.3  
 

เร่ิมตนจากเกลียวแบบบัทเทรสรูปรางของแบบจําลองแสดงดังรูปที่ 7.2 แลวนําไปสรางแบบ
จําลองทางไฟไนตเอลิเมนตที่มี 2914 จุดตอ 5196 เอลิเมนต ไดดังรูปที่ 7.3 ซ่ึงใหผลการกระจาย
ความเคนดังรูปที่ 7.4  
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รูปที่ 7.2  รูปรางแบบจําลองของรากฟนเทียมเกลียวแบบบัทเทรส 

 
 

 
 

รูปที่ 7.3  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตเร่ิมตนของรากฟนเทียมเกลียวแบบบัทเทรส 
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bone 

Cortical bone 

Titanium 
 Implant 

2 mm 
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5 mm 0.8mm

140  N 
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รูปที่ 7.4  ลักษณะการกระจายตัวของความเคนวอนมิสภายในกระดูกรอบรากฟนเทียม
เกลียวแบบบัทเทรสของแบบจําลองเริ่มตน 

 
 

เพื่อทําใหเกิดความถูกตองของปญหามากขึ้น จึงนําเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติเขามาทําการปรับขนาดเอลิเมนตของแบบจําลอง เปนจํานวนสองครั้งเพื่อใหผลมีการลูเขา
สูคําตอบ จากการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1 ทําใหแบบจําลองมีจํานวน 6500 จุดตอและ 12196 
เอลิเมนต ดังรูปที่ 7.5 ซ่ึงมีผลการกระจายความเคนดังรูปที่ 7.6 และการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที ่2 
ทําใหแบบจําลองมีจํานวน 5334 จุดตอและ 9796 เอลิเมนต ดังรูปที่ 7.7 ซ่ึงมีผลการกระจายความ
เคนดังรูปที่ 7.8 เมื่อดูผลของการกระจายความเคนจากแบบจําลองสุดทายแลว คาความเคนวอนมิส
สูงสุดมีคาประมาณ 52 เมกะปาสคาล จะเกิดขึ้นที่บริเวณสันกระดูกดานบน 
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รูปที่ 7.5  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่หนึ่ง
ของรากฟนเทียมเกลียวแบบบัทเทรส 
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รูปที่ 7.6  ลักษณะการกระจายตัวของความเคนวอนมิสภายในกระดูกรอบรากฟนเทียมเกลียวแบบ

บัทเทรสของแบบจําลองของการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่หนึ่ง 

9

4

5

6



 92

 
 

รูปที่ 7.7  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่สองของราก
ฟนเทียมเกลียวแบบบัทเทรส 
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รูปที่ 7.8  ลักษณะการกระจายตัวของความเคนวอนมิสภายในกระดูกรอบรากฟนเทียม
เกลียวแบบบัทเทรสของแบบจําลองของการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่สอง 
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ตอมาทําการวิเคราะหเกลียวแบบรีเวิรสบัทเทรส ที่แสดงรูปรางดังรูปที่ 7.9 แบบจําลองทาง
ไฟไนตเอลิเมนตประกอบดวยแบบจําลองเริ่มตนที่มี 2942 จุดตอ 5252 เอลิเมนต  แบบจําลองที่
ทําการปรับขนาดเอลิเมนตครั้งที่ 1มี 6379 จุดตอ 11923 เอลิเมนตและแบบจําลองจากการปรับ
ขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 2 ดังรูปที่ 7.10 ม ี5919 จุดตอ 10963 เอลิเมนตและผลการกระจายความเคน
แสดงไวในรูปที่ 7.11 ซ่ึงคาความเคนวอนมิสสูงสุดเกิดขึ้นที่บริเวณสันกระดูกดานบนเชนเดียวกัน 
มีคาประมาณ 45 เมกะปาสคาล 

 
 
 

 
 
 

 
 

รูปที่ 7.9  รูปรางแบบจําลองของรากฟนเทียมเกลียวแบบรีเวิรสบัทเทรส 
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รูปที่ 7.10  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่สองของรากฟนเทียมเกลียวแบบ

รีเวิรสบัทเทรส 
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รูปที ่7.11  ลักษณะการกระจายตัวของความเคนวอนมิสภายในกระดูกรอบรากฟนเทียม
เกลียวแบบรีเวิรสบัทเทรสของแบบจําลองของการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่สอง 
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จากนั้นทําการวิเคราะหเกลียวรูปตัววี ที่แสดงรูปรางดังรูปที่ 7.12 แบบจําลองทางไฟไนตเอ
ลิเมนตประกอบดวยแบบจําลองเริ่มตนที่มี 3238 จุดตอ 5844 เอลิเมนต  แบบจําลองที่ทําการปรับ
ขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1 มี 4919 จุดตอ 8856 เอลิเมนตและแบบจําลองจากการปรับขนาดเอลิเมนต
คร้ังที่ 2 ดังรูปที่ 7.13 ม ี5344 จุดตอ 9617 เอลิเมนตและผลการกระจายความเคนแสดงไวในรูปที่ 
7.14 ซ่ึงคาความเคนวอนมิสสูงสุดเกิดขึ้นที่ปลายเกลียวอันที่ 1 นับจากดานบนมีคาประมาณ 69 เม
กะปาสคาล  

 
 

 
 
 
 

 
รูปที่ 7.12  รูปรางแบบจําลองของรากฟนเทียมเกลียวรูปตัวว ี
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รูปที่ 7.13  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่สอง
ของรากฟนเทียมเกลียวรูปตัวว ี
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รูปที่ 7.14  ลักษณะการกระจายตัวของความเคนวอนมิสภายในกระดูกรอบราก
ฟนเทียมเกลียวรูปตัววีของแบบจําลองของการปรับขนาดครั้งที่สอง 
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7.2 สรุปผลการวิเคราะห 
 
  จากการวิเคราะหการกระจายความเคนในกระดูกรอบรากฟนเทียมที่มีเกลียวแตกตาง
กันสามชนิด คือ เกลียวรูปตัววี เกลียวแบบรีเวิรสบัทเทรส และเกลียวแบบบัทเทรสจะมีลักษณะที่
คลายกันตรงที่ คาความเคนที่มากจะเดนชัดอยูดานบนในสวนของกระดูกทึบ ซ่ึงสอดคลองกับผล
ทางคลีนิกที่การละลายตัวเกิดขึ้นจริงในบริเวณดานบนของกระดูกทึบ เนื่องจากวาคาความเคนจะ
แปรผันกับคายังโมดูลัสของวัสดุ ดังนั้นกระดูกทึบที่มีความแข็งมากกวาจึงมีความเคนมากกวา
บริเวณกระดูกพรุนอยางเห็นไดชัด นอกจากนั้นยังพบวาความเคนมีคามากที่บริเวณปลายดานลาง
ของกระดูกพรุนเนื่องจากเปนสวนที่รับแรงกระทําจากรากฟนเทียมโดยตรง ซ่ึงผลการวิเคราะหดัง
กลาวนี้สอดคลองกับผลที่ไดจากการศึกษาของ [28] [29] [30] [31]และ[32]  
 

นําคาความเคนวอนมิสของจุดตอท่ีบริเวณรอบรากฟนเทียมตามเสนขอบรอบเกลียวตั้งแตจุด 
A ถึงจุด B ของเกลียวแตละแบบมาวาดกราฟดังรูปที่ 7.15  7.16  และ 7.17 เพื่อดูการกระจายของ
ความเคน  
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รูปที่ 7.15   การกระจายความเคนวอนมิสของกระดูกบริเวณรอบรากฟนเทียม
ของเกลียวแบบบัทเทรส 

A

B
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รูปที่ 7.16   การกระจายความเคนวอนมิสของกระดูกบริเวณรอบรากฟนเทียม

ของเกลียวแบบรีเวิรสบัทเทรส 
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รูปที่ 7.17   การกระจายความเคนวอนมิสของกระดูกบริเวณรอบรากฟนเทียม

ของเกลียวรูปตัววี 
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รากฟนเทียมที่เปนเกลียวแบบบัทเทรส และแบบรีเวิรสบัทเทรสคาความเคนสูงสุดจะเกิดขึ้น
ที่บริเวณสันกระดูกดานบน สวนเกลียวรูปตัววีนั้นคาความเคนสูงสุดจะเกิดที่บริเวณปลายเกลียวที่
หนึ่งนับจากดานบน จากคาความเคนสูงสุดที่เกิดขึ้นในแตละเกลียวแสดงไดวาเกลียวแบบรีเวิรสบัท
เทรสมีการกระจายความเคนดีที่สุด  การกระจายความเคนมีลักษณะคลายกับมุมแหลมหลาย ๆ อัน
มาตอกัน ซ่ึงจุดสูงสุดของแตละมุมแหลมเปนคาความเคนสูงสุดที่เกิดขึ้นบนแตละฟนเกลียว ที่บง
บอกถึงประสิทธิภาพการกระจายความเคนของเกลียวแตละรูปรางได  จากรูปที่ 7.15 ถึงรูปที่ 7.17  

 
เมื่อพิจารณาในสวนของกระดูกพรุนแสดงใหเห็นวา เกลียวแบบบัทเทรส และเกลียวรูปตัววี 

มีการกระจายความเคนไดดี เนื่องจากคาของจุดมุมแหลมมีการเปลี่ยนแปลงแบบคอยเปนคอยไป แต
สําหรับเกลียวแบบรีเวิรสบัทเทรส คาของจุดมุมแหลมจะมีคาใกล ๆ กันในชวงกลางของรากเทียม 
จนถึงชวงดานลางของรากฟน คาที่จุดมุมแหลมจะมีคาสูงขึ้นทันที ที่เปนเชนนี้เนื่องจากวา ภาระที่
กระทําเปนภาระในแนวดิ่ง ทําใหรากฟนเทียมมีการเคลื่อนตัวลง ดังนั้นบริเวณผิวบนของเกลียวราก
ฟนเกิดการแยกตัวขึ้น แตบริเวณผิวดานลางของฟนเกลียวจะเปนหนาสัมผัสที่สงผานแรงจากภาระ
โดยตรง ซ่ึงเกลียวแบบบัทเทรส และเกลียวรูปตัววีเปรียบเสมือนวาแรงไดกระทําบนพื้นเอียงดัง
แสดงในรูปที่ 17.18(a) และ17.18(b) ทําใหแรงที่กระทํานี้กระจายไปสูกระดูกดานขางไดมากกวา 
เกลียวแบบรีเวิรสบัทเทรสที่เสมือนวาแรงกระทําอยูบนพื้นระนาบ ดังรูปที่ 17.18(c) ซ่ึงแรงไมได
กระจายไปสูกระดูกดานขาง เปนเหตุใหที่บริเวณกระดูกทางปลายลางของรากฟนเทียมเกิดความ
หนาแนนของความเคนมาก ดวยเหตุผลดังกลาว ทําใหอธิบายผลการทดลองของ Misch [33] ที่ได
ทําการเปรียบเทียบระหวางเกลียวรูปตัววีกับเกลียวรูปสี่เหล่ียมมุมฉาก ซ่ึงสรุปไดวาเกลียวรูปตัววี
กระจายความเคนไดดีกวา 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       (a)          (b)      (c) 
 

รูปที ่7.18  การกระจายแรงที่เกิดขึ้นบนผิวสัมผัสของแตละเกลียว 
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 ในสวนของกระดูกทึบดานบน เมื่อไดรับภาระในแนวดิ่งแลวการเคลื่อนที่ของกระดูกดาน
บนมีแนวโนมที่จะเคลื่อนที่เขามาบีบรัดกับตัวรากฟนเทียมดังรูปที่ 17.19 เปนผลใหแรงที่กระทํา
กับกระดูกสวนบนเปนแรงในแนวนอน ทําใหบริเวณสันกระดูกดานบนของกระดูกทึบจะมีความ
เคนมากในเกลียวแตละแบบ แตเกลียวแบบบัทเทรสมีคาความเคนมากที่สุด เมื่อเปรียบเทียบกับ
เกลียวแบบรีเวิรสบัทเทรสและเกลียวรูปตัววี เนื่องจากพื้นที่รับแรง และประสิทธิภาพการกระจาย
ความเคนนอยกวา ทําใหการเคลื่อนตัวของสันกระดูกดานบนมีคามากกวาจึงเกิดความเคนกดมาก
กวาเกลียวแบบอื่นที่มุมสันดานบน และเหตุผลเดียวกันนี้ที่ทําใหเกลียวรูปตัววีมีคาความเคนคอน
ขางสูงที่บริเวณปลายเกลียว เนื่องจากมีพื้นที่ดานขางนอยมาก 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a)     (b)     (c) 
 

รูปที ่7.19  การกระจายแรงและการเคลื่อนตัวที่เกิดขึ้นบนสันดานบนของกระดูกทึบ 
 
 
 
 จากผลการเปรียบเทียบของเกลียวทั้งสามแบบ เกลียวที่มีประสิทธิภาพการกระจายความเคน
ดีก็คือ เกลียวแบบบัทเทรส และเกลียวรูปตัววี สวนแบบเกลียวที่ทําใหบริเวณสันดานบนของ
กระดูกทึบมีความเคนนอยก็คือ เกลียวแบบรีเวิรสบัทเทรส และเกลียวรูปตัววี   ดังนั้นสรุปไดวา
เกลียวรูปตัววี มีการกระจายความเคนที่ดี เนื่องจากวาผิวดานบนและผิวดานลางมีลักษณะคลายกับ
พื้นเอียง แตมีขอเสียอยูที่บริเวณปลายเกลียวที่มีลักษณะเหมือนกับมุม ซ่ึงทําใหเกิดความเคนมากที่
บริเวณนี้ จึงเปนเหตุผลที่วา ในทางปฏิบัติเกลียวที่นิยมใชในทางทันตกรรมคือเกลียวรูปตัววีปลาย
ตัด ดังรูปที่ 7.20 ที่เปนการเพิ่มพื้นที่รับแรงดานขางใหมากขึ้น ดังนั้นเกลียวรูปตัววีปลายตัดจึงมี
ประสิทธิภาพของการกระจายแรงทั้งดานขางและดานลางของเกลียวรูปตัววีเพิ่มมากขึ้น  
 
 
 
 
 

Bone Bone Bone 
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รูปที่ 7.20  เกลียวรูปตัววีปลายตัด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

บทที่ 8 
 

บทสรุป ปญหาที่พบและขอเสนอแนะ 
 

8.1 บทสรุป 
 

วัตถุประสงคของวิทยานิพนธฉบับนี้ คือเพื่อศึกษาลักษณะการกระจายความเคนของ
รากฟนเทียมที่เกิดขึ้นกับกระดูกขากรรไกร โดยพิจารณาเปนปญหาการสัมผัสแบบคิดความเสียด
ทาน สองมิติความเครียดในระนาบ โดยเริ่มจากการประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตเพื่อนําไปเขยีน
เปนโปรแกรมคอมพิวเตอร และใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติรวมกับโปรแกรม
สําหรับการวิเคราะหปญหาการสัมผัส  จากนั้นทําการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมที่
ประดิษฐขึ้นโดยการเปรียบเทียบกับปญหาที่สามารถหาผลเฉลยเชิงวิเคราะหได เมื่อโปรแกรมผาน
การตรวจสอบและมีความนาเชื่อถือของผลคําตอบแลว จึงนําโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นไปทําการ
วิเคราะหปญหาของรากฟนเทียม ซ่ึงไดทําการเปรียบเทียบรูปรางของฟนเกลียว 3 แบบคือ เกลียว
แบบรีเวิรสบัทเทรส  แบบบัทเทรส และเกลียวรูปตัววี  จากการวิเคราะหผลการคํานวณของปญหา
รากฟนเทียม  สามารถสรุปไดวารากฟนเทียมที่ใชเกลียวแบบรูปตัววีมีประสิทธิภาพในการกระจาย
ความเคนไดดี แตจะมีคาความเคนสูงมากตรงบริเวณปลายเกลียวของแตละฟนเกลียว เนื่องจากวา
ปลายเกลียวรูปตัววีมีพื้นที่ในการกระจายแรงดานขางไดนอย ทําใหในทางปฏิบัตินิยมใชเกลียวรูป
ตัววีปลายตัดเพื่อเพิ่มพื้นที่ในการกระจายความเคนทางดานขาง 
 
8.2 ปญหาที่พบและวิธีการแกปญหา 
 
  ส่ิงแรกของปญหาที่พบสําหรับการเขียนวิทยานิพนธคือ การศึกษาเพื่อเลือกหาวิธีที่
เหมาะสมสําหรับการคํานวณปญหาการสัมผัสแบบคิดความเสียดทาน เนื่องจากในขั้นแรกผูเขียน
วิทยานิพนธไดเลือกใชวิธีลากรางจมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) ที่ เปนวิธีเบื้องตน
สําหรับปญหาของการสัมผัส และใหความถูกตองมากที่สุด เนื่องจากเปนวิธีการที่นําเงื่อนไขของ
การเหล่ือมลํ้าของขอบวัตถุทั้งสองตองมีคาเทากับศูนย  ประยุกตเขากับสมการพื้นฐานดวยการเพิ่ม
ตัวไมรูคาเขาไปในระบบสมการซึ่งก็คือแรงปฏิกิริยาที่ผิวสัมผัส แตวิธีนี้มีขอจํากัดหลายอยางเชน
ลักษณะของเมตริกซรวมกอนการคํานวณจะมีคาศูนยเกิดขึ้นในแนวทแยงของเมตริกซเปนสวนที่
เกี่ยวของกับเงื่อนไขของการเหลื่อมลํ้า ทําใหปญหาที่มีการกําหนดแบบขอบเขตความเคนที่ผิวเกิด
การลูเขาสูคําตอบไดยากหรือไมไดเลย สวนการกําหนดเปนระยะการเคลื่อนตัวบังคับนั้นปญหาจะลู
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เขาสูคําตอบไดงาย ถาหากวารูปรางของปญหามีลักษณะไมซับซอน แตเมื่อปญหามีรูปรางซับซอน
การลูเขาสูคําตอบก็จะเปนไปไดยากเชนเดียวกัน  ตอมาผูเขียนวิทยานิพนธไดทําการแกปญหานี้ดวย
วิธีการที่เรียกวา เพอรเทิรบลากรางจ (perturbed Lagrange) ซ่ึงรูปแบบของเมตริกซจะคลายกับวิธี
ลากรางจมัลติไพลเออร เพียงแตวาวิธีนี้จะชวยทําใหเงื่อนไขของการสัมผัสมีความยืดหยุนมากขึ้น 
โดยยอมใหขอบของวัตถุที่สัมผัสกันเกิดการเหลื่อมลํ้ากันได  แตตองอยูในชวงของคาการเหลื่อมลํ้า
ที่ยอมรับได ทําใหคาในแนวทแยงจากเงื่อนไขการสัมผัสในเมตริกซรวมมีคาไมเปนศูนย วิธีการนี้
สามารถชวยลดปญหาของการกําหนดเงื่อนไขดวยแรงได แตสําหรับปญหาที่มีรูปรางซับซอนก็ยัง
ไมชวยใหผลลัพธลูเขาสูคําตอบไดงาย  
 
 หลังจากนั้นผูเขียนวิทยานิพนธไดทําการตรวจสอบแลววาโปรแกรมสําเร็จรูปที่มีใชสําหรับ
การแกปญหาการสัมผัสมีพื้นฐานอยูบนวิธีที่เรียกวา วิธีพีนอลที (penalty method) วิธีนี้เปนวิธีพื้น
ฐานเชนเดียวกับวิธีลากรางจมัลติไพลเออร วิธีพีนอลทีเปนวิธีที่งายสําหรับการเขียนโปรแกรมซึ่งผู
เขียนวิทยานิพนธเคยมองขามไปเนื่องจากเหตุผลที่วา วิธีนี้จะตองมีการกําหนดคาพีนอลทีใหกับ
ปญหาหรือเสมือนวาเปนการกําหนดคาความแข็งของสปริงระหวางผิวสัมผัส ซ่ึงคาพีนอลทีจะตอง
มีคามากๆ เพื่อใหคําตอบมีคาถูกตองมากที่สุด ถาคาพีนอลทีมีคามากเกินไปอาจทําให ผลการ
คํานวณไมลูเขาสูผลคําตอบ หรือไมสามารถทําการคํานวณตอไปได แตถาคาพีนอลทีมีคานอยเกิน
ไป คาความผิดพลาดของปญหาอาจไมอยูในชวงที่ยอมรับได ดังนั้นวิธีการเลือกคาพีนอลทีจะตอง
ทําการสุมคาเพียงอยางเดียว ซ่ึงสําหรับปญหาที่มีขนาดเมตริกซ ไมใหญมากนั้นสามารถทําได หาก
ปญหาที่เมตริกซมีขนาดใหญจะทําใหใชเวลามาก  กวาจะรูวาคานี้ใชไดหรือไม 
 
 จากปญหาดังกลาวผูวิจัยไดพยายามหาวิธีการเพื่อแกปญหาการลูเขาสูคําตอบและคาผิดพลาด
ที่เกิดขึ้น พบวาปจจุบันนี้ในโปรแกรมสําเร็จรูปใหมๆ ไดนําวิธีออกเมนเตดลากรางเจียนมาชวย
สําหรับการแกปญหาการสัมผัส โดยเฉพาะกับปญหาแบบคิดความเสียดทาน ดวยตัวพื้นฐานของวิธี
นี้จะเปนวิธีการของการหาคาที่เหมาะสมที่สุด (optimization) เชนเดียวกับวิธีลากรางจมัลติไพล
เออร และวิธีพีนอลทีดังนั้นวิธีการจะตั้งอยูบนพื้นฐานทางคณิตศาสตร ภายหลังตอมาไดมีผูนําเอา
วิธีออกเมนเตดลากรางเจียนมาประยุกตใชกับขั้นตอนวิธีแบบอูซาวา (Usawa algorithm) ซ่ึงเปน
การนําแนวคิดแบบออกเมนเตดลากรางเจียนมาประยุกตใชกับวิธีพีนอลทีเพื่อใหงายตอการ
ประดิษฐโปรแกรมและมีความถูกตองมากขึ้น ดังนั้นผูเขียนวิทยานิพนธจึงไดเลือกใชวิธีออกเมน
เตดลากรางเจียนสําหรับการแกปญหาการสัมผัสแบบคิดความเสียดทาน 
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 ปญหาตอมาก็คือบางปญหาที่มีรูปรางซับซอน อยางเชนปญหาของรากฟนเทียมนี้ การลูเขาสู
คําตอบจะเกิดขึ้นชามาก ทําใหการคํานวณตองใชเวลาเปนอยางมาก ผูเขียนวิทยานิพนธจึงไดนําวิธี
การคนหาเชิงแนวเสน (line search method) ซ่ึงเปนวิธีการที่ใชโดยท่ัวไปอยูแลวสําหรับการทํา
การคํานวณปญหาของของแข็งแบบไมเชิงเสน โดยการหาคาตัวแปรที่เพิ่มขึ้นใหเหมาะสมในแตละ
รอบการทําซ้ํา เพื่อทําใหผลลัพธลูเขาสูคําตอบเร็วขึ้น 
 
8.3 ขอเสนอแนะ 

 
 จากปญหาที่พบมานั้นส่ิงสําคัญที่สังเกตไดอยางหนึ่งคือ รูปรางและจํานวนของเอลิ

เมนต ในปญหาการสัมผัสนั้น จํานวนของเอลิเมนตจะมีความสําคัญมากโดยเฉพาะตรงบริเวณขอบ
ที่เกิดการสัมผัส   มีความจําเปนอยางมากที่จะตองใหเอลิเมนตมีความละเอียดที่บริเวณขอบสัมผัส
ของวัตถุทั้งสองชิ้นและควรจะมีขนาดที่ใกลเคียงกัน 

 
ที่กลาวมาทั้งหมดนี้ ปญหาที่ทําการวิเคราะหเปนปญหาแบบเชิงเสนคือ ตัววัสดุจะมีการเสีย

รูปนอย และการประยุกตเงื่อนไขขอบเขตของปญหาเปนแบบคอยเปนคอยไป ทําใหผลของแรงอัน
เนื่องมาจากตัววัตถุเองสามารถละได ลักษณะของปญหาจึงเปนแบบสถิตวิธีการแกระบบสมการ
เปนแบบไมชัดแจง (implicit) ดวยวิธีดังกลาวแลวสามารถทําไดดีกับปญหาที่มีขนาดเมตริกซไม
ใหญมาก แตสําหรับปญหาของวัสดุที่มีการเสียรูปมากซึ่งจะเปนปญหาแบบไมเชิงเสนการแกระบบ
สมการรวมอาจไมเหมาะสม การลูเขาหาคําตอบก็อาจจะเกิดขึ้นไดยาก ดังนั้นในโปรแกรมสําเร็จรูป
ทั่วไป การแกปญหาแบบชัดแจง (explicit) จะเปนที่นิยมมากกวา ที่สามารถแกปญหาไดทั้งแบบที่
เกี่ยวของและไมเกี่ยวของกับเวลา จํานวนระบบสมการจะมากหรือนอยจะมีความสัมพันธกับเวลา
ในการคํานวณเปนแบบเชิงเสน เนื่องจากไมตองคิดระบบสมการรวม  ดังนั้นเพื่อเปนการพัฒนาตัว
โปรแกรมสําหรับการวิเคราะหกับปญหาไดหลากหลายมากขึ้นตอไป  ไมวาจะเปนปญหาแบบสถิต
หรือพลศาสตร วัสดุจะมีการเสียรูปมากหรือนอย วิธีการแบบชัดแจงจึงเปนวิธีที่นาจะพิจารณา
สําหรับการทําปญหาของการสัมผัสตอไป 
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ภาคผนวก ก 

รายละเอียดของโปรแกรม LEContact 
 
C     PROGRAM  Linear Elastic Contact: LEContact   
 
C 
 
C     A FINITE ELEMENT MECHANICAL STRESS ANALYSIS PROGRAM 
 
C     FOR TWO-DIMENSIONAL PLANE STRAIN CONTACT PROBLEMS. 
 
C      
 
C     BE ASSIGNED ACCORDING TO THE SIZE OF THE PROBLEMS 
 
C 
 
C        MXPOI  = MAXIMUM NUMBER OF NODES IN THE MODEL  
 
C        MXELE  = MAXIMUM NUMBER OF ELEMENTS IN THE MODEL 
 
C  MXGELE = MAXIMUM NUMBER OF CONTACT ELEMENTS IN THE MODEL 
 
C 
 
      USE MSIMSL 
 
C 
 
      PARAMETER (MXPOI=6500, MXELE=12193, MXGELE=1500, IPATH=1) 
 
C 
 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
 
      DIMENSION  COORD(MXPOI,2), TEXT(20), ET(5,2), DISP(MXPOI,2) 
 
      DIMENSION  FPT(MXPOI*2), SNORM(MXPOI), GAPSLO(MXPOI) 
 
      DIMENSION  DSYSK(MXPOI*2,MXPOI*2), QTRAC(MXPOI,2) 
 
      DIMENSION  SYSF(MXPOI*2), CSYSF(MXPOI*2), CREAC(MXGELE,2) 
 
      DIMENSION  SXX(MXPOI), SYY(MXPOI), SXY(MXPOI), ONE(MXPOI) 
 
      DIMENSION  SEQV(MXPOI),UNGAP(MXGELE,2), UNGAPL(MXGELE,2) 
 
      DIMENSION  UTDISP(MXPOI*2), ULSP(MXPOI*2), DSYSF(MXPOI*2) 
 
      DIMENSION  BETP(MXGELE), BET(MXGELE), FT(MXPOI*2), GAPSL(MXPOI) 
 
      DIMENSION  CFORCEN(MXPOI), TFORCEO(MXPOI), TRACN(MXGELE) 
 
      DIMENSION  SXXE(MXELE), SYYE(MXELE), SXYE(MXELE), CFORCEO(MXPOI) 
 
      DIMENSION  SXXEO(MXELE), SYYEO(MXELE), SXYEO(MXELE), PENE(MXGELE) 
 
      DIMENSION  OPENE(MXGELE), EULO(MXELE,3), EUL(MXELE,3) 
 
      DIMENSION  TRACT(MXGELE), GAPT(MXPOI), AUGTF(MXPOI),AUGTFO(MXPOI) 
 
 
      CHARACTER*20  NAME1, NAME2, NAME3, NAME4 
 
C 
 
      INTEGER  INTMAT(MXELE,3), IGMAT(MXGELE,3), IBC(MXPOI,2)  
 
      INTEGER  KCNODE(MXGELE,3), NG(MXGELE), NGP(MXGELE), INTYPE(MXELE) 
 
      INTEGER  ICEDG(MXGELE,2), ITEDG(MXGELE,2) 
 
      INTEGER  NCHF(MXGELE)  , IEBUF(MXGELE,2), MTCHK(MXPOI) 
 
      INTEGER  NODEBC(MXPOI) 
 
C 
 
      OPEN(UNIT=10, FILE='REPORT.OUT', STATUS='UNKNOWN', ERR=800) 
 
c 
          10 WRITE(6,15) 
          15 FORMAT(/, ' PLEASE ENTER THE INPUT FILE NAME:') 
 
      WRITE(10,15) 
 
      READ(5, '(A)', ERR=10)  NAME1 
 
      OPEN(UNIT=7, FILE=NAME1, STATUS='OLD', ERR=10) 
 
C 
 
C     READ TITLE OF COMPUTATION: 
 
      READ(7,*)  NLINES 
 
      DO 100  ILINE=1,NLINES 
 
      READ(7,1)  TEXT 
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           1 FORMAT(20A4) 
        100 CONTINUE 
 
C 
 
C     READ INPUT DATA: 
 
C 
 
      READ(7,1)  TEXT 
 
      READ(7,*)  NPOIN, NELEM, NIBC, NFORCE, NSUB, PPD, PPT, DUMCHECK 
 
      IF(NPOIN.GT.MXPOI)  THEN 
 
   WRITE(6,110)  NPOIN 
 
   WRITE(10,110)  NPOIN 
 
 ENDIF 
        110 FORMAT(/,' PLEASE INCREASE THE PARAMETER MXPOI TO ', I5) 
 
      IF(NPOIN.GT.MXPOI)  STOP 
 
      IF(NELEM.GT.MXELE)  THEN 
 
   WRITE(6,120)  NELEM 
 
   WRITE(10,120)  NELEM 
 
 ENDIF 
        120 FORMAT(/,' PLEASE INCREASE THE PARAMETER MXELE TO ', I5) 
 
      IF(NELEM.GT.MXELE)  STOP 
 
 
 
      READ(7,1)  TEXT 
 
      READ(7,*)  NEMAT 
 
      READ(7,1)  TEXT 
 
 DO 125  IM=1,NEMAT 
 
      READ(7,*)  I, (ET(I,J), J=1,2),  THICK, FMUS, FMUD 
 
      IF(I.NE.IM)  WRITE(6,127)  IM 
         127 FORMAT(/, ' NODE NO.', I5, ' IN DATA FILE IS MISSING') 
 
      IF(I.NE.IM)  STOP 
        125 CONTINUE 
 
 
 
      READ(7,1)  TEXT 
 
      DO 130  IP=1,NPOIN 
 
      READ(7,*)  I, (COORD(I,K), K=1,2) 
 
      IF(I.NE.IP)  WRITE(6,135)  IP 
        135 FORMAT(/, ' NODE NO.', I5, ' IN DATA FILE IS MISSING') 
 
      IF(I.NE.IP)  STOP 
        130 CONTINUE 
      
 
      READ(7,1)  TEXT                  
 
      DO 140  IE=1,NELEM 
 
      READ(7,*)  I, (INTMAT(I,J), J=1,3), INTYPE(I) 
 
      IF(I.NE.IE)  WRITE(6,150)  IE 
       150 FORMAT(/, ' ELEMENT NO.', I5, ' IN DATA FE IS MISSING') 
 
      IF(I.NE.IE)  STOP 
       140 CONTINUE 
 
C      
 
      NDF  = 2 
 
      NDOF = 6 
 
      NEQ  = NPOIN*NDF 
 
      DO 300  I=1,NEQ 
 
      CSYSF(I) = 0. 
 
      IBC(I,1)=0 
 
      IBC(I,2)=0 
      300 CONTINUE 
 
 DO 302  J=1,NELEM 
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 DO 302  JI=1,3 
   EUL(J,JI)=0. 
 
 EULO(J,JI)=0. 
 
 SXXE(J)=0. 
 
 SYYE(J)=0. 
 
 SXYE(J)=0. 
 
 SXXEO(J)=0. 
   SYYEO(J)=0. 
 
 SXYEO(J)=0. 
        302 CONTINUE 
 
 DO 305  J=1,NPOIN 
 
       TFORCEO(J)=0. 
 
 CFORCEO(J)=0. 
 
 ONE(J)=0. 
 
 GAPT(J)=0. 
 
 GAPSL(J)=0. 
 
       GAPSLO(J)=0. 
          305 CONTINUE 
 
C      
 
      READ(7,1)  TEXT 
 
      DO  IP=1,NIBC 
 
      READ(7,*)  I, (IBC(I,J), J=1,2), (DISP(I,N), N=1,2) 
 
 NODEBC(IP)=I 
 
      ENDDO         
 
C 
 
       READ(7,1)  TEXT 
 
       DO 310  II=1,NFORCE 
 
       READ(7,*)  N, (CSYSF((N-1)*2+J), J=1,NDF) 
        310 CONTINUE 
 
C 
 
 DO 320  IJ=1,NEQ 
 
 CSYSF(IJ)=CSYSF(IJ)/NSUB 
         320 CONTINUE 
 
 DO 330  KD=1,NEQ 
 
 UTDISP(KD)=0. 
 
 ULSP(KD)=0. 
         330 CONTINUE 
 
 
 
 DO 340  I=1,MXGELE 
 
 UNGAP(I,1)=0. 
 
 UNGAP(I,2)=0. 
 
 NCHF(I)   =1 
         340 CONTINUE 
 
 
 
C 
 
       WRITE(6,431)  NPOIN, NELEM 
         431 FORMAT(/,' *** THE FINITE ELEMENT MODEL CONSISTS OF', I5, 
                  *         ' NODES AND', I5,' ELEMENTS ***') 
 
 
 
       CALL FIEDGES( INTMAT, COORD, INTYPE, ICEDG, ITEDG, NODEBC, 
               *              NCE, NTE, MXPOI, NELEM, MXELE, MXGELE, NIBC ) 
 
C 
 
 DO 341  J=1,NELEM 
 
 II=INTMAT(J,1) 
 
 JJ=INTMAT(J,2) 
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 KK=INTMAT(J,3)    
 
 ONE(II)=ONE(II)+1. 
 
 ONE(JJ)=ONE(JJ)+1. 
 
 ONE(KK)=ONE(KK)+1. 
          341 CONTINUE 
 
C 
 
C****************** 
 
C                 *    
 
C     LOAD STEP LOOP * 
 
C                 * 
 
C****************** 
 
 
 DO 435  ILS=1,NSUB 
 
 
 
 WRITE(6,470)   ILS ,PP 
 
 WRITE(10,470)  ILS ,PP 
           470 FORMAT(/,' *** NUMBER OF SUBSTEP IS',I5,'***', 
        *       '  ,PENALTY PARAMETER=',E12.5) 
 
C 
 
 DO  I=1,NPOIN  
 
 JDUM=0 
 
 DO  J=1,IFC 
 
   IF(KCNODE(J,1).EQ.I) JDUM=JDUM+1 
 
   IF(KCNODE(J,2).EQ.I) JDUM=JDUM+1 
 
   IF(KCNODE(J,3).EQ.I) JDUM=JDUM+1 
 
 ENDDO 
 
      IF(JDUM.EQ.0) THEN 
 
    CFORCEO(I)=0. 
 
    TFORCEO(I)=0. 
 
    GAPT(I)=0. 
 
    GAPSLO(I)=0.   
 
  ENDIF 
 
 ENDDO 
 
C 
 
 DO  I=1,NPOIN 
 
 AUGTFO(I)=0. 
 
 GAPSL(I)=0. 
 
      ENDDO 
 
C 
 
 OERR=1.0 
 
C     
 
 
 
 PP=PPD               ! PENALTY PARAMETER 
 
 PT=PPT 
 
C 
 
 GAPCHECK=DUMCHECK  ! INITIAL CHECK FOR UPDATE PENALTY PARAMETER 
 
 
 
C 
 
      DO 437  IJ=1,NEQ 
 
      SYSF(IJ)  = CSYSF(IJ)*ILS 
       437 CONTINUE 
 
 
 
C     *                               *   
 
C     *  AUGMENTATION  LOOP                * 
 
C     *                               *   
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 DO 440  IAUG=1,3 
 
   
 
C 
 
      DO  I=1,NPOIN 
 
      CFORCEN(I)=0. 
 
 AUGTF(I)=0. 
 
      ENDDO  
 
C 
 
 DO  JE=1,NELEM 
 
 SXXE(JE)= 0.   
 
 SYYE(JE)= 0. 
 
 SXYE(JE)= 0. 
 
 ENDDO 
 
C 
    DO  K=1,NEQ 
 
  ULSP(K)=0. 
 
 ENDDO  
 
C 
 
 JCON=0 
 
C ****************************************************    
  
 
C           ITERATION LOOP TO CHECK ERROR CONTACT NODES  *    
           
 
C***************************************************** 
 
 
 
 DO 448 ITER=1,30 
 
C 
 
C CHECK CONTACT VALUES FROM ITERATION (ITER-1) 
 
C 
 
       LIFC=IFC 
      
 
       DO 455  K=1,MXGELE 
   BETP(K)=0 
 
 BETP(K)=BET(K) 
 
  NGP(K)=0 
 
  NGP(K)=NG(K) 
          455 CONTINUE 
    
C ENDIF 
 
C 
 
 DO 452  I=1,NEQ 
   DO 452  J=1,NEQ 
 
 DSYSK(I,J)= 0. 
 
 DSYSF(I)  = SYSF(I) 
         452 CONTINUE 
 
C 
 
 CALL CST(NELEM, INTMAT, COORD, ET, INTYPE, 
               *        THICK, DSYSK,  DSYSF, MXPOI,  
               *   MXELE, MXGELE ,ULSP, SXXEO, SYYEO, SXYEO  ) 
 
C 
 
 CALL CHKTESTP( MXPOI, COORD, NCE, NTE, LIFC, IFC,  
               *            NGP, UNGAP, KCNODE, MXGELE, ITEDG, ICEDG, 
               *               NODEBC, NIBC, IBC   )  
 
C 
   IF(IFC.NE.0) THEN 
 
 
 
C------------------------------------------- ------------------------------------C 
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C       UPDATE CONTACT FORCES       C 
 
C--------------------------------------------------------------------------------C 
 
 
 
 CALL UDCONFORCE( IFC, KCNODE, BET, UTDISP, UNGAP, CFORCEN, 
              *                 CFORCEO, PENE, PP, MXGELE, MXPOI, COORD, 
              *                 ITEDG, NTE, IBC ) 
 
C 
   CALL ASSEMGAP( COORD, NPOIN, DSYSK, DSYSF, KCNODE, UNGAP, 
              *              MXPOI, MXGELE, LIFC, IFC, JIM, NG, NGP, BET,  
              *                                       BETP, NCHF, FMUD ,PP , PT, PENE, ITER, 
              *                                       CFORCEN, GAPT, GAPSL, TFORCEO, CFORCEO, 
              *                                       AUGTFO, AUGTF, JCON, GAPSLO ) 
 
C        
 
 ENDIF  
 
 
 
C------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------C 
 
C     GENERATE MATRIX {R} DUE TO NODAL CONTACT FORCE            C 
 
C------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------C 
 
 
 
 IF((ILS.NE.1).OR.(ITER.NE.1).OR.(IAUG.NE.1)) THEN 
 
C 
 
      CALL GENRB( DSYSF,  UNGAP, KCNODE, IFC, NEQ, 
              *           MXPOI, MXGELE, MXELE, BET, NELEM, ET,   
              *           INTYPE, COORD ,INTMAT, NG, CFORCEO, CFORCEN, 
              *           TFORCEO, AUGTF, FT, AUGTFO) 
 
C 
 
 ERFOR=1.E-18 !TOLERANCE FOR ERROR(%) 
 
C-----------------------------------------------------------------------------------------------------------C 
 
C                     CHECK ERROR            C 
 
C-----------------------------------------------------------------------------------------------------------C 
      ERRORX=0. 
 
 ERRORY=0. 
 
 ERRORG=0. 
 
  
    DO 466  N=1,NPOIN 
 
 JFX=(N-1)*2+1 
 
 JFY=(N-1)*2+2 
 
 ERRORX=ERRORX+(DSYSF(JFX)*UTDISP(JFX))**2 
 
 ERRORY=ERRORY+(DSYSF(JFY)*UTDISP(JFY))**2 
 
 ERRORG=ERRORG+(GAPT(N)+GAPSL(N)+GAPSLO(N))**2 
        466 CONTINUE 
 
C 
 
       ERR = SQRT(ERRORX+ERRORY) 
 
 DGAPT= SQRT(ERRORG) 
 
C-------------------------------------------------------------------------------------------------------------C 
 
C          PRINT OUTPUT TO SCREEN AND REPORT.OUT    C 
 
C--------------------------------------------------------------------------------------------------------------C 
 
      WRITE(6,467)  ITER , ABS(ERR), DPENE, DGAPT 
        467 FORMAT(/,' *** ITER=',I5,'***','  ,ERROR=',E12.5,'%', 
              *'   ,PENE =',E12.5, ' ,GAPT =',E8.2 ) 
 
       WRITE(10,467)  ITER , ABS(ERR), DPENE, DGAPT 
 
C--------------------------------------------------------C 
 
     JCON=0 
 
     IF((ABS(ERR).LE.1.E-17).AND.(ITER.GT.2)) JCON=JCON+1 
 
     IF(JCON.EQ.1)  GOTO 468 
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           OERR=ERR 
 
C--------------------------------------------------------C 
 
 ENDIF 
 
C 
 
 CALL APPLYBC(NPOIN, IBC, DSYSK, DSYSF, MXPOI, MXGELE,  
                *              DISP, IAUG, ITER, NSUB) 
 
C 
   DO 458  KD=1,NEQ 
 
  UTDISP(KD)=0. 
          458 CONTINUE 
 
C 
 
 LDA=MXPOI*2 
 
C 
    CALL DLSLRG(NEQ, DSYSK, LDA, DSYSF, IPATH, UTDISP) 
 
C  
 
 S=1. 
 
       IF((ITER.NE.1).OR.(IAUG.NE.1)) THEN 
    
 
       CALL LINESEARCH( S, UTDISP, COORD, ULSP, ITEDG, ICEDG, NCE, 
               *                 NTE, EULO, SXXEO, SYYEO, SXYEO, CFORCEO,  
               *                 TFORCEO, AUGTFO, AUGTF, NPOIN, NELEM, FMUD,  
               *                 INTMAT, ET, INTYPE, MXPOI, MXGELE, MXELE,  
               *                 PP, PT, NEQ, IBC, NIBC, SYSF, NGP, BETP, 
               *                 NODEBC, GAPT, GAPSLO, ERR  ) 
 
C 
 
 ENDIF 
 
 
 
C-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------C 
 
C                        C 
   
C UPDATE DISPLACEMENT IN EACH ITERATION TO CHECK PENETRATION           C 
 
C                                      C       
 
C-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------C 
 
 DO 464  I=1,NEQ              
 
     UTDISP(I)=S*UTDISP(I) 
 
     ULSP(I)=ULSP(I)+UTDISP(I) 
         464 CONTINUE 
 
C 
 
 DO 820  LC=1,NPOIN 
   COORD(LC,1)=COORD(LC,1)+UTDISP((LC-1)*2+1) 
 
 COORD(LC,2)=COORD(LC,2)+UTDISP((LC-1)*2+2) 
          820 CONTINUE 
 
C 
 
 CALL STRESS( NPOIN, NELEM, INTMAT, COORD, ULSP, ET, INTYPE, 
                 *             EULO, EUL, SXXE, SYYE, SXYE, MXPOI, MXELE, MXGELE ) 
             
 
C-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------C 
 
C     COMPUTE NODAL STRESSES FROM ELEMENT STRESSES:                        C 
 
C-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------C 
 
 DO  LE=1,NELEM 
 
 SXXE(LE)= SXXEO(LE)+SXXE(LE)   
 
 SYYE(LE)= SYYEO(LE)+SYYE(LE) 
 
 SXYE(LE)= SXYEO(LE)+SXYE(LE) 
 
 ENDDO 
 
 
 
C 
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 CALL FPOINT( FT, COORD ,INTMAT, NEQ, SXXE, SYYE, SXYE, 
                *             MXPOI, MXELE, MXGELE, NELEM, ET, INTYPE )  
 
 
 
 
 
C-----------------------------------------------------------------------------------------C 
 
C         FINE AVERAGE PENETRATION         C    
 
C-----------------------------------------------------------------------------------------C 
 
 DPENE=0. 
 
 DO  IG=1,IFC 
 
 IF(DPENE.LT.ABS(PENE(IG))) DPENE=ABS(PENE(IG))  
 
 ENDDO  
 
C 
           448 CONTINUE    ! END OF ITERATION LOOPS 
 
C              
 
C--------------ITITITITITITITITITITITITITI----------------C 
 
C            
           468 CONTINUE 
 
C               
 
 DO  LE=1,NELEM 
 
 SXXEO(LE)= SXXE(LE)   
 
 SYYEO(LE)= SYYE(LE) 
 
 SXYEO(LE)= SXYE(LE) 
 
C 
 
C  UPDATE THE ELEMENT STRAIN FROM NEW TO OLD ONE :    
           
           
           
          
 
C 
 
 EULO(LE,1) = EULO(LE,1)+EUL(LE,1) 
 
 EULO(LE,2) = EULO(LE,2)+EUL(LE,2) 
 
        EULO(LE,3) = EULO(LE,3)+EUL(LE,3) 
 
 ENDDO 
 
C 
 
 DO  KF=1,NPOIN 
 
 IF(CFORCEN(KF).GT.0) CFORCEN(KF)=0. 
 
 FAM=CFORCEO(KF)+CFORCEN(KF)   
 
 CFORCEO(KF)=(FAM-ABS(FAM))/2. 
 
 IF(CFORCEO(KF).EQ.0.) THEN 
 
 AUGTFO(KF)=0.      
 
 TFORCEO(KF)=0. 
 
 GAPT(KF)=0. 
 
 GAPSLO(KF)=0. 
 
 ENDIF 
 
 AUGTFO(KF)=AUGTFO(KF)+AUGTF(KF) 
 
       ENDDO 
 
C 
 
       IPLUS=0 
 
 DO  JF=1,IFC 
 
 IF(ABS(PENE(JF)).LE.ABS(DUMCHECK)) IPLUS=IPLUS+1 
 
 ENDDO 
 
C 
          441 CONTINUE 
 
 
          440 CONTINUE   !  AUGMEANTATION LOOP 
 
 
          442 CONTINUE 
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C-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------C 
 
C     COMPUTE NODAL STRESSES FROM ELEMENT STRESSES:              C 
 
C-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------C 
 
 DO   IS=1,NPOIN 
 
 SXX(IS)=0. 
 
 SYY(IS)=0. 
 
 SXY(IS)=0. 
 
 TFORCEO(IS)=TFORCEO(IS)+AUGTFO(IS) 
 
 GAPSLO(IS)=GAPSLO(IS)+GAPSL(IS) 
 
 ENDDO 
 
C 
   DO 930  IST=1,NELEM 
 
 
 
 II=INTMAT(IST,1) 
 
 JJ=INTMAT(IST,2) 
 
 KK=INTMAT(IST,3) 
 
      SXX(II) = SXX(II) + SXXEO(IST) 
 
      SXX(JJ) = SXX(JJ) + SXXEO(IST) 
 
      SXX(KK) = SXX(KK) + SXXEO(IST) 
         SYY(II) = SYY(II) + SYYEO(IST) 
   
      SYY(JJ) = SYY(JJ) + SYYEO(IST) 
 
      SYY(KK) = SYY(KK) + SYYEO(IST) 
 
      SXY(II) = SXY(II) + SXYEO(IST) 
 
      SXY(JJ) = SXY(JJ) + SXYEO(IST) 
 
      SXY(KK) = SXY(KK) + SXYEO(IST) 
 
      MTCHK(II)=INTYPE(IST) 
 
      MTCHK(JJ)=INTYPE(IST) 
 
      MTCHK(KK)=INTYPE(IST) 
       930 CONTINUE 
 
C 
 
 CONMAX=0. 
 
 TARMAX=0. 
 
C 
 
      DO 940  I=1,NPOIN 
 
      SXX(I) = SXX(I)/ONE(I) 
 
      SYY(I) = SYY(I)/ONE(I) 
 
      SXY(I) = SXY(I)/ONE(I) 
 
      SEQV(I)= SQRT(((SXX(I)-SYY(I))**2+SXX(I)**2+SYY(I)**2 
             *          +6.*SXY(I)**2)/2.) 
 
 
 
     IF(MTCHK(I).EQ.1) THEN 
 
      IF(SEQV(I).GT.CONMAX) CONMAX=SEQV(I) 
 
 ELSEIF(MTCHK(I).NE.1) THEN 
 
        IF(SEQV(I).GT.TARMAX) TARMAX=SEQV(I) 
 
 ENDIF 
 
 
           940 CONTINUE 
 
 
 
 
 
C--------------------------------------------------------------------------------------------------------------C 
 
C  NORMALIZE SEQV FOR ADAPTIVE REMESHING          C 
 
C--------------------------------------------------------------------------------------------------------------C 
 
 DO  J=1,NPOIN 
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         IF(MTCHK(J).EQ.1) THEN 
 
         SNORM(J)=SEQV(J)/CONMAX 
 
     ELSEIF(MTCHK(J).NE.1) THEN 
 
        IF(TARMAX.EQ.0.) THEN 
 
             SNORM(J)=0. 
 
           ELSE 
 
             SNORM(J)=SEQV(J)/TARMAX 
 
           ENDIF 
 
     ENDIF 
 
 
 
 ENDDO 
 
C-----------------------------------------------------------------------------------------------------------C 
 
C              CALL FOR TRACTION    C  
 
C-----------------------------------------------------------------------------------------------------------C 
 
 
 
 CALL TRACTION( SXX, SYY, SXY, KCNODE, UNGAP,TRACN, 
                *               TRACT, IFC, MXPOI, MXGELE, CFORCEO, 
                 *               TFORCEO, ICEDG, COORD, NCE ) 
 
 
 
 
 
C-----------------------------------------------------------------------------------------------------------C 
 
C         C 
 
C    PRINT OUT NODAL DISPLACEMENT SOLUTIONS:           C 
 
C         C 
 
C-----------------------------------------------------------------------------------------------------------C 
 
 NPRT=1 
 
 IP=ILS-(ILS/NPRT)*NPRT 
 
 IF(IP.EQ.0) THEN    ! PRINT 
 
C 
 
      OPEN(UNIT=8, FILE='GRAP.PLT', STATUS='UNKNOWN', ERR=800) 
 
 
 
C      
 
C     CREATE FILE FOR 2-D CONTOUR PLOTTING PROGRAM: 
 
C 
 
      IT = 8 
 
 WRITE(IT,610)  ILS, ITER, ABS(ERR), NPOIN, NELEM 
          610 FORMAT('TITLE="MODEL OF CONTACT','LOAD STEP=',I4,' , 
 
     &ITERATION=',I4,',ERROR=',E12.6,'"',/,           
 
     &        'VARIABLES= "X","Y","SXX","SYY","SXY","SEQV","CFORCEO" 
 
     &,"TFORCEO","SNORM" ',/,                      
 
     &        'ZONE N=',I5,',E=',I5,',F=FEPOINT,ET=TRIANGLE') 
 
C       
 
      DO 630  I=1,NPOIN 
 
 
 
      WRITE(IT,640)  (COORD(I,J), J=1,2), SXX(I), SYY(I), SXY(I), 
 
     &      SEQV(I), CFORCEO(I), TFORCEO(I), SNORM(I) 
         640 FORMAT(9E16.8) 
         630 CONTINUE 
 
C 
 
      DO 660  IE=1,NELEM 
 
      WRITE(IT,670)  (INTMAT(IE,J), J=1,3)   
       670 FORMAT(3I8) 
       660 CONTINUE 
 
C--------------------------------------------------------------------C 
 
C PRINT NORMAL TRACTION      C 
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C---------------------------------------------------------------------C 
 
 OPEN(UNIT=9, FILE='TRACTION.RST', STATUS='UNKNOWN', ERR=800) 
 
 WRITE(9,1111)  ILS 
     1111 FORMAT( ' LOAD STEP = ', I5 ) 
 
 DO 999 I=1,IFC 
 
 NJ =KCNODE(I,1) 
 
        WRITE(9,1112)  NJ, (COORD(NJ,J) , J=1,2), TRACN(I), TRACT(I), 
      1       GAPSLO(NJ) 
      1112 FORMAT(I10, 2F15.6, 3E18.8) 
      999 CONTINUE 
  
 
 
C  
 
 ENDIF       !  PRINT 
 
C     
 
C CHANGING OF CONTACT EDGES AND TARGET EDGES  
 
C 
 
C      NBUFF=NTE 
 
C NTE=NCE 
 
C NCE=NBUFF 
 
C DO 1000  IBH=1,NBUFF 
 
C IEBUF(IBH,1)=ITEDG(IBH,1) 
 
C IEBUF(IBH,2)=ITEDG(IBH,2) 
 
C 1000 CONTINUE 
 
C DO 1500  ITH=1,NTE 
 
C      ITEDG(ITH,1)=ICEDG(ITH,1) 
 
C ITEDG(ITH,2)=ICEDG(ITH,2) 
 
C 1500 CONTINUE 
 
C      DO 2000  ICH=1,NCE 
 
C      ICEDG(ICH,1)=IEBUF(ICH,1)   
 
C      ICEDG(ICH,2)=IEBUF(ICH,2) 
 
C 2000 CONTINUE 
 
C  
        435 CONTINUE    ! END OF LOAD STEPS LOOP 
 
C   
        800 CONTINUE 
 
      STOP 
 
      END 
 
C 
 
C-------------------------------------------------------------------- 
 
C 
 
      SUBROUTINE APPLYBC(NPOIN, IBC, SYSK, SYSF, MXPOI, MXGELE,  
             *                    DISP, IAUG, ITER, NSUB) 
 
C 
 
C     APPLY DISPLACEMENT BOUNDARY CONDITIONS WITH CONDITION CODES OF: 
 
C           0 = FREE TO MOVE 
 
C           1 = PRESCRIBED DISPLACEMENT 
 
C 
 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
 
      DIMENSION  SYSK(MXPOI*2,MXPOI*2) 
 
 DIMENSION  SYSF(MXPOI*2), DISP(MXPOI,2) 
 
C 
 
      INTEGER  IBC(MXPOI,2) 
 
C 
 
      NDF = 2 
 
      DO 100  IN=1,NPOIN 
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      DO 200  ID=1,NDF 
 
      IF(IBC(IN,ID).EQ.1)  THEN  ! 1 
 
C 
 
      IEQ = (IN-1)*NDF + ID 
 
 
 
 IF((IAUG.EQ.1).AND.(ITER.EQ.1))  THEN 
 
   SYSF(IEQ)   = DISP(IN,ID)/NSUB 
 
 ELSE 
 
        SYSF(IEQ)   = 0. 
 
 ENDIF 
 
C 
 
      NT=(NPOIN)*2 
 
 
 
      DO 300  I=1,NT 
 
      SYSK(IEQ,I) = 0. 
       300 CONTINUE 
 
 
 
 SYSK(IEQ,IEQ) = 1. 
 
C 
 
 ENDIF  ! 1 
 
 
       200 CONTINUE 
       100 CONTINUE 
 
C 
 
      RETURN 
 
      END 
 
 
 
C 
 
C-------------------------------------------------------------------- 
 
C 
 
      SUBROUTINE ASSMBLE(   IE, INTMAT,  SGBL, SYSK, SYSF,  
             *                   MXPOI,  MXELE, MXGELE                   ) 
 
C 
 
C     ASSEMBLE ELEMENT EQUATIONS INTO SYSTEM EQUATIONS 
 
C 
 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
 
      DIMENSION  SGBL(6,6) 
 
      DIMENSION  SYSK(MXPOI*2,MXPOI*2) 
 
 DIMENSION  SYSF(MXPOI*2) 
 
C 
 
      INTEGER  INTMAT(MXELE,3) 
 
C 
 
      NNODE = 3 
 
      NDF   = 2 
 
C 
 
      DO 100  NR=1,NNODE 
 
      NODR = INTMAT(IE,NR) 
 
      DO 100  MR=1,NDF 
 
C 
 
C     DENOTE:  NSR = ROW POSITION IN THE SYSTEM  EQS. 
 
C              NER = ROW POSITION IN THE ELEMENT EQS. 
 
C 
 
      NSR = (NODR-1)*NDF + MR 
 
      NER = (NR  -1)*NDF + MR 
 
C 
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      DO 200  NC=1,NNODE 
 
      NODC = INTMAT(IE,NC) 
 
      DO 200  MC=1,NDF 
 
C 
 
C     DENOTE:  NSC = COLUMN POSITION IN THE SYSTEM  EQS. 
 
C              NEC = COLUMN POSITION IN THE ELEMENT EQS. 
 
C 
 
      NSC = (NODC-1)*NDF + MC  
 
      NEC = (NC  -1)*NDF + MC 
 
      SYSK(NSR,NSC) = SYSK(NSR,NSC) + SGBL(NER,NEC) 
       200 CONTINUE 
 
C 
       100 CONTINUE 
 
C 
 
      RETURN 
 
      END 
 
C 
 
C-------------------------------------------------------------------- 
 
C 
 
      SUBROUTINE CST(NELEM, INTMAT, COORD, ET, INTYPE, 
            *              THICK, SYSK,  SYSF, MXPOI,  
            *      MXELE, MXGELE ,ULSP, SXXE, SYYE, SXYE  ) 
 
C 
 
C     COMPUTE ELEMENT MATRICES AND ASSEMBLE THEM FOR SYSTEM EQUATIONS 
 
C 
 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
 
      DIMENSION  COORD(MXPOI,2), SYSF(MXPOI*2) 
 
      DIMENSION  SYSK(MXPOI*2,MXPOI*2) 
 
      DIMENSION  SCST(6,6), C(3,3), B(3,6), BT(6,3) 
 
      DIMENSION  DUMA(3,6), ET(5,2), BN(4,6), EN(4,4) 
 
      DIMENSION  CKN(6,6), ULSP(MXPOI*2) 
 
        DIMENSION  SXXE(MXELE),SYYE(MXELE),SXYE(MXELE) 
 
C 
 
      INTEGER  INTMAT(MXELE,3), INTYPE(MXELE) 
 
C 
 
C     LOOP OVER THE NUMBER OF ELEMENTS: 
 
C 
 
      DO 5000  IE=1,NELEM 
 
C 
 
C     FIND ELEMENT LOCAL COORDINATES: 
 
C 
 
      II = INTMAT(IE,1) 
 
      JJ = INTMAT(IE,2) 
 
      KK = INTMAT(IE,3) 
 
C 
 
      XG1 = COORD(II,1) 
 
      XG2 = COORD(JJ,1) 
 
      XG3 = COORD(KK,1) 
 
      YG1 = COORD(II,2) 
 
      YG2 = COORD(JJ,2) 
 
      YG3 = COORD(KK,2) 
 
      AREA= 0.5*(XG2*(YG3-YG1) + XG1*(YG2-YG3) + XG3*(YG1-YG2)) 
 
      IF(AREA.LE.0.)  WRITE(6,5)  IE 
           5 FORMAT(/,'  !!! ERROR !!!  ELEMENT NO.', I5, 
           *         ' HAS NEGATIVE OR ZERO AREA ', /, 
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          *         '  --- CHECK F.E. MODEL FOR NODAL COORDINATES',  
            *         ' AND ELEMENT NODAL CONNECTIONS ---'          ) 
 
      IF(AREA.LE.0.)  STOP 
 
C 
 
      B1 = YG2 - YG3 
 
      B2 = YG3 - YG1 
 
      B3 = YG1 - YG2 
 
      C1 = XG3 - XG2 
 
      C2 = XG1 - XG3 
 
      C3 = XG2 - XG1 
 
C 
 
      DO 10  I=1,3 
 
      DO 10  J=1,6 
 
      B(I,J) = 0. 
        10 CONTINUE 
 
C 
 
      B(1,1) = B1 
 
      B(1,3) = B2 
 
      B(1,5) = B3 
 
      B(2,2) = C1 
 
      B(2,4) = C2 
 
      B(2,6) = C3 
 
      B(3,1) = C1 
 
      B(3,2) = B1 
 
      B(3,3) = C2 
 
      B(3,4) = B2 
 
      B(3,5) = C3 
 
      B(3,6) = B3 
 
C 
 
      DO 20  I=1,3 
 
      DO 30  J=1,6 
 
      B(I,J)  = B(I,J)/(2.*AREA) 
 
      BT(J,I) = B(I,J) 
        30 CONTINUE 
        20 CONTINUE 
 
C   
 
C  SELECT ELEMENT TYPE 
 
C    
       IK=INTYPE(IE) 
   ELAS=ET(IK,1) 
    PR =ET(IK,2) 
    
 
C   
 
C     ELASTICITY MATRIX:FOR PLANE STRAIN (t=1) 
 
C 
 
      FAC = ELAS/((1.+PR)*(1.-2.*PR)) 
 
      C(1,1) = FAC*(1.-PR) 
 
      C(1,2) = FAC*PR 
 
      C(1,3) = 0. 
 
      C(2,1) = C(1,2) 
 
      C(2,2) = C(1,1) 
 
      C(2,3) = 0. 
 
      C(3,1) = 0. 
 
      C(3,2) = 0. 
 
      C(3,3) = FAC*(1.-2.*PR)/2. 
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C 
 
C NONLINEAR TERMS OF STRAIN 
 
C 
 
 DO 110  I=1,4 
 
       DO 110  J=1,6 
  
       BN(I,J) = 0. 
         110 CONTINUE 
 
C 
 
      BN(1,1) = B1 
           BN(1,3) = B2 
 
      BN(1,5) = B3 
 
      BN(2,1) = C1 
 
      BN(2,3) = C2 
 
      BN(2,5) = C3 
 
      BN(3,2) = B1 
 
      BN(3,4) = B2 
 
      BN(3,6) = B3 
 
      BN(4,2) = C1 
 
      BN(4,4) = C2 
 
      BN(4,6) = C3 
 
C 
 
 DO 115  I=1,4 
 
       DO 117  J=1,6 
         BN(I,J)  = BN(I,J)/(2.*AREA) 
        117 CONTINUE 
        115 CONTINUE 
 
C 
 
 DO 150  I3=1,4 
 
 DO 150  J3=1,4 
 
 EN(I3,J3)=0. 
          150 CONTINUE 
 
C 
 
 EN(1,1)=SXXE(IE) 
 
 EN(1,2)=SXYE(IE) 
 
 EN(2,1)=SXYE(IE) 
   EN(1,2)=SYYE(IE) 
 
 EN(3,3)=SXXE(IE) 
 
 EN(3,4)=SXYE(IE) 
 
 EN(4,3)=SXYE(IE) 
 
 EN(4,4)=SYYE(IE) 
 
C 
 
 DO 160  I=1,6 
 
 DO 165  J=1,6 
 
 CKN(I,J)=0. 
 
 DO 170  M=1,4 
 
 DO 175  N=1,4 
 
 CKN(I,J)=CKN(I,J)+BN(M,I)*EN(M,N)*BN(N,J) 
          175 CONTINUE 
          170 CONTINUE 
 
 CKN(I,J)=CKN(I,J)*THICK*AREA 
          165 CONTINUE 
          160 CONTINUE 
 
C 
 
C      ELEMENT STIFFNESS MATRIX: 
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C 
 
      DO 100  I=1,3 
 
      DO 100  J=1,6 
 
      DUMA(I,J) = 0. 
 
      DO 200  K=1,3 
 
      DUMA(I,J) = DUMA(I,J) + C(I,K)*B(K,J) 
      200 CONTINUE 
      100 CONTINUE 
 
C 
 
      DO 300  I=1,6 
 
      DO 300  J=1,6 
 
      SCST(I,J) = 0. 
 
      DO 400  K=1,3 
 
      SCST(I,J) = SCST(I,J) + BT(I,K)*DUMA(K,J) 
      400 CONTINUE 
      300 CONTINUE 
 
 
 
      DO 500  I=1,6 
 
      DO 500  J=1,6 
 
      SCST(I,J) = SCST(I,J)*THICK*AREA +CKN(I,J) 
       500 CONTINUE 
 
C 
 
C     ASSEMBLE THESE ELEMENT EQUATIONS INTO THE SYSTEM EQUATIONS: 
 
C 
 
      CALL ASSMBLE( IE, INTMAT,  SCST, SYSK, SYSF,  
              *              MXPOI,  MXELE, MXGELE            ) 
 
C 
  5000 CONTINUE 
 
C 
 
      RETURN 
 
      END 
 
 
 
C 
 
C-------------------------------------------------------------------- 
 
C 
 
 SUBROUTINE ASSEMGAP( COORD, NPOIN, DSYSK, DSYSF, KCNODE, UNGAP, 
                *                    MXPOI, MXGELE, LIFC, IFC, JIM, NG, NGP, BET,  
                *                     BETP, NCHF, FMUD ,PP , PT, PENE, ITER, 
                *                     CFORCEN, GAPT, GAPSL, TFORCEO, CFORCEO, 
                *                     AUGTFO, AUGTF, JCON, GAPSLO  ) 
 
C              
 
C 
 
 IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
 
C 
 
 DIMENSION  COORD(MXPOI,2) ,QN(6), CFORCEN(MXPOI) 
 
 DIMENSION  DSYSK(MXPOI*2,MXPOI*2), CFORCEO(MXPOI) 
 
 DIMENSION  PENE(MXGELE),UNGAP(MXGELE,2),GAPT(MXPOI) 
 
 DIMENSION  DSYSF(MXPOI*2), BET(MXGELE), BETP(MXGELE) 
 
 DIMENSION  AUGTFO(MXPOI), AUGTF(MXPOI),TFORCEO(MXPOI) 
 
 DIMENSION  GAPSL(MXPOI), GAPSLO(MXPOI) 
 
C 
 
        INTEGER   KCNODE(MXGELE,3), NCHF(MXGELE) 
 
 INTEGER   NG(MXGELE), NGP(MXGELE) 
 
C 
 
 FMU=FMUD 
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 DO 50  JI=1,IFC  
 
 
 
         II=KCNODE(JI,1) 
 
   JJ=KCNODE(JI,2) 
 
   KK=KCNODE(JI,3) 
 
   
 
         NG(JI)=II 
 
 
 
 X1=COORD(II,1) 
 
 X2=COORD(JJ,1) 
 
 X3=COORD(KK,1) 
   Y1=COORD(II,2) 
 
 Y2=COORD(JJ,2) 
 
 Y3=COORD(KK,2) 
 
 
   !CALCULATE A PENETRATION VALUE 
      
     PENE(JI)=UNGAP(JI,1)*(X1-X2)+UNGAP(JI,2)*(Y1-Y2) 
 
 
 
C 
 
C FORM MATRIX K(PENALTY) TO TOTAL STIFFNESS MATRIX: 
 
C 
 
C  [                                  ]  [       ]           [        ] 
 
C  [ [K] + PP* [Q]T [N1] [N]T [Q]]  [{U}] ===    [{R}] 
 
C  [                                              ]  [        ]          [        ] 
 
C   
 
C  
 
 
 
          IF(JJ.EQ.KK) THEN      !NODE TO NODE 
                QN(1) =  UNGAP(JI,1) 
 
            QN(2) =  UNGAP(JI,2) 
 
            QN(3) = -UNGAP(JI,1) 
 
            QN(4) = -UNGAP(JI,2) 
 
            QN(5) =  0. 
 
            QN(6) =  0. 
 
          BET(JI) =  0. 
 
         ELSE    !NODE TO EDGE 
 
 
 
            DL  = ABS(SQRT((X3-X2)**2+(Y3-Y2)**2)) 
 
 
 
            SJK = ((X3-X2)*(X1-X2)/DL)+((Y3-Y2)*(Y1-Y2)/DL) 
 
            BET(JI) =  SJK/DL 
 
            IF(BET(JI).LT.0.) BET(JI)=0. 
 
            IF(BET(JI).GT.1.) BET(JI)=1. 
 
 
 
            QN(1) =  UNGAP(JI,1) 
 
            QN(2) =  UNGAP(JI,2) 
 
            QN(3) = -(1.-BET(JI))*UNGAP(JI,1) 
 
            QN(4) = -(1.-BET(JI))*UNGAP(JI,2) 
 
            QN(5) = -BET(JI)*UNGAP(JI,1) 
 
            QN(6) = -BET(JI)*UNGAP(JI,2) 
 
           
 
      ENDIF 
 
 
 
 DO 100  J=1,3 
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 ICT=KCNODE(JI,J) 
 
       IA  = (ICT-1)*2+1 
 
 IIA = (ICT-1)*2+2 
 
 IQ  = (J-1)*2+1 
 
 IIQ = (J-1)*2+2 
 
 
 
 DSYSK(IA,(II-1)*2+1)  = PP*QN(IQ)*QN(1) +DSYSK(IA,(II-1)*2+1) 
 
 DSYSK(IA,(II-1)*2+2)  = PP*QN(IQ)*QN(2) +DSYSK(IA,(II-1)*2+2) 
   DSYSK(IA,(JJ-1)*2+1)  = PP*QN(IQ)*QN(3) +DSYSK(IA,(JJ-1)*2+1) 
 
 DSYSK(IA,(JJ-1)*2+2)  = PP*QN(IQ)*QN(4) +DSYSK(IA,(JJ-1)*2+2) 
 
 DSYSK(IA,(KK-1)*2+1)  = PP*QN(IQ)*QN(5) +DSYSK(IA,(KK-1)*2+1) 
 
 DSYSK(IA,(KK-1)*2+2)  = PP*QN(IQ)*QN(6) +DSYSK(IA,(KK-1)*2+2) 
 
 
 
 DSYSK(IIA,(II-1)*2+1)  = PP*QN(IIQ)*QN(1) +DSYSK(IIA,(II-1)*2+1) 
 
 DSYSK(IIA,(II-1)*2+2)  = PP*QN(IIQ)*QN(2) +DSYSK(IIA,(II-1)*2+2) 
 
 DSYSK(IIA,(JJ-1)*2+1)  = PP*QN(IIQ)*QN(3) +DSYSK(IIA,(JJ-1)*2+1) 
   DSYSK(IIA,(JJ-1)*2+2)  = PP*QN(IIQ)*QN(4) +DSYSK(IIA,(JJ-1)*2+2) 
 
 DSYSK(IIA,(KK-1)*2+1)  = PP*QN(IIQ)*QN(5) +DSYSK(IIA,(KK-1)*2+1) 
 
 DSYSK(IIA,(KK-1)*2+2)  = PP*QN(IIQ)*QN(6) +DSYSK(IIA,(KK-1)*2+2) 
 
       100 CONTINUE  
 
 
 
  
        50 CONTINUE 
 
C 
 
      CALL LINEARTANG( IFC, LIFC, PT, FMUD, DSYSK, UNGAP, TFORCEO, 
             *                 BET, BETP, PENE, NGP, COORD, CFORCEN,CFORCEO, 
             *                 KCNODE, MXPOI, MXGELE, ITER, GAPT, GAPSL , 
             *                 NCHF, AUGTFO, AUGTF, JCON, GAPSLO  ) 
 
C 
   IF(ITER.NE.1) THEN 
 
   
 
 CALL LINEARNORM( COORD, DSYSK, KCNODE, UNGAP, CFORCEN, 
                *                MXPOI, MXGELE, BET ,PP ,PENE, IFC  )  
 
 ENDIF 
 
C 
 
 
 
C 
 
      RETURN 
 
 END 
 
C 
 
C-------------------------------------------------------------------- 
 
C 
 
 SUBROUTINE LINEARTANG( IFC, LIFC, PT, FMU, DSYSK, UNGAP,TFORCEO, 
                *                   BET, BETP, PENE, NGP, COORD, CFORCEN,CFORCEO, 
                *               KCNODE, MXPOI, MXGELE, ITER, GAPT, GAPSL, NCHF, 
                *               AUGTFO, AUGTF, JCON, GAPSLO  ) 
 
C 
 
 IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
 
C 
 
 DIMENSION  DSYSK(MXPOI*2,MXPOI*2)  
 
 DIMENSION  UNGAP(MXGELE,2), BET(MXGELE), BETP(MXGELE) 
 
 DIMENSION  PENE(MXGELE), GAPT(MXPOI), NGP(MXGELE) 
 
 DIMENSION  SKNOT(6,6), SKNO(6,6), SKNNO(6,6), SKNPNO(6,6) 
 
 DIMENSION  SKTOT(6,6), SKTONO(6,6), SKTST(6,6), SKTSLN(6,6) 
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 DIMENSION  VNOS(6), VNS(6), VTST(6), VTSL(6),CFORCEO(MXPOI)  
 
 DIMENSION  VTOS(6), VTS(6), VNSP(6), TFORCEO(MXPOI) 
 
 DIMENSION  COORD(MXPOI,2), CFORCEN(MXPOI), GAPSLO(MXPOI) 
 
 DIMENSION  AUGTFO(MXPOI), AUGTF(MXPOI), GAPSL(MXPOI)  
 
 
 
 INTEGER    KCNODE(MXGELE,3), NCHF(MXGELE) 
 
C 
 
 DO 1000  IC=1,IFC 
 
 
 
 LI=KCNODE(IC,1) 
 
 LJ=KCNODE(IC,2) 
 
 LK=KCNODE(IC,3) 
 
C 
 
 X1=COORD(LI,1) 
   X2=COORD(LJ,1) 
 
 X3=COORD(LK,1) 
 
 Y1=COORD(LI,2) 
 
 Y2=COORD(LJ,2) 
 
 Y3=COORD(LK,2) 
 
 
 
 ICHK=0 
 
 DO  J=1,LIFC 
 
    IF(LI.EQ.NGP(J)) THEN 
 
      BP=BETP(J) 
 
      ICHK=ICHK+1 
 
      GOTO 110 
 
    ENDIF 
 
 ENDDO 
 
 
   110 CONTINUE 
 
 
 
 IF(ICHK.EQ.0) BP=BET(IC)   
 
  
 
       VNOS(1) =  0. 
 
 VNOS(2) =  0. 
 
 VNOS(3) = -UNGAP(IC,1) 
 
 VNOS(4) = -UNGAP(IC,2) 
 
 VNOS(5) =  UNGAP(IC,1) 
 
 VNOS(6) =  UNGAP(IC,2) 
 
 
 
 VNS(1) =  UNGAP(IC,1)  
   VNS(2) =  UNGAP(IC,2) 
 
 VNS(3) = -(1-BET(IC))*UNGAP(IC,1) 
 
 VNS(4) = -(1-BET(IC))*UNGAP(IC,2) 
 
 VNS(5) = -BET(IC)*UNGAP(IC,1) 
 
 VNS(6) = -BET(IC)*UNGAP(IC,2) 
 
 
 
 VNSP(1) =  UNGAP(IC,1)  
    VNSP(2) =  UNGAP(IC,2) 
 
 VNSP(3) = -(1-BP)*UNGAP(IC,1) 
 
 VNSP(4) = -(1-BP)*UNGAP(IC,2) 
 
 VNSP(5) = -BP*UNGAP(IC,1) 
 
 VNSP(6) = -BP*UNGAP(IC,2) 
 
C 
     UTX =  UNGAP(IC,2) 
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 UTY = -UNGAP(IC,1) 
 
 
 
 VTS(1) =  UTX  
 
 VTS(2) =  UTY 
 
 VTS(3) = -(1-BET(IC))*UTX 
 
 VTS(4) = -(1-BET(IC))*UTY 
 
 VTS(5) = -BET(IC)*UTX 
 
 VTS(6) = -BET(IC)*UTY 
 
 
 
 VTOS(1) =  0. 
 
 VTOS(2) =  0. 
 
 VTOS(3) = -UTX 
 
 VTOS(4) = -UTY 
 
 VTOS(5) =  UTX 
 
 VTOS(6) =  UTY 
 
C 
 
 IF(LJ.EQ.LK) THEN   !!! 
 
 
 
 GAPT(LI)= GAPT(LI)-UTX*(X1-X2)-UTY*(Y1-Y2) 
 
 DGAPT   = GAPT(LI)+GAPSLO(LI) 
 
 VTST(1) =  VTS(1) 
   VTST(2) =  VTS(2) 
 
 VTST(3) =  VTS(3) 
 
 VTST(4) =  VTS(4) 
 
 VTST(5) =  VTS(5) 
 
 VTST(6) =  VTS(6) 
 
 
 
 VTSL(1) =  VTS(1) 
 
 VTSL(2) =  VTS(2) 
 
 VTSL(3) =  VTS(3) 
 
 VTSL(4) =  VTS(4) 
 
 VTSL(5) =  VTS(5) 
 
 VTSL(6) =  VTS(6) 
 
 
 
 ELSE 
 
 DL      = ABS(SQRT((X2-X3)**2+(Y2-Y3)**2)) 
 
 GAPT(LI)= GAPT(LI)-(BET(IC)-BP)*DL  
 
 DGAPT   = GAPT(LI)+GAPSLO(LI) 
 
C 
 
 VTST(1) =  VTS(1)+(PENE(IC)/DL)*VNOS(1)+(DGAPT/DL)*VTOS(1) 
 
 VTST(2) =  VTS(2)+(PENE(IC)/DL)*VNOS(2)+(DGAPT/DL)*VTOS(2) 
 
 VTST(3) =  VTS(3)+(PENE(IC)/DL)*VNOS(3)+(DGAPT/DL)*VTOS(3) 
 
 VTST(4) =  VTS(4)+(PENE(IC)/DL)*VNOS(4)+(DGAPT/DL)*VTOS(4) 
 
 VTST(5) =  VTS(5)+(PENE(IC)/DL)*VNOS(5)+(DGAPT/DL)*VTOS(5) 
 
 VTST(6) =  VTS(6)+(PENE(IC)/DL)*VNOS(6)+(DGAPT/DL)*VTOS(6) 
 
 
 
 VTSL(1) =  VTS(1)+(PENE(IC)/DL)*VNOS(1) 
 
 VTSL(2) =  VTS(2)+(PENE(IC)/DL)*VNOS(2) 
 
 VTSL(3) =  VTS(3)+(PENE(IC)/DL)*VNOS(3) 
 
 VTSL(4) =  VTS(4)+(PENE(IC)/DL)*VNOS(4) 
 
 VTSL(5) =  VTS(5)+(PENE(IC)/DL)*VNOS(5) 
 
 VTSL(6) =  VTS(6)+(PENE(IC)/DL)*VNOS(6) 
 
 
 
 ENDIF   !!! 
 
C 
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 DO 10  M=1,6 
 
 DO 10  N=1,6 
 
 SKNOT(M,N) =  VNOS(M)*VTS(N) 
 
 SKNO(M,N)  =  VNOS(M)*VNOS(N) 
 
 SKTST(M,N) =  VTST(M)*VTST(N) 
 
 SKNNO(M,N) =  VNS(M)*VNOS(N) 
 
 SKTOT(M,N) =  VTOS(M)*VTS(N) 
 
 SKTONO(M,N)=  VTOS(M)*VNOS(N) 
 
 SKNPNO(M,N)=  VNSP(M)*VNOS(N) 
 
 SKTSLN(M,N)=  VTSL(M)*VNS(N) 
    10 CONTINUE   
 
 
 
C-------------------------------------------------------------------------------------------C 
 
C CHECK STATE OF CONTACT ELEMENT     C 
 
C-------------------------------------------------------------------------------------------C 
 
 DGAPN = PENE(IC) 
 
 FAM   = CFORCEO(LI)+CFORCEN(LI)  
 
 TNORM = (FAM-ABS(FAM))/2. 
 
C 
 
 TRIAL = TFORCEO(LI)+AUGTFO(LI)+PT*DGAPT         
 
 FTR = ABS(TRIAL)-FMU*ABS(TNORM) 
 
 IF((ITER.LE.3).OR.(ICHK.EQ.0)) THEN 
         NCHF(IC)=1 
 
    AUGTF(LI)=PT*DGAPT  
      
 
       CALL STICKSTATE( IC, PT, DGAPT, DGAPN, DL, SKTST, SKNPNO,  
                   *                 SKTONO, SKNO, KCNODE, DSYSK, MXPOI, MXGELE ) 
 
 ELSE 
 
       IF(FTR.LE.0.) THEN 
             NCHF(IC)=1 
 
       AUGTF(LI)=PT*DGAPT  
 
     
 
       CALL STICKSTATE( IC, PT, DGAPT, DGAPN, DL, SKTST, SKNPNO,  
                 *                   SKTONO, SKNO, KCNODE, DSYSK, MXPOI, MXGELE ) 
 
    ELSE 
 
          NCHF(IC)=2 
 
       DELSI=ABS(FTR)/PT 
 
          SIGNT = TRIAL/(ABS(TRIAL)) 
 
       GAPSL(LI)=-DELSI*SIGNT 
 
       AUGTF(LI)= PT*(DGAPT+GAPSL(LI)) 
 
            TNEW     = AUGTF(LI)+TFORCEO(LI)+AUGTFO(LI) 
 
 
 
       CALL SLIPSTATE( IC, PT, PP, FMU, DGAPT, DGAPN, DL, SKNNO,   
                *                  SKTOT, SKTONO, SKTSLN, SIGNT, TNEW, KCNODE, 
                *           DSYSK, MXPOI, MXGELE, TRIAL               ) 
         ENDIF 
 
 
 
 ENDIF 
 
  
         1000 CONTINUE 
 
 
 
 RETURN 
 
 END 
 
 
 
C 
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C-------------------------------------------------------------------- 
 
C  
   
 
      SUBROUTINE STICKSTATE( IC, PT, DGAPT, DGAPN, DL, SKTST, SKNPNO,  
             *                   SKTONO, SKNO, KCNODE, DSYSK, MXPOI, MXGELE) 
 
C 
 
 IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
 
C 
 
 DIMENSION  SKTST(6,6), SKNPNO(6,6), SKTONO(6,6), SKNO(6,6) 
 
 DIMENSION  DSYSK(MXPOI*2,MXPOI*2) 
 
 
 
 INTEGER    KCNODE(MXGELE,3) 
 
C 
 
 LJ=KCNODE(IC,2) 
 
 LK=KCNODE(IC,3) 
 
 
 
 IF(LJ.EQ.LK) THEN 
 
 
 
 DO 10  IP=1,3 
   DO 20  IA=1,3 
 
 
 
 MP=KCNODE(IC,IP) 
 
 M1=(MP-1)*2+1 
 
 M2=(MP-1)*2+2 
 
 
 
 NP=KCNODE(IC,IA) 
 
 N1=(NP-1)*2+1 
 
 N2=(NP-1)*2+2 
 
 
 
 J1=(IP-1)*2+1 
 
 J2=(IP-1)*2+2 
 
 
 
 K1=(IA-1)*2+1 
 
 K2=(IA-1)*2+2 
 
 
 
 DSYSK(M1,N1)= DSYSK(M1,N1)+PT*SKTST(J1,K1) 
 
       DSYSK(M1,N2)= DSYSK(M1,N2)+PT*SKTST(J1,K2) 
 
 DSYSK(M2,N1)= DSYSK(M2,N1)+PT*SKTST(J2,K1) 
 
 DSYSK(M2,N2)= DSYSK(M2,N2)+PT*SKTST(J2,K2) 
 
 
            20 CONTINUE 
            10 CONTINUE 
 
 
 
 ELSE 
 
 DO 100  IP=1,3 
 
 DO 200  IA=1,3 
 
 
 
 MP=KCNODE(IC,IP) 
 
 M1=(MP-1)*2+1 
 
 M2=(MP-1)*2+2 
 
 
 
 NP=KCNODE(IC,IA) 
 
 N1=(NP-1)*2+1 
 
 N2=(NP-1)*2+2 
 
 
 



 

 

131

 J1=(IP-1)*2+1 
 
 J2=(IP-1)*2+2 
 
 
 
 K1=(IA-1)*2+1 
 
 K2=(IA-1)*2+2 
 
 
 
 DSYSK(M1,N1)= DSYSK(M1,N1)+PT*(SKTST(J1,K1)+DGAPT/DL 
  
      1            *(SKNPNO(J1,K1)+SKNPNO(K1,J1)-DGAPN/DL 
             2              *(SKTONO(J1,K1)+SKTONO(K1,J1))-DGAPT/DL 
             3              *SKNO(J1,K1)))  
 
      DSYSK(M1,N2)= DSYSK(M1,N2)+PT*(SKTST(J1,K2)+DGAPT/DL 
              1                                       *(SKNPNO(J1,K2)+SKNPNO(K2,J1)-DGAPN/DL 
              2                                       *(SKTONO(J1,K2)+SKTONO(K2,J1))-DGAPT/DL 
               3                                       *SKNO(J1,K2)))  
 
 DSYSK(M2,N1)= DSYSK(M2,N1)+PT*(SKTST(J2,K1)+DGAPT/DL 
              1                                        *(SKNPNO(J2,K1)+SKNPNO(K1,J2)-DGAPN/DL 
              2                                        *(SKTONO(J2,K1)+SKTONO(K1,J2))-DGAPT/DL 
              3                                        *SKNO(J2,K1)))  
 
 DSYSK(M2,N2)= DSYSK(M2,N2)+PT*(SKTST(J2,K2)+DGAPT/DL 
              1                                        *(SKNPNO(J2,K2)+SKNPNO(K2,J2)-DGAPN/DL 
              2                                        *(SKTONO(J2,K2)+SKTONO(K2,J2))-DGAPT/DL 
              3                                        *SKNO(J2,K2)))  
 
 
        200 CONTINUE 
        100 CONTINUE 
   
 
 ENDIF 
 
 
 
 RETURN 
 
 END 
 
 
 
C 
 
C-------------------------------------------------------------------- 
 
C  
 
 SUBROUTINE SLIPSTATE( IC, PT, PP, FMU, DGAPT, DGAPN, DL, SKNNO,   
                *                   SKTOT, SKTONO, SKTSLN, SIGNT, TNEW, KCNODE, 
                *      DSYSK, MXPOI, MXGELE, TRIAL                ) 
 
C 
 
 IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
 
C 
 
 DIMENSION  SKNNO(6,6), SKTOT(6,6), SKTONO(6,6), SKTSLN(6,6) 
 
 DIMENSION  DSYSK(MXPOI*2,MXPOI*2) 
 
 
 
 INTEGER    KCNODE(MXGELE,3) 
 
C 
 
 LJ=KCNODE(IC,2) 
   LK=KCNODE(IC,3) 
 
 
 
 IF(LJ.EQ.LK) THEN 
 
 
 
 DO 10  IP=1,3 
 
       DO 20  IA=1,3 
 
 
 
 MP=KCNODE(IC,IP) 
 
 M1=(MP-1)*2+1 
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 M2=(MP-1)*2+2 
 
 
 
 NP=KCNODE(IC,IA) 
 
 N1=(NP-1)*2+1 
 
 N2=(NP-1)*2+2 
 
 
 
 J1=(IP-1)*2+1 
 
 J2=(IP-1)*2+2 
 
 
 
 K1=(IA-1)*2+1 
 
 K2=(IA-1)*2+2 
 
 
 
 DSYSK(M1,N1)= DSYSK(M1,N1)+FMU*PP*SIGNT*TRIAL*SKTSLN(J1,K1) 
 
 DSYSK(M1,N2)= DSYSK(M1,N2)+FMU*PP*SIGNT*TRIAL*SKTSLN(J1,K2) 
 
 DSYSK(M2,N1)= DSYSK(M2,N1)+FMU*PP*SIGNT*TRIAL*SKTSLN(J2,K1) 
 
 DSYSK(M2,N2)= DSYSK(M2,N2)+FMU*PP*SIGNT*TRIAL*SKTSLN(J2,K2) 
 
 
           20 CONTINUE 
           10 CONTINUE 
 
 ELSE 
 
 DO 100  IP=1,3 
 
 DO 200  IA=1,3 
 
 
 
 MP=KCNODE(IC,IP) 
 
 M1=(MP-1)*2+1 
 
 M2=(MP-1)*2+2 
 
 
 
 NP=KCNODE(IC,IA) 
 
 N1=(NP-1)*2+1 
 
 N2=(NP-1)*2+2 
 
 
 
 J1=(IP-1)*2+1 
 
 J2=(IP-1)*2+2 
 
 
 
 K1=(IA-1)*2+1 
 
 K2=(IA-1)*2+2 
 
 
 
 DSYSK(M1,N1)= DSYSK(M1,N1)+TNEW/DL*(SKNNO(J1,K1)+SKNNO(K1,J1) 
                1             -SKTOT(J1,K1)-SKTOT(K1,J1) 
                2             -DGAPN/DL*(SKTONO(K1,J1)+SKTONO(J1,K1))) 
                3             +FMU*PP*SIGNT*TRIAL*SKTSLN(J1,K1) 
 
 DSYSK(M1,N2)= DSYSK(M1,N2)+TNEW/DL*(SKNNO(J1,K2)+SKNNO(K2,J1) 
                1             -SKTOT(J1,K2)-SKTOT(K2,J1) 
                2             -DGAPN/DL*(SKTONO(K2,J1)+SKTONO(J1,K2))) 
                3             +FMU*PP*SIGNT*TRIAL*SKTSLN(J1,K2) 
 
 DSYSK(M2,N1)= DSYSK(M2,N1)+TNEW/DL*(SKNNO(J2,K1)+SKNNO(K1,J2) 
                1             -SKTOT(J2,K1)-SKTOT(K1,J2) 
                2             -DGAPN/DL*(SKTONO(K1,J2)+SKTONO(J2,K1))) 
                3             +FMU*PP*SIGNT*TRIAL*SKTSLN(J2,K1) 
 
 DSYSK(M2,N2)= DSYSK(M2,N2)+TNEW/DL*(SKNNO(J2,K2)+SKNNO(K2,J2) 
                1             -SKTOT(J2,K2)-SKTOT(K2,J2) 
                2             -DGAPN/DL*(SKTONO(K2,J2)+SKTONO(J2,K2))) 
                3             +FMU*PP*SIGNT*TRIAL*SKTSLN(J2,K2) 
 
 
         200 CONTINUE 
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        100 CONTINUE 
 
 
 
 ENDIF 
 
 
 
 RETURN 
 
 END 
   
 
C 
 
C-------------------------------------------------------------------- 
 
C  
 
      SUBROUTINE SOLVEGAUSS(NEQT, SYSK, SYSF,UTDISP,MXPOI, MXGELE) 
 
C 
 
 IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
 
 DIMENSION  SYSK(MXPOI*2,MXPOI*2) 
 
 DIMENSION  SYSF(MXPOI*2),UTDISP(MXPOI*2) 
 
C  
 
 
   CALL SCALEM(NEQT, SYSK, SYSF, MXPOI, MXGELE) 
 
C 
 
 DO 100  IP=1,NEQT-1 
 
C 
 
 CALL PIVOT(NEQT, SYSK, SYSF, IP, MXPOI, MXGELE) 
 
 
 
 DO 200  IE=IP+1,NEQT 
 
 IF(SYSK(IP,IP).EQ.0.) THEN  
 
 WRITE(6,433)  IP 
          433 FORMAT(/,' ***REAL*8LY****',I5 ) 
 
           READ(5,*)  
       ENDIF 
 
 RATIO = SYSK(IE,IP)/SYSK(IP,IP) 
 
 DO 300  IC=IP+1,NEQT 
 
 SYSK(IE,IC) = SYSK(IE,IC)-RATIO*SYSK(IP,IC) 
          300 CONTINUE 
 
        SYSF(IE) = SYSF(IE)-RATIO*SYSF(IP) 
          200 CONTINUE 
 
  
 
C 
 
 DO 400  IE=IP+1,NEQT 
 
 SYSK(IE,IP) = 0. 
          400 CONTINUE 
          100 CONTINUE 
 
  
 
C 
 
C    BACK SUBSTITUTION 
 
C 
 
 UTDISP(NEQT)=SYSF(NEQT)/SYSK(NEQT,NEQT) 
 
 DO 500  IE=NEQT-1,1,-1 
 
 SUM = 0. 
 
 DO 600  IC=IE+1,NEQT 
 
 SUM = SUM + SYSK(IE,IC)*UTDISP(IC) 
   600 CONTINUE 
 
 UTDISP(IE)=(SYSF(IE)-SUM)/SYSK(IE,IE) 
   500 CONTINUE 
   
 
 RETURN 
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 END 
 
 
 
C 
 
C-------------------------------------- 
 
C 
 
 SUBROUTINE SCALEM(NEQT, SYSK, SYSF, MXPOI, MXGELE) 
 
 IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
 
 DIMENSION  SYSK(MXPOI*2,MXPOI*2) 
 
 DIMENSION  SYSF(MXPOI*2) 
 
 
 
C 
 
 DO 10  IE=1,NEQT 
 
 BIG = ABS(SYSK(IE,1))  
 
 DO 20  IC=2,NEQT 
 
      AMAX = ABS(SYSK(IE,IC)) 
 
 IF(AMAX.GT.BIG) BIG=AMAX 
         20 CONTINUE 
 
      DO 30  IC=1,NEQT 
 
 SYSK(IE,IC)=SYSK(IE,IC)/BIG 
         30 CONTINUE 
 
      SYSF(IE)=SYSF(IE)/BIG 
         10 CONTINUE 
 
      RETURN 
 
 END 
 
 
 
C 
 
C-------------------------------------- 
 
C 
 
 SUBROUTINE PIVOT(NEQT, SYSK, SYSF, IP,MXPOI, MXGELE) 
 
 IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
 
 DIMENSION  SYSK(MXPOI*2,MXPOI*2) 
 
 DIMENSION  SYSF(MXPOI*2) 
 
 
 
C 
 
 JP=IP 
 
 BIG=ABS(SYSK(IP,IP)) 
 
 DO 10  I=IP+1,NEQT 
 
 AMAX=ABS(SYSK(I,IP)) 
 
 IF(AMAX.GT.BIG)   THEN 
 
    BIG = AMAX 
 
    JP = I 
 
 ENDIF 
           10 CONTINUE 
 
          IF(JP.NE.IP)  THEN 
 
 DO 20  J=IP,NEQT 
 
 DUMY    =SYSK(JP,J) 
 
 SYSK(JP,J) =SYSK(IP,J) 
 
 SYSK(IP,J) =DUMY 
           20 CONTINUE 
 
       DUMY = SYSF(JP) 
 
 SYSF(JP)= SYSF(IP) 
 
 SYSF(IP)= DUMY 
 
   ENDIF 
 
 IF(BIG.EQ.0.) THEN  
 
  WRITE(6,433)  IP 
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         433  FORMAT(/,' ***REAL*8LY****',I5 ) 
    
           READ(5,*)  
       ENDIF 
 
 RETURN 
 
 END 
 
 
 
C 
 
C-------------------------------------------------------------------- 
 
C 
 
      SUBROUTINE STRESS(NPOIN, NELEM, INTMAT, COORD, DISP, ET, INTYPE, 
        *               EULO, EUL, SXXE, SYYE, SXYE, MXPOI, MXELE, MXGELE)  
 
 
 
C 
 
C     COMPUTE NODAL STRESS COMPONENTS FOR CST ELEMENTS 
 
C 
 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
 
      DIMENSION  COORD(MXPOI,2), ET(5,2), EUL(MXELE,3) 
 
      DIMENSION  DISP(MXPOI*2), EULO(MXELE,3) 
        DIMENSION  SXXE(MXELE), SYYE(MXELE), SXYE(MXELE) 
  
      DIMENSION  C(3,3), B(3,6), UG(3), VG(3) 
 
      DIMENSION  A(3,4), THETA(4), ETA(3) 
 
C 
 
      INTEGER  INTMAT(MXELE,3), INTYPE(MXELE) 
 
 
 
C 
 
C     LOOP OVER THE NUMBER OF ELEMENTS: 
 
C 
 
      DO 1000  IE=1,NELEM 
 
C 
 
C     FIND ELEMENT LOCAL COORDINATES: 
 
C 
 
      II = INTMAT(IE,1) 
 
      JJ = INTMAT(IE,2) 
 
      KK = INTMAT(IE,3) 
 
C 
 
      XG1 = COORD(II,1) 
 
      XG2 = COORD(JJ,1) 
 
      XG3 = COORD(KK,1) 
 
      YG1 = COORD(II,2) 
 
      YG2 = COORD(JJ,2) 
 
      YG3 = COORD(KK,2) 
 
      AREA= 0.5*(XG2*(YG3-YG1) + XG1*(YG2-YG3) + XG3*(YG1-YG2)) 
 
C 
   IF(AREA.LE.0.)  WRITE(6,100)  IE 
   100 FORMAT(/,'  !!! ERROR !!!  ELEMENT NO.', I5, 
         *         ' HAS NEGATIVE OR ZERO AREA ', /, 
         *         '  --- CHECK F.E. MODEL FOR NODAL COORDINATES',  
          *         ' AND ELEMENT NODAL CONNECTIONS ---'          ) 
 
      IF(AREA.LE.0.)  STOP 
 
C 
 
      B1 = YG2 - YG3 
 
      B2 = YG3 - YG1 
 
      B3 = YG1 - YG2 
 
      C1 = XG3 - XG2 
 
      C2 = XG1 - XG3 
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         C3 = XG2 - XG1 
 
C 
 
      DO 110  I=1,3 
 
      DO 110  J=1,6 
 
      B(I,J) = 0. 
      110 CONTINUE 
 
C 
 
      B(1,1) = B1 
 
      B(1,3) = B2 
 
      B(1,5) = B3 
 
      B(2,2) = C1 
 
      B(2,4) = C2 
 
      B(2,6) = C3 
 
      B(3,1) = C1 
 
      B(3,2) = B1 
       B(3,3) = C2 
 
      B(3,4) = B2 
 
      B(3,5) = C3 
 
      B(3,6) = B3 
 
C    
 
      DO 120  I=1,3 
 
      DO 130  J=1,6 
 
      B(I,J) = B(I,J)/(2.*AREA) 
       130 CONTINUE 
       120 CONTINUE 
 
 
 
 IK=INTYPE(IE) 
   ELAS=ET(IK,1) 
 
 PR  =ET(IK,2) 
 
 
 
C 
 
C     ELASTICITY MATRIX: 
 
C 
 
      FAC = ELAS/((1.+PR)*(1.-2.*PR)) 
 
      C(1,1) = FAC*(1.-PR) 
 
      C(1,2) = FAC*PR 
 
      C(1,3) = 0. 
 
      C(2,1) = C(1,2) 
 
      C(2,2) = C(1,1) 
 
      C(2,3) = 0. 
 
      C(3,1) = 0. 
 
      C(3,2) = 0. 
 
      C(3,3) = FAC*(1.-2.*PR)/2. 
 
C 
 
C     GATHER ELEMENT NODAL DISPLACEMENTS: 
 
C 
 
      DO 200  J1=1,3 
 
      I1  = INTMAT(IE,J1) 
 
      IEQ = (I1-1)*2 + 1 
 
      UG(J1) = DISP(IEQ  ) 
 
      VG(J1) = DISP(IEQ+1) 
   200 CONTINUE 
 
C 
 
C CALCULATE NONLINEAR TERMS : 
 
C 
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 UXX = (B1*UG(1)+B2*UG(2)+B3*UG(3))/(2.*AREA) 
 
 UYY = (C1*VG(1)+C2*VG(2)+C3*VG(3))/(2.*AREA) 
 
 UXY = (C1*UG(1)+C2*UG(2)+C3*UG(3))/(2.*AREA) 
 
 UYX = (B1*VG(1)+B2*VG(2)+B3*VG(3))/(2.*AREA) 
 
 
 
 DO  I=1,3 
 
 DO  J=1,4 
 
 A(I,J)  =0. 
 
 THETA(J)=0. 
 
 ENDDO 
 
 ETA(I)=0. 
 
 ENDDO 
 
C 
 
 A(1,1) = UXX 
 
 A(1,3) = UYX 
 
 A(2,2) = UXY 
 
 A(2,4) = UYY 
   A(3,1) = UXY 
 
 A(3,2) = UXX 
 
 A(3,3) = UYY 
 
 A(3,4) = UYX 
 
C 
 
 THETA(1) = UXX 
 
 THETA(2) = UXY 
 
 THETA(3) = UYX 
 
 THETA(4) = UYY 
 
 
 
 DO M=1,3 
 
 DO N=1,4 
 
  ETA(M) = ETA(M) + A(M,N)*THETA(N)/2. 
 
 ENDDO 
 
 ENDDO 
 
C 
 
C     COMPUTE THE TOTAL STRAINS: 
 
C 
 
      DO 220  I=1,3 
 
      EUL(IE,I) = ETA(I) 
 
      DO 230  J=1,3 
 
      J1 = (J-1)*2 + 1 
 
      J2 = J1 + 1 
 
      EUL(IE,I) = EUL(IE,I) + B(I,J1)*UG(J) + B(I,J2)*VG(J) 
      230 CONTINUE 
      220 CONTINUE 
 
C 
 
C     COMPUTE THE DIFFERENT BETWEEN OLD AND NEW ALMANSI STRAIN: 
 
C 
       DELXX = EUL(IE,1) 
 
 DELYY = EUL(IE,2) 
 
 DELXY = EUL(IE,3) 
 
C 
 
C     COMPUTE THE DELTA ELEMENT STRESSES: 
 
C 
 
      SXXE(IE) = C(1,1)*DELXX + C(1,2)*DELYY + C(1,3)*DELXY  
 
      SYYE(IE) = C(2,1)*DELXX + C(2,2)*DELYY + C(2,3)*DELXY  
 
      SXYE(IE) = C(3,1)*DELXX + C(3,2)*DELYY + C(3,3)*DELXY 
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     1000 CONTINUE 
 
 
 
 RETURN 
 
 END 
 
 
 
C 
 
C----------------------------------------------------------------- 
 
C 
 
 SUBROUTINE GENRB( DSYSF, UNGAP, KCNODE, IFC, NEQ,  
                *                  MXPOI, MXGELE, MXELE, BET, NELEM, ET,   
                *                  INTYPE, COORD ,INTMAT, NG,CFORCEO, CFORCEN, 
                *                  TFORCEO, AUGTF, FT, AUGTFO)   
 
C 
 
 IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
 
 DIMENSION  DSYSF(MXPOI*2) 
 
 DIMENSION  UNGAP(MXGELE,2), BET(MXGELE) 
 
 DIMENSION  FT(MXPOI*2), ET(5,2) 
 
 DIMENSION  COORD(MXPOI,2), CFORCEO(MXPOI), CFORCEN(MXPOI) 
 
 DIMENSION  TFORCEO(MXPOI), AUGTF(MXPOI), AUGTFO(MXPOI) 
 
C     
 
 INTEGER    KCNODE(MXGELE,3), INTMAT(MXELE,3) 
 
 INTEGER    NG(MXGELE), INTYPE(MXELE)  
 
C 
 
 IF(IFC.NE.0) THEN 
 
      DO 100  IC=1,IFC 
 
 KI=KCNODE(IC,1) 
 
 KJ=KCNODE(IC,2) 
 
 KK=KCNODE(IC,3) 
 
 
 
 UTX =  UNGAP(IC,2) 
   UTY = -UNGAP(IC,1) 
   
 
 PAR1=(1.-BET(IC)) 
 
 PAR2=BET(IC) 
 
 
 
 DSYSF((KI-1)*2+1)=DSYSF((KI-1)*2+1)-(CFORCEN(KI)+CFORCEO(KI)) 
              1               *UNGAP(IC,1)+(TFORCEO(KI)+AUGTF(KI)+AUGTFO(KI)) 
              2               *UTX 
  
 
 
 DSYSF((KI-1)*2+2)=DSYSF((KI-1)*2+2)-(CFORCEN(KI)+CFORCEO(KI)) 
              1               *UNGAP(IC,2)+(TFORCEO(KI)+AUGTF(KI)+AUGTFO(KI)) 
              2               *UTY 
     
 
 DSYSF((KJ-1)*2+1)=DSYSF((KJ-1)*2+1)+((CFORCEN(KI)+CFORCEO(KI)) 
             1            *UNGAP(IC,1)-(TFORCEO(KI)+AUGTF(KI)+AUGTFO(KI)) 
             2            *UTX)*PAR1 
 
 
 
      DSYSF((KJ-1)*2+2)=DSYSF((KJ-1)*2+2)+((CFORCEN(KI)+CFORCEO(KI)) 
             1            *UNGAP(IC,2)-(TFORCEO(KI)+AUGTF(KI)+AUGTFO(KI)) 
             2            *UTY)*PAR1 
 
     
 
 DSYSF((KK-1)*2+1)=DSYSF((KK-1)*2+1)+((CFORCEN(KI)+CFORCEO(KI)) 
             1            *UNGAP(IC,1)-(TFORCEO(KI)+AUGTF(KI)+AUGTFO(KI)) 
                2            *UTX)*PAR2 
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 DSYSF((KK-1)*2+2)=DSYSF((KK-1)*2+2)+((CFORCEN(KI)+CFORCEO(KI)) 
                1            *UNGAP(IC,2)-(TFORCEO(KI)+AUGTF(KI)+AUGTFO(KI)) 
                 2            *UTY)*PAR2 
 
 
 
 
   100 CONTINUE 
 
 ENDIF 
 
 
 
C 
 
 DO 200  MI=1,NEQ 
   DSYSF(MI)=DSYSF(MI)-FT(MI) 
   200 CONTINUE 
 
 
 
 RETURN 
 
 END  
 
C 
 
C----------------------------------------------------------------- 
 
C 
 
 SUBROUTINE FPOINT( FT, COORD, INTMAT, NEQ, SXXE, SYYE, SXYE, 
                *           MXPOI, MXELE, MXGELE, NELEM, ET, INTYPE )  
 
C 
 
C TO CALCULATE FORCES DUE TO ELEMENT STRESSES 
 
C 
 
 IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
 
C 
 
       DIMENSION  COORD(MXPOI,2), ET(5,2) 
 
       DIMENSION  FT(MXPOI*2), B(3,6) 
 
       DIMENSION  SXXE(MXELE), SYYE(MXELE), SXYE(MXELE) 
 
C 
 
       INTEGER    INTMAT(MXELE,3), INTYPE(MXELE) 
 
C 
 
C     LOOP OVER THE NUMBER OF ELEMENTS: 
 
C 
 
 DO 50  NE=1,NEQ 
 
 FT(NE)=0. 
    50 CONTINUE 
 
 
 
 DO 100  IE=1,NELEM 
 
C 
 
C     FIND ELEMENT LOCAL COORDINATES: 
 
C 
 
      II = INTMAT(IE,1) 
 
      JJ = INTMAT(IE,2) 
 
      KK = INTMAT(IE,3) 
 
C 
 
      XG1 = COORD(II,1) 
 
      XG2 = COORD(JJ,1) 
 
      XG3 = COORD(KK,1) 
 
      YG1 = COORD(II,2) 
 
      YG2 = COORD(JJ,2) 
 
      YG3 = COORD(KK,2) 
 
      AREA= 0.5*(XG2*(YG3-YG1) + XG1*(YG2-YG3) + XG3*(YG1-YG2)) 
 
      IF(AREA.LE.0.)  WRITE(6,110)  IE 
   110 FORMAT(/,'  !!! ERROR !!!  ELEMENT NO.', I5, 
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        *         ' HAS NEGATIVE OR ZERO AREA ', /, 
         *         '  --- CHECK F.E. MODEL FOR NODAL COORDINATES',  
         *         ' AND ELEMENT NODAL CONNECTIONS ---'          ) 
 
      IF(AREA.LE.0.)  STOP 
 
C 
 
      B1 = YG2 - YG3 
 
      B2 = YG3 - YG1 
 
      B3 = YG1 - YG2 
 
      C1 = XG3 - XG2 
 
      C2 = XG1 - XG3 
 
      C3 = XG2 - XG1  
 
C 
 
      DO 120  I=1,3 
 
      DO 120  J=1,6 
 
      B(I,J) = 0. 
   120 CONTINUE 
 
C 
 
      B(1,1) = B1 
 
      B(1,3) = B2 
 
      B(1,5) = B3 
 
      B(2,2) = C1 
 
      B(2,4) = C2 
 
      B(2,6) = C3 
 
      B(3,1) = C1 
 
      B(3,2) = B1 
 
      B(3,3) = C2 
 
      B(3,4) = B2 
 
      B(3,5) = C3 
 
      B(3,6) = B3 
 
C      
 
 DO 130  I=1,3 
 
      DO 130  J=1,6 
 
      B(I,J) = B(I,J)/(2.*AREA) 
   130 CONTINUE 
 
 
 
C 
 
C     COMPUTE NODAL FORCES FROM ELEMENT STRESSES: 
 
C 
 
 DO 250  I=1,3 
 
 NE  = INTMAT(IE,I) 
 
 IEQ1 = (NE-1)*2+1 
 
 IEQ2 = (NE-1)*2+2 
 
 J = (I-1)*2+1 
 
 K = J+1 
 
 
     FT(IEQ1)=FT(IEQ1) + AREA*(B(1,J)*SXXE(IE)+B(2,J)*SYYE(IE) 
         *         +B(3,J)*SXYE(IE)) 
 
 FT(IEQ2)=FT(IEQ2) + AREA*(B(1,K)*SXXE(IE)+B(2,K)*SYYE(IE) 
         *         +B(3,K)*SXYE(IE)) 
 
 
   250 CONTINUE 
 
C 
   100 CONTINUE 
 
 
     RETURN 
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 END 
 
 
 
 
 
C-------------------------------------------------------------------- 
 
 
 
      SUBROUTINE  FIEDGES( INTMAT, COORD, INTYPE, ICEDG, ITEDG, NODEBC, 
             *                     NCE, NTE, MXPOI, NELEM, MXELE, MXGELE, NIBC) 
 
C 
 
C 
 
C FINE CONTACT EDGES AND TARGET EDGES 
 
C 
 
C  
 
 IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
 
 DIMENSION COORD(MXPOI,2)  
 
C       
 
      INTEGER INTMAT(MXELE,3),ICEDG(MXGELE,2),ITEDG(MXGELE,2)   
 
 INTEGER INTYPE(MXELE), NODEBC(MXPOI) 
        
 
      NCE=0 
 
      NTE=0 
 
C 
 
      DO 100  IE=1,NELEM 
 
  
 
    IP=INTMAT(IE,1) 
 
    JP=INTMAT(IE,2) 
 
    KP=INTMAT(IE,3) 
 
      IEA=0 
       IEB=0 
 
      IEC=0 
 
C         
 
 DO 200  IL=1,NELEM 
 
            IF(IE.EQ.IL)   GOTO 550 
              
 
       IAA=0 
 
       IBB=0 
 
       ICC=0 
 
 
 
      DO 300  NP1=1,3 
 
     IF(INTMAT(IL,NP1).EQ.IP)  IAA=IAA+1 
 
            IF(INTMAT(IL,NP1).EQ.JP)  IAA=IAA+1  
   300 CONTINUE       
              
 
            IF(IAA.EQ.2) IEA=IEA+1     
 
 
 
      DO 400  NP2=1,3 
 
    IF(INTMAT(IL,NP2).EQ.JP)  IBB=IBB+1 
 
            IF(INTMAT(IL,NP2).EQ.KP)  IBB=IBB+1  
   400 CONTINUE 
       
 
            IF(IBB.EQ.2) IEB=IEB+1  
 
 
 
      DO 500  NP3=1,3 
 
    IF(INTMAT(IL,NP3).EQ.KP)  ICC=ICC+1 
 
            IF(INTMAT(IL,NP3).EQ.IP)  ICC=ICC+1 
   500 CONTINUE 
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            IF(ICC.EQ.2) IEC=IEC+1 
 
 
   550 CONTINUE 
   200 CONTINUE 
       
 
         IF((IEA.NE.0).AND.(IEB.NE.0).AND.(IEC.NE.0)) GOTO 650  
            
 
         IF(INTYPE(IE).EQ.1)  THEN 
 
 
 
            IF(IEA.EQ.0) THEN 
 
         NCE=NCE+1 
 
         ICEDG(NCE,2)=IP 
 
         ICEDG(NCE,1)=JP 
 
       ENDIF 
 
            IF(IEB.EQ.0) THEN 
 
         NCE=NCE+1 
 
         ICEDG(NCE,2)=JP 
 
         ICEDG(NCE,1)=KP 
 
       ENDIF 
 
     IF(IEC.EQ.0) THEN 
 
         NCE=NCE+1 
 
         ICEDG(NCE,2)=KP 
 
         ICEDG(NCE,1)=IP    
 
     ENDIF 
 
 
 
          ELSE 
 
 
 
            IF(IEA.EQ.0) THEN 
           NTE=NTE+1 
 
         ITEDG(NTE,2)=IP 
 
         ITEDG(NTE,1)=JP 
 
     ENDIF 
 
            IF(IEB.EQ.0) THEN 
 
         NTE=NTE+1 
 
         ITEDG(NTE,2)=JP 
 
         ITEDG(NTE,1)=KP 
 
     ENDIF 
 
     IF(IEC.EQ.0) THEN 
 
         NTE=NTE+1 
 
         ITEDG(NTE,2)=KP 
 
         ITEDG(NTE,1)=IP    
 
     ENDIF 
 
 
 
     ENDIF 
 
 
   650 CONTINUE 
    
   100 CONTINUE 
    
 
      RETURN 
    
 
      END 
 
 
 
C--------------------------------------------------------------- 
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      SUBROUTINE CHKTESTP( MXPOI, COORD, NCE, NTE, LIFC,IFC,  
             *                    NGP, UNGAP, KCNODE, MXGELE, ITEDG, ICEDG, 
             *      NODEBC, NIBC, IBC                        ) 
 
C 
         
 
 IMPLICIT  REAL*8 (A-H,O-Z) 
 
        DIMENSION  COORD(MXPOI,2), X(8), XMAX(2), XMIN(2) 
 
 DIMENSION  YMAX(2), YMIN(2) 
 
 DIMENSION  UNGAP(MXGELE,2), UNORMX(3), UNORMY(3) 
 
C 
 
 INTEGER    NC(2), ICEDG(MXGELE,2), ITEDG(MXGELE,2), NODEBC(MXPOI) 
 
 INTEGER    NETED(3), KCNODE(MXGELE,3), IBC(MXPOI,2) 
 
 INTEGER    IEBUF(MXGELE,2), NGP(MXGELE) 
 
C 
 
C 
 
        NKC=0 
 
     
 
 DO 100   IC=1,NCE 
 
    
 
   NC(1)=ICEDG(IC,1) 
 
   NC(2)=ICEDG(IC,2) 
     
 
        DO 200   IT=1,NTE 
 
     
 
   NT1=ITEDG(IT,1) 
 
   NT2=ITEDG(IT,2) 
 
C 
 
 JB=0 
 
 NOE=2 
 
        DO K=1,NIBC 
 
    IF(NT1.EQ.NODEBC(K)) JB=JB+1 
 
    IF(NT2.EQ.NODEBC(K)) JB=JB+1 
 
 ENDDO 
 
C 
 
 IF(JB.EQ.NOE)  GOTO 200 
 
C 
 
   X(1)=COORD(NC(1),1)    
 
   X(2)=COORD(NC(2),1) 
 
   X(3)=COORD(NC(1),2) 
 
   X(4)=COORD(NC(2),2) 
 
   X(5)=COORD(NT1,1) 
 
   X(6)=COORD(NT2,1) 
 
   X(7)=COORD(NT1,2) 
 
   X(8)=COORD(NT2,2) 
      
 
C     AFTER THE EXPANDED TERITORIES HAD INTERSECTED, 
 
C    
 
C     CONTINUING TO CHECK WETHER THE CONTACTING NODES BE 
 
C 
 
C   IN THE CONTACT TERITORY OR NOT 
 
C  
   
   COVECX= -X(4)+X(3) 
 
 COVECY=  X(2)-X(1) 
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 UCOVEX= COVECX/(SQRT(COVECX**2+COVECY**2)) 
 
 UCOVEY= COVECY/(SQRT(COVECX**2+COVECY**2)) 
 
 TAVECX=(-X(8)+X(7)) 
 
 TAVECY=( X(6)-X(5)) 
 
 UVECX = TAVECX/(SQRT(TAVECX**2+TAVECY**2)) 
 
 UVECY = TAVECY/(SQRT(TAVECX**2+TAVECY**2)) 
 
 
 
 CHKOP  =UCOVEX*UVECX+UCOVEY*UVECY 
 
C 
 
C CHECK WHETHER THEIR NORMAL-VECTORS BE IN OPPOSITE SIDES 
 
C 
 
      IF(CHKOP.LT.-0.5)  THEN    ! IF 1451 
 
 
 
      DO 300   KT=1,2 
 
 IM=(KT*4)-3 
 
 IN=(KT*4)-2 
 
 DL=(X(IM)-X(IN)) 
 
 DLN=(X(IM+2)-X(IN+2)) 
 
 
 
 EP=1./4.*SQRT(DL**2+DLN**2) 
 
C 
 
C  KT = 1 ; BE OF CONTACT SEGMENT 
 
C  KT = 2 ; BE OF TARGET  SEGMENT 
 
C 
    
 
 IF(DL.GT.0.) THEN 
 
    XMAX(KT)=X(IM)+EP 
 
    XMIN(KT)=X(IN)-EP 
 
 ELSEIF(DL.LT.0.) THEN 
 
    XMAX(KT)=X(IN)+EP 
 
    XMIN(KT)=X(IM)-EP 
 
 ELSEIF(DL.EQ.0.) THEN  
 
    XMAX(KT)=X(IM)+EP 
 
    XMIN(KT)=X(IN)-EP 
 
 ENDIF 
 
C 
 
 IF(DLN.GT.0.) THEN 
 
    YMAX(KT)=X(IM+2)+EP 
 
    YMIN(KT)=X(IN+2)-EP 
 
 ELSEIF(DLN.LT.0.) THEN 
 
    YMAX(KT)=X(IN+2)+EP 
 
    YMIN(KT)=X(IM+2)-EP 
 
 ELSEIF(DLN.EQ.0.) THEN  
 
    YMAX(KT)=X(IM+2)+EP 
 
    YMIN(KT)=X(IN+2)-EP 
 
 ENDIF 
 
 
   300 CONTINUE 
 
C 
 
C  CHECK EXPANSION OF TERRITORY 
 
C 
 
      JCHK=0 
 
C 
 
C  IN X-DIRECTION 
 
C 
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  IF(XMAX(1).GT.XMAX(2)) THEN 
 
    XMINX=XMAX(2) 
 
       ELSE 
 
    XMINX=XMAX(1) 
 
       ENDIF 
 
 
 
  IF(XMIN(1).GT.XMIN(2)) THEN 
 
    XMAXI=XMIN(1) 
 
       ELSE 
 
    XMAXI=XMIN(2) 
 
       ENDIF 
 
 
      IF(XMINX.GE.XMAXI) JCHK=JCHK+1 
 
C 
 
C  IN Y-DIRECTION 
 
C    
 
  IF(YMAX(1).GT.YMAX(2)) THEN 
 
    YMINX=YMAX(2) 
 
       ELSE 
 
    YMINX=YMAX(1) 
 
       ENDIF 
 
 
 
  IF(YMIN(1).GT.YMIN(2)) THEN 
 
    YMAXI=YMIN(1) 
 
       ELSE 
 
    YMAXI=YMIN(2) 
 
       ENDIF 
 
 
      IF(YMINX.GE.YMAXI) JCHK=JCHK+1 
 
 
 
C 
 
C 
 
      IF(JCHK.EQ.2) THEN 
 
 
 
 DO 500   JT=1,NTE 
 
    IF(JT.NE.IT) THEN 
 
       IF(ITEDG(JT,2).EQ.NT1) NTPL=JT 
 
       IF(ITEDG(JT,1).EQ.NT2) NTPR=JT 
 
        ENDIF 
   500 CONTINUE 
 
 
 
C 
 
C     CHECK A CONTACT-EDGE AND TAGET-EDGES TO FINE 
 
C      
 
C     CONTACT PAIRS ,WHICH BELONG TO CONTACT-EDGE  
 
C 
 
        NETED(1)=IT 
 
 NETED(2)=NTPL 
 
 NETED(3)=NTPR  
 
C 
 
C 
 
      DO 600   MC=1,2 
 
 
 
 ICNOD=NC(MC) 
 
C 
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   MINK=NKC  
 
 MUI=0 
 
C 
 
      DO 650   MT=1,3 
 
 
 
 ICHB=0 
 
 NODEJ=ITEDG(NETED(MT),1) 
 
 NODEK=ITEDG(NETED(MT),2)   
 
 
 
         X1=X(MC) 
 
  X2=COORD(NODEJ,1) 
 
  X3=COORD(NODEK,1) 
 
  Y1=X(MC+2) 
 
  Y2=COORD(NODEJ,2) 
 
  Y3=COORD(NODEK,2) 
 
 
 
        VJIX = X1-X2 
 
 VJIY = Y1-Y2 
 
 VJKX = X3-X2 
 
 VJKY = Y3-Y2 
 
 
 
C 
 
C [  UNORMX(MT)  UNORMY(MT) ] = UNIT NORMAL VECTOR OF SEGMENT J-K 
 
C 
 
C     [  VNX/VNL     VNY/VNL    ] 
 
C    
 
 
 
 VNX  = -Y3+Y2 
 
 VNY  =  X3-X2 
 
 VNL  = ABS(SQRT(VNX**2+VNY**2)) 
 
 
 
C**********************************C 
 
 
 
 IF(MT.EQ.1) THEN 
 
 VNX1  = -Y3+Y2 
   VNY1  =  X3-X2 
 
 VNL1  = ABS(SQRT(VNX1**2+VNY1**2)) 
 
 ENDIF 
 
 
 
C****************************************C 
 
C         CHECK FOR SYMETRY          C 
 
C****************************************C 
 
 JB=0 
 
 NOE=2 
 
 
 
      DO K=1,NIBC 
 
    IF(NODEJ.EQ.NODEBC(K)) JB=JB+1 
 
    IF(NODEK.EQ.NODEBC(K)) JB=JB+1 
 
      ENDDO 
 
 
 
     IF(JB.EQ.NOE)  THEN 
 
        IF(IBC(K,1).EQ.1) THEN  
 
         UNORMX(MT)=-VNX1/(ABS(VNL1)) 
 
         UNORMY(MT)=VNY1/(ABS(VNL1)) 
 
        ELSEIF(IBC(K,2).EQ.1) THEN 
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         UNORMX(MT)=VNX1/(ABS(VNL1)) 
 
         UNORMY(MT)=-VNY1/(ABS(VNL1)) 
 
     ENDIF 
 
     ELSE 
 
 
             UNORMX(MT)=VNX/VNL 
 
        UNORMY(MT)=VNY/VNL 
 
     ENDIF 
 
C 
 
C  DTAN = MAGNITUDE OF VECTOR JK 
 
C 
 
 
 
 DTAN  = ABS(SQRT(VJKX**2+VJKY**2)) 
 
C--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------C 
 
C     CALCULATE  AND CHECK WETHER NODE_I BEING IN BOUND OF CONTACT:   C 
 
C--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------C 
 
 
 
C   
 
C SJK = MAGNITUDE OF VECTOR J-I PROJECT TO VECTOR J-K 
 
C 
         SJK = (VJKX*VJIX/DTAN)+(VJKY*VJIY/DTAN) 
 
 
 
C 
 
C     DIJ = MAGNITUDE OF VECTOR J-I PROJECT TO EDGE-NORMAL VECTOR: 
 
C 
 
        DIJ = (VJIX*VNX/VNL)+(VJIY*VNY/VNL) 
 
 
 
        EPB=1/10.*EP 
 
 EPA=1/10000.*EP 
 
 IF((SJK.GE.-EPA).AND.(SJK.LE.DTAN+EPA))    ICHB=ICHB+1 
 
 IF((DIJ.LE.EPB).OR.(MUI.EQ.2))             ICHB=ICHB+1 
 
             IF((MT.EQ.1).AND.(ICHB.EQ.2))  THEN 
 
             IMID =1 
 
         ELSEIF((MT.EQ.1).AND.(ICHB.NE.2))  THEN 
 
             IMID =0 
 
         ELSEIF((MT.EQ.2).AND.(ICHB.EQ.2))  THEN  
 
             ILEFT=1 
 
         ELSEIF((MT.EQ.2).AND.(ICHB.NE.2))  THEN 
 
             ILEFT=0 
 
         ELSEIF((MT.EQ.3).AND.(ICHB.EQ.2))  THEN 
 
             IRIGH=1 
 
                ELSEIF((MT.EQ.3).AND.(ICHB.NE.2))  THEN 
 
             IRIGH=0   
 
         ENDIF 
 
                       
   650 CONTINUE 
 
 
 
C**********************************************C 
 
C     RECOGNIZE ON LEFT-EDGE AND MID-EDGE       C 
 
C**********************************************C 
 
      CRVEL=UNORMX(1)*UNORMY(2)-UNORMX(2)*UNORMY(1) 
 
           IF(CRVEL.GT.0.) THEN 
 
           LCASE=3 
 
       ELSEIF(CRVEL.EQ.0.) THEN 
 
           LCASE=1 
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       ELSEIF(CRVEL.LT.0.) THEN 
 
           LCASE=2  
 
       ENDIF 
 
 
 
C 
 
C     RECOGNIZE ON RIGHT-EDGE AND MID-EDGE  
 
C 
   CRVER=UNORMX(1)*UNORMY(3)-UNORMX(3)*UNORMY(1) 
 
                IF(CRVER.GT.0.) THEN 
 
           ICASE=2  
 
       ELSEIF(CRVER.EQ.0.) THEN 
 
           ICASE=1 
 
       ELSEIF(CRVER.LT.0.) THEN 
 
           ICASE=3 
 
       ENDIF 
 
C  
 
C CASE1 : HITTING NODE IN A FLAT  
 
C 
 
C  
 
C     CASE2 : HITTING NODE IN A VALLEY   
 
C 
 
C 
 
C CASE3 : HITTING NODE IN A SHARP CORNER 
 
C 
 
  
 
C  
 
C     MID-EDGE AND LEFT-EDGE 
 
C 
 
      IF(LCASE.EQ.1) THEN 
 
           IF((IMID.EQ.0).AND.(ILEFT.EQ.0))  THEN 
 
              ! 
 
            ELSEIF((IMID.EQ.1).AND.(ILEFT.EQ.0))  THEN 
 
              NKC=NKC+1 
 
             KCNODE(NKC,1)=ICNOD 
 
              KCNODE(NKC,2)=ITEDG(IT,1) 
 
              KCNODE(NKC,3)=ITEDG(IT,2) 
 
              UNGAP(NKC,1) =UNORMX(1) 
 
              UNGAP(NKC,2) =UNORMY(1) 
 
       ELSEIF((IMID.EQ.1).AND.(ILEFT.EQ.1))  THEN 
 
              NKC=NKC+1 
 
             KCNODE(NKC,1)=ICNOD 
 
              KCNODE(NKC,2)=ITEDG(IT,1) 
 
              KCNODE(NKC,3)=ITEDG(IT,1) 
 
              UNGAP(NKC,1) =UNORMX(1) 
 
              UNGAP(NKC,2) =UNORMY(1) 
 
       ELSEIF((IMID.EQ.0).AND.(ILEFT.EQ.1))  THEN 
             ENDIF 
 
 
 
 ELSEIF(LCASE.EQ.2) THEN 
 
              VECONX=X1-COORD(ITEDG(IT,1),1) 
 
              VECONY=Y1-COORD(ITEDG(IT,1),2) 
 
               IF((VECONX.EQ.0.).OR.(VECONY.EQ.0.))  THEN 
 
               IMID =1 
 
      ILEFT=1    
 
               ENDIF 
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           IF((IMID.EQ.0).AND.(ILEFT.EQ.0))  THEN 
 
              NORMX1=-UNORMX(1)   
 
                   NORMY1=-UNORMY(1) 
 
              NORMX2=-UNORMX(2) 
 
              NORMY2=-UNORMY(2) 
 
                                
 
              VMID  =VECONX*NORMY1-VECONY*NORMX1 
 
              VLEF  =VECONX*NORMY2-VECONY*NORMX2 
 
               
 
              IF((VMID.GT.0.).AND.(VLEF.LT.0)) THEN 
 
                     UVENX=-VECONX/(ABS(SQRT(VECONX**2+VECONY**2))) 
 
                     UVENY=-VECONY/(ABS(SQRT(VECONX**2+VECONY**2))) 
 
                       
 
                       NKC=NKC+1 
 
                      KCNODE(NKC,1)=ICNOD 
 
                       KCNODE(NKC,2)=ITEDG(IT,1) 
 
                       KCNODE(NKC,3)=ITEDG(IT,1) 
 
                       UNGAP(NKC,1) =UVENX 
 
                       UNGAP(NKC,2) =UVENY             
 
              ENDIF  
 
            ELSEIF((IMID.EQ.1).AND.(ILEFT.EQ.0))  THEN 
 
              NKC=NKC+1 
 
             KCNODE(NKC,1)=ICNOD 
 
              KCNODE(NKC,2)=ITEDG(NETED(1),1) 
 
              KCNODE(NKC,3)=ITEDG(NETED(1),2) 
 
              UNGAP(NKC,1) =UNORMX(1) 
 
              UNGAP(NKC,2) =UNORMY(1) 
 
       ELSEIF((IMID.EQ.1).AND.(ILEFT.EQ.1))  THEN                 
 
              VMLX=UNORMX(1)+UNORMX(2) 
 
              VMLY=UNORMY(1)+UNORMY(2) 
 
              UVMLX=VMLX/(ABS(SQRT(VMLX**2+VMLY**2))) 
 
              UVMLY=VMLY/(ABS(SQRT(VMLX**2+VMLY**2))) 
 
              VECONX=X1-COORD(ITEDG(IT,1),1) 
 
              VECONY=Y1-COORD(ITEDG(IT,1),2) 
 
                   IF((VECONX.EQ.0.).AND.(VECONY.EQ.0.)) THEN 
 
         XD=X1+UVMLX  
 
      YD=Y1+UVMLY 
 
      VECONX=XD-COORD(ITEDG(IT,1),1) 
 
                     VECONY=YD-COORD(ITEDG(IT,1),2) 
 
       ENDIF 
 
              CCML =VECONX*UVMLY-VECONY*UVMLX 
 
                   IF(CCML.EQ.0.) THEN 
 
                          NKC=NKC+1 
 
                    KCNODE(NKC,1)=ICNOD 
 
                     KCNODE(NKC,2)=ITEDG(IT,1) 
 
                     KCNODE(NKC,3)=ITEDG(IT,1) 
 
                     UNGAP(NKC,1) =UVMLX 
 
                     UNGAP(NKC,2) =UVMLY 
 
               ELSEIF(CCML.LT.0.) THEN 
                           ! 
 
               ELSEIF(CCML.GT.0.) THEN 
 
                     NKC=NKC+1 
 
                    KCNODE(NKC,1)=ICNOD 
 
                     KCNODE(NKC,2)=ITEDG(IT,1) 
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                     KCNODE(NKC,3)=ITEDG(IT,2) 
 
                     UNGAP(NKC,1) =UNORMX(1) 
 
                     UNGAP(NKC,2) =UNORMY(1)         
 
                ENDIF 
 
       ELSEIF((IMID.EQ.0).AND.(ILEFT.EQ.1))  THEN 
 
            ENDIF 
 
 
 
 ELSEIF(LCASE.EQ.3) THEN 
 
              VECONX=X1-COORD(ITEDG(IT,1),1) 
 
              VECONY=Y1-COORD(ITEDG(IT,1),2) 
 
               IF((VECONX.EQ.0.).OR.(VECONY.EQ.0.))  THEN 
 
               IMID =1 
 
      ILEFT=1    
 
               ENDIF 
 
 
 
           IF((IMID.EQ.0).AND.(ILEFT.EQ.0))  THEN 
 
             ACHCK =ABS(SQRT(VECONX**2+VECONY**2)) 
 
           IF(ACHCK.LE.ACONT) THEN 
 
          UVENX=VECONX/(ABS(SQRT(VECONX**2+VECONY**2))) 
 
                      UVENY=VECONY/(ABS(SQRT(VECONX**2+VECONY**2))) 
 
                       
 
                      NKC=NKC+1 
 
                     KCNODE(NKC,1)=ICNOD 
 
                      KCNODE(NKC,2)=ITEDG(IT,1) 
 
                      KCNODE(NKC,3)=ITEDG(IT,1) 
 
                      UNGAP(NKC,1) =UVENX 
 
                      UNGAP(NKC,2) =UVENY  
 
                         ENDIF 
 
            ELSEIF((IMID.EQ.1).AND.(ILEFT.EQ.0))  THEN 
 
                   NKC=NKC+1 
 
             KCNODE(NKC,1)=ICNOD 
 
              KCNODE(NKC,2)=ITEDG(IT,1) 
 
              KCNODE(NKC,3)=ITEDG(IT,2) 
 
              UNGAP(NKC,1) =UNORMX(1) 
 
              UNGAP(NKC,2) =UNORMY(1)   
 
       ELSEIF((IMID.EQ.1).AND.(ILEFT.EQ.1))  THEN 
 
          VMLX=-UNORMX(1)-UNORMX(2) 
 
              VMLY=-UNORMY(1)-UNORMY(2) 
 
              UVMLX=VMLX/(ABS(SQRT(VMLX**2+VMLY**2))) 
 
              UVMLY=VMLY/(ABS(SQRT(VMLX**2+VMLY**2))) 
 
              VECONX=X1-COORD(ITEDG(IT,1),1) 
 
              VECONY=Y1-COORD(ITEDG(IT,1),2) 
 
                   IF((VECONX.EQ.0.).AND.(VECONY.EQ.0.)) THEN 
 
         XD=X1+UVMLX  
 
      YD=Y1+UVMLY 
 
      VECONX=XD-COORD(ITEDG(IT,1),1) 
 
                     VECONY=YD-COORD(ITEDG(IT,1),2) 
 
       ENDIF 
 
 
 
              CCML =VECONX*UVMLY-VECONY*UVMLX 
 
                   IF(CCML.EQ.0.) THEN 
 
                          NKC=NKC+1 
 
                    KCNODE(NKC,1)=ICNOD 
 
                     KCNODE(NKC,2)=ITEDG(IT,1) 
 
                     KCNODE(NKC,3)=ITEDG(IT,1) 
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                     UNGAP(NKC,1) =-UVMLX 
 
                     UNGAP(NKC,2) =-UVMLY 
 
               ELSEIF(CCML.GT.0.) THEN 
                            
 
               ELSEIF(CCML.LT.0.) THEN 
 
                     NKC=NKC+1 
 
                     KCNODE(NKC,1)=ICNOD 
 
                     KCNODE(NKC,2)=ITEDG(IT,1) 
 
                      KCNODE(NKC,3)=ITEDG(IT,2) 
 
                     UNGAP(NKC,1) =UNORMX(1) 
 
                     UNGAP(NKC,2) =UNORMY(1)         
 
                 ENDIF      
 
             ENDIF 
 
 ENDIF 
 
C 
 
C     MID-EDGE AND RIGHT-EDGE 
 
C 
 
 IF(MINK.EQ.NKC) THEN  !**** IW 
 
 
 
      IF(ICASE.EQ.1) THEN 
 
           IF((IMID.EQ.0).AND.(IRIGH.EQ.0))  THEN 
 
             
 
            ELSEIF((IMID.EQ.1).AND.(IRIGH.EQ.0))  THEN 
 
                   NKC=NKC+1 
 
             KCNODE(NKC,1)=ICNOD 
 
              KCNODE(NKC,2)=ITEDG(IT,1) 
 
              KCNODE(NKC,3)=ITEDG(IT,2) 
 
              UNGAP(NKC,1) =UNORMX(1) 
 
              UNGAP(NKC,2) =UNORMY(1) 
 
       ELSEIF((IMID.EQ.1).AND.(IRIGH.EQ.1))  THEN 
 
              NKC=NKC+1 
 
             KCNODE(NKC,1)=ICNOD 
 
              KCNODE(NKC,2)=ITEDG(IT,2) 
 
              KCNODE(NKC,3)=ITEDG(IT,2) 
 
              UNGAP(NKC,1) =UNORMX(1) 
 
              UNGAP(NKC,2) =UNORMY(1) 
 
            ENDIF 
 
      
 
 ELSEIF(ICASE.EQ.2) THEN 
 
 
 
              VECONX=X1-COORD(ITEDG(IT,2),1) 
 
              VECONY=Y1-COORD(ITEDG(IT,2),2) 
 
               IF((VECONX.EQ.0.).OR.(VECONY.EQ.0.))  THEN 
 
               IMID =1 
 
      IRIGH=1    
 
               ENDIF 
 
           IF((IMID.EQ.0).AND.(IRIGH.EQ.0))  THEN 
 
                   NORMX1=-UNORMX(1)   
 
                   NORMY1=-UNORMY(1) 
 
              NORMX3=-UNORMX(3) 
 
              NORMY3=-UNORMY(3) 
 
               
 
              VMID  =VECONX*NORMY1-VECONY*NORMX1 
 
              VRIG  =VECONX*NORMY3-VECONY*NORMX3 
 
                    IF((VMID.LT.0.).AND.(VRIG.GT.0)) THEN 
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                     UVENX=-VECONX/(ABS(SQRT(VECONX**2+VECONY**2))) 
 
                     UVENY=-VECONY/(ABS(SQRT(VECONX**2+VECONY**2))) 
 
                       
 
                       NKC=NKC+1 
 
                      KCNODE(NKC,1)=ICNOD 
 
                       KCNODE(NKC,2)=ITEDG(IT,2) 
 
                       KCNODE(NKC,3)=ITEDG(IT,2) 
 
                       UNGAP(NKC,1) =UVENX 
 
                       UNGAP(NKC,2) =UVENY             
 
                     ENDIF 
 
            ELSEIF((IMID.EQ.1).AND.(IRIGH.EQ.0))  THEN 
 
              NKC=NKC+1 
 
             KCNODE(NKC,1)=ICNOD 
 
              KCNODE(NKC,2)=ITEDG(IT,1) 
 
              KCNODE(NKC,3)=ITEDG(IT,2) 
 
              UNGAP(NKC,1) =UNORMX(1) 
 
              UNGAP(NKC,2) =UNORMY(1) 
 
       ELSEIF((IMID.EQ.1).AND.(IRIGH.EQ.1))  THEN 
 
              VMRX=UNORMX(1)+UNORMX(3) 
 
              VMRY=UNORMY(1)+UNORMY(3) 
 
              UVMRX=VMRX/(ABS(SQRT(VMRX**2+VMRY**2))) 
 
              UVMRY=VMRY/(ABS(SQRT(VMRX**2+VMRY**2))) 
 
              VECONX=X1-COORD(ITEDG(IT,2),1) 
 
              VECONY=Y1-COORD(ITEDG(IT,2),2) 
 
                   IF((VECONX.EQ.0.).AND.(VECONY.EQ.0.)) THEN 
 
         XD=X1+UVMRX  
 
      YD=Y1+UVMRY 
 
      VECONX=XD-COORD(ITEDG(IT,2),1) 
 
                     VECONY=YD-COORD(ITEDG(IT,2),2) 
 
       ENDIF 
 
 
 
              CCMR =VECONX*UVMRY-VECONY*UVMRX 
 
                   IF(CCMR.EQ.0.) THEN 
 
                          NKC=NKC+1 
 
                    KCNODE(NKC,1)=ICNOD 
 
                     KCNODE(NKC,2)=ITEDG(IT,2) 
 
                     KCNODE(NKC,3)=ITEDG(IT,2) 
 
                     UNGAP(NKC,1) =UVMRX 
 
                     UNGAP(NKC,2) =UVMRY 
 
               ELSEIF(CCML.GT.0.) THEN 
                            
               ELSEIF(CCML.LT.0.) THEN 
 
                     NKC=NKC+1 
 
                    KCNODE(NKC,1)=ICNOD 
 
                     KCNODE(NKC,2)=ITEDG(IT,1) 
 
                     KCNODE(NKC,3)=ITEDG(IT,2) 
 
                     UNGAP(NKC,1) =UNORMX(1) 
 
                     UNGAP(NKC,2) =UNORMY(1)         
 
                ENDIF 
 
             ENDIF 
 
 
 
 ELSEIF(ICASE.EQ.3) THEN 
 
              VECONX=X1-COORD(ITEDG(IT,2),1) 
 
              VECONY=Y1-COORD(ITEDG(IT,2),2) 
 
               IF((VECONX.EQ.0.).OR.(VECONY.EQ.0.))  THEN 
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               IMID =1 
 
      IRIGH=1    
 
               ENDIF 
 
 
 
           IF((IMID.EQ.0).AND.(IRIGH.EQ.0))  THEN 
 
                    ACHCK =ABS(SQRT(VECONX**2+VECONY**2)) 
 
           IF(ACHCK.LE.ACONT) THEN 
 
          UVENX=VECONX/(ABS(SQRT(VECONX**2+VECONY**2))) 
 
                      UVENY=VECONY/(ABS(SQRT(VECONX**2+VECONY**2))) 
 
                       
 
                      NKC=NKC+1 
 
                     KCNODE(NKC,1)=ICNOD 
 
                      KCNODE(NKC,2)=ITEDG(IT,2) 
 
                      KCNODE(NKC,3)=ITEDG(IT,2) 
 
                      UNGAP(NKC,1) =UVENX 
 
                      UNGAP(NKC,2) =UVENY 
                          ENDIF 
 
            ELSEIF((IMID.EQ.1).AND.(IRIGH.EQ.0))  THEN 
 
              NKC=NKC+1 
 
             KCNODE(NKC,1)=ICNOD 
 
              KCNODE(NKC,2)=ITEDG(IT,1) 
 
              KCNODE(NKC,3)=ITEDG(IT,2) 
 
              UNGAP(NKC,1) =UNORMX(1) 
 
              UNGAP(NKC,2) =UNORMY(1) 
 
       ELSEIF((IMID.EQ.1).AND.(IRIGH.EQ.1))  THEN 
 
              VMRX=-UNORMX(1)-UNORMX(3) 
 
              VMRY=-UNORMY(1)-UNORMY(3) 
 
              UVMRX=VMRX/(ABS(SQRT(VMRX**2+VMRY**2))) 
 
              UVMRY=VMRY/(ABS(SQRT(VMRX**2+VMRY**2))) 
 
              VECONX=X1-COORD(ITEDG(IT,2),1) 
 
              VECONY=Y1-COORD(ITEDG(IT,2),2) 
 
                   IF((VECONX.EQ.0.).AND.(VECONY.EQ.0.)) THEN 
 
         XD=X1+UVMRX  
 
      YD=Y1+UVMRY 
 
      VECONX=XD-COORD(ITEDG(IT,2),1) 
 
                     VECONY=YD-COORD(ITEDG(IT,2),2) 
 
       ENDIF 
 
 
 
              CCML =VECONX*UVMRY-VECONY*UVMRX 
 
                   IF(CCML.EQ.0.) THEN 
 
                          NKC=NKC+1 
 
                    KCNODE(NKC,1)=ICNOD 
 
                     KCNODE(NKC,2)=ITEDG(IT,2) 
 
                     KCNODE(NKC,3)=ITEDG(IT,2) 
 
                     UNGAP(NKC,1) =-UVMRX 
 
                     UNGAP(NKC,2) =-UVMRY 
 
               ELSEIF(CCML.LT.0.) THEN 
                            
 
               ELSEIF(CCML.GT.0.) THEN 
 
                     NKC=NKC+1 
 
                    KCNODE(NKC,1)=ICNOD 
 
                     KCNODE(NKC,2)=ITEDG(IT,1) 
 
                     KCNODE(NKC,3)=ITEDG(IT,2) 
 
                     UNGAP(NKC,1) =UNORMX(1) 
 
                     UNGAP(NKC,2) =UNORMY(1)         
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                ENDIF 
 
             ENDIF 
 
 ENDIF 
 
     
 
 ELSE  ! **** IW 
 
C 
 
 ENDIF    ! **** IW 
        
 
C 
 
C     CHECK FOR DUPLICATED KCNODE AND FORCE 
 
C 
 
 
 
      KD=NKC 
 
      DO 700   IR=1,NKC-1 
 
  IF(NKC.GT.1) THEN 
 
      ICK=0 
 
   ICJ=0 
 
   ICL=0 
 
   ICM=0 
 
   ICN=0 
 
 
        IF(KCNODE(KD,1).EQ.KCNODE(IR,1)) ICJ=ICJ+1 
 
 IF(KCNODE(KD,1).EQ.KCNODE(IR,2)) ICK=ICK+1 
 
 IF(KCNODE(KD,1).EQ.KCNODE(IR,3)) ICK=ICK+1 
 
 
 
     IF((ICJ.EQ.1).OR.(ICK.EQ.2))  THEN 
 
       AX=COORD(KCNODE(KD,1),1) 
 
       AY=COORD(KCNODE(KD,1),2) 
 
      BOX=COORD(KCNODE(IR,2),1) 
 
      BOY=COORD(KCNODE(IR,2),2) 
 
      BNX=COORD(KCNODE(KD,2),1) 
 
      BNY=COORD(KCNODE(KD,2),2) 
 
      COX=COORD(KCNODE(IR,3),1) 
 
      COY=COORD(KCNODE(IR,3),2) 
 
      CNX=COORD(KCNODE(KD,3),1) 
 
      CNY=COORD(KCNODE(KD,3),2) 
 
 ABO=ABS((AX-BOX)*UNGAP(IR,1)+(AY-BOY)*UNGAP(IR,2)) 
 
 ABN=ABS((AX-BNX)*UNGAP(KD,1)+(AY-BNY)*UNGAP(KD,2)) 
             IF(ABO.GT.ABN) THEN 
 
           KCNODE(IR,1)=KCNODE(KD,1) 
 
           KCNODE(IR,2)=KCNODE(KD,2) 
 
           KCNODE(IR,3)=KCNODE(KD,3) 
 
           UNGAP(IR,1)=UNGAP(KD,1) 
 
           UNGAP(IR,2)=UNGAP(KD,2) 
 
           NKC=NKC-1 
 
           GOTO 800 
 
         ELSE 
 
           NKC=NKC-1 
 
           GOTO 800 
 
         ENDIF 
 
      ENDIF 
 
       ENDIF 
   700 CONTINUE 
   800 CONTINUE       
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  600 CONTINUE   
 
 
 
      ENDIF ! FROM JCHK NOT EQUAL 2 
 
 
 
 ENDIF ! CHECK OPPOSITE SIDES (IF 1451) 
 
 
   200 CONTINUE 
    
   100 CONTINUE    
 
 
 
 IFC=NKC 
 
C 
 
 RETURN 
 
 END 
 
C 
 
C     ---------------------------------------------------------------- 
 
C 
 
 
 
 SUBROUTINE CHECKFRICTION( MXPOI, MXGELE, KCNODE, IFC, LIFC, NGP,  
 
 *                          CFORCEN, CFORCET, NCHF, FMUS, FMUD ) 
 
C 
 
 IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
 
C 
 
 DIMENSION CFORCEN(MXPOI), CFORCET(MXPOI) 
 
 
 
 INTEGER   KCNODE(MXGELE,2)  
 
 INTEGER   NCHF(MXGELE), NGP(MXGELE) 
 
C 
 
 
 
 DO 1000  I=1,IFC 
 
 
 
 NCON=KCNODE(I,1) 
 
 
 
 DO 50  J=1,LIFC 
 
 IF(NGP(J).EQ.NCON) THEN 
 
    NCHFS=NCHF(J) 
 
    GOTO 51 
 
 ELSE 
 
    NCHFS=1 
 
 ENDIF 
    50 CONTINUE 
    51 CONTINUE 
 
 
 
 IF(NCHFS.EQ.2) THEN  
 
 FORCH=FMUD*CFORCEN(NCON) 
 
 ELSE 
 
 FORCH=FMUS*CFORCEN(NCON) 
 
 ENDIF 
 
     IF(ABS(FORCH).GE.ABS(CFORCET(NCON))) THEN 
 
        NCHF(I)=1 
 
 ELSEIF(ABS(FORCH).LT.ABS(CFORCET(NCON))) THEN 
 
        NCHF(I)=2 
 
            IF(CFORCET(NCON).GT.0.) THEN 
 
        CFORCET(NCON)=ABS(FORCH) 
 
        ELSEIF(CFORCET(NCON).LT.0.) THEN 
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             CFORCET(NCON)=-ABS(FORCH) 
 
        ELSEIF(CFORCET(NCON).EQ.0.) THEN 
 
        CFORCET(NCON)=0. 
 
        ENDIF 
     ENDIF 
 
 
  1000 CONTINUE 
 
  
 
  
 
C 
 
 
 
      RETURN 
 
      END 
 
 
 
C--------------------------------------------------------------------------    
 
 
 
 SUBROUTINE UDCONFORCE( IFC, KCNODE, BET, DISP, UNGAP, CFORCEN, 
      *                       CFORCEO, PENE, PP, MXGELE, MXPOI, COORD, 
      *                       ITEDG, NTE, IBC ) 
 
 
 
 IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
 
C 
 
 DIMENSION   KCNODE(MXGELE,3), DISP(MXPOI*2), BET(MXGELE) 
 
 DIMENSION   UNGAP(MXGELE,2), CFORCEN(MXPOI), PENE(MXGELE) 
 
 DIMENSION   QN(6), COORD(MXPOI,2), CFORCEO(MXPOI) 
   DIMENSION   UNX(2), UNY(2) 
 
 
 
 INTEGER  IU(6),ITEDG(MXGELE,2), IBC(MXPOI,2) 
 
C 
 
 DO 10  I=1,IFC 
 
 
 
 INI=KCNODE(I,1) 
 
 INJ=KCNODE(I,2) 
 
 INK=KCNODE(I,3) 
 
C 
 
 X1=COORD(INI,1) 
 
 Y1=COORD(INI,2) 
 
 X2=COORD(INJ,1) 
 
 Y2=COORD(INJ,2) 
 
 X3=COORD(INK,1) 
 
 Y3=COORD(INK,2) 
 
 
 
 
 
      IF(INJ.EQ.INK) THEN   !!! 
 
 
 
 UNORMX=UNGAP(I,1) 
 
 UNORMY=UNGAP(I,2) 
 
 
 
 GAP=(X1-X2)*UNORMX+(Y1-Y2)*UNORMY 
 
 
 
 ELSE  !!! 
 
 
 
     ALEN=SQRT((X3-X2)**2+(Y3-Y2)**2) 
 
     TANUX=(X3-X2)/ALEN 
 
     TANUY=(Y3-Y2)/ALEN 
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     UNORMX=-TANUY 
 
     UNORMY= TANUX 
 
 
 
 ETA=1./ALEN*((X1-X2)*TANUX+(Y1-Y2)*TANUY) 
   
 
      GAP=(X1-(1.-ETA)*X2-ETA*X3)*UNORMX+(Y1-(1.-ETA)*Y2-ETA*Y3)*UNORMY 
 
      
 
 
 
 ENDIF  !!! 
 
 
 
 FAM1=GAP*PP 
 
      CFORCEN(INI)=FAM1 
 
C 
    10 CONTINUE 
 
C 
 
 RETURN 
 
 
 
 END 
 
 
 
C--------------------------------------------------------------C 
 
C 
 
      SUBROUTINE LINEARNORM( COORD, DSYSK, KCNODE, UNGAP, CFORCEN, 
      *                      MXPOI, MXGELE, BET ,PP ,PENE, IFC )              
 
C 
 
 IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
 
C 
 
 DIMENSION  DSYSK(MXPOI*2,MXPOI*2)  
 
 DIMENSION  UNGAP(MXGELE,2), BET(MXGELE), PENE(MXGELE) 
 
 DIMENSION  SKNT(6,6), SKNTT(6,6), SKNN(6,6) 
 
 DIMENSION  VNOS(6), VTS(6), COORD(MXPOI,2), CFORCEN(MXPOI) 
 
 
 
 INTEGER    KCNODE(MXGELE,3) 
 
C 
 
 DO 1000  IC=1,IFC 
 
 
 
 LI=KCNODE(IC,1) 
 
 LJ=KCNODE(IC,2) 
 
 LK=KCNODE(IC,3) 
 
C 
 
 IF(LJ.NE.LK)  THEN   !1 
 
 
 
 X1=COORD(LI,1) 
   X2=COORD(LJ,1) 
 
 X3=COORD(LK,1) 
 
 Y1=COORD(LI,2) 
 
 Y2=COORD(LJ,2) 
 
 Y3=COORD(LK,2) 
 
  
 
       VNOS(1) =  0. 
 
 VNOS(2) =  0. 
 
 VNOS(3) = -UNGAP(IC,1) 
 
 VNOS(4) = -UNGAP(IC,2) 
 
 VNOS(5) =  UNGAP(IC,1) 
 
 VNOS(6) =  UNGAP(IC,2) 
 
C 
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    UTX =  UNGAP(IC,2) 
 
 UTY = -UNGAP(IC,1) 
 
 VTS(1) =  UTX  
 
 VTS(2) =  UTY 
 
 VTS(3) = -(1-BET(IC))*UTX 
 
 VTS(4) = -(1-BET(IC))*UTY 
 
 VTS(5) = -BET(IC)*UTX 
 
 VTS(6) = -BET(IC)*UTY 
 
C 
 
 DL      = ABS(SQRT((X2-X3)**2+(Y2-Y3)**2)) 
 
C 
 
 DO 10  I=1,6 
 
 DO 10  J=1,6 
 
 SKNT(I,J) = VNOS(I)*VTS(J) 
    10 CONTINUE 
 
 
 
 DO 20  II=1,6 
 
 DO 20  JJ=1,6 
 
 SKNTT(II,JJ)= SKNT(JJ,II) 
    20 CONTINUE 
 
 
 
 DO 30  M=1,6 
 
 DO 30  N=1,6  
 
 SKNN(M,N) = (PENE(IC)/DL)*VNOS(M)*VNOS(N) 
    30 CONTINUE    
 
C 
 
 DO 100  IP=1,3 
 
 DO 200  IA=1,3 
 
 
 
 MP=KCNODE(IC,IP) 
 
 M1=(MP-1)*2+1 
 
 M2=(MP-1)*2+2 
 
 
 
 NP=KCNODE(IC,IA) 
 
 N1=(NP-1)*2+1 
 
 N2=(NP-1)*2+2 
 
 
 
 J1=(IP-1)*2+1 
 
 J2=(IP-1)*2+2 
 
 
 
 K1=(IA-1)*2+1 
 
 K2=(IA-1)*2+2 
 
 
 
 DSYSK(M1,N1)= DSYSK(M1,N1)-(PP*PENE(IC)/DL)*(SKNN(J1,K1)  
 
 *              +SKNT(J1,K1)+SKNTT(J1,K1)) 
 
 DSYSK(M1,N2)= DSYSK(M1,N2)-(PP*PENE(IC)/DL)*(SKNN(J1,K2) 
 
 *              +SKNT(J1,K2)+SKNTT(J1,K2)) 
 
 DSYSK(M2,N1)= DSYSK(M2,N1)-(PP*PENE(IC)/DL)*(SKNN(J2,K1)  
 
 *              +SKNT(J2,K1)+SKNTT(J2,K1)) 
 
 DSYSK(M2,N2)= DSYSK(M2,N2)-(PP*PENE(IC)/DL)*(SKNN(J2,K2)  
 
 *              +SKNT(J2,K2)+SKNTT(J2,K2)) 
 
 
   200 CONTINUE 
   100 CONTINUE 
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 ENDIF    !1 
 
 
  1000 CONTINUE 
 
 
 
 RETURN 
 
 END 
 
C           
      C 
 
C-------------------------------------------------------------C 
 
C      C 
        SUBROUTINE TRACTION( SXX, SYY, SXY, KCNODE, UNGAP,TRACN, 
                  *                     TRACT, IFC, MXPOI, MXGELE, CFORCEO, 
                  *                     TFORCEO, ICEDG, COORD, NCE )  
 
C 
 
 IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
 
C 
 
        DIMENSION  SIG(2,2), XNOR(2), XTAN(2), TRACT(MXGELE) 
 
 DIMENSION  SXX(MXPOI), SYY(MXPOI), SXY(MXPOI) 
 
 DIMENSION  UNGAP(MXGELE,2), TRACN(MXGELE), COORD(MXPOI,2) 
 
 DIMENSION  CFORCEO(MXPOI), TFORCEO(MXPOI)  
 
C 
 
 INTEGER    KCNODE(MXGELE,3), ICEDG(MXGELE,2) 
 
C 
 
 DO  I=1,IFC 
 
 NP=KCNODE(I,1) 
 
 TRACN(I)=0. 
 
 TRACT(I)=0. 
 
 SIG(1,1)= SXX(NP) 
 
 SIG(1,2)= SXY(NP) 
 
 SIG(2,1)= SXY(NP) 
 
 SIG(2,2)= SYY(NP) 
 
 XNOR(1) = UNGAP(I,1) 
 
 XNOR(2) = UNGAP(I,2) 
 
 XTAN(1) = -(UNGAP(I,2)) 
 
 XTAN(2) = -(-UNGAP(I,1)) 
 
C 
       DO  J=1,2 
 
 DO  K=1,2 
 
 TRACN(I)=TRACN(I)+XNOR(J)*SIG(J,K)*XNOR(K) 
 
 TRACT(I)=TRACT(I)+XTAN(J)*SIG(J,K)*XNOR(K) 
 
 ENDDO 
 
 ENDDO 
 
C 
 
 ENDDO 
 
 
 
 RETURN 
 
 END 
 
C            
 
C------------------------------------------------------------ 
 
C      
       SUBROUTINE LINESEARCH ( S, UTDISP, COORD, ULSP, ITEDG, ICEDG, NCE, 
            *                       NTE, EULO, SXXEO, SYYEO, SXYEO, CFORCEO,  
            *                       TFORCEO, AUGTFO, AUGTF, NPOIN, NELEM, FMU,  
            *                       INTMAT, ET, INTYPE, MXPOI, MXGELE, MXELE,  
            *                       PP, PT, NEQ, IBC, NIBC, SYSF, NGP, BETP, 
               *                       NODEBC, GAPT, GAPSLO, ERR0  )  
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        IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
 
C 
 
        DIMENSION  UTDISP(MXPOI*2), COORD(MXPOI,2), ULSP(MXPOI*2) 
 
 DIMENSION  XUT(MXPOI*2), XCOORD(MXPOI,2), UTOTAL(MXPOI*2)  
 
 DIMENSION  ET(5,2), EULO(MXELE,3), EUL(MXELE,3), FT(MXPOI*2) 
 
 DIMENSION  SXXEO(MXELE), SYYEO(MXELE), SXYEO(MXELE), GAPT(MXPOI) 
 
 DIMENSION  SXXE(MXELE), SYYE(MXELE), SXYE(MXELE), XGAPT(MXPOI)  
 
 DIMENSION  CFORCEO(MXPOI), TFORCEO(MXPOI), AUGTFO(MXPOI) 
 
 DIMENSION  CFORCEN(MXPOI), AUGTF(MXPOI), XAUGTF(MXPOI) 
 
 DIMENSION  SYSF(MXPOI*2), XSYSF(MXPOI*2), BET(MXGELE) 
 
 DIMENSION  UNGAP(MXGELE,2), PENE(MXGELE), BETP(MXGELE) 
 
 DIMENSION  GAPSLO(MXPOI) 
 
C 
 
        INTEGER  NG(MXGELE), NGP(MXGELE), KCNODE(MXGELE,3) 
   INTEGER  ICEDG(MXGELE,2), ITEDG(MXGELE,2), NODEBC(MXPOI) 
   INTEGER  INTYPE(MXELE), INTMAT(MXELE,3), IBC(MXPOI,2)    
 
C 
 
C  OUTPUT  \  S 
 
C  INPUT  \  UTDISP 
 
 
 
 DO LS=1,1000 
 
 
 
 LIFC=IFC 
 
C 
 
 DO I=1,NEQ 
     XSYSF(I)  = SYSF(I) 
    ENDDO 
 
C 
 
 DO J=1,NPOIN 
 
 IEQ1 = (J-1)*2+1  
 
 IEQ2 = (J-1)*2+2 
 
 XGAPT(J)  = GAPT(J) 
 
 XAUGTF(J) = AUGTF(J) 
 
 XUT(IEQ1) = S*UTDISP(IEQ1) 
 
 XUT(IEQ2) = S*UTDISP(IEQ2)  
 
 XCOORD(J,1) = COORD(J,1) + XUT(IEQ1) 
 
 XCOORD(J,2) = COORD(J,2) + XUT(IEQ2) 
 
 UTOTAL(IEQ1)= ULSP(IEQ1) + XUT(IEQ1) 
 
 UTOTAL(IEQ2)= ULSP(IEQ2) + XUT(IEQ2) 
 
 ENDDO 
 
C 
 
 CALL CHKTESTP( MXPOI, XCOORD, NCE, NTE, LIFC, IFC, 
                *            NGP, UNGAP, KCNODE, MXGELE, ITEDG, ICEDG, 
                *               NODEBC, NIBC, IBC   )  
 
C  
   DO  JI=1,IFC  
   
 
         II=KCNODE(JI,1) 
 
   JJ=KCNODE(JI,2) 
 
   KK=KCNODE(JI,3) 
 
   
 
         NG(JI)=II 
 
 
 
 X1=XCOORD(II,1) 
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 X2=XCOORD(JJ,1) 
 
 X3=XCOORD(KK,1) 
   Y1=XCOORD(II,2) 
 
 Y2=XCOORD(JJ,2) 
 
 Y3=XCOORD(KK,2) 
 
 
   !CALCULATE A PENETRATION VALUE 
      
    PENE(JI)=UNGAP(JI,1)*(X1-X2)+UNGAP(JI,2)*(Y1-Y2) 
 
C  
 
 
 
          IF(JJ.EQ.KK) THEN      !NODE TO NODE 
 
            BET(JI) =  0. 
 
          ELSE        !NODE TO EDGE 
 
            DL  = ABS(SQRT((X3-X2)**2+(Y3-Y2)**2)) 
 
            SJK = ((X3-X2)*(X1-X2)/DL)+((Y3-Y2)*(Y1-Y2)/DL) 
 
            BET(JI) =  SJK/DL 
 
          ENDIF 
 
 
 
 ENDDO 
 
C 
 
 CALL STRESS( NPOIN, NELEM, INTMAT, XCOORD, UTOTAL, ET, INTYPE, 
                 *             EULO, EUL, SXXE, SYYE, SXYE, MXPOI, MXELE, MXGELE ) 
 
C 
 
 DO  LE=1,NELEM 
   SXXE(LE)= SXXEO(LE)+SXXE(LE)   
 
 SYYE(LE)= SYYEO(LE)+SYYE(LE) 
 
 SXYE(LE)= SXYEO(LE)+SXYE(LE) 
 
 ENDDO 
 
C 
 
 CALL FPOINT ( FT, XCOORD ,INTMAT, NEQ, SXXE, SYYE, SXYE, 
                 *             MXPOI, MXELE, MXGELE, NELEM, ET, INTYPE )  
 
C 
 
 CALL UDCONFORCE( IFC, KCNODE, BET, XUT, UNGAP, CFORCEN, 
                 *                 CFORCEO, PENE, PP, MXGELE, MXPOI, XCOORD, 
                 *                 ITEDG, NTE, IBC ) 
 
C----------------------------------------------------------------------------------------C 
 
C CHECK STATE OF CONTACT ELEMENT   C 
 
C----------------------------------------------------------------------------------------C 
 
 DO  IC=1,IFC 
 
 
 
 LI=KCNODE(IC,1) 
   LJ=KCNODE(IC,2) 
 
 LK=KCNODE(IC,3) 
 
 
 
 X1=XCOORD(LI,1) 
   X2=XCOORD(LJ,1) 
 
 X3=XCOORD(LK,1) 
 
 Y1=XCOORD(LI,2) 
 
 Y2=XCOORD(LJ,2) 
 
 Y3=XCOORD(LK,2) 
 
 
 
 ICHK=0 
 
 
   DO  J=1,LIFC 
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    IF(LI.EQ.NGP(J)) THEN 
 
      BP=BETP(J) 
 
      ICHK=ICHK+1 
 
      GOTO 110 
 
    ENDIF 
 
 ENDDO 
 
 
 
 UTX =  UNGAP(IC,2) 
   UTY = -UNGAP(IC,1) 
 
 
   110 CONTINUE 
 
 
 
 IF(ICHK.EQ.0) BP=BET(IC)  
 
 
 
 IF(LJ.EQ.LK) THEN   !!! 
 
 XGAPT(LI)= -UTX*(X1-X2)-UTY*(Y1-Y2) 
 
 DGAPT   = XGAPT(LI) 
 
 ELSE 
 
 DL      = ABS(SQRT((X2-X3)**2+(Y2-Y3)**2)) 
 
 XGAPT(LI)= GAPT(LI)-(BET(IC)-BP)*DL  
 
 DGAPT   = XGAPT(LI)+GAPSLO(LI) 
 
 ENDIF 
 
C 
   DGAPN = PENE(IC) 
 
 FAM   = CFORCEO(LI)+CFORCEN(LI)  
 
 TNORM = (FAM-ABS(FAM))/2. 
 
C 
 
 TRIAL = TFORCEO(LI)+AUGTFO(LI)+PT*DGAPT         
 
 FTR = ABS(TRIAL)-FMU*ABS(TNORM) 
 
C  
 
                     IF(FTR.LE.0.) THEN 
             XAUGTF(LI)=PT*DGAPT 
 
 
 
    ELSE 
 
         DELSI=ABS(FTR)/PT 
 
          SIGNT = TRIAL/(ABS(TRIAL)) 
 
       XAUGTF(LI)= PT*DGAPT-PT*DELSI*SIGNT 
 
       ENDIF 
 
 
 
 ENDDO 
 
C 
 
 CALL GENRB( XSYSF,  UNGAP, KCNODE, IFC, NEQ, MXPOI, MXGELE, 
                *            MXELE, BET, NELEM, ET, INTYPE, XCOORD ,INTMAT, 
                *            NG, CFORCEO, CFORCEN, TFORCEO, XAUGTF, FT, AUGTFO) 
 
C 
 
 ERRORX=0. 
 
 ERRORY=0. 
 
  
    DO  N=1,NPOIN 
 
 JFX=(N-1)*2+1 
 
 JFY=(N-1)*2+2 
 
 ERRORX=ERRORX+(XSYSF(JFX)*XUT(JFX))**2 
 
 ERRORY=ERRORY+(XSYSF(JFY)*XUT(JFY))**2 
 
        ENDDO 
 
C 
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        ERR1 = SQRT(ERRORX+ERRORY) 
 
C 
 
 IF((ABS(ERR1).LT.0.5*ABS(ERR0)).AND.(ERR0.NE.0.)) GOTO 1000 
 
C 
   ALFA=ABS(ERR0/ERR1) 
 
 IF(ALFA.GT.1.)  ALFA=1. 
 
 S=ALFA 
 
 IF(ALFA.LT.0.)THEN 
 
   S=ALFA/2.+SQRT((ALFA/2.)**2-ALFA) 
 
 ELSE 
 
   S=ALFA/2. 
 
 ENDIF 
 
C 
 
 ENDDO 
 
 
         1000    CONTINUE 
 
 
 
 RETURN 
 
 END 
 
C 
 
C----------------------------------------------------------------C 
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