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This thesis presents a study and development of Cobots (Collaborative Robots) in serial 

and parallel configurations. In the serial configuration, a serial link 3D Cobot is choosed as an 
example to study and develop. For the parallel configuration, we analyzed 2D five bar linkage 
Cobot . 

One aim of this thesis is to study CVT network connecting to Cobots in both serial and 
parallel configurations. Kinematics of Cobots in both configurations are presented. In addition, we 
study and analyze  Cobot control algorithm to control the end effectors to follow the design path 
and simulate control results in a computer. Finally, this thesis suggests an approach to input 
power to Cobot. 

From the studying and developing in this thesis ,we can use this result to further design 
and develop Cobots practically.  

Department      Mechanical Engineering           Student’s signature                                        
Field of study    Mechanical Engineering     Advisor’s signature                                        
Academic year                2003                Co-advisor’s signature                                    

catty
Text Box



 

 

จ

กิตติกรรมประกาศ 
 

วิทยานิพนธฉบับนี้ สําเร็จลุลวงไปไดดวยความชวยเหลืออยางดียิ่งของ อ.ดร.วิทยา วัณณ
สุโภประสิทธิ์ อาจารยที่ปรึกษาวิทยานิพนธ ซึ่งทานไดคอยใหคําแนะนําและขอเสนอแนะตางๆ 
ชวยเหลือในสวนที่ติดขัดจนถึงวินาทีสุดทาย และใหกําลังใจเมื่อตัวผูเขียนรูสึกทอแท นอกจาก
สาระความรูจากการทําวิทยานิพนธแลว ผูเขียนยังไดรับแบบอยางที่ดีจากทานอาจารยอีกหลาย
อยางดวย เมื่อคร้ังที่ผูเขียนประสบปญหาจนแทบจะถอดใจก็มีแตทานอาจารยเทานั้นที่เชื่อวา
ผูเขียนจะทําไดสําเร็จ ซึ่งจุดในจุดนี้ทําใหผูเขียนไดเรียนรูหลายสิ่งหลายอยางดวยกัน 

นอกจากนี้ผูเขียนก็ขอขอบคุณ เพื่อนๆที่หองวิจัยทุกคนที่ไมเคยปฏิเสธความชวยเหลือตอ
ผูเขียนในเวลาลําบาก ทั้งยังใหกําลังใจและยินดีเมื่อผูเขียนสําเร็จการศึกษา ขอขอบคุณความ
ชวยเหลือและกําลังใจจากครอบครัวทุกทาน รวมถึงเพื่อนๆทานอื่นๆที่เสนอความชวยเหลือมาให
แมจะไมมีความรูเกี่ยวกับงานของผูเขียนเลย ทุกส่ิงทุกอยางเหลานี้เปนสิ่งค้ําจุนใหผูเขียนสําเร็จ
การศึกษาไดดวยดี 



สารบัญ 
 
  หนา 
บทคัดยอภาษาไทย................................................................................................ ง 
บทคัดยอภาษาอังกฤษ........................................................................................... จ 
กิตติกรรมประกาศ................................................................................................. ฉ 
สารบัญ................................................................................................................. ช 
สารบัญตาราง....................................................................................................... ญ 
สารบัญรูปภาพ...................................................................................................... ฎ 
 
บทที ่

1. บทนาํ...................................................................................................... 1 
1.1 ความสาํคัญและที่มา.......................................................................... 1 
1.2 วัตถุประสงคของการวิจัย..................................................................... 2 
1.3 ขอบเขตการวจิัย................................................................................. 2 
1.4 ประโยชนที่จะไดรับ............................................................................. 2 
1.5 ขั้นตอนการวิจยั.................................................................................. 2 
 

2. เอกสารและงานวิจัยที่เกีย่วของ................................................................. 4 
2.1 ทฤษฎีเบื้องตนของหุนยนตโคบอท........................................................ 4 
2.2 งานวิจยัทางดานหุนยนตโคบอท........................................................... 7 
2.3 ลักษณะทัว่ไปของอุปกรณปรับเปลี่ยนอัตราทดแบบตอเนื่อง (CVT)......... 7 

 
3. การตอเชื่อม CVT........................................................................................... 11 

3.1 การตอเชื่อมแบบอนุกรม............................................................................ 11 
3.2 การตอเชื่อมแบบขนาน.............................................................................. 13 
3.3 3.3 โคบอทแบบใสกําลัง ………………….………………………………….. 15 

 
4. จลนศาสตรของโคบอทแบบอนุกรม................................................................... 17 

4.1 การวิเคราะหการเคลื่อนที่ของแขนกล........................................................... 17 
4.1.1 จลนศาสตรไปขางหนาของแขนกล……………………………….. 19 
4.1.2 จลนศาสตรยอนกลับของแขนกล…………………………………. 20 

4.2 การวิเคราะหการเคลื่อนที่ของโคบอท............................................................. 24 



สารบัญ (ตอ) 
 
  หนา 

 

ซ

4.2.1 ปริภูมิตําแหนงปลาย............................................................... 25 
4.2.2 ปริภูมิจอยท............................................................................. 26 
4.2.3 ปริภูมิการจับคู ..................................................................... 39 
4.2.4 ปริภูมิของมุมปรับอัตราทด...................................................... 41 

 
5. จลนศาสตรของโคบอทแบบขนาน..................................................................... 44 

5.1 การวิเคราะหการเคลื่อนที่ของแขนกล........................................................... 44 
5.1.1 เรขาคณิตวิเคราะห………………………………………………... 45 
5.1.2 สมการเคลื่อนที่ไปขางหนา……………………………………….. 48 
5.1.3 สมการเคลื่อนที่ไปแบบผกผนั……………………………….……. 49 

5.2 การวิเคราะหการเคลื่อนที่ของโคบอท............................................................. 50 
5.2.1 ปริภูมิตําแหนงปลาย............................................................... 51 
5.2.2 ปริภูมิจอยท............................................................................. 51 
5.2.3 ปริภูมิการจับคู......................................................................... 58 
5.2.4 ปริภูมิของมุมปรับอัตราทด....................................................... 59 

5.3 การเลือกอัตราทดใหเปนคาเดียวกนั............................................................. 61 
 

6. การควบคุมและการจําลองการควบคุม……………………………...................... 63 
6.1 ทฤษฎีการควบคุม...................................................................................... 63 
6.2 การจําลองผลการทดลองของหุนยนตโคบอทแบบอนุกรม 3 มิติ..................... 68 
6.3 การจําลองผลการทดลองของหุนยนตโคบอทแบบขนาน 2 มิต.ิ.................... 73 
 

7. บทสรุปและงานวิจัยในอนาคต......................................................................... 79 
7.1 บทสรุป…………………............................................................................ 79 
7.2 งานวิจยัในอนาคต……………………......................................................... 79 

 7.2.1 ทฤษฎีการใสกําลัง……………….……………………………….. 80 
 

รายการอางองิ....................................................................................................... 83 
ภาคผนวก............................................................................................................. 85 

ก. บทความวิจยั………………………………………………………………….. 86 



สารบัญ (ตอ) 
 
  หนา 

 

ฌ

ฉ.1 การประชุมวิชาการเครือขายเครื่องกลแหงประเทศไทยครั้งที่ 15.............. 86 
ฉ.2 การประชุมวิชาการเครือขายเครื่องกลแหงประเทศไทยครั้งที่ 17.............. 91 
ฉ.3 JSAE Annual Congress……………………………………………….... 97 

ประวัติผูเขียนวิทยานิพนธ...................................................................................... 101
 



สารบัญตาราง 
 
  หนา 
ตารางที่ 4.1 คาพารามิเตอรของพารามเิตอรของเดนาวิท-ฮาเทนเบิรกของแขนกล 
  ตัวอยางแบบทรีอาร............................................................................. 5 
 



 

รูปที่ 2.1 เปรียบเทยีบการทํางานของหุนยนตโคบอทกับการวาดเสนตรงโดย 
ไมบรรทัด……………………………………………………………… 4 

รูปที่ 2.2 หุนยนตโคบอทแบบลอเดียว........................................................... 5 
รูปที่ 2.3 การทาํงานของหุนยนตโคบอทแบบลอเดียว…………....................... 6 
รูปที่ 2.4 โคบอทแบบสกูตเตอร…………....................................................... 7 
รูปที่ 2.5 ซีวีทีแบบลอ................................................................................... 8 
รูปที่ 2.6 ซีวีทีแบบทรงกลม……................................................................... 9 
รูปที่ 2.7 โครงสรางของซีวีทีแบบทรงกลม………............................................. 9 
รูปที่ 2.8 ความสัมพันธระหวางมมุปรับอัตราทดกับอัตราสวนของความเร็วเชิงมมุ 10 
รูปที่ 3.1 การตอโครงขายของซวีีทีแบบอนุกรมในกรณีหุนยนตโคบอท 3 จอยท… 11 
รูปที่ 3.2 ตัวอยางการตอซีวีท ี2 ตัวเขากับแขนกล 3 ขอตอแบบอนุกรม.............. 12 
รูปที่ 3.3 การตอโครงขายของซวีีทีแบบขนานในกรณีหุนยนตโคบอท 3 จอยท…... 14 
รูปที่ 3.4 ตัวอยางการตอซีวีท ี3 ตัวเขากับแขนกล 3 ขอตอแบบขนาน…............... 14 
รูปที่ 3.5 การใสกําลงัในกรณีหุนยนตโคบอท 3 จอยท……………...................... 15 
รูปที่ 4.1 ลักษณะของแขนกลแบบทรอีารที่ใชในการวิเคราะห…………............... 18 
รูปที่ 4.2 การตั้งแกนตางๆบนโคบอทแบบอนุกรม 3 มิติ…………........................ 18 
รูปที่ 4.3 แผนผังการเปลี่ยนกรอบการทํางานของโคบอท……………………....... 25 
รูปที่ 4.4 การเคลื่อนที่ในปริภูมิตําแหนงปลาย…….......................................... 26 
รูปที่ 4.5 การเคลื่อนที่ในปริภูมิจอยท………………………………………......... 28 
รูปที่ 4.6 การแปลงการเคลื่อนที่จากปริภูมิตําแหนงปลายไปเปนการเคลื่อนที ่
  ในปริภูมิจอยท………………………………………………................. 29 
รูปที่ 4.7 การเคลื่อนที่ในปริภูมิการจบัคูและการแปลงการเคลื่อนที่จาก 
 ปริภูมิจอยท…………………………………………..…………………. 40
รูปที่ 4.8 การหามุม iβ ...................................................................................... 42
รูปที่ 5.1  โคบอทแบบขนาน 2 มิติ……………...................................................... 45 
รูปที่ 5.2 แบบจําลองของโคบอท 2 มติิ............................................................... 45
รูปที่ 5.3 แบบจําลองแขนกลเพื่อใชในการคํานวณหาคามุมตางๆ........................ 46 
รูปที่ 5.4 สามเหลี่ยม ABE ที่สรางเพือ่ใชในการคํานวณ...................................... 46
รูปที่ 5.5 สามเหลี่ยม BED ที่สรางเพือ่ใชในการคํานวณ…………………….……. 47
รูปที่ 5.6 สามเหลี่ยม BCD ที่สรางเพือ่ใชในการคํานวณ…………….……………. 47
รูปที่ 5.7 แบบจําลองแขนกลเพื่อใชในการคํานวณสมการไปขางหนา……………. 48



สารบัญภาพ(ตอ) 
 
  หนา 

 

ฏ

รูปที่ 5.8 การเคลื่อนที่ในปริภูมิการจบัคูของโคบอทแบบขนาน 2 มิติ……………. 60
รูปที่ 5.9 การสรางอัตราทดของซวีีทีแตละตัวโดยการปรับคามุม Phi (Φ )  
  การวิเคราะหในสวนนี้จะกาํหนดใหคามุม Phi ทั้ง 2 คามคีาเทากนั……. 61
รูปที่ 6.1 เสนทางการเดนิของโคบอท…............................................................. 63
รูปที่ 6.2 บล็อกไดอะแกรมในการควบคุมโคบอท……........................................ 67 
รูปที่ 6.3  แผนผังการควบคุม............................................................................ 68 
รูปที่ 6.4  คาความคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นในการควบคุมปลายแขน 
  โคบอทแบบอนุกรม 3 มิต…ิ……………………………………………… 71 
รูปที่ 6.5  การเคลื่อนเขาหาเสนเฮลกิซของโคบอทแบบอนุกรม 3 มติิ..................... 71 
รูปที่ 6.6  การเคลื่อนที่ของจอยทของโคบอทแบบอนกุรม 3 มิต ิแตละจอยท 
  เมื่อกําหนดให 1 2 2l l= = ................................................................... 72
รูปที่ 6.7  มุมปรับอัตราทดของซีวที ี1 และ 2 ที่ใชในการควบคุมโคบอท 
  แบบอนุกรม 3 มิติ............................................................................... 72
รูปที่ 6.8  คาความคลาดเคลื่อนที่เกิดข้ึนในการควบคุมปลายแขนโคบอท 
  แบบขนาน 2 มิติ................................................................................. 75 
รูปที่ 6.9  เสนทางเดินของโคบอทแบบขนาน 2 มิต…ิ…………….......................... 76 
รูปที่ 6.10 การเคลื่อนที่ของจอยทของโคบอทแบบขนาน 2 มิติแตละจอยท.............. 77 
รูปที่ 6.11 การเคลื่อนที่ในปริภูมิจอยทของโคบอทแบบขนาน 2 มิต.ิ....................... 77 
รูปที่ 6.12 มุมที่ซวีีทีตองกวาดไปสําหรบัโคบอทแบบขนาน 2 มิต.ิ.......................... 78 
รูปที่ 7.1 ทิศทางแรงตามแนวขนานและตั้งฉากกับการเคลื่อนที.่.......................... 80 
 



 

บทที่ 1 
 

บทนํา 
 
1.1 ความสาํคัญและที่มา 

 
มนุษยมีความสามารถในการทํางานตางๆ เชนการใชประสาทสัมผัสทั้ง 5 การตัดสินใจ

ในการแกปญหาเฉพาะหนาไดดี แตในขณะเดียวกันมนุษยก็มีขีดจํากัดในการทํางานเชน ไม
สามารถรับภาระมากๆหรือในงานที่ตองการความแมนยําสูง มนุษยก็ไมสามารถทําไดดีเชนกัน 
ดวยเหตุนี้หุนยนตอุตสาหกรรมจึงไดเขามามีบทบาทในการผลิตมากขึ้น อยางไรก็ตามหุนยนต
อุตสาหกรรมก็มีขอจํากัดเพราะตองรูตําแหนงที่แนนอนของชิ้นงานและตองใชอุปกรณตรวจรู 
(Sensor) จํานวนมากรวมทั้งอุปกรณสําหรับจับยึดช้ินงาน (Jigs and Ficture) ซึ่งมีราคาสูง 
ดังนั้นจึงไดเกิดแนวความคิดที่จะรวมเอาความสามารถของทั้งมนุษยและหุนยนตอุตสาหกรรม
เขาไวดวยกัน โดยการใหมนุษยทํางานรวมกับหุนยนต เชนการใชหุนยนตชวยในการผาตัดหรือ
การชวยประกอบรถยนต 

แนวความ คิดดังกลาวจึงเปนที่มาของหุนยนตโคบอท (Cobot:Collacborative Robot 
หุนยนตโคบอทคือหุนยนตที่ถูกออกแบบมาเพื่อทํางานรวมกับมนุษยโดยตรง เนื่องจากหุนยนตโค
บอท ทํางานในระบบแพสซีฟ (passive system) กลาวคือจะไมสรางแรงโดยตรงตอมนุษย แตจะ
ทําไดเพียงเปลี่ยนทิศทางแรงเทานั้น ดังนั้นหุนยนตโคบอทจึงสามารถทํางานในพื้นที่ทํางาน 
(work space) เดียวกับมนุษยไดอยางปลอดภัย 

วิธีหนึ่งที่หุนยนตโคบอทสามารถชวยการทํางานของมนุษยไดคือการสรางกําแพงเสมือน 
(Virtual Surface) ซึ่งเปนการจําลองพื้นผิวใหมนุษยรูสึกเหมือนกับวามีกําแพงอยูขางหนาทั้งที่ไม
มี ทําใหมนุษยสามารถไถลไปตามกําแพงได ประโยชนที่เห็นไดชัดของกําแพงเสมือนก็เชน การ
สรางพื้นผิวเสมือนรูปกรวยในการประกอบชิ้นงาน ทําใหมนุษยสามารถผลักชิ้นงานไปตามพื้นผิว
ทรงกรวยไดอยางรวดเร็วและยังปองกันการกระทบกันของชิ้นงานอีกดวย 

การจําลองกําแพงเสมือนของหุนยนตโคบอทไมไดใชอุปกรณตนกําลัง (Actuators) 
เชนเดียวกับหุนยนตทั่วไป แตใชซีวีที (CVT :Continuous Variable Transmission)  ซีวีทีคือ
อุปกรณทดกําลังที่สามารถปรับอัตราทดของความเร็วขาเขาและความเร็วขาออกไดอยางตอเนื่อง 
หุนยนตโคบอทใชซีวีทีในการกําหนดความสัมพันธระหวางขอตอของหุนยนตเองโดยจะเปนการ
สรางขอบังคับแบบนอนโฮโลโนมิค (Nonholonomic Constraints) ดวยเหตุนี้จึงสามารถสราง
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กําแพงเสมือนที่มีความราบเรียบและไมสูญเสียพลังงานในการเคลื่อนที่ ซึ่งจะเปนประโยชนใน
การประยุกตใชงานทางอุตสาหกรรม 

วิทยานิพนธฉบับนี้ ศึกษางานวิจัยดานโคบอทและที่เกี่ยวของ การเชื่อมตอของขอตอโค
บอท (ซีวีที) จลนศาสตรของโคบอทแบบอนุกรม และแบบขนานการรวมทั้งควบคุม และการ
จําลองพฤติกรรมของหุนยนตโคบอท 

 
1.2 วัตถุประสงคของการวิจยั 
   

1. เพื่อทําการศึกษาการเชื่อมตอของซีวีทีในรูปแบบอนุกรมและขนาน 
2. เพื่อทําการศึกษาและนําเสนอจลนศาสตรของโคบอทแบบอนุกรมและขนาน 

 
1.3 ขอบเขตของการวิจัย 

 
1. ศึกษาการเชื่อมตอของซีวีทีในรูปแบบอนุกรมและแบบขนาน 
2. นําเสนอจลนศาสตรของหุนยนตโคบอทแบบอนุกรม 3 มิติ 
3. นําเสนอจลนศาสตรของหุนยนตโคบอทแบบขนาน 2 มิติ 
4. นําเสนอระบบควบคุมและจําลองพฤติกรรมของโคบอทแบบขนาน 

 
1.4 ประโยชนที่จะไดรับ 

 
1. เปนพื้นฐานการออกแบบระบบควบคุมหุนยนตโคบอทที่พัฒนาแนวคิดในการควบคุม

หุนยนตโคบอท 
2. เปนแนวทางในการออกแบบหุนยนตแบบโคบอทเพื่อนําไปประยุกตใชงานใน

อุตสาหกรรมตอไป 
 

1.5 ขั้นตอนการวิจัย 
 

1. ศึกษางานวิจัยที่ผานมา เพื่อเปนประโยชนในการออกแบบและควบคุม 
2. ทําการศึกษาการเชื่อมตอซีวีทีในหุนยนตโคบอท 
3. เขียนจลนศาสตรของหุนยนตโคบอทแบบอนุกรม 3 มิติ 
4. เขียนจลนศาสตรของหุนยนตโคบอทแบบขนาน 2 มิติ 
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5. จําลองระบบควบคุม จําลองพฤติกรรมของหุนยนตโคบอททั้งสองรูปแบบในคอมพิวเตอร 
 



 

บทที่ 2 
 

งานวิจัยและทฤษฎีที่เกี่ยวของ 
 
2.1 ทฤษฎีเบ้ืองตนของหุนยนตโคบอท 

 
หุนยนตโคบอทคือแนวคิดที่ออกแบบมาใหมนุษยสามารถทํางานรวมกับหุนยนตใน 

พื้นที่ทํางาน (workspace) เดียวกันได หุนยนตโคบอทแตกตางกับหุนยนตหรืออุปกรณแฮปติค
อินเทอรเฟซ (Haptic Interface) ทั่วไปตรงที่หุนยนตโคบอทจะไมสรางแรงมาบังคับการเคลื่อนท่ี
ของผูใชงาน แตจะทําเพียงเปลี่ยนทิศทางแรงของผูใชงาน สวนการเคลื่อนที่ผูใชงานจะเปนผู
กําหนดขึ้นมาเอง การทํางานของหุนยนตโคบอทจึงเปนการทํางานในระบบแพสซีฟ (Passive) ซึ่ง
จะปลอดภัยตอผูใชในการทํางานรวมกับหุนยนตโคบอท การทํางานดังกลาวคลายกับการใชไม
บรรทัดวาดเสนตรง โดยหุนยนตโคบอททําหนาที่เสมือนไมบรรทดัสวนผูที่ลงมือวาดคือผูใชเอง 

 

 
รูปที่ 2.1 เปรียบเทียบการทาํงานของหุนยนตโคบอทกับการวาดเสนตรงโดยไมบรรทัด 
ในการทํางานของหุนยนตโคบอทจะไมไดใชมอเตอรหรืออุปกรณตนกําลัง (actuators) 

เพื่อสงกําลังใหกับจอยท (joints) แตหุนยนตโคบอทจะใชซีวีที (CVTs : Continuous Variable 
Transmission) ในการควบคุมความสัมพันธระหวางอัตราเร็วของแตละจอยท ทําใหสามารถ
ควบคุมทิศทางการเคลื่อนที่ของหุนยนตโคบอทได อุปกรณซีวีทีนี้จะสรางสรางขอบังคับแบบนอน
โฮโลโนมิค (nonholonomic constraints) ใหกับหุนยนตโคบอททําใหไมวาหุนยนตโคบอทจะมี
จํานวนมิติการทํางาน (task space) เทาไรก็ตาม หุนยนตโคบอทจะมีเพียง 1 องศาอิสระ 
(Degree of Freedom) เทานั้น 

อุปกรณแฮปติคอิน เทอร เฟซโดยทั่ ว ไปสามารถสร างสภาวะจําลอง  ( virtual 
environment) ตางๆ ไดโดยใชคอมพิวเตอรควบคุม ยกตัวอยางเชน การสรางพื้นผิวหรือกําแพง
จําลอง (virtual surfaces, virtual walls) ในขณะที่มนุษยเคลื่อนจับตําแหนงปลาย (end 
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effector) ของอุปกรณแฮปติคอินเทอรเฟซไปชนหรือผานเขาไปในกําแพงจําลอง คอมพิวเตอรจะ
ส่ังใหมอเตอรใชแรงผลักตานดันใหตําแหนงปลายออกนอกกําแพง ถาเราตองการจําลองกําแพง
เสมือน ใหเหมือนกําแพงจริงแลว กําแพงจําลองตองมีความแข็ง (stiffness) สูงมาก มอเตอรที่ใช
ตองมีขนาดใหญเพื่อที่จะขับแรงตานไดเพียงพอและตองใชเกน (gain) ในการควบคุมสูงทําให
เกิดสภาวะไมเสถียร (instability) ไดงาย ในขณะที่ หุนยนตโคบอทไมไดใชมอเตอรขับจอยท 
โดยตรง แตใชในซีวีทีเทานั้น ทําใหไมตองใชมอเตอรที่มีขนาดใหญมาก จึงไมเกิดปญหาดังกลาว 

การทาํงานของ หุนยนตโคบอทจะมกีารทาํงาน 2 ลักษณะคือ 
1) การทํางานแบบอิสระ ( Virtual Caster ) 

การทํางานในลักษณะนี้ ผูใชจะรูสึกเหมือนกับสามารถเคลื่อนที่ไดอยางอิสระ 
หุนยนตโคบอทจะเปลี่ยนทิศทางการเคลื่อนที่ของหุนยนตโคบอทใหเปนไปตามการ
เคลื่อนที่ของผูใช 
2) การทํางานแบบบังคับ ( Virtual Wall ) 

ในการทํางานลักษณะนี้หุนยนตโคบอทจะสรางกําแพงเสมือนขึ้นมา เมื่อผูใช
เคลื่อนที่เขาหากําแพงเสมือน ผูใชจะไมสามารถเคลื่อนหุนยนตโคบอทใหทะลุกําแพงได 
แตจะไถลไปตามกําแพง ถาผูใชออกแรงใหหุนยนตโคบอทเคลื่อนเขาหากําแพงเสมือน 
หุนยนตโคบอทจะตานแรงนั้นไว ถาเคลื่อนไถลไปตามกําแพงหุนยนตโคบอทจะไมตาน
แรง และถาเคลื่อนออกจากกําแพงหุนยนตโคบอทจะกลับไปทํางานในแบบอิสระ 

เพื่อใหเขาใจการทํางานของหุนยนตโคบอทไดดีข้ึน จะขอยกตัวอยางการทาํงาน
ของ หุนยนตโคบอทที่งายที่สุดนั่นคือหุนยนตโคบอทแบบลอเดียว (Unicycle Cobot) ดัง
รูปที่ 2.2 

 

 
รูปที่ 2.2 หุนยนตโคบอทแบบลอเดียว 

 
จากรูปเปนหุนยนตโคบอทแบบลอเดียว ซึ่งมีลักษณะคือเปนหุนยนตลอเดียว

เคลื่อนที่ในระนาบ x-y โดยรางนําทาง แกนของลอหุนยนตโคบอทจะตั้งตรงอยู
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ตลอดเวลา มอเตอรของหุนยนตโคบอทจะไมสามารถขับเคลื่อนหุนยนตโคบอทได จะทํา
ไดเพียงเปลี่ยนทิศทางของลอเทานั้น ที่มือจับของหุนยนตโคบอทจะมีอุปกรณตรวจรูแรง 
(Force Sensor) ติดอยูเพื่อวัดแรงในแนวแกน x-y ทําใหหุนยนตโคบอท สามารถวัด
ขนาดและทิศทางของแรงรวมที่กระทําตอหุนยนตโคบอทได หุนยนตโคบอทแบบลอเดียว
สามารถทํางานทั้ง 2 ลักษณะไดดังนี้คอื 
1) การทํางานแบบอิสระ (Virtual Caster) 

หุนยนตโคบอทแบบลอเดียวสามารถทํางานแบบอิสระไดโดยการหมุนแกนของ
ลอใหเปนไปตามทิศทางแรงของผูใช ซึ่งสามารถหาไดจากอุปกรณตรวจรูแรง 
2) การทํางานแบบบังคับ (Virtual Wall) 

เมื่อผูใชออกแรงเคลื่อนเขาหากําแพงเสมือน (ซึ่งสามารถหาไดจากอุปกรณ
ตรวจรูแรง) หุนยนตโคบอทแบบลอเดียวจะหมุนลอใหมีทิศทางสัมผัสกับกําแพงเสมือน 
ทําใหผูใชเสมือนวาเคลื่อนที่ไถลไปตามกําแพง แตถาผูใชเคลื่อนที่ออกจากกําแพง 
หุนยนตโคบอทแบบลอเดียวก็จะกลับไปทํางานในแบบอิสระการทํางานของ หุนยนตโค
บอทแบบลอเดียวสามารถจําลองไดดังรูปที่ 2.3 

รูปที่ 2.3 การทํางานของหุนยนตโคบอทแบบลอเดียว 
ในรูปที่ 2.3 รูปซายแสดงการเคลื่อนที่ของหุนยนตโคบอทแบบลอเดียว ลูกศรใน

รูปแสดงแรงที่ผูใชกระทํา สมมติใหกําแพงเสมือนอยูที่ตําแหนง x = 4 จะเห็นไดวาในการ
ทํางานแบบอิสระหุนยนตโคบอทแบบลอเดียวจะเคลื่อนที่ตามแรงของผูใช แตเมื่อไปชน
กําแพงเสมือนหุนยนตโคบอทแบบลอเดียวจะตานแรงไว รูปขวาแสดงทิศทางของลอของ
หุนยนตโคบอทแบบลอเดียว 
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2.2 งานวิจัยทางดานหุนยนตโคบอท 

 
แนวความคิดของหุนยนตโคบอทไดเริ่มพัฒนาขึ้นตั้งแตป ค.ศ.1995 โดยเริ่มจาก หุนยนตโคบอทแบบ

ลอเดียว จากนั้น Wannasuphoprasit[9]ไดพัฒนาหุนยนตโคบอทแบบลอเดียวมาเปนโคบอทแบบสกูตเตอร 
(Scooter Cobot)[11] เพื่อกําจัดปญหาซิงกูลารริตี (singularity) ที่เกิดขึ้นกับ หุนยนตโคบอท 

ปจจุบันนี้งานวิจัยในดานนี้ไดรับการพัฒนาทั้งในดานการออกแบบ เชนหุนยนตโคบอทแบบทรีดีพี 
(3DP) ของ สิริศักดิ์ ศิริเกษมสุข ที่อาศัยการเปลี่ยนแกนหมุนของลูกทรงกลมมาเปนแนวคิดในการออกแบบ 
นอกจากนี้ยังมีการพัฒนาในดานการทดลองอีกดวย 

 
 
 
 
 
 
 
 

รูป 2.4 โคบอทแบบสกูตเตอร 
 

2.3 ลักษณะทั่วไปของอุปกรณปรับเปลี่ยนอัตราทดแบบตอเนื่อง (CVT) 

 
ซีวีทีคืออุปกรณสงถายกําลังที่สามารถปรับเปลี่ยนอัตราทดไดอยางตอเนื่อง ในการ

ทํางานของหุนยนตโคบอท ซีวีทีจะทําหนาที่สราง สรางขอบังคับแบบนอนโฮโลโนมิคขึ้นมาเพื่อ
บังคับใหหุนยนตโคบอทมีองศาอิสระเหลือเพียง 1 เทานั้น ซีวีทีมีการออกแบบและจัดสรางไว
หลายแบบ เชนซีวีทีแบบโคน (Cone Friction CVT) ,ซีวีทีแบบสายพานวี (V-belt CVT) หรือซีวีที
แบบไมมีสายพาน (Beltless CVT) ซึ่งแตละแบบลวนมีขอดีขอเสียในตัวอยู ซีวีทีที่ใชในงาน
หุนยนตโคบอทจะตองสามารถเปลี่ยนอัตราทดไดไมจํากัด ในปจจุบันนั้นมีอยูดวยกัน 2 ชนิดคือ 

1) ซีวีทีแบบลอ (Wheel CVT) 
ลอนั้นสามารถทําหนาที่เปนซีวีทีไดโดยการปรับเปลี่ยนมุมของลอ 
 
 

Force Sensor

Steering 
Motor 

Wheel CVT 
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รูปที่ 2.5 ซีวทีแีบบลอ 
 

รูปที่ 2.5 แสดงซีวีทีแบบลอ รูปซายแสดงถึงโครงสรางของซีวีที ลอจะมีมอเตอร
ติดอยูที่แกนหมุนทําใหปรับเปล่ียนมุมลอไดตลอด รูปขวาแสดงการปรับเปลี่ยน
อัตราสวนระหวางความเร็วในแนวแกน x และ y เมื่อหมุนลอไปดวยมุม θ เทียบกับแกน 
x จะไดวาอัตราสวนระหวางความเร็วในแนวแกน x และ y คือ 

 

tany

x

v
v

θ=         (2.1) 

เมื่อ Vx คือความเร็วในแนวแกน x 
 Vy คือความเร็วในแนวแกน y 
 θ คือมุมที่วัดจากแกน x ไปที่แนวลอ 
ซีวีทีแบบลอนี้ไดถูกนํามาใชในหุนยนตโคบอทแบบลอเดียวและโคบอท

แบบสกูตเตอรโดย Wannasupoprasit 
2) ซีวีทีแบบทรงกลม (Spherical CVT) 

ซีวีทีชนิดนี้คิดคนขึ้นมาโดย Moore[12] เพื่อใชในการปรับเปลี่ยนอัตราสวนของ
ความเร็วเชิงมุมในจอยทแบบหมุน (Revolute Joints) ซีวีทีแบบทรงกลมมีลักษณะดังรูป
ท่ี 2.6 

 

αθ =
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รูปที่ 2.6 ซีวทีแีบบทรงกลม 
 
 

รูปที่ 2.7 โครงสรางของซวีีทแีบบทรงกลม 
 

ซีวีทีแบบทรงกลมมีโครงสรางและการทํางานดังนี้คือ ซีวีทีแบบทรงกลมมี
สวนประกอบหลักที่สําคัญคือลอขับ (Drive Rollers) เพื่อถายทอดกําลังใหกับจอยททั้ง 
2 ที่ถูกขับดวยซีวีที ลูกกลมตรงกลางเพื่อเปนตัวกลางในการสงถายกําลัง และลอปรับ
อัตราทด (Steering Rollers) เพื่อปรับอัตราสวนของความเร็วเชิงมุม โดยที่อัตราสวนของ
ความเร็วเชิงมุมที่ตอเขากับซีวีที มีความสัมพันธกับมุมที่ลอปรับอัตราทดหมุนไป θ 
ดังนี้คือ 

 
2

1

sin 2 cos
sin 2 cos

ω θ θ
ω θ θ

−
=

+
      (2.2) 

เมื่อ ω1 คือความเร็วเชิงมุมขาออกของซีวีที 
 ω2 คือความเร็วเชิงมุมขาเขาของซีวีที 
 θ คือมุมที่บิดไปของลอปรับอัตราทด 



 

 

10

อนึ่งในซีวีทีแบบทรงกลม 1 ตัวนั้นจะมีลอปรับอัตราทดอยู 2 ลอ โดยที่แตละลอ
จะหมุนไปดวยมุมเดียวกันโดยการบังคับของกลไก 

ทั้งลอขับและลอปรับอัตราทดจะสัมผัสกับลูกกลมตรงกลาง โดยมีการวางตัวใน
ลักษณะที่สมดุลยคลายทรงเหลี่ยม 4 หนา (Tetrahedral) ทําใหลูกกลมอยูกับที่ ทําใหมี
แกนหมุนผานจุดศูนยกลางลูก เมื่อหมุนลอปรับอัตราทดไปแกนหมุนก็จะเปลี่ยน โดย
การจัดวางตําแหนงทําใหแกนหมุนอยูในระนาบระหวางลอขับทั้ง 2 พอดี เมื่อเปลี่ยน
แกนหมุนโดยการปรับมุมของลอปรับอัตราทดก็จะทําใหอัตราสวนของความเร็วเชิงมุมที่
ตอเขากบัซีวีทีเปลี่ยนไปดังรูป 
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รูปที่ 2.8 ความสัมพนัธระหวางมุมปรับอัตราทดกับอัตราสวนของความเร็ว
เชิงมุม 

 



 

บทที่ 3 
 

การตอเชื่อมซีวีท ี

การทํางานของซีวีทีนั้นเปนการควบคุมอัตราทดระหวางความเร็ว 2 แกน ในกรณีที่
ตองการควบคุมอัตราทดของความเร็วมากกวา 2 แกนขึ้นไปนั้นจําเปนตองใชซีวีทีมากกวา 1 ตัว 
ดังนั้นในการทํางานดังกลาวจึงตองอาศัยการเชื่อมโยงโครงขายของซีวีทีในการทํางาน การ
เชื่อมโยงโครงขายนั้นอาจทําไดโดยการเชื่อมโยงซีวีทีแตละตัวเขากับความเร็วที่ตองการควบคุม
อัตราทดทีละคูๆไปซ่ึงก็เปนแนวคิดของการตอเชื่อมโครงขายแบบอนุกรม หรืออาจทําโดยการ
เชื่อมโยงซีวีทีทุกตัวเขากับแกนหมุนรวมอีกตัว ทําใหเกิดการควบคุมอัตราทดระหวางความเร็วทุก
ตัวกับความเร็วของแกนหมุนอีกตัวได เมื่อควบคุมอัตราทดดังกลาวไดก็จะสามารถควบคุมอัตรา
ทดระหวางความเร็วทุกความเร็วไดโดยปริยาย การเชื่อมโยงดังกลาวเปนแนวคิดของการตอเชื่อม
โครงขายแบบขนาน การเชื่อมโยงโครงขายของซีวีทีทั้งแบบอนุกรม และแบบขนาน มีรายละเอียด
ดังนี้จะอธิบายในหัวขอถัดไป 
 
3.1 การตอเชื่อมแบบอนุกรม 

 
การตอแบบนี้ จะเชื่อมจอยทเขากับซีวีทีแตละตัว ทีละคูจนไดอัตราสวนระหวางความเร็ว

เชิงมุมของทุกจอยทดังนั้นถาหุนยนตโคบอทมีอยู n จอยท จะตองใชซีวีทีทั้งสิ้น n-1 ตัว พิจารณา
ตัวอยางของโครงขายซีวีทีดังรูปที่ 3.1 

 
Work Space

, ,x yv v ω

Jacobian

1ω 2ω

CVT1

Joint
Space 3ω

CVT22

1

1ratio ω
ω

=

3

2

2ratio ω
ω

=
 

 
รูปที่ 3.1 การตอโครงขายของซีวทีีแบบอนุกรมในกรณีหุนยนตโคบอท 3 จอยท 
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จากรูปที่ 3.1 เปนตัวอยางการตอโครงขายซีวีทีแบบอนุกรมของหุนยนตโคบอท 3 จอยท 
โดยความเร็วที่ตําแหนงปลายของโคบอทในแนว x y และความเร็วเชิงมุมที่ปลายแขนคือ xv , yv  
และ ω ตามลําดับ ความเร็วเชิงมุมของขอตอทั้ง 3 คือ 1ω , 2ω  และ 3ω  ตามลําดับ ซีวีทีตัวแรก
ตอเขากับจอยท 1 และ 2 ซีวีทีอีกตัวตอเขากับจอยท 2 และ 3 ทําใหสามารถหาอัตราสวนระหวาง
ความเร็วเชิงมุมระหวางจอยท 1 และ จอยท 2 และระหวางจอยท 2 และ จอยท 3 ทําใหได
อัตราสวนระหวางความเร็วเชิงมุมของจอยทs ทั้ง 3 ได เมื่อความเรว็เชิงมุมทั้ง 3 ผานจาโคเบียน 
(Jacobian) ก็จะสามารถควบคุมความสัมพันธระหวาง xv , yv  และ ω  ทําใหสามารถควบคุม
ทางเดินของหุนยนตโคบอทได และในทางกลับกันถาตองการความสัมพันธระหวาง xv , yv  และ 
ω ก็สามารถสงผานคาดังกลาวผานจาโคเบียนผกผัน (Jacobian Inverse) เพื่อใหไดอัตราสวน
ระหวาง 1ω , 2ω  และ 3ω  ได 

 

 

 
รูปที่ 3.2 ตวัอยางการตอซีวที ี2 ตัวเขากับแขนกล 3 ขอตอแบบอนุกรม 

 
รูปที่ 3.2 แสดงตัวอยางการตอซีวีที 2 ตัวแบบอนุกรมเขากับโคบอท 3 จอยท ใหเห็นจริง 

แกนหมุนของจอยท 1 ตอผานเฟองทดเขากับซีวีทีตัวแรก แกนหมุนของจอยท 2 ตอผานเฟองทด
เขากับซีวีที 2 ตัว เมื่อตอเขาซีวีทีตัวแรกจะทําใหควบคุมอัตราทดของความเร็วเชิงมุมของจอยท 1 
และจอยท 2 ได จากซีวีทีตัวแรก สวนซีวีทีอีกตัวตอเขากับจอยท 2 และ จอยท 3 ทําใหควบคุม
อัตราทดของความเร็วเชิงมุมของจอยท 2 และ จอยท 3 ไดซึ่งจากหลกัการที่ไดกลาวไปแลวจะทํา
ใหสามารถควบคุมเสนทางเดินของโคบอทในรูป 3.2 ได 
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3.2 การตอเชื่อมแบบขนาน 

 
การตอแบบขนานนี้จะมีเพลากลาง (Common shaft) อยูและตอซีวีทีทุกตัวเขากับ เพลา

กลางดานหนึ่ง และเขากับจอยทแตละจอยท อีกดานหนึ่ง นั่นคือแทนที่จะตอซีวีทีใหแตละจอยท 
สรางความสัมพันธระหวางกัน ก็ตอซีวทีีใหสรางความสัมพันธระหวางความเร็วเชิงมุมของแตละ 
จอยทกับความเร็วเชิงมุมของเพลากลางซึ่งถาไมไดใสกําลังเขาไปความเร็วเชิงมุมของเพลากลาง 
ก็จะเปนผลมาจากความเร็วเชิงมุมของทุกๆจอยทนั่นเอง ในการตอแบบนี้ถาหุนยนตโคบอทมี n 
จอยทจะตองมีจํานวนซีวีทีทั้งสิ้น n ซีวีที ซึ่งจะมีซีวีทีที่เกินความจําเปนมา 1 ตัว เหตุผลที่
ออกแบบวิธีตอวิธีนี้ก็คือ เพื่อปองกันไมใหอัตราทดที่ซีวีทีสรางขึ้นมีคามากเกินไป[6] เชนในกรณี
หุนยนตโคบอท 3 จอยท ถาอัตราเร็วเชิงมุมของจอยท 2 มีคานอยมากจนเกือบเปนศูนย จะไดวา 
ซีวีที 2 ซึ่งใหความสัมพันธระหวางอัตราเร็วเชิงมุมของจอยท 3 และจอยท 2 จะตองมีคาเปน
อนันต 

3
2 2

2

0.... ωω
ω

→ Τ = →∞      (3.1) 

ในกรณีที่มีเพลากลางจะไดวาความเร็วของเพลากลางคือ 
 

∑

∑

=

=

Τ
= n

i
i

n

i
i

1

1
0

ω
ω        (3.2) 

เมื่อ 0ω  คือความเร็วเชงิมุมของเพลากลาง 
 iω  คือความเร็วเชงิมุมของแตละขอตอที่ตอเขากับซีวทีีแตละตัว 
 iΤ  คืออัตราสวนระหวางความเร็วเชิงมมุของแตละขอตอกับ 

ความเร็วเชิงมมุของเพลากลาง 
 
จากสมการ (3.2) จะเห็นไดวาคา 0ω ซึ่งเปนตัวหารในการหาอัตราทดจะไมเปน 0 ถา 

จอยททั้งหลายมีความเร็ว ดงันัน้อัตราทดที่ซีวทีีแตละตัวสรางขึน้จึงจะไมมีคาเขาใกลอนนัต 
ตัวอยางโครงขายของซีวทีีแบบขนานในกรณีหุนยนตโคบอท 3 จอยทแสดงดังรูป ที่3.3 
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Work Space
, ,x yv v ω

Jacobian

1ω 2ω

CVT1

Joint
Space 3ω

CVT2 CVT3

0ω0

i
iratio ω

ω
=

 
รูปที่ 3.3 การตอโครงขายของซีวทีีแบบขนานในกรณีหุนยนตโคบอท 3 จอยท 

 
ดังเชนในกรณีของการตอแบบอนุกรม หลักการควบคุมทางเดินและการสงผาน

คาพารามิเตอรผานจาโคเบียนก็เปนเชนเดียวกัน แตในกรณีการตอแบบขนานนี้ความเร็วเชิงมุม
ของจอยททั้ง 3 จะสงผานเขากับซีวีทีแตละตัวโดยไมตองจับกันเปนคูๆกอน จากนั้นเมือ่ซวีทีแีตละ
ตัวสรางความสัมพันธระหวางความเร็วเชิงมุมของแตละจอยทกับความเร็วเชิงมุมของเพลากลาง
ซึ่งความเร็วเชิงมุมของเพลากลางก็เปนผลมาจากความเร็วเชิงมุมของทุกจอยท ดังสมการ (3.2) 
ก็จะทําใหสามารถสรางความสัมพันธระหวางความเร็วเชิงมุมของทุกจอยทได 

 

 
รูปที่ 3.4 ตวัอยางการตอซีวที ี3 ตัวเขากับแขนกล 3 ขอตอแบบขนาน 

CVT 3 Joint 1 

Link 1 

Joint 2 

Link 2 

Joint 3 

Link 3 

CVT 2 CVT 1 
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รูปที่ 3.4 แสดงตัวอยางการตอซีวีทีแบบขนานจริง การออกแบบคอนขางจะมีความ
ซับซอนมากกวาแบบอนุกรม ซีวีทีทั้ง 3 จะไมสามารถเคลื่อนที่ไปกับแขนกลได มิฉะนั้นก็ตอง
ออกแบบระบบสงกําลัง (Transmission) ของซีวีทีกับเพลากลางเปนแบบพิเศษ จากรูปที่ 3.4 เมื่อ
ซีวีทีไมสามารถเคลื่อนท่ีไดทําใหไมสามารถใชเฟองทดสงกําลังได จึงตองอาศัยระบบสงกําลังที่
สามารถทําใหแขนกลเคลื่อนที่ไปไดซึ่งอาจจะเปนการใชสายเคเบิลเปนตน 

นอกจากนี้การตอแบบขนานจะทําใหสามารถใสกําลัง (Power) เขาไปไดอีก ดังจะ
อธิบายในหัวขอถัดไป 

 
3.3 โคบอทแบบใสกําลัง (Power Cobot) 

 
ในการตอแบบขนานถาเราใสกําลังใหกับเพลากลางจะทําใหมีกําลังเกิดขึ้นที่ตําแหนง

ปลายของหุนยนตโคบอท แตทิศทางการเคลื่อนที่ยังควบคุมเหมือนเดิม ตัวอยางของการตอ
โครงขายในกรณีโคบอทแบบใสกําลัง 3 จอยทแสดงดังรูปที่ 3.5 

 

Work Space
,x yτ τ

Jacobian

1 1,ω τ 2 2,ω τ

CVT1

Joint
Space 3 3,ω τ

CVT2 CVT3

0 0,ω τ0

i
iratio ω

ω
=

 
รูปที่ 3.5 การใสกําลังในกรณีหุนยนตโคบอท 3 จอยท 

 
ในกรณีนี้นอกจากจะตองสงผานความเร็วแลวยังตองสงผานคาแรงบิดที่ปลายแขนทั้งใน

แนวแกน x และ y คือ xτ  และ yτ  ตามลําดับ สงผานกับคาแรงบิดที่จอยททั้ง 3 และแรงบิดที่ 
เพลากลางคือ 1τ  2τ  3τ  และ 0τ  ตามลําดับ การสงผานคาแรงบิดทั้ง 2 กรอบการทํางานทําได
โดยการสงผานจาโคเบียนผกผัน เมื่อตองการใหเกิดกําลังที่ปลายแขนของหุนยนตโคบอทก็ทําได
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โดยใสแรงบิดใหกับเพลากลางและผานจาโคเบียนผกผันกําลังที่ไดนี้จะเปนกําลังที่เกิดขึ้นในทิศ
ทางการเคลื่อนที่ของโคบอทเทานั้น ซึ่งการควบคุมทิศทางก็ทําไดเชนเดิม การที่กําลังที่เกิดขึ้นเกิด
ในทิศทางการเคลื่อนที่เทานั้นทําใหเกิดความปลอดภัยในการทํางาน 
 



 

บทที่ 4 
 

จลนศาสตรของโคบอทแบบอนุกรม 

ในการวิเคราะหจลศาสตรการเคลื่อนที่นั้นแบงเปน 2 ประเภทคือการวิเคราะหจลศาสตร
การเคลื่อนที่ของแขนกลและการวิเคราะหการเคลื่อนที่ของโคบอท การวิเคราะหการเคลื่อนที่ของ
แขนกลแบงเปนการวิเคราะหสมการการเคลื่อนที่ไปขางหนา (Forward Kinematics) และสมการ
การเคลื่อนที่แบบยอนกลับ (Inverse Kinematics) การวิเคราะหการเคลื่อนที่ดังกลาวเปนการ
วิเคราะหเพื่อหาตําแหนงของแขนกลเพื่อใชในการวิเคราะหจลศาสตรการเคลื่อนที่ของโคบอท
ตอไป การวิเคราะหการเคลื่อนที่ของโคบอทนั้นจะไมวิเคราะหเพียงแคตําแหนง แตจะเปนการ
วิเคราะหในมิติการเคลื่อนที่อ่ืนๆดวยไดแก ความเร็วทั้งขนาดและทิศทาง ความโคง เวคเตอรตั้ง
ฉากกับการเคลื่อนที่ และระยะทางที่โคบอทเคลื่อนที่ไป การวิเคราะหคาพารามิเตอรดังกลาวจะ
ใชในการแปลงกรอบการทํางานของโคบอทและควบคุมโคบอทตอไป ในบทนี้จะเปนการวิเคราะห
การเคลื่อนที่ทั้งของแขนกลและของโคบอทที่ใชการตอเชื่อมซีวีทีแบบอนุกรม แขนกลที่ใชเปน
ตัวอยางในการวิเคราะหนั้นเปนแขนกลอยางงายๆคือเปนแขนกลแบบทรีอาร (3R) เพื่อใหเหน็การ
เชื่อมโยงไดชัดเจนมากขึ้น  
 
4.1 การวิเคราะหการเคลื่อนที่ของแขนกล 

 
แขนกลที่ใชในการวิเคราะหเบื้องตนน้ันมีลักษณะเปนแขนกลแบบทรีอาร (3R:3 

Revolute Joints) ซึ่งแตละจอยทจะตอเขากับซีวีทีทั้งในแบบอนุกรมและแบบขนาน แขนกลที่
ออกแบบไวมีลักษณะดังรูปที่ 4.1 

แกนหมุนของขอตอที่ 1 จะตั้งฉากกับพื้น แกนหมุนของขอตอที่ 2 และ 3 จะขนานกับพื้น
ดังรูปที่ 4.1 ทําใหปลายแขนของโคบอทสามารถกวาดไปไดในปริภูมิ 3 มิติ เพื่อความสะดวกใน
การคาํนวณจะแทนความยาวของแขนทอนที่ 1 (ระหวางขอตอที่ 2 และขอตอที่ 3) เปน 1l  และ
แทนความยาวของแขนทอนที่ 2 (ระหวางขอตอที่ 3 ถึงปลายแขนโคบอท) เปน 2l  การคํานวณหา
คา พารามิเตอรตางๆ ทําไดดังนี้ 
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รูปที่ 4.1 ลักษณะของแขนกลแบบทรีอารที่ใชในการวิเคราะห 
 
 

 
รูปที่ 4.2 การตั้งแกนตางๆบนโคบอทแบบอนุกรม 3 มิต ิ
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4.1.1 จลนศาสตรไปขางหนาของแขนกล 
 

จากแขนกลดังรูป สามารถหาพารามิเตอรของเดนาวิท-ฮาเทนเบิรก (Denavit-
Hatenberg Parameter) [14] ไดดังนี้ 

 
   ตารางที่ 4.1 คาพารามิเตอรของพารามิเตอรของเดนาวิท-ฮาเทนเบิรก  

  ของแขนกลตัวอยางแบบทรีอาร 
i  1iα −  1ia −  id  iθ  
1 0 0 0 1θ  

2 -90° 0 0 2θ  
3 0 1l  0 3θ  
4 -90° 0 2l  0 

 
หาเมตริกซแปลงรูป (Transformation Matrix) ของแตละแขน (link) ไดดังนี้  
 

   
1 1

1 10
1

0 0
0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

c s
s c

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥Τ =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

    (4.1) 

2 2

1
2

2 2

0 0
0 0 1 0

0 0
0 0 0 1

c s

s c

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥Τ =
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥
⎣ ⎦

    (4.2) 

3 3 1

3 32
3

0
0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

c s l
s c

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥Τ =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

    (4.3) 

23
4

1 0 0 0
0 0 1
0 1 0 0
0 0 0 1

l
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥Τ =
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

     (4.4) 

เมื่อ  j
iΤ  คือเมตริกซแปลงรูปจากกรอบที่ i  ไปกรอบที่ j  

 is  คือ ( )sin iθ  
  ic  คือ ( )cos iθ   
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 ijs  คือ ( )sin i jθ θ+  
 ic  คือ ( )cos i jθ θ+  
 
สามารถหาเมตริกซแปลงรูปของแขนกลไดดังนี้ 
 

  
23 23 1 2

1 1 2
3 2 3

23 23 1 2

0
0 0 1 0

0
0 0 0 1

c s l c

s c l s

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥Τ = Τ Τ =
⎢ ⎥− − −
⎢ ⎥
⎣ ⎦

   (4.5) 

23 23 23 2 2 1

1 1 3
4 3 4

23 23 23 2 2 1

0
0 1 0 0

0
0 0 0 1

c s s l c l

s c c l s l

− − +⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥Τ = Τ Τ =
⎢ ⎥− − − −
⎢ ⎥
⎣ ⎦

  (4.6) 

1 23 1 1 23 1 23 2 2 1

1 23 1 1 23 1 23 2 2 10 0 1
4 1 4

23 23 23 2 2 1

( )
( )

0
0 0 0 1

c c s c s c s l c l
s c c s s s s l c l

s c c l s l

− − +⎡ ⎤
⎢ ⎥− − − +⎢ ⎥Τ = Τ Τ =
⎢ ⎥− − − −
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (4.7) 

 
 โดยเมตริกซแปลงรูปจากกรอบที่ฐาน (กรอบที่ 0) ไปยังกรอบที่ปลายแขน 

(กรอบที่ 4) สามารถหาจลนศาสตรการเคลื่อนที่ไปขางหนาไดดังนี้ 
 

 
( )
( )

1 23 2 2 1

1 23 2 2 1

23 2 2 1

x

y

z

p c s l c l

p s s l c l

p c l s l

= − +

= − +

= − −

      (4.9) 

 เมื่อ xp  คือตําแหนงที่ปลายแขนวัดตามแนวแกน x  
 yp  คือตําแหนงที่ปลายแขนวัดตามแนวแกน y  
 zp  คือตําแหนงที่ปลายแขนวัดตามแนวแกน z  

 
4.1.2 จลนศาสตรยอนกลับของแขนกล 

 
จากจลนศาสตรไปขางหนาของแขนกลและเมตริกซแปลงรูปที่ไดวิเคราะหไว 

สามารถหาจลนศาสตรยอนกลับของแขนกลไดดังตอไปนี้ 
คํานวณหา 4

1Τ  ไดดังนี้ 
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23 23 23 2 2 1

1 0 1 0
4 1 4

23 23 23 2 2 1

0
0 1 0 0

0
0 0 0 1

c s s l c l

s c c l s l
−

− − +⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥Τ = Τ Τ =
⎢ ⎥− − − −
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (4.10) 

เมื่อ 1j
i

−Τ  คือเมตริกซผกผัน (Inverse Matrix) ของ j
iΤ  

 
จากสมาชิก (2,4) ของ 4

1Τ  จะไดวา 
 

011 =+− yx pcps       (4.11) 
 

จากสมการ (4.11) จะไดวา 
 

),(2tan1 xy ppA=θ      (4.12) 

    
จากสมาชิก (1,4) และ (3,4) ของ 4

1Τ  จะไดวา 
 

1222311 lclspspc yx +−=+     (4.13)  
   12223 lslcpz −−=       (4.14) 
        
นําสมการ (4.11)2+(4.13)2+(4.14)2 จะไดวา 
  

K
ll

pppll
s zyx =

−−−+
=

21

2222
2

2
1

3 2
   (4.15) 

2
3 1 Kc −=       (4.16) 

  
จากสมการ (4.15) และ (4.16) สามารถหา 3θ  ไดดังนี้ 
 
 ( )2

3 1,2tan KKA −=θ     (4.17) 
 
เมื่อ K  เปนตัวแปรที่สรางขึ้นมาเพื่อความสะดวกในการคํานวณโดยมี

คาดังสมการ (4.15) 
 
จาก   0 1 4 4

3 0 3
−Τ Τ = Τ   โดยที่ 
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1 23 1 23 23 1 3

1 23 1 23 23 1 30 1
3

1 1 0 0
0 0 0 1

c c s c s l c
c s s s c l s
s c

−

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥− − −⎢ ⎥Τ =
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

  (4.18) 

 
จากสมาชิก (1,4) และ (2,4) ของ 4

3Τ  จะไดวา 
 
  03123231231 =−−+ clpspcspcc zyx    (4.19) 

23123231231 lslpcpsspsc zyx =−−−−     (4.20) 
 

จากสมการ (4.19) และ (4.20) จะไดวา 
 

2
11

2
2311131

23 )(
))((

yxz

yxz

pspcp
lslpspcpcl

s
++

−++−
=   (4.21) 

 2
11

2
1131231

23 )(
)()(

yxz

yxz

pspcp
pspcclplsl

c
++

++−
=   (4.22) 

 

แทนค า  Ks =3
2

3 1 Kc −=
221

yx

y

pp

p
s

+
=

221

yx

x

pp

p
c

+
=  ล ง ใ น

สมการ (4.21) และ (4.22) จะไดวา 

 222

21
222

1
23

)(1

zyx

yxz

ppp

lKlppKpl
s

++

−++−−
=   (4.24) 

 222

222
121

23

))(1()(

zyx

yxz

ppp

ppKlplKl
c

++

+−+−
=   (4.25) 

   
สามารถหาคาของ 2 3θ θ+  ไดดังนี้ 
   

 ( )

( ) ( )( )

2 2 2
1 1 2

23
2 2 2

1 2 1

1 ,
tan 2

1

x x y

x x y

l p K p p l K l
A

l K l p l K p p
θ

⎛ ⎞− − + + −
⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟− + − +⎝ ⎠

 (4.26) 

 
และสามารถหาคา 2θ  ไดดังนี้   
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3232 θθθ −=       (4.27) 

 
หรือสามารถหา 2θ  ไดจากสมาชิก (1,4) และ (3,4) ของ 4

0Τ  คือ 
  

)( 122231 lclscpx +−=        (4.28) 
  12223 lslcpz −−=      (4.29) 
 
จัดรูปสมการ (4.28) จะไดวา 
  

rpp
c
p

lcls yx
x =+==+− 22

1
12223 )(     (4.30) 

เมื่อ  r  เปนตัวแปรที่สรางขึ้นมาเพื่อความสะดวกในการคํานวณโดยมี
คาดังสมการ (4.30) 

 
กระจาย   323223 sccss +=  และ 323223 ssccc −=  ในสมการ (4.29) และ 

(4.30) จะได 
 

 
zpslssccl

rclsccsl
=−−−
=++−

2132322

2132322

)(
)(      (4.31) 

 
จัดรูปสมการ (4.31) ใหอยูในรูปเมตริกซจะได 
 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+−
−−

zp
r

c
s

clsll
sllcl

2

2

32321

32132     (4.32) 

 
แกสมการ (4.32) จะไดวา 
 

 

321
2
2

2
1

32132
2

321
2
2

2
1

32132
2

2
)(

2
)(

sllll
sllrpcl

c

sllll
sllprcl

s

z

z

−+
−+−

=

−+
−−−

=

    (4.33) 
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จากสมการ (4.33) สามารถหาคา 2θ  ไดดังนี้ 
 

2 3 1 2 3
2

2 3 1 2 3

( ),
tan 2

( )
z

z

l c r p l l s
A

l c p r l l s
θ

+ −⎛ ⎞
= ⎜ ⎟− −⎝ ⎠

   (4.34) 

     
4.2 การวิเคราะหการเคลื่อนที่ของโคบอท 

 
การทํางานของโคบอทนั้นจะไมใชการบังคับอุปกรณตนกําลังเพื่อใหเกิดการทํางาน

โดยตรง แตจะเปนการทํางานโดยการสรางขอบังคับแบบนอนโฮโลโนมิค เพื่อบังคับทางเดินของ
โคบอท กลาวคือโคบอทจะไมไดบังคับตําแหนงที่ปลายแขน แตจะบังคับทิศทางการเคลื่อนที่ของ
ปลายแขน ดังนั้นการหาเพียงคาจลนศาสตรแบบไปขางหนาและยอนกลับของแขนกลดังเชนการ
วิเคราะหการเคลื่อนที่ของหุนยนตทั่วไปจึงไมเพียงพอสําหรับการหาขอมูลในการควบคุม การ
วิเคราะหการเคลื่อนที่ของโคบอทจึงตองวิเคราะหหาคาพารามิเตอรอ่ืนๆอีกดังจะไดวิเคราะห
ตอไป 

ในการวิเคราะหการเคลื่อนที่ของหุนยนตทั่วไปนั้นจะตองมีการแปลงรูป (Mapping) จาก
รูปแบบการเคลื่อนที่แบบหนึ่งไปสูอีกแบบหนึ่งเชนในหุนยนตอุตสาหกรรมแบบอารทิคูเลท 
(Articulate) จะมีการแปลงกลับไปกลับมาระหวางกรอบการเคลื่อนที่ที่ปลายแขนซึ่งอาจจะวัด
ออกมาเปนพิกัดในแนวแกน XYZ กับกรอบการเคลื่อนที่ของแตละขอตอซึ่งจะวัดออกมาเปนคา
มุม ที่เปนเชนนี้เนื่องจากในการทํางานจริง คาตัวแปรที่วัดจากกรอบการทํางานแตละกรอบ
อาจจะเปนคนละตัวกันจึงตองมีการแปลงคาตัวแปร ในโคบอทเองก็เชนกัน การวิเคราะหการ
เคลื่อนที่ของโคบอทจะตองมีการแปลงรูประหวางกรอบการทํางานแตละกรอบเพื่อนําคาที่ไดไป
ใชควบคุมตอไป กรอบการเคลื่อนที่ของโคบอทโดยทั่วไปจะแบงเปน 4 ประเภทดวยกัน คือ ปริภูมิ
ตําแหนงปลาย (Configuration Space : TC ) บอกถึงการเคลื่อนที่ของตําแหนงปลายของโคบอท 
ปริภูมิจอยท (Joint Space : jC ) บอกถึงการเคลื่อนที่ของขอตอของโคบอท ปริภูมิการจับคู 
(Coupling Space : i∑ ) บอกถึงความสัมพันธระหวางการเคลื่อนที่ของแตละขอตอซ่ึงสราง
ความสัมพันธกันโดยผานกลไกของซีวีทีและ ปริภูมิของมุมปรับอัตราทด (Steering Space :Φ ) 
บอกถึงมุมที่ซีวีทีตองหมุนปรับไปซ่ึงก็คือคาสัญญาณของอุปกรณตนกําลัง ที่เราตองควบคุม 
ลําดับการ แปลงรูป จะเร่ิมตนจากการหาการเคลื่อนที่ในปริภูมิตําแหนงปลายจากนั้นแปลงไป
เปนการเคลื่อนที่ในปริภูมิจอยทจากนั้นทําการจับคูการเคลื่อนที่ในปริภูมิจอยททีละคูทุกคูซึ่งก็จะ
ไดเปนการเคลื่อนที่ในปริภูมิการจับคูเมื่อไดการเคลื่อนที่ในปริภูมิการจับคูแลวก็สามารถทําการ
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คํานวณมุมที่ซีวีทีตองหมุนปรับไปซึ่งก็คือปริภูมิของมุมปรับอัตราทดนั่นเอง ลําดับการแปลงรูป 
เปนดังรูปที่ 4.3 สวนรายละเอียดของการเคลื่อนที่แตละกรอบตางๆจะไดอธิบายถัดไป 

 

 
รูปที่ 4.3 แผนผังการเปลีย่นกรอบการทาํงานของโคบอท 

 
4.2.1 ปริภูมิตําแหนงปลาย (Configuration Space : TC ) 
 

กรอบการเคลื่อนที่นี้จะเปนการวิเคราะหการเคลื่อนที่ที่ตําแหนงปลายซึง่ในกรณี
ของแขนกลที่นํามาวิเคราะหนี้จะเปนการเคลื่อนที่ในระบบคารทีเชียนกลาวคือสามารถ
นิยามเวคเตอรตําแหนงไดดังนี้ 

 
 T

x y zR p p p⎡ ⎤= ⎣ ⎦
r      (4.35) 

เมื่อ R
r  คือเวคเตอรที่ระบุตําแหนงที่ปลายแขน 

 [ ]TA  คือทรานสโพสเมตริกซ (Matrix Transpose) [ ]A  
 
ดังที่ไดกลาวไปแลว สําหรับโคบอทการวิเคราะหการเคลื่อนที่ที่สําคัญคือการ

วิเคราะหหาทิศทางการเคลื่อนที่ ดังนั้นในการวิเคราะหจึงตองทําการวิเคราะหหา
เวคเตอรสัมผัสกับการเคลื่อนที่ Tr   และเวคเตอรตั้งฉากกับการเคลื่อนที่ Nκ

r  (เคอรเว
เจอรเวคเตอร) ซึ่งหาไดจาก   

  

 dRT
ds

=
r

r       (4.36) 
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 dTN
ds

κ =
r

r       (4.37) 
เมื่อ s  คือระยะทางที่ปลายแขนเคลื่อนที่ไป 

κ  คือความโคงของการเคลื่อนที่ซึ่งเปนคาผกผันกับรัศมีความโคง
ของการเคลื่อนที่  
N
r  คือเวคเตอรหนึ่งหนวยที่ตั้งฉากกับการเคลื่อนที่ 

 
การเคลื่อนที่ในปริภูมิตําแหนงปลายของแขนกลที่นํามาวิเคราะหนี้เปนไปดังรูป

ที่ 4.4 
 

R
r

T
r

Nκ
r

x

y

z

 
รูปที่ 4.4 การเคลื่อนที่ในปรภูิมิตําแหนงปลาย 

 
เมื่อสามารถหาเวคเตอรดังกลาวไดแลวก็จะทําใหทราบทิศทางการเคลื่อนที่ซึ่ง

จะทําใหสามารถควบคุมทิศทางการเคลื่อนที่ได 
 

4.2.2 ปริภูมิจอยท (Joint Space : JC ) 
 
โดยโครงสรางของโคบอทที่ออกแบบไวตางๆนั้นอาจจะทําใหการเคลื่อนที่ของ

จอยทของโคบอทเปนการเคลื่อนที่คนละแบบกับการเคลื่อนที่ที่ตําแหนงปลาย ดังเชนใน
กรณีตัวอยางที่นํามาวิเคราะหนี้การเคลื่อนที่ของจอยทจะเปนการเคลื่อนที่ของขอตอแต
ละขอตอของแขนกล การควบคุมการทํางานของอุปกรณตนกําลังเพื่อควบคุมการ
เคลื่อนที่ที่ตําแหนงปลายจึงตองบังคับการเคลื่อนที่ผานทางจอยท ดังนั้นจึงจําเปนตอง
วิเคราะหหาการเคลื่อนที่ของจอยทเพื่อสงผานคาพารามิเตอรเพื่อใชควบคุมตอไป ใน
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กรณีตัวอยางโคบอทที่นํามาวิเคราะหนี้สามารถหาเวคเตอรตําแหนงของขอตอ qr  ได
ดังนี้   

 
[ ]1 2 3

Tq θ θ θ=
r       (4.38) 

 
โดยมีความสัมพันธกับเวคเตอรการเคลื่อนที่ที่ตําแหนงปลาย R

r  ดังนี้ 
 
 ( )q L R=

rr        (4.39) 
 
เมื่อ L  คือจลนศาสตรแบบผกผันดังที่ทําการวิเคราะหในหัวขอ 4.1.2 ซึ่งใน

กรณีโคบอทที่นํามาวิเคราะห สามารถหาสมการผกผันไดจากสมการ (4.12) (4.34) และ 
(4.17) ดังนี้ 

 ),(2tan1 xy ppA=θ  

 2 3 1 2 3
2

2 3 1 2 3

( ),
tan 2

( )
z

z

l c r p l l s
A

l c p r l l s
θ

+ −⎛ ⎞
= ⎜ ⎟− −⎝ ⎠

   

 ( )2
3 1,2tan KKA −=θ  

   
เพื่อใหสงผานคาพารามิเตอรในการเคลื่อนที่ไดจะตองทําการวิเคราะหหาการ

เคลื่อนที่ของจอยทซึ่งก็คือเวคเตอรสัมผัสกับทิศทางการเคลื่อนที่ JT
r   และเวคเตอรตั้ง

ฉากกับการเคลื่อนที่คือ  JJ N
r

κ  มีนิยามดังนี้ 
 

J
J

dqT
ds

=
rr       (4.40) 

J
J

J

dTN
ds

κ =
r

r       (4.41) 

โดยที่ Js  คือระยะทางการเคลื่อนที่ที่วัดไดในกรอบการเคลื่อนที่ของ 
ปริภูมิจอยท 

 
การเคลื่อนที่ในปริภูมิจอยทของแขนกลที่นํามาวิเคราะหนี้เปนไปดังรูปที่ 4.5 
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qr

JT
r

J JNκ
r

1θ

2θ

3θ

 
รูปที่ 4.5 การเคลื่อนที่ในปรภูิมิจอยท 

 
สามารถหาความสัมพันธระหวางเวคเตอรการเคลื่อนที่ในปริภูมิจอยทกับ

เวคเตอรการเคลื่อนที่ในปริภูมิตําแหนงปลายไดดังนี้ 
 

 J
JTT
JT

=
r

r
r        (4.42) 

โดยที่  J  คือจาโคเบียนเมตริกซในการหาความสัมพันธระหวางการ
เคลื่อนที่ที่ปลายแขนกับการเคลื่อนที่ของจอยท 

 
สามารถคํานวณหาคาของ J ไดดังนี้ 
 

LJ
R
∂

=
∂
r       (4.43) 

 
และสามารถหาความสัมพันธระหวางเวคเตอรความโคงไดดังนี้  
 

2

T
J J T

J J i

T T
N T H T J N

JT
κ κ

⎡ ⎤Ι −⎣ ⎦ ⎡ ⎤= +⎣ ⎦

r r
r r r r

r    (4.44) 

โดยที่  iH  คือเฮเซียนเมตริกซ (Hessian Matrix) ในการหาความสัมพันธ
ระหวางการเคลื่อนที่ที่ตําแหนงปลายกับการเคลื่อนที่ของจอยท  

 
สามารถคํานวณหาคาของ iH  ไดดังนี้ 



 

 

29

 
( , )i k

i

J
H

R
∂

=
∂
r       (4.45) 

เมื่อ i  ในสมการ (4.45) บอกถึงลําดับที่ของตัวแปรในปริภูมิจอยท 
k  ในสมการ (4.45) บอกถึงลําดับที่ของตัวแปรในปริภูมิตําแหนงปลาย 

 
การแปลงการเคลื่อนที่จากปริภูมิตําแหนงปลายไปเปนปริภูมิจอยทของแขนกล

ที่นํามาวิเคราะหเปนไปดังรูปที่ 4.6 
 

R
r

T
r

Nκ
r

x

y

z

qr
JT
r

J JNκ
r

1θ

2θ

3θ

TC

JC

Transform

 
รูปที่ 4.6 การแปลงการเคลือ่นที่จากปริภูมิตําแหนงปลายไปเปนการเคลื่อนที่ใน

ปริภูมิจอยท 
 
ในกรณีของโคบอทที่นํามาวิเคราะหนี้ สามารถคํานวณหาคาพารามิเตอรตางๆ

ใน ปริภูมิจอยท ไดดังนี้ 
ทําการหาจาโคเบียนเมตริกซและเฮเซียนเมตริกซดังนี้ 
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

zyx

zyx

zyx

J

333

222

111

θθθ

θθθ

θθθ

    (4.46) 

 

2 2 2
1 1 1

2

2 2 2
1 1 1

1 2

2 2 2
1 1 1

2

x x y x z

H
y x y y z

z x z y z

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂

= ⎢ ⎥
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

    (4.47) 

2 2 2
2 2 2

2

2 2 2
2 2 2

2 2

2 2 2
2 2 2

2

x x y x z

H
y x y y z

z x z y z

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂

= ⎢ ⎥
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

    (4.48) 

2 2 2
3 3 3

2

2 2 2
3 3 3

3 2

2 2 2
3 3 3

2

x x y x z

H
y x y y z

z x z y z

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂

= ⎢ ⎥
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

    (4.49) 

    
สมการ (4.50) ถึง (4.104) ดานลางนี้เปนรายละเอียดของการหาสมาชิกของ

สมการ (4.47) (4.48) และ (4.49) ดังนี้ 
แทนคา 321 ,, θθθ   เพื่อหาคาเมตริกซดังกลาวไดดังตอไปนี้ 
 
ทําการคํานวณจาก 1θ  

จาก  ( ) 2222
1

1

1tan
vu
vuuv

v
vuuv

v
uv

u
+

′−′
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ′−′

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
=

′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−  จะไดวา 

   

22222
1 )(1)(0

r
y

yx
y

yx
yx

x
−=

+
−=

+
−

=
∂
∂θ    (4.50) 
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22222
1 )(0)(1

r
x

yx
x

yx
yx

y
=

+
=

+
−

=
∂
∂θ    (4.51) 

01 =
∂
∂

z
θ       (4.52) 

 44

2

2
1

2 2)2()(0
r
xy

r
xyr

x
=

−
−=

∂
∂ θ    (4.53) 

 44

2

2
1

2 2)2()(0
r
xy

r
yxr

y
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−
=

∂
∂ θ    (4.54) 
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4

2
1

2
1

2 )2()(1
r
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r

yyr
xyyx

−
=

−
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∂∂
∂

=
∂∂

∂ θθ   (4.55) 

02
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2

=
∂
∂

=
∂∂

∂
=

∂∂
∂

=
∂∂

∂
=

∂∂
∂

zyzzyxzzx
θθθθθ   (4.56) 

 
จะไดวา 
 

 ( )1 2 2 0i
y xJ
r r

⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦
     (4.57) 

โดยที ่ ( )iA  คือสมาชิกในแถวที ่ i ของเมตริกซ A   
 

2 2

2 2
1 4

2 0
1 2 0

0 0 0

xy y x
H y x xy

r

⎡ ⎤−
⎢ ⎥= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

   (4.58) 

 
ทําการคํานวณจาก 2θ  
คํานวณหาคา 2θ  ไดจาก 
 

2 3 1 2 3
2

2 3 1 2 3

( )
tan 2

, ( )
z

z

l c r p l l s
A

l c p r l l s
θ

+ −⎛ ⎞
= ⎜ ⎟− −⎝ ⎠

  

 
หรือ 

2
2 1 2

2
2

2 1 2

1 ( )
tan 2

, 1 ( )

l K r z l l K
A

l K z r l l K
θ

⎛ ⎞− + −
⎜ ⎟=
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

   (4.59) 

 
โดยที่   
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21

2222
2

2
1

2 ll
pppll

K zyx −−−+
=     (4.60) 

 
จากสมการ (4.59) กําหนดให   
 

)(1 21
2

2 KllzrKlU −+−=     (4.61) 
)(1 21

2
2 KllrzKlV −−−=     (4.62) 

โดยที่ U และ V  เปนตัวแปรที่สรางขึ้นมาเพื่อความสะดวกในการคํานวณ 
  
จะไดวา 
 

1
2

1

2
2

1
1

l
xz

Kl
rxKK

r
xl

x
U

+
−

+−=
∂
∂   (4.63) 

1
2

1

2
2

1
1

l
yz

Kl
ryKK

r
yl

y
U

+
−

+−=
∂
∂   (4.64) 

1

2

212
1 1 l

zKll
Kl

rzK
z
U

+−+
−

=
∂
∂    (4.65) 

1
212

1

)(
1 l

xrKll
r
x

Kl
xzK

x
V

−−−
−

=
∂
∂    (4.66) 

1
212

1

)(
1 l

yrKll
r
y

Kl
yzK

y
V

−−−
−

=
∂
∂    (4.67) 

1
2

1

2
2

2
1

1
l
zr

Kl
KzKl

z
V

−
−

+−=
∂
∂    (4.68) 
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2 2 2
2 2

2

2

2 22
1 1

2 2 22

32 2
2 2 21 2

1 2

1

1 1

2
1 1

1 (1 )

l K l x K
r r
x K rK

l r K l KU
rx rx Kx

l l K l l K
z
l

⎛ ⎞− −
−⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟
+ +⎜ ⎟

− −⎜ ⎟∂
= ⎜ ⎟

∂ ⎜ ⎟− −
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟+⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (4.69) 

  

2 2 2
2 2

2

2

2 22
1 1

2 2 22

32 2
2 2 21 2

1 2

1

1 1

2
1 1

1 (1 )

l K l y K
r r
y K rK

l r K l KU
ry ry Ky

l l K l l K
z
l

⎛ ⎞− −
−⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟
+ +⎜ ⎟

− −⎜ ⎟∂
= ⎜ ⎟

∂ ⎜ ⎟− −
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟+⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (4.70) 

  

2

2 2 22 1 1 2
2 22

3
2 2 12

1 2

1 1
3

(1 )

rK rz
l K l l KU

rz K zz
l

l l K

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

− −⎜ ⎟∂
= ⎜ ⎟∂ ⎜ ⎟− +
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

   (4.71) 
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2

2 2 2
1 1 2

2 2 2

1 232
2 2 2

1 2
2 2 2

1 23
1 1 1

1 1

1 ( )
(1 )

( )

zK zx
l K l l K

V zx K l l K
x r

l l K

x x r xl l K
r l r l l

⎛ ⎞
⎜ ⎟−
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟

∂ ⎜ ⎟
= − − −⎜ ⎟∂ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎜ ⎟+ − − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (4.72) 

  

2

2 2 2
1 1 2

2 2 2

1 232
2 2 2

1 2
2 2 2

1 23
1 1 1

1 1

1 ( )
(1 )

( )

zK zy
l K l l K

V zy K l l K
y r

l l K

y y r xl l K
r l r l l

⎛ ⎞
⎜ ⎟−
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟

∂ ⎜ ⎟
= − − −⎜ ⎟∂ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎜ ⎟+ − − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (4.73) 

  

3

2 2 22 1 1 2
3 22

3
2 2 12

1 2

3
1 1

(1 )

zK z
l K l l KV

z K rz
l

l l K

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

− −⎜ ⎟∂
= ⎜ ⎟∂ ⎜ ⎟− −
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

   (4.74) 

2
2

3 22 2
1

2

32 2
2 2 21 2

1 2

1 2
1

1 (1 )

l xy K xyK
r l r KU U

xyr xyrKx y y x
l l K l l K

⎛ ⎞−
− +⎜ ⎟
⎜ ⎟−∂ ∂

= = ⎜ ⎟
∂ ∂ ∂ ∂ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟−⎜ ⎟−⎝ ⎠

 (4.75) 

2 2 2
2 2 1 1 2

2

3
2 2 12

1 2

1 1

(1 )

xzK xzr
l r K l l KU U

xzrK xx z z x
l

l l K

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
− −⎜ ⎟∂ ∂

= = ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ⎜ ⎟− +
⎜ ⎟−⎝ ⎠

  (4.76) 
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2 2 2
2 2 1 1 2

2

3
2 2 12

1 2

1 1

(1 )

yzK yzr
l r K l l KU U

yzrK yy z z y
l

l l K

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
− −⎜ ⎟∂ ∂

= = ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ⎜ ⎟− +
⎜ ⎟−⎝ ⎠

  (4.77) 

  

2

322 2 2 2 21
1 2

1 2
3

1

1 (1 )
( ) 2

xyz xyzK
l KV V l l K

x y y x xy l l K xy
r rl

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

−∂ ∂ ⎜ ⎟−= = ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ −⎜ ⎟+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (4.78) 

  

2

2 2 22 2 1 1 2
2 2

3
2 2 12

1 2

1 1

(1 )

xK xz
l K l l KV V

xz K xzx z z x
rl

l l K

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

− −⎜ ⎟∂ ∂
= = ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ⎜ ⎟− −

⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

  (4.79) 

2

2 2 22 2 1 1 2
2 2

3
2 2 12

1 2

1 1

(1 )

yK yz
l K l l KV V

yz K yzy z z y
rl

l l K

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

− −⎜ ⎟∂ ∂
= = ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ⎜ ⎟− −

⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

  (4.80) 

 
จากสมการ (4.61) ถึง (4.78) สามารถคํานวณเพื่อหาคาจาโคเบียนและเฮเซียน

ไดดังนี้ 
 

( )
2

21 2 2

U VV U
x xJ

x U V
θ

∂ ∂
−∂ ∂ ∂= =

∂ +
    (4.81) 

( )
2

22 2 2

U VV U
y yJ

y U V
θ

∂ ∂
−

∂ ∂ ∂= =
∂ +

    (4.82) 

( )
2

23 2 2

U VV U
z zJ

z U V
θ

∂ ∂
−∂ ∂ ∂= =

∂ +
    (4.83) 

 

( )
2 2

2 2
2 2

2
1

2(11) 2 2 2 2

2

( )

U VU V V U
x x

U V U VV U U V
x x x x

H
x U V
θ

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂
+ −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎜ ⎟

⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟− − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠= =
∂ +

 (4.84) 
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( )
2 2

2 2
2 2

2
1

2(22) 2 2 2 2

2

( )

U VU V V U
y y

U V U VV U U V
y y y y

H
y U V
θ

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂
+ −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎜ ⎟

⎜ ⎟⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟− − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠= =
∂ +

 (4.85) 

( )
2 2

2 2
2 2

2
1

2(33) 2 2 2 2

2

( )

U VU V V U
z z

U V U VV U U V
z z z zH

z U V
θ

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂+ −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟− − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠= =

∂ +
 (4.86) 
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2

2 2
2

2
1

2(12) 2 2 2

2

( )

V U UV
y x x y

U V
U V VU
y x x y

U V U VV U U V
x x y y

H
x y U V
θ

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟⎜ ⎟+⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂

− −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎜ ⎟− − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠= =

∂ ∂ +
 (4.87) 

( )

2

2 2
2

2
1

2(13) 2 2 2

2

( )

V U UV
z x x zU V
U V VU
z x x z

U V U VV U U V
x x z z

H
x z U V
θ

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟⎜ ⎟+

⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂
− −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎜ ⎟

⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞− − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠= =
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 (4.88) 
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2
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2

2
1
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2
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x y y x
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H
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θ
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− −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎜ ⎟
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 (4.89) 
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z y y z
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θ
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+⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟⎜ ⎟+⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂

− −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎜ ⎟− − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠= =

∂ ∂ +
 (4.90) 
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2
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2

2
1
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2

( )

V U UV
x z z xU V
U V VU
x z z x

U V U VV U U V
z z x x

H
z x U V
θ

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟⎜ ⎟+

⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂
− −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎜ ⎟

⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞− − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠= =
∂ ∂ +

 (4.91) 
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2

2 2
2

2
1
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2

( )

V U UV
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U V VU
y x z y

U V U VV U U V
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H
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θ

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟⎜ ⎟+⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂

− −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎜ ⎟− − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠= =

∂ ∂ +
 (4.92) 

โดยที ่ ( )ijA  คือสมาชิกในแถวที ่ i หลักที ่ j  ของเมตริกซ A  
 
จัดรูปแตละสมาชิกของ 2H  ใหอยูในรูปเมตริกซไดดังนี ้
 

12 12 12(11) (12) (13)

2 12 12 12(21) (22) (23)

12 12 12(31) (32) (33)

H H H

H H H H

H H H

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

   (4.93) 

 
ทําการคํานวณจาก 2θ  
จาก 
 

( )2
3 1,2tan KKA −=θ  

  
แทนคาจะไดวา 
 

( )
3

31 2
1 2

1
1

xJ
x l l K
θ∂

= = −
∂ −

    (4.94) 
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3
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1
1
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∂ −
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3
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1
1

zJ
z l l K
θ∂

= = −
∂ −

    (4.96) 
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3

2
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2
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1
1
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∂
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3
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3
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3
2
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=

∂∂
∂
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∂ θθ    (4.100) 
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3
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3
2

3
2
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=

∂∂
∂

=
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∂ θθ    (4.101) 

( )2
3

22
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3
2

3
2

1)( Kll

yzK
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=

∂∂
∂

=
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∂ θθ    (4.102) 

 
คํานวณหา 3H  ไดดังนี ้
 

2
2

1 2 1 2 1 2
2

2
3 3

2 1 2 1 2 1 22
1 2 2

2

1 2 1 2 1 2

1

1 1
(1 )

1

x xyK xzKK
l l l l l l

xyK y yzKH K
l l l l l l

l l K
xzK yzK z K
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⎡ ⎤
− +⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥

= − +⎢ ⎥
⎢ ⎥− ⎢ ⎥
⎢ ⎥− +
⎢ ⎥⎣ ⎦

(4.103) 

 
และสามารถหาจาโคเบยีนเมตริกซไดจาก 
 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
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21 22 23

31 32 33

J J J

J J J J

J J J

⎡ ⎤
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⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

    (4.104) 
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4.2.3 ปริภูมิการจับคู (Coupling Space : iΣ ) 
 

การทํางานของซีวีทีนั้นจะเปนการควบคุมอัตราทดระหวางความเร็วของจอยท 
1 คู ดังนั้นการสงผานคาพารามิเตอรจากปริภูมิจอยทเพื่อใชควบคุมการทํางานของซีวีที 
นั้นจึงตองสงผานคาพารามิเตอรจากปริภูมิจอยทมาเปนคูๆ ดังนั้นกรอบการทํางานน้ีจึง
เปนการแปลงการเคลื่อนที่จากปริภูมิจอยทใหมาเปนคู  โดยแตละคูก็จะเปน
คาพารามิเตอรที่สงผานไปสูซีวีทีแตละตัวนั่นเอง สามารถวิเคราะหหาความสัมพันธ
ระหวางปริภูมิจอยทและปริภูมิการจับคูไดดังตอไปนี้ 

ความสัมพันธระหวางเวคเตอรตําแหนงในปริภูมิจอยทคือ qr และเวคเตอร
ตําแหนงใน iΣ  คือ ir

r  เปนดังนี้ 
 
 ( )i ir q= Μ

r r       (4.105) 
  

โดยที่ i  ซึ่งเปนดรรชนี (Index) ของเวคเตอร ir
r  คือเปนลําดับที่ของซีวีทีที่ใช

ควบคุมความเร็วของจอยทคูนั้น iΜ  เปนเมตริกซเพื่อหาความสัมพันธระหวางปริภูมิ
จอยทและปริภูมิการจับคู  

ในกรณีนี้กําหนดใหซีวีทีตัวแรกตอเขากับจอยท 1 และจอยท 2 ซีวีทีตัวที่ 2 ตอ
เขากับจอยท 2 และจอยท 3 จะไดวา 

 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=Μ

2

1
1 θ

θ       (4.106) 

2
2

3

θ
θ
⎡ ⎤

Μ = ⎢ ⎥
⎣ ⎦

       (4.107) 

 
วิเคราะหหาการเคลื่อนที่ในปริภูมิการจับคู ซึ่งก็คือเวคเตอรสัมผัสกับทิศ

ทางการเคลื่อนที่ it
r   และมีเวคเตอรตั้งฉากกับการเคลื่อนที่คือ i inκ r   ซึ่งสัมพันธกับ

เวคเตอรการเคลื่อนที่ในปริภูมิจอยทไดดังนี้ 
 

 i J
i

i J

DTt
DT

=
r

r
r        (4.108) 

เมื่อ iD  คือเมตริกซแปลงรูปจากปริภูมิจอยทไปยังปริภูมิการจับคู  
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โดยที่สามารถหาคา iD  ไดจาก 
 

i
iD

q
∂Μ

=
∂
r       (4.109) 

และ     
 

2

T
i i

i i i J J

J

t t
n D N

DT
κ κ

⎡ ⎤Ι −⎣ ⎦ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦

rr
rr

r     (4.110) 

เมื่อ Ι  คือเมตริกซเอกลักษณ (Identity Matrix) 
 
ในกรณีนี้สามารถหาเมตริกซแปลงรูปไดดังนี้ 
 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

∂
Μ∂

=
010
0011

1 q
D     (4.111) 

 2
2

0 1 0
0 0 1

D
q

⎡ ⎤∂Μ
= = ⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦

    (4.112) 

 
การ แปลงรูปจากปริภูมิจอยทไปเปนการเคลื่อนที่ในปริภูมิการจับคูและการ

เคลื่อนที่ในปริภูมิการจับคู ของแขนกลที่นํามาวิเคราะหนี้แสดงไดดังรูปที่ 4.7 

qr
JT
r

J JNκ
r

1θ

2θ

3θ JC

Project to
Project to

1 2θ θ Plane

2 3θ θ Plane

1θ

2θ

2θ

3θ

1r
r

1 1nκ r

1t
r

2r
r

2 2nκ r

2t
r

Coupling
Space 1

Coupling
Space 2

1Σ

2Σ

 
รูปที่ 4.7 การเคลื่อนที่ในปรภูิมิการจับคูและการแปลงการเคลื่อนที่จากปริภูมิ

จอยท 
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4.2.4 ปริภูมิของมุมปรับอัตราทด (Steering Space : iΦ ) 
 
คาของปริภูมิของมุมปรับอัตราทดก็คือปริภูมิการทํางานของอุปกรณตนกําลัง 

นั่นเอง จากการแปลงรูปที่กลาวมาจากปริภูมิตําแหนงปลายมาถึงปริภูมิของมุมปรับ
อัตราทดนี้ทําใหเราสามารถทราบไดวาตองสั่งอุปกรณตนกําลังอยางไรจึงจะไดการ
เคลื่อนที่ที่ตองการ 

มุมที่ซีวีทีแตละตัวหมุนปรับไป จะขึ้นอยูกับลักษณะโครงสรางของซีวีที ในกรณี
ของเราเปนซีวีทีแบบทรงกลมจะไดความสัมพันธระหวางอัตราทดกับมุมปรับอัตราทด
ดังนี้ 

 

 ( ) 2

1

sin( ) 2 cos( )
sin( ) 2 cos( )

i

i

r ω
ω

Φ − Φ
Τ Φ = =

Φ + Φ
   (4.113) 

เมื่อ rΤ  คืออัตราทดที่ซีวีทีสรางขึ้น 
1iω  คือความเร็วเชิงมุมของจอยทที่ตอเขากับซีวีทีทางดานขาเขา 
2iω  คือความเร็วเชิงมุมของจอยทที่ตอเขากับซีวีทีทางดานขาออก 

Φ  คือมุมที่ซีวีทีตองปรับหมุนไปเพื่อใหไดอัตราทดที่ตองการ 
 

สามารถหาคามุมปรับอัตราทดจากพารามิเตอรในปริภูมิการจับคูไดดังนี้ 
กําหนดให iβ  เปนมุมที่ it

r   ทํากับแกน 1iθ ดังรูปที่ 4.8 ใน iΣ  จะไดวา 
     

1 12

1

tan tan ( ( ))i
i i i

i

rωβ
ω

− −⎛ ⎞
= = Τ Φ⎜ ⎟

⎝ ⎠
   (4.114) 
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ir
r

it
r

1iθ

2iθ
iβ

 
รูปที่ 4.8 การหามมุ iβ  

 
จากความสัมพันธดังกลาวจะไดวาเวคเตอร ซึ่งขนาด 1 หนวยและมีทิศทางไป

ตามมุม iβ  จะมีรูปแบบดังนี้ 
 

 

( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

2

1

2

2

sin 2 cos

2 2cos

sin 2 cos

2 2cos

i i

i i
i

ii i

i

t
t

t

⎡ ⎤Φ − Φ
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ Φ ⎡ ⎤⎢ ⎥= = ⎢ ⎥⎢ ⎥Φ + Φ ⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ Φ⎣ ⎦

r    (4.115) 

 
จากสมการ(4.113) สามารถหาความสัมพันธระหวาง it

r  และ iΦ  ของแตละซีวี
ทีไดดังนี้ 

 
 ( ) ( ) ( )2

1sin 2 cos 2 2cosi i i itΦ − Φ = + Φ   (4.116) 
 ( ) ( ) ( )2

2sin 2 cos 2 2cosi i i itΦ + Φ = + Φ   (4.117) 
 
นําสมการ (4.116)+(4.117) จะไดวา 
 

( ) ( ) ( )2
1 22sin 2 2cosi i i it tΦ = + + Φ   

 (4.118) 
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นําสมการ (4.117)-(4.116) จะไดวา 
 

( ) ( ) ( )2
2 12 2 cos 2 2cosi i i it tΦ = − + Φ   (4.119) 

 
นําสมการ (4.118)/(4.119) จะไดวา 
 

( ) 2 1

2 1

1 tan
2

i i
i

i i

t t
t t
+

Φ =
−

     (4.120) 

 
จากสมการ (4.120) จะไดวา   
 

1 2 1

2 1

tan 2 i i
i

i i

t t
t t

− ⎛ ⎞+
Φ = ⎜ ⎟−⎝ ⎠

    (4.121) 

 
ใชสําหรับการกําหนดตําแหนงเชิงมุมของซีวีทีแบบทรงกลม 

 



 

บทที่ 5 
 

จลนศาสตรของโคบอทแบบขนาน 

วิเคราะหการเคลื่อนที่ของโคบอทแบบขนานนั้นจะมีการวิเคราะหโดยสวนใหญคลายกับ
กรณีการตอแบบอนุกรม  กลาวคือจะตองมีการวิเคราะหทั้งจลศาสตรการเคลื่อนที่ของตัว ครุ
ภัณท (Hardware) ที่นํามาใชและการวิเคราะหจลศาสตรการเคลื่อนที่ของโคบอท การวิเคราะห
การเคลื่อนที่ของโคบอทนั้นก็จะตองมีการแปลงรูปจากกรอบการทํางานตางๆเพื่อใหการสามารถ
ควบคุมการเคลื่อนที่ของโคบอทไดจากการควบคุมการทํางานของอุปกรณตนกําลัง กรอบการ
ทํางานในกรณีการตอแบบขนานนี้ก็มี 4 ประเภทเชนเดียวกับในกรณีอนุกรมและมีรูปแบบการ
เคลื่อนที่ในลักษณะเดียวกัน จะมีแตกตางกันในรายละเอียดเฉพาะในกรอบของปริภูมิของมุม
ปรับอัตราทด แตอยางไรก็ตามความแตกตางดังกลาวนั้นก็มีผลโดยตรงตอการทํางานของ 
อุปกรณตนกําลัง ในกรณีการตอแบบขนานนี้จะสามารถเลือกรูปแบบการทํางานของอุปกรณตน
กําลังไดหลายรูปแบบดังจะไดกลาวถึงตอไป สําหรับโคบอทที่ใชเปนตัวอยางในการวิเคราะหใน
บทนี้เปนโคบอท 2 มิติ มีลักษณะเปนรูปหาเหลี่ยม (Pentograph) ซึ่งจะทําการอธิบายตอไป 
 
5.1 การวิเคราะหการเคลื่อนที่ของแขนกล 

 

ตัวอยางโคบอทที่ใชในการวิเคราะหการการเคลื่อนที่ของโคบอทแบบขนานนี้จะเปนโค
บอทแบบ 2 มิติ ลักษณะภายนอกของโคบอทดังกลาวจะเปนแขนกลแบบหาแขน (5 Bars) ที่มี
การตอกันของกลไกแบบขนาน โดยจอยทลางทั้งสองของโคบอทจะตอตรงกับเพลาขาออก 
(Output Shaft) ของ ซีวีที ที่วางอยูดานลางสุดดังแสดงในรูปที่ 5.2 โคบอทลักษณะของโคบอท
ดังกลาวมีลักษณะดังรูปที่ 5.1 การออกแบบในลักษณะนี้มีขอดีกวาการออกแบบใหเปนกลไก
แบบแขนกล (Serial Link) คือ ไมตองติดตั้งซีวีทีเขาไปในแขนโดยตรง แตตั้งไวตรงฐานจะทําให
กลไกที่ไดมีน้ําหนักเบา ทําใหสะดวกในการทดลองเกี่ยวกับพลวัตร 
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รูปที่ 5.1 โคบอทแบบขนาน 2 มิต ิ

 
รูปที่ 5.2 แบบจําลองของโคบอท 2 มิติ 

การวิเคราะหการเคลื่อนที่ของโคบอทนี้สามารถทําไดดังนี้ 

5.1.1 เรขาคณิตวิเคราะห 

ในสวนนี้จะเปนการวิเคราะหหาคามุมตางๆของแขนกลกอนเพื่อใชคามุมที่ไดใน
การหาสมการการเคลื่อนที่ไปขางหนาตอไป การวิเคราะหในขั้นแรกจะสมมติใหแขนกล
วางตัวเปนลักษณะหาเหลี่ยมดังรูปที่ 5.3 เพื่อใหงายแกการวิเคราะหโดยจะนํา
ตรีโกณมติิมาประยุกตใชซึ่งก็จะชวยใหคาตางๆที่คํานวณไดเปนจริงกับแขนกลทุกรูปทรง
ที่ขยับไป นอกเหนือจากรูปทรงหาเหลี่ยมที่ใชในการคํานวณ การคํานวณจะติดคาความ
ยาวตางๆเปนตัวแปรไวเพื่อใหสะดวกตอการคํานวณ โดยคาความยาว 1L  2L  และ d  
เปนคาคงที่ซึ่งไดจากการออกแบบ 
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1θ 2θ

3θ

4θ

1L 1L

2L
2L

 
รูปที่ 5.3 แบบจําลองแขนกลเพื่อใชในการคํานวณหาคามุมตางๆ 

1θ

1L 3L

 
รูปที่ 5.4 สามเหลี่ยม ABE ที่สรางเพื่อใชในการคํานวณ 

การคํานวณทําไดดังนี้ 

สมมติมุมตางๆแทนดวยอักษร A B C D E ดังรูปที่ 5.3 พิจารณาสามเหลี่ยม 
ABE ดังรูปที่ 5.4 จะไดวาคามุมตางๆสามารถคํานวณไดดังนี้ 

 
1 1

1 1

sin( )ˆ tan 2
cos( )

LAEB A
d L

θ
θ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

   (5.1) 

1 1
1

1 1

sin( )ˆ 180 tan 2
cos( )

LABE A
d L

θθ
θ

⎛ ⎞
= − − ⎜ ⎟−⎝ ⎠

  (5.2) 

 
และสามารถคํานวณคาระยะทาง 3L  ไดดังนี้ 

 
3 1

ˆ ˆcos( ) cos( )L d AEB L ABE= +    (5.3) 
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เมื่อไดคา 3L  แลว พิจารณาสามเหลี่ยม BED สามารถคํานวณคามุมตางๆได
ดังนี้ 

2θ

1L3L
4L

 
รูปที่ 5.5 สามเหลี่ยม BED ที่สรางเพื่อใชในการคํานวณ 

 
1 1

3 1 2

sin( )ˆ tan 2 ˆcos( )
LEBD A

L L ABE
θ
θ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

  (5.4) 

2
ˆ ˆ ˆEDB AEB EBDθ= + −     (5.5) 

 
และสามารถคํานวณคาระยะทาง 4L  ไดดังนี้ 

4 1 3
ˆ ˆcos( ) cos( )L L EDB L EBD= +    (5.6) 

 

2L

2L

4

2
L

4L
 

รูปที่ 5.6 สามเหลี่ยม BCD ที่สรางเพื่อใชในการคํานวณ 

เมื่อไดคา 4L แลว พิจารณาสามเหลี่ยม BCD สามารถคํานวณคามุมตางๆได
ดังนี้ 

4

2

ˆ cos
2
LDBC A
L

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
     (5.7) 
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ˆ ˆ180 2BCD DBC= −      (5.8) 

ดังนั้นจะไดวาคามุม ABC และมุม EDC สามารถคํานวณไดดังนี้ 
 

1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ( , )ABC ABE EBD DBC ABC θ θ= + + =   (5.9) 

1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ( , )EDC EDB DBC EDC θ θ= + =    (5.10) 

ซึ่งจะทําใหเราไดวาจากคาตัวแปรตนคือ 1θ   และ 2θ  จะสามารถคํานวณคา
มุม 3θ  และ 4θ  ไดดังนี้ 

    
( )3 1 2

ˆ180 ,ABCθ θ θ= +     (5.11) 
 4

ˆ180 EDCθ = −      (5.12) 

 

5.1.2 สมการเคลื่อนที่ไปขางหนา 

 
รูปที่ 5.7 แบบจําลองแขนกลเพื่อใชในการคํานวณสมการไปขางหนา 

เมื่อสามารถวิเคราะหหาคามุมตางๆของแขนกลไดแลว เราก็สามารถคํานวณ
ตําแหนงที่ปลายแขนของแขนกลได การวิเคราะหสามารถทําไดโดยการวิเคราะหเสมือน
วาแขนกลที่ใชนั้น เปนแขนกลแบบแขนกล 2 ชุดตอกัน ชุดแรกจะเปนแขนกล 2 ขอตอ
โดยมุมของขอตอแตละอันคือ  1θ  และ 3θ  สวนชุดที่ 2 จะเปนแขนกล 2 ขอตอโดยมุม
ของขอตอแตละอันคือ 2θ  และ 4θ  การคํานวณระยะทางของปลายแขนสามารถทําได
โดยการคํานวณจากชุดไหนก็ได จากรูปที่ 5.7 ตําแหนงปลายแขน ),( yx  จะเปน
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ตําแหนงที่คิดสัมพัทธกับแขนกลชุดแรก โดยตําแหนงปลายแขนที่คิดสัมพัทธกับแขนกล
ชุดที่ 2 ),( 22 yx  จะมีความสัมพันธกับชุดแรกดังนี้ 

 
2x x d= −       (5.13) 
2y y=        (5.14) 

จากมุมที่คํานวณไดสามารถคํานวณหาตําแหนงปลายแขนทั้งจากการคิด
สัมพัทธกับทั้ง 2 ชุดไดโดยใชวิธีการทางหุนยนต (Robotics)[14] ไดผลดังนี้ 

 
( ) ( )1 1 2 1 3cos cosx L Lθ θ θ= + +    (5.15) 
( ) ( )1 1 2 1 3sin siny L Lθ θ θ= + +    (5.16) 
( ) ( )2 1 2 2 2 4cos cosx L Lθ θ θ= + +    (5.17) 
( ) ( )2 1 2 2 2 4sin siny L Lθ θ θ= + +    (5.18) 

 
5.1.3 สมการเคลื่อนที่แบบผกผัน (Inverse Kinematics) 

 
จากสมการการเคลื่อนที่ไปขางหนา เราสามารถคํานวณคาสมการการเคลื่อนที่

แบบผกผันไดดังนี้ 
คาผกผันของ 3θ  หาไดดังนี้ 
 

( )
2 2 2 2

1 2
3

1 2

cos
2

x y L L
L L

θ + − −
=     (5.19) 

( ) ( )2
3 3sin 1 cosθ θ= − −     (5.20) 

( ) ( )( )3 3 3tan 2 sin ,cosAθ θ θ=    (5.21) 
 

และจะไดวาคาผกผันของ 1θ  คือ 
 

( ) ( )
( ) ( )

1 2 3 2 3
1

1 2 3 2 3

cos sin ,
tan 2

cos sin

L y L y L x
A

L x L x L y

θ θ
θ

θ θ

⎛ ⎞+ −
= ⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

 (5.22) 

 
คาผกผันของ 4θ  หาไดดังนี้ 
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( ) ( )2 2 2 2
1 2

4
1 2

cos
2

x d y L L
L L

θ
− + − −

=    (5.23) 

( ) ( )2
4 4sin 1 cosθ θ= −     (5.24) 

( ) ( )( )4 4 4tan 2 sin ,cosAθ θ θ=    (5.25) 
 

และจะไดวาคาผกผันของ 2θ  คือ 
 

( )
( )( )

( ) ( )( )
( )

1 2 4

2 4
2

1 2 4

2 4

cos
,

sin
tan 2

cos

sin

L y L y

L x d
A

L x d L x d

L y

θ

θ
θ

θ

θ

⎛ ⎞⎛ ⎞+
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎜ ⎟⎝ ⎠= ⎜ ⎟
⎛ ⎞− + −⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠⎝ ⎠

 (5.26) 

 
 
5.2 การวิเคราะหจลศาสตรการเคลื่อนที่ของโคบอท 

 

ดังที่ไดกลาวไปแลว การวิเคราะหการเคลื่อนที่ของโคบอทแบบขนานจะมีหลักการ
วิเคราะหคลายกับการวิเคราะหการเคลื่อนที่ของโคบอทแบบอนุกรม กลาวคือจะมีการวิเคราะห
หาจลนศาสตรแบบไปขางหนาและยอนกลับของตัวครุภัณทที่นํามาสรางเปนโคบอท มีการแปลง
รูปจากกรอบการทํางานตางๆ กรอบการทํางานในกรณีแบบขนานนี้ก็มี 4 ประเภทเชนเดียวกับ
กรณีแบบอนุกรมคือ ปริภูมิตําแหนงปลาย (Configuration Space : TC ) บอกถึงการเคลื่อนทีข่อง
ปลายแขนของโคบอท ปริภูมิจอยท (Joint Space : jC ) บอกถึงการเคลื่อนที่ของขอตอของโค
บอท ปริภูมิการจับคู (Coupling Space : i∑ ) บอกถึงความสัมพันธระหวางการเคลื่อนที่ของขอ
ตอแตละคูซึ่งสรางความสัมพันธกันโดยผานกลไกของซีวีที และ ปริภูมิของมุมปรับอัตราทด 
(Steering Space :Φ ) บอกถึงมุมที่ซีวีทีตองหมุนปรับไป แตในรายละเอียดของปริภูมิของมุม
ปรับอัตราทด จะมีความแตกตางกัน รายละเอียดดังกลาวเปนดังนี้ 
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5.2.1 ปริภูมิตําแหนงปลาย (Configuration Space : TC ) 

เชนเดียวกับที่ไดอธิบายไวในหัวขอ 4.2.1 กรอบการเคลื่อนที่นี้จะเปนการ
วิเคราะหการเคลื่อนที่ที่ปลายแขน โดยตําแหนงที่ปลายแขนของโคบอทที่ใชวิเคราะหใน
บทนี้สามารถเขียนเปนสมการไดดังนี้ 

 
 [ ]TR x y=

r       (5.27) 
เมื่อ R

r  คือเวคเตอรที่ระบุตําแหนงที่ปลายแขน 
  
และเวคเตอรที่เกี่ยวของกับการเคลื่อนที่คือ เวคเตอรสัมผัสกับการเคลื่อนที่ Tr   

และเวคเตอรตั้งฉากกับการเคลื่อนที่ Nκ
r  หาไดดังเชนสมการ (4.36) และ (4.37) คือ 

  
dRT
ds

=
r

r   

 dTN
ds

κ =
r

r  

 

5.2.2 ปริภูมิจอยท (Joint Space : JC ) 

เชนเดียวกับที่ไดอธิบายไวในหัวขอ 4.2.2 กรอบการเคลื่อนที่นี้จะเปนการ
วิเคราะหการเคลื่อนที่ของจอยท โดยเวคเตอรตําแหนงของขอตอของโคบอทที่ใช
วิเคราะหในบทนี้สามารถเขียนเปนสมการไดดังนี้ 

[ ]1 2
Tq θ θ=

r       (5.28) 
 
และ qr  มีความสัมพันธกับเวคเตอรการเคลื่อนที่ที่ปลายแขน R

r  ดังนี้ 

 ( )q L R=
rr        

เมื่อ L  คือจลนศาสตรแบบผกผันดังที่ทําการวิเคราะหในหัวขอ 5.1.3 
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สามารถหาเวคเตอรการเคลื่อนที่ใน JC  ไดจากสมการ (4.40) และ (4.41) เพื่อ
หาเวคเตอรสัมผัสกับทิศทางการเคลื่อนที่ JT

r  และเวคเตอรตั้งฉากกับการเคลื่อนที่คือ 
JJ N
r

κ ไดดังนี้ 

 J
J

dqT
ds

=
rr  

 J
J

J

dTN
ds

κ =
r

r  

โดยที่ Js  คือระยะทางการเคลื่อนที่ที่วัดไดในกรอบการเคลื่อนที่ของ
ปริภูมิจอยท 

สามารถหาความสัมพันธระหวางเวคเตอรการเคลื่อนที่ในปริภูมิจอยทกับ
เวคเตอรการเคลื่อนที่ในปริภูมิตําแหนงปลายไดจากสมการ (4.42) และ (4.44) ดังนี้ 

J
JTT
JT

=
r

r
r  

2

T
J J T

J J i

T T
N T H T J N

JT
κ κ

⎡ ⎤Ι −⎣ ⎦ ⎡ ⎤= +⎣ ⎦

r r
r r r r

r  

โดยการแทนคา 1θ  และ 2θ  สามารถคํานวณหาจาโคเบียนเมตริกซและเฮเซียน
เมตริกซไดดังนี้ 

1 1

2 2

x y
J

x y

θ θ

θ θ

∂ ∂⎡ ⎤
⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥=
∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

     (5.29) 

2 2
1 1

2

1 2 2
1 1

2

x x y
H

y x y

θ θ

θ θ

⎡ ⎤∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥=
⎢ ⎥∂ ∂
⎢ ⎥
∂ ∂ ∂⎣ ⎦

     (5.30)  

2 2
2 2

2

2 2 2
2 2

2

x x y
H

y x y

θ θ

θ θ

⎡ ⎤∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥=
⎢ ⎥∂ ∂
⎢ ⎥
∂ ∂ ∂⎣ ⎦

     (5.31) 
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สมการ (5.29) ถึง (5.72) ดานลางนี้เปนรายละเอียดการหาสมาชิกของสมการ 
(5.29) (5.30) และ (5.31) ดังนี้ 

จากสมการ (5.22) และ (5.26) กําหนดให 

2
1 1 2 1 2 11U L y L K y L K x= + + −    (5.32) 

2
1 1 2 1 2 11V L x L K x L K y= + − −    (5.33) 

( )2
2 1 2 2 2 21U L y L K y L K x d= + − − −   (5.34) 

( ) ( ) 2
2 1 2 2 2 21V L x d L K x d L K y= − + − + −   (5.35) 

โดยที่ 

 ( )
2 2 2 2

1 2
1 3

1 2

cos
2

x y L LK
L L

θ + − −
= =    (5.36) 

 ( ) ( )2 2 2 2
1 2

2 4
1 2

cos
2

x d y L L
K

L L
θ

− + − −
= =   (5.37) 

จะไดวา 

 
2

21 1
2 1 2

1 1 1

1
1

U xy K xL K
x L L K

∂
= + − −

∂ −
   (5.38) 

2
1 1

1 2 1 2
1 1 11

U y K xyL L K
y L L K

∂
= + + −

∂ −
   (5.39) 

2
1 1

1 2 1 2
1 1 11

V x K xyL L K
x L L K

∂
= + + +

∂ −
   (5.40) 

2
21 1

2 1 2
1 1 1

1
1

V xy K yL K
y L L K

∂
= + − +

∂ −
   (5.41) 
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( )

3
1

2 2 2
12 1 1 1 2 1

1
2 32

1
3

2 2 2
1 2 1

3
1 1

1

y K x x
L L K L L KU

K xx

L L K

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

− −⎜ ⎟∂
= ⎜ ⎟

∂ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

  (5.42) 

( )

2
1

2 2 2
12 1 1 1 2 1

1
2 22

1
3

2 2 2
1 2 1

3
1 1

1

y K x xy
L L K L L KU

K xyy

L L K

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

− −⎜ ⎟∂
= ⎜ ⎟

∂ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

  (5.43) 

( )

2
1

2 2 2
12 1 1 1 2 1

1
2 22

1
3

2 2 2
1 2 1

3
1 1

1

x K y x y
L L K L L KV

K x yx

L L K

⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟

− −⎜ ⎟∂
= ⎜ ⎟

∂ ⎜ ⎟+
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

  (5.44) 

( )

3
1

2 2 2
12 1 1 1 2 1

1
2 32

1
3

2 2 2
1 2 1

1 1

1

x K y y
L L K L L KV

K yy

L L K

⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟
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= ⎜ ⎟

∂ ⎜ ⎟+
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

  (5.45) 

( )

2
1

2 2 2
12 2 1 1 1 2 1

1 1
2 2

1
3

2 2 2
1 2 1

1 1

1

x K y x y
L L K L L KU U

K x yx y y x

L L K

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

− −⎜ ⎟∂ ∂
= = ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂ ⎜ ⎟−
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 (5.46) 

( )

2
1

2 2 2
12 2 1 1 1 2 1

1 1
2 2

1
3

2 2 2
1 2 1

1 1

1

y K x xy
L L K L L KV V

K xyx y y x

L L K

⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟

− −⎜ ⎟∂ ∂
= = ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂ ⎜ ⎟+
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 (5.47) 

( ) 2
22 2

2 2 2
1 1 2

1
1

x d yU K xL K
x L L K

−∂
= − − +

∂ −
  (5.48) 

( )2
22

1 2 2 2
1 1 21

K x d yU yL L K
y L L K

−∂
= + + +

∂ −
   (5.49) 

( ) ( )2
22

1 2 2 2
1 1 21

x d K x d yV L L K
x L L K

− −∂
= + + −

∂ −
  (5.50) 

( ) 2
22 2

2 2 2
1 1 2

1
1

x d yV K yL K
y L L K

−∂
= + − −

∂ −
  (5.51) 
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( )

3
2

2 2 2
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322
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1 2 2
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1 1

1

K x d x dy
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K x dx

L L K

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟+ +
⎜ ⎟− −∂ ⎜ ⎟=
⎜ ⎟−∂
+⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

  (5.52) 

( ) ( )

( )

( )

2
2

2 2 2
12 1 2 21 2

2
2 22
2

3
2 2 2
1 2 2

3
11

1

K x d x d yy
L L L KL KU
K x d yy

L L K

⎛ ⎞− −
+ +⎜ ⎟

−−⎜ ⎟∂ ⎜ ⎟=
−∂ ⎜ ⎟+⎜ ⎟

⎜ ⎟−⎝ ⎠

  (5.53) 
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1

x d yx d K y
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(5.56) 
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2 2
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 (5.57) 

 
แทนคาจะไดวา 
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1 1
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1
11 2 2

1 1

U VV U
x xJ

x U V
θ

∂ ∂
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∂ +
    (5.58) 
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    (5.59) 
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∂ ∂
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   (5.60) 
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∂ ∂
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   (5.61) 
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(21) (22)

J J
J

J J
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

     (5.62) 
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 (5.65) 
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(5.71) 
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⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

     (5.72) 

โดยที ่ ( )ijA  คือสมาชิกในแถวที ่ i หลักที ่ j  ของเมตริกซ A  

 

5.2.3 ปริภูมิการจับคู (Coupling Space : iΣ ) 

 
ดังเชนในกรณีการตอแบบอนุกรม ปริภูมิการจับคู เปนการแสดงความสัมพันธ

ระหวางความเร็วของจอยททีละคู ในกรณีการตอแบบขนานนี้ก็จะไดวาเวคเตอรที่ระบุ
ตําแหนงในปริภูมิการจับคูเปนดังสมการ (4.105) คือ 

 
)(qr ii Μ=        

เมื่อ iΜ  เปนเมตริกซที่ใหความสัมพันธระหวางความเร็วของจอยทเปน
คูๆ 

 
ในกรณีตัวอยางนี้ซึ่งมีจอยทอยู 2 ตัวคือ 1θ  และ 2θ  จะไดวา 
 

 1

2

r
θ
θ
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

r       (5.73) 

 
และดังเชนในกรณีการตอแบบอนุกรม ปริภูมิการจับคูจะมีเวคเตอรสัมผัสกับทิศ

ทางการเคลื่อนที่ it
r  และเวคเตอรตั้งฉากกับการเคลื่อนที่คือ i inκ r  ซึ่งสัมพันธกับ

เวคเตอรในปริภูมิจอยทเหมือนในกรณีการตอแบบอนุกรมดังนี้ 
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โดยที่ 
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=

∂
r  

 
ในกรณีตัวอยางนี้ซึ่งมีจอยทอยู 2 ตัวคือ 1θ  และ 2θ  จะสามารถหาเมตริกซ D  

ไดดังนี้ 
 

 1 0
0 1

D
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

      (5.74) 

 
แตสําหรับโคบอทที่เราวิเคราะหในบทนี้มีเพียง 2 จอยทซึ่งก็คือ 1θ  และ 2θ  

ดังนั้นจึงไมมีความจําเปนที่จะตองจับคูการเคลื่อนที่ในปริภูมิจอยทอีกตอไป เพราะมี
ความสัมพันธระหวางความเร็วของจอยทอยูเพียงคูเดียว ดังนั้นจึงไดวาในที่นี้ปริภูมิ
จอยทของเราจึงเปนปริภูมิการจับคูไปในตัวนั่นเอง 

 
5.2.4 ปริภูมิของมุมปรับอัตราทด (Steering Space : iΦ ) 

 
การเคลื่อนที่ในปริภูมิการจับคูในกรณีตัวอยางเปนดังรูปที่ 5.8 เวคเตอรสัมผัส

กับการเคลื่อนที่ tr  สามารถเขียนอยูในรูปเมตริกซไดดังนี้ 
 

[ ]1 2
T

i i it t t=
r       (5.75) 

โดยที่ 1it  คือสมาชิกตัวแรกของเวคเตอร it
r  

 2it  คือสมาชิกตัวที่ 2 ของเวคเตอร it
r  
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rr
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1θ

2θ

 
รูปที่ 5.8 การเคลื่อนที่ในปรภูิมิการจับคูของโคบอทแบบขนาน 2 มิต ิ

 
ดังเชนในแบบอนุกรมจะไดวาอัตราทดระหวางความเร็วของจอยทแตละคูเปน

ดังนี้ 
 2

1

i
i

i

tr
t

Τ =       (5.76) 

เมื่อ irΤ  คืออัตราทดระหวางความเร็วของจอยทแตละคู 
  
จากคาอัตราทดที่ไดจากสมการ (5.74) ทําใหเราทราบความสัมพันธระหวาง

ความเร็วของจอยทแตละคู แตในกรณีโคบอทแบบขนานนี้ความสัมพันธดังกลาวไม
สามารถนําไปสูการคํานวณคามุมปรับอัตราทดของซีวีทีแตละตัวไดเนื่องจากซีวีทีแตละ
ตัวไมไดใหความสัมพันธระหวางความเร็วของจอยทแตละคู แตจะใหความสัมพันธ
ระหวางความเร็วของแตละจอยทกับความเร็วของเพลากลางดังสมการ (5.75) 

 
 

0

i
cir ω

ω
Τ =       (5.77) 

เมื่อ cirΤ  คืออัตราทดระหวางความเร็วของจอยทที่ i  กับความเร็วของ 
  เพลากลาง 

 iω  คือความเร็วของจอยทที่ i  
 0ω  คือความเร็วของเพลากลาง 
 
ในกรณีที่มีซีวีทีอยูจํานวน n ตัว จะไดวามีความสัมพันธระหวางความเร็วของ

แตละจอยทกับความเร็วของเพลากลางทั้งสิ้นอยู n ความสัมพันธ แตจํานวน
ความสัมพันธระหวางความเร็วของจอยทแตละคูมีทั้งสิ้น n-1 ความสัมพันธ ดังนั้นการ
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จะหาคาอัตราทดของซีวีที cirΤ  จากอัตราทดระหวางจอยทแตละคู irΤ  จึงยังไมสามารถ
ทําไดเนื่องจากจํานวนสมการไมเพียงพอ ดังนั้นจึงตองมีวิธีการสําหรบัการหาคาอตัราทด
ของซีวีทีเพิ่มเติมเชน การกําหนดใหอัตราทดของซีวีที 2 ตัวมีคาเทากันดังเชนที่จะ
กลาวถึงในหัวขอถัดไป ก็ทําใหสามารถหาผลเฉลยของคาอัตราทดของซีวีทีทุกคาได 
และเมื่อทราบคาอัตราทดของซีวีทีทุกคาแลวก็สามารถหาคามุมปรับอัตราทดของซีวีที
แตละตัวไดดังนี้ 

 
tan 2
tan 2

i
ci

i

r Φ −
Τ =

Φ +
     (5.78) 

1tan 2
1

ci
i

ci

rA
r

⎛ ⎞+ Τ
Φ = ⎜ ⎟−Τ⎝ ⎠

    (5.79) 

 
5.3 การเลือกอัตราทดใหเปนคาเดียวกัน (Common Transmission Ratio) 

 

 
รูปที่ 5.9 การสรางอัตราทดของซีวีทีแตละตัวโดยการปรับคามุม Phi (Φ ) การวิเคราะห

ในสวนนี้จะกําหนดใหคามุม Phi ทั้ง 2 คามคีาเทากนั 
 
ดังที่ไดกลาวไวในหัวขอที่แลว วิธีการทํางานของอุปกรณตนกําลังซึ่งก็คือการหมุนของ 

มุมปรับอัตราทดทุกตัวสามารถทําไดหลายวิธีการ ในงานวิจัยชิ้นนี้ไดเลือกใชวิธีการทําใหคามุม
ปรับอัตราทดของซีวีที 2 ตัวเปนคาเดียวกัน วิธีการนี้จะมีขอดีคือทําใหเราสามารถประหยัด
จํานวนอุปกรณตนกําลังลงได 1 ตัว สําหรับโคบอทที่ใชในการวิเคราะหในบทนี้ เปนโคบอทที่ม ี2 
ขอตอ ดังนั้นจํานวนซีวีทีที่ใชในการตอแบบขนานคือ 2 ตัว โดยวิธีการของเราจะไดวาจํานวน 
อุปกรณตนกําลังที่ใชคือตัวเดียวเทานั้น 
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แตในขณะเดียวกันการลดจํานวนของอุปกรณตนกําลัง ก็มีขอเสียอยูบางคือในกรณีที่มี
การลื่นไถลลอปรับอัตราทดนั้นจะทําใหอัตราทดของซีวีทีทั้ง 2 ตัวมีคาไมเทากันจริงดังในทฤษฎี 
ดังนั้นการเลือกวิธีการนี้จึงตองระวังตรงจุดนี้ดวย 

ในกรณโีคบอทตัวอยางที่จะนํามาวิเคราะหนี้ โดยการเลือกใหคามุมปรับอัตราทดของซีวี
ที 2 ตัวเปนคาเดียวกันเราสามารถหาผลเฉลยสําหรับคามุมปรับอัตราทดไดดังนี้ 

หาคาอัตราทดรวมไดดังนี้ 
  
 1 2c cr r rΤ = Τ ×Τ       (5.80) 
เมื่อ rΤ  เปนอัตราทดรวมของระบบซึ่งก็คืออัตราทดระหวางจอยท 1 และจอยท 

2 นั่นเอง 
 1crΤ  เปนอัตราทดระหวางความเร็วของจอยท 1 และความเร็วของเพลากลาง 

หรือก็คืออัตราทดที่ซีวีทีตัวที่ 1 ปรับได 
 1crΤ  เปนอัตราทดระหวางความเร็วของเพลากลางและความเร็วของจอยท 2 

หรือก็คืออัตราทดที่ซีวีที ตัวที่ 2 ปรับได 
  
ในกรณีนี้ คา 1 2c cr rΤ = Τ  แทนคาในสมการ (5.16)จะไดวา 
 
 1 2 ( )c cr r sign r rΤ = Τ = Τ Τ      (5.81) 
เมื่อ ( )sign x  คือเครื่องหมายของ x  
 
และเมื่อหาคาอัตราทดของซีวีทีแตละตัวแลว นําคาที่ไดไปแทนคาลงในสมการ (5.77) ก็

จะทําใหเราไดคามุมปรับอัตราทดที่ตองการได 
 



 

บทที่ 6 
 

การควบคุมและการจําลองการควบคุม 

การควบคุมโคบอทนั้นแตกตางจากการควบคุมหุนยนตทั่วไป กลาวคือนอกจากจะตอง
ทําการควบคุมตําแหนงแลว ยังตองควบคุมใหทิศทางการเคลื่อนที่ของโคบอทหันไปตามเสนทาง
ที่กําหนดไว ณ ตําแหนงที่กําหนดอีกดวย ดังนั้นตัวแปรตนที่ใชในการควบคุมจึงไมใชเวลา แตเปน
ตําแหนงของโคบอท การควบคุมโคบอทจะใชวิธีการควบคุมแบบใหเคลื่อนตามเสนทาง (Path 
Following Control) คือการกําหนดเสนทางที่ตองการจะใหโคบอทวิ่งตาม แลวจึงควบคุมใหโค
บอทวิ่งเขาสู เสนทางนั้น การควบคุมจะอยูในพื้นฐานของวิธีการปอนกลับใหเปนเชิงเสน 
(Feedback Linearization) และการแปลงการเคลื่อนที่ (Curvature Transformation) ดังจะได
อธิบายตอไป 
 
3.4 ทฤษฏีการควบคุม 

 
กําหนดใหเสนทางที่โคบอทตองเดินไปคือ pS  โดยที่ตําแหนงของโคบอทจริงเดินอยูบน

เสนทาง S  ดังรูปที่ 6.1 วิธีการควบคุมทางเดินของโคบอทก็คือตองปรับทิศทางการเดินของโค
บอทจริงใหหันเขาหาเสนทางที่ตองการ และเมื่อโคบอทวิ่งเขาสูเสนทางที่ตองการแลวจึงทําการ
ควบคุมทิศทางการเคลื่อนที่ใหเปนไปตามเสนทางที่ตองการ วิธีการดังกลาวสามารถทําไดโดย
การปรับใหเวคเตอร Tr  มีทิศทางพุงเขาหา pS  จากนั้นเมื่อโคบอทเคลื่อนที่อยูบน pS  แลว ก็ทํา
การปรับเวคเตอร Tr  ใหเปนไปตามเวคเตอร pT

r  ก็จะทําใหโคบอทเคลื่อนที่ไปตามเสนทางที่
ตองการ 

 
รูปที่ 6.1 เสนทางการเดินของโคบอท 

catty
Text Box
6.1
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การปรับทิศทางของเวคเตอร Tr  ในทางปฏิบัติก็สามารถทําไดโดยการปรับอัตราทดของ 
ซีวีทีโดยการแปลงรูประหวางปริภูมิตําแหนงปลายและปริภูมิของคามุมปรับอัตราทดกจ็ะไดคามมุ
ปรับอัตราทดที่ทําใหไดคาเวคเตอร Tr  ที่ตองการได จุดประสงคหลักในการควบคุมก็คือการ
คํานวณหาคาเวคเตอร Tr  ออกมานั่นเอง แตเพื่อใหการควบคุมมีความราบเรียบในลําดับของ
อนุกรม จึงควรคํานวณหาคาอนุพันธของคาเวคเตอร Tr  ออกมาดวยซึ่งก็คือคาเวคเตอรตั้งฉาก
กับการเคลื่อนที่ Nκ

r  (Curvature Vector)  นั่นเอง นอกจากการคํานวณหาคาเวคเตอร Nκ
r  

แลวก็ควรจะตองคํานวณหาตําแหนงบนเสนทางที่ตองการที่จะใหโคบอทเคลื่อนที่เขาหาดวย
เพื่อใหโคบอทสามารถเคลื่อนเขาสูเสนทางที่ตองการไดอยางราบเรียบ การคํานวณหาตําแหนง
ดังกลาวสามารถหาไดโดยการคํานวณหาคาระยะทางบนเสนทางที่ตองการ ps  และกําหนด
จุดเริ่มตนบนเสนทาง เมื่อวัดจากจุดเริ่มตนไปตามเสนทางที่ตองการเปนระยะ ps  แลวก็จะได
ตําแหนงที่โคบอทควรจะเคลื่อนที่เขาไปนั่นเอง 

ดังนั้นในการคํานวณจึงจําเปนตองคํานวณคาเวคเตอร Nκ
r  และระยะ ps  ออกมาใหได

ซึ่งสามารถทําไดโดยใชวิธีปอนกลับใหเปนเชิงเสน (Feedback Linearization) ดังนี้ 
จากรูปที่ 6.1 กําหนดใหเวคเตอรจากจุดกําเนิดถึงทางเดินของโคบอทคือ ( )R s

r อยูบน
เสนทาง S  โดยที่มีเวคเตอรสัมผัสและตั้งฉากกับทิศทางการเคลื่อนที่คือ ( )T s

r และ ( )N sκ
r  

ตามลําดับ เวคเตอรจากจุดกําเนิดถึงทางเดินที่ออกแบบไวคือ ( )p pR s
r อยูบนเสนทาง pS  โดยที่

มีเวคเตอรสัมผัสและตั้งฉากกับทิศทางการเคลื่อนที่ที่ออกแบบไวคือ ( )p pT s
r  และ ( )p p pN sκ

r  
ตามลําดับ เมื่อ s  คือระยะทางโคบอทเคลื่อนที่ไป ps คือระยะทางบนเสนทางที่ออกแบบไว 
ดังนั้นสามารถหาความผิดพลาดของตําแหนงของโคบอทไดดังนี้ 

  
( ) ( )p pR R s R s∆ = −

r r r       (6.1) 
เมื่อ R∆

r  คือเวคเตอรความผิดพลาดของตําแหนง 
 ( )R s

r  คือเวคเตอรตําแหนงจริงที่โคบอทเคลื่อนที่อยู 
 ( )p pR s

r คือเวคเตอรตําแหนงที่ตองการใหโคบอทเคลื่อนที่ไป 
 s  คือระยะที่โคบอทเคลื่อนที่ไปจริง 
 ps  คือระยะบนเสนทางที่โคบอทตองการจะไป 
 
เปาหมายการควบคุมของเราคือทําให R∆

r  เขาสูคา 0 เนื่องจากสัญญาณการควบคุม
ของเราคือ Nκ

r  และ ps  ซึ่งยังไมปรากฏในสมการ (6.1) นี้ ดังนั้นจึงตองทําการหาอนุพันธเทียบ
กับ s  ใหกับสมการ (6.1) จนกวาจะมีพจนของ Nκ

r  และ ps  ปรากฏออกมาดังนี้ 
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 ( ) ( )p p p
d RR T s T s s
ds
∆′ ′∆ = = −
r

r r r      (6.2) 

 
2

2
2 ( ) ( ) ( )p p p p p p p

d RR N s T s s N s
ds

κ κ∆′′ ′′ ′∆ = = − −
r

r r r r   (6.3) 
โดยที่ A′  คืออนุพันธของ A  เทียบกับ s  
 
จากสมการ (6.3) จะไดวาเมื่อทําการหาอนุพันธ 2 คร้ังจะไดพจนของสัญญาณควบคุม

ปรากฏออกมา ดังนั้นสามารถจัดรูปแบบใหอยูในรูปปริภูมิสเตต (State Space) ซึ่งก็คือ  
 

( ),X f X u′ =        (6.4) 
โดยที่ X  คือตัวแปรสเตต 
 u  คือสัญญาณควบคุม 
 
จากระบบของเราสามารถจัดรูปใหเปนไปดังสมการ (6.4) ไดดังนี้ 
 

 ( ) ( )

( ) ( )
p p

p p

R s R s R
x

R s R s R

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− ∆
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

′ ′− ′∆⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

r r r

r r r      (6.5) 

เมื่อ x  คือเวคเตอรสเตตของระบบ 
 
โดยที่พลวัตรของระบบจากสมการ (6.4) เปนดังนี้ 
 

2

( ) ( )

( ) ( ) ( )
p p p

p p p p p p p

T s T s sxx
s N s T s s N sκ κ

⎡ ⎤′−∂
= = ⎢ ⎥
∂ ′′ ′− −⎢ ⎥⎣ ⎦

r r

& r r r    (6.6) 

โดยที่ ps′  และ ps′′  เปนอนุพันธลําดับที่ 1 และ 2 ของ ps  เมื่อเทียบกับ s  
 
และเปาหมายในการควบคุมคือตองการใหความผิดพลาดของตําแหนงเปน 0 ดังนั้น 

เอาตพุต (Output) ของระบบคือ 
 

y R= ∆
r        (6.7) 

เมื่อ y  คือเวคเตอรเอาตพุตของระบบควบคุม 
 



 

 

66

ทําการออกแบบคอนโทรลลอว (Control Law) U  ของระบบเพื่อใหสามารถคํานวณหา
สัญญาณควบคุม Nκ

r  และ ps  ออกมา ซึ่งสามารถทําไดโดยสมมติวาหาคา Nκ
r  และ ps  ได

โดยการแตกคา คอนโทรลลอว ออกไปตามแนวขนานและตั้งฉากกับทิศทางการเคลื่อนที่ไดดังนี้ 
แตกคอนโทรลลอวในแนวขนานกับการเคลื่อนที่ 
 

T
ps T U′′ =

r        (6.8) 
 

แตกคอนโทรลลอวในแนวตั้งฉากกับการเคลื่อนที่ 
 

( )TN TT Uκ = Ι −
r r r       (6.9) 

เมื่อ U  คือคอนโทรลลอวของระบบ 
 
แทนคาสมการ (6.8) และ (6.9) ลงในสมการ (6.3) จะสามารถจัดรูปไดวา 
 
 R y mU b′′ ′′∆ = = +

r       (6.10) 
 
โดยที่ 
 
 ( )T T

pm TT T T= Ι − −
r r r r       (6.11) 

 2( )p p pb s Nκ′′= −
r       (6.12) 

 
โดยการกําหนดใหคอนโทรลลอวเปนดังนี้ 
 
 [ ]1U m v b−= −       (6.13) 
 
แทนคาสมการ (6.13) ลงในสมการ (6.10) จะไดวา 
 
 y v′′ =         (6.14) 
 
สมการ (6.13) เปนการทําใหระบบไมเชิงเสนของเรากลายเปนระบบเชิงเสนดังสมการ 

(6.14) โดยการกําหนดให v  มีรูปแบบดังนี้ 
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 RRv ∆−′∆−= 22 λλ       (6.15) 
 
จะทําใหผลตอบสนองของเอาตพุตของระบบ y มีการตอบสนองแบบคริติคัลแดมป 

(Critical Damped) ซึ่งจะทําใหคา y  ซึ่งก็คือคาความผิดพลาดของตําแหนงสามารถวิ่งเขาสูคา 
0 ไดโดยเร็ว และไมมีโอเวอรชูต (Overshoot) ของระบบได 

ทําการเลือกคา λ  ใหมีคาเทากับ 20 ซึ่งปนคาที่ไมมากเกินไปแตใหผลตอบสนองที่เร็ว
มากจะไดวา 

 
 40 400v R R′= − ∆ − ∆

r r       (6.16) 
 
จะทําใหผลตอบสนองของคาผิดพลาดของตําแหนงเปนดังนี้ 
 
 040040 =∆+′∆+′′∆ RRR      (6.17) 
 
วิธีการควบคุมที่ไดกลาวมาแลวสามารถเขียนเปนแผนภูมิการควบคุมไดดังรูปที่ 6.2 และ 

6.3  
 

2

( ) ( )
( ) ( ) ( )

p p p

p p p p p p p

T s T s s
X

N s T s s N sκ κ
• ′−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥′′ ′− −⎣ ⎦TK

( )T T
pM I TT TT= − − 2( )p p pb s Nκ′′=−

1( )M v b− −

TI TT−

TT
∫

∫

∫

( )

( )
p p

p p p

T s

N sκ

ν U

'
ps

''
ps

ps

Nκ

X  
รูปที่ 6.2 บล็อกไดอะแกรมในการควบคุมโคบอท[7] 
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Define Path

Calculate
Parameter

, ,p p pR T Nκ
r r r

, ,R T Nκ
r r r

Plant

Control

Nκ
r

ps

Transformation

iΦ
Adjust

Steering
Angles

Actual Path

Result

 
รูปที่ 6.3 แผนผังการควบคมุ 

 
 
3.5 การจําลองผลการทดลองของหุนยนตโคบอทแบบอนุกรม 3 มิติ 

 
จากทฤษฎีการควบคุมในหัวขอที่แลว สามารถนํามาประยุกตใชกับหุนยนตโคบอทแบบ 

อนุกรม 3 มิติ ซึ่งเปนตัวอยางในการวิเคราะหในบทที่ 4 โดยกําหนดใหโคบอทวิ่งเขาเสนเฮลิกซ 
(Helical) และอาศัยผลการแปลงรูปซึงไดวิเคราะหในบทที่ 4 จะไดผลดังนี้ 

กําหนดเสนทางที่เราตองการใหโคบอทวิ่งเขาหาคือเสนเฮลิกซดังสมการตอไปนี้คือ 
 
 ( ) 0.5(sin ,cos , )pR t t t t=

r      (6.18) 
เมื่อ t  คือเวลาที่ใชในการเคลื่อนที่  
 

catty
Text Box
6.2
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เสนทางที่ตองการนี้มีรวมผลของความเร็วเขาไปดวย ในการควบคุมจะไมสามารถ
ควบคุมในสวนที่เกี่ยวของกับเวลาได เนื่องจากความเร็วในการเคลื่อนที่จะกําหนดมาจากผูใชงาน 
ดังนั้นการควบคุมจึงตองทําใหอยูในรูปฟงกชันของระยะทาง ซึ่งจะไดดังนี้ 

 

 
0 0

2 2
2 2

t t

p ps R dt dt t′= = =∫ ∫
r     (6.19) 

 2 pt s=        (6.20) 
 
แทนคา  t  จะไดวา 
 
 ( ) 0.5(sin 2 ,cos 2 , 2 )p p p p pR s s s s=

r    (6.21) 
 )1,2sin,2(cos25.0 ppp ssT −=

r     (6.22) 
 )0,2cos,2sin( pppp ssN −−=

r
κ     (6.23) 

 
ใ ห  ( )R s

r เ ร่ิ ม ต น ที่  [ ]0 1 0 T และมี ทิ ศ ท า ง ไปทา งลบขอ ง แกน  x ดั ง นั้ น  
( ) [ ]0 1 0 0 TT = −
r  

จะไดวา  
 

 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=∆

0
5.0

0

0
0cos
0sin

5.0
0
1
0

)0(R     (6.24) 

 
กําหนดสภาวะเริ่มตนโดยให ( ) ( )0 0 0p ps s′= =  จะได 
 

 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
=′−=′∆

0
0
1

)0())0(()0()0( ppp ssTTR    (6.25) 

 
จากการออกแบบระบบควบคุมในหัวขอ 6.1 จะไดผลตอบสนองของคาผิดพลาดของ

ตําแหนงดังนี้   
  
 040040 =∆+′∆+′′∆ RRR      (6.26) 
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กําหนดให p  คือตัวแปรลาปลาซ (Laplace Variable) เพื่อไมใหสับสนกับ s  ซึ่งในที่นี้
แทนระยะทางที่โคบอทเคลื่อนที่ไป ทําการหาคาลาปลาซใหกับสมการ (6.26) จะไดวา 
  

 
 

40040
)0(40)0()0()( 2 ++

∆+′∆+∆
=∆

pp
RRRppR    (6.27) 

 
แทนคาสภาวะเริ่มตนจากสมการ (6.24) และ (6.25) จะไดวา 
 

 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

−

++
=∆

0
)40(5.0

1

40040
1

2 p
pp

R     (6.28) 
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0
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R      (6.29) 
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⎣
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ss
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ese

R      (6.30) 

 
ทําการจําลองการควบคุมไดผลดังตอไปนี้  
ในการควบคุมนี้สมมติใหคาความยาวของแขนกล 1 2 2l l= =  ผลของคาผิดพลาดของ

ตําแหนงเปนไปดังรูปที่ 6.3 จากรูปจะเห็นไดวาไมมีความผิดพลาดในแนวแกน z เนื่องจาก
จุดเริ่มตนของโคบอทไมมีความผิดพลาดในแนวแกน z อยูแลว คาความผิดพลาดจึงมีคาเปน 0 
ตั้งแตตน สวนคาผิดพลาดในแนวแกน x และ y นั้นจะเห็นไดวามีการตอบสนองเขาสูคา 0 ไดเร็ว
และยังไมมีคาโอเวอรชูตเกิดขึ้นดวย ที่เปนเชนนั้นก็เนื่องมาจากการออกแบบคา v  ในสมการ 
(6.16) นั่นเอง 

ในสวนของเสนทางเดินของโคบอทจริงนั้นสามารถดูไดจากรูปที่ 6.4 ในรูปที่ 6.5 แสดง
การเคลื่อนที่ของจอยทแตละจอยทและในรูปที่ 6.6 ไดแสดงมุมที่ซีวีทีตองกวาดไปซึ่งก็คือการ
ทํางานของอุปกรณตนกําลังนั่นเอง 
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รูปที่ 6.4 คาความคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นในการควบคุมปลายแขนโคบอทแบบอนุกรม 3 

มิติ 
 
รูปที่ 6.4 แสดงคาความคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้น ความคลาดเคลื่อนในแนวแกน x เขาสูคา 

0 เมื่อเคลื่อนที่ไปเปนระยะทาง 0.25 เมตรและมีคาสูงสุดประมาณ 0.02 เมตร สวนในแนวแกน y 
เขาสูคา 0 เมื่อเคลื่อนไปไดระยะทาง 0.4 เมตรโดยมีความผิดพลาดเริ่มตน 0.5 เมตรและเปน
คาสูงสุด 
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รูปที่ 6.5 การเคลื่อนเขาหาเสนเฮลิกซของโคบอทแบบอนุกรม 3 มิต ิ

  
รูปที่ 6.5 แสดงการเคลื่อนเขาหาเสนเฮลิกซของโคบอท โคบอทเริ่มตนที่ตําแหนง 

[ ]0 1 0 T  จากนั้นจึงคอยๆเปลี่ยนทิศทางเขาสูเสนเฮลิกซโดยประมาณที่ตําแหนง 
[ ]0.5 0 0.8 T  
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รูปที่ 6.6 การเคลื่อนที่ของจอยทของโคบอทแบบอนุกรม 3 มิติ แตละจอยทเมื่อ

กําหนดให 1 2 2l l= =  
 
รูปที่ 6.6 แสดงการเคลื่อนที่ของจอยททั้ง 3 ของโคบอทเพื่อใหเกิดการเคลื่อนที่ที่

ตําแหนงปลายดังรูปที่ 6.5  
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รูปที่ 6.7 มุมปรับอัตราทดของซีวที ี1 และ 2 ที่ใชในการควบคุมโคบอทแบบอนุกรม 3 

มิติ รูปบนซวีีท ี1 รูปลางซีวที ี2 
 
รูปที่ 6.7 แสดงมุมที่ซีวีทีตองหมุนปรับไปเพื่อใหโคบอทเคลื่อนไปตําแหนงที่ตองการโดย

รูปบนเปนมุมปรับอัตราทดระหวางจอยท 1 และ 2 รูปลางเปนมุมปรับอัตราทดระหวางจอยท 2 
และ 3 ซีวีทีตัวแรกมีการปรับมุมระหวาง -150 ถึง 150 องศา สวนตัวที่ 2 เคลื่อนระหวาง -150 ถึง 
50 องศา 
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3.6 การจําลองผลการทดลองของหุนยนตโคบอทแบบขนาน 2 มิติ 

 
เชนเดียวกับในหัวขอที่ผานมา ในหัวขอนี้จะทําการจําลองผลการทดลองใหกับหุนยนต

โคบอทแบบขนาน 2 มิติ ที่ใชเปนตัวอยางในการวิเคราะหบทที่ 5 โดยนําผลการวิเคราะหการ 
แปลงรูปและการเลือกตําแหนงอุปกรณตนกําลังจากบทที่ 5 จะไดผลการจําลองภาพดังนี้ 

กําหนดใหเสนทางที่เราตองการใหโคบอทวิ่งเขาหาคือเสนวงกลมดังสมการตอไปนี้คือ 
 
 1 2( ) ( cos , sin )pR t A t d A t d= + +

r     (6.31) 
เมื่อ t  คือเวลาที่ใชในการเคลื่อนที่  
 
เชนเดียวกับการวิเคราะหในหัวขอที่แลว เสนทางที่ตองการนี้มีรวมผลของความเรว็เขาไป

ดวย ในการควบคุมจะไมสามารถควบคุมในสวนที่เกี่ยวของกับเวลาได เนื่องจากความเร็วในการ
เคลื่อนที่จะกําหนดมาจากผูใชงาน ดังนั้นการควบคุมจึงตองทําใหอยูในรูปฟงกชันของระยะทาง 
ซึ่งจะไดดังนี้ 

  
 ( ) ( )( )sin ,cospR A t t′ = −

r  

 
0 0

t t

p ps R dt Adt At′= = =∫ ∫
r      (6.32) 

 ps
t

A
=         (6.33) 

 
แทนคา t จะไดวา 
 

 1 2( ) cos , sinp p
p p

s s
R s A d A d

A A
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

r    (6.34) 

 sin ,cosp p
p

s s
T

A A
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

r      (6.35) 

 1 cos , sinp p
p p

s s
N

A A A
κ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

r     (6.36) 

 

catty
Text Box
6.3
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กําหนดให 0.1A =  1 0.05d =  2 0.15d = ( )R s
r เร่ิมตนที่ [ ]0.2 0.1 T และมี  

( ) 2 20
2 2

T

T
⎡ ⎤

= −⎢ ⎥
⎣ ⎦

r  

จะไดวา  
 

 ( )
( )

0.1cos 0 0.050.2 0.05
(0)

0.1sin 0 0.150.1 0.05
R

⎡ ⎤+⎡ ⎤ ⎡ ⎤
∆ = − =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

  (6.37) 

 
กําหนดสภาวะเริ่มตนโดยให ( ) ( )0 0 0p ps s′= =  จะได 
 

 
2

2(0) (0) ( (0)) (0)
2

2

p p pR T T s s

⎡ ⎤
−⎢ ⎥
⎢ ⎥′ ′∆ = − =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

   (6.38) 

 
จากการออกแบบระบบควบคุมในหัวขอ 6.1 จะไดผลตอบสนองของคาผิดพลาดของ

ตําแหนงดังเชนสมการ (6.26) คือ  
  
 040040 =∆+′∆+′′∆ RRR   
 
และเชนเดิม กําหนดให p คือตัวแปรลาปลาซจะไดวา   
 
 

40040
)0(40)0()0()( 2 ++

∆+′∆+∆
=∆

pp
RRRppR    (6.39) 

 
แทนคาสภาวะเริ่มตนจากสมการ (6.37) และ (6.38) จะไดวา 
  

  2

20.05 21 2
40 400 20.05 2

2

p
R

p p
p

⎡ ⎤
+ −⎢ ⎥

⎢ ⎥∆ =
+ + ⎢ ⎥

− − +⎢ ⎥
⎣ ⎦

  (6.40) 



 

 

75

  
( )
( )

20

20

1 20 10 2 1
20
1 20 10 2 1
20

s

s

e s s
R

e s s

−

−

⎡ ⎤− − + −⎢ ⎥
∆ = ⎢ ⎥

⎢ ⎥− + −⎢ ⎥⎣ ⎦

   (6.41) 

  
( )
( )

20

20

1 40 20 2 2
2
1 40 20 2 2
2

s

s

e s s
R

e s s

−

−

⎡ ⎤− + −⎢ ⎥
′∆ = ⎢ ⎥

⎢ ⎥− − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

  (6.42) 

 
ทําการจําลองการควบคุมไดผลดังตอไปนี้ 
ในการควบคุมนี้สมมติใหคาพารามิเตอรของแขนกลคือความยาวของแขนกล 1L และ  

2L  รวมทั้งคาระยะหางระหวางจอยท 1 และจอยท 2 คือคา d  เปนไปตามการออกแบบจริง
ทั้งหมดคือ 1 0.25L =  2 0.3L =  และ 0.1d =  ผลของคาผิดพลาดของตําแหนงเปนไปดังรูปที่ 
6.7 จากรูปจะเห็นไดวาคาผิดพลาดในแนวแกน x และ y นั้นมีการตอบสนองเขาสูคา 0 ไดเร็วและ
ยังไมมีคาโอเวอรชูตเกิดขึ้นดวย ทั้งนี้ก็เนื่องมาจากการออกแบบคา v  ในสมการ (6.16) นั่นเอง 

ในสวนของเสนทางเดินของโคบอทจริงนั้นสามารถดูไดจากรูปที่ 6.8 ในรูปที่ 6.9 แสดง
การเคลื่อนที่ของจอยทแตละจอยทรูปที่ 6.10 แสดงการเคลื่อนที่ในปริภูมิจอยทและในรูปที่ 6.11 
ไดแสดงมุมที่ซีวีทีตองกวาดไปซึ่งก็คือการทํางานของอุปกรณตนกําลังนั่นเอง 
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รูปที่ 6.8 คาความคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นในการควบคุมปลายแขนโคบอทแบบขนาน 2 

มิติ 
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รูปที่ 6.8 แสดงคาความคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นทั้งในแนวแกน x และ y คาผิดพลาดใน
แนวแกน x เร่ิมที่ 0.05 เมตรและเปนคาสูงสุด คาผิดพลาดในแนวแกน y เร่ิมที่ -0.05 เมตรและมี
ขนาดสูงสุด คาผิดพลาดทั้ง 2 เขาสูคา 0 เมื่อเคลื่อนที่ไปเปนระยะทางประมาณ 0.3 เมตร 

 

-0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25
Parallel Cobot Path

x (m)

y 
(m

)

Actual Path 

Design Path 

 
รูปที่ 6.9 เสนทางเดินของโคบอทแบบขนาน 2 มิต ิ

 
รูปที่ 6.9 แสดงเสนทางเดินของโคบอทโดยโคบอทเริ่มตนที่ตําแหนง [ ]0.2 0.1 T

จากนั้นโคบอทจึงเคลื่อนเขาหาเสนวงกลมที่ตําแหนงโดยประมาณที่ [ ]0.05 0.25 T  
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รูปที่ 6.10 การเคลื่อนที่ของจอยทของโคบอทแบบขนาน 2 มิติแตละจอยท 

 
รูปที่ 6.10 แสดงการเคลื่อนที่ของจอยททั้ง 2 ของโคบอท จอยททั้ง 2 เคลื่อนที่อยูใน

ตําแหนงระหวาง -80 องศาถึง 80 องศา 
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รูปที่ 6.11 การเคลื่อนที่ในปริภูมิจอยทของโคบอทแบบขนาน 2 มิต ิ

 
รูปที่ 6.11 แสดงการเคลื่อนที่ในปริภูมิจอยทโดยมีจุดเริ่มตนที่ตําแหนง [ ]70 20 T−  

องศาโดยประมาณ จากนั้นการเคลื่อนที่ในปริภูมิจอยทจะเปนการเคลื่อนที่แบบวนซ้ําตําแหนง
เดิมไปเร่ือยๆ 
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รูปที่ 6.12 มมุที่ซีวทีีตองกวาดไปสําหรับโคบอทแบบขนาน 2 มิติ 

 
รูปที่ 6.12 แสดงมุมที่ซีวีทีตองกวาดไป มุมที่ตองกวาดไปมีคาระหวาง -80 ถึง 60 องศา 

 



 

บทที่ 7 
 

บทสรุปและงานวิจัยในอนาคต 
 
7.1 บทสรุป 

 
วิทยานิพนธชิ้นนี้จัดทําขึ้นเพื่อศึกษา พัฒนาแนวความคิดและนําเสนอการวิเคราะหและ

การจําลองของหุนยนตโคบอทในรูปแบบอนุกรมและขนาน ในวิทยานิพนธนี้ไดนําเสนอเกี่ยวกับ
จลนศาตรของโคบอทซึ่งแบงเปน 2 สวนหลักคือ จลศาสตรของกลไกแขนกล (ซึ่งใชหลักการ
เดียวกันกับจลศาสตรของหุนยนตทั่วไป) และจลศาสตรของโคบอทซึ่งแตกตางโดยวิเคราะหบน
พื้นฐานของพารมิเตอรของความยาวของเสนทางเดิน (Path Length Parameter) ผูวิจัยได
วิเคราะหจลนศาสตรแบบไปขางหนาและยอนกลับของตัวกลไกของครุภัณท (Hardware 
Mechanism) แบบแขนกล 3 มิติและแบบขนาน 2 มิติ และนําเสนอการแปลงรูปไปสูกรอบการ
ทํางานตางคือ ปริภูมิตําแหนงปลาย, ปริภูมิจอยท, ปริภูมิการจับคู และ ปริภูมิของมุมปรับอัตรา
ทด เพื่อสงผานคาพารามิเตอรตางๆไปใชในการควบคุม จลนศาตรของโคบอทที่นําเสนอมีทั้งแบบ
อนุกรมและแบบขนาน โดยในงานชิ้นนี้มุงเนนไปในการพัฒนาแบบขนานซึ่งอาศัยแนวคิดของ
แบบอนุกรมเปนพื้นฐาน นอกจากนี้ยังไดเสนอแนวความคิดในการควบคุมเสนทางเดินของโค
บอทซึ่งตองควบคุมทิศทางเดินใหสัมพัทธกับตําแหนงของโคบอท สําหรับโคบอทแบบอนุกรม 3 
มิติไดนําเสนอระบบควบคุมซึ่งใชอุปกรณตนกําลังจํานวน 2 ตัว ปรับอัตราทดของซีวีทีทั้ง 2 ตัว 
ในสวนการควบคุมหุนยนตโคบอทแบบขนาน 2 มิตินั้นไดเสนอแนะการเลือกใชอุปกรณตนกําลัง
ตัวเดียวปรับอัตราทดของซีวีทีทั้ง 2 ตัว 

 
7.2 งานวิจัยในอนาคต   

 
การพัฒนางานวิจัยชิ้นนี้ในอนาคตสามารถทําไดหลายวิธีการ ประการแรกคือการทดลอง

ผลกับหุนยนตโคบอทจริงเพื่อนําผลที่ไดมาพัฒนาโคบอทตอไป ขอดีของโคบอทแบบขนานคือ
ความสามารถในการเพิ่มกําลัง ดังนั้นงานวิจัยตอเนื่องเกี่ยวของกับการพัฒนาการใสกําลังเพื่อ
ชดเชยพลวัตรของระบบในสวนตางๆอีก และในสวนของการหาผลเฉลยมุมปรับอัตราทดก็ยัง
สามารถดัดแปลงวิธีการเพื่อใหไดประโยชนในแงอ่ืนๆอีกดวย 
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ในสวนของการสงกําลังกําลังนั้นไดทําการศึกษาทฤษฏีการสงกําลังเบื้องตนดังจะ
กลาวถึงในหัวขอยอยถัดไป 

 
7.2.1  ทฤษฏีการใสกําลัง 
 

ในการทํางานของโคบอทนั้นถามีแรงมากระทําตอโคบอทที่ปลายแขน แรงใน
สวนที่ตั้งฉากกับการเคลื่อนที่จะถูกขจัดไปโดยตัวกลไกของโคบอทเอง จะคงเหลือก็แต
แรงในแนวที่ขนานกับการเคลื่อนที่ แรงในสวนนี้โคบอทแบบขนานสามารถรองรับไดจาก
การใสกําลังใหกับเพลากลาง โดยจะหาความสัมพันธระหวางแรงภายนอกที่กระทํา
ปลายแขนโคบอทกับแรงบิดที่เพลากลางไดดังนี้ 

 

1θ 2θ

3θ

4θ

T
r

F⊥

r
//F
r

 
รูปที่ 7.1 ทิศทางแรงตามแนวขนานและตั้งฉากกับการเคลื่อนที ่

 
สมมติวาโคบอทถูกกระทําดวยแรงภายนอกที่ปลายแขนในทิศทางขนานกับการ

เคลื่อนที่ //F
r  ดังรูปที่ 7.1 มีการใสกําลังใหกับโคบอทโดยผานจอยท 1 และจอยท 2 ดวย

แรง 1τ  และ 2τ  ตามลําดับ โดยวิธีการงานเสมือน (Virtual Work) จะหาความสัมพันธ
ระหวางแรง //F

r  และ แรง 1τ  2τ  ไดดังนี้ 
 
 //

TF R qδ τ δ• = •
r r r r      (7.1) 
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โดยที่ //F
r  คือแรงภายนอกที่กระทําตอโคบอทในแนวขนานกับการ

 เคลื่อนที่ 
R
r  คือเวคเตอรการเคลื่อนที่ของปลายแขนโคบอท 
τ  คือเวคเตอรของแรงบิดที่กระทําตอจอยทของโคบอท 

 qr  คือเวคเตอรการเคลื่อนที่ของจอยทของโคบอท 
 
ในกรณีที่โคบอทขับเคลื่อนดวยขอตอ 2 ขอตอคือจอยท 1 และจอยท 2 ดังรูปที่ 

7.1 การเคลื่อนที่ของจอยท 1 และจอยท 2 คือ 1θ  และ 2θ  ตามลําดับ โดยแรงบิดที่
กระทําตอขอตอทั้ง 2 คือ 1τ  2τ  และปลายแขนโคบอทเคลื่อนที่ไปตามระนาบ xy จะได
วา 

 

 x
R

y
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

r       (7.2) 

 1

2

τ
τ

τ
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

      (7.3) 

 1

2

q
θ
θ
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

r       (7.4) 

 
กําหนดใหจาโคเบียนเมตริกซแสดงความสัมพันธระหวาง R

r  และ qr  ดังนี้ 
 
 qJ

R
∂

=
∂

r
r       (7.5) 

 
แทนคาจาโคเบียนในสมการ (7.5) ลงในสมการ (7.1) จะไดวา 
 
 //

TF J q qδ τ δ• = •
r r r r      (7.6) 

 
จัดรูปสมการ (7.6) จะไดวา 
 
 //F J τ=

r       (7.7)  
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โดยการสงกําลังใหกับเพลากลางไปสูจอยททั้ง 2 โดยผานอัตราทดที่ซีวีทีทั้ง 2 
ตัวสรางขึ้นมา จะหาความสัมพันธระหวางแรงบิดที่เพลากลางกับแรงบิดที่กระทําตอ
จอยททั้ง 2 τ  ไดดังนี้ 

 
 [ ]0 1 2r rτ τ= Τ Τ      (7.8) 
โดยที่ 0τ  คือแรงบิดที่ใสใหกับเพลากลาง 

1rΤ  คืออัตราทดระหวางความเร็วของจอยท 1 และความเร็วของ 
เพลากลางซึ่งเปนอัตราทดที่ซีวีที 1 สรางขึ้นมา 

2rΤ  คืออัตราทดระหวางความเร็วของจอยท 2 และความเร็วของ 
เพลากลางซึ่งเปนอัตราทดที่ซีวีที 2 สรางขึ้นมา 

 
จากสมการ (7.5) (7.7) และ (7.8) จะทําใหทราบความสัมพันธระหวางแรง

ภายนอกที่ขนานกับการเคลื่อนที่และแรงบิดที่ตองใสใหกับ เพลากลาง ได 
ในอนาคตการวิเคราะหการใสกําลังดังกลาวอาจครอบคลุมถึงการใสกําลังเพื่อ

ควบคุมแรงภายในซึ่งเกี่ยวของกับพลศาสตรโดยตรงและรวมถึงการควบคุมและสราง
ความรูสึกเสมือนในการจําลองความเฉื่อย (Inertia) ของระบบ ซึ่งอาจทําไดโดยการ
ควบคุมอัตราทด 
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บทคัดยอ 
 การทํางานของหุนยนตในปจจุบันน้ี สวนใหญเปนการทํางานโดย
ใช actuated joints กลาวคือใน joints ของหุนยนต จะถูกขับดวย 
actuators ซ่ึงสงแรงหรือแรงบิดเพื่อใหแขนหุนยนตอุตสาหกรรมเคลื่อน
ที่ไปยังตําแหนงที่ตองการ โดยทั่วไปในระบบ active แบบน้ีตองใช high 
gain servo loop control และนอกจากนั้น actuators ที่ใชตองมีขนาด
และกําลังมากพอ โดยเฉพาะหุนยนตอุตสาหกรรม อยางไรก็ตาม high 
gain servo เอื้อใหเกิด instability  ไดงาย ถึงแมวาจะมีความกาวหนา
ในงานวิจัยที่ทําใหควบคุมหุนยนต ที่ high gain ปญหาดาน stability ก็
ยังปรากฏอยู หุนยนตหรือระบบ active ที่ไม stable นอกจากนี้ความ
ผิดพลาดทาง software และ hardware ทําใหเกิดปญหาดานความ
ปลอดภัย ดวยเหตุผลน้ีหุนยนตอุตสาหกรรมจึงมีร้ัวกั้นไมใหมนุษยเขา
ไปทํางานใน work space ของหุนยนตได  อยางไรก็ตาม ในการทํางาน
บางประเภท จําเปนจะตองใชหุนยนตมาชวยรวมกับการทํางานของ
มนุษยใน workspace เดียวกัน เชน การใชหุนยนตชวยผาตัด หรือการ
ใชหุนยนตชวยในการประกอบชิ้นงานที่มีขนาดใหญและน้ําหนักมาก 
อยางไรก็ตามการทํางานรวมกันระหวางมนุษยกับหุนยนตความปลอด
ภัยเปนส่ิงสําคัญ ในงานวิจัยน้ีเปนการพัฒนา a serial-link Cobot 
(Collaborative Robot) ที่สามารถทํางานรวมกับมนุษยไดอยางปลอด
ภัย Cobot ไมไดใช servo actuated joints แบบหุนยนตทั่วไปแตใช 
servo steered joints ซ่ึงเปนแนวความคิดทางดาน robotics แบบใหม
ที่คิดคนและพัฒนาโดย Wannasuphoprasit, Colgate, และ Peshkin [ 
2,3,4,5]  ดวยการทํางานลักษณะนี้ทําให cobot น้ัน  intrinsically 
passive และปลอดภัย   
 
คํ า สํ า คั ญ  -- ร ะ บ บ  active , ร ะ บ บ  passive, CVT:continuously 
variable transmission, Cobot: Collaborative Robot, Haptic 

 
Abstract 

Robots usually use servo-actuated joints to control their 
motion. Normally, the robots need high gain servo and sizable 

actuators. While there has been significant progress made in the 
active manipulator that admit high gain, some problems inherent 
to the high gain controllers still exist, such as the trade-off 
between controller performance and stability robustness. Stability 
is not usually compatible with a high gain system. An unstable 
active manipulator is potentially an unsafe device. In addition to 
this problem, hardware or software failures may result in injury 
because human operator is in direct physical contact and share 
the same workspace with the device. However, in several 
applications, there are needs for human to work with a robot such 
as robot assist assembly, and robot assist surgery. Nevertheless, 
safety is the critical factor when human and robot share the 
workspace. In this research, we develop a Serial-link Cobot, 
Collaborative Robot. Unlike typical robots that use servo-actuated 
joints to generate direct force, cobots employ servo steering 
joints to redirect human operator force. This unique steering 
system makes cobots intrinsically stable and appropriate for 
safety critical task.   

 
Keywords – active system , passive system, CVT:continuously 
variable transmission, Cobot: Collaborative Robot 
 
1. บทนํา 

มนุษยมีความสามารถดานการใชสัมผัสทั้งหา รวมทั้งความ
สามารถตัดสินใจในการแกปญหาเฉพาะหนาไดดี ตัวอยางเชน การรับรู
จากการสัมผัส การหลบหลีกส่ิงกีดขวาง หรือการตัดสินถูกผิดจากการ
สัมผัสตางๆ แตในขณะเดียวกัน ความสามารถของมนุษยก็ยังมีขีด
จํากัดอยูเชน มนุษยไมมีความสามารถที่จะยกของหนักมากๆได, 
มนุษยไมสามารถทนตอสภาวะบางอยางเชนความรอนได และแมแตใน
งานที่ตองการความแมนยําสูง มนุษยก็ไมสามารถทําไดดีนัก  
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ดังน้ันในทศวรรษที่ผานงานวิจัยทางดาน H u m a n  R o b o t 
Interaction จึงเปนงานวิจัยที่เติบโตข้ึนไมวาจะเปน Haptic Interface
หรือการทํางานรวมกันระหวางมนุษยและหุนยนตเพื่อใหเกิดประสิทธิ

ภาพ เชน หุนยนตที่ชวยในการผาตัด หรือ Wannasuphoprasit at el 
[2] พัฒนาหุนยนตชวยในการประกอบรถยนต ทั้งน้ันก็เพื่อรวมขอดีของ

มนุษยกับหุนยนตเขาดวยกัน  
การทํางานลักษณะดังกลาวทําใหตองตระหนักถึงการทาํงานรวม

กันของมนุษยและหุนยนต เม่ือมีการทํางานรวมกัน หุนยนตก็จําเปน
ตองทํางานในระบบที่ความปลอดภัยตอมนุษย 

 แนวคิดดังกลาวจึงเปนที่มาของ Cobot: Collaborative Robot  
Cobots คือหุนยนตที่ทํางานรวมกับมนุษย ที่ถูกออกแบบมาเพื่อทํางาน
กับมนุษยโดยตรงใน workspace เดียวกัน. Cobot เปนอุปกรณเชิง 
Robotics ที่มีพฤติกรรมเปน intrinsically passive ทําใหมีความปลอด

ภัยเม่ือทํางานรวมกับมนุษย  
คุณสมบัติเดนประการหนึ่งของ Cobot คือการสรางพื้นผิวเสมือน

หรือ virtual surfaces: virtual surface คือพื้นผิวที่ถูกprogramข้ึนมา
เพื่อใหมนุษยไดสําผัสและรูสึกเสมือนกับวามีกําแพงอยู ทั้งที่ไมมี
กําแพงจริงๆอยูทีน่ั่น virtual surfaces มีประโยชนมาก ตัวอยางของ 
virtual surfaces คือ การใช virtual funnel (พื้นผิวเสมือนทรงกรวย) ใน
การประกอบชิ้นงาน  มนุษยสามารถที่จะผลักชิ้นงานไปตามพื้นผิวทรง
กรวยชึ่งจะนําไปสูเปาหมายไดอยางรวดเร็วและยังปองกันการกระทบ
กันของชิ้นงานไดดวย Cobot จะชวยใหการประกอบแมนยําข้ึนและใช
เวลานอยลง ในการผาตดัก็ใหผลเชนเดียวกัน 

งานวิจัยชิ้นน้ี ในสวนแรกเปนการแนะนํา  Unicycle Cobot ซ่ึง
เปน Cobot ที่การทํางานที่งายและมีลอเดียว การทํางานของมันซ่ึงมี 2 
ลักษณะคือ แบบอิสระและแบบบังคับ จากนั้นก็จะนําเสนอ CVTs 
(Continuous Variable Transmission) ซ่ึงเปนอุปกรณที่ทําหนาที่เปน 
steering mechanism ที่ควบคุมความสัมพันธของ joints ของ Cobot 
นอกจากนั้นจะกลาวถึงการออกแบบ CVTs และ Serial Link Cobot 
หรือ Cobot ชนิดแขนกล  

CVTs ที่ใชในงานวิจัยน้ีมีขนาดเล็กและมีนํ้าหนักเบาเหมาะสําหรับ
การประกอบใชใน Cobot ชนิดแขนกล (Serial Link Cobot) สวนการ
ออกแบบ CVTs ที่มีขนาดและกําลังสูงดูรายละเอียดใน [1] ในตอนทาย
จะกลาวถึงการหา Kinematics ของแขนกล  

 
2. บทนําสู Cobot 
2.1 Cobot คืออะไร 
 Cobot: Collaborative Robot คือหุนยนตที่ทํางานรวมกับมนุษย ที่
ถูกออกแบบมาเพื่อทํางานกับมนุษยโดยตรงใน workspace เดียวกัน. 
Cobot เปนอุปกรณเชิง Robotics ที่มีพฤติกรรมเปน intrinsically 
passive ทําใหมีความปลอดภัยเม่ือทํางานรวมกับมนุษย เหตุผลหลักที่
ทําให Cobot แตกตางกับ หุนยนตและอุปกรณ Haptic ทั่วไปคือ Cobot
ไมไดใชมอเตอรหรือ actuators ขับและสงกําลังผาน joints แตทวา 
Cobot ใช CVTs: Continuous Variable Transmissions ในการควบคุม
ความสัมพันธระหวาง joints ของ Cobot. ไมวาจะมีจํานวน  task 

space dimensions เทาไหรก็ตาม Cobot มีแคเพียง 1 Degree of 
Freedom เทานั้น     
 อุปกรณ Haptic Interface โดนทั่วไปสามารถสรางสภาวะจําลอง 
(virtual environment) ตางๆ ไดโดยใชคอมพิวเตอรควบคุม ยกตัวอยาง
เชนการสรางพื้นผิวหรือกําแพงจําลอง (virtual surfaces, virtual walls) 
ในขณะที่มนุษยเคลื่อนจับ end effector ของอุปกรณ Haptic ไปชนหรือ
ผานเขาไปในกําแพงจําลอง คอมพิวเตอรจะส่ังใหมอเตอรใชแรงผลัก
ตานดันให end effector ออกนอกกําแพง ถาเราตองการจําลองกําแพง
เสมือน (virtual wall) ใหเหมือนกําแพงจริงแลว กําแพงจําลอง (virtual 
wall) ตองมีความแข็งมาก (มี stiffness สูง) มอเตอรที่ใชตองมีขนาด
ใหญเพื่อที่จะขับแรงตานไดเพียงพอและตองใช gain ในการควบคุมสูง 
ทําใหเอื้อตอการเกิด instability  
 ในทางตรงกันขาม ขอแตกตางของ Cobot กับอุปกรณ Haptic ทั่ว
ไปคือ Cobot ไมไดใชแรงตรง (direct force) ขับตานการเคลื่อนที่ของ
มนุษย แตใชการเปลี่ยนทิศทางของแรงที่กระทําโดยมนุษย  (redirect 
applied force) ในทํางานระบบ passive น้ีทําใหไมเปนอนัตรายตอตัวผู
ใช ทําใหมนุษยสามารถทํางานรวมกับ Cobot ไดอยางปลอดภัย  
  
2.2 Unicycle Cobot 
 ตัวอยางของ Cobot ที่จะยกมา ณ ที่น้ีคือ Unicycle Cobot แบบ
ลอเดียวซ่ึงไดถูกพัฒนาโดย Wannasuphoprasit และคณะ [3] มี
ลักษณะเปนหุนยนตลอเดียวเคลื่อนที่ในระนาบ XY เทานั้น แกนของลอ 
Cobot จะตั้งตรงอยูตลอดเวลา มอเตอรของ Unicycle Cobot ทําหนาที่
เพียงปรับเปลี่ยนทิศทางของลอเทานั้นไมสามารถขับเคลื่อนได 
Unicycle Cobot มี Force Sensor ติดอยูเพื่อวัดแรงของมนุษย 
ลักษณะของ Unicycle Cobot เปนดังรูปที่ 1  
 

 
รูปที่ 1 แสดง Unicycle Cobot  ที่มา : จาก [3] 

 
การทํางานของ Cobot ที่จําลองกําแพงเสมือน (virtual walls) แบงเปน 
2 ลักษณะคือ  
1.การทํางานแบบอิสระ ( Virtual Caster ) 
 การทํางานในลักษณะนี้ Cobot จะประพฤติตัวเหมือนกับลอรถเข็น 
(Caster) ทั่วไป คือจะไมบังคับเสนทางการเดินของผูใช ผูใชจึงสามารถ
เคลื่อนที่ไดอยางอิสระ การทํางานในแบบนี้ทําไดโดยตัว Cobot จะวัด
แรงที่กระทําในแนวตั้งฉากกับการเคลื่อนที่ของลอ จากนั้นก็จะพยายาม
ทําใหแรงน้ันเปนศูนยซ่ึงทําไดโดยการหมุนแกนเพลาขับเพื่อเปลี่ยนทิศ
ของลอใหเปนไปตามทิศทางที่ผูใชออกแรงกระทํา ทําใหแรงที่สงกลับไป
ยังผูใชเปนศูนย ผูใชจึงรูสึกเหมือนเคลื่อนที่ไดอิสระ 
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2.การทํางานแบบบังคับ (Virtual Wall) 
 เม่ือผูใชเคลื่อนที่ไปชนกับกําแพงเสมือน (Virtual Wall) Unicycle 
Cobot จะทําการเปลี่ยนทิศทางของแรงและทิศการเคลื่อนที่ ใหขนาน
กับกําแพงเสมือน โดยจะใชวิธีการเปลี่ยนทิศทางของลอใหสัมผัสกับ
กําแพงเสมือน ทําใหผูใชรูสึกเหมือนการไถลไปตามกําแพง เม่ือผูใช
เคลื่อนที่เขาหากําแพง Unicycle Cobot จะตานการเคลื่อนที่ไว แตถาผู
ใชตองการเคลื่อนที่ออกจากกําแพงเสมือน (วัดไดจากแรงที่ force 
sensor) Unicycle Cobot ก็จะกลับไปทํางานในแบบอิสระ  
 รูปที่ 2 แสดงการทํางานของ Unicycle Cobot ที่จําลอง virtual 
walls ที่ตําแหนง x = 4 จะเห็นจาก path ของการเคลื่อนที่วาเม่ืออยูใน
free mode มนุษยเคลื่อนที่ไดอยางอิสระ แตเม่ือเคลื่อนชนกําแพง 
unicycle cobot จะเปลี่ยนทิศทางใหขนานสัมผัสกับกําแพงใน virtual 
wall mode ในรูปยังไดแสดงทิศทางและขนาดของ แรงกระทําของผูใช(
User’s Applied Force) ที่วัดไดจาก force sensor  
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รูปที่ 2 แสดงการทํางานของ Unicycle Cobot ที่จําลอง virtual   walls 
 
3.การออกแบบ Cobot 
3.1 การออกแบบCVT 

CVT: Continuous Variable Transmission มีอยูหลายชนิดดวย
กันดังที่ไดแสดงไวใน [1] อยางไรก็ตามลักษณะของ CVT ที่เราออก
แบบและจะนําไปใชมีลักษณะที่คลายกับของ Moore [ ]  CVTของ 
Mooreใชทรงกลมโลหะและลูกลอโลหะเชนกันทําใหที่มี friction ต่ํา และ
สงกําลังไดนอย สวนของ วิทยา วัณณสุโภประสิทธิ์ และ ศิริศักดิ์ สิริ
เกษมสุข [1] น้ันมีการออกแบบนาํลูกโบวลิ่งมาทําซึ่งจะทําให CVT ที่ได
มีขนาดใหญเกินไป กลาวคือโครงสรางของ CVT ซ่ึงเปนลูกโบวลิ่งน้ี มี
เสนผานศูนยกลางถึง 8.5 ” ขนาดดังกลาวนี้ไมสะดวกนักในการออก
แบบใหประกอบกับแขนกล เน่ืองจากมีขนาดที่ใหญและมีนํ้าหนักมาก 
เพราะฉะนั้นจึงไดมีการออกแบบ CVT ที่ใชใน  Serial-Link Cobot โดย
เฉพาะ โดย CVT ที่ตองการมีทรงกลมขนาดประมาณ 1.5-2 น้ิว และมี
นํ้าหนักเบา ดังน้ันจึงเลี่ยงทรงกลมที่ทําจากโลหะเชนเหล็ก จากการคน
หาของทีมงานพบวาลูกสนุกเกอรเปนทรงกลมที่มีความเที่ยงตรงสูงมี
ความเปน homogeneous ของวัสดุและมีผิวเรียบ นอกจากนั้นยังหาได
งาย ลูกสนุกเกอรมีขนาดเสนผานศูนยกลาง 2 1/6 “ จึงมีขนาดพอ
เหมาะกับการใชงาน นอกจากนี้การใช CVT –ขนาดเล็กยังสามารถลด

ปญหาในการออกแบบเฟองดอกจอกที่มีมุมของแกนทํามุมกัน 45° อีก
ดวย[1] เฟองดอกจอกที่มีมุมของแกนทํามุมกัน 45° น้ีหาไดยากใน
ประเทศไทย ดังน้ันการออกแบบจึงเปลี่ยนมาใชเฟองดอกจอกที่มีมุม
ของแกนทํามุมกัน 90° แทน การออกแบบในลักษณะนี่ทําใหมีความ
กระทัดรัดงายตอการติดตั้งและประกอบใน serial link cobot. 

 
 

 
 

รูปที่ 3 CVT ใน top view  
 

 
รูปที่ 4 แสดงสวนประกอบของ CVT 

 
3.2 การตอ CVT เขากับ Cobot 
Serial link Cobot ที่ออกแบบในที่น้ี มีลักษณะคือ เปนแขนกล 2 

ขอตอ ขอตอแตละขอตอจะถูกเชื่อมเขากับ CVT โดยผานระบบสงกําลัง 
ดังรูป 5 ในการสงผานการเคลื่อนที่เขาไปยังขอตอแตละขอตอน้ัน ขอ
ตออันหน่ึงจะถูกตอกับเพลาของ drive roller 1 และขอตออีกอันหน่ึงจะ
ถูกตอกับเพลาของ drive roller 2 การในลักษณะนี้คือการตอแบบควบ
คุมความสัมพันธระหวางความเร็วเชิงมุมของขอตอทั้งสอง โดยที่อัตรา
สวนของความเร็วเชิงมุมของขอตอทั้งสองสามารถปรับไดอยางตอเน่ือง
โดนการหมุนเปลี่ยนมุมองศาของ เพลา Steering Axis 
 
 

ตอเขากับขอตอ 1 
ตอเขากับขอตอ2 

Steering axis 
เพื่อปรับแกนหมุน
ของ CVT 

 

Virtual Wall 
Free Mode

Virtual Wall   
Mode 

Unicycle Cobot

Drive 
Roller 1 

Drive 
Roller 2 Steering axis 

ตอเขาขอตอ 1 
ตอเขาขอตอ 2 
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รูปที่ 5 แสดงการตอ CVT เขากับแขนกล 
 

 
รูปที่ 6 แสดงการตอ CVT เขากับแขนกล (top view) 

 
4. Kinamatics ของ Cobot (Simple Model) 

Cobot ที่ออกแบบไวสามารถจําลองแบบไดดังรูป 

 
                รูปที่ 6 แบบจําลองของแขนกล 

 
จากแบบจําลองดังกลาว สามารถหา Transfomation Matrix ของปลาย
แขนหุนไดดังน้ี [7] 

 
เม่ือ c1,s1 คือ sin(q1),cos(q1) และ c12,s12 คือ  
sin(q1+q2),cos(q1+q2) ตามลําดับ 

จะไดวาตําแหนงที่ปลายแขน Cobot เม่ือวัดเทียบกับพิกัดของฐาน 
Cobot คือ 

 
ความเร็วเชิงเสนของปลายแขนเทียบกับฐานคือ 

 
และจะไดวา Jacobian ของระบบคือ 
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ซ่ึงจะทําใหทราบความสัมพันธระหวางความเร็วที่ปลายแขน  และความ 
เร็วเชิงมุมของขอตอได 

การควบคุมทางเดินของแขนกลน้ันไมสามารถทําไดโดยการขับขอ
ตอโดยตรง เน่ืองจากผูใชเปนผูบังคับการเคลื่อนที่ของ Cobot ส่ิงที่ 
Cobot ทําไดก็คือการกําหนดทิศทางของแขนกล การทํางานของ Cobot 
เปนไปดังภาพ 

 

 
รูปที่ 7 แสดงทางเดินของปลายแขนและมุมที่ทํากับแกน X 

เสนทางเดินของปลายแขนกลสามารถกําหนดความสัมพันธไดคือ 
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สมมติวามีลออยูที่ปลายแขน ดูรูปที่8 การควบคุมเสนทางสามารถ

ทําไดโดยการปรับเปลี่ยนแกนหมุนของลอใหสัมผัสไปกับเสนโคง น่ัน
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คือปรับใหมุมลอทํามุม φ กับแกน x ทําใหไดความดังสมการขางตน ดัง
รูป  

รูปที่ 8 แสดงทางเดินของปลายแขนที่มีลอแบบ Unicycle Cobot และ
มุมที่ทํากับแกนระนาบ 

 
เชนเดียวกับกรณีที่มีลอ ถาตองการควบคุมเสนทางของปลายแขน

ก็ทําไดโดยการควบคุมความเร็วที่ปลายแขนใหเปนอัตราสวนที่ตองการ 
อัตราสวนความเร็วที่ปลายแขนสามารถผาน Jacobian ทําใหเปนอัตรา
สวนของอัตราเร็วเชิงมุมของทั้ง 2 ขอตอได ดังน้ัน Cobot สามารถควบ
คุมทางเดินไดโดยการควบคุมอัตราสวนของอัตราเร็วเชิงมุมของทั้ง 2 
ขอตอผานตัว CVT  
 
5.สรุป 
 งานวิจัยฉบับน้ีนําเสนอ Cobots: Collaborative Robots หุนยนตที่
ออกแบบใหทํางานรวมกับมนุษยไดอยางปลอดภัย งานวิจัยฉบับน้ีได
กลาวแนะนําการทํางานและหลักการของ Unicycle Cobot และกลาวถึง 
การพัฒนา Cobot แบบแขนกลและไดออกแบบ Cobotic joint แบบ 
spherical CVT ที่ มี นํ้าหนักเบาและขนาดเล็กเพื่ อใชประกอบและ
ประยุกตใชกับ Cobot แบบแขนกล ในปจจุบันทีมงานวิจัยกําลังดําเนิน
การพัฒนาสรางตนแบบและระบบการควบคุม Serial Link Cobot  
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บทคัดยอ 

โคบอท(Cobot) หรือ COlaborative roBOT เปนแนวความคิดเชิง
วิทยาการหุนยนตในการที่จะทําใหหุนยนตสามารถทํางานรวมกับ
มนุษยไดโดยปลอดภัย การทํางานของระบบหุนยนตโดยทั่วไปจะเปน
การทํางานในระบบแอคทีฟ(Active System) เม่ือทํางานโดยตรงกับ
มนุษยแลวจะออกแรงกระทํากับผูปฏิบัติการโดยตรงซึ่งจะทําใหเกิด
อันตรายได โคบอทเปนการทํางานในระบบแพสซิฟPassive System) 
การทํางานแบบนี้นอกจากจะทําใหเกิดความปลอดภัยในการทํางานแลว 
ยังนําความสามารถของทั้งมนุษยและหุนยนตมาใชรวมกันไดอยางมี
ประสิทธิภาพอีกดวย การทํางานดังกลาว โคบอทตองใชอุปกรณการสง
ถายกําลังที่ปรับอัตราสวนไดอยางตอเน่ืองหรือ ซี วี ที (CVT- 
Continuously Variable Transmission) โดยตอพวง ซี วี ที เขากับขอ
ตอของโคบอท การตอพวง ซี วี ที น้ันมี 2 ลักษณะคือ การตอพวงแบบ
อนุกรมและแบบขนาน การตอพวงแบบขนานนั้นมีขอดีคือ สามารถขจัด
ปญหา Singularity ของ ซี วี ที ได และยังสามารถใสกําลังผานเขาไป
ใหกับโคบอทไดอีกดวย งานวิจัยฉบับน้ีจะเปนการศึกษาถึงการทํางาน
ของโคบอทแบบขนาน โดยอธิบายถึงตัวอยางโคบอทที่ออกแบบไว การ
เชื่อมตอโคบอทแบบขนาน เสปซการทํางานของโคบอท ระบบควบคุม
โคบอทซึ่งเปนการควบคุมโดยใหอินพุทของระบบแปรตามตําแหนงของ
โคบอทซึ่งตางจากระบบควบคุมทั่วไปท่ีอินพุทของระบบแปรตามเวลา 
และการใสกําลังใหกับโคบอท 
 
Abstract 
 Cobot or Collaborative Robot is a novel robotics concept 
designed for directly and safely cooperates with human operator. 
A Cobot is a passive system. (Also can make it active if wanted). 
Unlike a conventional robot that requires power interact directly 
with human, Cobots utilize CVTs (continuous variable 
transmissions) impose nonholonomic constraints on their joints. 
There are two methods of connecting CVTs: parallel and serial 
connections. Parallel connection eliminate singularity and enable 

power to transmit to the system. In this paper we describe a 
parallel cobot, CVT connection, cobot framework and powering 
the cobot. 
 
1.บทนํา (Introduction) 

การทํางานของหุนยนตอุตสาหกรรมในปจจุบันน้ัน เปนการทํางาน
ในระบบแอคทีฟ(Active System) กลาวคือหุนยนตจะมีการออกแรง
กระทําที่ปลายแขน ระบบดังกลาวอาจจะไมปลอดภัยสําหรับมนุษยใน
กรณีที่ตองทํางานรวมกับหุนยนต ความปลอดภัยในการทํางานของ
มนุษยรวมกับหุนยนตน้ีเองที่เปนที่มาของแนวความคิดเกี่ยวกับโคบอท 
แนวความคิดน้ีไดนําเอาขอไดเปรียบของมนุษยเชน การแกปญหา
เฉพาะหนา การรูจักการใชประสาทสัมผัสทั้ง 5 และขอไดเปรียบของหุน
ยนตเชน ความแมนยําหรือ ความคงที่ในการทํางาน มาผสมผสานกัน 

โคบอทจะทํางานในระบบแพสซีฟ(Passive System) กลาวคือ
โคบอทจะไมสรางแรงกระทําโดยตรงตอมนุษย แตจะทําเพียงกําหนด
ทิศทางของมนุษยไปสูเปาหมาย เชนถาตองการใหเกิดการเคลื่อนที่เปน
เสนตรง โคบอทก็จะการสรางกําแพงเสมือน(Virtual wall) เปนเสนตรง
ข้ึนมา จะทําใหมนุษยรูสึกวามีกําแพงอยูจริง จึงสามารถทํางานโดยการ
ไถลไปตามกําแพงได ซ่ึงจะทําใหเกิดทั้งความรวดเร็วและแมนยําในการ
ทํางาน 

หลักการทํางานของโคบอทคือ การเปลี่ยนทิศทางของแรงของผูใช
ใหเปนไปตามเสนทางที่โคบอทออกแบบไว การควบคุมทิศทางดังกลาว
สามารถทําไดโดยการควบคุมอัตราสวนของความเร็วในแตละแกนของ
โคบอท การทํางานของโคบอทสามารถทําได 2 แบบคือ 1.แบบอิสระ 
โคบอทจะยอมใหผูใชเคลื่อนโคบอทไดอยางอิสระโดยการปรับเปลี่ยน
การเคลื่อนที่ของโคบอทใหเปนไปตามการเคลื่อนที่ของผูใช และ 2. 
แบบบังคับ โคบอทจะบังคับเสนทางใหผูใชเคลื่อนที่ ถาผูใชงานเคลื่อนก็
จะตองเคลื่อนไปตามเสนทางที่กําหนดไว หลักการทํางานโดยละเอยีด
สามารถดูไดใน [1] 

อุปกรณที่ควบคุมอัตราสวนความเร็วของโคบอทที่มีโครงสรางแบบ
ขอตอหมุนก็คือ CVT ตัว CVT จะทําหนาที่ควบคุมอัตราสวนความเร็ว
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เชิงมุมของแตละขอตอ อัตราสวนดังกลาวสามารถแปลงเปนอัตราสวน
ของความเร็วเชิงเสนที่ปลายแขนโคบอทได โดยจะกลาวถึงรายละเอียด
ตอไป สําหรับตัวอยางและหลักการทํางานของ CVT น้ันสามารถหาดูได
ใน [2] 

งานวิจัยชิ้นน้ี จะกลาวถึงการเชื่อมตอ CVT เขากับโคบอท โดยจะ
เนนรายละเอียดในการเชื่อมตอแบบขนาน การใสกําลังใหกับโคบอท 
และการควบคุมโคบอทซึ่งตางจากการควบคุมหุนยนตทั่วไป โดยที่การ
ควบคุมโดยทั่วไป สัญญาณการควบคุมจะสัมพันธกับเวลา แตการควบ
คุมโคบอทนั้น สํญญาณควบคุมจะสัมพันธกับตําแหนงของโคบอท  
 
2.ลักษณะของโคบอทแบบขนาน 
 โคบอทที่ใชในงานวิจัยชิ้นน้ีมีการออกแบบโดยมีลักษณะเปน bar 
4 bars โดยลักษณะการวางตัวของทั้ง 4 bar จะวางตัวเปนรูปส่ีเหลี่ยม
ดานขนานดังรูป 
 

 
ปที่ 1 ลักษณะของโคบอทที่ออกแบบไว 

 
การออกแบบดังกลาวจะทําใหโคบอทสามารถเคลื่อนที่ได 2 มิติใน

ระนาบตั้งฉากกับพื้นดิน 

θ2 θ1 

 
รูปที่ 2 Diagram ของหุน 

 สําหรับการออกแบบ CVT จะออกแบบโดยใชหลักการเดียวกับ [2] 
แตจะมีขนาดเล็กกวา ลักษณะของ CVT ที่ออกแบบไวเปนไปดังรูป 
 

 
รูปที่ 3 CVT ที่ออกแบบไวเบ้ืองตน 

3.การเชื่อมตอ CVT  (CVT Connecting) 

การตอ CVT เขากับโคบอทนั้นสามารถทําได 2 ลักษณะคือ 1
.แบบอนุกรม และ 2. แบบขนาน การตอแบบอนุกรมนั้นเปนการเชื่อม
ตอ CVT เขากับขอตอที่ตองการควบคุมอัตราสวนตอกันโดยตรงการตอ
แบบน้ี เครือขายการตอทําโดยการตอ CVT แตละตัว เขากับขอตอทีละ
คูจนไดอัตราสวนระหวางความเร็วเชิงมุมของทุกขอตอ ดังน้ันถาโคบอท
มีขอตออยู n ขอ ก็จะตองใช CVT ทั้งส้ิน n-1 ตัว สวนการตอแบบ
ขนานนั้นจะมีขอตอกลางอยู โดยการตอเชื่อมโครงขายของ CVT น้ันจะ
เปนการตอเชื่อมระหวางขอตอแตละตัวกับขอตอกลาง ความเร็วของขอ
ตอกลาง ω0 จะสัมพันธกับความเร็วของแตละขอตอ ωI ดังสมการ 
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โดยที่ Ti คืออัตราสวนความเร็วระหวางขอตอแตละขอกับขอตอ

กลางที่ CVT แตละตัวสรางข้ึนมา 
ในกรณีการตอเครือขายแบบขนานนั้นจํานวน CVT ที่ใชกับขอตอ 

n ขอ จะมีจํานวน n จํานวน ซ่ึงจะมากกวาในกรณีการตอแบบอนุกรม
อยู 1 ตัว ขอดีของการตอเครือขายแบบขนานคือ เปนการกําจัด 
singularities ของ CVT แตละตัว กลวคือในขณะที่ตองการใหอัตราสวน
ความเร็วของ 2 ขอตอเขาใกลอนันตน้ัน CVT ไมสามารถสรางอัตรา
สวนขนาดดังกลาวได การใชขอตอกลางจะไมทําใหเกิดอัตราสวนดัง
กลาว[4] จึงปองกันการเกิดปญหา singularity ได นอกจากนี้ขอดีของ
การตอเครือขายแบบขนานอีกอยางคือทําใหใสกําลังใหกับโคบอทได
ดวย 

 

 
รูปที 4 การตอ CVT 2 ตัวแบบขนาน 

 
4.กรอบการทํางานของโคบอท (Cobot’s Framework) 
 ในการควบคุมโคบอทนั้นจําเปนจะตองมีการเปลี่ยนแปลงการ
เคลื่อนที่ไปสูเสปซตางๆ เสปซที่เกี่ยวของกับการทํางานของโคบอท
แบงไดเปน 4 ประเภทคือ 1.Configuration space (CT) บอกถึง
ตําแหนงของปลายแขนโคบอท 2.Joint Space (CJ) บอกถึงตําแหนง
ของแตละขอตอของโคบอท 3.Coupling Space (∑i)บอกถึงความ
สัมพันธของตําแหนงของขอตอ 2 ขอตอซ่ึงคาอนุพันธของมันสัมพันธ
กันโดยผานกลไกของ CVT และ4.Steering Space (Φ)บอกถึงมุมที่ 
CVT ตอง Steer ไป รายละเอียดของแตละ space เปนดังน้ี 
 
 
 

CVT 
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4.1 Configuration Space (CT) 
 เชนเดียวกับระบบหุนยนตทั่วไป CT ก็คือเสปซการเคลื่อนที่ของ
ปลายแขนของโคบอทนั่นเอง โดยถาเปนการเคลื่อนที่ของโคบอทที่ออก
แบบไวใน 2 มิติ อาจแทนเวคเตอรการเคลื่อนที่ไดโดยเวคเตอร R = [x 
y]T เวคเตอรที่สัมผัสกับการเคลื่อนที่ซ่ึงบอกถึงทิศทางความเร็วของ R 
คือ T

r
 และเวคเตอรที่ตั้งฉากกับการเคลื่อนที่ซ่ึงจะบอกถึงความโคง

ของ R คือ N
r

κ  จะเห็นไดวาหลักการควบคุมโคบอทก็คือการควบคุม
เวคเตอร T

r
ใหเปนไปตามที่ออกแบบไวน่ันเอง 

4.2 Joint Space (CJ) 
 CJ คือเสปซการเคลื่อนที่ที่บอกลักษณะการเคลื่อนที่ของขอตอแต
ละขอตอซ่ึงจะข้ึนอยูกับลักษณะของตัวโคบอทเอง ถาเปนโคบอทที่ออก
แบบไวจะไดวาเวคเตอรการเคลื่อนที่ใน CJ คือ q = [θ1 θ2]T ความ
สัมพันธระหวางเวคเตอรการเคลื่อนที่ใน CJ ,q กับ เวคเตอรการเคลื่อน
ที่ใน CT ,R ดงน้ี 

 ( )q L R=  (2) 
 
 โดยที่ L ก็คือ Inverse Kinematics น่ันเอง 

 เวคเตอรสัมผัสกับการเคลื่อนที่ใน CJ , JT
r

 และเวคเตอรตั้งฉาก

กับการเคลื่อนที่ใน CJ , JJ N
r

κ  มีความสัมพันธกับ T
r

 และ N
r

κ  
ดังสมการ 
 

 J
JTT
JT

=  (3) 
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โดยที่  
R
LJ
∂
∂

=   คือ Jacobian Matrix น่ันเอง และ 

R
J

H ki
i ∂

∂
= ),(

1  คือ Hessian Matrix น่ันเอง 

4.3 Coupling Space (∑i) 
 ∑i เปนเสปซการทํางาน 2 มิติที่แสดงความสัมพันธระหวาง
ตําแหนงของขอตอ 2 ขอตอ น่ันคือเปนการมอง CJ ใหเปน 2 มิติทีละคู
น่ันเอง จะเห็นไดวา ∑I เปนเสปซการทํางานที่ใหคาอัตราสวนระหวาง
ความเร็วเชิงมุมของแตละขอตอเพื่อนําไปใชควบคุมการทํางานของ 
CVT น่ันเอง เวคเตอรการเคลื่อนที่ใน ∑I ,ri สามารถเขียนเปนความ
สัมพันธกับ q ไดดังน้ี 
 

 ( )i ir q= Μ  (5) 
 โดยความสัมพันธ M ในที่น้ีจะเปนเพียงการเขียน q ใหเปนคูๆ
ออกมาทีละคูน่ันเอง แตในกรณีที่การตอขอตอเขากับ CVT มีการทด
รอบเกิดข้ึน จะตองมีคาอัตราทดคูณเขากับขอตอที่ทําการทดรอบดวย 

 เวคเตอรสัมผัสกับการเคลื่อนที่ใน ∑I, it
r  และเวคเตอรตั้งฉากกับ

การเคลื่อนที่ใน ∑I , i inκ r
มีความสัมพันธกับ JT

r
 และ JJ N

r
κ ดัง

สมการ 
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 โดยที่ 
q

D i
i ∂

Μ∂
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 ในกรณีการตอแบบขนานนั้นจะเห็นไดวาสมาชิกหน่ึงใน ri จะเปน 
ตําแหนงของขอตอกลางซึ่งดูเหมือนวาจะไมเปนการจับคูระหวาง
สมาชิกใน  CJ แตถาดูจากสมการ (1) จะทําใหทราบไดวาตําแหนงของ
ขอตอกลางนี้มีความสัมพันธกับผลรวมของตําแหนงของขอตอทุกขอน่ัน
เอง 
4.4 Steering Space (Φ) 
 ΦI เปนเสปซการทํางาน 1 มิติที่บอกถึงตําแหนงของมุมที่ CVT 
จะตองปรับเพื่อใหการเคลื่อนที่ในเสปซตางๆเปนไปตามที่กําหนด 
ความสัมพันธระหวาง ΦI กับ ∑I จะข้ึนอยูกับลักษณะของตัว CVT ใน
กรณีของ CVT แบบหมุนที่ใชในงานวิจัยน้ีจะไดวาคาอัตราสวน
ความเร็วที่ CVT สรางออกมา[4]คือ 
 

 ( ) 2

1

sin( ) 2 cos( )
sin( ) 2 cos( )

i

i

ω
ω

Φ − Φ
Τ Φ = =

Φ + Φ
 (8) 

 
  จะไดวาความสัมพันธระหวาง ΦI กับ ∑Iหาไดดังน้ี 
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 สําหรับการตอแบบขนานนั้น จะเกิดปญหาอยูอยางหน่ึงคือการที่มี
การใช CVT เกินความจําเปนมา 1 ตัว ซ่ึงจะทําใหมีสมการ constraint 
เกินมา 1 สมการ วิธีการแกปญหาดงกลาวทําไดโดยการกําหนดคา
อัตราสวนของ CVT ข้ึนมา 1 คา จากนั้นก็จะสามารถทําการแกสมการ
หาอัตราสวนของ CVT ที่เหลือได 
 เสปซการทํางานที่ไดกลาวถึงน้ีเปนเสปซการทํางานสําหรับกรณี
ทั่วไป อยางไรก็ตามอาจมีโคบอทบางลักษณะที่เสปซการทํางานซ้ํากัน
เชนในกรณีที่โคบอทมีลักษณะเปน x-y Table จะพบวา Cj และ CT เปน
เสปซเดียวกัน การหาการเคลื่อนที่ในเสปซตางๆจึงลดลง 
 ในการแปลงจาก Φ ไปสู CT จะเปน Forward Kinematic 
ธรรมดาซึ่งจะสามารถหาผลการแปลงในรูปทั่วไปไดในกรณีที่โคบอทมี
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ลักษณะโครงสรางแบบอนุกรมเชนโคบอทที่ใชในงานวิจัยน้ี ดังน้ันใน
สวนน้ีจึงไมขอกลาวถึงมากนัก 
 เม่ือหาการเคลื่อนที่ในเสปซการทํางานตางๆไดแลว จะสามารถ
ควบคุมการเคลื่อนที่ของโคบอท โดยการควบคุมการหมุนของมอเตอร
ของ CVT ได 
 
5.การควบคุมโคบอท (Cobot Control) 
 เน่ืองจากระบบการทํางานของโคบอทเปนแบบไมเชิงเสน ดังน้ัน
การควบคุมจะใชวิธี Input-Output Linearizations ในการควบคุม แต 
Parameters ที่ใชในการควบคุมจะข้ึนอยูกับตําแหนง ไมข้ึนอยูกับเวลา 
รายละเอียดในการควบคุมเปนดังน้ี 
 

 
รูปที่ 5 เสนทางการเคลื่อนที่ของโคบอท:ที่มาจาก [3] 

 
 ในการควบคุมจะตองมีเสนทางที่กําหนดไวซ่ึงก็คือ Sp ดังรูป เสน
ทางการเคลื่อนที่ของโคบอทคือ S ดังน้ันเปาหมายการควบคุมก็คือทํา
ให S ≡ SP น่ันเอง 
 ในการเคลื่อนที่ขณะใดๆ โคบอทจะเคลื่อนที่อยูบนเสนทาง S เปน
ระยะ s โดยมีเวคเตอรสัมผัสและตั้งฉากคือ T

r
และ Nκ

r
 ตามลําดับ ใน

เสนทาง SP เสนทางที่สมมูลกับ s คือ sp ซ่ึงไมสามารถวัดได แตจะหา
ไดจากสมการการควบคุม เม่ือทราบคาของ sp ก็จะสามารถหาเวคเตอร
การเคลื่อนที่สมมูลบน Sp ,Rp และเวคเตอรสัมผัสและตั้งฉาก PT

r
และ 

p PNκ
r

 ได เม่ือทราบเวคเตอรการเคลื่อนที่บน Sp ก็สามารถปรับเวค
เตอรการเคลื่อนที่บน S ใหเคลื่อนเขาหา Sp จน S ≡ SP ได สมการ
การควบคุมเปนดังน้ี 
 กําหนดให State ของระบบคือ เวคเตอรความผิดพลาดของการ
เคลื่อนที่ ดังน้ี 
 

 ( ) ( )
( ) ( )

p p

p p

R s R s R
X

R s R s R
−⎡ ⎤ ∆⎡ ⎤

= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ ′− ′∆⎣ ⎦⎣ ⎦
 (10) 

 
 และกําหนดให Output ของระบบคือความผิดพลาดของการเคลื่อน
ที่ 
 

 Y R= ∆  (11) 
 
 จะสามารถหาพลวัตรของระบบไดดังน้ี 

 2

( ) ( )
( ) ( ) ( )

p p p

p p p p p p p

T s T s s
X

N s T s s N sκ κ
• ′−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥′′ ′− −⎣ ⎦

 (12) 

 

 โดยวิธี Feedback Linearization จะไดวา Control Law ของระบบ
เปนดังน้ี 
 

 1( )U M v b−= −  (13) 
โดยที ่ ( )T T

pM I TT T T= − −  (14) 
และ 2( )p p pb s Nκ′′= −  (15) 

 
 จะเห็นไดวา U ออกแบบมาเพื่อเปลี่ยนผลของความไมเชิงเสนของ
พลวัตรใหเปนเชิงเสน จากนั้น ν จึงทําหนาที่ควบคุมระบบที่เปลียน
เปนเชิงเสนแลวให Output หรือความผิดพลาดในการเคลื่อนที่เขาสู 0 
น่ันเอง  
 จาก Control Law ที่ออกแบบไวจะไดวา U สามารถแยกเปน 2 
แนว คือแนวขนานกับ T

r
และแนวตั้งฉากกับ T

r
 ไดดังสมการ 

  
แนวขนาน T

ps T U′′ =  (16) 
แนวตั้งฉาก ( )TN I TT Uκ = −  (17) 

 
 จากสมการ (16) จะสามารถหา sp ไดซ่ึงจะทําใหนําคาไปใชตอได 
โดยสรุปแลวสามารถเขียนเปน Block Diagram สําหรับการควบคุมได
ดังน้ี 

2

( ) ( )
( ) ( ) ( )

p p p
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T s T s s
X

N s T s s N sκ κ
• ′−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥′′ ′− −⎣ ⎦TK

( )T T
pM I TT T T= − − 2( )p p pb s Nκ′′= −

1( )M v b− −

TI TT−

TT
∫

∫

∫

( )

( )
p p

p p p

T s

N sκ

ν U

'
ps

''
ps

ps

Nκ

X
รูปที่ 6 Block Diagram สําหรับการควบคุมโคบอท 

 
6.การใสกําลังใหกับโคบอท (Powering Cobot) 
 ในกรณีที่เปนการตอโครงขายแบบขนานนั้น จะสามารถใสกําลังให
กับขอตอกลางได ขณะที่ไมไดใสกําลังน้ัน ขอตอกลางจะหมุนอิสระโดย
ความเร็วของขอตอกลางคือ[5]  

  

 0
( )T

T
J R u

ω
Τ

=
Τ Τ

r

r r
 (18) 

โดยที่ u คือขนาดของความเร็วที่ปลายของโคบอทซึ่งเปนความเร็ว
ที่มนุษยสรางข้ึนมาเอง Τr คือเวคเตอรของ Transmission ratio ของแต
ละ CVT หรือเทากับ [T1 T2]T ในกรณีโคบอทในงานวิจัยน้ี 

ในกรณีที่ใสกําลังใหกับขอตอกลางนั้น ขอตอกลางจะมีทั้งกําลัง
และความเร็วเกิดข้ึน ความเร็วน้ีจะไมตรงกับความเร็วในสมการ (18) 
อีกตอไป ซ่ึงจะทําใหความเร็วที่ปลายโคบอทนั้นไมใชความเร็วที่มนุษย
สรางแตจะมีความเร็วดังน้ี 
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( )xyz

T
V J R

T
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 (19) 

 
 และแรงที่ปลายโคบอทจะไมเปนไปตามที่ผูใชออกแบบ แตจะเปน
ไปตามสมการดังน้ี 
 

 1
0

2

1

1
T

xyF J τ

⎡ ⎤
⎢ ⎥Τ⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥Τ⎣ ⎦

 (20) 

 
 Fxy คือแรงที่ปลายแขนของโคบอทและ τ0 เปนแรงบิดที่ขอตอ
กลางสรางข้ึนมา 
 จะเห็นไดวาการใสกําลังใหกับโคบอทในทิศทางการเคลื่อนที่เทา
น้ัน แตในทิศทางตั้งฉากกับการเคลื่อนที่ยังคงความเปน passive อยู 
การใสกําลังก็มีขอดีคือสามารถเพิ่มแรงซ่ึงจะชวยเสริมการทํางานของ
มนุษยใหไมตองออกแรงมาก ชวยชดเชยความเสียดทาน ความเรงและ
ความหนวงทรงมวล นอกจากนี้ยังสามารถควบคุมความเร็วในการ
เคลื่อนที่ของโคบอทไดอีกดวย งานวิจัยน้ีไดนําขอไดเปรียบดังกลาวมา
ใชในการชดเชยแรงโนมถวงของระบบซึ่งจากแบบที่ออกแบบไวจะเห็น
ไดวาโคบอทจะตองมีการเคลื่อนที่ในแนวดิ่ง ดังน้ันผูใชจะตองรับภาระ
ของแรงโนมถวงจากน้ําหนักที่โคบอทรับไว การใสกําลังจะทําใหผูใช
สามารถเคลื่อนที่ไดงายข้ึนโดยไมตองคํานึงถึงผลของนํ้าหนัก นอกจาก
น้ีในกรณีที่ไมมีการเคลื่อนที่ โคบอทยังสามารถตั้งอยูในรูปแบบเดิมได
อีกดวย 
 
7.ผลการทดลอง(Simulating Result) 
 ในสวนน้ีจะเปนการนําเสนอผลการทดลอง โดยการจําลองทางเดิน
ของโคบอท 2 แบบ คือ วงกลมและเสนตรงทํามุม 45 องศากับแนว
ระนาบ รูปที่ 7 และ 8 นําเสนอเสนทางเดินของโคบอทแบบวงกลมและ
แบบเสนตรงตามลําดับ โดยกําหนดใหมีความผิดพลาดของตําแหนงใน
ตอนเร่ิมตน จากนั้นจึงทําการควบคุมใหโคบอทวิ่งเขาสูเสนทางที่ออก
แบบไว จากรูปทั้ง 2 จะเห็นไดวาเสนทางเดินของโคบอทซึ่งแสดงดวย
เสนทึบจะวิ่งเขาหาเสนทางที่ออกแบบไวซ่ึงแสดงเครื่องหมาย + 

 
รูปที่ 7 เสนทางการเดินของโคบอทแบบวงกลม 

 
รูปที่ 8 เสนทางการเดินของโคบอทแบบเสนตรง 

 
 ในการทํางานของโคบอทนั้น โคบอทจะตานทานแรงที่กระทําใน
แนวตั้งฉากกับการเคลื่อนที่ ในกรณีที่มีแรงกระทําในแนวขนานกับการ
เคลื่อนที่ มนุษยจะตองแบกรับภาระนั้นไว ดังเชนในรูปที่ 9 แสดง ภาระ
ที่มนุษยตองรับไวเน่ืองจากน้ําหนัก โดยกําหนดใหภาระดังกลาวมีคาสูง
สุด 5 กิโลกรัมและการเคลื่อนที่เปนแบบสถิต เสนทางที่เคลื่อนที่เปนดัง
รูปที่ 7 จะเห็นไดวาเม่ือตําแหนงของโคบอท อยูดานบนสุดและลางสุด
ของวงกลม มนุษยจะไมตองรับภาระจากแรงโนมถวงเน่ืองจากมีการ
เคลื่อนที่ตั้งฉากกับแรงโนมถวง และในตําแหนงอื่นๆ ภาระดังกลาวจะมี
คาเปลี่ยนไปตามทิศทางการเคลื่อนที่ดังแสดงในรูป 
 

 
รูปที่ 9 แรงโนมถวงที่มนุษยตองรับภาระไวในกรณีการเคลื่อนที่แบบวง

กลม 
 

 รูปที่ 10 แสดงคาแรงบิดที่ขอตอกลางตองกระทําเพื่อใหภาระในรูป
ที่ 9 เปนมีคาเปนศูนย 

 
รูปที่ 10 แรงบิดที่ขอตอกลางบิดเพื่อชดเชยแรงโนมถวงที่มนุษยตองรับ

ภาระ 
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8.สรุป (Conclude) 
 งานวิจัยชิ้นน้ีไดกลาวถึงการเชื่อมตอ CVT เขากับโคบอท จํานวน 
CVT ที่ใชในการเชื่อมตอทั้งในแบบขนาน การใสกําลังใหกับโคบอท 
นอกจากนี้ยังไดอธิบายวิธีการการควบคุมโคบอทซึ่งเปนแบบไมเชิงเสน 
แปรตามคาตําแหนงไมใชเวลาและในวงรอบการควบคุมยังตองหาคา
ความยาวของเสนทางที่กําหนดไว sp ไปพรอมๆกันอีกดวย โดยกอน
หนานี้ก็ไดกลาวถึงการแปลงการเคลื่อนที่ไปสูเสปซตางๆเพื่อที่จะ
สามารถควบคุมตําแหนงมอเตอรของโคบอทใหปลายโคบอทเคลื่อนที่
ตามที่ตองการได 
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333    Parallel CVT Mechanisms* 
 
 

Witaya Wannasuphoprasit1), Thanachote Cheepsumol2) 

 
 

 CVTs are a class of transmissions that have been used extensively in several areas 
especially in automobile applications. This research work describes a mechanism utilizes 
two Infinite Adjustable Variable Transmissions: IACVTs connected together in parallel to 
provide redundant ratios of transmission. In addition, power can separately be added to or 
removed from to the system if required. Simple bond graph models of single IACVTs and 
CVT network are presented. Applications and control issues are also discussed.      

 
Keywords: CVTs, Transmission, Cobots, Collaborative Robot,  

 
 

1.  INTRODUCTION 
 CVTs or Continuous Variable Transmission is one of 
the key elements commonly used in automobile 
applications as well as on several power train systems. 
Currently, there are several commercial CVTs available. 
Most of them use friction principles and have limit range 
of ratios and operation, and in addition, they cannot 
perform positive and negative ratios without additional 
devices. For example in Fig 1, the ratio of a belt CVT 
varies by control input and output pulley diameters which 
have certain range due to geometry constraint.  
 The transmission ratio of CVTs used in this work is 
an infinitely adjustable that range from  -∞  to ∞  
[1,2,4,5]. These CVTs firstly introduced as a components 
for a new class of robotic device called Cobots, 
Collaborative Robots [1].  
   

 
Figure 1: V-belt.  Source from [10] 

 
 Unlike conventional applications of CVTs, this paper 
presents an ongoing work on a mechanical power system 
that used redundant CVTs.  
______________________________________________ 
*Presented at 2004 JSAE Annual Congress 
1), 2) Human Robotics Laboratory, Dept. of Mechanical 
Engineering, Chulalongkorn University 
Bangkok 10330, Thailand 
witaya.w@eng.chula.ac.th 
 
 

 
This mechanical network requires numbers of CVTs 
equal to number of DOF of the mechanism. In our case, a 
two DOF mechanism prototype that connected with two 
parallel CVTs is being build and tested. 
  

2. IACVTs : INFINITELY ADJUSTABLE CVTs 
 A simplest CVT is a mechanism that have been used 
for a long time is a wheel. Colgate, Peshkin and 
Wannsuphoprasit [1] proposed a wheel joints as a CVTs 
to couple linear velocities. Refer to Fig 2, the ratio 
between Vy and Vx is tan(α), where α is a steering angle 
of the wheel. The ratio is adjustable.  
 

           
 
α(deg) 0 45 90 135 
ratios ∞  1 0 -1 
 

Figure 2: Wheel IACVT [1] 
 
While wheel CVT is simple and easy to use, for 
application that required rotational motion, additional 
transmissions or different CVTs are needed. Moore and 
Peshkin [2,4], proposed a spherical IACVT that couple 
angular velocities of input and output shaft.     
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Figure 3: Spherical IACVT [1] 
 
Refer the Fig 3, the sphere acts like a friction gear. The 
sphere is constrained in the center. Only movement that 
allowed is the rotation about so called an axis of rotation. 
The transmission ratio of input to output is ratio of d1/d2 . 
Given φ the steering angle. The details of work can be 
found in ref [4]. The effective transmission ratio T can be 
written as 
     

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ °−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==≡ − 45

2
tantantan 1

1

2

1

2 α
ω
ω

d
dT

 (1) 

 
 

3. PARALLEL IACVTs 
 Most applications utilize one CVT to transmit and 
change ratio of flow/effort between input and output. This 
section describes mechanisms that use several CVTs 
coupling single input and multiple outputs.  
 
3.1 Parallel wheel IACVTs  
 In recent years, several researchers proposed 
mechanisms using several wheel CVTs. In 1997 
Wannasuphoprasit [6] introduced Scooter, a passive 
mechanism that used three wheel CVTs commonly 
coupled to the ground. Scooter has planar workspace 
(x,y,θ). The direction of motions depends on the wheel 
steering angles. Path movement can be controlled by 
steering each wheel according to the control law. Scooter 
can be control in translation (x-y) and rotation (θ). Refer 
to Ref [6] for details of this work.  
  

    
                     Figure 4: Scooter [6]  
 
 Another work introduced later last year was a 3D 
Passive Manipulator that used similar three wheel CVTs 
similar to Scooter. Rather than using ground (floor) as a 
common link, however, all three wheel CVTs are coupled 
directly to a sphere. Another key difference is all wheel 
CVTs are stationary, but the sphere moves. The sphere 
has three-rotation workspace (roll, pitch, yaw). The 
rotation axis of the sphere is determined by wheel 

steering angles.  
 Since the sphere workspace has limited applications, 
here a manipulator mechanism is placed on top of the 
sphere and convert roll, pitch, and yaw sphere rotations to 
x, y, and z transnational workspace [8]. 
 

 
 

Figure 5: 3DP Manipulator 
 
 Parallel wheel IACVT mechanisms have several 
advantages. They are stiff and can handle reasonable 
load. One application of these devices is a guidance 
machine. In an automobile plant, an Industrial version of 
Scooter had developed and tested to guide human 
operator in heavy assembly job.    
 
3.2 Powered Parallel Spherical IACVTs  
 Although parallel wheel IACVT mechanisms 
performed well and even tested in a real application [7], 
there are several shortcomings. First it is difficult to 
extend more than three wheel CVTs. Second there is no 
effective way to inject power to system. One solution is to 
power the wheel itself, but normally will required at least 
two powered wheels. Also this posts a challenge design 
problem on the wheel CVTs requiring quick response and 
continuous steering angle without joint limits.  
 To solve this problems, Moore [2], and 
Wannasuphoprasit [7] used a parallel network of 
spherical CVTs that can add powered to the system.  
 
  
 
 
 
  

 
 

Figure 6: Parallel CVT Network.  
In this case two CVTs are used. 
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 The system has one common input and multiple 
outputs. The number of CVTs required is equal to number 
of outputs. The inputs of each CVT are connected to the 
common link (common input) and the outputs of each 
CVTs are then independently controlled by its own 
transmission ratio. The great advantage of this 
arrangement is that the system requires only one power 
source regardless of numbers of outputs. The system is 
the most efficient because all power will transmit to the 
direction of motion. There were previous works and 
prototypes [2,7] on parallel spherical CVTs. However, 
several issues need to be addressed, for example, CVTs 
compliance effects, Internal Inertia effect of the 
transmission, gravitational compensation on the output, 
and various control issues.  

 
Figure 7: Parallel IACVT Test bed  

 
 To investigate and verify these challenges, we 
designed a parallel CVT test bed consisting of two 
spherical IACVTs [9]. The design is simple and 
symmetry. Both inputs of CVTs are connected together 
by a common shaft, which is attached with a power 
motor. The outputs are intentionally designed to open, so 
they can be used in several configurations. Each CVT is 
preloaded by springs inside stiffeners. The preload force 
can be easily adjusted.     
 
3.3 Modeling 
 To have a better understanding of the Parallel 
IACVT characteristics, we model this mechanism. First 
single spherical CVT is modeled using bond graph. A 
simple bond graph is shown below. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Here, d1 and d2 are the distances from rolling axis of the 
sphere to input and output rollers (see Fig 3), r is the 

roller radius, and J is the moment of inertia of  the sphere 
(Jsphere = 2mr2 / 5). The ratios of both transformers are 
adjustable and are function of steering angle α. From the 
bond graph above, it is easily to see that the overall 
transmission relations of effort and flow from input to 
output are: 
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1 2
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input output output

de m m e e
d
df m m f f
d

= =

= =

 

 
For bond graphing our test bed, the inputs are connected 
together and have the same velocity.  The motor inertia is 
included. Note that all friction and small pulley, shaft, 
and roller inertia, are neglected. Fig 8 shows the bond 
graph model of complete test bed system.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 8: A Bond Graph Model of Parallel Spherical 
CVTs  

 
3.4 Prototyping 
 According to the design details in last section, the 
test bed is constructed and assembled. The sphere is made 
of 4-inch acrylic. The steering rollers, input and output 
rollers are custom made from polyurethane. All frames 
and structures are made from aluminum. The pictures of 
the test bed prototype are displayed in Fig 9-10.           
  

  
 
 

Figure 9: Top and Bottom Pictures of the Stiffener 
 
 
 
 

TF 
r/d1 

J J 

Jm 

GY 

f(α) 

Power
Motor 

Stiffener 

Common input 

Outputs Steering 
Motor 

TF 
d2/r

TF 
r/d1 1

f(α1)

1

TF 
d2/r

TF 
r/d1 

1

TF 
d2/r1

f(α2)

J



20045459 

100 

 
Figure 10:  Isotropic Picture of the Parallel IACVT 

Prototype 
 

4 SUMMARY 
 We described the parallel network of wheel CVTs 
and spherical CVTs. The spherical CVT network has 
advantage in expandability and flexibility of adding 
power to the system. This unique system requires only 
one power source regardless of numbers of outputs. The 
simple bond graph models of single spherical CVTs and 
parallel spherical CVT mechanism are proposed. In 
addition we designed and developed a test bed prototype 
to investigate characteristic and control aspects.  
 

5 APPLICATIONS AND FUTURE WORK 
 Kinematics of these work have been analyzed in 
some certainS. The details can be found in Ref [2,5,6].  
On-going work are modeling of this system in more 
details such as including slip of roller and sphere. 
Furthermore we are interested in dynamics behavior, 
inertia transparency, and apparent isotropic inertia of 
operation, and gravitational compensation control and for 
an attached mechanism.    
 Applications of these concepts are enormous. For 
examples, we can connect a close chain mechanism at the 
outputs of test bed and become a robotics manipulator. 
Other applications include multi DOF mechanisms such 
as all wheel drive vehicle.    

 
Figure 11: A manipulator prototype. 

   

        

MOTOR

 
  

Figure 12: Illustrations of CVT network applications in 
mobile mechanism 
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นายธนโชติ ชีพสุมล เกิดเมื่อวันที่ 24 ตุลาคม พ.ศ.2521 ที่กรุงเทพมหานคร หลังจากจบ

มัธยมศึกษา ปที่ 6 จาก โรงเรียน ปทุมคงคา ไดเขาศึกษาตอในคณะวิศวกรรมศาสตร จุฬาลงกรณ
มหาวิทยาลัย และสําเร็จการศึกษาในระดับปริญญาตรีวิศวกรรมศาสตรบัณฑิต สาขาวิชา
วศิวกรรมเครื่องกล คณะวิศวกรรมศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย ในปการศึกษา 2542 และได
เขาศึกษาตอในหลักสูตรวิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิต สาขาวิชาวิศวกรรมเครื่องกล คณะ
วิศวกรรมศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย ในปพ.ศ. 2543 

ในระหวางศึกษาระดับปริญญาโทนี้ ผูเขียนไดเขียนบทความเขาสูการประชุมวิชาการ
ระดับชาต ิ2 บทความคือ “Cobot แบบแขนกล” ซึ่งตีพิมพในการประชุมวิชาการเครือขายเครื่องกล
แหงประเทศไทยครั้งที่ 15, พศ. 2544 และ “โคบอทแบบขนาน” ซึ่งตีพิมพในการประชุมวิชาการ
เครือขายเครื่องกลแหงประเทศไทยครั้งที่ 17, พศ. 2544 และมีบทความที่รอการตีพิมพในการ
ประชุมวิชาการระดับนานาชาติคือ “Parallel CVT Mechanisms” ซึ่งรอการตีพิมพใน JSAE 
Annual Congress, October 2004 
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