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 รูปแบบการแทนคาของจํานวนมีประวัติที่ยาวนาน และนาหลงใหล บางสวนของการพฒันามุง
ไปที่การทําใหเกิดผลของระบบเลขคณิตสําหรับคอมพิวเตอร โดยปกติจํานวนหนึ่งจํานวนจะถูกแทน
คาดวยสายอักขระของดิจิตในระบบดิจิทัล แตเนื่องจากความแมนยําของระบบการประมวลผล
สัญญาณดิจิทัลที่สูงจะเกิดขึ้นพรอมกับคาใชจายที่สูงอันเนื่องมาจากขอจํากัดทางเวลา งานวิจัย  
สวนหนึ่งจึงสนใจระบบแอนะล็อก แตสิ่งหนึ่งที่ เปนปญหาสําคัญคือสัญญาณรบกวนในวงจร  
ที่สามารถเปลี่ยนไปเปนคาความผิดพลาดในระบบได ดวยสาเหตุนี้ทําใหระบบจํานวนคาตอเนื่องถูก
นําเสนอขึ้นในป ค.ศ. 1997 โดยเทคนิคการใชสัญญาณหลายสัญญาณไดถูกเสนอขึ้นเพื่อใชแทน
จํานวนหนึ่งจํานวน สัญญาณเหลานี้ไดถูกนํามาใชในการปรับปรุงสัญญาณที่มีลําดับสูงกวาจนกระทั่ง
ทุกสัญญาณถูกปรับปรุง คาความซับซอนเชิงเวลาสําหรับกระบวนการกูคาความผิดพลาดจะเปน  
เชิงเสนเทียบกับจํานวนสัญญาณที่ใช และคาความผิดพลาดนี้ก็ยังไมสามารถที่จะถูกกําจัดออกไป
จากระบบไดทั้งหมด 
                 ในงานวิจัยนี้จึงไดทําการเสนอระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบใหม ที่ผลลัพธทาง
ทฤษฎีแสดงใหเห็นวา คาความผิดพลาดจากสัญญาณรบกวนนั้นสามารถถูกกําจัดไดอยางสมบูรณใน
ระบบนี้ และงานวิจัยนี้ยังพิสูจนวาเพียงสองสัญญาณก็เพียงพอที่จะใชแทนคาจํานวนหนึ่งจํานวน 
สัญญาณที่หนึ่งคือดิจิตแสดงคา และอีกสัญญาณคือดิจิตซ้ําซอน ทําใหความซับซอนเชิงเวลาสําหรับ
กระบวนการกําจัดขอผิดพลาดเปนคาคงที่ การคํานวณทางเลขคณิตพื้นฐานคือ การบวก ลบ คูณ และ
หาร ดวยเวลาคงที่ ก็ไดถูกเสนอในงานนี้ดวย หลักการของระบบจํานวนที่นําเสนอนีส้ามารถถกูกาํหนด
คุณสมบัติได โดยคาความคาดเคลื่อนที่ยินยอมของคาความผิดพลาด ก็ไดถูกรวมเขาไปในการศึกษา
คร้ังนี้ดวย 
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 Number representation has a long and fascinating history: some of its 
developments are focused on an implementation of computer arithmetic system. Usually a 
number is represented by a string of digits in digital system. Since the high accuracy of 
digital signal processing comes with the high cost of speed limitation, certain researches 
are interested in an analog system. One must be an important problem is noise in the 
circuit that becomes an error in the system. For this reason, a continuous valued number 
system was proposed in 1997. Multiple signals technique is introduced to represent a 
number. These signals are used to refine the higher order signal until the entire signals are 
refined. Time complexity for an error recovery process is linear up to the number of 
signals. It is also not in the case that the error can be removed from the system. 
            This thesis proposes a novel redundant analog number system. Theoretical results 
show that such the error from noise can be completely removed from the system. It is 
demonstrated that only two signals are enough to represent a number, one is a valued 
digit and the other is a redundant digit. Time complexity for the error removable process 
becomes constant. Fundamental arithmetic operations such as addition, subtraction, 
multiplication and division with a constant time are also introduced in this work. The 
principle of the proposed number system is characterized by an error tolerance which is 
also included in this study. 
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บทที่  1 

บทนํา 

1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

 เนื่องจากปจจุบัน มีความตองการในการนําคอมพิวเตอรไปใชในการคํานวณสิ่งที่มีความ
ซับซอนมากขึ้น พรอมทั้งตองการความรวดเร็วในการคํานวณผลลัพธใหเพิ่มข้ึนดวยเชนกัน 
นอกจากการพัฒนาใหตัวประมวลผลทํางานดวยสัญญาณนาฬิกาที่เร็วขึ้น และการเพิ่มความเร็ว
กับอุปกรณตางๆ ของคอมพิวเตอรใหทํางานเร็วขึ้นแลวนั้น วิธีการคํานวณทางคณิตศาสตรของตัว
ประมวลผลเองก็เปนสวนหนึ่งที่ทําใหคอมพิวเตอรสามารถทํางานไดเร็วขึ้นเชนกัน จึงไดมีการ
คนควาวิจัยเกี่ยวกับวงจรการคํานวณทางคณิตศาสตรทั้งทางดิจิทัล (Digital) และแอนะล็อก 
(Analog) เพื่อชวยใหการคํานวณของคอมพิวเตอรรวดเร็วและมีประสิทธิภาพมากขึ้น 
 ในการคํานวณของวงจรดิจิทัลนั้น ขอมูลที่อยูในวงจรนั้นจะมีคาความแมนยําของขอมูล
ภายในวงจรสูง แตเวลาที่ใชในการคํานวณก็จะสูงดวยเชนกัน [1] ในป 1961 ไดมีการนําเสนอ
ระบบจํานวนเครื่องหมาย (Signed digit number system) ขึ้นเพื่อทําการจํากัดการแพรกระจาย
ตัวทด (Carry propagation) ใหเปนคาคงที่ [2] ซึ่งคุณสมบัตินี้ทําใหเราสามารถทําการคํานวณบน
วงจรดิจิทัลไดทั้งแบบขนาน [3] และแบบเชื่อมตรง [4, 5, 6, 7, 8, 9] ซึ่งทั้งสองวิธีก็เปนวิธีการ
คํานวณที่สามารถเพิ่มความเร็วในการคํานวณไดเชนกัน แตจะตองเสียทรัพยากร และคาใชจายใน
การเพิ่มความเร็วนี้เพิ่มข้ึน [1]  

สําหรับการคํานวณทางคณิตศาสตรของวงจรแอนะล็อก มีขอดีตรงที่การคํานวณนั้นเปน
การคํานวณที่ปราศจากตัวทดดวยความสามารถของวงจรแอนะล็อกเอง [10] ทําใหความเร็วที่ได
จากการคํานวณของวงจรแอนะล็อกนั้นมีความเร็วในการคํานวณสูงเปนแบบทันกาล (Real time) 
โดยวงจรการคํานวณทางแอนะล็อกที่เปนที่รูจักกันเปนอยางมากก็คือ คอมพิวเตอรแอนะล็อกสาม
มิติ (Three-dimensional analogue computer, TRIDAC) [11] ซึ่งเปนคอมพิวเตอรที่ใชในการ
จําลองการบินของเครื่องบินเปนแบบสามมิติ สําหรับวงจรคํานวณทางแอนะล็อกนั้นมักจะถูกสราง
ขึ้นมาเพื่อแกปญหาเฉพาะดาน โดยที่พบสวนใหญนั้นจะอยูในระบบควบคุมตางๆ ที่จําเปนตอง
ตองแกปญหาสมการเชิงอนุพันธ (Differential equation) ยกตัวอยางเชน การประมวลขอมูลที่มา
จากเครื่องรับรู (Sensor) จํานวนเปนพันๆ ในกรณีเชนนี้การจําลองปญหาและแกปญหาไดโดยตรง
ในหนึ่งขั้นตอนของการทํางาน ทําใหวงจรการคํานวณทางแอนะล็อกนั้นสามารถทํางานไดเร็วกวา 
[12] แตวาวงจรแอนะล็อกไมสามารถทําใหเปนอยางที่คิดได เนื่องจากขอจํากัดของคาความ
ผิดพลาด (Error) ของสัญญาณในวงจรที่เกิดขึ้นเนื่องจากสัญญาณรบกวน ทําใหคาของสัญญาณ
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ที่เปนลักษณะตอเนื่องนั้นเปล่ียนแปลงไป ในป 1997 Saed Ahmadi Jullien และ Miller ได
นําเสนอระบบจํานวนคาซอนทับ (Overlap resolution number system) โดยระบบจํานวนนี้อาศัย
หลักการในการเพิ่มสัญญาณซ้ําซอนเพิ่มเขาไปเพื่อทําการแทนคาจํานวนเพียงจํานวนเดียว โดยที่
สัญญาณที่ไดเพิ่มข้ึนไปเหลานี้จะเรียกวา ดิจิตซ้ําซอน (Redundancy digit) โดยที่ดิจิตแรกเทานั้น
ที่มีหนาที่ในการแทนคาแอนะล็อกที่เราตองการจะแสดงทั้งหมด สวนในดิจิตอื่นๆ จะบอกคาใน
สวนของรายละเอียดที่ลดลงไปเรื่อยๆ  ซึ่งก็หมายความวาถาดิจิตแรกนั้นสามารถแสดงคาที่ถูกตอง
ไดแบบไมมีความผิดพลาด ก็ไมมีความจําเปนที่จะตองมีดิจิตอื่นๆ ที่เหลือ หนาที่ของดิจิตซ้ําซอนที่
เพิ่มเขามา คือการปรับปรุงคาของดิจิตที่มีลําดับสูงกวาที่อยูติดกันในกรณีที่มีความผิดพลาดเกิด
ขึ้นกับดิจิตเหลานั้นใหใกลเคียงคาที่ถูกตองมากขึ้น โดยวิธีลดคาความผิดพลาด (ในที่นี้จะเรียก
แทนวา วิธีการกูคาความผิดพลาด)นั้นจะเริ่มจากดิจิตที่มีลําดับนอยที่สุด ทําการปรับปรุงคาของ
ดิจิตที่อยูติดกันไปเรื่อยๆ จนถึงการปรับปรุงคาของดิจิตที่มีลําดับสูงสุด ทําใหคาความซับซอน 
(Complexity) ของการลดคาความผิดพลาดเปนเชิงเสนตรง Θ(n) ซึ่ง n คือจํานวนของดิจิตซ้ําซอน 
โดยที่คาความซับซอนนี้มีคาเทากับการแพรกระจายของตัวทดในวงจรดิจิทัล [13] ทําใหเราทําการ
คํานวณทางคณิตศาสตรไดเหมือนกับวงจรดิจิตทัลที่มีการแพรกระจายของตัวทด ประโยชนที่ได
จากการคํานวณแบบปราศจากตัวทดของวงจรแอนะล็อกจึงไมไดใชอยางมีประสิทธิภาพ 

งานวิจัยนี้จึงไดนําเสนอระบบจํานวนคาตอเนื่องใหมขึ้นมา ซึ่งมีคาความซับซอนของเวลา
ที่ใชในการกูคาความผิดพลาดนั้นนอยกวาระบบจํานวนคาตอเนื่องเดิม ที่เรียกวาระบบจํานวน   
แอนะล็อกซ้ําซอน พรอมทั้งนําเสนออัลกอริทึมการคํานวณพื้นฐาน คือ การบวก ลบ คูณ และหาร 
สําหรับระบบจํานวนใหมที่ไดออกแบบมานี้ 

1.2 วัตถุประสงคของการวิจัย 

ออกแบบระบบจํานวนซ้ําซอนคาตอเนื่องรูปแบบใหม ที่ใชเวลาในการกูคาความผิดพลาด
ลดลงเมื่อเทียบกับแบบดั่งเดิม พรอมทั้งออกแบบอัลกอริทึมการคํานวณของตัวดําเนินการทาง
คณิตศาสตรพื้นฐาน คือการบวก ลบ คูณ และหารของระบบจํานวนใหมนี้ 

1.3 ขอบเขตของการวิจยั 

 1. สนใจในระบบที่มีคาความผิดพลาดอยูในรูปของเปอรเซ็นตที่ไมทราบคา ซึ่งคาความ
ผิดพลาดนี้จะตองคงที่สําหรับทุกดิจิตของตัวถูกดําเนินการตัวเดียวกันเทานั้น 
 2. เสนออัลกอริทึมการคํานวณทางคณิตศาสตรพื้นฐานสําหรับระบบจํานวนแบบใหม 
เฉพาะการบวก ลบ คูณ และหารเทานั้น 
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 3. คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นจะไมเกิดระหวางดําเนินการกูคาความผิดพลาด และ
ดําเนินการทางคณิตศาสตรอีก 
 4. คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบจะอยูในขอบเขตที่ระบบจํานวนสามารถจะทนได
เทานั้น จึงจะสามารถทําการกูคาออกมาไดถูกตอง 
 5. ตัวถูกดําเนินการที่จะทําการคํานวณทางคณิตศาสตรจะตองถูกกูคาความผิดพลาด
กอน เพื่อใหเปนคาที่ถูกตองกอนที่จะทําเริ่มการคํานวณผลลัพธ 

6. ทําการออกแบบระบบจํานวน อัลกอริทึมกูคาความผิดพลาด อัลกอริทึมการคํานวณ
ทางคณิตศาสตรพื้นฐาน และเสนอวิธีการพิสูจนอัลกอริทึมเหลานี้เทานั้น ไมไดมีการสรางออกมา
เปนวงจร 

1.4 ขั้นตอนและวิธีดําเนินการวิจัย 

1. ศึกษาของงานวิจัยระบบจํานวนคาตอเนื่อง 
2. วิเคราะหปญหาของงานวิจัยที่มีความสอดคลองกับงานวิจัยที่สนใจ 
3. ออกแบบระบบจํานวนคาตอเนื่องแบบใหม 
4. ออกแบบอัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาดและการคํานวณทางคณิตศาสตรพื้นฐาน 
5.พิสูจนอัลกอริทึมที่ไดออกแบบไว 
6.จัดทําวิทยานิพนธ 

1.5 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับจากการวิจัย 

1. ไดระบบจํานวนคาตอเนื่องแบบใหมที่สามารถทําการลดเวลาที่เกิดขึ้นในการกูคาความ
ผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบได 
 2. อัลกอริทึมการคํานวณทางคณิตศาสตรพื้นฐาน (บวก, ลบ, คูณ และ หาร) สําหรับ
ระบบจํานวนคาตอเนื่องแบบใหม 
 
1.6 ผลงานที่ตีพิมพจากวิทยานิพนธ 
 สวนหนึ่งของวิทยานิพนธนี้ไดรับการตีพิมพเปนผลงานวิชาการในหัวขอเร่ืองดังตอไปนี้ 
 1. “An On-line Addition for Compressed Signed Digit Representation” โดย สิร    

ศรีวนาสณฑ และอรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการ National Computer 
Science and Engineering Conference (NCSEC2003) 
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2.  “On-Line Addition in compressed Signed Digit Representation Using On-the-
fly Technique” โดย สิร ศรีวนาสณฑ และอรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการ
นานาชาติ Hawaii International Conference on Computer Science 
(HICCS2004) 

3.  “Modified Continuous Valued Number System” โดย สิร ศรีวนาสณฑ และ    
อรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการนานาชาติ  2004 International Conference 
on Algorithmic Mathematics and Computer Science (AMCS’04) 

4.  “Reducing Error Recovery Time in CVNS” โดย สิร ศรีวนาสณฑ และอรรถสิทธิ์  
สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการ  8th Annual National Symposium on Computational 
Science and Engineering (ANSCSE8) 

5.  “Parallel Error Recovery in CVNS” โดย สิร ศรีวนาสณฑ และอรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ใน
งานประชุมวิชาการ 8th National Computer Science and Engineering 
Conference (NCSEC2004) 

6.  “On-Line multiplication in compressed Signed Digit Representation Using 
On-the-fly Technique” โดย นพคุณ ศรีมโนธรรม สิร ศรีวนาสณฑ และอรรถสิทธิ์    
สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการ 8th National Computer Science and Engineering 
Conference (NCSEC2004) 

7.  “Redundant Analog Number System” โดย สิร ศรีวนาสณฑ และอรรถสิทธิ์         
สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการนานาชาติ IEEE TENCON 2004 (TENCON2004) 

8.  “Digit Conversion in Redundant Analog Number System” โดย สิร ศรีวนาสณฑ 
และอรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการ 9th Annual National Symposium on 
Computational Science and Engineering (ANSCSE9) 

9.  “RANS and Analog Variable Conversion Algorithm” โดย สิร ศรีวนาสณฑ และ
อรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการนานาชาติ 2nd ECTI Annual Conference 
(ECTI-CON 2005) 



บทที่  2 

ทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 

2.1 ระบบจํานวนคาตอเนือ่ง (Continuous valued number system) 

 เนื่องจากปญหาของสัญญาณรบกวนที่เกิดขึ้นในวงจรแอนะล็อกทําใหคาที่มีอยูในวงจร
นั้นเกิดความผิดพลาดขึ้นได จึงไดมีแนวคิดของระบบเลขคณิตแบบแอนะล็อกที่สามารถจะทําการ
ลดขอผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับจํานวนเหลานั้นภายในระบบได ในป 1997 Saed Ahmadi Jullien และ 
Miller [1] ไดเสนอ ระบบจํานวนคาซอนทับ (Overlap resolution number system) ขึ้นมาและ
หลังจากนั้นในป 2002 ไดมีการเปลี่ยนชื่อเปน ระบบจํานวนคาตอเนื่อง [14] 
 ระบบจํานวนคาตอเนื่องนั้นถูกนําเสนอมาสําหรับการคํานวณทางคณิตศาสตรที่มี
สัญญาณรบกวนนอย (Low noise arithmetic) โดยใชรูปแบบการแทนคา (Representation) และ
การดําเนินการ (Operation) แบบแอนะล็อก ซึ่งการคํานวณสําหรับระบบจํานวนนี้จะสามารถ
คํานวณแบบไมมีตัวทด (Carry free arithmetic) ไดโดยการใชคุณสมบัติของการทํางานของวงจร
แอนะล็อก ระบบจํานวนคาตอเนื่องใชจํานวนสัญญาณหลายสัญญาณในการแทนคาจํานวนเพียง
จํานวนเดียว โดยที่สัญญาณที่เพิ่มเขาไปเหลานี้จะเรียกวา ดิจิตซ้ําซอน (Redundancy digit) 
เพื่อที่จะทําการลดคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในแตละดิจิตลง โดยที่ดิจิตที่มีลําดับสูงสุดเทานั้นที่
เปนดิจิตที่แสดงถึงคาทั้งหมดที่เราตองการ สวนดิจิตอ่ืนๆ นั้นจะเปนดิจิตที่ถูกสรางขึ้นมาเพื่อบอก
รายละเอียดที่ลดลงไปเรื่อยๆ ของแตละดิจิต โดยวิธีการการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนนี้ 
จะใชคุณสมบัติของดิจิตซ้ําซอนเหลานั้นทําการปรับปรุงคาของดิจิตที่มีลําดับสูงกวาที่อยูติดกัน
เพื่อเพิ่มคาความถูกตองใหสูงขึ้นเรื่อยๆ จนกวาจะถึงดิจิตตัวแรกสุด โดยขบวนการที่ใชในการเพิ่ม
คาความถูกตองนั้นจะเริ่มจากดิจิตที่มีลําดับนอยที่สุด (ตัวทางขวาสุด) ไปยังดิจิตที่มีลําดับมาก
ที่สุด (ตัวซายสุด) ทําใหเวลาที่ถูกใชในการเพิ่มคาความถูกตองนี้ขึ้นกับจํานวนของดิจิตซ้ําซอน 
หรือสามารถบอกไดวาคาความซับซอนของเวลา (Time complexity)สําหรับการกูคาความ
ผิดพลาดของระบบจํานวนคาตอเนื่องเปน Θ(n) โดยที่ n คือจํานวนของดิจิตซ้ําซอน โดยที่ในระบบ
ที่คํานึงถึงความถูกตองที่มากขึ้นก็จะตองการจํานวนดิจิตที่ซ้ําซอนมากขึ้นดวยเชนกัน ดังที่ไดกลาว
ไวใน [14] หลักการของดิจิตแบบแอนะล็อกนั้นไดถูกนําเสนอเล็กนอยมากอนหนานี้แลวโดย 
Pulliam ซึ่งเปนแนวคิดในการคํานวณเชิงแสง (Optical computing) แตวาสามารถทําการบวกใน
ระบบเชิงแสงเทานั้น 
 สําหรับฐาน β ที่เปนจํานวนจริงใดๆ ที่  β ≥ 2 กําหนดใหจํานวนจริง X โดยคาสูงสุดของ X 
จะถูกจํากัดดวยคา M ซึ่ง |X| < M และคาจํานวนจริง X นั้นจะประกอบไปดวยดิจิตคาตอเนื่อง 
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(Continuous valued digit) xn หลายดิจิต ซึ่ง K ≤ n ≤ L โดยที่ K และ L เปนจํานวนเต็มที่ K > 0 
และ 0 ≤ L คาระยะสูงสุดแบบพลวัต (Maximum dynamic range) สามารถคํานวณไดจาก 

 M = βL+1
     (2.1) 

รูปแบบการแสดงคาของ X สามารถเขียนออกมาไดเปน 

(xL, xL-1, …, x0 | x-1, …, xK+1, xK) 

เครื่องหมาย | ใชในการแยกสวนที่เปนจํานวนเต็มทางดานขวาออกจากสวนที่เปนทศนิยมทาง
ดานซาย ในการสรางดิจิตคาตอเนื่องนั้นจะถูกสรางเริ่มตนจากดิจิตที่มีคาลําดับมากที่สุด หรือ xL 
ซึ่งสามารถคํานวณไดจาก 

 
M
XxL ×= β     (2.2) 

และดิจิตอื่นที่เหลือสามารถทําการคํานวณไดดวย 

  ( )β11 ++ −= nnn xxx   (2.3) 

ดวยสมการที่ 2.2 และ 2.3 เราสามารถทําการสรุปไดวา |xn| < β และ   1−≤ βnx และจาก
สมการที่ 2.1 นั้นเราก็สามารถทําการหาคาของ L ในกรณีที่เราทราบ M ไดโดย βL+1

 ≥ |M| 
นอกจากนั้นยังสามารถทําการคํานวณดิจิต n > L ไดโดยเราจะเรียกดิจิตที่มีเลขลําดับมากกวาคา 
L นี้วา ดิจิตที่ถูกสรางเกิน (Excessively evolved digits, EEDs) โดยยังคงใชสมการเดิมคือ
สมการที่ 2.3 ซึ่งสามารถทําใหงายขึ้นไดวา xn = xn-1 / β โดยดิจิตที่ถูกสรางเกินนี้จะใชในการ
คํานวณที่คําตอบของการดําเนินการนั้นเกินกวาคา M ทําใหตองมีการเพิ่มคาของ L ซึง่นัน่กค็อืเพิม่
คาระยะสูงสุดแบบพลวัต 
 เนื่องจากในระบบจํานวนคาตอเนื่องนั้นเปนระบบจํานวนสําหรับวงจรแอนะล็อก นั่นก็
หมายความวาดิจิตแบบตอเนื่องนั้นจะตองถูกแสดงคาที่อยูในรูปของตัวแปรทางไฟฟา ที่เรียกวา 
แอนะล็อกดิจิต (Analog digit) ซึ่งเปนตัวแปรทางไฟฟามีลักษณะเปนเชิงเสน เชน กระแส หรือ
ความตางศักย เปนตน ที่อยูในชวงของ 0 ถึง ±Q หนวย นั่นก็หมายความวาเราสามารถแปลงคา
ของ xn ที่เปนดิจิตแบบตอเนื่องใหตรงเขากับคาตัวแปร qn ที่เหมาะสมได โดยสมการดังตอไปนี้  

qn = xn (Q / β) 
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ตัวอยางที่ 2.1 ถา X = 58.742 ซึ่งมีคาระยะสูงสุดแบบพลวัต M = 100 ตองการทําการแสดงคา
ใหอยูในรูปของดิจิตแบบตอเนื่องในชวง 0µA ถึง 50µA บนฐาน β  = 10 และ β  = 2 ทําการหาคา 
L ที่เหมาะสมตามสมการที่ 2.1 ได L = 1 และ L = 6 สําหรับฐาน 10 และฐาน 2 ตามลําดับ ซึ่งผล
การคํานวณออกมาดังตารางที่ 2.1 

ตารางที่ 2.1 แสดงคาดิจิตคาตอเนื่อง และคาตัวแปรทางไฟฟาของ X = 58.742 
 ฐานสิบ ฐานสอง 
n xn qn (µA) xn qn (µA) 
6 - - 1.17484 29.371 
5 - - 0.34968 8.742 
4 - - 0.69936 17.484 
3 - - 1.39672 34.918 
2 - - 0.79744 19.936 
1 5.87420 29.3710 1.59488 39.872 
0 8.7420 43.71 1.18795 29.699 
-1 7.420 37.1 0.37952 9.488 

  

โดยทางทฤษฎีแลวนั้น ในกรณีที่ไมเกิดขอผิดพลาดเลยในระบบ รูปแบบการแทนคาที่เรา
ไดมาจากระบบจํานวนคาตอเนื่องนั้นสามารถดึงจํานวนที่ทําการแทนคาไดโดยใชดิจิตที่มีลําดับ
มากที่สุดเพียงลําดับเดียวเทานั้น  

X = xL (M / β) 

แตในทางปฏิบัติไมสามารถเปนไปไดเนื่องจากมีสัญญาณรบกวนเกิดขึ้นภายในระบบทําใหคาที่มี
อยูในระบบนั้นมีความผิดพลาดเกิดขึ้น อยางที่ไดกลาวไวแลววาระบบจํานวนคาตอเนื่องนั้นมีการ
ใชหลายดิจิตเขามาชวยในการเพิ่มคาความถูกตองนี้โดยดิจิตนั้นจะถูกใชในการปรับคาของดิจิตที่
มีลําดับสูงกวาที่อยูติดกันใหมีคาใกลเคียงกับความเปนจริงไดมากขึ้น หลักการนี้เองเปนหลักการที่
ใชในการกูคาความผิดพลาด (Error recovery) ของระบบจํานวนคาตอเนื่อง 
 เราสนใจคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบจํานวนคาตอเนื่องนั้นเปนแบบ  

x'n = xn + εn 

ซึ่ง x'n หมายถึงคาของ xn ที่รวมกับคาของความผิดพลาดเขาไวดวยกัน สวนวิธีการกูคาความ
ผิดพลาดของดิจิตลําดับที่ n (x'n = xn + εn) ของระบบจํานวนคาตอเนื่องนั้น สามารถทําได โดย
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การกําหนดใหดิจิตที่มีลําดับตํ่ากวาที่ติดกันนั้นเปนคาที่ถูกตอง หรือไมมีคาความผิดพลาด         
x'n-1 = xn-1 และดวยเงื่อนไขเพิ่มเติมอีกหนึ่งเงื่อนไขคือ 

    nn xx =′  (2.4) 

ดวยเงื่อนไขเหลานี้เองทําใหเราสามารถทําการกูคืนคาของ x'n ออกมาเปน x''n ที่มีคาเทากับ xn ดงั
สมการที่ 2.5 

   ( )




=′
>′+′

=′′ −

Knx
Knxx

x
K

nn
n

β/1  (2.5) 

ซึ่งจะเรียกวิธีการกูคืนขอมูลนี้วา ขบวนการวิวัฒนาการยอนกลับ (Reverse evolution process) 
ซึ่งขบวนการนี้จะสามารถกูคืนไดอยางถูกตองก็เมื่อทําการคํานวณฟงกชันพื้น (Floor function) 
ตามสมการที่ 2.4 ไดอยางถูกตอง ซึ่งเทคนิคการกูคาความผิดพลาดนี้จะไมสามารถทําไดก็ในกรณี
ที่    nnn xx >+ ε  หรือ    nnn xx <+ ε   จึงไดมีการปรับปรุงโดยการเปลี่ยนฟงกชันพื้นให
เปนฟงกชันการถูกปดเศษ (Rounded function) แทน  nx′  ไดดังนี้  

  ( )[ ]RoundednnRn xxx β/1−′−′=′    
ดวยเงื่อนไขทีว่า  

 ( ) 2/1/1 <− − βεε nn  (2.6) 

และเมื่อเอาไปแทนในสมการที่ 2.5 แลวเราจะไดสมการในการกูคาความผิดพลาดออกมาดังนี ้

  ( )[ ]RoundednnRn xxx β/1−′′−′=′  

 [ ]
  ( )









=′

>′′+′

=′′
−

Knx

Knxx
x

K

nRn

Rn

β/1

 (2.7) 

ซึ่งเทคนิคที่ใชในการกูคาความผิดพลาดนั้นจะทําการปรับปรุงคาความแมนยําของดิจิตที่มีลําดับ
สูงกวาที่อยูติดกันทีละดิจิตในหนึ่งรอบ นั่นก็หมายความวา คาความซับซอนของเวลาในการกูคา
ความผิดพลาดนั้นมีคาเทากับ Θ (n) โดยที่ n เทากับจํานวนของดิจิตซ้ําซอน ซึ่งคาความซับซอนนี้
มีคาเทากับการแพรกระจายของตัวทดในระบบดิจิทัล 
 และจากสมการที่ 2.7 แสดงใหเห็นวาการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนคาตอเนื่อง
นั้นไมสามารถทําการกูคาความผิดพลาดสําหรับดิจิตที่มีบลําดับตํ่าที่สุด (xK) ซึ่งเปนดิจิตตัวขวา
สุดได ทําใหคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับดิจิตนั้นจะเกิดการแพรกระจายไปยังดิจิตอื่นๆ ของ
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รูปแบบการแทนคาซึ่งเหตุการณนี้จะเรียกวา การแพรกระจายของความผิดพลาดที่เกิดจากดิจิตทีม่ี
คาความสําคัญนอยที่สุด (Least significant digit error propagation) โดยที่คาความผิดพลาดที่
เกิดขึ้นกับดิจิต xK นั้นไดสงผลกระทบไปยังดิจิต xL ดวยคาความผิดพลาดที่สามารถจะคํานวณได
ดังสมการที่ 2.8 

 εL = εK / βL-K  (2.8) 

ตัวอยางที ่2.2 กําหนดใหเกิดคาความผดิพลาดขึ้นในระบบแอนะลอ็กขณะนั้นเทากับ 4 % บน
ฐาน β = 10 ดวย M = 100 การแทนคาของ X = 78.459 ที่ถูกใสคาความผิดพลาด x'n ในระบบ
จํานวนคาตอเนื่อง พรอมทั้งวิธีการกูคาความผิดพลาดไดถูกแสดงไวดงัตารางที ่2.2 

ตารางที่ 2.2 แสดงการกูคาความผิดพลาดของ X = 78.459 ในระบบทีม่ีคาความผิดพลาด 4% 
n 1 0 -1 -2 -3 
xn 7.8459 8.459 4.59 5.9 9 
x'n 8.159736 8.79736 4.7736 6.136 9.36 

[xn'']R 7.845936 8.45936 4.5936 5.936 9.36 
 

 จากตัวอยางที่ 2.2 จะสังเกตไดวาคาของคําตอบที่ไดจากการกูคาความผิดพลาดนั้นมีคา
เทากับ (7.845936, 8.45936, 4.5936 | 5.936, 9.36) เทียบกับคาเริ่มตน (7.8459, 8.459, 4.59 | 
5.9, 9) จะเห็นวา ยังเหลือคาความผิดพลาด 0.36 ที่ดิจิตที่มีลําดับนอยที่สุดอยู และคาความ
ผิดพลาดนี้สงผลกระทบกับทุกๆ ดิจิตที่ทําการกูคาความผิดพลาด ทําใหคาคําตอบที่ไดไมตรงกับ
คาจริงเริ่มตน โดยเหตุการณที่เกิดคาความผิดพลาดจากดิจิตที่มีลําดับนอยที่สุดกระจายไปยังทุกๆ 
ดิจิตนั้นที่เรียกวา การแพรกระจายของความผิดพลาดที่เกิดจากดิจิตที่มีคาความสําคัญนอยที่สุด 
ซึ่งคาความผิดพลาดนี้เกิดจากการที่เราไมสามารถจะทําการปรับปรุงคาของดิจิต xk ไดตามสมการ
การกูคาความผิดพลาดในกรณีที่ n = K 
 อสมการที่ 2.6 จะกําหนดของเขตของคาความผิดพลาดของดิจิตที่อยูติดกัน ที่จะทําให
ฟงกชันการปดเศษ คํานวณคาไดถูกตองตามสมมุติฐานที่เราไดตั้งไว ในกรณีที่คาความผิดพลาดนี้
อยูนอกขอบเขตนี้จะทําใหการกูคาความผิดพลาดนั้นไมสามารถใหคําตอบที่ถูกตองได จึงทําให
เกิดคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอม (Error tolerance) [15] ดังสมการที่ 2.9 

 
β

ϑ
2
1

=  (2.9) 
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นั่นคือในแตละฐานนั้นมีคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมไมเทากัน ยกตัวอยางเชนฐานสิบ 
จะมีคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมเทากับ 0.05 หมายความวาในระบบจํานวนคา
ตอเนื่องของฐานสิบนั้นคาผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับแตละดิจิตในระบบนั้นจะตองนอยกวา 5 % ถาเกิด
มีคาความผิดพลาดเกินจากคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมจะทําใหคําตอบที่ไดจากการ
กูคาความผิดพลาดนั้นจะเกิดความผิดพลาดมากกวาคาความผิดพลาดที่เกิดจากการแพรกระจาย
ของความผิดพลาดที่เกิดจากดิจิตที่มีคาความสําคัญนอยที่สุด 

2.2. การคํานวณทางคณิตศาสตรสําหรับระบบจํานวนคาตอเนื่อง 

 ทฤษฎีการคํานวณทางคณิตศาสตรของระบบจํานวนคาตอเนื่องนั้นที่ไดถูกนําเสนอไปแลว
คือ การบวก การลบ และการคูณ โดยทฤษฎีการบวกของระบบจํานวนคาตอเนื่องนี้สามารถแสดง
ไดดังทฤษฎีบทที่2.1 [13, 16] 

ทฤษฎีบทที่ 2.1 กําหนดให (xL, xL-1, …, x0 | x-1, …, xK+1, xK) และ (yL, yL-1, …, y0 | y-1, …, 
yK+1, yK) เปนรูปแบบการแทนคาของจํานวนจริง X และ Y ในระบบจํานวนคาตอเนื่องบนฐาน β 
ตามลําดับ เมื่อ β เปนจํานวนจริงที่ β ≥ 2 ดิจิตคาตอเนื่องของผลลัพธของการบวก Z = X + Y 
สามารถทําไดดังตอไปนี้ 
 zn = (xn + yn) mod β    (2.10) 

สําหรับทุกคาของ n ที่ K ≤ n ≤ L และ (zL, zL-1, …, z0 | z-1, …, zK+1, zK) เปนรูปแบบการแทน
คาของ Z ในระบบจํานวนคาตอเนื่องบนฐาน β 

ตัวอยางที่ 2.3 การบวก X = 58.34 และ Y = 72.89 ดวยคา M = 1000 สําหรับฐาน β = 10 ดวย
คาความผิดพลาดหลังการทําการคํานวณทางคณิตศาสตรเทากับ 4% เราทําการเลือกคา L = 2 
และ K = -2 ผลลัพธของการคํานวณถูกแสดงไดดังตารางที่ 2.3 
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ตารางที่ 2.3 แสดงการบวก X = 58.34 และ Y = 72.89 ซึ่งมีคาความผิดพลาด 4% 
N 2 1 0 -1 -2 
xn 0.5834 5.834 8.34 3.4 4 
yn 0.7289 7.289 2.89 8.9 9 

zn= (xn + yn) 1.3123 3.123 1.23 2.3 3 
z'n 1.364792 3.24792 1.2792 2.392 3.12 
z''n 1.312312 3.12312 1.2312 2.312 3.12 

 

สวนการลบของสองจํานวนในระบบจํานวนคาตอเนื่องนั้น เราสามารถทําไดดวยการบวก
จํานวนที่ติดลบ [14] โดยเราจะใชทฤษฎีบทที่ 2.1 ในการทําการลบระหวางดิจิตคาตอเนื่องซึ่ง
สามารถทําไดดังตอไปนี้ 

zn = (xn + (-yn)) mod β = (xn – yn) mod β 

แตเนื่องจากเครื่องหมายของจํานวนหลังจากทําการลบนั้นจะมีแคดิจิตที่มีคาลําดับสูงสุดเทานั้นที่
จะสามารถรับรองไดวามีเครื่องหมายของคําตอบที่ถูกตอง เนื่องจากดิจิตที่เหลือไมจําเปนที่จะตอง
มีเครื่องหมายถูกตองตามตัวแรกเสมอไป เราจึงจําเปนตองใชเครื่องหมายของดิจิตที่มีลําดับสูงสุด
เพื่อทําการแปลงเครื่องหมายของดิจิตที่เหลือของคําตอบใหถูกตอง เพื่อทําใหเครื่องหมายเหลานั้น
ถูกตอง จึงไดมีการทําการปรับปรุงวิธีการคํานวณการบวกในสมการที่ (2.10) ซึ่งเราสามารถทําให
คาเครื่องหมายนั้นถูกไดดวยตัวดําเนินการมอดุโล (mod) 







<++

≥++
=

−

+

0)(mod)(

0)(mod)(

LLnn

LLnn
n

yxyx

yxyx
z

β

β  

โดยที่ฟงกชัน mod+ และ mod- ไดถูกนิยามไวดังตอไปนี ้
(a) mod+ β = a + Iβ 0 ≤ (a) mod+β < β 

(a) mod- β = a + Iβ -β < (a) mod-β ≤ 0 

และ I เปนจาํนวนเต็ม 
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ตัวอยางที ่2.4 การลบ X = 58.34 และ Y = 72.89 ดวยคา M = 1000 สําหรับฐาน β = 10 ดวย
คาความผิดพลาดหลังการคาํนวณทางคณิตศาสตรเทากับ 4% เราทําการเลือกคา L = 2 และ K = 
-2 ผลลัพธของการคํานวณถูกแสดงไดดังตารางที่ 2.4 

ตารางที่ 2.4 แสดงการลบ X = 58.34 และ Y = 72.89 ซึ่งมีคาความผดิพลาด 4% 
N 2 1 0 -1 -2 
xn 0.5834 5.834 8.34 3.4 4 
yn 0.7289 7.289 2.89 8.9 9 

zn= (xn - yn) -0.1455 -1.455 5.45 -5.5 -5 
zn = (xn - yn)mod-β -0.1455 -1.455 -4.55 -5.5 -5 

z'n -0.15132 -1.5132 -4.732 -5.72 -5.2 
z''n -0.14552 -1.4552 -4.552 -5.52 -5.2 

 

สําหรับการคูณในระบบจํานวนนี้ [17] ไมสามารถทําไดเหมือนกับการบวกและการลบ 
เนื่องจากเราไมสามารถทําการคํานวณแตละดิจิตที่แยกออกจากกันได งานวิจัยนี้จึงไดทําการเสนอ
อัลกอริทึมการคูณโดยการรวมของผลคูณยอย (Partial product) ซึ่งสามารถเปนไปไดเนื่องจาก
ทฤษฎีบทดังตอไปนี้ 

ทฤษฎีบทที่ 2.2 กําหนดให (xL, xL-1, …, x0 | x-1, …, xK+1, xK) เปนรูปแบบการแทนคาของ
จํานวนจริง X ในระบบจํานวนคาตอเนื่องบนฐาน β เมื่อ β เปนจํานวนจริงที่ β ≥ 2 ดิจิตคา
ตอเนื่องของผลลัพธ λxn สําหรับทุกคาของ n ที่ K ≤ n ≤ L ซึ่ง λ เปนจํานวนเต็มสามารถทําได
ดังตอไปนี้ 

(λX)n = (λxn) mod β 

เราทําการกําหนดให ∑
=

=
j

ik

k
kY βλ แทนแตละดิจิตของรูปแบบการแทนคา yiyi-1…y0.y-1…yj 

โดยที่คา λ มีคาเปนจํานวนเต็ม ดังนั้นวิธีการคูณคา X และ Y ในระบบจํานวนคาตอเนื่องสามารถ
ทําไดดังทฤษฎีบทดังตอไปนี้ 
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ทฤษฎีบทที่ 2.3 กําหนดให (xL, xL-1, …, x0 | x-1, …, xK+1, xK) และ (yL, yL-1, …, y0 | y-1, …, 
yK+1, yK) เปนรูปแบบการแทนคาของจํานวนจริง X และ Y ในระบบจํานวนคาตอเนื่องบนฐาน β 

เมื่อ β เปนจํานวนจริงที่ β ≥ 2 และ λ เปนจํานวนเต็ม โดยที่ ∑
=

=
j

ik

k
kY βλ  ดิจิตคาตอเนื่องของ

ผลลัพธของการคูณ Z = X.Y สามารถทําไดดังตอไปนี้ 

( ) βλβλ modmod 







=








⋅=⋅= ∑∑

=∀
−

m

ni
ni

k
knknn xxXYz

r  

สําหรับทุกคาของ n ที่ K ≤ n ≤ L และ (zL, zL-1, …, z0 | z-1, …, zK+1, zK) เปนรูปแบบการแทน
คาของ Z ในระบบจํานวนคาตอเนื่องบนฐาน β และสัญลักษณ iλ

r หมายถึงทาํการเลื่อนคา xn ไป
ทางซาย i ตําแหนงในกรณทีี่ i เปนบวก หรือทําการเลือ่นคา xn ไปทางขวา i ตําแหนงในกรณีที ่i 
เปนลบ 

ตัวอยางที่ 2.5 การคูณ X = 31.89 และ Y = 19.5 ดวยคา M = 1000 สําหรับฐาน β = 10 ดวยคา
ความผิดพลาดหลังการทําการคํานวณทางคณิตศาสตรเทากับ 4% เราทําการเลือกคา L = 2 และ 
K = -2 ผลลัพธของการคํานวณถูกแสดงไดดังตารางที่ 2.5 

ตารางที่ 2.5 แสดงการคูณ X = 31.89 และ Y = 19.5 ซึ่งมีคาความผิดพลาด 4%  
N 2 1 0 -1 -2 
xn 0.3189 3.189 1.89 8.9 9 

).( 1 nxλ
r

 3.189 1.89 8.9 9 0 
).( 0 nxλ

r  2.8701 8.701 7.01 0.1 1 
).( 1 nx−λ

r  0.15945 1.5945 5.945 9.45 4.5 
zn 6.21855 2.1855 1.855 8.55 5.5 
z'n 6.467292 2.27292 1.94775 8.892 5.72 
z''n 6.218572 2.18572 1.8572 8.572 5.72 
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2.3 วงจรการคํานวณของระบบจํานวนคาตอเนื่อง 

 สําหรับวงจรการบวกบนระบบจํานวนคาตอเนื่องนี้ไดมีการนําเอามาสรางเปนวงจรวี
แอลเอสไอ (VLSI) ดังในงานวิจัย [18] ซึ่งเปนวงจรที่ทํางานบนฐานสอง โดยวงจรนี้จะทําการแปลง
รูปแบบการแทนคาแบบดิจิทัลจํานวนแปดบิตมาเปนรูปแบบการแทนคาของระบบจํานวนคา
ตอเนื่องแลวทําการแปลงกลับเปนรูปแบบการแทนคาแบบดิจิทัลอีกทีหนึ่ง สําหรับการที่จะนําเอา
วิธีการแบบแอนะล็อกดิจิตนั้นไปใชกับระบบดิจิทัลจึงไดมีการแบงสวนของวงจรออกเปนสามสวน 
คือ สวนที่ใชในการแปลงคาทางดิจิทัลเปนแอนะล็อกจํานวนแปดบิต วงจรที่ใชในการคํานวณ     
มอดุลาร (Modular) และวงจรในการแกไขคาความผิดพลาด 

ในงานวิจัย [13] ไดเสนอถึงหลักการทําคํานวณทางดิจิทัลดวยสวนประกอบ 
(Component) ที่ทํางานแบบแอนะล็อก พรอมทั้งไดทําการเสนอถึงหลักการของสวนตอประสาน
ระหวางดิจิตทางดิจิทัลหรือดิจิตตรรกะหลายคา (Multiple-Valued Logic) กับดิจิตคาตอเนื่องดวย 



บทที่  3 

การกูคาความผิดพลาดแบบขนานสําหรับระบบจํานวนคาตอเนื่อง 

ในบทนี้จะกลาวถึงวิธีการในการลดคาความซับซอนของเวลาที่ใชในการกูคาความ
ผิดพลาดของระบบสําหรับระบบจํานวนคาตอเนื่อง โดยอาศัยหลักการของการเปลี่ยน   ดิจิตเซต
แบบออนเดอะฟลาย (On-the-fly digit set conversion) [19] เขามาประยุกต ซึ่งมีสถาปตยกรรม
การทํางานแบบขนาน ทําใหสามารถลดคาความซับซอนของเวลาลงจากความซับซอนเชิงเสนตรง 
Θ (n) เปนความซับซอนเชิงลอการิทึม Θ(log n) ซึ่ง n คือจํานวนของดิจิตซ้ําซอน โดยทีว่ธิกีารทีไ่ด
นําเสนอในบทนี้จะไมไดทําการเปลี่ยนแปลงรูปแบบการแทนคาของระบบจํานวนคาตอเนื่องเลย 
ทําใหระบบยังคงตองการจํานวนดิจิตซ้ําซอนที่มากขึ้นสําหรับระบบที่มีการคํานึงความแมนยําที่
มากข้ึนดวย ซึ่งจะแตกตางจากระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนที่มีการเปลี่ยนแปลงรูปแบบการ
แทนคาเปนรูปแบบใหม ดังที่จะไดกลาวในรายละเอียดตอไปในบทที่ 4 

3.1 การกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนคาตอเนื่องโดยหลักการของออนเดอะฟลาย 

ในสวนนี้จะกลาวถึงหลักการในการกูคาความผิดพลาดสําหรับระบบจํานวนคาตอเนื่องใน
รูปแบบใหม ซึ่งทําใหคาความซับซอนของเวลาสามารถลดลงจาก Θ (n) เปน Θ (log n) โดยที่ n 
คือจํานวนของดิจิตซ้ําซอน ซึ่งเราจะอาศัยรูปแบบการคํานวณของอัลกอริทึมของการเปลี่ยนดิจิต
เซตแบบออนเดอะฟลาย ซึ่งมีรูปแบบการทํางานแบบขนานเขามาชวย [20] 
 จากเนื้อหาในบทที่ 2 รูปแบบการกูคาความผิดของระบบจํานวนคาตอเนื่องแบบเดิมนั้น
สามารถนํามาแสดงไดดังรูปที่ 3.1 โดยที่แตละหนวยของการกูคาความผิดพลาด (ER) นั้นคือวงจร
ที่ใชทําหนาที่ในการกูคาความผิดพลาด โดยเปนวงจรในการกูคาความผิดพลาดขนาดสองดิจิต ที่
ประกอบดวยดิจิตที่ใชในการปรับปรุงคา และดิจิตที่ถูกปรับปรุงคา ซึ่งวงจรจะทําหนาที่เหมือนกับ
อัลกอริทึมที่ใชในการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนคาตอเนื่อง ดังสมการที่ 2.7 
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รูปที่ 3.1 สถาปตยกรรมของการกูคาความผิดพลาดแบบเดิม 

เราจะทําการเปลี่ยนแปลงสถาปตยกรรมของการกูคาความผิดพลาดเปนรูปแบบใหม ดังรูปที่ 3.2 
ซึ่งสถาปตยกรรมแบบนี้จะมีลักษณะการคํานวณคลายกับการคํานวณการเปลี่ยน   ดิจิตเซตแบบ
ออนเดอะฟลาย 

 
รูปที่ 3.2 สถาปตยกรรมของการกูคาความผิดพลาดแบบขนาน 
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ซึ่งเราจะทําการเปลี่ยนฟงกชันการประกอบ (composition function) ของการคํานวณการเปลี่ยน
ดิจิตเซตแบบออนเดอะฟลายเปนฟงกชันที่ใชในการกูคาความผิดพลาดใหมดังสมการที่ 3.1 

 ( ) [ ] ji
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  (3.1) 

จะสังเกตเห็นไดวาจากฟงกชันกูคาความผิดพลาดเดิมนั้นจะเปนการกูคาความผิดพลาดของดิจิตที่
อยูติดกันเทานั้น แตในสมการที่ 3.1 ไดมีการปรับปรุงฟงกชันเดิมทําใหสามารถกูคาความผิดพลาด
ของดิจิตสองดิจิตใดๆ ในระบบที่ไมจําเปนวาจะตองอยูติดกัน 

ทฤษฎีบทที่ 3.1 กําหนดให (x'L x'L-1 … x'0 | x'-1 x'-2 …x'K) เปนรูปแบบการแทนคาของจํานวน
จริง X' จํานวนจริงในระบบจํานวนคาตอเนื่อง บนฐาน β เมื่อ β เปนจํานวนจริงที่ β ≥ 2 โดย X' 
เปนจํานวนที่เกิดคาความผิดพลาด ε% ขึ้นกับจํานวน X การกูคาความผิดพลาดสําหรับ X' โดยใช
สมการ 
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สามารถทําไดโดยใชสถาปตยกรรมแบบออนเดอะฟลาย สําหรับ i และ j ที่เปนจํานวนเต็มใดๆ ที่ 
L ≥  i > j ≥ K และผลลัพธที่ไดจากวิธีการนี้มีคาเทากับผลลัพธที่ไดจากวิธีการกูคาความ
ผิดพลาดโดยวิธีขบวนการวิวัฒนาการยอนกลับ 

พิสูจน  เราจะทําการพิสูจนทฤษฎีบทที่ 3.1 วาเปนจริงโดยแสดงใหเห็นวาฟงกชันที่ใชในการกูคา
ความผิดพลาดดังสมการที่ 3.1 นั้นมีคุณสมบัติของการเปลี่ยนกลุมได นั่นคือ 
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จากสมการทั้งสอง ทําใหสมการ ( )( ) ( )( )cbnancbann xxfxfxxxff ′′′=′′′ ,,,,  จะเปนจริงก็ตอเมื่อ
สมการ 
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เราจะทาํการแบงการพิจารณา ในกรณีแรก 
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ซึ่งก็มีคาเทากันกับสมการคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมของระบบจํานวนคาตอเนือ่ง ทาํ
ใหเราสามารถสรุปไดวาทฤษฎีบทที่ 3.1 นั้นเปนจริงภายใตเงื่อนไขคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อน
ที่ยินยอมของระบบจํานวนคาตอเนื่อง 

จากทฤษฎีบทที่ 3.1 แสดงใหเห็นวาถาเราตองการทําการกูคาความผิดพลาดของดิจิตใน
ลําดับที่ n ดวยขบวนการวิวัฒนาการยอนกลับนั้นเราจะทําการกูคาความผิดพลาดจากดิจิตใน
ตําแหนงที่ n-1 กอนแลว ซึ่งดิจิต n-1 ก็จะตองไดรับการกูคาความผิดพลาดจากดิจิตที่ n-2 กอน
เชนเดียวกันเปนเชนนี้ไป จนกระทั่งถึงดิจิตที่ K+1 ซึ่งจะไดรับการกูคาความผิดพลาดจากดิจิตที่ K 
ซึ่งเปนดิจิตสุดทาย ทําใหเราสามารถเขียนเปนสมการไดดังนี้ 

( )( )( )( )( )LLnnnnnnnnn xxfxfxfxfxfx ′′′′′= +−−− ,...,,,,, 1321
*  

กําหนดให x*
n คือคาของดิจิตในตําแหนงที่ n ที่ไดรับการกูคาความผิดพลาดจากดิจิต x*

n-1 แลว 
จากทฤษฎีบทที่ 3.1 ทําใหเราสามารถทําการกูคาความผิดพลาดทีละคูและคอยขยายวงของการกู
คาความผิดพลาดใหใหญขึ้นไปเรื่อยๆ จนถึงดิจิตที่ n ไดดังสมการ 

( ) ( )( )*
21

*
1

* ,,, −−− ′′=′= nnnnnnnnn xxfxfxxfx  

( )( ) ( ) ( )( )( )*
4321

*
21 ,,,,,, −−−−−− ′′′′=′′= nnnnnnnnnnnnnn xxfxfxxffxxxff  

( ) ( )( )( )*
4321 ,,,, xxxfxxff nnnnnnn −−− ′′′′=  

     ... 

( ) ( )( )( ) ( )( )*
1321 ,....,,,,,... KKnnnnnnnnn xxfxxfxxfff +−−− ′′′′′=  

ทําใหเราสามารถทําการเปลี่ยนสถาปตยกรรมของการกูคาความผิดพลาดเปนดังรูปที่ 3.2 ได 

ตัวอยางที่ 3.1 กําหนด X = 653495.49 และมีคาความผิดพลาดเกิดขึ้นในระบบ 5% ในระบบ
จํานวนฐาน 10 ดวยคา X = 1000000 และ K = -2 รูปแบบการแทนคาสามารถแสดงออกมาไดดัง
ตารางที่ 3.1 และวิธีการกูคาความผิดพลาดแสดงไดดังรูปที่ 3.3 
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ตารางที่ 3.1 แสดงรูปแบบการแทนคาของ xn = 653495.49 และ x'n ที่ไดมีการใสคาความ
ผิดพลาด 5% 

n xn x'n 

5 6.5349549 6.861702645 
4 5.349549 5.61702645 
3 3.49549 3.6702645 
2 4.9549 5.202645 
1 9.549 10.02645 
0 5.49 5.7645 
-1 4.9 5.145 
-2 9 9.45 

  
 

รูปที่ 3.3 วิธีการกูคาความผดิพลาดในวิธดีังเดิมของ X = 653495.49 
 

 

5.145 5.7645 10.02645 5.202645 3.6702645 9.45 

4.945 

5.4945 

9.54945 

4.954945 

3.4954945 

4.945 

5.4945 

9.54945 

4.954945 

3.4954945 

9.45 

5.61702645 6.861702645 

5.34954945 

6.53495494

5.34954945 

6.534954945 
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ในสวนของวิธีการกูคาความผิดพลาดแบบขนานสามารถแสดงไดดังรูปที่ 3.4 

 
รูปที่ 3.4 วิธีการกูคาความผดิพลาดแบบขนานของ X = 653495.49 

 โดยที่ผลลัพธของการกูคาความผิดพลาดทั้งสองวิธีนั้นแสดงไดดังตารางที่ 3.2 จะเห็นได
วาคําตอบที่ไดจากการกูคาความผิดพลาดของทั้งสองวิธีนั้นไดคําตอบที่เทากัน 

ตารางที่ 3.2 แสดงคําตอบทีไ่ดจากการกูคาความผิดพลาดทั้งแบบดงัเดิมและแบบขนานของ  
X = 653495.49 

n xn (แบบดังเดมิ) n xn (แบบขนาน) 
5 6.534954945 7 6.534954945 

4 5.34954945 6 5.34954945 
3 3.4954945 5 3.4954945 
2 4.954945 4 4.954945 
1 9.54945 3 9.54945 
0 5.4945 2 5.4945 
-1 4.945 1 4.945 
-2 9.45 0 9.45 

 

5.145 5.7645 10.02645 5.202645 3.6702645 9.45 

 
4.945 9.57645 3.5202645 

4.945 5.4945 9.54945 4.954945 3.4954945 9.45 

5.61702645 6.861702645 

6.51702645 

5.34954945 6.534954945 

9.54945 5.4945 6.535202645 5.35202645 

6.534954945 5.34954945 3.4954945 4.954945 
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3.2 สรุป 

 ในบทนี้เราไดกลาวถึงวิธีในการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนคาตอเนือ่งแบบขนาน 
โดยการนําเอาสถาปตยกรรมของการทําออนเดอะฟลายเขามาใช เพื่อลดคาความซับซอนของเวลา
ลงจากความซับซอนเชิงเสนตรง Θ(n) โดยที่ n คือจํานวนของดิจิตซ้ําซอนที่ใช เหลือความซับซอน
เชิงลอการิทึม Θ (log n) โดยที่คาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมยังมีคาเทาเดิม แตวิธีการ
นี้จะตองใชจํานวนของวงจรที่ใชในการกูคาความผิดพลาดมากขึ้นกวาแบบดังเดิม โดยจะเพิ่มขึ้น
จาก 1 วงจรเปน n/2 วงจรโดยที่ n คือจํานวนของดิจิตซ้ําซอน  

 
 



บทที่  4 

ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 

 จุดประสงคหลักของงานวิจัยชิ้นนี้คือ การเสนอรูปแบบการแทนคาของระบบจํานวนคา
ตอเนื่องใหม ที่เรียกวาระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน (Redundant Analog Number System, 
RANS) [21] โดยที่ระบบจํานวนแบบใหมนี้สามารถลดคาความซับซอนของเวลาจาก O(n) โดยที ่n 
เปนจํานวนของดิจิตซ้ําซอนที่ใชในระบบใหเหลือคาความซับซอนของเวลาเปนคาคงที่ได พรอมทั้ง
สามารถทําการกูคาความผิดพลาดโดยปราศจาก การแพรกระจายของขอผิดพลาดจากดิจิตที่มีคา
ความสําคัญนอยที่สุดได ซึ่งระบบจํานวนคาตอเนื่องไมสามารถกําจัดขอผิดพลาดนี้ได 
 เนื้อหาในบทนี้จะกลาวถึงแรงจูงใจในการตองการที่จะลดคาความซับซอนของเวลาในการ
กูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนคาตอเนื่องใหลดลง และวิเคราะหคาความผิดพลาดในระบบ
จํานวนคาตอเนื่อง พรอมทั้งไดเสนอระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน การกูคาความผิดพลาดของ
ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน และตัวดําเนินการพื้นฐาน (บวก ลบ คูณ และหาร) สําหรับระบบ
จํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 

4.1 บทกลาวนํา 

 ระบบจํานวนคาตอเนื่องเปนระบบจํานวนที่ถูกนําเสนอเพื่อลดคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้น
ในวงจรจากสัญญาณรบกวน โดยไดนําเสนอการใชดิจิตซ้ําซอนหลายๆ ดิจิตเพื่อทําการแทนคา
สัญญาณเพียงหนึ่งสัญญาณ การลดคาความผิดพลาดนี้สามารถทําไดโดยการกูคาความผิดพลาด
ดวยอัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาดสําหรับระบบจํานวนคาตอเนื่อง โดยอัลกอริทึมที่ใชในการกู
คาความผิดพลาดนี้จะทําการกูคาความผิดพลาดทีละดิจิต ดิจิตที่มีคาความสําคัญต่ํากวาจะทํา
หนาที่ในการลดคาความผิดพลาดสําหรับดิจิตที่มีคาความสําคัญสูงกวาที่อยูติดกัน การกูคาความ
ผิดพลาดนี้สามารถทําไดทีละดิจิตเทานั้น ทําใหคาความซับซอนของเวลาที่ใชในการกูคาความ
ผิดพลาดเทากับ Θ(n) โดยที่ n คือจํานวนของดิจิตซับซอนที่ระบบนั้นใช ถึงแมวาสถาปตยกรรม
แบบออนเดอะฟลายถูกนํามาประยุกตใชก็ตาม เวลายังคงขึ้นกับจํานวนดิจิต โดยอยูในรูปของ 
Θ(log n) ซึ่งไดกลาวมาแลวในบทที่ 3 โดยถาระบบใหความสําคัญกับคาความแมนยําหลังจาก
การกูคาความผิดพลาดมากเทาไร ก็ยิ่งทําใหตองใชจํานวนของดิจิตซ้ําซอนนี้เพิ่มข้ึนดวย เนื่องจาก
ผลกระทบของการแพรกระจายของขอผิดพลาดจากดิจิตที่มีคาความสําคัญนอยที่สุด 
 จากที่ไดกลาวมาขางตน เราจึงไดสนใจในการลดคาความซับซอนของเวลาในการกูคา
ความผิดพลาดของระบบจํานวนคาตอเนื่องลง โดยการนําเสนอระบบจํานวนสําหรับการทํางาน
แบบแอนะล็อกขึ้นมาให ซึ่งเปนแบบปรับปรุงของระบบจํานวนคาตอเนื่อง ที่เรียกวา ระบบจํานวน
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แอนะล็อกซ้ําซอน โดยที่ระบบจํานวนนี้จะใชเพียงแคสองดิจิตในการแทนคาจํานวนหนึ่งจํานวน 
พรอมทั้งระบบจํานวนนี้สามารถกําจัดการแพรกระจายของขอผิดพลาดจากดิจิตที่มีคา
ความสําคัญนอยที่สุดไดในระบบที่คาความผิดพลาดอยูในรูปของตัวประกอบที่มีคาเทากัน (Equal 
error factor) [22, 23] ทําใหระบบจํานวนนี้จะใชเพียงแคสองดิจิตสําหรับทุกๆ ระบบที่ให
ความสําคัญกับดิจิตหลังจากที่กูคาความผิดพลาดตางๆ กัน ซึ่งก็หมายความวาเราสามารถลดคา
ความซับซอนของเวลาที่ใชในการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนใหมนี้เปนคาคงที่  พรอมทั้ง
ไดเสนออัลกอริทึมตัวดําเนินการพื้นฐานทางคณิตศาสตร คือ การบวก ลบ คูณ หาร สําหรับระบบ
จํานวนใหมนี้ดวย 

4.2 ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน (Redundant analog number system) 

 กําหนดให X เปนคาเชิงตัวเลข (Numerical value) สําหรับจํานวนจริงใดๆ บนฐาน β (β 

≥ 2) ซึ่งเปนจํานวนจริง โดยที่ |X| < M ซึ่ง M เปนคาระยะสูงสุดแบบพลวัต (Maximum dynamic 
range) รูปแบบการแทนคาในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนจะใชดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอน 
(Redundant analog digit) จํานวนสองดิจิต ในการแทนคา X ประกอบดวย xv (ดิจิตแอนะล็อกคา
, Valued analog digit) คือดิจิตที่ทําหนาที่แทนคาของ X และ xr (ดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอน, 
Redundancy analog digit) คือดิจิตที่เปนดิจิตซ้ําซอนของ xv โดยที่รูปแบบการแทนคาของ X ใน
ระบบจํานวน แอนะล็อกซ้ําซอนที่ประกอบไปดวย xv และ xr สามารถคํานวณไดจากสมการที่ 4.1 
และ 4.2 

 xv = β × (X / M)  (4.1) 

 
 ( )

 ( )







<×−

≥×−
=

0

0

vvv

vvv

r

xxx

xxx
x

β

β
  (4.2) 

สมการที ่4.2 สามารถนําสมการทัง้สองมารวมกนัไดดังสมการที ่4.3 

 ( )  ( )( ) β×−×= vvvr xxxsignx   (4.3) 

 สําหรับคาตัวแปรทางแอนะล็อกของดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอนนั้นจะเปนตัวแปรทางไฟฟาเชิง
เสน (linear electronic variable) ยกตัวอยางเชน กระแสไฟฟา หรือคาความตางศักย เปนตน ซึ่ง
สามารถคํานวณไดเหมือนกับระบบจํานวนคาตอเนื่องดังสมการที่ 4.4 และ 4.5  

 qv = xv × (Q / β)  (4.4) 
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 qr = xr × (Q / β)  (4.5) 

โดยที่ qv และ qr คือคาตัวแปรทางแอนะล็อกของดิจิต xv และ xr  ตามลําดับ และคา Q คือ
ขอบเขตสูงสุดทางแอนะล็อกที่ระบบรองรับไดนั้นจะตองอยูในชวง 0 ถึง ± Q เทานั้น ซึ่งในความ
เปนจริงแลวในวงจรแอนะล็อกนั้นจะทําการดําเนินการตางๆ ดวยคาตัวแปรทางแอนะล็อกนี้ แต
เพื่อใหวิทยานิพนธเลมนี้เขาใจไดงายขึ้น จึงขอใหดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอนในการคํานวณ และ
ดําเนินการตางๆ แทนคาตัวแปรทางแอนะล็อก 

ทฤษฎีบทที่ 4.1 กําหนดให X เปนจํานวนจริงใดๆ ที่มีรูปแบบการแทนคาในระบบจํานวน         
แอนะล็อกซ้ําซอนคือ xv และ xr บนฐาน β เมื่อ β เปนจํานวนจริงที่ β ≥ 2 ดวยคาระยะสูงสุดแบบ
พลวัต M คาสัมบูรณของดิจิตแอนะล็อกคา (xv) และคาสัมบูรณของดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอน (xr) 
สําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนจะมีคาไมเกินคาของ β 

พิสูจน 
จากสมการที่ 4.1 และจากขอกําหนดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนที่บอกวา |X| < M เสมอ 
ทําให |X / M| < 1 ดังนั้น 

βββ <<−
M
X  

จากสมการที ่4.3 เหน็ไดชัดเจนวา ( )  ( ) 1<−× vvv xxxsign  และสมการที ่4.1 ทําให 

( )  ( )( ) βββ <×−×<− vvv xxxsign  
เราก็สามารถสรุปไดวาคาสัมบูรณของดิจิตแอนะล็อกคา และดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอนสําหรับระบบ
จํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนนัน้จะมีคาไมเกนิ β ■ 

ทฤษฎีบทที่ 4.2 กําหนดให X เปนจํานวนจริงใดๆ ที่มีรูปแบบการแทนคาในระบบจํานวน       
แอนะล็อกซ้ําซอนคือ xv และ xr โดยมีคาตัวแปรทางแอนะล็อกคือ qv และ qr ตามลําดับ บนฐาน 
β เมื่อ β เปนจํานวนจริงที่ β ≥ 2 ดวยคาระยะสูงสุดแบบพลวัต M คาตัวแปรทางแอนะล็อกของ
ดิจิตแอนะล็อกคา (qv) และดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอน (qr) สําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนจะ
ไมเกินคา ±Q 

พิสูจน 
จากทฤษฎีบทที่ 4.1 ไดกลาวไววา |xv| และ |xr| < β สามารถสรุปไดวา 

|xn / β| < 1 
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และจากสมการที่ 4.4 และ 4.5 จะสรุปไดวา 
 -Q < xn × (Q / β) < Q 

 -Q < xr × (Q / β) < Q ■ 

 สมมุติใหดิจิตแอนะล็อกทั้งดิจิตแอนะล็อกแสดงคา และดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอนนั้นเกิดคา
ความผิดพลาดที่อยูในรูปของตัวประกอบที่มีคาเทากัน ในชวงเวลาเดียวกัน ดังนั้นดิจิต xv และ xr 
หลังจากที่ไดทําการใสตัวประกอบของคาความผิดพลาดแลวสามารถแสดงออกมาไดดังสมการที่ 
4.6 และ 4.7  

 x'v = xv × ε  (4.6) 

 x'r = xr × ε  (4.7) 

ตัวอยางที่ 4.1 กําหนดใหคา β = 2 และ 10 และคาระยะสูงสุดแบบพลวัตเทากับ 1000 รูปแบบ
การแทนคา และคาตัวแปรทางแอนะล็อกของ X = 204.86 ในกรณีที่วงจรมีคาตัวแปรทาง          
แอนะล็อกเทากับ 0 µA to 50 µA เทียบกับระบบจํานวนคาตอเนื่องสามารถแสดงไดดังตารางที่ 
4.1 และ 4.2 ตามลําดับ 

ตารางที่ 4.1 แสดงรูปแบบการแทนคาของ X = 204.86 สําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 
β xv xr qv qr 
2 0.40972 1.0056 10.243 25.14 
10 2.0486 9.514 10.243 47.57 

ตารางที่ 4.2 แสดงรูปแบบการแทนคาของ X = 204.86 สําหรับระบบจํานวนคาตอเนื่อง 
 2 1 0 -1 -2 

xn (β = 2) 0.40972 0.81944 1.63888 1.27776 0.55552 
xn (β = 10) 2.0486 0.486 4.86 8.6 6 

 

4.3 การกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 

 ในสวนนี้นําเสนออัลกอริทึมที่ใชสําหรับการกูคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบของระบบ
จํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนซึ่งไดแสดงใหเห็นวาการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนนี้ โดยที่คา
ความผิดพลาดที่เกิดขึ้นอยูในรูปของตัวประกอบที่มีคาเทากัน สามารถทําใหผลลัพธที่ไดจากการกู
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คาความผิดพลาดนั้น ปราศจากการแพรกระจายของขอผิดพลาดจากดิจิตที่มีคาความสําคัญนอย
ที่สุดได และเนื่องจากระบบจํานวนนี้จะใชแคสองดิจิตสําหรับการแทนคาในทุกๆ ความแมนยําที่
สนใจของคําตอบที่ไดหลังจากการกูคาความผิดพลาด ทําใหคาความซับซอนของเวลาที่ใชในระบบ
จํานวนนี้สามารถลดลงเปนเวลาคงที่ได เมื่อเทียบกับระบบจํานวนคาตอเนื่องที่มีคาความซับซอน
ของเวลาเปน O(n) โดยที่ n เปนจํานวนของดิจิตซ้ําซอน 

ทฤษฎีบทที่ 4.3 กําหนดให (xv, xr) และ (x'v, x'r) เปนรูปแบบการแทนคาในระบบจํานวน      
แอนะล็อกซ้ําซอนของจํานวนจริง X และ X' ตามลําดับ โดยที่ X' เปนจํานวนที่เกิดขอผิดพลาดที่
อยูในรูปของตัวประกอบที่มีคาเทากัน ε ขึ้นกับจํานวนจริง X บนฐาน β เมื่อ β เปนจํานวนจริงที่ 
β ≥ 2 ดวยคาระยะสูงสุดแบบพลวัต M และ (x*

v, x*
r) คือรูปแบบการแทนคาของคําตอบที่ไดจาก

การกูคาความผิดพลาด ซึ่งสามารถหาไดจากอัลกอริทึม4.1 โดย x*
v= xv และ x*

r= xr 

อัลกอริทึมที ่4.1 อัลกอริทมึในการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 
Input:  (x'v, x'r) 
Output:  (x*

v, x*
r) 

begin  if x'v = 0 and x'r = 0 then 
   x*

v ← 0,  x*
r ← 0 

  else 
[ ] ββ

β
ε

×′+′

′+′
=

Roundedrv

vr

xx
xx

)/(
 

x*
v = x'v / ε,  x*

r = x'r / ε  
end if 

end 

ภายใตเงื่อนไขดังสมการที่ 4.8 และ 4.9 

ถา xv > 0 xv = [ x'v + (x'r / β) ]Rounded (4.8) 

นอกเหนือจากนั้น xv = [ x'v + (x'r / β) ]Rounded (4.9) 
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พิสูจน 
การพิสูจนนีจ้ะถูกแบงออกเปนสองกรณี คือ 

กรณีที่ 1 คือ x'v > 0 
จากสมการที ่4.2 4.6 และ 4.7 สามารถสรุปไดวา 

  β
εε

×





 ′

−=
′ v

v
r x

xx  

ซึ่งก็คือ  
 v

vr
x
xx

β
β

ε
′+′

=  

และดวยเงื่อนไขในสมการที ่ 4.8 สามารถหาคา ε จากดิจิตที่มีคาความผิดพลาด x'v และ x'r ได
โดย 

[ ] ββ
β

ε
×′+′

′+′
=

Roundedrv

vr

xx
xx

)/(
 

กรณีที่ 2 คือ x'v < 0 จากสมการที ่4.2 4.6 และ 4.7 สามารถสรุปไดวา 

  β
εε

×






 ′
−=

′ v
v

r xxx  

ซึ่งก็คือ  
 v

vr

x
xx

β
β

ε
′+′

=  

และดวยเงื่อนไขในสมการที ่4.9 เราสามารถหาคา ε จากดิจิตที่มีคาความผิดพลาด x'v และ x'r ได
โดย 

[ ] ββ
β

ε
×′+′

′+′
=

Roundedrv

vr

xx
xx

)/(
 

จาก  x*
v = x'v / ε และสมการที่ 4.6 สามารถสรุปไดวา x*

v = xv 

และจาก x*
r = x'r / ε และสมการที่ 4.6 สามารถสรุปไดวา x*

r = xr 

หมายเหตุ ฟงกชันการ Rounded ที่ใชในอัลกอริทึมที่ 4.1 นั้นคือฟงกชันการปดเศษใกลเคียงลง 
(rounded floor function) กําหนดใหจํานวนจริง X = Y + Z โดยที่ Y เปนภาคจํานวนเต็ม 
(integer part) และ Z เปนภาคเศษสวน (fractional part) ของ X ซึ่ง 0 ≤ Z < 1 ฟงกชนัการปดเศษ
ใกลเคียงลงสามารถนิยามไดดังสมการที่ 4.10 
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ตัวอยางที่ 4.2 กําหนดให β = 2 และใหคาระยะสูงสุดแบบพลวัตเทากับ 32 รูปแบบการแทนคา
ของ X ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนนั้นสามารถแสดงไดดังตารางที่ 4.3 โดยในระบบนี้ใหคา
แอนะล็อกนั้นอยูในชวงของ 0 µA ถึง 50 µA และมีคาความผิดพลาดเกิดขึ้นในระบบเทากับ 25% 
คาแอนะล็อกและผลลัพธที่ไดจากการกูคาความผิดพลาดสามารถแสดงไดดังตารางที่ 4.3  

ตารางที่ 4.3 แสดงถึงการกูคาความผิดพลาดของ X = 24.727 โดยที่ระบบมีคาความผิดพลาด
เทากับ 25% 

 xv xr 

xn 1.5454375 0.909125 
qn 38.6359375 22.728125 
X'n 1.931796875 1.13640625 
x*

n 1.5454375 0.909125 
 

จากตัวอยางที่ 4.2 จะเห็นไดวาดิจิตซ้ําซอนเพียงดิจิตเดียวนั้นก็เพียงพอสําหรับการกูคา
ความผิดพลาดของระบบสําหรับระบบที่คาความผิดพลาดอยูในรูปของตัวประกอบที่มีคาเทากัน 
โดยที่คําตอบที่ไดจากการกูคาความผิดพลาดนั้นจะมีคาตรงกับคาเร่ิมตน xn = x*

n เนื่องจากใน
ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนนั้นจะไมมีการแพรกระจายของขอผิดพลาดจากดิจิตที่มีคา
ความสําคัญนอยที่สุด และคาความซับซอนของเวลาเราก็สามารถลดลงไดจาก O(n) เหลือ O(1)  

ทฤษฎีบทที่ 4.4 กําหนดให (xv, xr) และ (x'v, x'r) เปนรูปแบบการแทนคาในระบบจํานวน      
แอนะล็อกซ้ําซอนของจํานวนจริง X และ X' ตามลําดับ โดยที่ X' เปนจํานวนที่เกิดขอผิดพลาดที่
อยูในรูปของตัวประกอบที่มีคาเทากัน ε ขึ้นกับจํานวน X บนฐาน β เมื่อ β เปนจํานวนจริงที่ β ≥ 
2 ดวยคาระยะสูงสุดแบบพลวัต M คาความผิดพลาดที่หาไดจากอัลกอริทึมการกูคาความ
ผิดพลาด ε จะเปนจํานวนบวกเสมอ ถา xv ไมไดมีคาเทากับศูนย ดังนั้นเราสามารถหา(x*

v, x*
r) ที่

เปนรูปแบบการแทนคาของผลลัพธจากอัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาดไดเสมอ 
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พิสูจน  การพสิูจนถูกแบงออกเปนสองกรณี 

กรณีที ่1 คือ xv > 0 

 ( ) βεβεβ vvvvr xxxxx +−=′+′  

  0>= βεvx  

( )[ ] ( )  ( )[ ]RoundedvvvRoundedrv xxxxx εεβ −+=′+′ /  

 [ ] 0>= Roundedvx ε  
 ดังนัน้จากกรณีนี้เราสามารถสรุปไดวา ε >0 

กรณีที่ 2 คือ xv > 0 

 ( ) βεβεβ vvvvr xxxxx +−=′+′  

  0<= βεvx  

( )[ ] ( )  ( )[ ]RoundedvvvRoundedrv xxxxx εεβ −+=′+′ /  

 [ ] 0<= Roundedvx ε  
จากกรณนีี้เราก็สามารถสรุปไดวาε > 0 

จากทั้งสองกรณีเราสรุปไดวาถา xv ไมไดมีคาเทากับศูนยแลวคา ε จะมคีาเปนจาํนวนบวกเสมอ ■ 

4.4 คาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 

 จากสมการที่ 4.8 และ 4.9 เปนสมการที่บงบอกถึงคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่
ยินยอมสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน โดยคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอม คือ
ขอบเขตของคาความผิดพลาดสูงสุดเกิดขึ้นไดในวงจร ถาคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นนั้นเกิน
ขอบเขตนี้จะทําใหอัลกอริทึมกูคาความผิดพลาดนั้นไมสามารถคํานวณผลลัพธที่ออกมาได 

ทฤษฎีบทที่ 4.5 กําหนดให X เปนจํานวนจริงใดๆ ที่มีรูปแบบการแทนคาในระบบจํานวน       
แอนะล็อกซ้ําซอนบนฐาน β เมื่อ β เปนจํานวนจริงที่ β ≥ 2 คือ (xv, xr) และ (x'v, x'r) เปน
รูปแบบการแทนคาในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนของจํานวนจริง X' ซึ่งเปนจํานวนที่เกิด
ขอผิดพลาดที่อยูในรูปของตัวประกอบที่มีคาเทากัน ε ขึ้นกับจํานวนจริง X คาความผิดพลาด
คลาดเคลื่อนที่ยินยอมสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนนั้นสามารถแสดงไดดังสมการตอไปนี้ 
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 1
2
1

2
11 +≤≤−

β
ε

β
  (4.11) 

พิสูจน  จากทฤษฎีบทที่ 4.3 จะใหคําตอบที่ถูกตองไดก็ตอเมื่อสมการที่ 4.8 และ 4.9 เปนจริง 
ดังนั้นการพิสูจนนี้จะทําการแสดงใหเห็นวาสมการที่ 4.8 และ 4.9 จะเปนจริงก็ตอเมื่อสมการที่ 
4.11 เปนจริงเชนกัน การพิสูจนนี้จะถูกแบงออกเปนสองกรณี 

กรณีที่ 1 คือกรณีที่ xv > 0 และสมการที่ 4.8 เปนจริง 

  [ ]Roundedrvv xxx )/( β′+′=  

 ( )
Rounded

vv
v

xx
x











 −
+=

β
βε

ε  

 [ ]Roundedvx ε=  

ซึ่งก็คือ 

2
1)1(

2
1

≤−≤− εβ  

เราสามารถนาํมาเขียนใหมไดวา 

1
2
1

2
11 +≤≤−

β
ε

β
 

กรณีที่ 2 คือกรณีที่ xv < 0 และสมการที่ 4.9 เปนจริง 
  [ ]Roundedrvv xxx )/( β′+′=   

 ( )
Rounded

vv
v

xxx 






 −
+=

β
βε

ε   

 [ ]Roundedvx ε=  

ซึ่งก็คือ 

2
1)1)((

2
1

≤−−≤− εβ  

เราสามารถนาํมาเขียนใหมไดวา 

1
2
1

2
11 +≤≤−

β
ε

β
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จากทั้งสองกรณีเราสามารถสรุปไดวาทฤษฎีบทที่ 4.3 จะใหคําตอบที่ถูกตองก็ตอเมื่อสมการที่ 
4.11 เปนจริง ■ 

 คาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนจะลดลง
เมื่อคาของฐานนั้นมีคาเพิ่มข้ึน ยกตัวอยางเชน บนฐาน β = 2 คาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่
ยินยอมเทากับ 25 % และมีคาเทากับ 5% สําหรับฐาน β = 10  

4.5 ชวงของคาที่ถูกตองที่เกิดขึ้นในกรณทีี่ความผิดพลาดทีอ่ยูในรูปของตัวประกอบไม
เทากันของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 

 ในงานวิจัยชิ้นนี้นั้นไดกําหนดใหคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นนั้นจะตองอยูในรูปของตัว
ประกอบที่เทากัน ในสวนนี้จึงไดทําการพิจารณาถึงกรณีที่ความผิดพลาดที่เกิดขึ้นอยูในรูปของตัว
ประกอบที่ไมเทากัน ซึ่งก็คือ x'v = xv × εv และ x'r = xr × εr โดยที่ εv ≠ εr โดยทฤษฎีตอไปนี้จะ
กลาวถึงคาความผิดพลาดสูงสุดของผลลัพธจากอัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นไดใน
กรณีที่ความผิดพลาดที่อยูในรูปของตัวประกอบนั้นไมเทากัน 

ทฤษฎีบทที่ 4.6 กําหนดให (xv, xr) เปนรูปแบบการแทนคาของจํานวนจริง X และ (x'v, x'r) เปน
รูปแบบการแทนคาของจํานวนจริง X' ซึ่งเปนจํานวนที่เกิดความผิดพลาดขึ้นกับ X สําหรับระบบ
จํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนบนฐาน β เมื่อ β เปนจํานวนจริงที่   β ≥ 2 โดยที่ระบบนี้มีคาความ
ผิดพลาดที่อยูในรูปของตัวประกอบที่ไมเทากันคือ εv และ εr ซึ่งเกิดขึ้นกับดิจิต xv และ xr 
ตามลําดับ และคาความผิดพลาดนั้นยังคงอยูในชวงของคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอม 
คาที่ถูกตองของดิจิต xv นั้นจะตองอยูในชวงดังสมการตอไปนี้ 

 
−+ Γ+

′
≤≤

Γ+

′
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v

v
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β
r

v
xxQ
′

+′=  

พิสูจน 
กําหนดให x'v = xv × εv และ x'r = xr × εr จากอัลกอริทมึในการกูคาความผิดพลาด 

( )
( )[ ] Roundedrv

rv

xx
xx

β
β

ε
/
/

′+′

′+′
=  

และกําหนดให ( )β/rv xxQ ′+′=  
 
ดังนัน้ 

[ ]RoundedQ
Q

=ε  

คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับดิจิต xv นั้นสามารถเขียนออกมาไดวา 

คาความผิดพลาดที่เกิดขึน้กบัดิจิต xv ( )β/vv xx ′−=   

[ ]Rounded

vv
v

Q
Q

x
x

ε
−=   

[ ]









 −
=

Q
QQ

x Roundedv
v

ε  

 [ ]










−=

Q
Q

x Roundedv
v

ε
1 . 

จากสมการนี้สามารถสรุปไดวา [ ]










−

Q
Q Roundedvε1 คือคาความผิดพลาดที่เปนเปอรเซ็นตของ 

xv (Γ) 

ถา [Q]Rounded ≥ Q ดังนั้น ([Q]Rounded / Q) ≥1เราสามารถสรุปไดวา 

 
[ ] [ ]
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แตถา [Q]Rounded < Q ทําให ([Q]Rounded / Q) <1เราก็สามารถสรุปไดวา 

 
[ ] [ ]

Q

Q

Q

Q RoundedRounded 








 −

−≤Γ≤









 +

−
β

β
β

β
2

12

1
2

12

1   (4.14) 

จากสมการที่ 4.13 และ 4.14 เราสามารถสรุปไดวา +− Γ≤Γ≤Γ  
จาก Γ คือจํานวนเปอรเซ็นตของคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับดิจิต xv เราก็สามารถสรุปไดวา 

xv + (xvΓ-) ≤ x'v  ≤ xv + (xvΓ+) 

ซึ่งก็คือ 
xv(1 + Γ-) ≤ x'v  ≤ xv(1 + Γ+) 

ทําใหสามารถสรุปถึงคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในกรณีที่คาความผิดพลาดที่อยูในรูปตัวประกอบ
ที่ไมเทากันไดวา  

 
−+ Γ+

′
≤≤

Γ+

′

11
v

v
v xxx   

จึงสรุปไดวาคาของ xv ที่ถกูตองนัน้จะตองอยูในชวงดงัที่แสดงในสมการที ่4.12 ■ 

ตัวอยางที ่4.3 กําหนดใหคา X = 20.486 และ M = 100 ใน β =10 โดยที่คาความผิดพลาดที่เกดิ
ขึ้นกับดิจิต xv เทากับ 5% และคาความผิดพลาดที่เกดิขึ้นกับดิจิต xr เทากับ 0.5% การประมาณ
คา xv ที่ถูกตองจาก x'v และ x'r สามารถทาํไดดังตารางที่ 4.4 

ตารางที่ 4.4 แสดงผลลัพธของการกูคาความผิดพลาดในกรณีที่คาความผิดพลาดระหวางตวั
ดําเนนิการไมเทากับในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 

 v r 

xn 2.0486 9.514 
x'n 2.15103 9.56157 
x*

v ≈ 2.07682704645713309 ≈9.2317295354286691 

จากอัลกอริทึมในการกูคาความผิดพลาดคํานวณคา ε ออกมาไดเทากับ 1.035729 จะเห็นไดวา
การกูคาความผิดพลาดนั้นไมตรงกับคาเร่ิมตน สําหรับการประมาณคาเริ่มตนเราสามารถคํานวณ
ไดโดยการนําเอาทฤษฎีบทที่ 4.6 มาชวยโดยชวงของคาเริ่มตนนั้นจะตองอยูในชวงของ 

1.986596155 ≤ xv ≤ 2.181082483 
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ซึ่งก็จะเหน็วาคา xv ที่ถูกตองนัน้ก็อยูในชวงนี้จริง  

4.6 การวิเคราะหระบบจํานวนคาตอเนื่อง 

 ในสวนนี้จะกลาวถึงการวิเคราะหระบบจํานวนคาตอเนื่องในดานปจจัยตางๆ รวมถึงกรณี
ตางๆ ที่จะทําใหเกิดขอผิดพลาดเหลานั้นขึ้นมาได เพื่อจะไดนําไปเปรียบเทียบกับระบบจํานวน    
แอนะล็อกซ้ําซอน 

4.6.1 การวิเคราะหระบบจํานวนคาตอเนื่องที่ใชเพียงแคสองดิจิตในการกูคาความ
ผิดพลาด 

 งานวิจัยชิ้นนี้เราไดเสนอระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนที่ใชดิจิตเพียงแคสองดิจิตเทานั้น 
ในสวนนี้เราจึงไดทําการวิเคราะหถึงระบบจํานวนคาตอเนื่องที่มีการใชดิจิตเพียงแคสองดิจิต
เทากันวาจะมีคาความผิดพลาดอันเนื่องมากจากการแพรกระจายของขอผิดพลาดจากดิจิตที่มีคา
ความสําคัญนอยที่สุดเปนเทาไรเมื่อเทียบกับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนที่ไมมีการแพรกระจาย
ของขอผิดพลาดจากดิจิตที่มีคาความสําคัญนอยที่สุดวาแตกตางกันเทาใด 

ประพจนที่ 4.1 กําหนดให X เปนจํานวนจริงที่มีรูปแบบการแทนคาในระบบจํานวนคาตอเนื่อง
ดวยดิจิตสองดิจิต คือ xL และ xK โดยที่ K = L - 1 บนฐาน β เมื่อ β เปนจํานวนจริงที่ β ≥ 2 
โดยที่คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับดิจิต xL และ xK คือ εL และεK ตามลําดับ คาความผิดพลาด
สูงสุดของรูปแบบการแทนคาในลักษณะนี้ อันเนื่องมาจากการแพรกระจายของความผิดพลาดที่
เกิดจากดิจิตที่มีคาความสําคัญนอยที่สุด ε'L สามารถแสดงไดดังอสมการดังตอไปนี้ 
 ε'L < 1 / 2β (4.15) 

พิสูจน 
สมการที ่2.8 แสดงใหเหน็ถงึความสัมพนัธของคาความผิดพลาดระหวางดิจิตที่ L และดิจิตที่ K ซึ่ง
ในกรณีนี ้K = L-1 คาความผิดพลาดของดิจิตตําแหนงที่ L สามารถแสดงไดดังสมการ 

εL = εK / β 

ดังนัน้คาความผิดพลาดของดิจิตตําแหนงที ่K จะสงผลกระทบไปยงัดิจิตตําแหนงที่ L สูงสุดเมื่อ 
εK มีคาใกลเคียงคาความผดิพลาดคลาดเคลื่อนที่ยนิยอม ทาํใหสามารถจะสรุปไดวา 

ε'L       < (β(1 / 2β)) / β 
                                                               < 1 / 2β  
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ทําใหเราสามารถสรุปไดวาคาความผิดพลาดสูงสุดที่จะเกิดขึ้นไดกับดิจิต xL นั้นจะเปนไดดัง
อสมการที ่4.15 ■ 

 จากประพจนนี้ทําใหเราสามารถสรุปไดวาคาความผิดพลาดสูงสุดที่อาจจะเกิดขึ้นกับดิจิต 
xL ในกรณีที่ใชเพียงแคสองดิจิตคือ 1/2β เมื่อเทียบกับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนที่ไมเกิดคา
ความผิดพลาดขึ้นระหวางผลลัพธที่ไดจากการกูคาความผิดพลาดกับจํานวนที่ตองการแสดงจริง 

4.6.2 การวิเคราะหการดําเนินการทางคณิตศาสตรของระบบจํานวนคาตอเนื่องในกรณีที่
คาความผิดพลาดที่เกิดกับแตละตัวถูกดําเนินการไมเทากัน 

 ในสวนนี้จะทําการวิเคราะหถึงระบบจํานวนคาตอเนื่องในกรณีที่คาความผิดพลาดที่เกิด
ข้ึนกับทั้งสองจํานวนนั้นมีคาไมเทากันจะทําใหเกิดความผิดพลาดในการดําเนินการทาง
คณิตศาสตรได 
 กําหนดใหรูปแบบการแทนคาของ X = 20.4894 และ Y = 20.4891 แสดงไดดังตารางที่ 
4.5 และมีคาความผิดพลาดเกิดขึ้นในระบบเทากับ 1% สําหรับ X และ 5% สําหรับ Y โดยที่ระบบ
นี้ทํางานอยูบน β = 10 และ M =100 

ตารางที่ 4.5 แสดงถึงการกูคาความผิดพลาดในกรณีทีม่คีาความผิดพลาดที่ไมเทากบัระหวาง    
ถูกตัวดําเนนิการในระบบจํานวนคาตอเนื่อง 

 1 0 -1 -2 -3 
xn 2.04894 0.4894 4.894 8.94 9.4 
yn 2.04891 0.4891 4.891 8.91 9.1 
x'n 2.0694294 0.494294 4.94294 9.0294 9.494 
y'n 2.1513555 0.513555 5.13555 9.3555 9.555 
x*n 2.0489494 0.489494 4.89494 8.9494 9.494 
y*n 2.0489555 0.489555 4.89555 8.9555 9.555 

และถาเกิดการดําเนินการทางคณิตศาสตรหลังจากที่ไดทําการกูคาความผิดพลาดแลว ยกตวัอยาง
เชน Z = X – Y ผลลัพธที่ไดจะสามารถแสดงไดดังตารางที่ 4.6 
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ตารางที่ 4.6 แสดงถึงผลลพัธที่ไดจากการดําเนนิการลบของตัวถูกดําเนินการที่ไดรับคาความ
ผิดพลาดที่ไมเทากนัในระบบจํานวนคาตอเนื่อง 

 1 0 -1 -2 -3 
z*n -0.0000061 -0.000061 -0.00061 -0.0061 -0.061 

จะเห็นไดวาจากตัวอยางนี้ผลลัพธที่ไดจากการลบเปนคาลบ โดยที่ผลลัพธตั้งตนนั้นจะตองมีคา
เปนบวก ซึ่งสามารถที่จะสรุปไดวาในระบบจํานวนคาตอเนื่องคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับตัว   
ถูกดําเนินนั้นตองอยูในรูปของเปอรเซ็นตที่เทากันเชนเดียวกับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 

4.7 การแปลงดิจิตเซตดวยคาฐานที่มคีาไมเทากันของระบบจาํนวนแอนะลอ็กซ้ําซอน 

 ในสวนนี้เราจะกลาวถึงวิธีการในการแปลงรูปแบบการแทนคาบนฐานหนึ่งๆ ไปยังรูปแบบ
การแทนคาอีกรูปแบบบนฐานที่มีคาที่แตกตางกัน เนื่องจากในวงจรนั้นไมมีความจําเปนตองใหคา
ความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมในแตละสวนของวงจรจะตองมีคาเทากัน และเนื่องจาก
การศึกษาถึงระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนไดแสดงใหเห็นถึงคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่
ยินยอมกับคาฐานที่ไดเลือกใชดังในสมการที่ 4.12 ในสวนนี้จึงไดเสนอถึงอัลกอริทึมที่ใชในการ
แปลงรูปแบบการแทนคาระหวางคาฐานตางๆ ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน [24] 

ทฤษฎบีทที่ 4.7 กําหนดให (xv1, xr1) เปนรูปแบบการแทนคาของ X สําหรับฐานจํานวนจริงบน
ฐาน β1 ที ่β1 ≥ 2 และกําหนดให (xv2, xr2) เปนรูปแบบการแทนคาของจํานวน X ตัวเดียวกัน
สําหรับฐานจาํนวนจริงบนฐาน β2 ที ่ β2 ≥ 2 แลวรูปแบบการแทนคา (xv2, xr2) บนฐาน β2 นี้
สามารถคาํนวณจาก (xv1, xr1) บนฐาน β1 ไดจากสมการดังตอไปนี้ 

xv2 = (xv1/β1) × β2 
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พิสูจน 
การพิสูจนในทฤษฎนีี้จะแบงออกเปนสองสวนคือกรณีของ xv2 และ xr2   

กรณีของ xv2 จากสมการที ่4.2 จะไดวา 
x = (xv1 / β1)X 

และ 
x = (xv2 / β2)X 

ดังนัน้ 

 xv2 = (xv1 / β1)β2 (4.16) 

กรณีที่สอง xr2 สําหรับการพสิูจนในกรณีนีจ้ะถูกแบงไดเปนสองกรณียอย 

กรณีที่ xv ≥ 0  
จากสมการที ่4.3   

xv = xv - (xr / β) 

และจากสมการที่ 4.1 ทีว่า x = (xv × X) / β สามารถสรปุไดวา  
x = ( xv - (xr / β) ) × (X / β) 

ซึ่งจะเห็นไดวา 

 x = ( xv1 - (xr1 / β1) ) × (X / β1) (4.17) 

และ 

 x = ( xv2 - (xr2 / β2) ) × (X / β2)  (4.18) 

จากสมการที ่4.17 และ 4.18 เราสามารถสรุปไดวา  
( xv1 - (xr1 / β1) ) × (X / β1)  = ( xv2 - (xr2 / β2) ) × (X / β2) 
( xv1 - (xr1 / β1) ) × (β2 / β1)  = xv2 - (xr2 / β2) 
( xv1 - (xr1 / β1) ) × (β2

2 / β1) = xv2 β2 – xr2 

     xr2  = ( xv2β2 ) – ( xv1 ( β 22 / β1 ) ) + ((xr1 β 22)/ β 21) 
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จากสมการที ่4.16 จะไดวา  
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กรณีที่ xv < 0 
จากสมการที ่4.3   

xv = xv - (xr / β) 
และจากสมการที่ 4.1 ทีว่า x = (xv × X) / β สามารถสรุปไดวา  

x = ( xv - (xr / β) ) × (X / β) 
ซึ่งจะเห็นไดวา 

 x = ( xv1 - (xr1 / β1) ) × (X / β1) (4.20) 

และ 

 x = ( xv2 - (xr2 / β2) ) × (X / β2)  (4.21) 

จากสมการที ่4.20 และ 4.21 เราสามารถสรุปไดวา  
( xv1 - (xr1 / β1) ) × (X / β1)  = ( xv2 - (xr2 / β2) ) × (X / β2) 
( xv1 - (xr1 / β1) ) × (β2 / β1)  = xv2 - (xr2 / β2) 
( xv1 - (xr1 / β1) ) × (β 2

2 / β1) = xv2 β2 – xr2 

     xr2  = ( xvβ2 ) – ( xv (β 2
2 / β1)) + ((xr1 β 2

2) / β 21) 
จากสมการที ่4.16 จะไดวา  
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■ 

ทฤษฎีบทที่ 4.8 กําหนดให (qv1, qr1) เปนคาตัวแปรทางแอนะล็อกของรูปแบบการแทนคาใน
ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน (xv1, xr1) บนฐาน β1 ที่ β1 ≥ 2 และกําหนดให (qv2, qr2) เปน
คาตัวแปรทางแอนะล็อกของรูปแบบการแทนคาของ (xv2, xr2) บนฐาน β2 ที่ β2 ≥ 2 คาตัวแปร
ทางแอนะล็อก (qv2, qr2) สามารถคํานวณจาก (qv1, qr1) ไดจากสมการดังตอไปนี้ 

qv1 = qv2 
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และ 
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พิสูจน 
การพิสูจนสําหรับทฤษฎีนี้เราสามารถทาํไดโดยการแบงออกเปนสองกรณีคือของ qv2 และ qr2 

สําหรับ qv2 จาก x = (qβ)/Q และสมการที่ 4.14 จะไดวา  
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ซึ่งก็คือ qv2 = qv1 

สําหรับ qr2 เราก็จะทําการแบงออกเปนสองกรณียอยเชนเดียวกนั 
กรณีที่ xv ≥ 0 จาก x = (qβ)/Q และสมการที่ 4.19 จะไดวา  
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กรณีที ่xv < 0 จาก x = (qβ)/Q และสมการที่ 4.22 จะไดวา  
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■ 

ตัวอยางที่ 4.4 ทําการแปลงคาของ X = 4.53 บนฐาน 10 ไปยังฐานอื่นๆ (2 ถึง 9) โดยที่ X =10 
และ Q = 75µA รูปแบบการแทนคาและคาตัวแปรทางแอนะล็อกของ X สามารถแสดงไดดังตาราง
ที่ 4.7 
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ตารางที่ 4.7 แสดงถึงการแปลงคา X = 4.53 บนฐาน 10 ไปยังฐานอืน่ๆ 
Base xv xr qv(µA) qr (µA) 

10 4.53 4.7 33.975 35.25 
9 4.077 8.307 33.975 69.225 
8 3.624 3.008 33.975 28.2 
7 3.171 5.803 33.975 62.175 
6 2.718 1.692 33.975 21.15 
5 2.265 3.675 33.975 55.125 
4 1.812 0.752 33.975 14.1 
3 1.359 1.923 33.975 48.075 
2 0.906 0.188 33.975 7.05 

  

4.8 ตัวดําเนนิการทางคณิตศาสตรพืน้ฐานของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 

 ในสวนนี้เราไดเสนอถึงตัวดําเนินการพื้นฐานทางคณิตศาสตรของระบบจํานวนแอนะล็อก
ซ้ําซอน โดยที่สวนที่ใชการคํานวณสามารถเขียนออกมาใหอยูในรูปของแผนภาพบล็อกไดดังรูปที่  
4.1 ซึ่งตัวดําเนินการนั้นจะตองมีการทําการกูคาความผิดพลาดกอนเขาไปทําการคํานวณทาง
คณิตศาสตร ดังนั้นเราจะพิจารณาคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นจากตัวดําเนินการเทานั้น โดยเราจะ
ทําการพิสูจนวาหลังจากที่เราไดดําเนินการทางคณิตศาสตรแลวนั้นผลลัพธที่ออกมาไดจะตองมี
คุณสมบัติเดียวกันกับคุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน ซึ่งจะเปนการพิสูจนวาผลลัพธ
นั้นถาเกิดมีขอผิดพลาดเกิดขึ้นแลวละก็ยังสามารถกูคาความผิดพลาดกลับมาไดดวยวิธีการกูคา
ความผิดพลาดเดิมจากทฤษฎีบทที่ 4.3 

 
รูปที่ 4.1 แผนภาพบล็อกแสดงถึงสวนที่ดําเนินการคํานวณทางคณิตศาสตรของระบบจํานวน     

แอนะล็อกซ้ําซอน 
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4.8.1 ตัวดําเนินการบวกของระบบจาํนวนแอนะลอ็กซ้ําซอน 

ทฤษฎีบทที่ 4.9 กําหนดให (xv, xr) และ (yv, yr) เปนรูปแบบการแทนคาของจํานวนจริงสอง
จํานวน คือ X และ Y ซึ่งเปนรูปแบบการแทนคาในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนบนฐาน β เมื่อ 
β เปนจํานวนจริงที่ β ≥ 2 และกําหนดให M เปนระยะสูงสุดแบบพลวัตของระบบนี้ ผลลัพธของ
การบวกของ (xv, xr) และ (yv, yr) สามารถแทนไดดวย (zv, zr) ซึ่งเปนรูปแบบการแทนคาของ
จํานวนจริง Z ที่เปนคําตอบของสมการ Z = X + Y สามารถคํานวณไดจากสมการดังตอไปนี้ 
 ( )β,vvv yxFz +=  (4.23) 
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พิสูจน กําหนดให X Y และ Z เปนคาตัวเลขของ (xv, xr) (yv, yr) และ (zv, zr) ตามลําดับ โดยที่
คุณสมบัติของ zv และ zr จะตองคงคุณสมบัติระหวางดิจิตเหมือนกับระบบจํานวนแอนะล็อก
ซ้ําซอน เพื่อใหดิจิตเหลานี้สามารถทําการกูคาความผิดพลาดไดโดยอัลกอริทึมในทฤษฎีบทที่ 4.3 
หลังจากดําเนินการบวกแลวมีคาความผิดพลาดเกิดขึ้น โดยที่คุณสมบัติของดิจิต zv และ zr 
สามารถนิยามไดดังสมการที่ 4.25 และ 4.26 
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จากสมการที ่4.23  
zv = F(xv + yv , β) 

    = F(Xβ/M + Yβ/M, β) 

    = F((X + Y) β/M, β) 

    = F(Zβ/M, β) 

ทําใหเราสามารถสรุปไดวา zv นั้นคงคุณสมบัติเดิมของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้าํซอน 
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 จากทฤษฎีบทที่ 4.1 ที่ไดกลาววา | xv | | yv | จะตองมีคานอยกวา β เราจะทําการแบง
การพิสูจนคา zr ออกเปนทั้งหมดสี่กรณี 

กรณีที่ 1 คือ 0 ≤  xv < β  และ 0 ≤  yv < β  
การบวกของจํานวนที่มากกวาหรือเทากับศูนยทั้งสองตัวนั้น สงผลใหคําตอบเปนไปไดเพียงกรณี
เดียวคือมากกวาหรือเทากับศูนยเชนกัน 
จากสมการที ่(4.24) 

( )ββ ,++= rrr yxFz  

 ( )  ( )( )ββββ ,+−+−= vvvv yyxxF  

    ( )( )( )βββ ,++−+= vvvv yxyxF  (4.27) 

จากสมการที ่4.27 ถา       1++=+ vvvv yxyx เราจะสามารถสรุปไดวา 

  ( )( )( )βββ ,1 ++−++= vvvvr yxyxFz  

  ( )( )( )βββ ,2++−+= vvvvr yxyxFz  

จาก   ( ) 10 <+−+≤ vvvv yxyx  ดังนั้น 

   ( )( )βvvvvr yxyxz +−+=  

 ( )βvv zz −=   (4.28) 

แตถา      vvvv yxyx +=+  และสมการที ่4.27 เราสามารถสรุปไดวา  

  ( )( )( )βββ ,++−+= vvvvr yxyxFz  

จาก   ( ) 10 <+−+≤ vvvv yxyx  ดังนัน้ 

  ( )( )βvvvvr yxyxz +−+=   

 ( )βvv zz −=   (4.29) 

จากสมการที่ 4.28 และ 4.29 เราสามารถสรุปไดวา ถา 0 ≤  xv < β  และ 0 ≤  yv < β แลว 
 ( )βvvr zzz −=  ซึ่งก็ยังคงคุณสมบัติของ zr ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนในกรณีที่       

zv ≥ 0 
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กรณีที่ 2 คือ 0 ≤ xv < β และ -β < yv < 0 
ในกรณีนี้คําตอบ (zv, zr) สามารถเปนไดทั้งบวกและลบ เนื่องจากตัวดําเนินการนั้นมีเครื่องหมาย
ตางกัน ทําใหคําตอบในกรณีที่ 2 นี้ก็จะสามารถแบงออกไดเปนอีกสองกรณียอยดังนี้ 

กรณีที่ 2.1 คือ zv ≥  0. 

จากสมการที ่4.24 จะไดวา  

( )ββ ,++= rrr yxFz   

 ( )  ( )( )ββββ ,+−+−= vvvv yyxxF  

    ( )( )( )βββ ,++−+= vvvv yxyxF  (4.30) 

ถา       1−+=+ vvvv yxyx  และสมการที่ 4.30 เราสามารถสรุปไดวา  

    ( )( )( )βββ ,1 ++−−+= vvvvr yxyxFz  

    ( )( )( )ββ ,vvvvr yxyxFz +−+=  

จาก   ( ) 10 <+−+≤ vvvv yxyx  ดังนั้น 

  ( )( )βvvvvr yxyxz +−+=  

 ( )βvv zz −=  (4.31) 

แตถา      vvvv yxyx +=+  จากสมการที ่4.30 เราสามารถสรุปไดวา  

  ( )( )( )βββ ,++−+= vvvvr yxyxFz  

จาก   ( ) 10 <+−+≤ vvvv yxyx  ดังนั้น  

    ( )( )βvvvvr yxyxz +−+=  

 ( )βvv zz −=   (4.32) 
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จากสมการที่ 4.31 และ 4.32 เราสามารถสรุปไดวา ถา 0 ≤ xv < β และ -β < yv < 0 
แลว  ( )βvvr zzz −=  ซึ่งก็ยังคงคุณสมบัติของ zr ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนในกรณีที่      
zv ≥ 0 

กรณีที่ 2.2 คือ zv < 0 

จากสมการที ่4.24 จะไดวา 

( )ββ ,−+= rrr yxFz   

 ( )  ( )( )ββββ ,−−+−= vvvv yyxxF  

    ( )( )( )βββ ,−+−+= vvvv yxyxF  (4.33) 

ถา       1++=+ vvvv yxyx  และสมการที่ 4.33 เราสามารถสรุปไดวา 

  ( )( )( )βββ ,1 −+−++= vvvvr yxyxFz   

  ( )( )( )ββ ,vvvv yxyxF +−+=  

จาก   ( ) 01 <+−+<− vvvv yxyx ดังนัน้ 

  ( )( )βvvvvr yxyxz +−+=  

 ( )βvv zz −=   (4.34) 

แตถา      vvvv yxyx +=+  และสมการที ่4.33 เราสามารถสรุปไดวา  

  ( )( )( )βββ ,−+−+= vvvvr yxyxFz  

จาก   ( ) 01 <+−+<− vvvv yxyx  ดังนั้น 

  ( )( )βvvvvr yxyxz +−+=  

 ( )βvv zz −=   (4.35) 

จากสมการที่ 4.34 และ 4.35 เราสามารถสรุปไดวา ถา 0 ≤ xv < β และ -β < yv < 0 
แลว  ( )βvvr zzz −=  ซึ่งก็ยังคงคุณสมบัติของ zr ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนในกรณีที่     
zv < 0 
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กรณีที่ 3 คือ –β < xv < 0 และ 0 ≤ yv < β 
ในกรณีนี้คําตอบ (zv, zr) สามารถเปนไดทั้งบวกและลบ เนื่องจากตัวดําเนินการนั้นมีเครื่องหมาย
ตางกัน ทําใหในกรณีที่ 3 นี้ก็จะสามารถแบงออกไดเปนอีกสองกรณียอยโดยการพิสูจนนั้นจะ
เหมือนกับการพิสูจนในกรณีที่สอง  

กรณีที่ 3.1 คือ zv ≥ 0   
จากสมการที ่4.24 จะไดวา  

( )ββ ,++= rrr yxFz   

 ( )  ( )( )ββββ ,+−+−= vvvv yyxxF  

    ( )( )( )βββ ,++−+= vvvv yxyxF  (4.36) 

ถา       1−+=+ vvvv yxyx  และสมการที่ 4.36 เราสามารถสรุปไดวา  

    ( )( )( )βββ ,1 ++−−+= vvvvr yxyxFz  

    ( )( )( )ββ ,vvvv yxyxF +−+=  

จาก   ( ) 10 <+−+≤ vvvv yxyx  ดังนั้น 

  ( )( )βvvvvr yxyxz +−+=  

 ( )βvv zz −=  (4.37) 

แตถา      vvvv yxyx +=+  จากสมการที ่4.36 เราสามารถสรุปไดวา  

  ( )( )( )βββ ,++−+= vvvvr yxyxFz  

จาก   ( ) 10 <+−+≤ vvvv yxyx  ดังนั้น  

    ( )( )βvvvvr yxyxz +−+=  

 ( )βvv zz −=   (4.38) 
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จากสมการที่ 4.37 และ 4.38 เราสามารถสรุปไดวา ถา –β < xv < 0 และ 0 ≤ yv < β 
แลว  ( )βvvr zzz −=  ซึ่งก็ยังคงคุณสมบัติของ zr ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนในกรณีที่     
zv ≥ 0 

กรณีที่ 3.2 คือ zv < 0 

จากสมการที ่4.24 จะไดวา 

( )ββ ,−+= rrr yxFz   

 ( )  ( )( )ββββ ,−−+−= vvvv yyxxF  

    ( )( )( )βββ ,−+−+= vvvv yxyxF  (4.39) 

ถา       1++=+ vvvv yxyx  และสมการที่ 4.39 เราสามารถสรุปไดวา 

  ( )( )( )βββ ,1 −+−++= vvvvr yxyxFz   

  ( )( )( )ββ ,vvvv yxyxF +−+=  

จาก   ( ) 01 <+−+<− vvvv yxyx ดังนัน้ 

  ( )( )βvvvvr yxyxz +−+=  

 ( )βvvr zzz −=   (4.40) 

แตถา      vvvv yxyx +=+  และสมการที ่4.39 เราสามารถสรุปไดวา  

  ( )( )( )βββ ,−+−+= vvvvr yxyxFz  

จาก   ( ) 01 <+−+<− vvvv yxyx  ดังนั้น 

  ( )( )βvvvvr yxyxz +−+=  

 ( )βvv zz −=   (4.41) 

จากสมการที่ 4.40 และ 4.41 เราสามารถสรุปไดวา ถา –β < xv < 0 และ 0 ≤ yv < β 
แลว  ( )βvvr zzz −=  ซึ่งก็ยังคงคุณสมบัติของ zr ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนในกรณีที่      
zv < 0 
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กรณีที่ 4  คือ –β < xv < 0 และ –β < yv < 0 
การพิสูจนในกรณีนี้ก็จะเหมอืนกับการพิสจูนในกรณีที่หนึ่ง จากสมการที่ 4.24 

( )ββ ,−+= rrr yxFz  

 ( )  ( )( )ββββ ,−−+−= vvvv yyxxF  

    ( )( )( )βββ ,−+−+= vvvv yxyxF  (4.42) 

จากสมการที ่4.42 ถา       1−+=+ vvvv yxyx เราจะสามารถสรุปไดวา 

  ( )( )( )βββ ,1 −+−−+= vvvvr yxyxFz   

  ( )( )( )βββ ,2−+−+= vvvv yxyxF  

จาก   ( ) 01 <+−+<− vvvv yxyx  ดังนั้น 

   ( )( )βvvvvr yxyxz +−+=  

 ( )βvv zz −=   (4.43) 

แตถา      vvvv yxyx +=+  และสมการที ่4.42 เราสามารถสรุปไดวา  

  ( )( )( )βββ ,++−+= vvvvr yxyxFz  

จาก   ( ) 01 <+−+<− vvvv yxyx  ดังนัน้ 

  ( )( )βvvvvr yxyxz +−+=   

 ( )βvv zz −=   (4.44) 

จากสมการที่ 4.43 และ 4.44 เราสามารถสรุปไดวา ถา –β < xv < 0 และ –β < yv < 0 แลว 
 ( )βvvr zzz −=  ซึ่งก็ยังคงคุณสมบัติของ zr ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนในกรณีที่      

zv < 0 
 
จากทั้งสี่กรณีเราสามารถสรุปไดวาผลลัพธที่ไดจากอัลกอริทึมการบวกของระบบจํานวนแอนะล็อก
ซ้ําซอนดังในทฤษฎีบทที่ 4.9 นั้นยังคงคุณสมบัติเดิมของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 

■ 
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ตัวอยางที่ 4.5 การบวกในเลขฐาน 2 ของ X = 2.4727 และ Y = -6.430 โดยที่ M = 32 ดวยคา
ความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบเปน 25% การดําเนินการบวกในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน
สามารถแสดงไดดังตารางที่ 4.8 

ตารางที่ 4.8 แสดงการดําเนนิการบวกของ X = 2.4727 และ Y = -6.430 
n v r 

xn 0.15454375 1.6909125 
yn -0.401875 -1.19625 
zn -0.24733125 -1.5053375 
z'n -0.3091640625 -1.881671875 
z*

n -0.24733125 -1.5053375 
คําตอบที่ไดคือ (-0.24733125, -1.5053375) = -3.9573  

4.8.2 ตัวดําเนินการลบของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 

ทฤษฎีบทที่ 4.10 กําหนดให (xv, xr) และ (yv, yr) เปนรูปแบบการแทนคาของจํานวนจริงสอง
จํานวน คือ X และ Y ซึ่งเปนรูปแบบการแทนคาในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนบนฐาน β เมื่อ 
β เปนจํานวนจริงที่ β ≥ 2 และกําหนดให M เปนระยะสูงสุดแบบพลวัตของระบบนี้ ผลลัพธของ
การลบของ (xv, xr) ดวย (yv, yr) สามารถแทนไดดวย (zv, zr) ซึ่งเปนรูปแบบการแทนคาของ
จํานวนจริง Z ที่เปนคําตอบของสมการ Z = X - Y สามารถคํานวณไดจากสมการดังตอไปนี้ 
 ( )β,vvv yxFz −=  (4.45) 

และ 




<−−
≥+−

=
0),(
0),(

vrr

vrr
r zyxF

zyxF
z

ββ
ββ  (4.46) 

โดยที ่  
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≥−

=
0/
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พิสูจน  
กําหนดให X Y และ Z เปนคาตัวเลขของ (xv, xr) (yv, yr) และ (zv, zr) ตามลําดับ โดยที่คุณสมบัติ
ของ zv และ zr จะตองคงคุณสมบัติระหวางดิจิตเหมือนกับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน เพื่อให
ดิจิตเหลานี้สามารถทําการกูคาความผิดพลาดไดโดยอัลกอริทึมในทฤษฎีบทที่ 4.3 หลังจาก
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ดําเนินการลบแลวมีคาความผิดพลาดเกิดขึ้น โดยที่คุณสมบัติของดิจิต zv และ zr สามารถนิยาม
ไดดังสมการที่ 4.47 และ 4.48 

 







×= ββ ,

M
ZFzv  (4.47) 

  ( )
 ( )




<−
≥−

=
0
0

vvv

vvv
r zzz

zzz
z

β
β  (4.48) 

จากสมการที ่4.45  
zv = F(xv - yv, β)  
   = F(Xβ/M - Yβ/M, β)  
    = F((X - Y) β/X, β)  
    = F(Zβ/X, β)  

ทําใหเราสามารถสรุปไดวา zv นั้นคงคุณสมบัติเดิมของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้าํซอน 
 จากทฤษฎีบทที่ 4.1 ที่ไดกลาววา | xv | | yv | ตองมีคานอยกวา β  เราจะทําการแบงการ
พิสูจนคา zr ออกเปนทั้งหมดสี่กรณีเชนเดียวกันโดยรูปแบบของการพิสูจนนั้นคลายกับการพิสูจน
ทฤษฎีของการบวกในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 

กรณีที่ 1 คือ 0 ≤  xv < β และ 0 ≤  yv < β 
เนื่องจากการดําเนินการลบของตัวดําเนินการที่มีเคร่ืองหมายเดียวกัน อาจจะทําใหคําตอบ
สามารถเปนบวกหรือลบก็ได ดังนั้นเราจึงทําการแบงการพิสูจนนี้ออกเปนสองกรณียอยคือ 
กรณีที่ 1.1 คือ zv ≥ 0 
จากสมการที ่4.46 จะไดวา  

( )ββ ,+−= rrr yxFz   

 ( )  ( )( )ββββ ,+−−−= vvvv yyxxF  

    ( )( )( )βββ ,+−−−= vvvv yxyxF  (4.49) 

ถา       1−−=− vvvv yxyx  และสมการที่ 4.49 เราสามารถสรุปไดวา  

    ( )( )( )βββ ,1 +−−−−= vvvvr yxyxFz  
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    ( )( )( )ββ ,vvvvr yxyxFz −−−=  

จาก   ( ) 10 <−−−≤ vvvv yxyx  ดังนั้น 

  ( )( )βvvvvr yxyxz −−−=  

 ( )βvv zz −=  (4.50) 

แตถา      vvvv yxyx −=−  จากสมการที ่4.49 เราสามารถสรุปไดวา  

  ( )( )( )βββ ,+−−−= vvvvr yxyxFz  

จาก   ( ) 10 <−−−≤ vvvv yxyx  ดังนั้น  

    ( )( )βvvvvr yxyxz −−−=  

 ( )βvv zz −=   (4.51) 

จากสมการที่ 4.50 และ 4.51 เราสามารถสรุปไดวา ถา 0 ≤  xv < β และ 0 ≤  yv < β 
แลว  ( )βvvr zzz −=  ซึ่งก็ยังคงคุณสมบัติของ zr ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนในกรณีที่       
zv ≥ 0 

กรณีที1่.2 คือ zv < 0 

จากสมการที ่4.46 จะไดวา 

( )ββ ,−−= rrr yxFz   

 ( )  ( )( )ββββ ,−−−−= vvvv yyxxF  

    ( )( )( )βββ ,−−−−= vvvv yxyxF  (4.52) 

ถา       1+−=− vvvv yxyx  และสมการที่ 4.52 เราสามารถสรุปไดวา 

  ( )( )( )βββ ,1 −−−+−= vvvvr yxyxFz   

  ( )( )( )ββ ,vvvv yxyxF −−−=  

จาก   ( ) 01 <−−−<− vvvv yxyx ดังนัน้ 
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  ( )( )βvvvvr yxyxz −−−=  

 ( )βvv zz −=   (4.53) 

แตถา      vvvv yxyx −=−  และสมการที ่4.52 เราสามารถสรุปไดวา  

  ( )( )( )βββ ,−−−−= vvvvr yxyxFz  

จาก   ( ) 01 <−−−<− vvvv yxyx  ดังนั้น 

  ( )( )βvvvvr yxyxz −−−=  

 ( )βvv zz −=   (4.54) 

จากสมการที่ 4.53 และ 4.54 เราสามารถสรุปไดวา ถา 0 ≤  xv < β และ 0 ≤  yv < β 
แลว  ( )βvvr zzz −=  ซึ่งก็ยังคงคุณสมบัติของ zr ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนในกรณีที่      
zv < 0 

กรณีที่ 2 คือ 0 ≤  xv < β และ –β < yv < 0 
จากสมการที ่4.46 

( )ββ ,+−= rrr yxFz  

 ( )  ( )( )ββββ ,+−−−= vvvv yyxxF  

    ( )( )( )βββ ,+−−−= vvvv yxyxF  (4.55) 

จากสมการที ่4.55 ถา       1+−=− vvvv yxyx เราสามารถสรุปไดวา 

  ( )( )( )βββ ,1 +−−+−= vvvvr yxyxFz   

  ( )( )( )βββ ,2+−−−= vvvv yxyxF  

จาก   ( ) 10 <−−−≤ vvvv yxyx  ดังนั้น 

   ( )( )βvvvvr yxyxz −−−=  

 ( )βvv zz −=   (4.56) 
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แตถา      vvvv yxyx −=−  และสมการที ่4.55 เราสามารถสรุปไดวา  

  ( )( )( )βββ ,+−−−= vvvvr yxyxFz  

จาก   ( ) 10 <−−−≤ vvvv yxyx  ดังนัน้ 

  ( )( )βvvvvr yxyxz −−−=   

 ( )βvv zz −=   (4.57) 

จากสมการที่ 4.56 และ 4.57 เราสามารถสรุปไดวา ถา 0 ≤  xv < β และ –β < yv < 0 แลว 
 ( )βvvr zzz −=  ซึ่งก็ยังคงคุณสมบัติของ zr ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนในกรณีที่      

zv ≥ 0 

กรณีที่ 3 คือ –β < xv < 0 และ 0 ≤  yv < β 
จากสมการที ่4.46 

( )ββ ,−−= rrr yxFz  

 ( )  ( )( )ββββ ,−−−−= vvvv yyxxF  

    ( )( )( )βββ ,−−−−= vvvv yxyxF  (4.58) 

จากสมการที ่4.58 ถา       1−−=− vvvv yxyx เราสามารถสรุปไดวา 

  ( )( )( )βββ ,1 −−−−−= vvvvr yxyxFz   

  ( )( )( )βββ ,2−−−−= vvvv yxyxF  

จาก   ( ) 01 <−−−<− vvvv yxyx  ดังนั้น 

   ( )( )βvvvvr yxyxz −−−=  

 ( )βvv zz −=   (4.59) 

แตถา      vvvv yxyx −=−  และสมการที ่4.58 เราสามารถสรุปไดวา  

  ( )( )( )βββ ,+−−−= vvvvr yxyxFz  
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จาก   ( ) 01 <−−−<− vvvv yxyx  ดังนัน้ 

  ( )( )βvvvvr yxyxz −−−=   

 ( )βvv zz −=   (4.60) 

จากสมการที่ 4.59 และ 4.60 เราสามารถสรุปไ ดวา ถา –β < xv < 0 และ 0 ≤  yv < β แลว 
 ( )βvvr zzz −=  ซึ่งก็ยังคงคุณสมบัติของ zr ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนในกรณีที่      

zv < 0 

กรณีที่ 4 คือ –β < xv < 0 และ –β < yv < 0 
เนื่องจากการดําเนินการลบของตัวดําเนินการที่มีเครื่องหมายเดียวกัน อาจจะทําใหคําตอบ
สามารถเปนบวกหรือลบก็ได ดังนั้นเราจึงทําการแบงการพิสูจนนี้ออกเปนสองกรณียอยคือ 

กรณีที่ 4.1 คือ zv ≥ 0 
จากสมการที ่4.46 จะไดวา  

( )ββ ,+−= rrr yxFz   

 ( )  ( )( )ββββ ,+−−−= vvvv yyxxF  

    ( )( )( )βββ ,+−−−= vvvv yxyxF  (4.61) 

ถา       1−−=− vvvv yxyx  และสมการที่ 4.61 เราสามารถสรุปไดวา  

    ( )( )( )βββ ,1 +−−−−= vvvvr yxyxFz  

    ( )( )( )ββ ,vvvv yxyxF −−−=  

จาก   ( ) 10 <−−−≤ vvvv yxyx  ดังนั้น 

  ( )( )βvvvvr yxyxz −−−=  

 ( )βvvr zzz −=  (4.62) 

แตถา      vvvv yxyx −=−  จากสมการที ่4.61 เราสามารถสรุปไดวา  

  ( )( )( )βββ ,+−−−= vvvvr yxyxFz  
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จาก   ( ) 10 <−−−≤ vvvv yxyx  ดังนั้น  

    ( )( )βvvvvr yxyxz −−−=  

 ( )βvv zz −=   (4.63) 

จากสมการที่ 4.62 และ 4.63 เราสามารถสรุปไดวา ถา –β < xv < 0 และ –β < yv < 0 

แลว  ( )βvvr zzz −=  ซึ่งก็ยังคงคุณสมบัติของ zr ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนในกรณีที่     
zv ≥ 0 

กรณีที่ 4.2 คือ zv < 0 

จากสมการที ่4.46 จะไดวา 

( )ββ ,−+= rrr yxFz   

 ( )  ( )( )ββββ ,−−+−= vvvvr yyxxFz  

    ( )( )( )βββ ,−−−−= vvvv yxyxF  (4.64) 

ถา       1+−=− vvvv yxyx  และสมการที่ 4.64 เราสามารถสรุปไดวา 

  ( )( )( )βββ ,1 −−−+−= vvvvr yxyxFz   

  ( )( )( )ββ ,vvvv yxyxF −−−=  

จาก   ( ) 01 <−−−<− vvvv yxyx ดังนัน้ 

  ( )( )βvvvvr yxyxz −−−=  

 ( )βvv zz −=   (4.65) 

แตถา      vvvv yxyx −=−  และสมการที ่4.64 เราสามารถสรุปไดวา  

  ( )( )( )βββ ,−−−−= vvvvr yxyxFz  

จาก   ( ) 01 <−−−<− vvvv yxyx  ดังนั้น 

  ( )( )βvvvvr yxyxz −−−=  
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 ( )βvvr zzz −=   (4.66) 

จากสมการที่ 4.65 และ 4.66 เราสามารถสรุปไดวา –β < xv < 0 และ –β < yv < 0 

แลว  ( )βvvr zzz −=  ซึ่งก็ยังคงคุณสมบัติของ zr ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนในกรณีที่     
zv < 0 
จากทั้งสี่กรณีที่ไดทําการพิสูจนไปนั้น ทําใหสามารถบอกไดวาผลลัพธที่ไดจากการคํานวณการลบ
ดวยอัลกอริทึมในทฤษฎีบทที่ 4.10 นั้นสามารถคํานวณไดถูกตองพรอมยังคงคุณสมบัติเดิมของ
ระบบจํานวนไวดวย ■ 

ตัวอยางที่ 4.6 การลบในเลขฐาน 2 ของ Y = -6.430 จาก X = -2.4727 โดยที่ M = 32 ดวยคา
ความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบเปน 25% การดําเนินการลบในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน
สามารถแสดงไดดังตารางที่ 4.9 

ตารางที่ 4.9 แสดงการดําเนนิการลบของ Y = -6.430 จาก X = -2.4727 
n v r 

xn -0.15454375 -1.6909125 
yn -0.401875 -1.19625 
zn 0.24733125 1.5053375 
z'n 0.3091640625 1.881671875 
z*

n 0.24733125 1.5053375 

ผลลัพธที่ไดคอื (0.24733125, 1.5053375) = 3.9573  

4.8.3 ตัวดําเนินการคณูของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 

ทฤษฎีบทที่ 4.11 กําหนดให (xv, xr) และ (yv, yr) เปนรูปแบบการแทนคาของจํานวนจริงสอง
จํานวน คือ X และ Y ซึ่งเปนรูปแบบการแทนคาในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนบนฐาน β เมื่อ 
β เปนจํานวนจริงที่ β ≥ 2 และกําหนดให M เปนระยะสูงสุดแบบพลวัตของระบบนี้ ผลลัพธของ
การคูณของ (xv, xr) และ (yv, yr) สามารถแทนไดดวย (zv, zr) ซึ่งเปนรูปแบบการแทนคาของ
จํานวนจริง Z ที่เปนคําตอบของสมการ Z = X × Y สามารถคํานวณไดจากสมการดังตอไปนี้ 

 ( ) 









××= β
β

,MyxFz vvv                  (4.67) 
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    (4.69) 

และ f (a,b)= sign(a)× |a| × b 

พิสูจน 
กําหนดให X Y และ Z เปนคาตัวเลขของ (xv, xr) (yv, yr) และ (zv, zr) ตามลําดับ โดยที่คุณสมบัติ
ของ zv และ zr จะตองคงคุณสมบัติระหวางดิจิตเหมือนกับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน เพื่อให
ดิจิตเหลานี้สามารถทําการกูคาความผิดพลาดไดโดยอัลกอริทึมในทฤษฎีบทที่ 4.3 หลังจาก
ดําเนินการคูณแลวมีคาความผิดพลาดเกิดขึ้นโดยที่คุณสมบัติของดิจิต zv และ zr สามารถนิยาม
ไดดังสมการที่ 4.70 และ 4.71 

 







×= ββ ,

M
ZFzv  (4.70) 
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จากสมการที ่4.67 เราสามารถสรุปไดวา 
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×= ββ ,

M
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ทําใหเราสามารถสรุปไดวา zv นั้นคงคุณสมบัติเดิมของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้าํซอน 
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 จากสมการที่ 4.68 และ 4.69 เมื่อนํามาเทียบกับสมการที่ 4.71 จะเห็นไดวา zr จะคง
คุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนก็ตอเมื่อ w มีคาเทากับ zv ดังนั้นจากสมการที่ 4.69 
เราจะไดวา 
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เราสามารถสรุปไดวา 

vvv zMyxFw =























××= β
β

,  

จาก w = zv เราก็สามารถสรุปไดวาการหา zr จากอัลกอริทึมในทฤษฎีบทที ่4.11 ยังคงคุณสมบัติ
ของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนอยูเชนเดิม ■ 

ตัวอยางที่ 4.7 การคูณในเลขฐาน 2 ของ X = 2.4727 กับ Y = 6.430 ดวยคา M = 32 และคา
ความผิดพลาดที่เกิดขึ้นเทากับ 25% การดําเนินการคูณของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนนั้น
สามารถแสดงไดดังตารางที่ 4.10 
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ตารางที่ 4.10 แสดงการดําเนินการคูณของ X = 2.4727 กับ Y = 6.430 
n v r 

xn 0.15454375 1.6909125 
yn 0.401875 1.19625 
zn 0.9937163125 0.012567375 
z'n 1.242145390625 0.01570921875 
z*

n 0.9937163125 0.012567375 

โดยที่คําตอบคือ (0.9937163125, 0.012567375)  = 15.899461  

4.8.4 ตัวดําเนินการหารของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 

ทฤษฎีบทที่ 4.12 กําหนดให (xv, xr) และ (yv, yr) เปนรูปแบบการแทนคาของจํานวนจริงสอง
จํานวน คือ X และ Y ซึ่งเปนรูปแบบการแทนคาในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนบนฐาน β เมื่อ 
β เปนจํานวนจริงที่ β ≥ 2 และกําหนดให M เปนระยะสูงสุดแบบพลวัตของระบบนี้ ผลลัพธของ
การหารของ (xv, xr) ดวย (yv, yr) สามารถแทนไดดวย (zv, zr) ซึ่งเปนรูปแบบการแทนคาของ
จํานวนจริง Z ที่เปนคําตอบของสมการ Z = X / Y สามารถคํานวณไดจากสมการดังตอไปนี้ 
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พิสูจน  
จากสมการที ่4.72 
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ทําใหเราสามารถสรุปไดวา zv นั้นคงคุณสมบัติเดิมของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 
จากสมการที ่4.73 และ 4.74 จะเหน็ไดวา zr จะคงคุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนก็
ตอเมื่อ w มีคาเทากับ zv ดังนั้นจากสมการที่ 4.74 เราจะไดวา 
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เราสามารถสรุปไดวา 

vvv zMyxFw =























××= β
β

,  

จาก w = zv เราสามารถสรุปไดวาการหา zr จากอัลกอริทึมในทฤษฎีบทที ่4.11 ยังคงคุณสมบัติ
ของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนอยูเชนเดิม ■ 

ตัวอยางที่ 4.8 การหารในเลขฐาน 2 ของ X = 2.4 ดวย Y = 6.4 ดวยคา M = 32 และคาความ
ผิดพลาดที่เกดิขึ้นเทากับ 25% การดําเนนิการหารของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนนัน้สามารถ
แสดงไดดังตารางที ่4.11 
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ตารางที่ 4.11 แสดงการหารของ X = 2.4 ดวย Y = 6.4 
n v r 

xn 0.15 1.7 
yn 0.4 1.2 
zn 0.0234375 1.953125 
z'n 0.029296875 2.44140625 
z*

n 0.0234375 1.953125 

ดังนัน้ผลลัพธที่ไดคือ (0.0234375, 1.953125) = 0.375  

4.9 สรุป 

 ในบทนี้เราไดนําเสนอถึงระบบจํานวนสําหรับการทํางานแบบแอนะล็อกรูปแบบใหม ที่
เรียกวาระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน ซึ่งถูกนําเสนอมาเพื่อจะทําการลดคาความซับซอนของ
เวลาของการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนคาตอเนื่อง ซึ่งสามารถลดเวลาจากแบบเชิงเสน
ที่ขึ้นกับจํานวนของดิจิตซ้ําซอนที่ใช ใหเปนเวลาแบบคงที่ ในระบบที่มีคาความผิดพลาดอยูในรูป
ของตัวประกอบที่มีคาเทากัน โดยผลลัพธที่ไดจากการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็
อกซ้ําซอนปราศจากการแพรกระจายของความผิดพลาดที่เกิดจากดิจิตที่มีคาความสําคัญนอย
ที่สุดทําใหคําตอบที่ไดนั้นตรงกับคาเริ่มตน พรอมทั้งไดนําเสนออัลกอริทึมการดําเนินการทาง
คณิตศาสตรพื้นฐาน และอัลกอริทึมการแปลงรูปแบบการแทนคาระหวางฐานตางๆ ของระบบ
จํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนดวย 

 

 

 

 



                                                                                                              
                                                                                                              
 

 

บทที่  5 

สรุปผลการวิจัยและขอเสนอแนะ 

5.1 สรุปผลการวิจยั 

 งานวิจัยชิ้นนี้ไดนําเสนอวิธีการลดคาความซับซอนของเวลาที่ใชในการกูคาความผิดพลาด
ของระบบจํานวนคาตอเนื่อง ซึ่งคาความซับซอนของเวลาที่ใชในการกูคาความผิดพลาดเดิมของ
ระบบจํานวนคาตอเนื่องเทากับ O(n) โดยที่ n คือจํานวนดิจิตซ้ําซอน โดยจํานวนของดิจิตซ้ําซอน
นั้นจะตองใชมากขึ้นเมื่อมีการคํานึงถึงคาความแมนยําผลลัพธที่ไดหลังจากการกูคาความ
ผิดพลาดสูงขึ้น  เนื่องมาจากการที่ระบบจํานวนคาตอเนื่องไมสามารถทําการกําจัดการ
แพรกระจายของความผิดพลาดที่เกิดจากดิจิตที่มีคาความสําคัญนอยที่สุดได ทําใหเมื่อมีการใช
ดิจิตซ้ําซอนที่มีจํานวนมากขึ้นจะทําใหผลกระทบของการแพรกระจายของความผิดพลาดที่เกิด
จากดิจิตที่มีคาความสําคัญนอยที่สุดนั้นลดลง 
 ดังนั้นในงานวิจัยชิ้นนี้จึงไดเสนอวิธีในการลดคาความซับซอนของเวลานี้สองวธิดีวยกนั วธิี
แรกคือการนํา เอาสถาปตยกรรมการทํางานแบบขนานของการเปลี่ ยนดิจิตเซตแบบ                 
ออนเดอะฟลายเขามาใชเพื่อลดคาความซับซอนของเวลาในการกูคาความผิดพลาดลงเหลือ 
O(log n) สวนวิธีที่สองนั้นคือการนําเสนอถึงระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน ที่ไดทําการพิสูจนวา
การใชดิจิตซ้ําซอนเพียงหนึ่งดิจิตก็เพียงพอในการกูคาความผิดพลาดดวยอัลกอริทึมการกูคาความ
ผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนในระบบที่คาความผิดพลาดอยูในรูปของตัวประกอบ
ที่มีคาเทากัน โดยที่คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นนั้นจะตองอยูในชวงของคาความคาดเคลื่อนที่
ยินยอมเทานั้นจึงจะสามารถหาผลลัพธที่ถูกตองได พรอมทั้งคําตอบที่ไดจากการกูคาความ
ผิดพลาดนั้นจะไมมีผลกระทบของการแพรกระจายของความผิดพลาดที่เกิดจากดิจิตที่มีคา
ความสําคัญนอยที่สุดทําใหผลลัพธที่ไดนั้นมีคาตรงกับคาเริ่มตน พรอมทั้งงานวิจัยชิ้นนี้ไดทําการ
นําเสนอถึงทฤษฎี และการวิเคราะหในแงมุมตางๆ ที่เกี่ยวกับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน เชน
อัลกอริทึมในการกูคาความผิดพลาด อัลกอริทึมในการคํานวณทางคณิตศาสตรพื้นฐาน เปนตน  
 หลักการของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนนั้นสามารถที่จะนําไปใชในระบบดิจิทัลได แต
เนื่องจากคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบดิจิทัลนั้นไมไดอยูในรูปแบบเดียวกับวงจรแอนะล็อก 
ซึ่งไมตรงกันกับขอจํากัดของระบบจํานวน ทําใหไมสามารถจะทําการกูคาความผิดพลาดได จึง
สรุปไดวา ในระบบดิจิทัลนั้นระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนจะไมสามารถทํางานไดอยางเต็ม
ประสิทธิภาพ 
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5.2 ขอเสนอแนะ 

 ในงานวิจัยนี้ยังไมไดคํานึงถึงคาความผิดพลาดที่อาจจะเกิดขึ้นไดระหวางการกูคาความ
ผิดพลาด ซึ่งในความเปนจริงแลวนั้นเราไมสามารถที่จะควบคุมความผิดพลาดในสวนนั้นใหมีคา
เทากับศูนยไดทั้งหมด เนื่องจากยังมีการใชคาของดิจิตซ้ําซอนเขามาชวยในการลดคาความ
ผิดพลาดที่เกิดขึ้น ทําใหคาคําตอบที่ไดจากการกูคาความผิดพลาดนั้น อาจจะไมไดมีคาเทากับคา
เร่ิมตนที่เราตองการแสดง ในกรณีที่คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในข้ันตอนการกูคาความผิดพลาด
นั้น ยังคงอยูในชวงของคาความผิดพลาดคาดเคลื่อนที่ยินยอม ส่ิงที่เปนประเด็นในการวิจัยตอไป
คือ คําตอบที่ไดนั้นมีความนาเชื่อถือมากนอยเพียงใด และสามารถคํานวณขอบเขตที่เล็กที่สุดของ
คาที่ถูกตองไดวาเปนเทาใด 
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