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A combined Streamline Upwind Petrov-Galerkin method (SUPG) and segregated 

finite element algorithm for solving conjugate heat transfer problems where heat 

conduction in a solid is coupled with heat convection in viscous fluid flow is presented.  

The Streamline Upwind Petrov-Galerkin method is used for the analysis of viscous 

thermal flow in the fluid region, while the analysis of heat conduction in solid region is 

performed by the Galerkin method.  

 

The solution algorithm presented in this thesis uses an equal order element 

interpolation functions for both the velocity, pressure and temperature that can reduce 

the complexity in deriving the finite element equations. A segregated solution algorithm 

is also incorporated to compute the velocities, pressure and temperature separately for 

improving the computational efficiency. 

 

A corresponding finite element computer program was developed and verified 

using simple examples that have exact solutions before applying to solve more complex 

problems. Conjugate heat transfer solutions from several tested problems illustrate the 

effectiveness of the finite element method that can predict detailed conjugate heat 

transfer behaviors past complex geometries.  
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ความรอนที่มีการไหลสวนทางกัน                                                                         . 105

รูปที่ 7.7 แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตใน
อุปกรณแลกเปลี่ยนความรอนที่มีการไหลสวนทางกัน                                          . 105

รูปที่ 7.8 ลักษณะการกระจายตัวของอุณหภูมิของปญหาการถายเทความรอนแบบคอน   
จูเกตในอุปกรณแลกเปลี่ยนความรอนที่มีการไหลสวนทางกันที่คา K ตาง ๆ        .

 (ก) เสนชั้นของอุณหภูมิที่ K เทากับ 1                                                                   . 106

 (ข) เสนชั้นของอุณหภูมิที่ K เทากับ 5                                                                   . 106
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     ฒ 

หนา
รูปที่ 7.9 การเปรียบเทียบคาอุณหภูมิที่ไดจากการคํานวณกับผลลัพธของ Chen and Han 

ที่ตําแหนง x = 0.5 ตลอดแกน y ของปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต
ในอุปกรณแลกเปลี่ยนความรอนที่มีการไหลสวนทางกันที่คา K ตาง ๆ                .
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รูปที่ 7.10 ลักษณะของปญหาการพาความรอนแบบอิสระในชองปดสี่เหล่ียมจัตุรัสโดยที่มี
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รูปที่ 7.11 แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการพาความรอนแบบอิสระในชองปดสี่
เหล่ียมจัตุรัสโดยที่มีผนังนําความรอน                                                                   . 108

รูปที่ 7.12 สภาวะการไหลเนื่องจากการพาความรอนในชองสี่เหล่ียมจัตุรัสเมื่อมีผนัง         
นําความรอนเมื่อคา 310Gr =                                                                                . 

 (ก) เสนกระแสการไหล                                                                                         . 109

 (ข) เสนชั้นของอุณหภูมิที่ K เทากับ 1                                                                   . 109

 (ค) เสนชั้นของอุณหภูมิที่ K เทากับ 10                                                                . 110

รูปที่ 7.13 สภาวะการไหลเนื่องจากการพาความรอนในชองสี่เหล่ียมจัตุรัสเมื่อมีผนัง         
นําความรอนเมื่อคา 510Gr =                                                                                . 

 (ก) เสนกระแสการไหล                                                                                         . 110

 (ข) เสนชั้นของอุณหภูมิที่ K เทากับ 1                                                                   . 110

 (ค) เสนชั้นของอุณหภูมิที่ K เทากับ 10                                                                . 111

รูปที่ 7.14 การเปรียบเทียบคาอุณหภูมิและปริมาณความรอนที่ผิวรอยตอโดยเปรียบเทียบกับ
ผลการคํานวณของ Hriberšek & Kuhn ที่คา K = 1, 5 และ 10                         . 

 (ก) คาอุณหภูมิที่ผิวรอยตอ                                                                                    . 111
 (ข) คาปริมาณความรอนที่ผิวรอยตอ                                                                     . 112
รูปที่ 7.15 ลักษณะของปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวางทอทรงกระบอกกับชอง

ปดสี่เหล่ียมโดยมีผนังกันความรอน                                                                      . 113

รูปที่ 7.16 แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวางทอ
ทรงกระบอกกับชองปดสี่เหล่ียมโดยมีผนังกันความรอน                                      . 114

รูปที่ 7.17 แสดงเสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความรอนแบบ
อิสระที่คา K = 0.1, 1 และ 10 เมื่อคา 310Ra =                                                  . 115

รูปที่ 7.18 แสดงเสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความรอนแบบ
อิสระที่คา K = 0.1, 1 และ 10 เมื่อคา 410Ra =                                                  . 116



     ณ 

หนา
รูปที่ 7.19 แสดงเสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความรอนแบบ

อิสระที่คา K = 0.1, 1 และ 10 เมื่อคา 510Ra =                                                  . 117

รูปที่ 7.20 การเปรียบเทียบลักษณะการกระจายของอุณหภูมิที่ตําแหนงตาง ๆ โดยเปรียบ
เทียบกับผลการคํานวณของ Dong & Li ที่คา K = 0.1, 1, 5 และ 10 เมื่อคา 

410Ra =                                                                                                               .
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รูปที่ 7.21 ลักษณะของปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวางทอทรงกระบอกที่มีครีบ
ระบายความรอนในชองปดสี่เหล่ียม                                                                      . 121

รูปที่ 7.22 แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวางทอ
ทรงกระบอกที่มีครีบระบายความรอนในชองปดสี่เหล่ียม เมื่อ H = 0.1               . 122

รูปที่ 7.23 แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวางทอ
ทรงกระบอกที่มีครีบระบายความรอนในชองปดสี่เหล่ียม เมื่อ H = 0.2               . 122

รูปที่ 7.24 เสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความรอนแบบอิสระที่
คา K = 1, 10 และ 5000 เมื่อคา 310Ra = และ H = 0.1                                    . 123

รูปที่ 7.25 เสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความรอนแบบอิสระที่
คา K = 1, 10 และ 5000 เมื่อคา 410Ra = และ H = 0.1                                    . 124

รูปที่ 7.26 เสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความรอนแบบอิสระที่
คา K = 1, 10 และ 5000 เมื่อคา 510Ra = และ H = 0.1                                    . 125

รูปที่ 7.27 เสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความรอนแบบอิสระที่
คา K = 1, 10 และ 5000 เมื่อคา 610Ra = และ H = 0.1                                    . 126

รูปที่ 7.24 เสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความรอนแบบอิสระที่
คา K = 1, 10 และ 5000 เมื่อคา 310Ra = และ H = 0.2                                    . 128

รูปที่ 7.25 เสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความรอนแบบอิสระที่
คา K = 1, 10 และ 5000 เมื่อคา 410Ra = และ H = 0.2                                    . 129

รูปที่ 7.26 เสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความรอนแบบอิสระที่
คา K = 1, 10 และ 5000 เมื่อคา 510Ra = และ H = 0.2                                    . 130

รูปที่ 7.27 เสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความรอนแบบอิสระที่
คา K = 1, 10 และ 5000 เมื่อคา 610Ra = และ H = 0.2                                    . 131

  
  
  



     ด 

หนา
รูปที่ 7.32 คานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยที่ผิวของครีบระบายความรอนที่คาอัตราสวนของ

สัมประสิทธิ์การนําความรอนที่คาตาง ๆ และคาเรยเลหนัมเบอรเทากับ 103     
เมื่อ H = 0.1 และ 0.2                                                                                            .
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รูปที่ 7.33 คานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยที่ผิวของครีบระบายความรอนที่คาอัตราสวนของ
สัมประสิทธิ์การนําความรอนที่คาตาง ๆ และคาเรยเลหนัมเบอรเทากับ 105     
เมื่อ H = 0.1 และ 0.2                                                                                            .
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รูปที่ 7.34 คานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยที่ผิวของครีบระบายความรอนที่คาอัตราสวนของ
สัมประสิทธิ์การนําความรอนที่คาตาง ๆ และคาเรยเลหนัมเบอรเทากับ 106     
เมื่อ H = 0.1 และ 0.2                                                                                            .

 

 

134

รูปที่ 7.35 คานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยที่ผิวของครีบระบายความรอนที่คาเรยเลหนัมเบอร   
ตาง ๆ และคาอัตราสวนของสัมประสิทธิ์การนําความรอน K เทากับ 1 เมื่อ        
H = 0.1 และ 0.2                                                                                                   .
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รูปที่ 7.36 คานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยที่ผิวของครีบระบายความรอนที่คาเรยเลหนัมเบอร   
ตาง ๆ และคาอัตราสวนของสัมประสิทธิ์การนําความรอน K เทากับ 10 เมื่อ        
H = 0.1 และ 0.2                                                                                                   .
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รูปที่ 7.37 คานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยที่ผิวของครีบระบายความรอนที่คาเรยเลหนัมเบอร   
ตาง ๆ และคาอัตราสวนของสัมประสิทธิ์การนําความรอน K เทากับ 5,000 เมื่อ    

H = 0.1 และ 0.2                                                                                                   .
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 ต

คําอธิบายสัญลักษณ 

 A พื้นที,่ เมตริกซสัมประสิทธิ ์

 a ความเรง, ตัวแปรความสูงของชองการไหล 

 ai สัมประสิทธิ์ของฟงกชันการประมาณภายใน 

 bi สัมประสิทธิ์ของฟงกชันการประมาณภายใน 

 Cp คาความรอนจําเพาะที่ความดันคงที ่

 ci สัมประสิทธิ์ของฟงกชันการประมาณภายใน 

 D ตัวดําเนินการเชิงอนุพันธ 

 E  พลังงานรวม 

 e คาความผิดพลาด 

 F แรง 

 Gr กราชอรฟนัมเบอร (Grashof Number) 

 g แรงโนมถวงโลก 

 h ขนาดโดยเฉลี่ยของเอลิเมนต 

 K อัตราสวนสัมประสิทธิ์การนําความรอนในของแข็งตอสัมประสิทธิ์การนํา 

  ความรอนในของไหล 

 Kpi สัมประสิทธิ์สําหรับความดันที่กระจายมาจากสมการโมเมนตัม 

 Kx เมตริกซสัมประสิทธิ์ของสมการความดัน 

 Ky เมตริกซสัมประสิทธิ์ของสมการความดัน 

 k สัมประสิทธิ์การนําความรอน 

 kf สัมประสิทธิ์การนําความรอนในของไหล 

 ks สัมประสิทธิ์การนําความรอนในของแข็ง 

 L ตัวแปรระยะทาง 

 m มวล 



 ถ
 N ฟงกชันน้ําหนัก 

 Nu นัสเซิลทนัมเบอรที่ตําแหนงใด ๆ  (Local Nusselt number) 

   Nu   นัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ย (Average Nusselt number) 

 n  ทิศทางตั้งฉาก 

 Pe  เพกเลตนัมเบอร (Peclet number) 

 Pr พรังเดิลนัมเบอร (Prandlt number) 

 p ความดัน 

 Q ความรอนที่เกิดขึ้นไดเอง 

 q ความรอนที่ผลิตไดเองตอหนึ่งหนวยมวล 

 qf ปริมาณความรอนในของไหล 

 qs ปริมาณความรอนในของแข็ง 

 qx ปริมาณความรอนในแนวแกน x 

 qy ปริมาณความรอนในแนวแกน y  

 R เศษตกคาง, โหลดเวกเตอร 

 Ra เรยเลหนัมเบอร (Rayleigh number) 

 Re เรยโนลดนัมเบอร  (Reynolds number) 

 r เวคเตอรเศษตกคาง 

 T อุณหภูม ิ

 T0 อุณหภูมิอางอิง 

 t เวลา 

 u ความเร็วในแนวแกน x 

 ui ตัวแปรในสมการโมเมนตัมสําหรับแกน x  
∧ 

 v ความเร็วในแนวแกน y 

 vi ตัวแปรในสมการโมเมนตัมสําหรับแกน y 
∧ 

 



 ท
 W ฟงกชันน้ําหนัก, น้ําหนัก 

 x ระยะในแนวราบ 

 y ระยะในแนวดิ่ง 

 Γ ขอบของการไหล 

 Γφ สัมประสิทธิ์การแพร 

 Ω โดเมนของการไหล 

 φ ตัวแปรใดๆ  

  คาพารามิเตอรของวิธีพินัลตี,้ ตัวแปรในการปรับขนาดเอลิเมนต λ

  ความหนืด µ

   ความหนืดพลศาสตร ν

 β   สัมประสิทธิ์การขยายตัวทางความรอน (Coefficient of thermal expansion) 

   มุมการไหล θ

   ความหนาแนน ρ

  ความเคนในแนวตั้งฉาก σ

   ความเคนเฉือน τ

 
 



บทที่  1 
 

บทนํา 
 
 
1.1  ความสําคัญและที่มาของวิทยานิพนธ 
 

ในปจจุบันการวิเคราะหปญหาทางวิศวกรรมกับปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต
เปนการวิเคราะหการถายเทความรอนระหวางของแข็งกับของไหล โดยพิจารณาการนําความรอน
ในของแข็งและการพาความรอนในของไหลควบคูกัน ซ่ึงมีวิธีการเชื่อมโยงระหวางการนําความ
รอนและการพาความรอนโดยใชหลักการที่วาปริมาณความรอนที่เขาและออกจากทั้งของแข็งและ
ของไหลที่ผิวรอยตอของทั้งคูตองมีคาเทากัน ในการคํานวณการถายเทความรอนจากของแข็งสูของ
ไหลถูกตั้งสมมติฐานใหอุณหภูมิหรือฟลักซความรอนที่ผิวของแข็งมีคาคงที่เพื่อแกไขปญหาใหงาย
ขึ้น ซ่ึงในความเปนจริงแลวอุณหภูมิหรือฟลักซความรอนที่บริเวณดังกลาวอาจมีคาไมคงที่ ทําให
การคํานวณการถายเทความรอนมีความคลาดเคลื่อนจากความเปนจริง ดังนั้นวิธีการวิเคราะหการ
ถายเทความรอนแบบคอนจูเกตจึงมีความสําคัญในการแกปญหาการถายเทความรอนระหวางของ
แข็งและของไหลเพื่อใหไดผลลัพธที่สอดคลองกับปรากฏการณจริงที่เกิดขึ้น ตัวอยางของปญหา
การวิเคราะหการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต ไดแก การถายเทความรอนออกจากครีบของ
อุปกรณแลกเปลี่ยนความรอน การถายเทความรอนออกจากอุปกรณอิเล็กทรอนิกส และการถายเท
ความรอนของรอยเชื่อมออกสูอากาศ เปนตน 

 
สําหรับการวิเคราะหการถายเทความรอนในของแข็ง จะมีสมการเชิงอนุพันธที่เกี่ยวของคือ 

สมการปวสซง (Poisson’s Equation) สวนการวิเคราะหปญหาการไหล จะมีสมการเชิงอนุพันธที่
เกี่ยวของคือระบบสมการนาเวียร-สโตกส ซ่ึงประกอบดวยสมการอนุรักษมวล สมการอนุรักษ     
โมเมนตัมและสมการอนุรักษพลังงาน สมการเหลานี้อยูในรูปแบบที่ไมสามารถหาผลเฉลยแมนตรง
สําหรับปญหาโดยทั่วๆไป ดังนั้นจึงมีการนําระเบียบวิธีเชิงตัวเลขมาใชวิเคราะหเพื่อหาผลเฉลยโดย
ประมาณกับปญหาการไหล 

 
ในอดีตนักวิจัยพยายามวิเคราะหปญหาการถายเทความรอนระหวางของแข็งและของไหล

ดวยวิธีตาง ๆ ทั้งการทดลอง การใชวิธีเชิงวิเคราะห (Analytical Method) และการใชระเบียบวิธี
เชิงตัวเลข (Numerical Method) ตัวอยางเชน 
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1.1.1) การถายเทความรอนในของแข็งและของไหล 
 

ปราโมทย เดชะอําไพ [1] ไดศึกษานําระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมาประยุกตใชกับปญหา
การถายเทความรอนในของแข็ง พรอมทั้งประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอร (HEAT2D) โปรแกรม
ดังกลาวไดถูกนํามาใชแกปญหาตาง ๆ อยางกวางขวาง  
 

Kawahara et al. [2] และ Yamada et al. [3] ไดทําการแกปญหาโดยเลือกใชฟงกชัน
การประมาณภายในแบบผสม (Mixed Interpolation Function) คือไดเลือกประมาณคาความเร็ว
ดวยควอดราติกฟงกชันการประมาณภายในสําหรับความดันเปนแบบเชิงเสนโดยใชเอลิเมนต
สามเหลี่ยมแบบหกจุดตอ วิธีดังกลาวชวยลดการสั่นของผลลัพธและไดรับความนิยมอยางกวาง
ขวาง 
 

Chorin [4, 5] นําเสนอระเบียบวิธีการคํานวณแบบแยกกัน  (Segregated Solution 

Method) วิธีนี้จะเริ่มทําการคํานวณหาคาความเร็วกอนโดยใชคาความดันที่สมมติขึ้น จากนั้นจะใช
สมการที่เกิดจากการรวมกันของสมการอนุรักษมวลและสมการอนุรักษโมเมนตัมในการหาคาของ
ความดัน ซ่ึงคาความดันที่คํานวณไดนี้จะนํากลับไปใชในการคํานวณหาคาความเร็วใหม แตวิธีการ
คํานวณแบบแยกกันที่เปนที่รูจักและเปนที่นิยมกันอยางแพรหลายจนถึงปจจุบันไดแกวิธีที่เรียกวา 
SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equation) [6] โดยที่วิธีดังกลาวจะ
ทําการแทนสมการอนุรักษโมเมนตัมลงในสมการอนุรักษมวลเพื่อสรางสมการของตัวแกไข     
ความดัน (Pressure Correction Equation) ซ่ึงขั้นตอนในการคํานวณของวิธี SIMPLE มีดังนี้ 

1. สมมติการกระจายตัวของความดัน 

2. แกสมการโมเมนตัมเพื่อหาคาความเร็วโดยใชคาความดันที่สมมติไว 
3. คํานวณหาคาของตัวแกไขความดันจากสมการของตัวแกไขความดัน 

4. คํานวณหาคาความดันใหมโดยใชตัวแกไขความดัน 

5. แกไขความเร็วใหมโดยใชคาของตัวแกไขความดัน 

6. นําคาความดันใหมที่ไดกลับไปคํานวณในขอที่ 2 ใหม และทําการคํานวณซ้ําจนกวาจะ
ลูเขาสูคําตอบที่ตองการ 

 
Patankar [7] พัฒนาปรับปรุงวิธี SIMPLE เพื่อใหคําตอบลูเขา (Converge) ไดเร็วยิ่งขึ้น 

โดยเรียกวิธีใหมนี้วา SIMPLER (SIMPLE-Revised) แตยังคงเปนลักษณะการคํานวณแบบแยก
กันเชนเดิม สําหรับรายละเอียดของวิธี SIMPLE และ SIMPLER นี้สามารถศึกษาเพิ่มเติมไดจาก
เอกสารอางอิง [7,8]  
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Rice and Schnipke [9] และ Schnipke [10] เสนอวิธีการกับพจนเนื่องจากการพาที่
เรียกวาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสตรีมไลนอัปวินด โดยวิธีดังกลาวจะทําการคํานวณพจนเนื่อง
จากการพาในแนวของเสนสตรีมไลนโดยตรง โดยใชเอลิเมนตส่ีเหล่ียมแบบสี่จุดตอ ผลลัพธที่ได
จากวิธีนี้นั้นไมกอใหเกิดการสั่นของผลลัพธแตยังคงมีผลของการแพรที่ผิดพลาดเกิดขึ้นบาง 
 

Brooks and Hughes [11] ไดเสนอวิธีเพื่อใชแกปญหาการเกิดการสั่นของคําตอบโดย
การปรับปรุงฟงกชันน้ําหนัก (Weighting Function) ที่ใชในวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคาง (Method 

of Weighted Residuals) ซ่ึงเปนที่รูจักกันในชื่อวา วิธีสตรีมไลนอัปวินดเพทรอฟ-กาเลอรคิน 
(Streamline Upwind / Petrov-Galerkin Formulation) ซ่ึงวิธีดังกลาวไดสงผลใหเกิดการแพร
ที่ผิดพลาดเพียงเล็กนอยเทานั้นแตยังคงเกิดการสั่นของคําตอบอยูบาง 
 

Zienkiewicz and Codina [12] นํ า เส น อ ระ เบี ยบ วิ ธี ก ารแ ยก ด ว ยคุ ณ ลั ก ษณ ะ 

(Characteristic Based Split Algorithm, CBS Algorithm) หรือวิธีที่เรียกกันโดยทั่วไปวาวิธี 
ซีบีเอสในการจัดการกับพจนเนื่องจากการพาโดยยายพิกัดที่อยูบนแกนอางอิงไปอยูบนแกน        
คุณลักษณะซึ่งเปนแกนที่เคลื่อนที่ไปกับอนุภาคของของไหลบนเสนทางเดินของของไหล ซ่ึงเปน
ผลใหพจนเนื่องจากการพาหายไป จากนั้นจึงทําการประมาณคาความเร็วและความดันกลับมาอยูบน
แกนอางอิงตามเดิม นอกจากนี้ยังไดประยุกตใชวิธีการคํานวณแบบแยกสวน ในการหาผลลัพธของ
ความเร็วและความดัน จะเห็นวาวิธีการดังกลาวลดการสั่นของผลลัพธเนื่องจากการพาและสามารถ
เลือกใชอันดับของฟงกชันการประมาณภายในสําหรับความเร็วและความดันที่เทากันได ชวยใหลด
ความยุงยากในการคํานวณจากการ อินทิเกรตเชิงตัวเลข (Numerical Integration) และไดผลลัพธ
ที่ดีขึ้น 
 

นิพนธ  วรรณโสภาคย [13] ไดนําเสนอวิธีการแยกคิดโดยใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต
สตรีมไลนอัปวินด โดยจะทําการคํานวณพจนการพาในแนวของเสนสตรีมไลนโดยตรง โดยใช     
เอลิเมนตสามเหล่ียมแบบสามจุดตอ สวนผลลัพธที่ไดจากวิธีนี้นั้นยังทําใหเกิดการสั่นอยูบางและผล
ของคําตอบยังคงมีผลของการแพรที่ผิดพลาดเกิดขึ้น 
 

Du Toit [14] ไดเสนอวิธีการแยกคิดเพื่อใชแกปญหาการเกิดการสั่นของคําตอบโดยการ
ปรับปรุงฟงกชันน้ําหนัก (Weighting Function) ที่ใชในวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคาง (Method of 

Weighted Residuals) ซ่ึงเปนที่ รูจักกันในชื่อวาวิธีสตรีมไลนอัปวินดเพทรอฟ-กาเลอรคิน 
(Streamline Upwind / Petrov-Galerkin Formulation) โดยทําการใสฟงกชันน้ําหนักลงใน  
สมการโมเมนตัม สมการอนุรักษมวลและสมการอนุรักษพลังงาน และไดเสนอวาการใสฟงกชัน       
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น้ําหนักในพจนของการพาจะใหผลที่ดีกวาการใสฟงกชันน้ําหนักในทุกพจน โดยนํามาประยุกตใช
กับเอลิเมนตส่ีเหล่ียมแบบสี่จุดตอ ซ่ึงผลที่ไดจะสงผลใหเกิดการแพรผิดพลาดเพียงเล็กนอยเทานั้น  
 

1.1.2) การถายเทความรอนแบบคอนจูเกต 
 

Misra and Sarkar [15] ไดทําการศึกษาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตโดยการแกปญหาการ
ถายเทความรอนแบบคอนจูเกต โดยจําลองปญหาการถายเทความรอนในชองสี่เหล่ียมโดยแสดงให
เห็นการกระจายตัวของอุณหภูมิทั้งในสวนของแข็งที่มีการนําความรอนและในสวนของไหลที่มี   
การพาความรอน   
 

Sugavanam et al. [16] นําระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมาจําลองปญหาการนําความรอน
ที่มีแหลงความรอนขนาดเล็กอยูภายในครีบ โดยบริเวณผิวดานบนและดานลางของครีบมีการ
ระบายความรอนดวยวิธีการพาความรอนแบบบังคับ พรอมกันนั้นไดวิเคราะหปญหาดังกลาวเปน
การถายเทความรอนแบบคอนจูเกตดวย โดยนําผลลัพธจากการพิจารณาเฉพาะการพาความรอนและ
การถายเทความรอนแบบคอนจูเกตมาเปรียบเทียบกัน ซ่ึงการวิเคราะหดวยวิธีการถายเทความรอน
แบบคอนจูเกตใหผลลัพธที่สามารถนําไปใชในการออกแบบครีบใหมีประสิทธิภาพการถายเท   
ความรอนใกลเคียงกับพฤติกรรมที่เกิดขึ้นจริง  
 

Cole [17] ศึกษาปญหาการระบายความรอนออกจากอุปกรณอิเล็กทรอนิกส โดยจําลอง
ปญหาดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขและวิเคราะหเปนการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต ซ่ึงการจําลอง
มีการเปลี่ยนแปลงความเร็วและความหนาของอุปกรณอิเล็กทรอนิกส เพื่อหาขนาดที่มีความ    
เหมาะสม สําหรับวิเคราะหการถายเทความรอนเฉพาะการพาความรอนโดยไมพิจารณาผลของการ
นําความรอนเนื่องจากอุณหภูมิภายในอุปกรณอิเล็กทรอนิกสมีคาเทากัน 
 

Chen and Han [18] นําเสนอแนวคิดการวิเคราะหปญหาการถายเทความรอนแบบ     
คอนจูเกตดวยการจัดสมการอนุรักษพลังงานใหเทอมการแพรมีสัมประสิทธิ์เปนอัตราสวนระหวาง
สัมประสิทธิ์การนําความรอนและคาความจุความรอน แตการจัดสมการในรูปดังกลาวจะทําใหเกิด
ปญหาในการวิเคราะหในสวนของแข็ง กลาวคือ คาความจุความรอนของของแข็งมีคาสูง ทําให
สัมประสิทธิ์ของเทอมการแพรกระจายมีคานอยและผลการจําลองที่ไดไมเปนไปตามปรากฏการณ
จริง ดังนั้นจึงเลือกใชคาความจุความรอนของของไหลแทนการใชคาความจุความรอนของของแข็ง 
ทําใหผลการจําลองที่ไดมีความสอดคลองกับปรากฏการณจริงที่เกิดขึ้น 
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ยศกร ประทุมวัลย [19] ใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมวิเคราะหการถายเทความรอนแบบ 
คอนจูเกต โดยทําการประมาณคาสัมประสิทธิ์การถายเทความรอนที่ผิวรอยตอระหวางของแข็งและ
ของไหลดวยวิธีการประมาณแบบคาเฉลี่ยฮารโมนิก และทําการศึกษาผลกระทบตอการเปลี่ยน
แปลงคาคุณสมบัติตาง ๆ ที่มีผลตอการถายเทความรอนและยังศึกษาผลกระทบที่มีตอการไหลและ
การถายเทความรอนจากแรงลอยตัวท่ีเกิดจากความแตกตางของอุณหภูมิในการพาความรอนแบบ
อิสระ 
 

Dong and Li [20] ไดเสนอการแกปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวางทอทรง
กระบอกกับชองปดส่ีเหล่ียมโดยมีผนังกันความรอนโดยที่ศึกษาผลกระทบตอการเปลี่ยนแปลงคา
คุณสมบัติตาง ๆ ที่มีผลตอการถายเทความรอน โดยหาคาอุณหภูมิที่ผิวรอยตอดวยวิธี Taylor 
Series  
 

สําหรับวิทยานิพนธฉบับนี้จะใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตวิเคราะหการถายเทความรอน
แบบคอนจูเกต รวมท้ังศึกษาการกระจายตัวของอุณหภูมิที่เกิดขึ้นในของไหลและของแข็ง โดย
เฉพาะอุณหภูมิที่ ผิวรอยตอของสองสถานะ ซ่ึงสามารถนําไปคํานวณหาสัมประสิทธิ์การพา      
ความรอนที่ตําแหนงตาง ๆ ระหวางรอยตอของแข็งและของไหลได  โดยจะกอใหเกิดประโยชนใน
การออกแบบรูปรางของครีบที่ใชในการถายเทความรอนและออกแบบอุปกรณอิเล็กทรอนิกสตาง ๆ 
ที่มีการถายเทความรอนมาเกี่ยวของดวย 
 
 

ของไหล fq

x

y

∞∞  , Tu

ของแข็ง 

constT

ผนังหุมฉนวน sq

g

ผนังหุมฉนวน 

ผิวรอยตอ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 1.1  ตัวอยางโดเมนของปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต 
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รูปที่ 1.1 แสดงตัวอยางของปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต ซ่ึงมีรายละเอียดคือ 
ของไหลเขามาทางดานซายดวยลักษณะสม่ําเสมอโดยมีความเร็วเทากับ u∞ และอุณหภูมิเทากับ T∞ 
สําหรับของแข็งบริเวณผิวดานลางจะมีเงื่อนไขขอบที่มีอุณหภูมิเทากับ Tconst โดยที่บริเวณดานซาย
และขวาของของแข็งเปนฉนวนปองกันความรอน 
 
 การถายเทความรอนที่เกิดขึ้นระหวางของแข็งและของไหลเปนไปตามกฎอนุรักษพลังงาน 
ซ่ึงอธิบายไดวา ปริมาณความรอนที่ของแข็งถายเทสูของไหลมีคาเทากับ qs ในขณะที่ปริมาณความ
รอนที่ของไหลไดรับจากของแข็งมีคาเทากับ qf โดยในการวิเคราะหการถายเทความรอนแบบ       
คอนจูเกตจะตองคํานวณการนําความรอนในของแข็งและการพาความรอนในของไหลควบคูกัน 
 
 
1.2  วัตถุประสงคของวิทยานิพนธ 
 

1.2.1 ศึกษาพฤติกรรมการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตที่พิจารณาการพาความรอนกับ
การนําความรอนในของไหลและของแข็งควบคูกัน 

1.2.2 ศึกษาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตที่สามารถนํามาใชเพื่อแกปญหาการถายเทความ
รอนแบบคอนจูเกต 

1.2.3 ประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สามารถทํานายพฤติกรรมของปญหาการถายเท
ความรอนแบบคอนจูเกต 

1.2.4 วิเคราะหผลการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตที่ไดจากการคํานวณลักษณะการ
ไหลที่มีการถายเทความรอนในรูปแบบตาง ๆ 

 
 
1.3  ขั้นตอนการดําเนินงานและขอบเขตของวิทยานิพนธ 
 

1.3.1 ศึกษาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับการถายเทความรอนในของแข็งและของ
ไหล 

1.3.2 ศึกษาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับการไหลโดยใชระเบียบวิธีสตรีมไลน  
อัปวินดเพทรอฟ-กาเลอรคิน (SUPG)  

1.3.3 ประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาการถายเทความรอนในของแข็ง
และของไหลโดยใชเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบสามจุดตอ 

1.3.4 ประดิษฐโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาการถายเทความรอนและ
โปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตสตรีมไลนอัปวินดเพทรอฟ-กาเลอรคิน (SUPG)  
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1.3.5 ทดสอบโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตกับปญหาอยางงายที่มีผลเฉลยแมนตรงหรือ  
ผลการทดลองเพื่อยืนยันความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร 

1.3.6 ศึกษาลักษณะการถายเทความรอนที่มีการพาความรอนและการนําความรอนควบคู
กัน 

1.3.7 ประยุกตโปรแกรมคอมพิวเตอรจากขอ 1.3.4 เพื่อแกไขปญหาการถายเทความ
รอนแบบคอนจูเกตในสองมิติ 

1.3.8 ทดสอบโปรแกรมที่พัฒนาขึ้นกับปญหาการพาความรอนและการนําความรอนใน
ปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรงหรือผลการทดลอง 

1.3.9 ใชโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นเพื่อการวิเคราะหปญหาการถายเทความ
รอนแบบคอนจูเกตที่ซับซอน 

1.3.10 จัดพิมพวิทยานิพนธ 
 
 
1.4  ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรับ 
 

1.4.1 สามารถนําโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นไปใชวิเคราะหปญหาการไหลที่มีรูปราง      
ซับซอนได 

1.4.2 กอใหเกิดความรูความเขาใจของการกระจายตัวของอุณหภูมิที่เกิดขึ้นในของแข็ง
และของไหลที่พิจารณาการพาความรอนและการนําความรอนควบคูกัน 

1.4.3 กอใหเกิดความเขาใจถึงความสัมพันธระหวางสาขาวิชาพลศาสตรของไหล กับ
การถายเทความรอน 

1.4.4 โปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้นสามารถทํานายพฤติกรรมการถายเทความรอน
จากของแข็งไปสูของไหลได 

1.4.5 กอใหเกิดความเขาใจที่สามารถนําไปใชในการออกแบบครีบหรืออุปกรณถายเท
ความรอนไดอยางเหมาะสมและมีประสิทธิภาพ    



บทที่  2 
 

สมการเชิงอนุพันธที่เกี่ยวของ 

 
 

ในบทนี้จะแสดงขั้นตอนในการประดิษฐสมการเชิงอนุพันธที่เกี่ยวของกับปญหาการถายเท
ความรอนและปญหาการไหล ซ่ึงจะแบงออกเปนสองสวนคือ สวนแรกในการวิเคราะหปญหาการ
ถายเทความรอนจะใชสมการปวสซง (Poisson’s Equation) 

สวนที่สองในการวิเคราะหปญหาของไหลมีสมการเกี่ยวของดังนี้ [21] 

1) สมการอนุรักษมวล (Conservation of Mass) 

2) สมการอนุรักษโมเมนตัม (Conservation of Momentum) 

3) สมการอนุรักษพลังงาน (Conservation of Energy) 

สําหรับในการศึกษาในงานวิจัยนี้ เปนการพิจารณาการไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวที่สภาวะ
อยูตัวในสองมิติและมีการไหลแบบราบเรียบ ดังนั้นความหนาแนนของการไหลอาจถูกสมมติใหมี
คาคงที่ได 
 
 
2.1  สมการปวสซง 
 
 พิจารณาการนําความรอนผานของแข็งที่มีขนาดกวาง  และ  และความหนาเทากับ 1 
หนวย ดังแสดงในรูปที่ 2.1 ในระบบพิกัดฉาก (Rectangular Coordinate) 

dx dy

 
 

dyyE +
& 

 
 
 
 
 

xE& dxxE +
&dy 

 
 
 
 
 

 
 
 

รูปที่ 2.1  รูปแบบแสดงการนําความรอนผานเอลิเมนตสองมิติในระบบพิกัดฉาก 
 

yE&

x

dx
y
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จากกฎอนุรักษพลังงาน 
 
     (2.1) stgoutin EEEE &&&& =+−

 

 
t
TcVVQdxqdyqdxqdyq dyydxxyx ∂
∂

ρ=′′′+′′−′′−′′+′′ ++ &&&&     (2.2) 

 

แต  dxxq +′′& ( )dxq
x

q xx ′′
∂
∂

+′′= &&   (2.3ก) 

 

  dyyq +′′& ( )dyq
y

q yy ′′
∂
∂

+′′= &&   (2.3ข) 

 
แทนสมการ (2.3ก-ข) ลงในสมการ (2.2) จะได 
 

 
t
TdydxcdydxQdydx

y
q

dydx
x

q yx

∂
∂

ρ=′′′+
∂

′′∂
−

∂
′′∂

−
&&

    (2.4) 

 

เมื่อ 
x
Tkq x ∂
∂

−=′′  ; 
y
Tkq y ∂
∂

−=′′     (2.5) 

 
แทนสมการ (2.5) ลงในสมการ (2.4) จะได 
 

 
t
TcQ

y
Tk

yx
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∂
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⎞
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⎝

⎛
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∂
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เมื่อพิจารณาการแพรกระจายความรอนภายใตสถานะอยูตัวและสัมประสิทธิ์การแพรกระจายความ
รอน k มีคาคงที่ จะได 
 

 gen2

2

2

2

Q
y
T

x
Tk ′′′−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂     (2.7)

 
 
2.2  กฎการอนุรักษมวล 
 

พิจารณาการไหลผานเอลิเมนตผานขนาดเล็ก ๆ ขนาดกวาง  และ dy  ซ่ึงตรึงอยูกับที่
บนโดเมนการไหล ดังแสดงในรูปที่ 2.2 ในระบบพิกัดฉาก (Rectangular Coordinate) โดย
กําหนดให  และ  แทนความเร็วในแนวแกน  และ  ตามลําดับ 

dx

u v x y
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( ) dydx
x
uu ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
ρ∂

+ρ

( ) dxdy
y
vv ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
ρ∂

+ρ

( )dxvρ

dx

dy( )dyuρ

 
 
 
 
 
 
 y

x

 
 
 
 

รูปที่ 2.2  รูปแบบแสดงฟลักซของมวลผานกรอบขนาดเล็กที่ตรึงอยูในโดเมนของการไหล 

                        ผานเอลิเมนตสองมิติในระบบพิกัดฉาก 
 
จากรูปที่ 2.2 จะไดวาผลลัพธของมวลที่ไหลออกในแนวแกน  คือ x
 

 ( ) ( ) ( ) dydx
x
udyudydx

x
uu

∂
ρ∂

=ρ−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
ρ∂

+ρ     (2.8) 

ผลลัพธของมวลที่ไหลออกในแนวแกน  คือ y
 

 ( ) ( ) ( ) dxdy
y
vdxvdxdy

y
vv

∂
ρ∂

=ρ−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
ρ∂

+ρ     (2.9) 

 
ดังนั้นผลลัพธของมวลของของไหลที่ไหลออกจากเอลิเมนตเทากับ 
 

 ( ) ( ) dydx
y
v

x
u

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
ρ∂

+
∂
ρ∂   (2.10) 

 
สําหรับมวลของของไหลภายในเอลิเมนตนั้นเทากับ ( )dydxρ   ดังนั้น 

 อัตราการเพิ่มขึ้นของมวลภายในเอลิเมนต ( dydx
t∂

)ρ∂
=   (2.11) 

จากนิยามของกฎการอนุรักษมวลที่วา “ผลลัพธของมวลของของไหลที่ไหลออกจาก        
เอลิเมนตที่พิจารณาจะเทากับอัตราการลดลงของมวลภายในเอลิเมนตนั้น” จากนิยามดังกลาว
สามารถเขียนในรูปของสมการไดดังตอไปนี ้
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 ( ) ( ) ( )dydx
t

dydx
y
v

x
u

∂
ρ∂

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
ρ∂

+
∂
ρ∂   (2.12) 

หรือ 

 ( ) ( ) 0
y
v

x
u

t
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
ρ∂

+
∂
ρ∂

+
∂
ρ∂   (2.13) 

สามารถเขียนใหอยูในรูป 

 0
y
v

x
u

y
v

x
u

t
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

ρ+
∂
ρ∂

+
∂
ρ∂

+
∂
ρ∂   (2.14) 

หรือ 

 0
y
v

x
u

tD
D

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

ρ+
ρ   (2.15) 

พจนทางซายมือของสมการ (2.15) อยูในรูปแบบของคาอนุพันธสัมบูรณ (Substantial 

Derivative) จําเปนตองเปลี่ยนใหอยูในรูปแบบของคาอนุพันธธรรมดา ซ่ึงสามารถเขียนในรูปของ
เวกเตอรไดดังนี้ 
 ( ) 0V

t
=ρ⋅∇+

∂
ρ∂ vv   (2.16) 

โดยที่ 
 ∧∧

∂
∂

+
∂
∂

=∇ j
y

i
x

v    และ    
∧∧

+= jviuV
v  

จากที่ไดกลาวขางตนแลววา การศึกษาครั้งนี้พิจารณาการไหลแบบหนืดแตไมมีการอัดตัว 
(Viscous Incompressible Flow) ซ่ึงความหนาแนนของอนุภาคของของไหลจะไมเปลี่ยนแปลง
ไปตามเวลา และตําแหนงตาง ๆ ขณะที่เคล่ือนที่ไป ดังนั้น 

 0
y

v
x

u
ttD

D
=

∂
ρ∂

+
∂
ρ∂

+
∂
ρ∂

=
ρ   (2.17) 

ดังนั้นสมการ (2.15) จะไดวา 

 0
y
v

x
u

=
∂
∂

+
∂
∂   (2.18) 
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หรือเขียนในรูปเวกเตอรไดดังนี้ 

 0V =⋅∇
vv   (2.19) 

 
 

2.3  กฎการอนุรักษโมเมนตัม 
 

กฎการอนุรักษโมเมนตัมหรือกฎขอที่สองของนิวตันมีนิยามวา “แรงทั้งหมดที่กระทําตอ
อนุภาคของของไหลจะเทากับอัตราการเปลี่ยนแปลงของโมเมนตัมเชิงเสน” ซ่ึงสามารถเขียนเปน
ความสัมพันธไดดังนี้ 

 amF vv
=∑   (2.20) 

โดยที่ F
v  และ  เปนคาแรงรวมที่กระทําตอระบบและคาความเรงของของไหลในระบบ ตามลําดับ av

กฎขอที่สองของนิวตันในสมการที่ (2.20) เปนความสัมพันธแบบเวกเตอร (Vector) ซ่ึง
สามารถเขียนความสัมพันธดังกลาวในรูปของความสัมพันธแบบสกาลาร (Scalar) ในแนวแกน  
ตาง ๆ ไดเมื่อพิจารณาในทิศทางแกน  จะได x

 xx maF =∑   (2.21) 

โดยที่  และ  เปนคาของแรงและความเรงในแนวแกน x ตามลําดับ xF xa
 

 
dxdy

y
yx

yx ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

τ∂
+τ 

 

dy

( )yFbody

( )xFbody

dx

 
dydx

x
pp ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+dyp 
 

dydx
x

x
x ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
σ∂

+σy dyxσ 
 

dxyxτ x
 

รูปที่ 2.3  แรงตาง ๆ ในทิศแกน x ที่กระทําบนกอนของไหลซึ่งเคลื่อนที่ไปกับการไหล 

                          ผานเอลิเมนตสองมิติในระบบพิกัดฉาก 
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พิจารณาดานซายของสมการ (2.21) แรงที่กระทําบนเอลิเมนตในรูปประกอบไปดวยสอง
สวนดวยกันคือ 
 

1. Body Forces คือ แรงภายนอกที่มากระทําตออนุภาคของของไหล โดยไมมีการ
สัมผัสทางกายภาพ (Physical Contact) ซ่ึงไดแกแรงจากความโนมถวงของโลก และแรงเนื่องจาก
สนามแมเหล็กไฟฟา ในที่นี้จะพิจารณาเฉพาะผลเนื่องจากแรงโนมถวงเพียงอยางเดียว 

2. Surface Forces คือ แรงภายนอกที่กระทําตอผิวดานนอกของเอลิเมนตของของไหลที่
ถูกพิจารณา ซ่ึงประกอบไปดวย แรงเนื่องจากความดัน , ความเคนตั้งฉาก (Normal Stress)p xσ , 

และแรงเนื่องจากความเคนเฉือนในแนวสัมผัส (Shear Force) yxτ   
 
ดังนั้นแรงลัพธในแนวแกน  คือ x

 dydx
y
pppdydx

x
F x

x
xx ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+−+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
σ−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
σ∂

+σ=∑  

 dydxfdxdy
y xyx
yx

yx ρ+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
τ−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
τ∂

+τ+   (2.22) 

หรือ 

 dydxfdydx
yxx

pF x
yxx

x ρ+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
τ∂

+
∂
σ∂

+
∂
∂

−=∑   (2.23) 

 
พิจารณาดานขวาของสมการ (2.21) มวลของของไหลภายในเอลิเมนตคือ 

 dydxm ρ=   (2.24) 
สําหรับความเรงในแนวแกน  ของเอลิเมนตดังกลาวนั้น คืออัตราการเปลี่ยนแปลงของความเร็ว
ในแนวแกน  ดังนั้น 

x

x

 
tD
uDa x =   (2.25) 

 
นําสมการ (2.23) - (2.25) ไปแทนคาในสมการ (2.21) จะไดสมการการอนุรักษโมเมนตัมในแนว
แกน  ดังนี้ x

 
tD
uD

ρ  x
yxx f
yxx

p
ρ+

∂

τ∂
+

∂
σ∂

+
∂
∂

−=   (2.26ก) 
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ในทํานองเดียวกัน สมการการอนุรักษโมเมนตัมในทิศทางแกน  จะไดวา y
 

 
tD
vD

ρ  y
yxy f

yxy
p

ρ+
∂

σ∂
+

∂

τ∂
+

∂
∂

−=   (2.26ข) 

สําหรับของไหลแบบนิวโทเนียน (Newtonian Fluid) ความเคนตาง ๆ สามารถเขียนอยู
ในเทอมของความเร็วและความเคน ดังนี้ 

  xσ ( )
x
u2V

∂
∂

μ+⋅∇λ=
vv   (2.27ก) 

  yσ ( )
y
v2V

∂
∂

μ+⋅∇λ=
vv   (2.27ข) 

  xyτ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

μ=τ=
x
v

y
u

yx   (2.27ค) 

โดย  แทนคาความหนืดพลศาสตร (Dynamic Viscosity) หรือคาความหนืดที่หนึ่ง (First 

Viscosity) และ  คือคาความหนืดที่สอง (Second Viscosity) ซ่ึงสโตกสไดตั้งสมมติฐาน 
(Stokes’s Hypothesis) ไววา 

μ

λ

 

 μ−=λ
3
2   (2.28) 

 
และพบวาสมมติฐานดังกลาวนี้ใชไดดีหากของไหลนั้นเปนกาซ (Gas)  
 

เมื่อแทนสมการ (2.27) ลงในสมการ (2.26) จะทําใหไดสมการเชิงอนุพันธที่สอดคลอง
กับการอนุรักษโมเมนตัม ซ่ึงเรียกกันโดยทั่วไปวา สมการนาเวียร-สโตกส  (Navier-Stokes 

Equations) ซ่ึงอยูในรูปแบบอนุรักษดังนี ้

( ) xf
x
v

y
u

y
V

x
u2

xx
puV

t
u

ρ+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

μ
∂
∂

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅∇λ+

∂
∂

μ
∂
∂

+
∂
∂

−=∇⋅ρ+
∂
∂

ρ
vvvv  

  (2.29ก) 

( ) yfV
y
v2

yx
v

y
u

xy
pvV

t
v

ρ+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅∇λ+

∂
∂

μ
∂
∂

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

μ
∂
∂

+
∂
∂

−=∇⋅ρ+
∂
∂

ρ
vvvv  

  (2.29ข) 

สําหรับการไหลแบบไมอัดตัวภายใตสภาวะอยูตัว สมการนาเวียร-สโตกสจะลดรูปลงมาเปน 
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 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

ρ
y
uv

x
uu  xf

y
u

yx
u

xx
p

ρ+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

μ+
∂
∂

−=    (2.30ก) 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

ρ
y
vv

x
vu  yf

y
v

yx
v

xy
p

ρ+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

μ+
∂
∂

−=   (2.30ข) 

ในกรณีของการไหลที่มีอุณหภูมิเขามาเกี่ยวของดวย ของไหลที่มีอุณหภูมิสูงจะลอยตัวข้ึน
ในขณะที่ของไหลที่มีอุณหภูมิต่ํานั้นจะเคลื่อนตัวลง แรงลอยตัว (Buoyant Force) ของของไหล
อันเนื่องมาจากอุณหภูมิอาจทําการประมาณโดยใชสมการของบูซซิ เนซค   (Boussinesq 

Approximation) [21, 22] โดยนําไปรวมกับแรงเนื่องจากน้ําหนักของของไหลซึ่งแสดงโดยพจน
สุดทายทางดานขวามือของสมการ (2.30ก-ข) ทําใหสมการเชิงอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน x 

และ y กลายเปน 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

ρ
y
uv

x
uu  ([ ]ox TT1g

y
u

yx
u

xx
p

−β−ρ+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

μ+
∂
∂

−= )    (2.31ก) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

ρ
y
vv

x
vu  ([ ]oy TT1g

y
v

yx
v

xy
p

−β−ρ+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

μ+
∂
∂

−= )    (2.31ข) 

 
โดย  และ   แทนคาคงที่ของความเรงเนื่องจากแรงโนมถวง (Gravitational Acceleration 

Constant) ในแนวแกนบวก  และบวก  ตามลําดับ 
xg yg

x y β  แทนคาสัมประสิทธ์ิการขยายตัวเนื่อง
จากอุณหภูมิ (Coefficient of Thermal Expansion) ของของไหล และ  แทนอุณหภูมิอางอิง
ที่ของไหลไมเกิดการลอยตัว 

oT

พจนทางดานซายของสมการอนุรักษโมเมนตัมทั้งสองสมการขางตน เปนพจนอันเนื่องมา
จากการพาและเปนพจนไมเชิงเสน (Nonlinear Terms) ซ่ึงเปนสาเหตุใหการแกสมการดังกลาวมี
ความซับซอนมากยิ่งขึ้น 
 
 
2.3 กฎการอนุรักษพลังงาน  
 

เนื่องจากพลังงานไมสูญหายไปไหน  (Conservation of Energy) รูปที่ 2.4 แสดงมวลที่
มีขนาดกวาง dx  และ โดยมีความลึกหนึ่งหนวยซ่ึงกําลังเคลื่อนที่ไปกับการไหล dy

สมการเชิงอนุพันธพลังงานสามารถประดิษฐขึ้นไดโดยใชกฎขอแรกของเทอรโม             
ไดนามิกส ซ่ึงกลาววา “อัตราการเปลี่ยนแปลงของพลังงานในกอนมวลจะเทากับปริมาณฟลักซ
ความรอนที่ใหกับกอนมวลนั้น” 
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 ( )
dxdy

y
u

u yx
yx ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

τ∂
+τ 

 

( )
dydx

x
u

u x
x ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
σ∂

+σ

( )
dydx

x
qu

q x
x ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

( ) dydx
x
pupu ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

dx

dy

 dypu
 
 

dyu xσ 
 
 dyq xy
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2.4  รูปแบบแสดงงานที่เกิดขึ้นและปริมาณฟลักซในทิศแกน  ที่ไหลผานกอนมวล x

        ซ่ึงเคลื่อนที่ไปกับการไหล ที่กระทําบนเอลิเมนตสองมิติในระบบพิกัดฉาก 
 

โดย  A, B และ C แทนความหมายตาง ๆ ดังแสดงในสมการขางบนนี้ 
 

หากพิจารณาที่พจน C ซ่ึงแทนอัตราของงานที่เกิดขึ้นเนื่องจากแรงตาง ๆ ที่กระทําบนกอน
มวลนี้  แรงชนิดแรกคือแรงเนื่องจากน้ําหนักของกอนมวลเอง (Body Force) ซ่ึงเมื่อคูณกับ
ความเร็วของการไหลในทิศทางนั้น จะกอใหเกิดอัตราของงานคือ 
 
 ( )dydxV.f

vv
ρ   (2.33) 

 
จากรูปที่ 2.4 อัตราของงานที่เกิดขึ้นจากความดัน  ที่กระทําบนดาน  ในทิศแกน  คือ p dy x
 

 ( ) ( ) dydx
x
pudydx

x
puupu x ∂

∂
−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+σ−   (2.34) 

 
อัตราของงานที่เกิดขึ้นจากความดัน xσ  ที่กระทําบนดาน   ในทิศแกน  คือ dy x
 

อัตราการเปลี่ยนแปลง 
ของพลังงานใน 

กอนมวล 

=

ปริมาณฟลักซ 
ความรอนที่ให 
แกกอนมวล

อัตราของงานที่เกิดขึ้น 

เนื่องจากแรงตาง ๆ 

บนกอนมวลนั้น 

+

B +=A C   (2.32)หรือ 

dxu yxτ

x
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 ( ) ( )
dydx

x
u

dyudydx
x

u
u x

x
x

x ∂
σ∂

=σ−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
σ∂

+σ   (2.35) 

 
และอัตราของงานที่เกิดขึ้นจากความดัน yxτ  ที่กระทําบนดาน   ในทิศแกน  คือ dx x
 

 ( ) ( )
dydx

y
u

dxudxdy
y

u
u yx

yx
yx

yx ∂

τ∂
=τ−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

τ∂
+τ   (2.36) 

 
ในทํานองเดียวกัน อัตราของงานที่เกิดขึ้นเนื่องจากแรงตาง ๆ ที่กระทําบนกอนมวลในทิศแกน  ก็
สามารถประดิษฐขึ้นไดเชนกัน กอใหเกิดอัตราของงานทั้งหมดที่เกิดขึ้นเนื่องจากแรงตาง ๆ บนกอน
มวลนี้คือ 

y

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
dydx

y
v

x
v

y
u

x
u

y
pv

x
puC yxyyxx ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂

σ∂
+

∂

τ∂
−

∂

τ∂
+

∂
σ∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

∂
∂

−=  

 
 dydxV.f

vv
ρ+   (2.37) 

 
สําหรับพจน B ซ่ึงแทนปริมาณฟลักซความรอนที่ใหแกกอนมวลนั้นประกอบดวย 2 สวน 

สวนแรกคือปริมาณฟลักซความรอนที่เกิดขึ้นบนปริมาตรของกอนมวลนี้คือ 
 

 ( )dydxQρ   (2.38) 
  
และจากรูปที่ 2.4 ปริมาณฟลักซสุทธิอันเนื่องมาจากการถายเทความรอนในทิศแกน x  ผานขอบ 

 ทั้งทางดานซายและดานขวาของกอนมวลคือ dx

 

 ( ) ( )
dydx

x
q

dydx
x

q
qq xx

xx ∂
∂

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+−   (2.39) 

 
ในทํานองเดียวกัน ปริมาณฟลักซสุทธิอันเนื่องมาจากการถายเทความรอนในทิศแกน  ผานของ 

 ทั้งดานลางและดานบนของกอนมวลคือ 

y

dx
 

 ( ) ( )
dydx

y
q

dxdy
y

q
qq yy

yy ∂

∂
−=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+−   (2.40) 

 
ดังนั้น ปริมาณฟลักซความรอนทั้งหมดที่เกิดขึ้นบนกอนมวลนี้คือ 
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 dydx
yd

q
x

q
QB yx

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ∂
−

∂
∂

−ρ=   (2.41) 

 
แตจากกฎของฟูริเยร (Fourier’s Law) ปริมาณฟลักซความรอน  และ  นั้นแปรผันอยูกับ
ความชันของอุณหภูมิ (Temperature Gradient) ดังนี้ 

xq yq

 

 
x
Tkq x ∂
∂

−=  และ 
y
Tkq y ∂
∂

−=   (2.42) 

 
โดย k  แทนสัมประสิทธ์ิการนําความรอน (Thermal Conductivity) ของของไหล ดังนั้น พจน B 

จึงกลายเปน 
 

 dydx
y
Tk

yx
Tk

x
QB ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+ρ=   (2.43) 

 

ถา  แทนพลังงานภายใน และ e
2

V 2

 คือพลังงานจลนที่กอนมวลนั้นไหลดวยความเร็ว  ดังนั้น

พลังงานรวม (Total Energy) คือ 

V

2
Ve

2

+  ซ่ึงมีหนวยตอหนึ่งหนวยมวล เนื่องจากปริมาณมวลทั้ง

หมดของกอนมวลนี้คือ  ดังนั้น พจน A แทนอัตราการเปลี่ยนแปลงของพลังงานในกอน
มวลซึ่งเคลื่อนที่ไปกับการไหลคือ 

dydxρ

 

 dydx
2

Ve
tD

DA
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ρ=   (2.44) 

 
แทนสมการ (2.37), (2.43) และ (2.44) ลงในสมการ (2.32) จะได 
 

 ( ) ( )
y
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( ) ( ) ( ) ( )

V.f
y

v
x

v
y

u
x

u yxyyxx
vv

ρ+
∂

σ∂
+

∂

τ∂
+

∂

τ∂
+

∂
σ∂

+   (2.45) 

 
สมการอนุรักษพลังงาน  (2.45) ที่ประดิษฐขึ้นมาไดนี้  อยูในรูปแบบของคาอนุพันธ

สัมบูรณ ซ่ึงจําเปนตองเปลี่ยนใหอยูในรูปแบบของคาอนุพันธธรรมดาจึงจะสามารถใชรวมกับ     
สมการเชิงอนุรักษมวล (2.18) และสมการเชิงอนุรักษโมเมนตัม (2.31) ได คาอนุพันธสัมบูรณใน
สมการเชิงอนุ รักษพลังงาน  (2.45) นี้กระทําบนพจนของพลังงานภายใน   และพจนของ          e
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พลังงานจลน 
2

V 2

 ดังนั้น เพื่อใหงายแกความเขาใจในการประดิษฐสมการตอไป จึงขอแสดง      

ขั้นตอนการแปลงรูปแบบของคาอนุพันธสัมบูรณของพลังงานภายใน e  แตเพียงอยางเดียวกอน   
ดังตอไปนี ้

 
ขั้นตอนในการแปลงรูปแบบคาอนุพันธเร่ิมจากทําการคูณสมการ (2.26ก) และ (2.26ข) 

ดวยความเร็ว  และ  ตามลําดับจะได u v
 

 ( )
tD

2/uD 2

ρ  x
yxx f
y

u
x

u
x
pu +

∂

∂τ
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−=   (2.46ก) uρ
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yxy fv
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y
pv ρ+

∂

σ∂
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∂

τ∂
+

∂
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−=   (2.46ข) 

 
นําทั้งสองสมการนี้มารวมกัน และเนื่องจาก  ดังนั้นจะได 222 Vvu =+
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 ( )yx fvfu +ρ+   (2.47) 
 
นําสมการ (2.47) ที่ไดไปลบออกจากสมการ (2.45) โดยใช ( )yx fvfuV.f +ρ=ρ

vv
 จะได 
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สมการ (2.48) สามารถลดรูปไดอีก เนื่องจาก yxxy τ=τ  ดังนั้นจึงกลายเปน 
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yxyx   (2.49) 

จากนั้น  แทนคาความเคนตาง ๆ  ในสมการ  (2.49) ในรูปแบบของความเร็วโดยใชสมการ        
(2.27ก-ค) จะได 
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เนื่องจาก 
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∂   (2.51) 

 
แทนสมการ (2.51) ลงในสมการ (2.50) จะได 
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ซ่ึงเปนสมการเชิงอนุรักษพลังงานที่เขียนใหอยูในรูปของพลังงานภายใน  แตเพียงอยางเดียว e
 

แตเนื่องจากอัตราการเปลี่ยนแปลงของพลังงานทั้งหมดภายในกอนมวลนั้นประกอบดวย
พลังงานภายใน e  และพลังงานจลน  ดังนั้น พจนเชิงอนุพันธสัมบูรณทางดานซายมือของ
สมการ (2.45) สามารถเขียนรูปแบบของพจนเชิงอนุพันธธรรมดาไดเชนกัน โดยทําการจัดรูปดังนี้ 

2/V2
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แทนสมการ (2.53) ลงในสมการ (2.45) จะได 
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หากกําหนดให ε  แทนพลังงานรวม (Total Energy) ซ่ึงประกอบดวยพลังงานภายใน e  และ   

พลังงานจลน 
2

2V  ดังนี้ 
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++=+=ε   (2.55) 

 
และเขียนพจนทางดานขวาของสมการ และเขียนพจนทางดานขวาของสมการ (2.43) ที่เกี่ยวของ
กับความดัน  และความเคนตั้งฉาก p xσ , yσ ใหอยูในรูปของความเคนตั้งฉากรวม xσ , yσ  ดังนี้ 
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ดังนั้นสมการเชิงอนุรักษพลังงาน (2.54) จะลดรูปลงเปน 
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ในการไหลแบบไมอัดตัวภายใตสถานะอยูตัวนั้น  พจนแรกทางดานซายมือของสมการ 

(2.57) นี้มีคาเปนศูนย สวนพจนที่สองสามารถแตกกระจายออกแลวประยุกตสมการเชิงอนุรักษ
มวล (2.18) ทําใหสมการเชิงอนุรักษพลังงาน (2.57) ลดรูปลงไปเปน 
 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+ρ=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
ε∂

+
∂
ε∂

ρ
y
Tk

yx
Tk

x
Q

y
v

x
u  

 

 
( ) ( ) ( ) ( )

V.f
y

v
x

v
y

u
x

u yxyyxx
vv

ρ+
∂

σ∂
+

∂

τ∂
+

∂

τ∂
+

∂
σ∂

+   (2.58) 

 
แทนพลังงานรวมในรูปแบบของพลังงานภายในและพลังงานจลนจากสมการ (2.55) ลง

ทางดานซายของสมการ (2.58) พรอมกับกระจายพจนตาง ๆ ทางดานขวาของสมการ (2.58) นี้
ออกมา จะได 
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จากนั้นทําการยายขางและจัดพจนตาง ๆ ในสมการ (2.59) นี้ใหเหมาะสมดังนี้ 
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ผลรวมของพจนตาง ๆ ในวงเล็บสี่เหล่ียมแรกและสี่เหล่ียมสองทางดานซายของสมการ 

(2.60) นี้ ตางมีคาเทากับศูนยซ่ึงสอดคลองตามสมการเชิงอนุรักษโมเมนตัม (2.26ก-ข) สวนคา
ความเคนยอยตาง ๆ ทางดานขวามือของสมการ (2.60) นี้สามารถเขียนใหอยูในรูปแบบของ
ความเร็วสําหรับการไหลแบบนิวโทเนียนตามสมการ (2.56ก-ค) เปนผลใหสมการ (2.60)      
กลายเปน 
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พจนที่เกี่ยวของกับความดัน  ทางดานขวามือของสมการ (2.61) จํานวนสองพจนเมื่อ

รวมกันแลวมีคาเทากับศูนยสอดคลองตามสมการเชิงอนุรักษมวล (2.18) ดังนั้น 
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สมการเชิงอนุรักษพลังงาน (2.61) จึงสามารถเขียนโดยยอตอไปไดเปน 
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โดย φ  แทนฟงกชันการกระจายความหนืด (Viscous Dissipation Function) ดังนี้ 
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พจนสุดทายทางดานขวามือของสมการ (2.62) แทนการกระจายของพลังงานความหนืดซึ่ง

เปนอัตราการสูญเสียพลังงานกล (Mechanical Energy) ในการเปลี่ยนเปนพลังงานความรอน   
(Thermal Energy) อันเนื่องมาจากผลของความหนืดของของไหล สําหรับการไหลที่มีความเร็ว
คอนขางต่ํานั้นการเปลี่ยนรูปแบบของพลังงานเนื่องมาจากพจนของการกระจายความหนืดนี้มีคา
นอยซ่ึงอาจละทิ้งได เปนผลใหสมการเชิงอนุรักษพลังงานลดรูปลงสูรูปแบบที่กะทัดรัดมากยิ่งขึ้น
ดังนี้ 
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และเนื่องจากคาพลังงานภายใน  อาจสมมติใหแปรผันตามไปกับคาของอุณหภูมิ ไดดังนี้ e T
 
 Tce =   (2.65) 
 

โดย c  แทนความรอนจําเพาะของของไหลที่ปริมาตรคงตัว (Specific Heat at Constant 

Volume) และหากกําหนดใหความรอนจําเพาะนี้มีคาคงที่แลว สมการเชิงอนุรักษพลังงานคือ 
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บทที่  3 

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตระหวางของแข็งและของไหล 
 
 

การนําระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Method) มาประยุกตใชในการ
วิเคราะหปญหาการถายเทความรอนและการไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวภายใตสภาวะอยูตัว โดยจะ
เร่ิมจากขั้นตอนทั่วไปของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต จากนั้นจะอธิบายรายละเอียดของระเบียบวิธี
ไฟไนตเอลิเมนตและสุดทายจะเปนการประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตเพื่อการวิเคราะหการ    
ถายเทความรอนและการไหลแบบหนืด 
 
 

3.1 ขั้นตอนทั่วไปของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

การแกปญหาไฟไนตเอลิเมนตโดยวิธีการถวงน้ําหนักเศษตกคางประกอบดวยข้ันตอนที่
สําคัญ 6 ขั้นตอน [1] คือ 
 

ขั้นตอนที่ 1  แบงขอบเขตรูปรางของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ เชน แบงออกเปน      
เอลิเมนตสามเหลี่ยมยอย ๆ สําหรับปญหาในสองมิติ ดังรูปที่ 3.1 
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แบบอยาง 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่  3.1  การแบงขอบเขตรูปรางของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ 
 

จากนั้นก็ทําการหาสมการเชิงอนุพันธที่สอดคลองกับปญหาที่ตองการแกนั้น  โดยสมการ             
เชิงอนุพันธทั่วไปสามารถเขียนใหอยูใน 
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( ) 0D ' =φ     (3.1) 

โดยที ่  คือตัวดําเนินการเชิงอนุพันธ (Differential Operator) และ D φ′  คือตัวแปรตามแมนตรง 
 

ขั้นตอนที่ 2  พิจารณาลักษณะการกระจายของผลเฉลยโดยประมาณบนเอลิเมนต 
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รูปที่ 3.2  เอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบ 3 จุดตอและตัวไมทราบคาที่จุดตอ 

 

ยกตัวอยางเชน สําหรับเอลิเมนตที่ประกอบดวยสามจุดตอดังแสดงในรูปที่ 3.2 โดยที่จุดตอ
นี้เปนตําแหนงของตัวไมรูคา , 1φ 2φ  และ 3φ  ตัวไมรูคาเหลานี้เปนคุณสมบัติตาง ๆ ของการไหล 
ซ่ึงสามารถสรางสมการอธิบายลักษณะการกระจายของตัวไมทราบคาที่จุดตอไดดังนี้     
 

( ) ( ) ( ) ( ) 332211 y,xNy,xNy,xNy,x φ+φ+φ=φ     (3.2) 
 
โดย   แทนฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนต สมการ (3.2) นี้สามารถ
เขียนใหอยูในรูปของเมตริกซไดดังนี้ 
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321 NNN

 
 ( )⎣ ⎦

( )
{ }
( )1331

y,xN
××
φ=    (3.3) 

 
โดยที ่ คือ  เมตริกซของฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนต ⎣ ⎦N  

  คือ  เวกเตอรเมตริกซที่ประกอบไปดวยตัวไมทราบคาที่จุดตอของเอลิเมนตนั้น { }φ
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ฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตสามเหลี่ยมเปนแบบเชิงเสน คือ 
 

 ( ) ( ) 3,2,1iycxba
A2
1y,xN iiii =++=          (3.4) 

  
โดย  คือ พื้นที่ของเอลิเมนตสามเหลี่ยม สามารถคํานวณไดจากโคออรดิเนตที่จุดตอทั้งสามจุด  

ดังนี ้

A

 ( ) ( ) ([ ]213321132 yyxyyxyyx
2
1A −+−+−= )      (3.5) 

 
  23321 yxyxa −= 321 yyb −=  231 xxc −=  

  31132 yxyxa −= 132 yyb −=  312 xxc −=      (3.6) 

  12213 yxyxa −= 213 yyb −=  123 xxc −=  

 
 ขั้นตอนที่  3  ประยุกตระเบี ยบวิ ธีถวงน้ํ าหนัก เศษตกคาง  (Method of Weighted 

Residual) เขากับสมการเชิงอนุพันธยอยเพ่ือใหผลลัพธโดยประมาณนั้นมีความคลาดเคลื่อนนอยที่
สุด ซ่ึงจะกอใหเกิดสมการไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Equation) ที่สอดคลองกัน ซ่ึง
สามารถเขียนในรูปเมตริกซไดดังนี ้

    จะไมเทากับ 0 แตจะเทากับ ( )φD R  

โดยที่ R  คือเศษตกคาง (Residual) นั่นหมายถึง 
 

  (3.7) ( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
φ=φ= ∑

=

m

1i
iiNDDR

 
โดย m  คือจํานวนจุดตอของเอลิเมนตนั้น 
 

จากวิธีกาเลอรคิน (Galerkin) ซ่ึงมีขั้นตอนโดยเริ่มจากการคูณเศษตกคาง R ดวยฟงกชัน
น้ําหนัก (Weighting Function; W) จากนั้นจึงอินทิเกรตตลอดทั้งโดเมนของเอลิเมนตแลว
กําหนดผลที่ไดใหเทากับศูนยนั่นคือ 
 

  0dRWi =Ω∫
Ω

m,,2,1i K=    (3.8) 
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 ปญหาการถายเทความรอนในของแข็งเราจะเลือกใชฟงกชันน้ําหนักเปน  ซ่ึง
เรียกโดยทั่วไปวาบับโนฟ-กาเลอรคิน (Bubnov-Galerkin) 

ii NW =

 
สําหรับปญหาของไหลเราจะเลือกใชวิ ธีสตรีมไลน อัปวินด เพทรอฟ -กาเลอรคิน 

(Streamline Upwind / Petrov-Galerkin Formulation; SUPG) [23] ซ่ึงกําหนดใหฟงกชัน
ถวงน้ําหนักอยูในรูปแบบดังนี้ 

  iW ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂α

+=
y

N
v

x
N

u
U2
hN ii

i       (3.9) 

เมื่อ  = α
Pe
1Pecothopt −=α   (3.10ก) 

  = Pe
k2
hU

  (3.10ข) 

 U  = 22 vu +   (3.10ค) 

 

โดยที ่ h  คือขนาดของเอลิเมนต 
 

ขั้นตอนที่ 4  อินทิเกรตทีละสวน (Integrate by Part) ซ่ึงหากเราแทนสมการ (3.7) ลงใน
สมการ (3.8) แลวอินทิเกรตทีละสวนจะได 

   ∫
Ω

ΩdRWi
( )

Ω⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
φ= ∫ ∑

Ω =

dNDW
e

m

1i
iii

 
 ( )

( )

( )
( )

0d,N,Wd,N,W
ee

iiiiii =Γφ+Ωφ= ∫∫
ΓΩ

 

 

พจนที่เกี่ยวของกับโดเมน
ของเอลิเมนต ( )eΩ  

พจนที่เกี่ยวของกับขอบเขต 

ของเอลิเมนต ( )eΓ  

 
 
 
 
 

ขั้นตอนที่ 5  แทนพจนที่เกี่ยวของกับขอบเขตของเอลิเมนต )e(Γ  ดวยภาวะขอบเขตอื่น ๆ 
ที่เกี่ยวของ ซ่ึงจะกอใหเกิดสมการของเอลิเมนตที่สมบูรณสําหรับปญหาที่พิจารณา 
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ขั้นตอนที่ 6  จากนั้นเขียนสมการของเอลิเมนต ซ่ึงมีทั้งหมด m  สมการใหอยูในรูปของ
เมตริกซ นั่นคือ  

[ ]
( )

{ }
( )

{ }
( )1m1mmm
FK
×××

=φ   (3.11) 

 

โดย [  คือ เอลิเมนตเมตริกซของความแข็งเกร็ง (Element Stiffness Matrix) {  คือ เวกเตอร
ซ่ึงประกอบดวยตัวไมรูคาที่จุดตอตาง ๆ ของเอลิเมนตและ 

]K }φ
{ }F  คือโหลดเวกเตอรของเอลิเมนตนั้น 

เมื่อไดสมการไฟไนตเอลิเมนตดังเชนแสดงในสมการ (3.11) แลวลําดับขั้นตอนตอไปก็จะทําการ
รวมสมการของเอลิเมนตยอยเขาดวยกันกอใหเกิดระบบสมการรวม จากนั้นกําหนดคาที่ขอบเขต 
แลวจึงแกระบบสมการรวมเพื่อหาคาผลลัพธที่จุดตอตาง ๆ 
 
 

3.2 ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาการถายเทความรอน 

การสรางสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับเอลิเมนตแบบสองมิติ ซ่ึงวางตัวในแนวระนาบ 
 ดังรูปที่ 3.1 จะมีสมการเชิงอนุพันธยอย ดังนี ้yx −

Q
y
T

x
Tk 2

2

2

2

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂   (3.12) 

โดย k  คือสัมประสิทธการนําความรอน (Thermal Conductivity) และในที่นี้ถูกสมมติใหคงที่
โดยไมขึ้นกับอุณหภูมิ  คือความรอนที่เกิดขึ้นไดเอง (Internal Heat Generation) บนแผน
ระนาบนั้น โดยเงื่อนไขขอบเขตตลอดแนวขอบนอกของแผนระนาบคือ 

Q

1. กําหนดอุณหภูมิตลอดขอบ  

 ( )y,xTT 1=   (3.13) 

2. ไมมีการถายเทความรอนตลอดขอบ 

 0nqnq yyxx =+   (3.14) 
 

โดย  และ  เปนปริมาณความรอนในทิศ x  และ ตามลําดับและ  และ  เปนทิศทาง
โคไซนของเวกเตอรที่ตั้งฉากกับขอบนั้น 

xq yq y xn yn
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y

3T

2T

1T

3 

2 

1 

การให
ความรอน

การพา 
ความรอน ความรอน 

ผลิตเอง 

t
x

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.3  เอลิเมนตรูปสามเหลี่ยมและลักษณะการถายเทความรอนแบบตาง ๆ 
 

การสรางสมการไฟไนตเอลิเมนตผลเฉลยแมนตรงสําหรับเอลิเมนต เมื่อแทนผลเฉลยโดย
ประมาณลงในพจนตาง ๆ ทางดานซายของสมการเชิงอนุพันธ จะกอใหเกิดเศษตกคาง (Residual) 

ทางดานขวาของสมการ 
  

 RQ
y
T

x
Tk 2

2

2

2

=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂   (3.15) 

 
โดย R  แทนคาของเศษตกคาง เพราะฉะนั้นการพยายามทําใหเศษตกคาง R  ที่เกิดขึ้นมีคาต่ําสุด 
เพื่อที่วาผลลัพธที่ไดจากการคํานวณของอุณหภูมิ  จะไดมีความเที่ยงตรงมากที่สุด เราจึงใช
ระเบียบวิธีเศษตกคาง ซ่ึงประกอบดวยการคูณเศษตกคาง 

T

R  ดวยฟงกชันน้ําหนัก  และ         
อินทิเกรตตลอดพื้นที่และกําหนดผลที่ไดใหเทากับศูนย 

iW

 

  เมื่อ 0dRWi =Ω∫
Ω

3,2,1i =   (3.16) 

 
แทนคา R  จากสมการ (3.15) ลงในสมการ (3.16) จะได 
 

0dQ
y
T

x
TkW 2

2

2

2

i =Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

∫
Ω

  (3.17) 

 
เมื่อใหฟงกชันน้ําหนัก  จะได ii NW =
 

0dQ
y
T

x
TkN 2

2

2

2

i =Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

∫
Ω

  (3.18) 
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0dQNd
y
T

x
TNk i2

2

2

2

i =Ω+Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

∫∫
ΩΩ

  (3.19) 

 
พจนทางดานซายมือประยุกตใชทฤษฎีบทของเกาส (Gauss’s Theorem) ดังนี้ 

 

   (3.20) ( ) ( ) Ω⋅∇−Γ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅=Ω⋅∇ ∫∫∫

ΩΓ

∧

Ω

dVudnVudVu
vvv

เมื่อทําการเปรียบเทียบสัญลักษณของตัวแปรทางดานซายมือของสมการ (3.20) กับพจนทางดาน
ซายมือของสมการ (3.19) จะพบวา 
 

  u iN=

 ∇
v

ĵ
y

î
x ∂

∂
+

∂
∂

=  
( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=⋅∇ 2

2

2

2

y
T

x
TkV

vv

 V
v

ĵ
y
Tkî

x
Tk

∂
+

∂
∂

=
∂  

 

และเนื่องจาก      ดังนั้น ĵnînn yx +=
∧

 

  
∧

⋅nV
v

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

= yx n
y
Tn

x
Tk  

 

  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

∧

nVu
v

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

= yxi n
y
Tn

x
TNk  

 

 u∇
v

 ĵ
y

Nî
x

N ii

∂
∂

+
∂
∂

=  

 

 Vu
vv

⋅∇  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
y
T

y
N

x
T

x
N

k ii  

 
จากนั้นสมการ (3.19) จะกลายเปน  
 

0dQNd
y
T

y
N

x
T

x
Nkdn

y
Tn

x
TNk i

ii
yxi =Ω+Ω⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

−Γ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

∫∫∫
ΩΩΓ

 

 

เมื่อ     (3.21) 3,2,1i =
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3T

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 3.4  การถายเทความรอนในเอลิเมนตสามเหลี่ยม 

 
ปริมาณความรอนที่ไหลเขาตลอดขอบแบงออกเปนปริมาณความรอนที่ผลิตไดเอง Q  

ปริมาณความรอนที่ตกกระทบ  และมีการพาความรอนบนผิวของเอลิเมนต  sq
 

เนื่องจากเราไดสมมติลักษณะการกระจายของอุณหภูมิแบบเชิงเสนตรงดังแสดงดังนี้ 
 
  ( ) ⎣ ⎦{ }ii TNy,xT =     

{ }i
i T

x
N

x
T

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢
∂
∂

=
∂
∂  และ   { }i

i T
y

N
y
T

⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

=
∂
∂          (3.22) 

 
และสมการไฟไนตเอลิเมนตจึงกลายมาเปน 
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⎥
⎢
⎣
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⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
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∂
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+⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

[ ]cK [ ]K h

{ } { } ΩdQ+Γ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
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= ∫∫
ΩΓ

Ndn
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Tn

x
TNk yx

{ }cQ { }QQ  

{ } { } ∞dshT∫∫ ++
ss

s NdsqN (3.23)

{ }qQ { }hQ
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เมื่อพิจารณาโหลดเวกเตอรการนําความรอน (Conduction Load Vector) 

 { } { } Γ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

= ∫
Γ

dn
y
Tn

x
TNkQ yxc   (3.24) 

ซ่ึงเปนการอินทิเกรตตลอดขอบของเอลิเมนต หากขอบเขตอยูในโดเมนของปญหา     
โหลดเวกเตอรนี้จะหักลางกันไปหลังจากการรวมเอลิเมนต ซ่ึงโหลดเวกเตอรนี้จะมีคาเทากับศูนย 

 
เพราะฉะนั้นจึงเขียนใหอยูในรูปของสมการไฟไนตเอลิเมนตไดดังนี้ 
 

[ ] [ ][ ]{ } { } { } { }hqQhc QQQTKK ++=+   (3.25) 

โดยที ่

[ ]cK  Ω⎟⎟
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⎭
⎬
⎫
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⎥
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⎩
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= ∫
Ω
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N

x
N

x
Nk   (3.26ก) 

[ ]hK    (3.26ข) { } ⎣ ⎦∫=
s

dsNhN

{ }QQ  { } Ω= ∫
Ω

dQN   (3.26ค) 

{ }qQ  { } dsqN
s

s∫=   (3.26ง) 

{ }hQ  { } dsThN
s
∫ ∞=   (3.26จ) 

โดยที ่  = เมตริกซการนําความรอน (Conduction Matrix) [ cK ]

]  = เมตริกซการพาความรอน (Convection Matrix) [ hK

  = เวกเตอรของอุณหภูมิที่จุดตอ (Vector of Nodal Temperatures) { }T

 { }QQ  = โหลดเวกเตอรความรอนผลิตเอง (Heat Generation Load Vector) 

  = โหลดเวกเตอรความรอนที่กําหนดให (Specifiled Heating Load Vector) { sQ }

}  = โหลดเวกเตอรการพาความรอน (Convection Load Vector) { hQ

 สมการ (3.25) สามารถนําไปแกไขปญหาการถายเทความรอนในของแข็งไดโดยการ
กําหนดเงื่อนไขขอบตาง ๆ ของปญหาที่พิจารณา 
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3.3 ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาการไหลแบบหนืด 

ในหัวขอนี้จะเปนการนําระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต มาประยุกตใชในการวิเคราะหปญหา
การไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวที่สภาวะอยูตัว โดยใชเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบสามจุดตอ ซ่ึงสมการ
เกี่ยวของมีดังนี ้

 
สมการเชิงอนุรักษมวล 
 

 0
y
v

x
u

=
∂
∂

+
∂
∂   (3.27) 

 
 
สมการเชิงอนุรักษโมเมนตัม    แกน ,  x y
 

 ([ ox2
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2

2

TT1g
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x
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x
p

y
uv

x
uu −β−ρ+⎟⎟

⎠

⎞
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ρ )]        (3.28ก) 

 

 ([ oy2

2

2
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TT1g
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x
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y
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y
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x
vu −β−ρ+⎟⎟

⎠
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+
∂
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ρ )]         (3.28ข) 

 

สมการเชิงอนุรักษพลังงาน 
 

Q
y
T

x
Tk

y
Tv

x
Tuc 2

2

2

2

ρ+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

ρ            (3.29) 

 

การนําเอาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมาประยุกตใชในการแกปญหา ขั้นแรกจะตองทําการ
แบงขอบเขตของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ โดยในการทําวิทยานิพนธคร้ังนี้เลือกใชเอลิเมนต
แบบสามเหลี่ยมสามจุดตอ ดังแสดงในรูปที่ 3.5 ซ่ึงประกอบไปดวยตัวไมทราบคาของความเร็วใน
ทิศทางของแกน  ตัวไมทราบคาของความเร็วในทิศทางของแกน  ตัวไมทราบคาของความดัน 

 และตัวไมทราบคาอุณหภูมิ  ที่จุดตอทั้งสามของเอลิเมนตสามเหลี่ยม จากนั้นกําหนดให
ลักษณะการกระจายของผลเฉลยโดยประมาณของความเร็ว ความดัน และอุณหภูมิบนเอลิเมนตมี
ลักษณะดังนี้ 

x y

p T
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y

x
( )11 y,x

3 

2 

1 

( )33 y,x

( )22 y,x( )1111 T,p,v,u

( )3333 T,p,v,u

( )2222 T,p,v,u

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 3.5  การแบงลักษณะของปญหาออกเปนเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบสามจุดตอ 

 

( )y,xu  ( )
ii uy,xN∑=  ⎣ ⎦{ }uN=   (3.30ก) 

( )y,xv  ( )
ii vy,xN∑=  ⎣ ⎦{ }vN=   (3.30ข) 

( )y,xp  ( )
ii py,xN∑=  ⎣ ⎦{ }pN=   (3.30ค) 

( )y,xT  ( )
ii Ty,xN∑=  ⎣ ⎦{ }TN=   (3.30ง) 

 
ทําการประยุกตระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคาง (Method of Weighted Residuals) ลงใน      
สมการเชิงอนุรักษโมเมนตัม (3.28ก) จะได 
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 ( )[ ] Ω−β−ρ+ ∫

Ω

dTT1gW oxi                       (3.31) 

 
 ซ่ึงจะเลือกใชวิธีสตรีมไลนอัปวินดเพทรอฟ-กาเลอรคิน (Streamline Upwind/ Petrov-

Galerkin Formulation) ไดแสดงในสมการ (3.9) โดยจะทําการประยุกตฟงกชันน้ําหนักเขากับ
ทุกพจนจะได 
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dTT1gW oxi   (3.32) 

 
พิจารณาพจนทางดานขวามือพจนที่ 2 ทําการประยุกตใชทฤษฎีบทของเกาส (Gauss’s Theorem) 

แสดงในสมการ (3.20) จะได 
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        (3.33) 

แทนสมการ (3.33) ลงในสมการ (3.32) จะได 
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แทนสมการ (3.30ก-ค) ใน (3.34) จะได 
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 { } ( )[ ] Ω−β−ρ+ ∫
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dTT1gW ox   (3.35) 

 
ทําการจัดพจนตาง ๆ แลวสมการของเอลิเมนตสําหรับการอนุรักษโมเมนตัมในแกน 

สามารถเขียนใหอยูในรูปแบบของเมตริกซไดดังนี้  

x

 

 [ ] { }uA  { } { } { }gxupx RRR ++=   (3.36) 
 

เมื่อ [ ]A  [ ] [ ]diffconv AA +=     (3.37) 
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โดยที่  [ ]convA { } Ω⎟⎟
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  { }uR { } Γ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

μ= ∫
Γ

dn
y
un

x
uW yx   (3.38ง) 

 { }gxR  { } ( )[ ] Ω−β−ρ= ∫
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dTT1gW ox   (3.38จ) 

 
โดยที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ [ ]A  ของสมการ (3.36) ประกอบไปดวยพจนจากการพา และ

พจนที่ไดจากพจนของการแพรดังที่ไดแสดงไวในสมการ (3.37) 
 

ในทํานองเดียวกันสําหรับสมการอนุรักษโมเมนตัมในแกน  ก็สามารถทําไดเชนเดียวกันซึ่งจะได
รูปแบบดังนี ้

y
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 { }vR  { } Γ⎟⎟
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 { }gyR  { } ( )[ ] Ω−β−ρ= ∫
Ω

dTT1gW oy   (3.41จ) 

ในการประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับความดันนั้น สามารถทําไดโดยเริ่มจากการ
ประยุกตใชระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางกับสมการการอนุรักษมวลกอน ซ่ึงจะไดสมการ
สําหรับเอลิเมนตดังนี ้
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   ( ) 0dnvnuW yxi =Γ++ ∫
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นําสมการ (3.36) และ (3.39) มาจัดรูปใหมไดดังนี้ 
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 Ω
∂
∂

−+−= ∫∑
Ω≠

d
y
pWfvAvA i

v
i

ij
jijiii     (3.44) 

 
โดยที่  และ  ประกอบไปดวยพจนเงื่อนไขขอบเขตและพจนเนื่องจากแรงโนมถวง

ดังแสดงในสมการ (3.38ง-จ) และ (3.41ง-จ) ตามลําดับจากนั้นสมมติใหการเปลี่ยนแปลงของ
ความดันตลอดภายในเอลิเมนตมีคาคงที่ ดังนั้นสามารถเขียนสมการใหมไดดังนี้ 
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ตอมานําฟงกชันการประมาณภายในของ  และ  จากสมการ (3.30ก-ข) แทนลงในสมการ 
(3.42) จะไดวา 

u v
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จากนั้นแทนคา  และ  จากสมการ (3.46ก-ข) ลงในสมการ (3.46) แลวจัดพจนใหม iu iv
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สุดทายแทนฟงกชันการประมาณภายในของความดัน สมการ (3.30ค) ลงในสมการ (3.47) และจัด
พจนใหม จะสามารถเขียนสมการเอลิเมนตของความดันในรูปเมตริกซไดดังนี้ 
 

 [ ] { }pKK yx + { } { } { }bvu RRR ++=     (3.48) 

โดยที ่  [ ]xK Ω⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

= ∑∫
Ω

d
x
NKN

x
W

j
jj   (3.49ก) 

 [ ]yK  Ω⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

= ∑∫
Ω

d
y
NKN

y
W

j
j

j   (3.49ข) 

 { }uR  Ω
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫ ∑

Ω

d
x
WûN

j
jj   (3.49ค) 
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 { }vR  Ω
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫ ∑

Ω

d
y
Wv̂N

j
jj   (3.49ง) 

 { }bR  { }( ) Γ+−= ∫
Γ

dnvnuN yx   (3.49จ) 

 
ทําการประยุกตระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางสมการ (3.16) ลงในสมการเชิงอนุรักษ

พลังงาน (3.29) จะได 
 

 Ωρ+Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

ρ ∫∫∫
ΩΩΩ

dQWd
y
T

x
TkWd

y
Tv

x
TucW i2

2

2

2

ii   (3.50) 

 
ทําการประยุกตใชวิธีสตรีมไลนอัปวินดเพทรอฟ-กาเลอรคิน (Streamline Upwind / Petrov-

Galerkin Formulation) ในสมการ (3.9) เฉพาะพจนของการพา จะได 
 

 Ωρ+Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

ρ ∫∫∫
ΩΩΩ

dQWd
y
T

x
TkWd

y
Tv

x
TucW i2

2

2

2

ii   (3.51) 

 
ทําการประยุกตใชทฤษฎีบทของเกาส (Gauss’s Theorem) ลงบนพจนทางขวาของสมการ (3.51) 

จะได 
 

Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
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+
∂
∂

ρ ∫∫
ΩΩ

d
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x
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W
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y
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x
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i  

 

 Γ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

= ∫
Γ

dn
y
Tn

x
TWk yxi                  (3.52) 

 
ฟงกชันการประมาณภายในของอุณหภูมิในสมการ (3.30ง) แทนลงในสมการ (3.52) จะได 
 

 { } { } { }Td
y
N

y
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x
N

x
WkTd
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NuWc Ω⎟⎟
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ΩΩ

 

 

{ } Γ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

= ∫
Γ

dn
y
Tn

x
TWk yx                 (3.53) 

 
ทําการจัดพจนตาง ๆ แลวสมการของเอลิเมนตสําหรับการอนุรักษโมเมนตัมในแกน

สามารถเขียนใหอยูในรูปแบบของเมตริกซไดดังนี้ 
x
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 [ ] { } { } { }QRTA TT +=     (3.54) 
 
เมื่อ [ ]TA  [ ] [ ]T

diff
T
conv AA +=  

 

โดยที ่ [ ]T
convA  { } Ω⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎥
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⎢
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d
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x
NuWc   (3.55ก) 

 

 [ ]T
diffA  Ω⎟⎟
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⎜⎜
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 { }TR  { } Γ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

= ∫
Γ

dn
y
Tn

x
TWk yx   (3.55ค) 

 
  { }Q { } Ωρ= ∫

Ω

dQW   (3.55ง) 
 
 สําหรับการแกปญหาการถายเทความรอนในของแข็งพจนทางซายของสมการ (3.29) เปน
พจนของการพาจะมีคาเปนศูนย (u, v = 0) สมการจึงลดรูปเหมือนสมการ (3.12) ซ่ึงจะสามารถแก
ปญหาการถายเทความรอนในของแข็งได 
 

สําหรับขั้นตอนในการวิเคราะหปญหาการไหลโดยใชสมการตาง ๆ ขางตนไดแสดงไวใน
รูปที่ 3.6 ซ่ึงจะเริ่มตนจากการสมมติคาความเร็ว ความดันและอุณหภูมิ จากนั้นคํานวณหาคาของ
อุณหภูมิแตละจุดตอโดยใชสมการ (3.54) และคํานวณหาคาความเร็วที่แตละจุดตอโดยใชสมการ 
(3.36) และ (3.39) เมื่อไดคาความเร็วที่แตละจุดตอแลวนําคาเหลานี้ไปคํานวณหาคาความดันคา
ใหมที่แตละจุดตอโดยใชสมการ (3.48) สุดทายใชคาความดันใหมที่ไดมาทําการปรับปรุงคา
ความเร็วที่แตละจุดตอโดยใชสมการ (3.43) และ (3.44) ขั้นตอนการคํานวณดังกลาวจะดําเนินซํ้า
เปนวงรอบจนกวาคาของคําตอบที่ตองการจะลูเขาแลวจะหยุดการคํานวณ 
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รูปที่ 3.6  ขั้นตอนในการคํานวณ 

สมมติคาความเร็ว ความดันและอุณหภูมิ 

คํานวณคาสัมประสิทธิ์ตาง ๆ 
ของสมการอนุรักษพลังงาน 

ประยุกตเงื่อนไขขอบเขตของสมการอนุรักษพลังงาน 

และแกสมการอนุรักษพลังงาน 

ปรับปรุงคาความเร็ว 

คาคําตอบ 
ลูเขา ? 

หยุดการคํานวณ 

 ใช 

 ไมใช 

คํานวณคาสัมประสิทธิ์ตาง ๆ 
ของสมการโมเมนตัม 

ประยุกตเงื่อนไขขอบเขตของความเร็ว
และแกสมการโมเมนตัม 

คํานวณคาสัมประสิทธิ์ตาง ๆ 
ของสมการความดัน 

ประยุกตเงื่อนไขขอบเขตของความดัน
และแกสมการความดัน 
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3.4 การคํานวณการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต 
 

สําหรับการถายเทความรอนบริเวณรอยตอระหวางของแข็งและของไหลมีการตั้ง       
สมมติฐานใหความรอนที่ถายเทจากของแข็งสูของไหลตองมีปริมาณเทากับปริมาณความรอนที่ของ
ไหลไดรับ ซ่ึงจะเปนไปตามกฎอนุรักษพลังงาน ในรูปที่ 3.7 เปนตัวอยางของการวิเคราะหปญหา
การถายเทความรอนแบบคอนจูเกตโดยมีทิศทางของความรอนจากของแข็งไปสูของไหล  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ของไหล fq

x

y

∞∞  , Tu

ของแข็ง 

constT

ผนังหุมฉนวน sq

g

ผนังหุมฉนวน 

ผิวรอยตอ 

 
รูปที่ 3.7 ลักษณะของปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต 

 
ซ่ึงบริเวณผิวดานลางของของแข็งกําหนดใหมีอุณหภูมิคงที่ ( )constT  สวนผิวดานซายและ

ขวากําหนดใหเปนฉนวน ปริมาณความรอนจากของแข็งที่ถายเทสูของไหลมีคาเทากับ  ในขณะ
ที่ปริมาณความรอนซ่ึงของไหลไดรับจากของแข็งมีคาเทากับ  จากกฎการอนุรักษพลังงานจะได 

sq

fq
 
 fs q  q =   (3.56) 
 
บริเวณรอยตอระหวางของแข็งและของไหลสามารถคํานวณการถายเทความรอนได และกําหนดให
ปริมาณฟลักซความรอนที่ถายเทจากของแข็งสูของไหล ซ่ึงเกิดจากการแพรกระจายคือ  
 

 
s

s y
Tkq ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−=   (3.57) 

 
สมการขางบนนี้เปนสวนสําคัญที่ใชในการเชื่อมโยงการนําความรอนในของแข็งและ      

การพาความรอนในของไหลเขาดวยกัน ทําใหสามารถคํานวณการถายเทความรอนทั้งสองลักษณะ
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พรอมกันภายในโดเมนเดียว ซ่ึงจะชวยใหเวลาที่ใชในการคํานวณลดลงเมื่อเปรียบเทียบกับวิธีแบบ 
Iterative ซ่ึงแยกการคํานวณการถายเทความรอนในของแข็งและของไหลออกจากกันเปนสอง     
โดเมนโดยคํานวณหาคาฟลักซความรอนในโดเมนหนึ่งแลวจึงนําคาฟลักซความรอนดังกลาวไป
เปนเงื่อนไขขอบสําหรับการคํานวณการถายเทความรอนในอีกโดเมนหนึ่ง ซ่ึงวิธีไฟไนตเอลิเมนต
ขณะที่ทําการรวมเอลิเมนตตาง ๆ เขาดวยกัน ไดทําการคิดวาปริมาณความรอนที่ถายเทระหวาง      
เอลิเมนตกับเอลิเมนตมีคาเทากัน 
 
 
3.5 การประดิษฐไฟไนตเอลิเมนตเมตริกซ 

สมการไฟไนตเอลิเมนต และคาสัมประสิทธิ์ตาง ๆ ดังในสมการไดแสดงขางตนนั้น
สามารถประดิษฐขึ้นไดโดยงาย วิธีการดังกลาวจะไดแสดงในหัวขอนี้ 
 

3.5.1 เอลิเมนตเมตริกซสําหรับสมการโมเมนตัม 
 
เร่ิมจากสมการของโมเมนตัมทั้งสองสมการ นั่นคือจากสมการ (3.36) และ (3.39) 
 
  [ ] { }uA  { } { } { }gxupx RRR ++=     (3.58) 
 
  [ ]{ }vA { } { } { }gyvpy RRR ++=     (3.59) 
 

สําหรับเมตริกซสัมประสิทธิ์  ของทั้งสองสมการนั้นประกอบไปดวยพจนการพาและพจนจาก
การแพรนั่นคือ  

[ ]A

[ ]A  [ ] [ ]diffconv AA +=  

พิจารณาพจนของการพาจะได 

 [ ]convA  { } Ω⎟⎟
⎠

⎞
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d
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x
NuW   (3.60) 

แทนคาฟงกชันน้ําหนักในสมการ (3.9) ลงในสมการ (3.60) และประมาณคา uu = , vv =  
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 [ ]convA  { } Ω⎟⎟
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U2
h ii   (3.61) 

ทําการจัดรูปใหมจะได 

 [ ]convA  [ ] [ ]convwconvn AA +=   (3.62) 

โดยที่    [ ]convnA  { } Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

+⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

ρ= ∫
Ω

d
y
Nv

x
NuNi   (3.63) 

เนื่องจาก   
A2

b
x

N ii =
∂
∂

 

 
A2

c
y

N ii =
∂
∂

 

3,2,1i =             ดังนั้น 

 

เมื่อ 
( )

3
uuu

u 321 ++
= , 

( )
3

vvv
v 321 ++
=   (3.64) 

[ ]convnA  
( )

⎣ ⎦
( )

⎣ ⎦321
321

321
321 ccc

1
1
1

18
vvv

bbb
1
1
1
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⎪
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⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
++ρ

+
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
++ρ

=  

 
( ) ( )

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
++ρ

+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
++ρ

=

321

321

321
321

321

321

321
321
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18
vvv

bbb
bbb
bbb

18
uuu

 

 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+++
+++
+++

ρ
=

vcubvcubvcub
vcubvcubvcub
vcubvcubvcub

6
332211

332211

332211

  (3.65) 

  

 [ ]convwA  Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

+⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

ρ= ∫
Ω

d
y
Nv

x
Nu

y
Nv

x
Nuk ii   (3.66) 
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เมื่อ 
U2
hk α

=  

 [ ]convwA  Ω⎟⎟
⎠

⎞
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⎥
⎦

⎥
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∂
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⎦

⎥
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⎢
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝
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⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

ρ= ∫
Ω

d
y
Nv

x
Nu

y
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x
Nuk ii  

   ∫∫
ΩΩ
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⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

+⎢
⎣

⎡
Ω⎥

⎦

⎥
⎢
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⎢
∂
∂

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

ρ= d
y
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x
Nvud

y
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x
Nuk ii2

 

    ⎥
⎦

⎤
Ω⎥

⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

+Ω⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

+ ∫∫
ΩΩ

d
y
N

y
Nvd

x
N

y
Nvu i2i   (3.67) 

 
ทําการจัดพจนตาง ๆ แลวสามารถเขียนใหอยูในรูปแบบของผลบวกเมตริกซไดดังนี้ 

 
 [ ]convwA  [ ] [ ] [ ] [ ]( 4w3w2w1w AAAAk +++ρ= )  (3.68) 

 

โดยที ่ [ ]1wA  ∫
Ω

Ω⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

= d
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x
N

u i2
 ⎣ ⎦ Ω

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
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Ω

dbbb
b
b
b
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321

3

2
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2
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
2
33231
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2
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2
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bbbbb
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A4
u   (3.69ก) 

 

 [ ]2wA  ∫
Ω
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⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

⎭
⎬
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⎩
⎨
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∂
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x
N

vu i  ⎣ ⎦ Ω
⎪
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⎪
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⎪
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⎪
⎨

⎧
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=
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vu   (3.69ข) 
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 [ ]3wA  ∫
Ω
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⎦

⎥
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⎢
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⎭
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⎪
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⎪
⎬
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⎪
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⎪
⎨

⎧
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Ω
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c
c
c
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⎥
⎥
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⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=
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vu    (3.69ค) 

 

 [ ]4wA  ∫
Ω
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⎦

⎥
⎢
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⎢
∂
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⎭
⎬
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⎪
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⎨

⎧
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
2
33231
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2
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2
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ccccc
ccccc
ccccc

A4
v    (3.69ง) 

พิจารณาพจนของการแพรจะได 
 

 [ ]diffA Ω⎥
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⎤
⎢
⎣
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W
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N
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W iiii     (3.70) 

 

เน่ืองจาก   
x

N
x

W ii

∂
∂

=
∂
∂

 

 
y

N
y

W ii

∂
∂

=
∂
∂

 
3,2,1i =             ดังนั้น 
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2
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1
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  (3.71) 
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สวนทางดานขวามือของสมการ (3.58) และ (3.59) นั้นสามารถหาคาไดดังนี้ 
 

 { }pxR  { } Ω
∂
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Ω

d
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∂
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N
uk ii   (3.72) 

 
ทําการจัดรูปใหมจะได 

 
 { }pxR  { } { }pwxpnx RR +=  

 
โดยที ่
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∂
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⎧
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⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−= ∫

Ω
3

2

1

332313

322212

312111

p
p
p

d
bNbNbN
bNbNbN
bNbNbN

A2
1   (3.73) 

การหาคาอินทิกรัลของพิกัดพื้นที่สามารถคํานวณไดจากสูตร 
 

  ∫
Ω

γβα ΩdNNN 321 ( ) A2.
!2

!!!
+γ+β+α
γβα

=    (3.74) 

3
AdNi =Ω∫

Ω

Q   จะได 
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ในทํานองเดียวกันกับสมการ (3.41ค) สามารถจัดใหอยูในรูป 
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 { }pyR  { } { }pwypny RR +=  

ซ่ึงจะสามารถประดิษฐเอลิเมนตเมตริกซไดดวยวิธีเดียวกันซึ่งจะไดเมตริกซลักษณะดังนี้ 

 { }pnyR  
⎪
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⎪
⎬

⎫

⎪
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สําหรับพจนอินทิเกรตขอบเขตทางดานขวาของสมการ (3.36) และ (3.39) นั้น
ภายในขอบเขตของปญหาพจนเหลานี้จะตัดกันหมดไปจึงไมจําเปนตองหาคา 

{ } { }( )vu R,R  

พิจารณาสมการ (3.38จ)  
 

{ }gxR  { } ( )[ ] Ω−β−ρ= ∫
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dTT1gW ox  

เมื่อ  gg x −=
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ทําการจัดรูปใหมจะได { }gxR  { } { }gwxgnx RR +=  

พิจารณาพจน 
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3.5.2 เอลิเมนตเมตริกซสําหรับสมการความดัน  

จากสมการ 

[ ]{ } { } { } { }bvuyx RRRpKK ++=+   (3.48) 

 
เมตริกซสัมประสิทธิ์ของความดันสามารถหาคาไดดังนี ้
 
[ ]K   [ ] [ ]yx KK +=
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    (3.82) 

 
การสรางเมตริกซตาง ๆ ทางดานขวาของสมการ (3.58) มีขั้นตอนดังนี ้
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พจน {  สามารถหาไดดังนี้ }uR
 

 { }uR  Ω⎟
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พจน {  สามารถหาคาไดดังนี ้}vR
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พจน {  สามารถหาไดดังนี้ }bR

      { } { } ( ) Γ+−= ∫
Γ

dnvnuNR yxb   (3.85) 

เนื่องจากเปนพจนการอินทิเกรตขอบเขต ดังนั้นภายในขอบเขตของปญหา พจนเหลานี้จะ
ตัดกันหมดไป  เหลือที่จะตองคํานวณเฉพาะบริเวณขอบเขตของโดเมนเทานั้น หากพิจารณา           
เอลิเมนตสามเหลี่ยมดังแสดงในรูปที่ 3.8 ซ่ึงมีขอบที่ประกอบดวยจุดตอ 2-3 เปนขอบโดเมนของ
การไหล และเนื่องจากลักษณะการกระจายของฟงกชันความเร็วสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมจะอยู
ในลักษณะเชิงเสนตามขอบที่ประกอบดวยจุดตอ 2-3 ซ่ึงมีความยาว L ดังที่แสดงในรูปที่ 3.8       
ดังนั้นพจน {  ในรูปแบบของสูตรอินทิเกรตสมการ (3.85) ที่สอดคลองกับขอบนี้คือ }bR

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
            

ขอบโดเมนของการไหล 
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รูปที่ 3.8  การคํานวณพจน { }bR  ที่บริเวณขอบของโดเมนการไหล 
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ดังนั้นพจน {  สําหรับเอลิเมนตสามเหล่ียมที่มีขอบที่ประกอบดวยจุดตอ 2-3 ซ่ึงมีความยาว L 

อยูติดขอบโดเมนของการไหลคือ 

}bR
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                              { } ( )
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3.5.3 เอลิเมนตเมตริกซสําหรับสมการอนุรักษพลังงาน 

จากสมการ (3.54)   

 [ ] { } { } { }QRTA TT +=   (3.54) 

สําหรับเมตริกซสัมประสิทธิ์  ของทั้งสองสมการนั้นประกอบไปดวยพจนการพาและพจน
จากการแพรนั่นคือ  

[ ]TA

[ ]TA  [ ] [ ]T
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T
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พิจารณาพจนของการพาจะได 
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ซ่ึงขั้นตอนการแกดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต สําหรับพจนของการพาและการแพรจะทํา
เหมือนกับสมการ (3.60 –3.69) จะได 
 
พิจารณาพจนของการพาจะได 
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พิจารณาพจนของการแพรจะได 
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สําหรับพจน { }TR  ทางดานขวามือของสมการ (3.54) นั้นพบวาภายในขอบเขตของปญหาพจน
เหลานี้จะตัดกันหมดไปจึงไมจําเปนตองหาคา 
 
พิจารณา  
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ไฟไนตเอลิเมนตเมตริกซตาง ๆ  ที่ไดแสดงในหัวขอนี้  สามารถนําไปประดิษฐเปน
โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับการแกปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตที่สภาวะอยูตัวได
โดยตรง ซ่ึงรายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นจะไดแสดงไวในบทที่ 5 

 

 

 

 



บทที่  4 
 

การแกระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีเอลิเมนตตอเอลิเมนต (Element by Element) 
 
 

วิธีที่นิยมใชกันในอดีต เพื่อแกระบบสมการเชิงเสนขนาดใหญ คือ ระเบียบวิธีการกําจัด
แบบเกาส (Gauss Elimination Method) ซ่ึงเปนระเบียบวิธีโดยตรง (Direct Method) และเปน
ที่ยอมรับกันโดยทั่วไปวาสามารถใหผลลัพธที่ถูกตองแมนยํา แตเมื่อนํามาใชในการแกระบบสมการ
ขนาดใหญ จะทําใหตองใชเวลาในการคํานวณและหนวยความจําเปนจํานวนมาก ดังนั้นทางเลือกที่
เปนที่นิยมเพิ่มมากขึ้นในการแกระบบสมการเชิงเสนขนาดใหญ  คือ ระเบียบวิธีแบบทําซ้ํา 
(Iterative Method) ซ่ึงประกอบดวยหลายวิธีดวยกันคือ ระเบียบวิธีคอนจูเกตเกรเดียนทและ 
ระเบียบวิธีเอลิเมนตตอเอลิเมนต ซ่ึงระเบียบวิธีดังกลาวสามารถใหผลลัพธที่มีความถูกตองแมนยํา 
อีกทั้งยังใชเวลาในการคํานวณและหนวยความจําไมมากนัก จึงเหมาะแกการนํามาใชแกระบบ     
สมการเชิงเสนขนาดใหญ 

ในการวิเคราะหปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตในครั้งนี้ จําเปนตองแกระบบ  
สมการเชิงเสนขนาดใหญ ดังนั้นจึงไดนําเอาระเบียบวิธีเอลิเมนตตอเอลิเมนต EBE [25] ซ่ึงเปน
ระเบียบวิธีแยกคิดมาใชแกระบบสมการดังกลาว โดยในบทนี้จะกลาวถึงหลักการของระเบียบวิธี   
เอลิเมนตตอเอลิเมนต โดยจะอธิบายเพื่อใหเกิดความเขาใจอยางเปนขั้นตอนดังนี้ 

ระบบสมการเชิงเสนที่จะทําการแกนั้นอยูในรูป 

αβαβ = FUA     (4.1) 

 
โดยที่  เปนเวคเตอรที่ไมทราบคา  เปนเวคเตอรที่ทราบคา และ  เปนเมตริกซสมมาตร βU αF αβA
 
 จากนั้นแยกเมตริกซสมมาตรออกเปนสองสวนคือ เมตริกซที่มีแนวเสนทแยงมุมอยางเดียว 

 บวกกับเมตริกซที่ใหเสนทแยงมุมเปนศูนย  ดังนี้ αβD αβN
 
 αβαβαβ += NDA     (4.2) 
 
แทนสมการ (4.2) ลงในสมการ (4.1) จะได 
 
 ( ) αβαβαβ =+ FUND     (4.3) 
 
 



   
 

57

สมการ (4.3) สามารถจัดพจน ( )rUβ  ใหอยูในรูปของการทําซ้ําที่ (r+1) และ (r) ไดดังนี ้
 
 ( ) ( ) ( )rr1r UNFUD βαβα

+
βαβ −≅     (4.4) 

 
จากนั้นทําการลบสมการ (4.4) ดวยพจน ( )rUD βαβ  ทั้งซายและขวาของสมการ แลวทําการจัดรูป
ใหมจะได 
 
 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )rrr1r UDNFUUD βαβαβαβ

+
βαβ +−=−     (4.5) 

 
หรือ ( ) ( ) ( ) ( )( )rr1r1r FFDUU ββ

−
αβα

+
α −−=     (4.6) 

 
โดยพจน ( )rFα  มีรายละเอียดดังนี ้
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )U
E

1e

e
N

e
N

rrr FUAUDNF
=

αβαββαβαβα ∆==+=     (4.7) 

 
เมื่อ ( ) ( ) ( )e

M
e

NM
e

N UAF =  
 

โดยที่คา ( ) ( )U
E

1e

e
N

e
NF

=
α∆  คือการประกอบเอลิเมนตยอย ๆ เปนเอลิเมนตรวม 

 
จากนั้นทําการจัดรูปใหมโดยใชการแยกคิดดวยวิธีเอลิเมนตตอเอลิเมนต โดยที่เมตริกซในสมการ 
(4.6) สามารถเขียนใหอยูในรูปของเวกเตอรได 
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    (4.8) 

 
ในกรณีที่จะทําใหการลู เขาและความถูกตองของผลลัพธเพิ่มขึ้นจําเปนตองใช Relaxation 

Process ซ่ึงอยูในรูป 
 
 ( ) ( ) ( )r1r U1UU ξ−+ξ= +        (4.9) 
 
ซ่ึงคา  หรือคาที่เหมาะสมในการคํานวณจะมีคาเทากับ 10 <ξ< 8.0=ξ  [25] ซ่ึงกระบวนการ  
ดังกลาวไดใชระเบียบวิธีการทําซ้ําแบบยาโคบี (Jacobi Iteration) หรือเรียกอีกอยางวา EBE 
Jacobi Method  
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 เพื่อเปนการเพิ่มประสิทธิภาพของการแกระบบสมการใหมีความถูกตองของผลลัพธมาก
ขึ้น สามารถนําวิธี Conjugate Gradient Method [13, 25] มาประยุกตเขากับวิธีเอลิเมนตตอ      
เอลิเมนตได ซ่ึงขั้นตอนการคํานวณมีดังนี ้
 
ขั้นตอนที่  1  สมมติคาเริ่มตน ( )rUα  
 
ขั้นตอนที่  2  คํานวณคา   จาก ( )rEα

 
  ( )

ααβαβαα −=−= FFUAFE rr   (4.10) 
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ขั้นตอนที่  3  สมมติคา 
 
  ( ) ( )rr EP αα =   (4.11) 
 
ขั้นตอนที่  4  คํานวณหาคา  ( )rEα
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เมื่อ  ( ) ( ) ( )r

M
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ขั้นตอนที่  5  คํานวณหาคา    ( )ra
 

  ( )
( ) ( )

( ) ( )rr

rr
r

PE

PEa
ββ

αα=   (4.13) 

 
ขั้นตอนที่  6  คํานวณหาคา    ( )1rU +

α

 
  ( ) ( ) ( ) ( )rrr1r PaUU αα

+
α +=   (4.14) 
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ขั้นตอนที่  7  คํานวณหาคา    ( )1rE +
α

 
  ( ) ( ) ( ) ( )rrr1r EaEE αα

+
α +=   (4.15) 

 
ขั้นตอนที่  8  คํานวณหาคา    ( )1rb +

 

  ( )
( ) ( )

( ) ( )rr

1r1r
r

EE
EE

b
ββ

+
α

+
α=   (4.16) 

 
ขั้นตอนที่  9  คํานวณหาคา    ( )1rP +

α

 
  ( ) ( ) ( ) ( )rr1r1r PbEP α

+
α

+
α +=   (4.17) 

 
ขั้นตอนที่ 10 ยอนกลับไปคํานวณขั้นตอนที่ 4 จนคาลูเขาสูคําตอบ 
 
 ในบทตอไปจะแสดงถึงวิธีการใชโปรแกรม SUPG และทําการเปรียบเทียบผลการแก    
สมการเชิงเสนระหวางวิธีเอลิเมนตตอเอลิเมนตกับระเบียบวิธีการทําซ้ําแบบเกาส-ไซเดล (Gauss - 
Seidel)  
 
 
 
 
 
 
 
 



บทที่  5 
 

ไฟไนตเอลิเมนตโปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับปญหาคอนจูเกต 
 
 

ในบทนี้จะไดนําเอาสมการไฟไนตเอลิเมนตและไฟไนตเอลิเมนตเมตริกซที่ไดประดิษฐขึ้น
ในบทที่ 3 รวมทั้งระเบียบวิธีเอลิเมนตตอเอลิเมนตที่ไดอธิบายในบทที่ 4 มาทําการประดิษฐ
โปรแกรมคอมพิวเตอรที่สอดคลองกันดวยภาษาฟอรแทรน (FORTRAN) เพื่อใชในการวิเคราะห
การไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวที่สภาวะอยูตัว โดยการแกปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต 
โดยโปรแกรมคอมพิวเตอรดังกลาวสามารถทํางานบนเครื่องคอมพิวเตอรสวนบุคคลได และ
สามารถทําความเขาใจไดโดยงาย โปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นนี้มีช่ือวา SUPG ซ่ึงมีรายละเอียดดังตอ
ไปนี ้
 

5.1 ลักษณะของโปรแกรม SUPG 

โปรแกรมคอมพิวเตอร SUPG ประกอบไปดวยโปรแกรมหลัก (Main Program) และ    
7 โปรแกรมยอย (Subroutine) โดยมีขั้นตอนการทํางานของโปรแกรมดังนี้ 

5.1.1 เร่ิมตนการทํางานโดยการอานแฟมขอมูลนําเขาของปญหาการไหล (Input File) 
เชน จํานวนจุดตอและจํานวนเอลิเมนตของปญหาทั้งหมด, จํานวนรอบในการ
คํานวณ, คาคุณสมบัติตาง ๆ ของของแข็งและของไหล ไดแก คาความหนาแนน 
คาความหนืด สัมประสิทธิ์การขยายตัว สัมประสิทธิ์การนําความรอนในของแข็ง 
สัมประสิทธิ์การนําความรอนในของไหล คาปริมาณความรอนที่ผลิตไดเอง จาก
นั้นจะอานคา พิกัดของจุดตอ เงื่อนไขเริ่มตนในแตละจุดตอซ่ึงไดแก คาความเร็ว 
u ในแนวแกน x คาความเร็ว v ในแนวแกน y คาความดัน p และคาอุณหภูมิ T
และหมายเลขจุดตอที่ประกอบกันขึ้นเปนเอลิเมนต และชนิดของเอลิเมนตวาเปน
ของแข็งหรือของไหล โดยเรียกโปรแกรมยอย [SUBROUTINE INPUT] 

5.1.2 เรียกโปรแกรมยอย [SUBROUTINE SOLVET] เพื่อทําการสรางเอลิเมนต
เมตริกซตาง ๆ โดยจะทําการตรวจสอบเอลิเมนตวาเอลิเมนตใดเปนของแข็งและ    
เอลิเมนตใดเปนของไหลแลวทําการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตในแตละเอลิเมนต 
จากนั้นทําการรวมเอลิเมนตใหอยูในรูปเวกเตอร แลวทําการแกระบบสมการดวย
วิธีเอลิเมนตตอเอลิเมนตเพื่อคํานวณหาคาอุณหภูมิใหมที่จุดตอตาง ๆ  
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5.1.3 เรียกโปรแกรมยอย [SUBROUTINE SOLVEUV] เพื่อทําการสรางเอลิเมนต
เมตริกซตาง ๆ สําหรับพจนการพาและการนําความรอนในสมการโมเมนตัมทั้ง 2 
สมการ จากนั้นจะทําการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตในแตละเอลิเมนต จากนั้นทําการ
รวมเอลิเมนตใหอยูในรูปเวกเตอรทั้งคาความเร็ว u และ v แลวทําการแกสมการหา
คาความเร็ว u และ v ใหมที่จุดตอตาง ๆ ดวยวิธีเอลิเมนตตอเอลิเมนต จากนั้น
คํานวณหาคาที่ตองใชในเมตริกซสัมประสิทธิ์ตาง ๆของสมการความดัน 

5.1.4 จากนั้นเรียกโปรแกรมยอย [SUBROUTINE SOLVEP] เพื่อทําการคํานวณตาม
ขั้นตอนตาง ๆ ในบทที่ 4 ดวยวิธีเอลิเมนตตอเอลิเมนต โดยในขั้นตอนจะทําการ
เรียกโปรแกรมยอย [SUBROUTINE PELE] เพื่อทําการสรางเอลิเมนตตาง ๆ 
ของความดันแลวกําหนดเงื่อนไขขอบเขตในแตละเอลิเมนต จากนั้นทําการรวม   
เอลิเมนตใหอยูในรูปเวกเตอรของคาความดัน แลวทําการแกหาคาความดันใหม 
แลวทําตามขั้นตอนตาง ๆ ทั้งหมด 10 ขั้นตอน 

5.1.5 นําคาความดันคาใหมที่คํานวณไดจากขอ 5.1.4 มาทําการปรับปรุงคาความเร็ว 
โดยเรียกโปรแกรมยอย [SUBROUTINE UPDATE]  

5.1.6 ทําการตรวจสอบการลู เข าของผลลัพธ  โดยจะทําการเรียกโปรแกรมยอย 
[SUBROUTINE ERROR]  โดยที่ ถ าค าความคลาดเคลื่ อนมีค าต่ํ ากว าค า
ความคลาดเคลื่อนที่กําหนดใหดําเนินการตอในขอ 5.1.7 แตถาไมก็ตองกลับไปทํา
การคํานวณตั้งแตหัวขอ 5.1.2 ใหม จนกระทั่งไดคาคลาดเคล่ือนต่ํากวาที่กําหนด
ไว หรือจนกวาคาความคลาดเคลื่อนที่คํานวณไดไมมีการเปลี่ยนแปลง 

5.1.7 พิมพคาผลลัพธที่คํานวณได ซ่ึงไดแกคาความเร็วในแนวแกนทั้งสอง ความดันและ
อุณหภูมิ ลงในไฟลที่ตองการเพื่อนําไปใชแสดงผลตอไป 

ลําดับขั้นตอนตาง ๆ นี้สามารถสรุปดังแสดงในรูปที่ 5.1 
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สรางเอลิเมนตเมตริกซสําหรับสมการอนุรักษพลังงานและคํานวณหาคาอุณหภูมิใหม 
[SOLVET] โดยทํางานตามขั้นตอนตอไปนี้ 

- สรางเอลิเมนตเมตริกซตาง ๆ ที่ใชในการคํานวณ 

- ประยุกตเงื่อนไขขอบเขตในแตละเอลิเมนต 
- รวมเอลิเมนตใหอยูในรูปเวกเตอร 
- แกระบบสมการดวยวิธีเอลิเมนตตอเอลิเมนตเพื่อคํานวณหาคาอุณหภูมิใหม 

สรางเอลิ เมนต เมตริกซสําหรับสมการโมเมนตัม  และคํานวณหาคาความเร็วใหม
[SOLVEUV] โดยข้ันตอนการทํางานเหมือนกับการหาคาอุณหภูมิ  

- คํานวณคาที่ใชในเมตริกซสัมประสิทธิ์ของความดัน [COEFF] 

สรางเอลิเมนตเมตริกซสําหรับสมการความดัน และคํานวณหาคาความดันคาใหม 
[SOLVEP] โดยทํางานตามขั้นตอนในบทที่ 4 ทั้งหมด 10 ขั้นตอน  

- เรียกโปรแกรมยอย [SUBROUTINE PELE] เพื่อทําการสรางเอลิเมนต
เมตริกซตาง ๆ 

- ประยุกตเงื่อนไขขอบเขตในแตละเอลิเมนต 
- รวมเอลิเมนตใหอยูในรูปเวกเตอร 
- แกระบบสมการดวยวิธีเอลิเมนตตอเอลิเมนตเพื่อคํานวณหาคาความดันใหม 

ปรับปรุงคาความเร็ว 

 ไมใช

อานขอมูลของปญหา [INPUT]

เร่ิมการทํางาน [MAIN]

ตรวจสอบการลูเขา ?

พิมพผลลัพธที่จุดทุก ๆ จุดตอ [OUTPUT]

ใช

 รูปที่ 5.1  ลักษณะขั้นตอนการทํางานของโปรแกรม SUPG 
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5.2 รายละเอียดของโปรแกรม SUPG 

 รายละเอียดของโปรแกรม SUPG ไดแสดงไวในภาคผนวก ก. 
 

5.3 ลักษณะของไฟลขอมูลท่ีโปรแกรม SUPG ตองการ 

ลักษณะของขอมูลที่โปรแกรมวิเคราะหการไหลแบบหนืดนี้ตองการ สามารถจําแนกออก
เปน 6 สวนยอยไดดังตอไปนี้ 

 
สวนที่ 1  ประโยคอธิบายกํากับลักษณะของไฟล 
 

บรรทัดแรก  ตัวเลขระบุจํานวนบรรทัดที่เปนตัวอักษร 

บรรทัดตอไป ประโยคตาง ๆท่ีมีจํานวนบรรทัดเทาที่ระบุไว 
ตัวอยางเชน:     
 

2 
FINITE ELEMENT DATA FOR CONJUGATE NATURAL CONVECTION  IN A 
CAVITY:   Gr = 1000, Pr = 0.71, K = 1 

 
สวนที่ 2  ขนาดของปญหา พรอมคาที่จะใชในการคํานวณ 
 

บรรทัดแรก  คําระบุจํานวนจุดตอ, เอลิเมนต, เอลิเมนตที่ขอบ, รอบการคํานวณ  
และคาความผิดพลาดที่ยอมใหได 

บรรทัดตอไป ตัวเลขจํานวนจุดตอ, เอลิเมนต, เอลิเมนตที่ขอบ, รอบการคํานวณ  
และคาความผิดพลาดที่ยอมใหได 

ตัวอยางเชน: 
 

NPOIN    NELEM   NBOU   NITER     TOL 
       750     1392     0     2000     5.e-8 
 
หมายเหตุ: จํานวนเอลิเมนตที่ขอบ (NBOU) หมายถึง จํานวนเอลิเมนตที่อยูบนขอบเขตของ
ปญหาซึ่งมีของไหลไหลผาน เชนเอลิเมนตที่ขอบทางเขาของการไหลของของไหลในปญหาที่จะ
พิจารณา เปนตน 
 
สวนที่ 3  คุณสมบัติตาง ๆ ของของไหล 
 

บรรทัดแรก  คําระบุคุณสมบัติตาง ๆ 

บรรทัดตอไป ตัวเลขแสดงคาความหนาแนน และคาความหนืดของปญหา 
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ตัวอยางเชน: 
 
DENSITY  VISCOSITY  THERM_EXP  SPEC_CV  Ksolid  Kfluid REF_TEMP  Qgen 
  1.0      0.1          1       7.1       5.0     1.0    1.0      0.0 
 
สวนท่ี 4   ลักษณะของจุดตอ 
 

บรรทัดแรก  คําระบุลักษณะของจุดตอ 

บรรทัดตอ ๆ ไป ตัวเลขแสดงหมายเลขจุดตอ เงื่อนไขขอบเขตของความเร็วในทิศทาง x  

และ y พรอมกับเงื่อนไขขอบเขตของความดัน ตําแหนงจุดตอในแกน x  

และ y และคาความเร็วในแกน x, y และคาความดัน 
 
ตัวอยางเชน: 
  

NODE IBCU IBCV IBCP IBCT X Y U V P T 
 1 1 1 0 0 -0.2 0.0 0. 0. 0. 0. 
 2 1 1 0 0 -0.16 0.0 0. 0. 0. 0. 
 3 1 1 0 0 -0.12 0.0 0. 0. 0. 0. 
 4 1 1 0 0 -0.08 0.0 0. 0. 0. 0. 
 5 1 1 0 0 -0.04 0.0 0. 0. 0. 0. 
 

 
 
 
 745 0 0 0 0 0.79166 1.0 0. 0. 0. 0. 
 746 0 0 0 0 0.83333 1.0 0. 0. 0. 0. 
 747 0 0 0 0 0.875 1.0 0. 0. 0. 0. 
 748 0 0 0 0 0.91666 1.0 0. 0. 0. 0. 
 749 0 0 0 0 0.95833 1.0 0. 0. 0. 0. 
 750 0 0 0 0 1.0 1.0 0. 0. 0. 0. 
 
หมายเหตุ: เงื่อนไขขอบเขต IBC ของความเร็ว u ในทิศทาง x, ความเร็ว v ในทิศทาง y, 

เงื่อนไขขอบเขตของความดันและเงื่อนไขขอบเขตของอุณหภูมิหมายถึง 
 IBC   =   1 จุดตอนั้นถูกกําหนดใหมีคาตามที่ใหไว และไมตองทํา 

การคํานวณหาคาที่จุดตอดังกลาว 

IBC   =   0 ใหทําการคํานวณหาคาที่จุดตอดังกลาว 

(ถาจุดตอใดเปนของแข็ง ใหแทนคาความเร็ว u และ v เปนศูนย) 
 
สวนท่ี 5  ลักษณะของเอลิเมนต 
 

บรรทัดแรก คําระบุลักษณะของเอลิเมนตและชนิดของเอลิเมนต 
บรรทัดตอ ๆ ไป หมายเลขของจุดตอทั้งสามในทิศทวนเข็มนาฬิกาที่ประกอบขึ้นเปน 

 เอลิเมนตนั้น ๆ  
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ตัวอยางเชน: 
 
 ELEMENT NO. I J K LTYPE1 LTYP2 
 1 1 8 7 1 0 
 2 1 2 8 1 0 
 3 2 9 8 1 0 
 4 2 3 9 1 0 
 5 3 10 9 1 0 
 
 
 
 
 1388 723 724 748 0 0 
 1389 724 749 748 0 0 
 1390 724 725 749 0 0 
 1391 725 750 749 0 0 
 1392 725 726 750 0 0 
 
หมายเหตุ: LTYPE1 คือเอลิเมนตที่เปนของแข็ง 

หมายถึง  LTYPE1  =  1 คือเอลิเมนตที่เปนของแข็งจะใชคาสัมประสิทธิ์ 
การนําความรอนในของแข็ง Ksolid  

 LTYPE1  =  0 คือเอลิเมนตที่เปนของไหลจะใชคาสัมประสิทธิ์ 
การนําความรอนในของไหล Kfluid 

 LTYPE2 คือเอลิเมนตผลิตความรอนไดเอง 
หมายถึง LTYPE2  =  1 คือเอลิเมนตผลิตความรอนไดเองใชคา Qgen 

 LTYPE2  =  0 คือเอลิเมนตไมสามารถผลิตความรอนได 
(ซ่ึงคาตาง ๆ Ksolid, Kfluid, Qgen อยูในสวนที่ 3) 

 
สวนท่ี 6  เอลิเมนตที่อยูที่ขอบเขตของปญหาที่มีการไหลไหลผานขอบดานนั้น 
 

บรรทัดแรก คําระบุเอลิเมนตขอบเขต  

บรรทัดตอ ๆ ไป หมายเลขเอลิเมนตที่อยูที่ขอบดังกลาว และหมายเลขจุดตอที่อยูบน 

   ขอบของเอลิเมนตนั้น ๆ (โดยมีจํานวนบรรทัดตองเทากับคา NBOU 

   ที่ใหไวในสวนที่ 2) 
 
ตัวอยางเชน:        
 

 ELEMENT NO.  II JJ 
 32 2 1 
 33 3 2 

 34 4 3 
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INFLOW  
 
 
 
 
 
 
 
 
หมายเหตุ: ถาในปญหาไมมีเอลิเมนตที่มีคุณสมบัติดังในสวนที่ 6 ใหใสคา NBOU ในสวนที่ 
  2 เทากับหนึ่ง และใสหมายเลขของเอลิเมนตในสวนที่ 6 เทากับศูนยดังนี ้
 

ELEMENT NO. II JJ 
    0          0      0 

ลักษณะของขอมูลที่โปรแกรม SUPG ตองการสามารถทําความเขาใจไดดียิ่งขึ้นโดยจะทํา
การพิจารณาตัวอยางการใชโปรแกรมในหัวขอตอไป 
 
 

5.4 ตัวอยางผลการใชโปรแกรม SUPG ในการแกปญหา 

ในหัวขอนี้จะไดแสดงตัวอยางการใชโปรแกรม SUPG ที่ประดิษฐขึ้นในการวิเคราะห
ปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตในชองปดรูปสี่เหล่ียมโดยที่มีผนังนําความรอน แสดงใน
รูปที่ 5.2  

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

0

1 

Solid

 y 

d

g

x 

1.0

0 2

0 

รูปที่ 5.2  ลักษณะของปญหาการถายเทค
โดยที่มีผนังนําความรอน 
1.
วามรอนแบบคอนจูเก
T = 
T = 
Flui
.

ตในชองปดรูปสี่เหล่ียม 
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ปญหาดังกลาวถูกนําไปวิเคราะหโดยใชโปรแกรมคอมพิวเตอร SUPG โดยเริ่มจากการ
สรางรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตประกอบไปดวย 750 จุดตอและ 1392 เอลิเมนต โดยที่ผนังดานบน
และผนังดานลางเปนฉนวน สวนผนังดานซายมีอุณหภูมิ 1 ในขณะที่ผนังดานขวามีอุณหภูมิต่ําที่ 0 

และคิดแรงเนื่องจากแรงโนมถวงดวย สวนลักษณะไฟลขอมูลที่โปรแกรมตองการนี้สมมติวาชื่อ 
‘NATURAL_CONV.DAT’ โดยมีรายละเอียดดังแสดงในหัวขอขางบน 

เมื่อผูใชทําการคํานวณโดยใชโปรแกรม SUPG โปรแกรมจะถามชื่อไฟลขอมูลซ่ึงผูใชจะ
พิมพตอบกลับไป และจากนั้นโปรแกรมจะทําการคํานวณเปนขั้นตอนดังอธิบายในหัวขอยอย 5.1 
เมื่อการคํานวณสิ้นสุดลง โปรแกรมจะใหผูใชใสช่ือไฟลที่จะบรรจุผลลัพธของความเร็ว, ความดัน 
และอุณหภูมิซ่ึงขั้นตอนทั้งหมดดังกลาวจะปรากฏบนจอคอมพิวเตอรดังแสดงในรูปที่ 5.3  
 
>SUPG      <Enter> 
 
PLEASE ENTER INPUT FILE NAME: 
NATURAL_CONV.DAT 
 
  THE FINITE ELEMENT MODEL CONSISTS OF : 
     NUMBER OF NODES              =    750 
     NUMBER OF ELEMENTS           =   1392 
     NUMBER OF MAX. ITERATION     =   2000 
     SPECIFIED STOPPING TOLERANCE =0.50000E-07 
 
iter =   1  0.100000000E+01  0.100000000E+01  0.251078280E-06  0.563979978E+00 
iter =   2  0.144742927E+00  0.453231945E+00  0.192394865E-06  0.232848975E+00 
iter =   3  0.917488983E+00  0.131809102E+01  0.167424833E-06  0.153034729E+00 
iter =   4  0.156143279E+01  0.151913897E+01  0.148245678E-06  0.114674280E+00 
iter =   5  0.510015933E+00  0.576724704E+00  0.176844069E-06  0.918942178E-01 
iter =   6  0.534134809E+00  0.346500752E+00  0.188221063E-06  0.767490182E-01 
iter =   7  0.449653171E+00  0.263816147E+00  0.174856127E-06  0.659323709E-01 
iter =   8  0.312203836E+00  0.220340547E+00  0.169268369E-06  0.578123107E-01 
iter =   9  0.224862631E+00  0.193835255E+00  0.169164185E-06  0.514876337E-01 
iter =  10  0.180111201E+00  0.174211954E+00  0.162927272E-06  0.464186876E-01 
iter =  11  0.158727581E+00  0.156425511E+00  0.149343883E-06  0.422618004E-01 
iter =  12  0.145556030E+00  0.140367121E+00  0.148842551E-06  0.387873204E-01 
iter =  13  0.134368024E+00  0.126497779E+00  0.148403696E-06  0.358358531E-01 
iter =  14  0.123793688E+00  0.114819061E+00  0.197748990E-06  0.332933812E-01 
iter =  15  0.113770580E+00  0.104872686E+00  0.184527480E-06  0.310763413E-01 
iter =  16  0.104657804E+00  0.966052495E-01  0.169411511E-06  0.291222533E-01 
iter =  17  0.966115948E-01  0.895576448E-01  0.206126430E-06  0.273836015E-01 
iter =  18  0.895689308E-01  0.831902994E-01  0.190826627E-06  0.258237141E-01 
iter =  19  0.833726941E-01  0.773998654E-01  0.203227770E-06  0.244139131E-01 
iter =  20  0.778643604E-01  0.721569500E-01  0.191951793E-06  0.231314988E-01 
iter =  21  0.729205500E-01  0.675531383E-01  0.176658833E-06  0.219583018E-01 
iter =  22  0.684541002E-01  0.635445286E-01  0.162396486E-06  0.208796232E-01 
iter =  23  0.644015866E-01  0.598967922E-01  0.150457450E-06  0.198834517E-01 
iter =  24  0.607130136E-01  0.565544802E-01  0.139668040E-06  0.189598759E-01 
iter =  25  0.573458451E-01  0.534867738E-01  0.213621610E-06  0.181006414E-01 
iter =  26  0.542629396E-01  0.506323173E-01  0.203619098E-06  0.172988111E-01 
iter =  27  0.514319086E-01  0.479934369E-01  0.199894016E-06  0.165485059E-01 
iter =  28  0.488248028E-01  0.456628867E-01  0.191256023E-06  0.158447016E-01 
iter =  29  0.464174677E-01  0.435073619E-01  0.190815432E-06  0.151830721E-01 
iter =  30  0.441891084E-01  0.414941604E-01  0.184496115E-06  0.145598648E-01 
 
 
 
 
 
iter =  200  0.611076159E-03  0.622598028E-03  0.215205139E-06  0.791722748E-04 
iter =  201  0.598119602E-03  0.609183635E-03  0.244152287E-06  0.768029809E-04 
iter =  202  0.585425012E-03  0.596068967E-03  0.205134262E-06  0.745025301E-04 
iter =  203  0.573024482E-03  0.583209598E-03  0.231536881E-06  0.722682610E-04 
iter =  204  0.560857680E-03  0.570646565E-03  0.201714110E-06  0.700992039E-04 
iter =  205  0.548969751E-03  0.558333042E-03  0.223176138E-06  0.679926453E-04 
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iter =  206  0.537303163E-03  0.546303472E-03  0.236392349E-06  0.659476933E-04 
iter =  207  0.525897587E-03  0.534519473E-03  0.214269337E-06  0.639619637E-04 
iter =  208  0.514734526E-03  0.522986579E-03  0.220691598E-06  0.620339382E-04 
iter =  209  0.503805392E-03  0.511699374E-03  0.195136821E-06  0.601620103E-04 
iter =  210  0.493102172E-03  0.500656898E-03  0.212557409E-06  0.583447416E-04 
iter =  211  0.482623706E-03  0.489845165E-03  0.243997395E-06  0.565977230E-04 
iter =  212  0.472352005E-03  0.479283712E-03  0.203563200E-06  0.549215483E-04 
iter =  213  0.462331525E-03  0.468917648E-03  0.230032943E-06  0.533049986E-04 
iter =  214  0.452488127E-03  0.458793885E-03  0.241811324E-06  0.517492761E-04 
iter =  215  0.442836238E-03  0.448904604E-03  0.227172243E-06  0.502489279E-04 
iter =  216  0.433460639E-03  0.439175435E-03  0.236378544E-06  0.488010701E-04 
iter =  217  0.424208089E-03  0.429706680E-03  0.222214029E-06  0.474014296E-04 
iter =  218  0.415210980E-03  0.420399799E-03  0.226592263E-06  0.460501596E-04 
iter =  219  0.406339779E-03  0.411338877E-03  0.240048739E-06  0.447449910E-04 
iter =  220  0.397689508E-03  0.402452329E-03  0.210358921E-06  0.434875413E-04 
iter =  221  0.389234331E-03  0.393747747E-03  0.244190329E-06  0.422693018E-04 
iter =  222  0.380899892E-03  0.385269519E-03  0.208936268E-06  0.410916730E-04 
iter =  223  0.372835806E-03  0.376912373E-03  0.232037282E-06  0.399530129E-04 
iter =  224  0.364841433E-03  0.368795573E-03  0.205736768E-06  0.388478279E-04 
iter =  225  0.357106651E-03  0.360797495E-03  0.222633364E-06  0.377833504E-04 
iter =  226  0.349453654E-03  0.353020732E-03  0.236695699E-06  0.367543594E-04 
iter =  227  0.341999493E-03  0.345389512E-03  0.207083277E-06  0.357575697E-04 
iter =  228  0.334707411E-03  0.337920075E-03  0.213456517E-06  0.347936625E-04 
iter =  229  0.327561201E-03  0.330614200E-03  0.196956155E-06  0.338592826E-04 
iter =  230  0.320584681E-03  0.323460143E-03  0.236800480E-06  0.329548935E-04 
 
 
 
 
 
iter = 470  0.160433711E-05  0.150990618E-05  0.112381582E-06  0.134230596E-06 
iter = 471  0.155783952E-05  0.148064022E-05  0.102807199E-06  0.131057776E-06 
iter = 472  0.150767188E-05  0.145379990E-05  0.117217969E-06  0.127927192E-06 
iter = 473  0.146469434E-05  0.142445961E-05  0.106399407E-06  0.124821672E-06 
iter = 474  0.141761955E-05  0.139824667E-05  0.120254674E-06  0.121762676E-06 
iter = 475  0.137721946E-05  0.137039440E-05  0.107988299E-06  0.118734231E-06 
iter = 476  0.133444826E-05  0.134494106E-05  0.121071096E-06  0.115759823E-06 
iter = 477  0.129691550E-05  0.131884451E-05  0.107612519E-06  0.112823573E-06 
iter = 478  0.125732812E-05  0.129607176E-05  0.119728787E-06  0.109949240E-06 
iter = 479  0.122271331E-05  0.127243586E-05  0.105354567E-06  0.107120508E-06 
iter = 480  0.118544413E-05  0.125168939E-05  0.116270348E-06  0.104358138E-06 
iter = 481  0.115323466E-05  0.122834604E-05  0.101634304E-06  0.101647567E-06 
iter = 482  0.111814942E-05  0.120939685E-05  0.111123352E-06  0.990084595E-07 
iter = 483  0.108750110E-05  0.118802816E-05  0.966474538E-07  0.964263432E-07 
iter = 484  0.105463698E-05  0.117010529E-05  0.104683148E-06  0.939151572E-07 
iter = 485  0.102523526E-05  0.114970044E-05  0.907077235E-07  0.914624039E-07 
iter = 486  0.994947085E-06  0.113341673E-05  0.973978405E-07  0.890805011E-07 
iter = 487  0.967064999E-06  0.111310131E-05  0.843176024E-07  0.867608761E-07 
iter = 488  0.939569722E-06  0.109769392E-05  0.897265294E-07  0.845105542E-07 
iter = 489  0.913223289E-06  0.107703013E-05  0.776488398E-07  0.823201887E-07 
iter = 490  0.888577917E-06  0.106050897E-05  0.820603154E-07  0.801987996E-07 
iter = 491  0.864382507E-06  0.103991836E-05  0.709568368E-07  0.781365041E-07 
iter = 492  0.841841333E-06  0.102196830E-05  0.744387074E-07  0.761440665E-07 
iter = 493  0.820712938E-06  0.100099533E-05  0.643451930E-07  0.742082681E-07 
iter = 494  0.800633968E-06  0.982004986E-06  0.671169574E-07  0.723347636E-07 
iter = 495  0.781981305E-06  0.960851635E-06  0.580395668E-07  0.705166483E-07 
iter = 496  0.764272434E-06  0.941179563E-06  0.602222111E-07  0.687569212E-07 
iter = 497  0.747497943E-06  0.920519935E-06  0.523261767E-07  0.670512071E-07 
iter = 498  0.732021441E-06  0.900878193E-06  0.540211243E-07  0.654054204E-07 
iter = 499  0.716757091E-06  0.880647531E-06  0.475559332E-07  0.638101105E-07 
 
  Start time :  21:29:36:48    
    End time :  21:30:29:37    
                               
 ENTER THE OUTPUT FILE NAME 
 NATURAL_CONV_EBE.OUT   
                               
Stop – Program terminated. 

 
รูปที่ 5.3  ลําดับขั้นตอนที่ปรากฏบนจอคอมพิวเตอรในขณะใชโปรแกรม SUPG  

      โดยใชวิธีเอลิเมนตตอเอลิเมนต  
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 โดยที่ผลลัพธของคาความเร็วในแนวแกนทั้งสอง, ความดันและอุณหภูมิ ซ่ึงบรรจุอยูใน
ไฟล “NATURAL_CONV_EBE.OUT” ไดแสดงในรูปที่ 5.4 
 
    NODE      U             V            P       T      
     1     0.00000E+00   0.00000E+00   0.73145E+01   0.10000E+01 
     2     0.00000E+00   0.00000E+00   0.72833E+01   0.96085E+00 
     3     0.00000E+00   0.00000E+00   0.72425E+01   0.92164E+00 
     4     0.00000E+00   0.00000E+00   0.71909E+01   0.88233E+00 
     5     0.00000E+00   0.00000E+00   0.71299E+01   0.84287E+00 
     6     0.00000E+00   0.00000E+00   0.70668E+01   0.80322E+00 
     7     0.00000E+00   0.00000E+00   0.67715E+01   0.10000E+01 
     8     0.00000E+00   0.00000E+00   0.67455E+01   0.96087E+00 
     9     0.00000E+00   0.00000E+00   0.67136E+01   0.92170E+00 
    10     0.00000E+00   0.00000E+00   0.66731E+01   0.88241E+00 
    11     0.00000E+00   0.00000E+00   0.66241E+01   0.84297E+00 
    12     0.00000E+00   0.00000E+00   0.65708E+01   0.80333E+00 
    13     0.00000E+00   0.00000E+00   0.62148E+01   0.10000E+01 
    14     0.00000E+00   0.00000E+00   0.61961E+01   0.96096E+00 
    15     0.00000E+00   0.00000E+00   0.61725E+01   0.92187E+00 
    16     0.00000E+00   0.00000E+00   0.61426E+01   0.88266E+00 
    17     0.00000E+00   0.00000E+00   0.61053E+01   0.84329E+00 
    18     0.00000E+00   0.00000E+00   0.60616E+01   0.80369E+00 
    19     0.00000E+00   0.00000E+00   0.56398E+01   0.10000E+01 
    20     0.00000E+00   0.00000E+00   0.56287E+01   0.96111E+00 
 
 
 
 
 
 
   350    -0.17535E+00   0.16922E+00   0.24508E+01   0.50322E+00 
   351    -0.19402E+00   0.12852E+00   0.24660E+01   0.46786E+00 
   352    -0.20796E+00   0.84971E-01   0.24861E+01   0.43357E+00 
   353    -0.21675E+00   0.39745E-01   0.25108E+01   0.40028E+00 
   354    -0.22016E+00  -0.61952E-02   0.25395E+01   0.36788E+00 
   355    -0.21810E+00  -0.51967E-01   0.25716E+01   0.33624E+00 
   356    -0.21063E+00  -0.96657E-01   0.26060E+01   0.30518E+00 
   357    -0.19796E+00  -0.13912E+00   0.26414E+01   0.27456E+00 
   358    -0.18044E+00  -0.17790E+00   0.26761E+01   0.24422E+00 
   359    -0.15859E+00  -0.21116E+00   0.27084E+01   0.21402E+00 
   360    -0.13318E+00  -0.23649E+00   0.27362E+01   0.18383E+00 
   361    -0.10527E+00  -0.25090E+00   0.27577E+01   0.15358E+00 
   362    -0.76321E-01  -0.25071E+00   0.27708E+01   0.12319E+00 
   363    -0.48270E-01  -0.23144E+00   0.27741E+01   0.92620E-01 
   364    -0.23565E-01  -0.18775E+00   0.27667E+01   0.61884E-01 
   365    -0.54909E-02  -0.11322E+00   0.27469E+01   0.30988E-01 
   366     0.00000E+00   0.00000E+00   0.27062E+01   0.00000E+00 
   367    -0.35901E-02   0.13571E+00   0.18434E+01   0.77712E+00 
   368    -0.14849E-01   0.22092E+00   0.18266E+01   0.73812E+00 
   369    -0.31685E-01   0.26730E+00   0.18148E+01   0.69916E+00 
   370    -0.51779E-01   0.28434E+00   0.18057E+01   0.66046E+00 
 
 
 
 
 
 
   730     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.68204E+01   0.73335E+00 
   731     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.68835E+01   0.70428E+00 
   732     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.69693E+01   0.67517E+00 
   733     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.70740E+01   0.64583E+00 
   734     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.71941E+01   0.61609E+00 
   735     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.73258E+01   0.58576E+00 
   736     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.74661E+01   0.55468E+00 
   737     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.76122E+01   0.52267E+00 
   738     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.77616E+01   0.48958E+00 
   739     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.79120E+01   0.45528E+00 
   740     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.80613E+01   0.41966E+00 
   741     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.82075E+01   0.38265E+00 
   742     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.83484E+01   0.34424E+00 
   743     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.84814E+01   0.30444E+00 
   744     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.86036E+01   0.26335E+00 
   745     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.87108E+01   0.22110E+00 
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   746     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.87982E+01   0.17789E+00 
   747     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.88598E+01   0.13394E+00 
   748     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.88898E+01   0.89511E-01 
   749     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.88859E+01   0.44805E-01 
   750     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.88540E+01   0.00000E+00 

 
รูปที่ 5.4  ลักษณะผลลัพธของปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต 

                                       ที่อยูในไฟลช่ือ “NATURAL_CONV_EBE.OUT” 
 
5.5 ผลการเปรียบเทียบวิธีแกสมการเชิงเสนดวยวิธีเอลิเมนตตอเอลิเมนตกับระเบียบวิธีการทำซ้ํา

แบบเกาส-ไซเดล 
 

ในหัวขอนี้จะทําการเปรียบเทียบระหวาง 2 วิธีโดยที่วิธีเอลิเมนตโดยเอิเมนต โดยทฤษฎีได
แสดงไวในบทที่ 4 และแสดงผลจากโปรแกรมคอมพิวเตอร ไวในหัวขอที่ 5.4 กับวิธีเกาส-ไซเดล 
โดยจะแสดงขั้นตอนของคา Error ไดแสดงในรูปที่ 5.5 

 
 

>SUPG      <Enter> 
 
PLEASE ENTER INPUT FILE NAME: 
NATURAL_CONV.DAT 
 
  THE FINITE ELEMENT MODEL CONSISTS OF : 
     NUMBER OF NODES              =    750 
     NUMBER OF ELEMENTS           =   1392 
     NUMBER OF MAX. ITERATION     =   2000 
     SPECIFIED STOPPING TOLERANCE =0.50000E-07 
 
iter =    1  0.100000000E+01  0.628365271E+01  0.100000000E+01  0.931060300E+00 
iter =    2  0.307630486E+00  0.482960066E+01  0.704852362E+00  0.746985369E+00 
iter =    3  0.309060201E+00  0.169801703E+01  0.290828071E+00  0.598756188E+00 
iter =    4  0.547511040E+00  0.159051308E+01  0.431749289E+00  0.478392557E+00 
iter =    5  0.295897484E+00  0.165019023E+01  0.106117290E+01  0.381205852E+00 
iter =    6  0.190482760E+00  0.692103554E+00  0.624361630E+00  0.304726247E+00 
iter =    7  0.328341427E+00  0.310207643E+00  0.246474330E+00  0.244371302E+00 
iter =    8  0.217316497E+00  0.429562123E+00  0.226490174E+00  0.195508047E+00 
iter =    9  0.612709529E-01  0.287422103E+00  0.156886727E+00  0.155580590E+00 
iter =   10  0.102046708E+00  0.123377021E+00  0.924936620E-01  0.122962522E+00 
iter =   11  0.108986476E+00  0.153468158E+00  0.124756888E+00  0.982351908E-01 
iter =   12  0.578156185E-01  0.100150530E+00  0.805714363E-01  0.786833128E-01 
iter =   13  0.374519669E-01  0.377813165E-01  0.231053533E-01  0.623504791E-01 
iter =   14  0.456389313E-01  0.560019284E-01  0.512761612E-01  0.486795759E-01 
iter =   15  0.363690080E-01  0.435271673E-01  0.437959966E-01  0.380648170E-01 
iter =   16  0.190473144E-01  0.162330115E-01  0.163477202E-01  0.313152521E-01 
iter =   17  0.166054686E-01  0.236329395E-01  0.193265465E-01  0.268522058E-01 
iter =   18  0.150713586E-01  0.213768036E-01  0.226613296E-01  0.233089523E-01 
iter =   19  0.112289707E-01  0.965349561E-02  0.134651425E-01  0.201308033E-01 
iter =   20  0.886845917E-02  0.107917094E-01  0.136420694E-01  0.173825059E-01 
 
 
 
 
 
 
iter = 1000  0.267314934E-05  0.187735481E-05  0.332630200E-05  0.139797251E-04 
iter = 1001  0.267421510E-05  0.165648122E-05  0.277634975E-05  0.139629930E-04 
iter = 1002  0.266366103E-05  0.171642680E-05  0.312318683E-05  0.139463462E-04 
iter = 1003  0.265306311E-05  0.161222986E-05  0.270830555E-05  0.139296662E-04 
iter = 1004  0.263041284E-05  0.173253957E-05  0.313214876E-05  0.139130924E-04 
iter = 1005  0.265548760E-05  0.180277771E-05  0.329096821E-05  0.138965032E-04 
iter = 1006  0.269014856E-05  0.188014488E-05  0.354845273E-05  0.138799538E-04 
iter = 1007  0.261473126E-05  0.164052299E-05  0.291965600E-05  0.138633917E-04 
iter = 1008  0.263171767E-05  0.165134553E-05  0.294909833E-05  0.138468713E-04 
iter = 1009  0.269642699E-05  0.185777838E-05  0.352203708E-05  0.138303304E-04 
iter = 1010  0.262247215E-05  0.162739851E-05  0.287155820E-05  0.138137883E-04 
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iter = 1011  0.262602019E-05  0.174707824E-05  0.319374453E-05  0.137973171E-04 
iter = 1012  0.268039348E-05  0.171072492E-05  0.261204244E-05  0.137808575E-04 
iter = 1013  0.262086427E-05  0.171441520E-05  0.306241280E-05  0.137644692E-04 
iter = 1014  0.263233887E-05  0.173465935E-05  0.311629525E-05  0.137480292E-04 
iter = 1015  0.261145235E-05  0.178738545E-05  0.318128227E-05  0.137316190E-04 
iter = 1016  0.260248472E-05  0.164546333E-05  0.287722751E-05  0.137152077E-04 
iter = 1017  0.262510480E-05  0.178167507E-05  0.310194711E-05  0.136989094E-04 
iter = 1018  0.262449307E-05  0.154121202E-05  0.266213755E-05  0.136826371E-04 
iter = 1019  0.263103169E-05  0.160136739E-05  0.273746416E-05  0.136663987E-04 
iter = 1020  0.262636735E-05  0.161965823E-05  0.273861216E-05  0.136500796E-04 
 
 
 
 
 
 
iter = 1980  0.266650182E-05  0.628119478E-06  0.946079443E-06  0.429440148E-05 
iter = 1981  0.269078528E-05  0.676710075E-06  0.125564242E-05  0.428920996E-05 
iter = 1982  0.266356436E-05  0.562133068E-06  0.829681250E-06  0.428398295E-05 
iter = 1983  0.267445454E-05  0.587901709E-06  0.110397278E-05  0.427882961E-05 
iter = 1984  0.265519200E-05  0.520247331E-06  0.803330254E-06  0.427361844E-05 
iter = 1985  0.268619724E-05  0.671981429E-06  0.131943486E-05  0.426844747E-05 
iter = 1986  0.265633137E-05  0.523687723E-06  0.796514160E-06  0.426323800E-05 
iter = 1987  0.265952730E-05  0.570285966E-06  0.794610661E-06  0.425809924E-05 
iter = 1988  0.272076923E-05  0.639477160E-06  0.117175923E-05  0.425294343E-05 
iter = 1989  0.264615740E-05  0.558536537E-06  0.983713699E-06  0.424774596E-05 
iter = 1990  0.265767729E-05  0.510336771E-06  0.707664207E-06  0.424262412E-05 
iter = 1991  0.264293810E-05  0.539045946E-06  0.857870416E-06  0.423750536E-05 
iter = 1992  0.264440059E-05  0.561604363E-06  0.995314362E-06  0.423236652E-05 
iter = 1993  0.264806320E-05  0.562109000E-06  0.103975843E-05  0.422722401E-05 
iter = 1994  0.267928653E-05  0.665497287E-06  0.112923029E-05  0.422208732E-05 
iter = 1995  0.264418785E-05  0.526675964E-06  0.927788499E-06  0.421698285E-05 
iter = 1996  0.263528018E-05  0.489916054E-06  0.856883988E-06  0.421188043E-05 
iter = 1997  0.262384230E-05  0.574177036E-06  0.913791738E-06  0.420675340E-05 
iter = 1998  0.262586008E-05  0.543763925E-06  0.947275658E-06  0.420162876E-05 
iter = 1999  0.264610807E-05  0.742618034E-06  0.120287347E-05  0.419652231E-05 
iter = 2000  0.266021426E-05  0.774911828E-06  0.130750105E-05  0.419140470E-05 
 
  Start time :  21:42:29:54                                                        
    End time :   4:49:10:00                                                        
                                                                                   
 ENTER THE OUTPUT FILE NAME 
 NATURAL_CONV_GAUSS.OUT  
 
Stop – Program terminated.                                                         
 

 
รูปที่ 5.5  ลําดับขั้นตอนที่ปรากฏบนจอคอมพิวเตอรในขณะใชโปรแกรม SUPG 

           โดยใชวิธีเกาส-ไซเดล 
 
 โดยที่ผลลัพธของคาความเร็วในแนวแกนทั้งสอง, ความดันและอุณหภูมิ ซ่ึงบรรจุอยูใน
ไฟล “NATURAL_CONV_GAUSS.OUT” ไดแสดงในรูปที่ 5.6 
 
    NODE          U             V            P         T      
     1     0.00000E+00   0.00000E+00   0.73244E+01   0.10000E+01 
     2     0.00000E+00   0.00000E+00   0.72931E+01   0.96082E+00 
     3     0.00000E+00   0.00000E+00   0.72523E+01   0.92156E+00 
     4     0.00000E+00   0.00000E+00   0.72006E+01   0.88219E+00 
     5     0.00000E+00   0.00000E+00   0.71396E+01   0.84268E+00 
     6     0.00000E+00   0.00000E+00   0.70764E+01   0.80299E+00 
     7     0.00000E+00   0.00000E+00   0.67811E+01   0.10000E+01 
     8     0.00000E+00   0.00000E+00   0.67552E+01   0.96085E+00 
     9     0.00000E+00   0.00000E+00   0.67232E+01   0.92161E+00 
    10     0.00000E+00   0.00000E+00   0.66828E+01   0.88227E+00 
    11     0.00000E+00   0.00000E+00   0.66337E+01   0.84278E+00 
    12     0.00000E+00   0.00000E+00   0.65804E+01   0.80310E+00 
    13     0.00000E+00   0.00000E+00   0.62243E+01   0.10000E+01 
    14     0.00000E+00   0.00000E+00   0.62056E+01   0.96094E+00 
    15     0.00000E+00   0.00000E+00   0.61820E+01   0.92179E+00 
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    16     0.00000E+00   0.00000E+00   0.61520E+01   0.88252E+00 
    17     0.00000E+00   0.00000E+00   0.61147E+01   0.84310E+00 
    18     0.00000E+00   0.00000E+00   0.60710E+01   0.80345E+00 
    19     0.00000E+00   0.00000E+00   0.56490E+01   0.10000E+01 
    20     0.00000E+00   0.00000E+00   0.56380E+01   0.96108E+00 
 
 
 
 
 
 
   350    -0.17535E+00   0.16920E+00   0.24591E+01   0.50273E+00 
   351    -0.19403E+00   0.12846E+00   0.24743E+01   0.46736E+00 
   352    -0.20797E+00   0.84890E-01   0.24943E+01   0.43307E+00 
   353    -0.21676E+00   0.39646E-01   0.25190E+01   0.39978E+00 
   354    -0.22016E+00  -0.63047E-02   0.25477E+01   0.36738E+00 
   355    -0.21809E+00  -0.52067E-01   0.25798E+01   0.33575E+00 
   356    -0.21061E+00  -0.96723E-01   0.26142E+01   0.30472E+00 
   357    -0.19793E+00  -0.13918E+00   0.26496E+01   0.27412E+00 
   358    -0.18039E+00  -0.17791E+00   0.26843E+01   0.24381E+00 
   359    -0.15852E+00  -0.21119E+00   0.27167E+01   0.21365E+00 
   360    -0.13309E+00  -0.23647E+00   0.27445E+01   0.18350E+00 
   361    -0.10519E+00  -0.25077E+00   0.27658E+01   0.15330E+00 
   362    -0.76258E-01  -0.25054E+00   0.27788E+01   0.12296E+00 
   363    -0.48235E-01  -0.23132E+00   0.27821E+01   0.92445E-01 
   364    -0.23549E-01  -0.18762E+00   0.27748E+01   0.61766E-01 
   365    -0.54875E-02  -0.11314E+00   0.27549E+01   0.30928E-01 
   366     0.00000E+00   0.00000E+00   0.27143E+01   0.00000E+00 
   367    -0.35951E-02   0.13576E+00   0.18513E+01   0.77684E+00 
   368    -0.14861E-01   0.22098E+00   0.18345E+01   0.73780E+00 
   369    -0.31707E-01   0.26726E+00   0.18228E+01   0.69880E+00 
   370    -0.51804E-01   0.28430E+00   0.18138E+01   0.66006E+00 
 
 
 
 
 
 
   731     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.68781E+01   0.70383E+00 
   732     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.69640E+01   0.67469E+00 
   733     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.70688E+01   0.64533E+00 
   734     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.71889E+01   0.61557E+00 
   735     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.73207E+01   0.58522E+00 
   736     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.74610E+01   0.55413E+00 
   737     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.76072E+01   0.52211E+00 
   738     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.77566E+01   0.48902E+00 
   739     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.79070E+01   0.45473E+00 
   740     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.80562E+01   0.41912E+00 
   741     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.82024E+01   0.38213E+00 
   742     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.83431E+01   0.34375E+00 
   743     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.84761E+01   0.30399E+00 
   744     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.85980E+01   0.26294E+00 
   745     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.87052E+01   0.22076E+00 
   746     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.87924E+01   0.17760E+00 
   747     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.88539E+01   0.13372E+00 
   748     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.88838E+01   0.89362E-01 
   749     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.88799E+01   0.44730E-01 
   750     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.88480E+01   0.00000E+00 
 

รูปที่ 5.6  ลักษณะผลลัพธของปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต 

                                      ที่อยูในไฟลช่ือ “NATURAL_CONV_GAUSS.OUT” 
 
 จากรูปที่ 5.3 กับ 5.5 จะเห็นไดวาว ิธีเอลิเมนตตอเอลิเมนตจะใชเวลาในการคํานวณ 53 

วินาทีและวิธีเกาส-ไซเดลจะใชเวลาในการคํานวณประมาณ 7 ช่ัวโมง ซ่ึงจะเห็นไดวาวิธีเอลิเมนต
ตอเอลิเมนตจะคํานวณไดเร็วกวา แตการลูเขาสูคําตอบในแตละ iteration วิธีเกาส-ไซเดล จะลูเขาสู
คําตอบไดเร็วกวาระเบียบวิธีการทําซ้ําแบบยาโคบี (Jacobi Iteration) เพราะวิธีเกาส-ไซเดลจะทํา
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การปรับปรุงคาตาง ๆ เมื่อทําการคํานวณในแตละครั้ง สวนวิธียาโคบี จะปรับปรุงคาพรอม ๆ กัน 
ทั้งหมดเมื่อคํานวณผานไปหนึ่งรอบ 
 
 จากนั้นทําการหาคาความผิดพลาดโดยแสดงในรูปของกราฟเพื่อความเขาใจยิ่งขึ้น โดยจะ
แสดงผลการลูเขาของผลลัพธของคาความเร็วในแนวแกนทั้งสอง, ความดันและอุณหภูมิ โดยการ
ทําซ้ํา 499 คร้ัง ซ่ึงแสดงในรูปที่ 5.7(ก-ง) 
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รูปที่ 5.7  การเปรียบเทียบคาความผิดพลาดที่ไดจากวิธีเอลิเมนตตอเอลิเมนตและวิธีเกาส-ไซเดล 
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จากนั้นทําการเปรียบเทียบการกระจายของอุณหภูมิที่บริเวณผิวลอยตอระหวางของแข็ง
และของไหลที่ x = 0 โดยแสดงในรูปที่ 5.8 

 
 
 

Gauss Seidel 
Element by Element0.86 

  
0.85 

 
0.84 

 
T 0.83 

 
 0.82
 
 0.81
 
 0.80 0.80 0.2 1.00.4 0.6 
 y 
 

รูปที่ 5.8  การเปรียบเทียบคาอุณหภูมิที่ผิวรอยตอระหวางของแข็งและของไหล 

      ดวยวิธีเอลิเมนตตอเอลิเมนตและวิธีเกาส-ไซเดล 
 

จากรูปที่ 5.8 จะเห็นไดวาทั้งสองวิธีที่ไดกลาวมาขางตนนั้นจะใหผลของคําตอบมีคาใกล
เคียงกัน ซ่ึงในวิทยานิพนธนี้จะใชวิธีเอลิเมนตตอเอลิเมนตเพื่อการแกปญหาการถายเทความรอน
แบบคอนจูเกต เนื่องจากระยะเวลาที่ใชในการคํานวณนอยกวา และใหผลลัพธที่นาพอใจ 

 



บทที่  6 
 

การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม 
 
 

ในบทนี้จะเปนการตรวจสอบโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้น เพื่อใชในการวิเคราะห
ปญหาการการถายเทความรอนในของแข็งและการไหล โดยจะแบงปญหาในการวิเคราะหออกเปน
สองสวนดวยกัน ในสวนแรกจะเปนการวิเคราะหปญหาการถายเทความรอนในของแข็ง โดยจะนํา
โปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นไปทดสอบกับปญหาพื้นฐานที่มีผลเฉลยแมนตรงจํานวน 2 ปญหาดวยกัน
เพื่อเปนการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม ในสวนที่สองจะเปนการวิเคราะหปญหาการไหล
แบบหนืดแตไมอัดตัวที่สภาวะอยูตัว โดยจะนําโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นไปทดสอบกับปญหา       
พื้นฐานที่มีผลเฉลยแมนตรงจํานวน 2 ปญหาเพื่อเปนการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมและ
ทําการวิเคราะหปญหาที่มีความซับซอนมากยิ่งขึ้นจํานวณ 2 ปญหา ดังนี้  
 
6.1 การตรวจสอบปญหาการถายเทความรอนในของแข็ง 
 

6.1.1 ปญหาการนําความรอนในสองมิติของแผนบางรูปสี่เหล่ียม (Conduction in     
           Rectangular Plate)  
 
สําหรับปญหานี้เปนตัวอยางการจําลองปญหาการนําความรอนดวยระเบียบวิธีไฟไนต      

เอลิเมนต โดยลักษณะของปญหาเปนการนําความรอนในแผนสี่เหล่ียม ซ่ึงแสดงในรูปที่ 6.1 มีการ
กําหนดใหขอบที่ผนังดานซายมีอุณหภูมิ 100 ขณะที่ผนังดานบนและดานขวากําหนดใหมีอุณหภูมิ
เทากับ 0 สวนขอบผนังดานลางกําหนดใหเปนฉนวน สําหรับสมการเชิงอนุพันธที่ใชในการแก
ปญหาจะพิจารณาเฉพาะเทอมของการแพรที่มีตัวแปรไมทราบคาคือ T  ซ่ึงมีรูปแบบของสมการ  
ดังนี้ 

0
y
T

x
T

2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂       (6.1) 

โดยมีเงื่อนไขขอบเขตคือ 

( )y,0T   = 100    (6.2ก) 

( )y,20T  = 0    (6.2ข) 

( 0,x
y
T
∂
∂ ) = 0    (6.2ค) 

( )10,xT  = 0    (6.2ง) 



  
 
 

77

 y 
 

10  T = 0  

T = 0  

ผนังหุมฉนวน

T = 100  

20 
x

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6.1  ลักษณะของปญหาการนําความรอนของแผนบางรูปสี่เหล่ียม 
 
 
ปญหานี้มีผลเฉลยแมนตรงดังนี ้
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∞
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เมื่อ   n ...,3,2,1=

 
การวิเคราะหปญหาเริ่มจากการสรางรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตซ่ึงประกอบดวย 1,891      

จุดตอและ 3,600 เอลิเมนต ดังแสดงในรูปที่ 6.2 
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 T = 100  
 
 

 
 

รูปที่ 6.2  รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตพรอมเงื่อนไขขอบเขตปญหาการนําความรอน 

                          ของแผนบางรูปสี่เหล่ียม 
 
 

รูปที่ 6.3  การกระจายตัวของอุณหภูมิจากการวิเคราะหดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตใน 

                      ปญหาการนําความรอนของแผนบางรูปสี่เหล่ียม 
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รูปที่ 6.4  แสดงอุณหภูมิที่ขอบผนังดานลางของแผนบางที่ตําแหนง ระหวางผลลัพธ 
                      จากการคํานวณดวยว SUPG กับผลเฉลยแมนต

จากการใชขนาดเอลิเมนตดังที่กลาวมาจะไดผลการกระจายตัวของอุณหภูมิดังแสดงใน    
รูปท นบาง  ๆ 

ับผลเฉลยแมนตรงในสมการ 
(6.3) ผล

 [26,27] 

สําหรับปญหานี้เปนตัวอยางการจําลองปญหาการแพรกระจายความรอนภายใตสถานะอยู
ตัวในสอ สดงใน 
รูปที่ 6.5 ซ่ึงกอใหเกิดเสนชั้นของอุณหภูมิ (Temperature Contours) ในระดับต  ๆ กัน
ผลมาจา
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ี่ 6.3 และเมื่อทําการเปรียบเทียบอุณหภูมิบริเวณผนังดานลางของแผ ที่ตําแหนง x  ตาง
ระหวางผลลัพธจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตก

ลัพธที่ไดแสดงในรูปที่ 6.4 จะเห็นไดวาผลที่ไดจากการคํานวณกับผลเฉลยแมนตรงมี
ความสอดคลองกันเปนอยางด ี
 
 

6.1.2 ปญหาการแพรกระจายความรอนโดยมีปริมาณความรอนท่ีผิวแตกตางกัน 

 

งมิติบนพื้นที่ขนาดกวางและยาวหนึ่งหนวยดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดังแ
าง อันเปน

กคาของการผลิตความรอนไดเองตามตําแหนงตาง ๆ นั้นมีคาตางกัน สมการเชิงอนุพันธ
ยอยสําหรับปญหาการแพรกระจายความรอนนี้คือ 
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2

2

2

−=
∂
∂

+
∂
∂     (6.5) 
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        รูปที ่6.5  ผลเฉลยแมนตรงแสดงระดับของอุณหภูมิดวยเสนชั้นเนื่องจาก 

      การแพรกระจายความรอนในสองมิติ  

ดยที ่

  

x

y S

T = 0  

T = 0  

T = 0  

T = 0  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
โ

( )( )( ) ( ) ( ) ⎥
⎥
⎦β+

2212k
 
⎤⎡ −βα−α 2 x1xx21Q

⎢
⎢
⎣

+
β+

−β−= −
2

1

12
tany1y2

 

 ( ) ( )
( )

( )
( ) ⎥⎦

⎥
⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

β+

−βα
+

β+
−α

−β−+ −
22

2

2
1

12
y1y

12
y21tanx1x2              (6.6ก) 

 

ื่อ                        ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

+
α=β 8.0

2
yx  เม           (6.6ข) 

 

 ขตของปญหานี้คือการกําหนดอุณหภูมิตลอดขอบทั้ง 4 ดานใหมีคาเทาก
ุณหภู ิบนพื้ ี่ส่ีเหล ี้คือ 

 
เงื่อนไขขอบเ ับ

ศูนยแลว ผลเฉลยแมนตรงจะมีลักษณะการกระจายของอ ม นท ี่ยมน  
 

( ) ( ) ( ) β−−= −1tany1yx1xy,xT                                     (6.7) 

อุณหภูมิต่ํา
ากบริเวณดานซายลางของภาพไปสูอุณหภูมิสูงในบริเวณดานขว

 
โดยที่คาพารามิเตอร α  ในสมการ (6.6ข) แสดงถึงความชันของการเปลี่ยนแปลงของ
จ าบนซึ่งจะสังเกตไดจากจํานวน
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เสนชั้นที่เบียดชิดกัน ําหรับผลลัพธของเสนชั้นที่แสดงในรูปที่ 6.5 นี้ คาพารามิเตอร  ส α  ถูก
กําหนดใหมีคาเทากับ 50  
 

การวิเคราะหปญหาเริ่มจากการสรางรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตซ่ึงประกอบดวย 1,681      
ดตอและ 3,200 เอลิเมนต ดังแสดงในรูปที่ 6.6 (ก) และลักษณะการกระจายของระดับอุณหภูมิที่
แสดงดว

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
มรอนในสองมิติดวยก ลี่ยม 

 

ดยม
ของเสน

 

 
จุ

ยเสนชั้น ดังแสดงในรูปที่ 6.6 (ข) ซ่ึงจะเห็นไดวาวิธีไฟไนตเอลิเมนตสามารถแกปญหา
การแพรกระจายความรอนได แตในขณะเดียวกันไดแสดงถึงความคลาดเคลื่อน (Error) และเกิด
การสั่นของผลลัพธ ซ่ึงเกิดเนื่องจากการแบงโดเมนของเอลิเมนตนั้น มีขนาดไมเพียงพอ ดังแสดงใน
รูปที่ 6.6 (ข) 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 

     (ข)  เสนชั้นแสดงระดับการ 
     กระจายของอุณหภูม ิ

     (ก)  รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต 
             1,681 จุดตอ 3,200 เอลิเมนต  

รูปที่ 6.6  ปญหาการแพรกระจายควา ารใชเอลิเมนตแบบสามเห

เพื่อใหผลลัพธมีความเที่ยงตรงยิ่งขึ้นเราจึงทําการลดขนาดของเอลิเมนตใหมีขนาดเล็กลง
ีจํานวน 3,721 จุดตอและ 7,200 เอลิเมนต ดังแสดงในรูปที่ 6.7 (ก) และลักษณะการกระจายโ
ชั้นอุณหภูมิไดแสดงในรูปที่ 6.7 (ข) ผลที่ไดจากการลดขนาดเอลิเมนตนั้นจะทําใหการสั่น

ลดลง จากนั้นทําการเปรียบเทียบการกระจายอุณหภูมิตามทิศทาง S ดังแสดงในรูปที่ 6.8 จะเห็นได
วาขณะที่ใชจํานวนเอลิเมนตขนาดใหญ ผลลัพธที่ไดยังเกิดความคลาดเคลื่อนและเมื่อทําการลด
ขนาดของเอลิเมนตลงจะทําใหผลลัพทที่เกิดขึ้นเขาใกลกับผลเฉลยแมนตรงดียิ่งขึ้น 
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มร ในสองมิติดวยการ ลี่ยม 

 
 

 
รูปที่ 6.8  แสดงการกระจายของอุณหภูมิ ตามทิศทาง จากการคํานวณ 

           ดวย SUPG กับผลเฉลยแมนตรง  
 

(ก)  รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต 
              3,721 จุดตอ 7,200 เอลิเมนต 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

รูปที่ 6.7  ปญหาการแพรกระจายควา อน ใชเอลิเมนตแบบสามเห

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

  (ข)  เสนชั้นแสดงระดับการ 
  กระจายของอุณหภูมิ 

-0.10

-0.05

0.00

0.05

0.10

0.5 1.0 1.5
S T 

SUPG
Exact Solution

20036811 ,, ×

20077213 ,, × SUPG

 S  
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6.2 การตรว
 

.2.1 ปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานอันเนื่องมาจากความหนืด (Couette Flow)           
[28, 13] 

หนืดแตไมอัดตัวร ื้องต าร
ไฟไนตเอลิเมนตระหวางโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนกับผลเฉลยแมนตรงได ลักษณะของ
ปญหาน

 

รูปท ษณะของปญหาการไหลแบบหนืดระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความหนืด 

รูปแบบการกระจายของความเร็ว สําหรับปญหานี้สามารถประดิษฐขึ้นไดโดยกําหนดให
ลักษ ตัม
ในแนวแกน x สามารถลดรูปลงมาเปน 

จสอบปญหาการไหลแบบหนืดในสองมิต ิ

6

ลักษณะของปญหาไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความหนืดเปนปญหาการไหลแบบ
ะหวางแผนเรียบสองแผน ซ่ึงสามารถตรวจสอบความถูกตองเบ นของสมก

ี้ไดแสดงในรูปที่ 6.9 โดยที่แผนลางกําหนดใหมีการเคลื่อนที่ในแนวแกน x ดวยความเร็ว u 

เทากับ –0.5 ในขณะที่แผนบนมีการเคลื่อนที่ในแนวแกน x ดวยความเร็ว u เทากับ 1.0 และกําหนด
ใหระยะหางระหวางแผนคูขนานเทากับ 1  

 

 
y

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

u  = 1.0 

 = -0.5
1

1

x
u

ี่ 6.9  ลัก

ณะของการไหลไมมีการเปลี่ยนแปลงในแนวแกน x ซ่ึงจะทําใหสมการเชิงอนุรักษโมเมน



  
 
 

84

 2

2

y
u

∂
∂  0=     (6.8) 

หากทําการอินทิเกรตสมการ (6.8) สองครั้ง จะได 

( )yu  ByA +=     (6.9) 

จากนั้นทําการประยุกตเงื่อนไขขอบเขตดังตอไปนี้ 

( )0y,xu =     =    -0.5                                            (6.10ก) 

( )1y,xu =      =     1.0                                            (6.10ข) 

เมื่อทําการแทนคาสมการ (6.10ก) และ (6

สมการดังกลาวไดคือ A = 1.5 และ B = -0.5 ดังนั้นรูปแบบการกระจายความเร็วตามแนวแกน y ท่ี
ตําแหนง x ใด ๆ คือ 
 

.10ข) ลงในสมการ (6.9) จะสามารถหาคาคงที่ใน      

  ( )yu  5.0y5.1 −=   (6.11) 

ปญหาดังกลาวถูกนําไปวิเคราะหโดยใชโปรแกรมคอมพิวเตอร SUPG โดยเร่ิมจากการ
รางรูปแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตดังแสดงในรูปที่ 6.10 ซ่ึงรูปแบบดังกลาวประกอบไปดวย 
 จุดตอ และ 72 เอลิเมนต โดยกําหนดใหความดันมีคาเท ับศูนยตลอดขอบในแนวดิ่ง

ซายและขวาของโดเมนการค

สดงในรูปที่ 6.12 ผลลัพธที่ไดมีคาเทากับผลเฉลยแมนตรง 

 

ส
49 าก ทางดาน

ํานวณ 

ผลลัพธจากการคํานวณที่ไดจากไฟไนตเอลิเมนตโปรแกรม จะมีลักษณะการกระจายตัวดัง
แสดงในรูปที่ 6.11 และเมื่อนํามาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงที่ตําแหนง x ตาง ๆ กัน ไดแก
ตําแหนง x  = 0.0, 0.5 และ 1.0 ดังแ
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            การไหลระหวางแผนคูขนา นืด 

 

 
 
 
 
 

รูปที่ 6.11  เวกเตอรของความเร็วสําหรับปญหาการไหล 

            ระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความหนืด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6.10  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตพรอมเงื่อนไขขอบเขตของปญหา 
นเนื่องจากความห

 

 

 

 

u  = -0.5,  = 0 v

y

u  = 1,  = 1v

x

p = 0 p = 0 

49 จุดตอ 

72 เอลิเมนต 
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ร เปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็วที่ไดจากการคํานวณกับผลเฉลยแมนตรง 
               ของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความหน  ณ ตําแหนงตาง ๆ 

สําหรับปญหานี้เปนปญหาที่เกี่ยวกับการเคลื่อนที่ของของไหลระหวางผิววัตถุที่มีการ
ลื่อนที่สัมพัทธ อรนัล) กับแบริ่ง ซ่ึงมีกลไกการหลอล่ืน     

ดังแสดงในร
 

 
 
 
 

รูป ไกการหลอล่ืนของเจอร

y

 = 0.75 

 = 1.00 

 = 0.0  = 0.5  = 1.0

               ของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความหน  ณ ตําแหนงตาง ๆ 

สําหรับปญหานี้เปนปญหาที่เกี่ยวกับการเคลื่อนที่ของของไหลระหวางผิววัตถุที่มีการ
ลื่อนที่สัมพัทธ อรนัล) กับแบริ่ง ซ่ึงมีกลไกการหลอล่ืน     

ดังแสดงในร
 
 

 
 
 
 

รูป ไกการหลอล่ืนของเจอร

y y y

u

u

u  = 0.75 

u

u

u  = 1.00 

u

x  = 0.0 x  = 0.5 x  = 1.0

y y

u

u

 = 0.50  = 0.50 u
 SUPG = 0.25  = 0.25 u 
 

Exact = 0.00  = 0.00 u 
 

 =-0.25  =-0.25 u 
 

 =-0.50  =-0.50 u 
x x x 

 
 

ูปที่ 6.12  
ืดืด

  
  

6.2.2 ปญหาการหลอล่ืนระหวางเพลากับแบริ่ง [29] 6.2.2 ปญหาการหลอล่ืนระหวางเพลากับแบริ่ง [29] 
  

เคเค กัน นั่นคือการหลอล่ืนของเพลา (หรือเจ
ูปที่ 6.13 ดังนี้ 

กัน นั่นคือการหลอล่ืนของเพลา (หรือเจ
ูปที่ 6.13 ดังนี้ 

(ก) (ข) (ค)

o' 
o 

W

o'

แบริ่ง  
 
 
 

 
 
 
  
  
 
  

ที่ 6.13  กลที่ 6.13  กล นัลแบริ่ง นัลแบริ่ง 

 

 

 
o 

W 

o' 

น้ํามันไหล 

o 
W

ชองรูปล่ิม 

ช

น ัน

เพลา องวาง 

้ําม
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ในรูปที่ 6.13 (ก) เปนขณะที่เพลาอยูนิ่ง ิวของเพลากับแบริ่งสัมผัสกันอยู เมื่อเพลา
เร่ิมหมุนทวนเข็มนาฬิกา ึงปนขึ้นไปทางดานซาย 
ดังแสดง

bricant Film) 

ระหวางเพลากับแบริ่งมีคานอยมากเมื่อเทียบกับสวนโคงของแบริ่งที่สัมผัสกับน้ํามัน นั่นคือ h<<L 

ดังแสด     

 

 

 

 

 

 
 
 

รูปที่ 6.14 างเพลากับแบริ่งและความยาวสวนโคงของแบร
ญหาดังกลาวนี้สามารถหาหาผลเฉลยแมนตรงไดดังนี้ 

 และผ
 ก็ยังมีการสัมผัสระหวางผิวหนาอยู ดังนั้นเพลาจ

ในรูปที่ 6.13 (ข) ในขณะนี้เองน้ํามันสําหรับการหลอล่ืนก็จะไหลเขาไปในชองรูปล่ิมที่เกิด
ขึ้น ซ่ึงจะทําใหเกิดความดันขึ้นภายในชั้นน้ํามัน เมื่อเพลามีความเร็วที่พอเหมาะ ความดันที่เกิดขึ้นก็
จะมีมากพอที่จะรับแรง W  และทําใหเพลาลอยตัวขึ้นและเคลื่อนที่มาอยูทางดานขวา ดังแสดงใน
รูปที่ 6.13 (ค) ซ่ึงเปนปรากฏการณที่เกิดขึ้นในการหลอล่ืนของเจอรนัลแบริ่งทั่วไป 

สําหรับปญหาดังกลาว ถาสมมติใหความหนาของชั้นน้ํามันหลอล่ืน (Lu

งในรูปที่ 6.14 ทําใหสามารถที่จะพิจารณาปญหานี้ดวยลักษณะของปญหาดังแสดงใน  
รูปที่ 6.15 และ 6.16 แทนได 
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รูปที่ 6.15  รูปแบบ สําหรับการวิเคราะหการหลอล่ืนระหวางเพลากับแบริ่ง 

 

 
 
 
 

 
 

 
 

รูปที่ 6.16  รูปแบบจําลองขอ ารหลอล่ืนระหวางเพลากับแบริ่ง 
 
 

 
 
 

รูปที่ 6.17  รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตพรอมเงื่อนไขขอบเขตของปญหาการหลอล
                            ระหวางเพลากับแบริ่ง 

น้ํามันหลอล่ืน 

เคลื่อนที่ดวยความเร็ว U   
แบริ่ง 

เพลา 

 

 

 

 

จําลอง
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ปญหาดังกลาวไดนํามาใชทดสอบความถูกตองของโปรแกรม SUPG โดยเริ่มจากการ
สราง นต   

ขตน
ตลอดขอ 0

 
รูปที่ 6.18  รียบเทียบการกระจายต องความเ ที่ขอบทางดานซายกับผลเฉลยแมนตรง 

 
รูป 6.1 ปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็วที่ทางด ขวากับผลเฉลยแมนตรง 

รูปแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตของปญหาดังไดแสดงในรูปที่ 6.17 ซ่ึงรูปแบบไฟไ
เอลิเมนตนี้ประกอบไปดวย 451 จุดตอและ 800 เอลิเมนต สําหรับเงื่อนไขขอบเ ั้นกําหนดให

บดานลางของปญหามีการเคลื่อนที่ในแนวแกน x ดวยความเร็ว U  = 5 สวนตลอดขอบ
ดานบนกําหนดใหถูกตรึงอยูกับที่ สําหรับขอบในแนวดิ่งทางดานซายและขวานั้นกําหนดใหมีคา
ความดันเทากับศูนย  

 
 
 
 

2.0 Exact Solution 
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ใหความยาวของขอบเขตของปญหา มีคาเทากับ 20 และกําหนดใหขอบของการไหล
ทาง าย

        

ูปที่ 6.20 การเปรียบเทียบการกระจายตัวของความดันเทียบกับผลเฉลยแมนตรง 

าความ     
ิดพลาดของความเร็วที่ตําแหนง x = 0 และตําแหนง x = L มีคาเทากับ 2.41% และ 0.52%     

ตามลําด

6.2.3 ปญหาการไหลหมุนวนในชองสี่เหลี่ยม (Cavity Flow) [30] 

 L  
ดานซาย (h ) มีความสูงเทากับ 2 สวนความสูงของขอบทางดานขวา (h ) มีคาเทากับ 1 สุดท2 1

กําหนดใหความหนาแนนของของไหลมีคาเทากับ 1 และมีคาความหนืดเทากับ 10 รูปที่ 6.18 และ
รูปที่  6.19 แสดงการเปรียบเทียบคาการกระจายของความเร็วที่ตําแหนง x = 0 และ x = L 

ตามลําดับ 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ร

 
ผลที่ไดจากการคํานวณดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรกับผลเฉลยแมนตรง โดยที่ค

ผ
ับ ซ่ึงจะเห็นวาคาที่ไดจากการคํานวณใหผลที่มีความถูกตอง สําหรับรูปที่ 6.20 นั้นแสดงคา

การกระจายตัวของความดันที่ตําแหนง x  ตาง ๆ เทียบกับผลเฉลยแมนตรง ซ่ึงมีคาความผิดพลาด
ประมาณ 1.43%  
 
 

ปญหาการไหลหมุนวนภายในชองสี่เหล่ียมจัตุรัสขนาด 11×  เปนอีกปญหาหนึ่งที่นํามาใช
ทดสอบความเที่ยงตรงของโปรแกรม SUPG โดยกําหนดใหตลอดขอบดานบนมีความเร็วในแนว
แกน x เ นด

 

ทานั้นซึ่งมีคาเทากับ 1 สวนอีกสามดานที่เหลือนั้นถูกกําห ใหมีความเร็วในแนวแกนทั้ง
สองมีคาเทากับศูนย ดังนั้นของไหลภายในชองสี่เหล่ียมจะเกิดการหมุนวนในทิศตามเข็มนาฬิกาดัง
แสดงในรูปที่ 6.21 ซ่ึงลักษณะของการไหลจะขึ้นอยูกับคาเรยโนลดนัมเบอร 
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รูปที่ 6.21  ลักษณะของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองแคบ 

รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตดังกลาวประกอบไปดวย 841 จุดตอและ 68 เอลิเมนต          
ดังแสดงในรูปที่ 6.22 จากนั้นทําการวิเคราะหป หาดังกลาวที่คาเรยโนลดเทากับ 100 และ 400 
ตามลําดับ ผลลัพ  โดยรูปที่ 6.23 

สดงลักษณะการกระจายตัวของความเร็วและรูปที่ 6.24 แสดงการกระจายตัวของความดัน  

 
 
 
 

 
 
 
 
 

รูปที่ 6.22  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองแคบ 

                      ะเงื่อนไขขอบเขต 
 

 

 

 

 
 

 

 
1,5

ญ
ธที่ไดจากการวิเคราะหปญหาไดแสดงในรูปที่ 6.23 และ 6.24

แ
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รูปที่ 6.23  การกระจายตัวของความเร็วสําหรับป
คาเรยโนลดเทากับ 100 และ 400 ตามลําดับ 

 

 
 

รูปที่ 6.24  การกระจายตัวของความดันสําหรับปญหาการไหลหมุนวนภายในชองแคบที ่
คาเรยโนลดเทากับ 100 และ 400 ตามลําดับ 

สําหรับรูปที่ 6.25 ไดแสดงลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว ที่ตําแหนง เทากับ 
0.5 ก 400 
ตามลําดับ โดยท aswamy [30] ซ่ึงจะเห็นวาไดผล
ารคํานวณที่มีความสอดคลองกัน 

 

 
 
 
 
 
 
 

ญหาการไหลหมุนวนภายในชองแคบที ่
 

 
 u   x  

ับคาการกระจายตัวของความเร็ว v  ที่ตําแหนง y  เทากับ 0.5 ที่คาเรยโนลด 100 และ 
ําการเปรียบเทียบกับผลการคํานวณของ Ram

ก
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รูปที่ 6.25  การเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็วที่คาเรยโนลด 
                                           เทากับ 100 และ 400 ามลําดับ 
 
 

6.2.4 การไหลเน อนแบบอิสระในชองปดรูปสี่เหลี่ ัตุรัส (Free  
 

 
ากนักวิจัยทานอื่นกับวิธี SUPG เพื่อ

ดสอบความเที่ยงตรงของโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้น ปญหานี้ประกอบไปดวยชองสี่เหล่ียมจัตุรัส
ขนาดกว
ขวามีอุณหภูมิส บ 20 ซ่ึงความแตกตางของ
ุณหภูมิจะทําใหของไหลเกิดการหมุนวนขึ้นในชองสี่เหล่ียมจัตุรัส และมีแรงเนื่องจากแรงโนมถวง

ดังแสดง

 

 
 
 

 

−   Ramaswamy [30]
 •   SUPG
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ต

ื่องจากการพาความร ยมจ
Convection in Square Enclosure) [31,32,33] 

ในปญหานี้จะทําการเปรียบเทียบผลลัพธเชิงตัวเลขจ
ท

าง 11×  ภายในบรรจุของไหลอยู ผนังดานบนและผนังดานลางเปนฉนวน สวนผนังดาน
ูงเทากับ 60 ในขณะที่ผนังดานซายมีอุณหภูมิต่ําเทากั

อ
ในรูปที่ 6.26 รวมทั้งแสดงรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตซ่ึงประกอบไปดวย 1,681 จุดตอและ 

3,200 เอลิเมนต  
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ผนังหุมฉนวน 

ผนังหุมฉนวน 

อุณหภูมิต่ํา 

x 

y 

อุณหภูมิสูง

g 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

รูปที่ 6.26  ปญหาการไหลเนื่องจากการพาความรอนในชองสี่เหล่ียมจัตุรัส 

ในขั้นตอนการวิเคราะหสภาวะการไหลสําหรับปญหานี้ไดกําหนดใหพรันดเทิลนัมเบอร 
randtl Number; 

 

(P Pr ) มีคาเทากับ 0.7 คาพรันดเทิลนัมเบอรนี้แสดงอัตราส ของการแพร
ระจายของโมเมนตัม (Momentum Diffus พรกระจายของพลังงานความรอน 

(Thermal D
 

 

วน
ก ivity) กับการแ

iffusivity) [34] ดังนี้ 

Pr  
α
ν

=
µ

=
k
c

ังสมการ 

 

  (6.13) 

 
โดยที่ α  แทนคาการแพรกระจายของความรอนของของไหล ซ่ึงเปนอัตราสวนของการนําความ
รอนกับความสามารถในการจุความรอนด

α  
c

k
ρ

=   (6.14) 

น 4 5

     

 

และกําห ดใหคาเรยเลหนัมเบอร (Rayleigh Number; Ra ) มีคาเทากับ 10  และ 10  คาเรยเลห
นัมเบอรจะแสดงอัตราสวนของแรงลอยตัวเนื่องจากอุณหภูมิกับแรงของความหนืดในของไหล
ดังนี ้

Ra  
αν
∆ 3LTβ

=
g   (6.15) 
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โดยที่ L แทนคาความยาวเฉพาะ (Characteristic Length) ของปญหา ในงานวิจัยนี้จะใชคา L 

เทากับ 1 ผลลัพธที่คํานวณไดแสดงในรูปที่ 6.27 (ก-ค) ซ่ึงรูปที่ 6.27 (ก) แสดงขนาดทิศทางของ
ความ

  

เร็วตามจุดตอตาง ๆ อธิบายถึงการไหลหมุนวนของของไหลในทิศทวนเข็มนาฬิกาอันเนื่องมา
จากของไหล เกิดการลอยตัวสูงขึ้นในบริเวณผนังดานขวาที่มีอุณหภูมิสูงและลอยตัวลงในบริเวณ
นั งด านซ ายที่ มี อุณหภูมิต่ํ า รูปที่  6.27(ข ) จะแสดง

Contours) และรูปที่ 6.27(ค) จะแสดงลักษณะการกระจายของอุณหภูมิของของเหลวขณะเกิดการ

 (ก) และเสนกระแสการไหลแสดงในรูปที่ 6.28 (ข) จาก     
ลลัพธที่ไดคาเสนชั้นของอุณหภูมิ (Temperature Contours) จะมีลักษณะบางและแคบลง        

ดังแสดง

 

 

 

ผ ถึงเสนกระแสการไหล  (Streamline 

ไหลหมุนวนในชองสี่เหล่ียมจัตุรัสที่ 410Ra =  

 
สําหรับปญหานี้จะทําการวิเคราะหสภาวะการไหลโดยการทําซ้ําอีกครั้งเมื่อเพิ่มคาเรยเลห

นัมเบอร Ra เทากับ 510  ซ่ึงหมายถึงแรงลอยตัวเนื่องจากความแตกตางของอุณหภูมิเพิ่มขึ้นเปน 
10 เทาของกรณีที่แลวหรือคาความหนืดของของไหลลดลงไป 10 เทา ซ่ึงกอใหเกิดผลลัพธของ
สภาวะการไหลดังแสดงในรูปที่ 6.28 ซ่ึงลักษณะการไหลจะเกิดการหมุนวนเพิ่มขึ้น 2 วงใน       
ทิศทวนเข็มนาฬิกาดังแสดงในรูปที่ 6.28

ผ
ในรูปที่ 6.28 (ค) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                (ก)  เวกเตอรความเร็ว                                                 (ข)  เสนกระแสการไหล 
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                         (ค)  แสดงเสนชั้นของอุณหภูมิ                                              

รูปที่ 6.27  สภาวะการไหลเนื่องจากการพาความรอนในชองสี่เหล่ียมจัตุรัสเมื่อ

ผลลัพธที่คํานวณไดในกรณีของคา เทากับ และ ดังแสดงในรูปที่ 6.27 และ 
ตามลําดับ โดยทําการตรวจสอบความถูกตองโดยเปรียบเทียบกับผลลัพธที่ไดจาก [31, 32] 

ดังแสดงในรูปที่ 6.29 ซ่ึงรูปที่ 6.29(ก) แสดงการเปรียบเทียบความเร็ว v ตลอดแนวแกน x ที่ระดับ
กึ่งกลางความสูง

 

              (ก)  เวกเตอรความเร็ว                                                    (ข)  เสนกระแสการไหล 

 410Ra =  

 
 Ra  410   510  

6.28 

ของชองสี่เหล่ียมจัตุรัส 
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                                      (ค)  แสดงเสนชั้นของอุณหภูมิ                                              

รูปที่ 6.28  สภาวะการไหลเนื่องจากการพาความรอนในชองสี่เหล่ียมจัตุรัสเมื่อ

ในขณะที่รูป 6.29(ข) แสดงการเปรียบเทียบของอุณหภูมิ T ตลอดแนวเดียวกัน รูปนี้แสดง
ัพธที่เกิดขึ้นจากวิธี SUPG ซ่ึงผลที่ไดใหผลลัพธที่นาพอใจ 

 

 

 

(ก)  ความเร็วไรมิต ิ

            

 510Ra =  
 

ผลล
 

 
80 Sai [31] 

SUPG
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ิไรมิต ิ
 

รูปที่  การเปรียบเทียบลักษณะการกระจายของความเร็วและอุณหภูมิไรมิต ิ

                         ตลอดแนวแกน x กลางความสูงของชองสี่เหล่ียมจัตุรัส 
 

จากต ี่ 6.1 แสดงการเปรียบเทียบคานัสเซิลนัมเบอรเฉลี่ยที่ผนังดานรอนระหวาง    
ผลลัพธของวิธี SUPG กับงานวิจัยอ่ืน ๆ ที่ไดท มากอนหนานี้ [35, 31] ซ่ึงผลท่ีไดใหคาเปนที่    
นาพอใจอยางมาก 

ตารางที่ 6 ื่น ๆ 

 

 

 

 

 

 

Sai [31] 

SUPG
0.3

0.2

-

-

0.1

-

-

0.5

(ข)  อุณหภูม

 6.29 

          ที่ระดับกึ่ง

ารางท
ํา

 
.1  การเปรียบเทียบคานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยที่ผนังรอนซึ่งไดเปรียบเทียบกับวิธีอ

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0.1

0.2

0.3

0.4

L
x

1.0

0.4

0.5

T
TT 0

∆
−

Ra = 104

Ra = 105

0.0

-0.5

    คานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยที่ผนังรอน (เปอรเซ็นตความคลาดเคลื่อนเปรียบเทียบกับ [35]) 
Ra 

  2.289  (2.28 %)  2.240  (0.09 %) 

    Benchmark [35]        Finite element [31]  SUPG                   
 
 
04          2.238 1

 
105          4.509                                4.688  (4.00 %)                 4.512  (0.07 %) 



บทที่  7 
 

โปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อแกปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต 
 
 
 ในบทนี้จะนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้นมาตรวจสอบความถูกตอง กับปญหาการ     
ถายเทความรอนแบบคอนจูเกตโดยที่มีการนําความรอนและการพาความรอนระหวางของแข็งและ   
ของไหลควบคูกัน ผลลัพธที่ไดจากการคํานวณจะไดทําการเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง ผลจาก
การคํานวณหรือผลการทดลองกับผูวิจัยที่ไดทํามากอน โดยจะแบงปญหาในการวิเคราะหออกเปน
สองสวน ในสวนแรกเปนการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้น โดย
ปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตที่ใชในการทดสอบมีทั้งการพาความรอนแบบบังคับและ
การพาความรอนแบบอิสระ ซ่ึงประกอบดวยกัน 3 ปญหา ดังนี ้
 

1) ปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตระหวางแผนคูขนาน 

2) ปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตในอุปกรณแลกเปลี่ยนความรอนที่มีการไหล
สวนทางกัน 

3) ปญหาการพาความรอนแบบอิสระในชองปดสี่เหล่ียมจัตุรัสโดยที่มีผนังนําความรอน 
 
 สําหรับสวนที่สองจะเปนการนําโปรแกรมคอมพิวเตอรไปวิเคราะหการถายเทความรอน
แบบคอนจูเกต เพื่อแสดงใหเห็นถึงประสิทธิภาพของไฟไนตเอลิเมนตโปรแกรมคอมพิวเตอรใน
การแกปญหาที่มีรูปรางที่ซับซอนขึ้น โดยทําการตรวจสอบผลกระทบตาง ๆ ที่มีผลตอการถายเท
ความรอนแบบคอนจูเกต และสามารถนําไปดัดแปลงใชกับปญหาตาง ๆ ไดโดยจะทําการวิเคราะห
กับ 2 ปญหาดวยกัน ดังนี ้
 

1) ปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวางทอทรงกระบอกกับชองปดสี่เหล่ียมโดยมี
ผนังกันความรอน 

2) ปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวางทอทรงกระบอกที่มีครีบระบายความรอนใน
ชองปดสี่เหล่ียม โดยศึกษาผลกระทบตอครีบระบายความรอน 
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7.1 การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีประดิษฐขึ้น 
 

7.1.1 ปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตระหวางแผนคูขนาน (Conjugate 
Couette Flow Problem in Parallel Plate Channel) 

 
สําหรับปญหานี้เปนปญหาสําหรับการตรวจสอบโปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้น โดยจะ

นําผลลัพธที่ไดมาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง [36] ซ่ึงลักษณะของปญหานี้ไดแสดงในรูปที่ 
7.1 โดยที่แผนบนเปนแผนเย็นโดยมีความเร็วในแนวแกน x เทากับ 1 ในขณะที่ผนังดานลางเปน
ผนังรอนซึ่งไมมีการเคลื่อนที่ บริเวณของแข็งดานลางมีความหนาเทากับ 0.25 และกําหนดใหระยะ
หางระหวางแผนคูขนานเทากับ 0.5  
 

Fluid 

T = 1 

  u = 1 

Solid 

T = 0 

x

y 

0.50 

0.25 

T1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.1  ลักษณะของปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตระหวางแผนคูขนาน 
 

รูปแบบการกระจายของความเร็ว สําหรับปญหานี้สามารถประดิษฐขึ้นไดโดยกําหนดให
ลักษณะของการไหลไมมีการเปลี่ยนแปลงในแนวแกน x และใหคาความดันมีคาคงที่ซ่ึงจะทําให   
สมการเชิงอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน x สามารถลดรูปลงมาเปน 

0
y
u
2

2

=
∂
∂     (7.1) 

ทําการอินทิเกรตสมการที่ (7.1) สองครั้ง จะได 

 ( )yu    ByA +=      (7.2) 
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จากนั้นจึงทําการประยุกตเงื่อนไขขอบเขตดังตอไปนี้ 
 
 ( )25.0y,xu =  = 0.0   (7.3ก) 

 ( )75.0y,xu =  = 1.0  (7.3ข) 

เมื่อทําการแทนคาสมการ (7.3ก) และ (7.3ข) ลงในสมการ (7.2) จะสามารถหาคาคงที่ในสมการ      
ดังกลาวไดคือ A = 2 และ B = -0.5 ดังนั้นรูปแบบการกระจายความเร็วแมนตรงตามแนวแกน y ที่
ตําแหนง x ใด ๆ คือ 

 
 ( )yu    5.0y2 −=     (7.4) 

รูปแบบการกระจายของอุณหภูมิ โดยกําหนดใหไมมีการเปลี่ยนแปลงในแนวแกน x ซ่ึงจะ
ทําใหสมการอนุรักษพลังงานสามารถลดรูปเปน 

 2

2

y
Tk

∂
∂   0=     (7.5) 

ทําการอินทิเกรตสมการที่ (7.5) สองครั้ง จะได 

 ( )yT  DyC +=     (7.6) 

จากนั้นจึงทําการประยุกตเงื่อนไขขอบเขตดังตอไปนี้ 
 
 ( )25.0y,xT =  =   (7.7ก) 1T

 ( )75.0y,xT =  = 0.0  (7.7ข) 

โดยที่  คืออุณหภูมิตรงบริเวณจุดตอระหวางของแข็งและของไหล 1T

ปริมาณความรอนจากของแข็งที่ถายเทสูของไหลยอมมีคาเทากันจะได 
 

 
s

s y
Tk ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−    
f

f y
Tk ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−=     (7.8) 

 
เนื่องจากการถายเทความรอนเปนแบบเชิงเสนจะได 
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sy

TK ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ
Δ  

fy
T
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ
Δ

=     (7.9) 

ทําการแกสมการจะได 
 

  1T
1K2

K2
+

=   (7.10) 

 
โดยที่ K คืออัตราสวนของสัมประสิทธ์ิการนําความรอนในของแข็งตอสัมประสิทธ์ิการนํา       
ความรอนในของไหล 

f

s

k
k

K =  เมื่อทําการแทนคาสมการ (7.7ก) และ (7.7ข) ลงในสมการ (7.6) 

จะสามารถหาคาคงที่ในสมการดังกลาวไดคือ C = -2T1 และ D = 1.5T1 ดังนั้นรูปแบบการกระจาย
ของอุณหภูมิตามแนวแกน y ที่ตําแหนง x ใด ๆ คือ 

 
 ( )yT  ( )y25.1T1 −=   (7.11) 

 
 ปญหาดังกลาวถูกนําไปวิเคราะหโดยใชโปรแกรมคอมพิวเตอร SUPG โดยเริ่มจากการ
สรางรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตดังแสดงในรูปที่ 7.2 ซ่ึงประกอบไปดวย 1,364 จุดตอและ 
2,580 เอลิเมนต โดยกําหนดใหความดันมีคาเทากับศูนยตลอดขอบในแนวดิ่งทางดานซายและขวา
ของโดเมนการคํานวณ 

ผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยโปรแกรม  SUPG จะมีลักษณะการกระจายตัวของ        
เวกเตอรความเร็วดังแสดงในรูปที่ 7.3 และการกระจายตัวของอุณหภูมิที่คา K เทากับ 0.1, 1 และ 

10 ตามลําดับ ดังแสดงในรูปที่ 7.4  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.2  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต 

                            ระหวางแผนคูขนาน 
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รูปที่ 7.3  เวกเตอรของความเร็วสําหรับปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต 

    ระหวางแผนคูขนาน 
 
 
 

0.9
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(ก)  เสนชั้นของอุณหภูมิที่ Kเทากับ 0.1 
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(ข)  เสนชั้นของอุณหภูมิที่ K เทากับ 1 
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0.9

0.7

0.5

0.3

0.1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ค)  เสนชั้นของอุณหภูมิที่ K เทากับ 10 
 

รูปที่ 7.4  ลักษณะการกระจายของอุณหภูมิของปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต 

              ระหวางแผนคูขนาน ที่คา K ตาง ๆ 

 
 จากรูปจะเห็นไดวาเมื่ออัตราสวนของสัมประสิทธิ์การถายเทความรอนมีคาเพิ่มขึ้นการ   
ถายเทความรอนจะดียิ่งขึ้น ในรูปที่ 7.5 เปนการเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการคํานวณกับผลเฉลย
แมนตรงที่คา K เทากับ 0.1, 1 และ 10 โดยผลลัพธที่ไดมีคาความผิดพลาดของความเร็วและคาของ
อุณหภูมิมีคาเทากับ 0.01% และ 0.04% ตามลําดับ ซ่ึงใหผลเปนที่นาพอใจ 
 
 
 

0.0 0.2 0.4 0.6

0.25 

0.75 

0.50 

0.8 1.0

y 

0.00 

U, T 

U, Velocity 
T  at  K = 10.0 
T  at  K = 1.0 

 Exact Solution
T  at  K = 0.1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.5  การเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็วและอุณหภูมิที่ไดจากการคํานวณ 

            กับผลเฉลยแมนตรงที่คา K ตาง ๆ 
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7.1.2 ปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตในอุปกรณแลกเปล่ียนความรอนท่ีมี 

  การไหลสวนทางกัน (Conjugate Counter Flow Heat Exchanger) 
 

สําหรับปญหานี้เปนปญหาสําหรับการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่
พัฒนาขึ้น โดยจะนําผลลัพธที่ไดจากการคํานวณมาเปรียบเทียบกับผลการคํานวณดวยระเบียบวิธี
เชิงตัวเลขของ Chen and Han [18] โดยมีลักษณะของปญหาเปนอุปกรณแลกเปลี่ยนความรอนที่มี
การไหลสวนทางกันและมีแผนเหล็กเปนตัวกลางในการแลกเปลี่ยนความรอนโดยมีปลายทั้งสอง
เปนฉนวน สําหรับชองทางไหลทั้งสองมีทิศทางการไหลสวนทางกัน มีขอบดานบนและดานลาง
เปนฉนวน ดังแสดงในรูปที่ 7.6 
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รูปที่ 7.6  ลักษณะของปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตในอุปกรณ 
         แลกเปลี่ยนความรอนที่มีการไหลสวนทางกัน 
 

ชองทางการไหลทั้งสองมีขนาดเทากับความหนาของแผนเหล็ก a เทากับ 0.1 และ L มีคา     
เทากับ 1.0 โดยที่มีชองทางการไหลขางบนเปนของไหลที่มีอุณหภูมิสูงไหลเขามาดวยความเร็ว          
u1 = 0.2 อุณหภูมิ T1 = 800 และคาเรยโนลด Re = 133 สวนชองทางการไหลขางลางเปนของไหล
ที่มีอุณหภูมิต่ําไหลเขามาดวยความเร็ว u2= 0.1 อุณหภูมิ T2= 300 และคาเรยโนลด Re = 66 

ปญหานี้จะคิดคา พรันดเทิลนัมเบอร Pr = 0.75 จากนั้นทําการสรางรูปแบบจําลองทางไฟไนต      
เอลิเมนตซ่ึงประกอบไปดวย 1,763 จุดตอ และ 3,360 เอลิเมนต ดังแสดงในรูปที่ 7.7 
 
 

 
 
 
 
 

 

รูปที่ 7.7  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต 

    ในอุปกรณแลกเปลี่ยนความรอนที่มีการไหลสวนทางกัน 

 
 



  
 
 

106

 
 

400460
520580

640
700760

340

 
 
 
 
 

(ก)  เสนชั้นของอุณหภูมิที่ K เทากับ 1 
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(ข)  เสนชั้นของอุณหภูมิที่ K เทากับ 5 
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(ค)  เสนชั้นของอุณหภูมิที่ K เทากับ 10 
 

รูปที่ 7.8  ลักษณะการกระจายตัวของอุณหภูมิของปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต 

        ในอุปกรณแลกเปลี่ยนความรอนที่มีการไหลสวนทางกันที่คา K ตาง ๆ 
 

รูปที่ 7.8 แสดงการกระจายตัวของอุณหภูมิ ในปญหานี้จะพบวาการถายเทความรอนภาย
ในบริเวณของแข็งเกิดการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิที่มีลักษณะเปนเสนตรง เนื่องจากมีการถายเท    
ความรอนแบบการแพรกระจาย สวนในบริเวณของไหลการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิมีลักษณะเปน  
เสนโคงเนื่องจากมีการถายเทความรอนแบบแพรกระจายและแบบพาความรอน จากผลการคํานวณ
เมื่อคาอัตราสวนของสัมประสิทธิ์การถายเทความรอน K เพิ่มขึ้นการแลกเปลี่ยนความรอนระหวาง
ของเหลวจะดีขึ้นโดยสามารถอธิบายไดในรูปที่ 7.9 ซ่ึงแสดงการกระจายของอุณหภูมิที่ตําแหนง 
กึ่งกลางของปญหา (x = 0.5) ตลอดแนวแกน  y ที่คา K เทากับ 0.1, 1, 5 และ 10 โดยทําการ
เปรียบเทียบกับผลการคํานวณของ  Chen and Han [18] ที่คา K = 5 พบวาผลที่ไดมีความ       
สอดคลองกัน 
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รูปที่ 7.9  การเปรียบเทียบคาอุณหภูมิที่ไดจากการคํานวณกับผลลัพธของ Chen and Han  
 ที่ตําแหนง x = 0.5 ตลอดแกน y ของปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต 

 ในอุปกรณแลกเปลี่ยนความรอนที่มีการไหลสวนทางกันที่คา K ตาง ๆ  
 
 

7.1.3 ปญหาการพาความรอนแบบอิสระในชองปดสี่เหล่ียมจัตุรัสโดยที่มีผนังนําความ
รอน (Conjugate Natural Convection in a Square Cavity with a 
Conducting Wall)  

 
ในปญหานี้จะทําการเปรียบเทียบผลลัพธเชิงตัวเลขของ Hriberšek & Kuhn [37] เพื่อ    

ตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม SUPG ลักษณะของปญหาประกอบไปดวยชองส่ีเหล่ียม
จัตุรัสขนาดกวาง  ซ่ึงภายในบรรจุของไหลอยู และมีผนังนําความรอนหนา 0.2 ผนังดานบน
และดานลางเปนฉนวน ผนังดานซายมีอุณหภูมิสูงเทากับ 1 ในขณะที่ผนังดานขวามีอุณหภูมิต่ํา   
เทากับ 0 ซ่ึงความแตกตางของอุณหภูมิจะทําใหของไหลเกิดการหมุนวนขึ้นในชองสี่เหล่ียมจัตุรัส 
ปญหานี้จะคิดแรงเนื่องจากแรงโนมถวง ดังแสดงในรูปที่ 7.10 จากนั้นทําการสรางรูปแบบจําลอง
ไฟไนตเอลิเมนตประกอบไปดวย 2,009 จุดตอและ 3,840 เอลิเมนตแสดงในรูปที่ 7.11 

11×
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รูปที่ 7.10  ลักษณะของปญหาการพาความรอนแบบอิสระในชองปดสี่เหล่ียมจัตุรัส 

                                โดยที่มีผนังนําความรอน  
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

รูปที่ 7.11  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการพาความรอนแบบอิสระ 

         ในชองปดสี่เหล่ียมจัตุรัสโดยที่มีผนังนําความรอน 
 

ในขั้นตอนการวิเคราะหสภาวะการไหลสําหรับปญหานี้ไดกําหนดใหพรันดเทิลนัมเบอร 
(Prandtl Number; Pr ) มีค าเท ากับ  0.71 และกําหนดใหค ากราชอรฟนัม เบอร  (Grashof 

Number; ) มีคาเทากับ 10Gr 3 และ 105 โดยคากราชอรฟนัมเบอรคืออัตราสวนของแรงลอยตัว
เนื่องจากอุณหภูมิกับแรงของความหนืดในของไหล ดังนี้ 

   2

32 LTgGr
μ
Δρβ

=                                                  (7.14) 
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โดยที่ L แทนความยาวเฉพาะ (Characteristic Length) โดยมีคาเทากับ 1 ผลลัพธที่ไดจากการ
คํานวณสําหรับปญหาดังกลาวแสดงในรูปที่ 7.12 (ก-ค) ในรูปที่ 7.12 (ก) แสดงเสนกระแส       
การไหล ซ่ึงอธิบายถึงการไหลหมุนวนของของไหลในทิศตามเข็มนาฬิกาอันเนื่องมาจากของไหล
เกิดการลอยตัวขึ้นในบริเวณผนังดานซายที่มีอุณหภูมิสูงและลอยตัวลงในบริเวณผนังดานขวาที่มี
อุณหภูมิต่ํา รูปที่ 7.12 (ข-ค) จะแสดงถึงเสนชั้นของอุณหภูมิ (Temperature Contours) ที่คา
อัตราสวนสัมประสิทธิ์การนําความรอนในของแข็งตอสัมประสิทธิ์การนําความรอนในของไหล K 

เทากับ 1 และ 10 ตามลําดับ ที่คา  3

5

10Gr =

จากนั้นทําการวิเคราะหสภาวะการไหลสําหรับปญหานี้โดยการทําซํ้าอีกครั้งในกรณีเมื่อคา 
กราชอรฟนัมเบอร Gr มีคาสูงขึ้นเปน 10  ซ่ึงหมายถึงแรงลอยตัวเนื่องจากความแตกตางของ
อุณหภูมิเพิ่มขึ้นเปน 100 เทาของกรณีที่แลวหรือคาความหนืดของของไหลลดลงไป 100 เทา      
ซ่ึงกอใหเกิดผลลัพธของสภาวะการไหลดังแสดงในรูปที่ 7.13 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

 
(ก)  เสนกระแสการไหล 
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(ข)  เสนชั้นของอุณหภูมิที่ K เทากับ 1 
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(ค)  เสนชั้นของอุณหภูมิที่ Kเทากับ 10 
 

รูปที่ 7.12  สภาวะการไหลเนื่องจากการพาความรอนในชองสี่เหล่ียมจัตุรัส 

  เมื่อมีผนังนําความรอนเมื่อคา  310Gr =
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(ก)  เสนกระแสการไหล 
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(ข)  เสนชั้นของอุณหภูมิที่ K เทากับ 1 
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(ค)  เสนชั้นของอุณหภูมิที่ K เทากับ 10 

 
รูปที่ 7.13  สภาวะการไหลเนื่องจากการพาความรอนในชองสี่เหล่ียมจัตุรัส 

              เมื่อมีผนังนําความรอนเมื่อคา  510Gr =
 

ในรูปที่ 7.13 (ก) จะพบวามีการไหลหมุนวนในทิศตามเข็มนาฬิกาเพิ่มขึ้นเปน 2 วง และคา
เสนชั้นของอุณหภูมิที่ K เทากับ 1 และ 10 นั้นบางและแคบลง ดังแสดงในรูป 7.13 (ข-ค) 

 
จากนั้นทําการตรวจสอบความถูกตองโดยเปรียบเทียบกับผลลัพธที่ไดกับ Hriberšek & 

Kuhn [37] โดยจะทําการเปรียบเทียบคาอุณหภูมิและปริมาณความรอน (Heat Fluxes) ที่บริเวณ
ผิวลอยตอระหวางของแข็งและของไหล, x = 0.2, ตลอดแนวแกน  y ที่คา K = 1, 5 และ 10        
ดังแสดงในรูปที่ 7.14(ก-ข) ตามลําดับ  
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(ข)  คาปริมาณความรอนที่ผิวรอยตอ 
 

รูปที่ 7.14  การเปรียบเทียบคาอุณหภูมิและปริมาณความรอนที่ผิวรอยตอโดยเปรียบเทียบกับ 

           ผลการคํานวณของ Hriberšek & Kuhn ที่คา K = 1, 5 และ 10  
 

จากตารางที่ 7.1 แสดงการเปรียบเทียบคานัสเซิลนัมเบอรเฉลี่ยที่บริเวณผิวลอยตอระหวาง
ของแข็งและของไหล, 2.0xNu =  โดยเปรียบเทียบกับผลการคํานวณของ Hriberšek & Kuhn [37] 

ผลที่ไดใหคาเปนที่นาพอใจอยางมาก 
 
ตารางที่ 7.1  การเปรียบเทียบคานัสเซิลทนัมเบอรเฉล่ียที่บริเวณผิวลอยตอ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

103    Hriberšek     0.87      1.02          1.04  
 
103  SUPG              0.87 (0.0%)     1.02 (0.0%) 1.04 (0.0%) 
  
105     Hriberšek    2.08             3.42               3.72 
 
105     SUPG                2.07 (0.48%)   3.39 (0.87%) 3.67 (1.34%) 

Gr          Conductivity ratio, K  1  5  10  

หมายเหตุ :  คานัสเซิลทนัมเบอรเฉล่ียที่บริเวณผิวลอยตอ (คาความคลาดเคลื่อน % โดย 

   เปรียบเทียบกับ Hriberšek & Kuhn [37]) 
 
 
 



  
 
 

113

7.2 การวิเคราะหปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต  
 

7.2.1 ปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวางทอทรงกระบอกกับชองปดสี่เหลี่ยมโดย
มีผนังกันความรอน  (Conjugate Natural Convection and Conduction 
from Heated Cylinder in Square Cavity) 

 
ตัวอยางแรกที่ถูกวิเคราะหดวยโปรแกรม SUPG คือปญหาการพาความรอนแบบอิสระ

ระหวางทอทรงกระบอกกับชองปดสี่เหล่ียมโดยมีผนังกันความรอน ทั้งนี้เพื่อแสดงใหเห็นถึง    
ประสิทธิภาพของไฟไนตเอลิเมนตโปรแกรม โดยทําการเทียบผลลัพธเชิงตัวเลขของ Dong & Li 

[20] เพื่อตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมที่พัฒนาขึ้น ปญหานี้ประกอบไปดวยชองสี่เหล่ียม
จัตุรัสขนาดกวาง  โดยมีผิวทอทรงกระบอกอุณหภูมิสูงเทากับ 1 อยูดานใน ในขณะที่ผนังดาน
ซายและขวาเปนผนังอุณหภูมิต่ําเทากับ 0 และมีผนังกันความรอนหนา 0.2 อยูดานบน สวนผนัง
ดานบนและดานลางเปนฉนวน โดยที่โดเมนของปญหาแสดงในรูปที่ 7.15  

11×
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รูปที่ 7.15  ลักษณะของปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวางทอทรงกระบอกกับชองปด 

                       ส่ีเหล่ียมโดยมีผนังกันความรอน 
 
 เนื่องจากลักษณะการถายเทความรอนของปญหานี้มีความสมมาตร ดังนั้นแบบจําลอง      
ไฟไนตเอลิเมนตจึงสรางขึ้นเฉพาะทางดานขวาของรูปซ่ึงประกอบดวยเอลิเมนตสามเหลี่ยมจํานวน 
1,821 จุดตอและ 3,450 เอลิเมนต ดังแสดงในรูปที่ 7.16 
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T = 0T = 1 

 
 

รูปที่ 7.16  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวาง 
 ทอทรงกระบอกกับชองปดสี่เหล่ียมโดยมีผนังกันความรอน  

 
รูปที่ 7.17 – 7.19 แสดงผลลัพธสภาวะการไหลที่คํานวณไดเมื่อคาเรยเลหนัมเบอรเทากับ 

103, 104 และ 105 ตามลําดับ โดยคาความยาวเฉพาะ L ที่ใชคือคาความกวางมีคาเทากับ 1 และคา 
พรันดเทิลนัมเบอรของกรณีนี้มีคาเทากับ 0.71 เมื่อคาอัตราสวนของสัมประสิทธิ์การนําความรอนมี
คาเทากับ 0.1, 1 และ 10 ตามลําดับ 
 

จากรูปที่ 7.17 เมื่อพิจารณาคาเสนชั้นของความเร็วจะเกิดการหมุนวนสองบริเวณใน       
ทิศทางทวนเข็มนาฬิกาเมื่อคา Ra = 103 จากนั้นเมื่อทําการเพิ่มคาอัตราสวนสัมประสิทธิ์การนํา     
ความรอนในของแข็งตอสัมประสิทธิ์การนําความรอนในของไหล K กับเพิ่มคาเรยเลหนัมเบอรเปน 
104 จะเห็นไดวาคาเสนชั้นความเร็วจะไมเปลี่ยนแปลงมากนัก แตคาความเร็วในการหมุนวนจะมีคา   
เพิ่มขึ้น ดังแสดงในรูปที่ 7.18 จากนั้นทําการเพิ่มคาเรยเลหนัมเบอรเปน 105 จะเห็นไดวาคาเสนชั้น
ความเร็วจะเกิดการเปลี่ยนแปลงโดยจะเกิดการหมุนวนขนาดใหญเพียงตําแหนงเดียว สวนบริเวณ
ขางลางจะเกิดการหมุนวนตามแนวยาว ดังแสดงในรูปที่ 7.19 
 

เมื่อพิจารณาเสนชั้นของอุณหภูมิจากรูปที่ 7.17 จะพบวาเมื่อทําการเพิ่มคา K ลักษณะการ
เปลี่ยนแปลงของเสนชั้นอุณหภูมิจะมีการเปล่ียนแปลงอยางชัดเจน แตเมื่อเพิ่มคา Ra เปน 104 และ
พิจารณาคา K คงที่ จะพบวาบริเวณของแข็งดานบนจะมีการถายเทความรอนไดดีขึ้น แตเมื่อเพิ่มคา 
Ra เปน 105 จะเห็นไดวาการเปลี่ยนแปลงของเสนชั้นอุณหภูมิจะมีความซับซอนยิ่งขึ้นและสามารถ
ถายเทความรอนออกไปสูบริเวณของแข็งไดเปนอยางดี ดังแสดงในรูปที่ 7.19 เนื่องจากคาความเร็ว
กับอุณหภูมิมีความสัมพันธกัน  จะพบวาบริเวณที่ เกิดการหมุนวนบริเวณนั้นจะมีการถายเท       
ความรอนไดดีกวาบริเวณที่ไมเกิดการหมุนวน 
 



  
 
 

115

 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

K = 0.1 

0.0 

0.6 
0.4 
0.2 

0.8 
1.0 

(ก) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

K = 1 

0.0 

0.6 
0.4 
0.2 

0.8 
1.0 

(ข) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

K = 10 
0.0 

0.6 
0.4 
0.2 

0.8 
1.0 

(ค) 

รูปที่ 7.17  เสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความรอนแบบอิสระ 

                 ที่คา K = 0.1, 1 และ 10 เมื่อคา   310Ra =
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รูปที่ 7.18  เสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความรอนแบบอิสระ 

                 ที่คา K = 0.1, 1 และ 10 เมื่อคา   410Ra =
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รูปที่ 7.19  เสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความรอนแบบอิสระ 

                 ที่คา K = 0.1, 1 และ 10 เมื่อคา   510Ra =
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จากนั้นทําการเปรียบเทียบลักษณะการกระจายของอุณหภูมิที่ 3 ตําแหนงดวยกันคือผิวดาน
ลางสุด (y = 0), ที่บริเวณผิวรอยตอระหวางของแข็งและของไหล (y = 1) และที่บริเวณผิวดานบน
สุดของของแข็ง (y = 1.2) โดยทําการเปรียบเทียบกับผลการคํานวณของ Dong & Li [20] ที่คา 
เรยเลหนัมเบอรเทากับ 104 และที่คาอัตราสวนสัมประสิทธ์ิการนําความรอนในของแข็งตอ
สัมประสิทธิ์การนําความรอนในของไหลมีคาเทากับ 0.1, 1, 5 และ 10 ตามลําดับ โดยแสดงใน    
รูปที่ 7.20 จะเห็นไดวาผลที่ไดจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตใหผลเปนที่นาพอใจ 
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รูปที่ 7.20  การเปรียบเทียบลักษณะการกระจายของอุณหภูมิที่ตําแหนงตาง ๆ โดยเปรียบเทียบกับ 

          ผลการคํานวณของ Dong & Li ที่คา K = 0.1, 1, 5 และ 10 เมื่อคา  410Ra =
 
 จากรูปที่ 7.20 จะเห็นไดวาเมื่อคาอัตราสวนสัมประสิทธิ์การนําความรอนในของแข็งตอ
สัมประสิทธิ์การนําความรอนในของไหลมีคาเพิ่มขึ้นคาอุณหภูมิบริเวณผิวดานลาง, x = 0, จะไม
คอยมีการเปลี่ยนแปลง แตคาอุณหภูมิบริเวณผิวรอยตอระหวางของแข็งและของไหล (y = 1) และ
ที่บริเวณผิวดานบนสุดของของแข็ง (y = 1.2) นั้นจะมีคาลดลง 
 

ในการวิเคราะหการถายเทความรอนสําหรับปญหานี้จะใชคานัสเซิลนัมเบอรเฉลี่ยซ่ึง
สามารถคํานวณไดจาก 

  ∫π
= dsNu

r2
1Nu   (7.13) 

เมื่อ 
r
yy

y
T

r
xx

x
TNu cc −

×
∂
∂

+
−

×
∂
∂

=   (7.14) 

โดยที่คา   คือพิกัดที่จุดศูนยกลางของทรงกระบอก และคา r คือรัศมีของทรงกระบอก cx , cy
 

จากตารางที่ 7.2 แสดงการเปรียบเทียบคานัสเซิลนัมเบอรเฉลี่ย, Nu  ที่บริเวณผิวของ   
ทรงกระบอกโดยทําการเปรียบเทียบกับผลการคํานวณของ Dong & Li [20] ที่คา K = 0.1, 1, 5 

และ 10 ที่คา  ซ่ึงจะเห็นไดวาคาที่ไดสอดคลองกันเปนอยางด ี410Ra =
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ตารางที่ 7.2 การเปรียบเทียบคานัสเซิลทนัมเบอรเฉล่ียที่บริเวณผิวทรงกระบอก 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

103  SUPG 3.78 3.95 4.19 4.28 
 
104    Dong & Li  4.05 4.20    - 4.49 
 
104  SUPG 3.99 (1.48%) 4.13 (1.67%) 4.35 4.43 (1.34%) 
 
105  SUPG 6.84 6.97 7.23 7.35 
 
106  SUPG 12.10 12.26 12.70 13.00 

0.1 1 5 10  

         Conductivity Ratio, K = ks / kf
Ra 

 

หมายเหตุ :  คานัสเซิลทนัมเบอรเฉล่ียที่บริเวณผิวผิวทรงกระบอก (คาความคลาดเคลื่อน % 

       โดยเปรียบเทียบกับ Dong & Li [20]) 
 
 สําหรับปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวางทอทรงกระบอกกับชองปดสี่เหล่ียมโดย
มีผนังกันความรอน สามารถสรุปผลการศึกษาได ดังตอไปนี ้

 
1. เมื่อคาเรยเลหนัมเบอรมีคาสูงขึ้นจะทําใหการถายเทความรอนมีปริมาณมากขึ้น 

2. อัตราสวนระหวางสัมประสิทธิ์การนําความรอนในของแข็งตอสัมประสิทธิ์การนําความ
รอนในของไหล, K จะมีผลตอปริมาณความรอนที่ถายเทระหวางของแข็งและของไหล 
โดยเมื่อคา K มากขึ้น ปริมาณความรอนที่ถายเทระหวางของแข็งและของไหลจะ     
เพิ่มขึ้น 
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7.2.2 ปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวางทอทรงกระบอกที่มีครีบระบายความ
รอนในชองปดสี่เหลี่ยม (Conjugate Natural Convection in a Horizontal 
Cylinder with Fins) 

 
สําหรับในปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวางทอทรงกระบอกที่มีครีบระบายความ

รอนในชองปดสี่เหล่ียมเราจะทําการศึกษาผลตอความยาวของครีบระบายความรอน โดยจะศึกษาตอ
จากปญหาแรก ซ่ึงการถายเทความรอนนี้สามารถนําไปประยุกตใชในทางดานวิศวกรรมอยางแพร
หลายยกตัวอยางเชน การออกแบบการถายเทความรอนในอุปกรณอิเล็กทรอนิกส และการออกแบบ
อุปกรณแลกเปลี่ยนความรอนตาง ๆ สําหรับปญหานี้จะมีลักษณะคลายกับงานวิจัยของ Rahnama 

and Farhadi [38] และ Farinas and Garon [39] แตในงานวิจัยนี้จะเปนการถายเทความรอน
แบบคอนจูเกต โดยจะคิดการนําความรอนในของแข็งดวยเพื่อใหสอดคลองกับความเปนจริงมาก
ขึ้น 

ลักษณะของปญหาประกอบไปดวยชองสี่เหล่ียมจัตุรัสขนาดกวาง  โดยที่ผิวทอดานใน
มีอุณหภูมิสูงเทากับ 1 รัศมีภายใน r

11×

i และรัศมีภายนอก ro เทากับ 0.15 และ 0.20 ตามลําดับและมี
ครีบระบายความรอนสูงเทากับ H ในงานวิจัยนี้ทําการศึกษาคาความสูงของครีบระบายความรอน
เทากับ 0.1 และ 0.2 ความหนา t เทากับ 0.025 ในขณะที่ผนังดานซายและผนังดานขวามีอุณหภูมิต่ํา
เทากับ 0 และมีผนังกันความรอนหนา 0.2 อยูดานบน ผนังดานบนและดานลางเปนฉนวน โดย    
โดเมนของปญหาแสดงในรูปที่ 7.21 
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รูปที่ 7.21  ลักษณะของปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวางทอทรงกระบอกที่มี 
  ครีบระบายความรอนในชองปดสี่เหล่ียม 
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เนื่องจากลักษณะการถายเทความรอนของปญหานี้มีความสมมาตร ดังนั้นรูปแบบไฟไนต
เอลิเมนตจึงสรางขึ้นเฉพาะทางดานขวาของรูป  สําหรับคา H = 0.1 ประกอบดวยเอลิเมนต
สามเหลี่ยมจํานวน  11,111 จุดตอและ 21,709 เอลิเมนตแสดงในรูปที่ 7.22 และคา H = 0.2 

ประกอบดวยเอลิเมนตสามเหลี่ยมจํานวน  9,602 จุดตอและ  18,747 เอลิเมนต  ดังแสดงใน           
รูปที่ 7.23 
 

T = 0 T = 1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.22  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวาง 
 ทอทรงกระบอกที่มีครีบระบายความรอนในชองปดสี่เหล่ียม เมื่อ H = 0.1 

 

T = 0 T = 1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 7.23  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวาง 

 ทอทรงกระบอกที่มีครีบระบายความรอนในชองปดสี่เหล่ียม เมื่อ H = 0.2 
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(ค) 
รูปที่ 7.24  เสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความรอนแบบอิสระ 

                               ที่คา K = 1, 10 และ 5000 เมื่อคา 310Ra = และ H = 0.1 



  
 
 

124

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.25  เสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความรอนแบบอิสระ 

                               ที่คา K = 1, 10 และ 5000 เมื่อคา 410Ra = และ H = 0.1 
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รูปที่ 7.26  เสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความรอนแบบอิสระ 

                               ที่คา K = 1, 10 และ 5000 เมื่อคา 510Ra = และ H = 0.1 
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รูปที่ 7.27  เสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความรอนแบบอิสระ 

                               ที่คา K = 1, 10 และ 5000 เมื่อคา 610Ra = และ H = 0.1 



  
 
 

127

รูปที่ 7.24 – 7.27 แสดงผลลัพธสภาวะการไหลที่คํานวณไดเมื่อคาเรยเลหนัมเบอรเทากับ 
103, 104, 105 และ 106 ตามลําดับ และคาพรันดเทิลนัมเบอรของกรณีนี้มีคาเทากับ 0.71 เมื่อคา
อัตราสวนของสัมประสิทธิ์การนําความรอนมีคาเทากับ 0.1, 1, 10 และ 5,000 ที่คาความยาวของ
ครีบระบายความรอนมีคาเทากับ 0.1 
 

จากรูปที่ 7.24 เมื่อพิจารณาคาเสนชั้นของความเร็วจะเกิดการหมุนวนสามบริเวณใน       
ทิศทางทวนเข็มนาฬิกาที่คา Ra = 103 จากนั้นเมื่อทําการเพิ่มคาอัตราสวนสัมประสิทธิ์การนําความ
รอนในของแข็งตอสัมประสิทธิ์การนําความรอนในของไหล K กับเพิ่มคาเรยเลหนัมเบอร Ra เปน 
104 และ 105 จะพบวาคาเสนชั้นของความเร็วจะไมเปลี่ยนแปลงมากนัก ดังแสดงในรูปที่ 7.25 

และ 7.26 ตามลําดับ จากนั้นทําการเพิ่มคาเรยเลหนัมเบอรเปน 106 จะเห็นไดวาคาเสนชั้นความเร็ว
จะเกิดการเปลี่ยนแปลงอยางชัดเจน โดยที่คา K = 1 จะเกิดการหมุนวน 2 บริเวณดวยกันโดยจะเกิด
การหมุนวนใหญ ๆ เพียงตําแหนงเดียวและมีทิศทวนเข็มนาฬิกาทั้ง 2 วง เมื่อคา K = 10 จะเกิดการ
หมุนวนเพิ่มขึ้นเปน 3 วง โดยท่ีวงที่สามจะเกิดใกลกับครีบระบายความรอนโดยจะเกิดการหมุนวน
ในทิศตามเข็มนาฬิกาและเมื่อเพิ่มคา K = 5,000 จะเห็นไดวาจะเกิดการหมุนวนเพิ่มขึ้นเปนจํานวน 
4 วง โดยจะเกิดการหมุนวนขนาดใหญ 3 วงดวยกัน โดยท่ีตําแหนงวงกลางที่อยูดานบนจะเกิดการ
หมุนวนในทิศทางตามเข็มนาฬิกา สวนที่เหลืออีก 3 วงจะหมุนในทิศทวนเข็มนาฬิกา ดังแสดงใน
รูปที่ 7.27 
 

เมื่อพิจารณาคาเสนชั้นของอุณหภูมิในรูปที่ 7.24 จะมีการเปลี่ยนแปลงอยางเห็นไดชัดเมื่อ
ทําการเปลี่ยนคา K เมื่อคา K สูงขึ้นการถายเทความรอนในของแข็งจะดีขึ้น เมื่อคาอัตราสวนของ
สัมประสิทธิ์การถายเทความรอนมีคาเทากับ 5,000 จะเห็นไดวาการถายเทความรอนสามารถถายเท
ออกจากครีบระบายความรอนและบริเวณผนังดานบนไดหมด และเมื่อเพิ่มคา Ra เปน 104, 105 
และ 106 แลวพิจารณาคา K คงที่จะเห็นไดวาการเปลี่ยนแปลงของเสนชั้นอุณหภูมิจะมีความ       
ซับซอนยิ่งขึ้นและสามารถถายเทความรอนออกไปสูบริเวณของแข็งไดเปนอยางดี ดังแสดงใน     
รูปที่ 7.24 – 7.27 
 

รูปที่ 7.28 – 7.31 แสดงเสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความ
รอนแบบอิสระโดยเพิ่มคาความสูงของครีบระบายความรอนเปน 0.2 โดยที่คํานวณคาเรยเลห     
นัมเบอรเทากับ 103, 104,105 และ 106 ตามลําดับ เมื่อคาอัตราสวนของสัมประสิทธ์ิการถายเท      
ความรอน K เทากับ 0.1, 1, 10 และ 5,000 ตามลําดับ 
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รูปที่ 7.28  เสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความรอนแบบอิสระ 

                               ที่คา K = 1, 10 และ 5000 เมื่อคา 310Ra = และ H = 0.2 
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รูปที่ 7.29  เสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความรอนแบบอิสระ 

                               ที่คา K = 1, 10 และ 5000 เมื่อคา 410Ra = และ H = 0.2 
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รูปที่ 7.30  เสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความรอนแบบอิสระ 

                               ที่คา K = 1, 10 และ 5000 เมื่อคา 510Ra = และ H = 0.2 
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รูปที่ 7.31  เสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความรอนแบบอิสระ 

                               ที่คา K = 1, 10 และ 5000 เมื่อคา 610Ra = และ H = 0.2 
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จากรูปที่ 7.28 เมื่อพิจารณาคาเสนชั้นของความเร็วจะเกิดการหมุนวนสามบริเวณใน       
ทิศทางทวนเข็มนาฬิกาที่คา Ra = 103 จากนั้นเมื่อทําการเพิ่มคาอัตราสวนสัมประสิทธิ์การนํา   
ความรอนในของแข็งตอสัมประสิทธิ์การนําความรอนในของไหล K กับเพิ่มคาเรยเลหนัมเบอรเปน 
104 และ 105 จะเห็นไดวาคาเสนชั้นความเร็วจะไมเปลี่ยนแปลงมากนัก ดังแสดงในรูปที่ 7.29 และ 
7.30 ตามลําดับ จากนั้นทําการเพิ่มคาเรยเลหนัมเบอรเปน 106 จะเห็นไดวาคาเสนชั้นความเร็วจะ
เกิดการเปลี่ยนแปลงอยางชัดเจน โดยท่ีคา K = 5000 จะเกิดการหมุนวนขนาดเล็กที่ขางครีบระบาย
ความรอนในทิศตามเข็มนาฬิกา ดังแสดงในรูปที่ 7.31 (ค) ในทํานองเดียวกันคาเสนชั้นของ
อุณหภูมิในรูปที่ 7.28 – 7.31 สามารถอธิบายเชนเดียวกับรูปที่ 7.24 – 7.27 

 
จากตารางที่ 7.3 แสดงคานัสเซิลนัมเบอรเฉล่ีย, Nu  ที่บริเวณผิวของครีบระบายความรอน

ที่คา H = 0.1 และ 0.2 โดยที่คานัสเซิลนัมเบอรเฉลี่ยสามารถคํานวณไดจากสมการที่ (7.17) โดย
จะแสดงที่คา K = 0.1, 1, 10 และ  5000 ที่คาเรย เลหนัมเบอรเทากับ  103, 104,105 และ  106     
ตามลําดับ 
 
ตารางที่ 7.3  คานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยที่บริเวณผิวของครีบระบายความรอนเมื่อ 

                      ความสูงของครีบระบายความรอน H มีคาเทากับ 0.1 และ 0.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0.1 1 10 5000 

Conductivity Ratio, K = ks / kf 

 0.1  0.763 2.051 2.723 2.860 
 0.2 0.470 1.281 1.993 3.095 

 0.1 0.763  2.063  2.750 2.890
 0.2 0.470  1.286  2.021 3.108

 0.1 0.784 2.578 3.619 3.886
 0.2 0.476 1.785 2.721 3.790 

 0.1 0.873 3.792 6.203 8.696 
  0.2 0.548 2.484 4.012 5.964 

Ra H 
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104 

105 
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จากตารางเพื่อความเขาใจยิ่งขึ้นจะแสดงคานัสเซิลนัมเบอรเฉลี่ย Nu  โดยเปรียบเทียบผล
กระทบตอคาความสูงของครีบระบายความรอน H เทากับ 0.1 และ 0.2 แลวทําการเปลี่ยนแปลงคา
อัตราสวนของสัมประสิทธิ์การนําความรอนที่คาตาง ๆ กัน ดังแสดงในรูปที่ 7.32 – 7.34 และ     
รูปที่ 7.35 – 7.37 จะแสดงคานัสเซิลนัมเบอรเฉล่ีย โดยทําการเปรียบเทียบผลกระทบตอคา     
ความสูงของครีบระบายความรอนแลวทําการเปลี่ยนแปลงคาเรยเลหนัมเบอรที่คาตาง ๆ กัน 

 
 รูปที่ 7.32 – 7.34 จะแสดงใหเห็นวาเมื่อคาอัตราสวนของสัมประสิทธิ์การนําความรอนมี
คาเพิ่มขึ้น ปริมาณความรอนที่ผิวของครีบระบายความรอนก็จะมีคาสูงขึ้นดวยในทํานองเดียวกัน
เมื่อเพิ่มคาความสูงของครีบระบายความรอนจาก 0.1 เปน 0.2 จะเห็นไดวาปริมาณความรอนที่ผิว
ของครีบระบายความรอนลดลง ดังนั้นที่ความสูงของครีบระบายความรอนเทากับ 0.1 สามารถ
ระบายความรอนไดดีกวาที่ความสูงเทากับ 0.2 ยกเวนรูปที่ 7.32 ที่คา K เทากับ 5,000 ซ่ึงสามารถ
อธิบายไดในรูปที่ 7.37  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 

รูปที่ 7.32  คานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยที่ผิวของครีบระบายความรอนที่คาอัตราสวน 

 ของสัมประสิทธิ์การนําความรอนที่คาตาง ๆ และคาเรยเลหนัมเบอร 
 เทากับ 103 เมื่อ H = 0.1 และ 0.2  
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รูปที่ 7.33  คานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยที่ผิวของครีบระบายความรอนที่คาอัตราสวน 

 ของสัมประสิทธิ์การนําความรอนที่คาตาง ๆ และคาเรยเลหนัมเบอร 
 เทากับ 105 เมื่อ H = 0.1 และ 0.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.34  คานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยที่ผิวของครีบระบายความรอนที่คาอัตราสวน 

  ของสัมประสิทธิ์การนําความรอนที่คาตาง ๆ และคาเรยเลหนัมเบอร 
  เทากับ 106 เมื่อ H = 0.1 และ 0.2 
 
 

0.0 

100 101 102 103 10410-1 

Nu

K  

0.5 

1.0 

1.5 

2.0 

2.5 

3.0 

3.5 

H = 0.1 
H = 0.2 

4.0 

4.5 

0 

100 101 102 103 10410-1 

Nu

K  

1 
2 
3 

4 
5 
6 

7 

H = 0.1 
H = 0.2 

8 
9 

10 



  
 
 

135

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 7.35  คานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยที่ผิวของครีบระบายความรอนที่คาเรยเลหนัมเบอรตาง ๆ และ 

  คาอัตราสวนของสัมประสิทธิ์การนําความรอน K เทากับ 1 เมื่อ H = 0.1 และ 0.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 7.36  คานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยที่ผิวของครีบระบายความรอนที่คาเรยเลหนัมเบอรตาง ๆ และ 

  คาอัตราสวนของสัมประสิทธิ์การนําความรอน K เทากับ 10 เมื่อ H = 0.1 และ 0.2 
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รูปที่ 7.37  คานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยที่ผิวของครีบระบายความรอนที่คาเรยเลหนัมเบอรตาง ๆ และ 

    คาอัตราสวนของสัมประสิทธิ์การนําความรอน K เทากับ 5,000 เมื่อ H = 0.1 และ 0.2 
 
 รูปที่ 7.35 – 7.37 สามารถสรุปไดวาเมื่อคาเรยเลหนัมเบอรมีคาสูงขึ้นการถายเทความรอน
จะมีคาสูงขึ้น รูปที่ 7.37 แสดงคาอัตราสวนของสัมประสิทธิ์การนําความรอนเทากับ 5,000  จะพบ
วาการถายเทความรอนที่คาเรยเลหนัมเบอรเทากับ 103, 104 และ 105 ที่ความสูงของครีบระบาย
ความรอนเทากับ 0.1 และ 0.2 คาปริมาณความรอนที่เกิดขึ้นมีคาไมแตกตางกันมากนัก แตเมื่อเพิ่ม
คาเรยเลหนัมเบอรเทากับ 106 จะพบวาปริมาณความรอนที่คาความสูงของครีบระบายความรอนเทา
กับ 0.1 สามารถระบายความรอนไดดีกวาที่ความสูงเทากับ 0.2 
 
 ผลลัพธที่ไดจากการคํานวณทั้งหมดพบวาเมื่อคาเรยเลหนัมเบอรมีคาสูงขึ้นจะเห็นไดวา
ปริมาณความรอนที่ผิวรอยตอระหวางของแข็งและของไหลมีคาสูงขึ้น ของแข็งสามารถถายเทความ
รอนไดดีและเมื่อพิจารณาคาสัมประสิทธิ์การนําความรอนเมื่อมีคาสูงขึ้นจะทําใหความรอนสามารถ
ถายเทสูของไหลไดดี ดังนั้นในการเลือกวัสดุเพื่อใหอุปกรณระบายความรอนมีประสิทธิภาพสูงสุด 
ควรจะเลือกใชวัสดุที่มีคาสัมประสิทธิ์การนําความรอนสูงดวย แตในงานทางวิศวกรรมในบางครั้ง
อาจมีขอจํากัดบางอยาง เชน วัสดุที่มีคาสัมประสิทธิ์การนําความรอนสูงมักจะมีราคาแพง ดังนั้นการ
ใชโปรแกรมคอมพิวเตอร ซ่ึงสามารถวิเคราะหการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตได จะสามารถ
จําลองปญหาขึ้นมาแลวนําผลลัพธมาเปนขอมูลเพื่อใชในการเลือกวัสดุที่มีความเหมาะสมทั้งดาน
ราคาและสามารถระบายความรอนไดตามความตองการได  
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 สําหรับปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวางทอทรงกระบอกที่มีครีบระบาย       
ความรอนในชองปดสี่เหล่ียมสามารถสรุปผลการศึกษาได ดังตอไปนี้ 

 
1. เมื่อเรยโนลดนัมเบอรมีคาสูงขึ้นจะทําใหการถายเทความรอนมีปริมาณมากขึ้น 

2. อัตราสวนระหวางสัมประสิทธิ์การนําความรอนในของแข็งตอสัมประสิทธิ์การนํา
ความรอนในของไหล, K จะมีผลตอปริมาณความรอนที่ถายเทระหวางของแข็งและ
ของไหล โดยเมื่อคา K มากขึ้น ปริมาณความรอนที่ถายเทระหวางของแข็งและของ
ไหลก็จะเพิ่มขึ้น 

3. ความสูงของครีบระบายความรอนมีผลตอตอปริมาณการถายเทความรอนของ       
ครีบระบายความรอน 

 



บทที่  8 
 

บทสรุป ปญหาที่พบและขอเสนอแนะ 
 
 
8.1 บทสรุป 
 
 วิทยานิพนธนี้ไดแสดงวิธีการวิเคราะหปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตของการ
ไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวที่สภาวะอยูตัวในสองมิติโดยใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต ซ่ึงวิธี       
ดังกลาวสามารถที่จะใชวิเคราะหปญหาในของแข็ง ปญหาในของไหล และปญหาการถายเท     
ความรอนในของแข็งและของไหลไดเปนที่นาพอใจ 
 
 ในการวิเคราะหปญหาการไหลและการถายเทความรอนดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตจํา
เปนตองมีความรูพื้นฐานในเรื่องของสมการเชิงอนุพันธที่เกี่ยวของกับปญหาการไหลและการถายเท
ความรอน โดยในบทที่ 2 ไดแสดงถึงระบบสมการเชิงอนุพันธสําหรับปญหาการไหลและการ    
ถายเทความรอนในสองมิติไวอยางละเอียด ซ่ึงประกอบไปดวยสมการเชิงอนุพันธจํานวน 4 สมการ 
ไดแก สมการอนุรักษมวล สมการอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน x สมการอนุรักษโมเมนตัมในแนว
แกน y และสมการอนุรักษพลังงาน รวมทั้งอธิบายผลของแรงลอยตัวอันเนื่องมาจากความแตกตาง
ของอุณหภูมิซ่ึงใชในการวิเคราะหการถายเทความรอนที่มีการพาความรอนแบบอิสระดวย  
 

สําหรับบทที่ 3 เปนการแสดงขั้นตอนในการประยุกตระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตที่สอด
คลองกับสมการเชิงอนุพันธของปญหาการไหลและการถายเทความรอน  พรอมทั้งประยุกต                   
ใช วิ ธีสตรีมไลน อัปวินด เพทรอฟ -กาเลอรคิน  (Streamline Upwind / Petrov-Galerkin 

Formulation; SUPG) จากนั้นไดประยุกตใชขั้นตอนการคํานวณของวิธี SIMPLER ซ่ึงเปนวิธีที่
ใชในการคํานวณความเร็วและความดัน เพื่อทําใหคา u และ v ที่คํานวณไดจากสมการโมเมนตัมน้ัน
สอดคลองกับสมการอนุรักษมวล ซ่ึงเปนขั้นตอนการคํานวณแบบแยกกัน (Segregated Method) 

เปนผลทําใหไมตองทําการแกระบบสมการขนาดใหญพรอม ๆ กัน อีกทั้งระเบียบวิธีที่ใชในการ
วิเคราะหปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตที่นําเสนอในวิทยานิพนธนี้ยังสามารถที่จะใช
ฟงกชันการประมาณภายในของความเร็ว ความดันและอุณหภูมิที่อันดับเทากันได (Equal-Order 

Interpolation Function) ทําใหการประดิษฐเอลิเมนตเมตริกซและไฟไนตเอลิเมนตโปรแกรม
คอมพิวเตอรสามารถที่จะทําความเขาใจไดโดยงาย จึงมีความสะดวกที่จะนําไปพัฒนาในงานวิจัยใน
ระดับสูงตอไป สําหรับเอลิเมนตเมตริกซที่ถูกสรางขึ้นในบทนี้จะอยูในรูปแบบที่สามารถนําไป
ประดิษฐเปนโปรแกรมคอมพิวเตอรไดโดยตรง 
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การแกระบบสมการขนาดใหญในอดีตมีความนิยมที่จะใชระเบียบวิธีการกําจัดแบบเกาส 
(Gauss Elimination Method) ซ่ึงเปนวิธีการคํานวณแบบตรง (Direct Method) แตวิธีดังกลาว
ตองใชเวลาในการคํานวณเปนจํานวนมาก ทําใหเปนขอจํากัดในการวิเคราะหปญหาขนาดใหญ ดัง
นั้นในบทที่ 4 จึงไดนําเสนอระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่เรียกวาวิธีเอลิเมนตโดยเอลิเมนต (Element by 

Element) ซ่ึงเปนวิธีที่เหมาะสําหรับการแกระบบสมการขนาดใหญเนื่องจากสามารถที่จะลดเวลาที่
ตองใชในการคํานวณลงไดเปนอยางมาก เพราะเปนการหลีกเล่ียงการแกระบบสมการขนาดใหญ 
โดยไดอธิบายอยางเปนขั้นเปนตอนเพื่อใหเกิดความเขาใจในวิธีดังกลาว สําหรับในบทที่ 5 จะไดนํา
เอาสมการไฟไนตเอลิเมนตและไฟไนตเอลิเมนตเมตริกซที่ไดประดิษฐขึ้นในบทที่ 3 รวมทั้งการแก
ระบบสมการดวยระเบียบวิธีเอลิเมนตโดยเอลิเมนตที่ไดอธิบายในบทที่ 4 มาทําการประดิษฐ
โปรแกรมคอมพิวเตอร โดยจะอธิบายขั้นตอนการใชโปรแกรมคอมพิวเตอรโดยละเอียด  
 

สําหรับในบทที่  6 เปนการตรวจสอบความถูกตองของไฟไนตเอลิเมนตโปรแกรม
คอมพิวเตอรโดยจะทําการตรวจสอบ 2 สวนดวยกัน สวนแรกเปนการวิเคราะหปญหาในของแข็ง
โดยทําการเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง 2 ปญหา ไดแก 1) ปญหาการนําความรอนในสองมิติ
ของแผนบางรูปสี่เหล่ียม 2) ปญหาการแพรกระจายความรอนโดยที่มีปริมาณความรอนที่ผิวแตก
ตางกัน สวนที่สองจะเปนการวิเคราะหปญหาการไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวที่สภาวะอยูตัว โดยทํา
การตรวจสอบกับผลเฉลยแมนตรง 2 ปญหา และทําการตรวจสอบกับผลการคํานวณดวยวิธีอ่ืนๆ 
ของผูวิจัยที่ไดทํามากอนหนานี้ 2 ปญหา ไดแก 1) ปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานอันเนื่องมา
จากความหนืด 2) ปญหาการหลอล่ืนระหวางเพลากับแบริ่ง 3) ปญหาการไหลหมุนวนในชองส่ี
เหล่ียม 4) ปญหาการไหลเนื่องจากการพาความรอนแบบอิสระในชองปดรูปสี่เหล่ียมจัตุรัส 
 
 สําหรับในบทที่ 7 โดยจะแบงปญหาในการวิเคราะหออกเปนสองสวน ในสวนแรกเพื่อเพิ่ม
ความมั่นใจยิ่งขึ้นในการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้น โดยนํามา
ทดสอบปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต โดยเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง ผลจากการ
ทดลองหรือผลการคํานวณดวยวิธีอ่ืนๆ ของผูวิจัยที่ไดทํามากอนหนานี้ซ่ึงประกอบดวย 3 ปญหา 
ไดแก 1) ปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตระหวางแผนคูขนาน 2) ปญหาการถายเท    
ความรอนแบบคอนจูเกตในอุปกรณแลกเปลี่ยนความรอนที่มีการไหลสวนทางกัน 3) ปญหาการพา
ความรอนแบบอิสระในชองปดสี่เหล่ียมจัตุรัสโดยที่มีผนังนําความรอน  
 
 สําหรับสวนที่สองจะเปนการนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้นและมีความมั่นใจใน
ความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรไปวิเคราะหการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต เพื่อแสดง
ใหเห็นถึงประสิทธิภาพของไฟไนตเอลิเมนตโปรแกรมคอมพิวเตอรในการแกปญหาที่มีรูปรางที่   
ซับซอน 2 ปญหา ไดแก 1) ปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวางทอทรงกระบอกกับชองปด      
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ส่ีเหล่ียมโดยมีผนังกันความรอน 2) ปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวางทอทรงกระบอกที่มี
ครีบระบายความรอนในชองปดสี่เหล่ียม โดยในปญหานี้จะศึกษาผลกระทบจากการเปลี่ยนแปลงคา
เรยเลหนัมเบอร อัตราสวนสัมประสิทธ์ิการนําความรอนในของแข็งตอสัมประสิทธ์ิการนําความ
รอนในของไหล และคาความยาวของครีบระบายความรอน 
 
 กลาวโดยสรุปไดวาวิทยานิพนธนี้สามารถนําระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตวิเคราะหปญหา
การถายเทความรอนแบบคอนจูเกต ซ่ึงเปนการคํานวณการนําความรอนในของแข็งและการพาความ
รอนในของไหลพรอมกันไดเปนอยางดี และจากวิธีการแกระบบสมการดวยวิธีเอลิเมนตโดย         
เอลิเมนตสามารถลดเวลาในการคํานวณไดเปนอยางมาก เมื่อเทียบกับการแกระบบสมการดวย
ระเบียบวิธีการกําจัดแบบเกาส และการใชเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบหกจุดตอ ดังเชนในอดีต 
 
8.2 ปญหาที่พบในขณะทําวิทยานิพนธ 
 
 ปญหาสําคัญที่พบในขณะทําวิทยานิพนธ คือ การทําความเขาใจกับระเบียบวิธีไฟไนต      
เอลิเมนตดวยวิธีวิธีสตรีมไลนอัปวินดเพทรอฟ-กาเลอรคิน เนื่องจากมีความซับซอนมากในการแก
ดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนต ตอมาจะเปนการคนหาวิธีในการเชื่อมโยงการนําความรอนในของแข็งและ
การพาความรอนในของไหล ซ่ึงเปนสวนที่สําคัญในการวิเคราะหปญหาการถายเทความรอนแบบ
คอนจูเกต ปญหาสําคัญอีกประการหนึ่งที่ตองกลาวถึงคือการหาวิธีการแกระบบสมการแบบใหม    
ที่สามารถลดเวลาในการคํานวณและใหผลลัพธที่ถูกตอง 
 
8.3 ขอเสนอแนะสําหรับงานวิจัยในอนาคต 
 
 ในการวิเคราะหการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตสามารถนําโปรแกรมคอมพิวเตอรจาก
วิทยานิพนธนี้ไปพัฒนาเพิ่มเติมสําหรับการคํานวณปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตที่มีรูป
รางซับซอนที่เกิดขึ้นจริงในงานวิศวกรรมได ซ่ึงควรมีการพัฒนาเพิ่มเติมในสวนตอไปนี ้
 

- ปรับปรุงโปรแกรมคอมพิวเตอรใหสามารถวิเคราะหปญหาการไหลและการถายเท
ความรอนแบบคอนจูเกตในสภาวะชั่วขณะ (Transient Problem) 

- ประยุกตใชวิธีปรับขนาดเอลิเมนต เพื่อลดจํานวนเอลิเมนตในการแกปญหาแบบ       
คอนจูเกต 

- พัฒนาใหโปรแกรมสามารถคํานวณการไหลในสามมิติได 
- พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรใหสามารถวิเคราะหปญหาไหลและการถายเทความรอน

แบบคอนจูเกตในสภาวะปนปวน (Turbulent Problem) ได 
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ภาคผนวก ก 
รายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอร SUPG 

  
 โปรแกรมคอมพิวเตอร SUPG ที่ไดประดิษฐขึ้นเพื่อการวิเคราะหปญหาการถายเทความ
รอนแบบคอนจูเกตที่ไดกลาวไวในบทที่ 5 มีรายละเอียดดังนี ้
 
!*********************************************************************************** ! 
! ! 
!           A FINITE ELEMENT PROGRAM FOR CONJUGATE HEAT TRANSFER PROBLEMS           ! 
!            FOR TWO-DIMENSIONAL USE EQUAL-ORDER TRIANGULAR FORMULATION           ! 
!               BASE ON STREAMLINE UPWIND/PETROV GALERKIN FORMULATION              ! 
! ! 
!*********************************************************************************** ! 
 
MODULE SUPG 
IMPLICIT NONE 
 
CHARACTER(len=20) :: name1, name2, name3, name4 
 
INTEGER(2) :: sthour,stminute,stsecond,sthund      ! Collect Start time 
INTEGER(2) :: enhour, enminute, ensecond, enhund   ! Collect End time  
 
INTEGER(4),ALLOCATABLE,DIMENSION(:,:) :: intmat    ! Node connection on element 
INTEGER(4),ALLOCATABLE,DIMENSION(:,:) :: intbou        ! Define boundary inflow 
INTEGER(4),ALLOCATABLE,DIMENSION(:,:) :: intbouq       ! Define boundary heat flux 
INTEGER(4),ALLOCATABLE,DIMENSION(:)  :: ibcu,ibcv,ibcp,ibct  ! boundary condition  
  for variable  
INTEGER(4),ALLOCATABLE,DIMENSION(:,:) :: ltype 
INTEGER(4),ALLOCATABLE,DIMENSION(:) :: ibce, nodeid, chke   ! boundary condition  
INTEGER(4),ALLOCATABLE,DIMENSION(:) :: esup1, esup2, elemq  ! for elements 
  surrounding node  
INTEGER(4) :: npoi,  nelem,  iter, ierror, istor 
INTEGER(4) :: i, j, k, ii, jj, kk 
INTEGER(4) :: ip, ie, ib, jb, kb, st, ed 
INTEGER(4) :: niter, nlines, nbou, nflux, ipoi1, check 
INTEGER(4), DIMENSION(20) :: text  
 
REAL(8),ALLOCATABLE,DIMENSION(:,:) :: coord               ! Coordinate of each node  
REAL(8),ALLOCATABLE,DIMENSION(:,:) :: sysk 
REAL(8),ALLOCATABLE,DIMENSION(:) :: u, v, p, t          ! Primitive variable 
REAL(8),ALLOCATABLE,DIMENSION(:) :: uold,vold,pold,told ! Primitive variable (old)  
REAL(8),ALLOCATABLE,DIMENSION(:) :: unew, vnew, pnew, tnew 
REAL(8),ALLOCATABLE,DIMENSION(:) :: EE, PP, EEnew, PPnew, EB 
REAL(8),ALLOCATABLE,DIMENSION(:) :: ru, rv, areavg, qb  
REAL(8),ALLOCATABLE,DIMENSION(:) :: uhat, vhat, kp, vsum  
REAL(8),ALLOCATABLE,DIMENSION(:) :: sysrx, sysry, sysr, bflux 
REAL(8),ALLOCATABLE,DIMENSION(:) :: tbar, digt, pbar, digp, sysrold, EKP 
REAL(8),ALLOCATABLE,DIMENSION(:) :: sysa, comb 
REAL(8),DIMENSION(3,3) :: aele, atele, qq 
REAL(8),DIMENSION(3) :: rxele, rxnele, rxwele,  ryele, rele 
 
REAL(8) :: sumu, sumv, sump, sumt, sumx, sumy 
REAL(8) :: sumdu, sumdv, sumdp, sumdt 
REAL(8) :: erroru, errorv, errorp, errort 
REAL(8) :: tol, aaa, area,  dd, cross1, cross2, cross3 
REAL(8) :: cond, conds, condf, spec, expan, tref,den,vis 
REAL(8) :: xg1, xg2, xg3, yg1, yg2, yg3 
REAL(8) :: b1, b2, b3, c1, c2, c3 
REAL(8) :: f1, f2, f3, uj, vj, q 
CONTAINS 
 
SUBROUTINE MAIN() 
 
IMPLICIT NONE 
 
CALL READ_INPUT() 
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! 
! Start calculation 
! 
 
DO iter = 1,niter 
 
   CALL SOLVET()               ! Solve for temperature 
 
   CALL SOLVEUV()              ! Solve for u & v - velocities 
 
   CALL SOLVEP()               ! Solve pressure 
 
   CALL UPDATE()               ! Update velocities 
 
   CALL ERROR()                ! Compute relative error 
 
!-------------------------------------------- 
! Write output file if the solution converge 
!-------------------------------------------- 
 
   IF(erroru <= tol.OR.errorv <= tol.OR.errorp <= tol.OR.iter == niter) THEN 
 
      CALL GETTIM(enhour,enminute,ensecond,enhund) 
 
      WRITE(6,10) sthour,stminute,stsecond,sthund 
      10 FORMAT('  Start time :',3X,I2,':',I2.2,':',I2.2,':',I2.2) 
 
      WRITE(6,20) enhour,enminute,ensecond,enhund 
      20 FORMAT('    End time :',3X,I2,':',I2.2,':',I2.2,':',I2.2) 
 
   CALL WRITE_OUTPUT()         ! Write output file if meet criteria 
 
   ENDIF 
 
   IF(erroru <= tol.OR.errorv <= tol.OR.errorp <= tol.OR.iter == niter) STOP 
 
END DO 
 
END SUBROUTINE MAIN 
 
!====================================================================================! 
 
SUBROUTINE SOLVET()  ! Subroutine for solve Temperature 
 
IMPLICIT NONE 
 
INTEGER(4) :: it, nniter 
INTEGER(4) :: mm, ic, ir, ieq 
REAL(8), DIMENSION(3,3) :: acov, acovn, acovw, adif 
REAL(8), DIMENSION(3) :: ele, bc, tb 
REAL(8) :: sum, error 
REAL(8) :: canu, canv, caw1, caw23, caw4 
REAL(8) :: uba, vba, cqq 
REAL(8) :: absu, peclet, kba, hele, ds, alp, bb 
 
nniter = 10 
told = t 
 
loop : do it = 1,nniter 
 
sysr = 0.   
tbar = 0. 
digt = 0. 
 
!---------------------------------- 
! Loop over the number of elements 
!---------------------------------- 
 
element : do ie = 1,nelem 
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!--------------------------------- 
! Find element local coordinates: 
!--------------------------------- 
 
ii = intmat(ie,1) 
jj = intmat(ie,2) 
kk = intmat(ie,3) 
 
xg1 = coord(ii,1) 
xg2 = coord(jj,1) 
xg3 = coord(kk,1) 
yg1 = coord(ii,2) 
yg2 = coord(jj,2) 
yg3 = coord(kk,2) 
 
area = 0.5*(xg2*(yg3-yg1)+xg1*(yg2-yg3)+xg3*(yg1-yg2)) 
 
IF(area <= 0.) WRITE(6,5) ie 
5 FORMAT(/,'   !!! ERROR !!! ELEMENT NO.', I5, & 
           ' HAS NEGATIVE OR ZERO area ', /, & 
           ' --- check F.E. MODEL FOR NODAL COORDINATES', & 
           ' AND ELEMENT NODAL CONNECTIONS ---'           ) 
IF(area <= 0.) STOP 
 
b1 = yg2 - yg3 
b2 = yg3 - yg1 
b3 = yg1 - yg2 
 
c1 = xg3 - xg2 
c2 = xg1 - xg3 
c3 = xg2 - xg1 
 
!------------ 
! Setup kba 
!------------ 
 
uba  = (u(ii)+u(jj)+u(kk))/3. 
vba = (v(ii)+v(jj)+v(kk))/3. 
absu  = SQRT((uba*uba) + (vba*vba)) 
ds = SQRT((xg1-xg2)*(xg1-xg2) + (yg1-yg2)*(yg1-yg2)) 
hele = 2.*area/ds 
peclet = absu*hele*den*spec/(2.*condf) 
alp = 1./(DTANH(peclet)) - 1./peclet 
kba = alp*hele/(2.*absu) 
if(peclet == 0.) kba = 0. 
 
!------------------------------------ 
! Setup [A] matrix: (Diffusion term) 
!------------------------------------ 
 
adif(1,1) =  ((b1*b1)+(c1*c1))/(4.*area) 
adif(1,2) =  ((b1*b2)+(c1*c2))/(4.*area) 
adif(1,3) =  ((b1*b3)+(c1*c3))/(4.*area) 
adif(2,2) =  ((b2*b2)+(c2*c2))/(4.*area) 
adif(2,3) =  ((b2*b3)+(c2*c3))/(4.*area) 
adif(3,3) =  ((b3*b3)+(c3*c3))/(4.*area) 
adif(2,1) =  adif(1,2) 
adif(3,1) =  adif(1,3) 
adif(3,2) =  adif(2,3) 
 
!====================================== 
! Setup [A] matrix: (Convection term) 
!====================================== 
 
!--------------------- 
! Setup  [An] matrix 
!--------------------- 
 
canu = den*uba/6. 
canv = den*vba/6. 
 
acovn(1,1) = canu*b1 + canv*c1 
acovn(1,2) = canu*b2 + canv*c2 
acovn(1,3) = canu*b3 + canv*c3 
 
 
 



  
 
 

149

acovn(2,1) = acovn(1,1) 
acovn(2,2) = acovn(1,2) 
acovn(2,3) = acovn(1,3) 
acovn(3,1) = acovn(1,1) 
acovn(3,2) = acovn(1,2) 
acovn(3,3) = acovn(1,3) 
 
!--------------------- 
! Setup  [Aw] matrix 
!--------------------- 
 
caw1  = uba*uba/(4.*area) 
caw23 = uba*vba/(4.*area) 
caw4  = vba*vba/(4.*area) 
 
acovw(1,1) = caw1*b1*b1 + caw23*(b1*c1 + b1*c1) + caw4*c1*c1 
acovw(1,2) = caw1*b1*b2 + caw23*(b1*c2 + b2*c1) + caw4*c1*c2 
acovw(1,3) = caw1*b1*b3 + caw23*(b1*c3 + b3*c1) + caw4*c1*c3 
 
acovw(2,1) = acovw(1,2) 
acovw(2,2) = caw1*b2*b2 + caw23*(b2*c2 + b2*c2) + caw4*c2*c2 
acovw(2,3) = caw1*b2*b3 + caw23*(b2*c3 + b3*c2) + caw4*c2*c3 
 
acovw(3,1) = acovw(1,3) 
acovw(3,2) = acovw(2,3) 
acovw(3,3) = caw1*b3*b3 + caw23*(b3*c3 + b3*c3) + caw4*c3*c3 
 
!------------------------------------ 
! Setup  [Aconv] matrix : [An] + [Aw]  
!------------------------------------ 
 
acov = acovn + kba*acovw 
 
!------------------------------------- 
! Setup [aele] matrix : [adif]+[acov] 
!------------------------------------- 
 
IF(ltype(ie,1) == 1) then  
 
cond = conds 
qq = 0. 
 
!--------------------------- 
! Setup [RQ] matrix:(solid) 
!--------------------------- 
 
 If(ltype(ie,2) == 1) then 
  cqq = q*area/3. 
  qq(1) = cqq*1.  
  qq(2) = cqq*1.  
  qq(3) = cqq*1.  
 END If 
 
END If 
 
IF(ltype(ie,1) == 0) then  
 
cond = condf 
qq = 0. 
 
!---------------------------- 
! Setup [RQ] matrix: (fluid) 
!---------------------------- 
 
 If(ltype(ie,2) == 1) then 
  cqq = q*area/3. 
  qq(1) = den*cqq*1.  
  qq(2) = den*cqq*1.  
  qq(3) = den*cqq*1.  
 END If 
 
END If 
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!--------------------- 
! Setup [r] matrix:  
!--------------------- 
 
rele = 0. + qq 
 
aele = spec*acov + cond*adif 
 
!---------- 
! Solve T 
!---------- 
 
bc = 0. 
 
ele(1) = t(ii) 
ele(2) = t(jj) 
ele(3) = t(kk) 
 
if (ibct(ii) == 1) bc(1) = 1 
if (ibct(jj) == 1) bc(2) = 1 
if (ibct(kk) == 1) bc(3) = 1 
 
!---------------------- 
! Apply BC on element   
!---------------------- 
 
outer1: do ieq = 1,3 
       
   if(bc(ieq) == 0) cycle outer1 
 
      inner1: do ir = 1,3 
         if(ir == ieq) cycle inner1 
         rele(ir) = rele(ir) - aele(ir,ieq)*ele(ieq) 
         aele(ir,ieq) = 0. 
      enddo inner1 
 
      do ic = 1,3 
         aele(ieq,ic) = 0. 
      enddo 
 
   aele(ieq,ieq) = 1. 
   rele(ieq) = ele(ieq) 
 
enddo outer1 
 
!-------------------------------- 
!  Element by element solutions 
!-------------------------------- 
 
do i = 1,3 
   sum = 0. 
   do j = 1,3  
      sum = sum + aele(i,j)*t(intmat(ie,j)) 
   enddo 
   tb(i) = sum 
enddo 
 
!----------- 
! assemble     
!----------- 
 
do i = 1,3 
   mm = intmat(ie,i) 
   sysr(mm) =  sysr(mm) + rele(i) 
   tbar(mm) =  tbar(mm) + tb(i) 
   digt(mm) =  digt(mm) + aele(i,i) 
enddo 
 
!----------------------------------------------------------------- 
 
end do element 
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do i = 1,npoi 
!   tnew(i) = 0.9*(t(i) - ((tbar(i)-sysr(i))/digt(i))) + 0.1*t(i) 
    tnew(i) = t(i) - ((tbar(i)-sysr(i))/digt(i)) 
enddo 
 
t = tnew 
 
end do loop 
 
END SUBROUTINE SOLVET 
 
!====================================================================================! 
 
SUBROUTINE SOLVEUV()  ! Subroutine for solve u & v -velocities 
 
IMPLICIT NONE 
 
INTEGER(4)               ::  ll, mm, nn, ieq, ic, ir 
REAL(8)                  ::  sum, coefn, coefw, canu, canv, caw1, caw23, caw4 
REAL(8) ::  uba, vba, absu, peclet, kba, hele, ds, alp, bb 
REAL(8), DIMENSION(3)    ::  rpy, rpny, rpwy, rgy, rgny, rgwy 
REAL(8), DIMENSION(3)    ::  bc, ele, fbx, fby, rpx 
REAL(8), DIMENSION(3,3)  ::  acov, acovn, acovw, adif  
REAL(8), DIMENSION(3,3)  ::  axele, ayele 
REAL(8), DIMENSION(npoi) ::  rpsys, fbarx, fbary, fx, fy, digx, digy, rxsys 
 
rpsys = 0.   
 sysa = 0. 
   kp = 0.     
 uold = u       
 vold = v    
  
loop1: do nn = 1,2 
 
fbarx = 0. 
fbary = 0. 
   fx = 0. 
   fy = 0. 
 digx = 0. 
 digy = 0.  
 
! 
! Loop over the number of elements 
! 
 
loop2: DO ie = 1,nelem 
 
!--------------------------------- 
! Find element local coordinates: 
!--------------------------------- 
 
ii = intmat(ie,1) 
jj = intmat(ie,2) 
kk = intmat(ie,3) 
 
xg1 = coord(ii,1) 
xg2 = coord(jj,1) 
xg3 = coord(kk,1) 
yg1 = coord(ii,2) 
yg2 = coord(jj,2) 
yg3 = coord(kk,2) 
 
area = 0.5*(xg2*(yg3-yg1)+xg1*(yg2-yg3)+xg3*(yg1-yg2)) 
 
IF(area <= 0.) WRITE(6,5) ie 
5 FORMAT(/,'   !!! ERROR !!! ELEMENT NO.', I5, & 
           ' HAS NEGATIVE OR ZERO area ', /, & 
           ' --- check F.E. MODEL FOR NODAL COORDINATES', & 
           ' AND ELEMENT NODAL CONNECTIONS ---' ) 
IF(area <= 0.) STOP 
 
b1 = yg2 - yg3 
b2 = yg3 - yg1 
b3 = yg1 - yg2 
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c1 = xg3 - xg2 
c2 = xg1 - xg3 
c3 = xg2 - xg1 
 
!------------ 
! Setup kba 
!------------ 
 
uba  = (u(ii)+u(jj)+u(kk))/3. 
Vba = (v(ii)+v(jj)+v(kk))/3. 
absu  = SQRT((uba*uba) + (vba*vba)) 
ds  = SQRT((xg1-xg2)*(xg1-xg2) + (yg1-yg2)*(yg1-yg2)) 
hele  = 2.*area/ds 
peclet = absu*hele*den*spec/(2.*condf) 
alp  = 1./(DTANH(peclet)) - 1./peclet 
kba  = alp*hele/(2.*absu) 
 
if(peclet == 0.) kba = 0. 
 
 
 
!======================================= 
! Setup [A] matrix: (Convection term) 
!======================================= 
 
!--------------------- 
! Setup  [An] matrix 
!--------------------- 
 
canu = den*uba/6. 
canv = den*vba/6. 
 
acovn(1,1) = canu*b1 + canv*c1 
acovn(1,2) = canu*b2 + canv*c2 
acovn(1,3) = canu*b3 + canv*c3 
 
acovn(2,1) = acovn(1,1) 
acovn(2,2) = acovn(1,2) 
acovn(2,3) = acovn(1,3) 
 
acovn(3,1) = acovn(1,1) 
acovn(3,2) = acovn(1,2) 
acovn(3,3) = acovn(1,3) 
 
!--------------------- 
! Setup  [Aw] matrix 
!--------------------- 
 
caw1  = uba*uba/(4.*area) 
caw23 = uba*vba/(4.*area) 
caw4  = vba*vba/(4.*area) 
 
acovw(1,1) = caw1*b1*b1 + caw23*(b1*c1 + b1*c1) + caw4*c1*c1 
acovw(1,2) = caw1*b1*b2 + caw23*(b1*c2 + b2*c1) + caw4*c1*c2 
acovw(1,3) = caw1*b1*b3 + caw23*(b1*c3 + b3*c1) + caw4*c1*c3 
 
acovw(2,1) = acovw(1,2) 
acovw(2,2) = caw1*b2*b2 + caw23*(b2*c2 + b2*c2) + caw4*c2*c2 
acovw(2,3) = caw1*b2*b3 + caw23*(b2*c3 + b3*c2) + caw4*c2*c3 
 
acovw(3,1) = acovw(1,3) 
acovw(3,2) = acovw(2,3) 
acovw(3,3) = caw1*b3*b3 + caw23*(b3*c3 + b3*c3) + caw4*c3*c3 
 
!------------------------------------ 
! Setup  [Aconv] matrix : [An] + [Aw]  
!------------------------------------ 
 
acov = acovn + kba*acovw 
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!======================================== 
! Setup [A] matrix: (Diffusion term) 
!======================================== 
 
adif(1,1) = ((b1*b1)+(c1*c1))/(4.*area) 
adif(1,2) = ((b1*b2)+(c1*c2))/(4.*area) 
adif(1,3) = ((b1*b3)+(c1*c3))/(4.*area) 
 
adif(2,2) = ((b2*b2)+(c2*c2))/(4.*area) 
adif(2,3) = ((b2*b3)+(c2*c3))/(4.*area) 
adif(3,3) = ((b3*b3)+(c3*c3))/(4.*area) 
 
adif(2,1) = adif(1,2) 
adif(3,1) = adif(1,3) 
adif(3,2) = adif(2,3) 
 
!========================= 
! Setup [rp] matrix:  
!========================= 
 
!--------------------- 
! Setup [rpx] matrix:  
!--------------------- 
 
rxnele(1) = -(b1*p(ii)+b2*p(jj)+b3*p(kk))/6. 
rxnele(2) = rxnele(1) 
rxnele(3) = rxnele(1) 
 
rxwele(1) = -(b1*uba + c1*vba)*(b1*p(ii)+b2*p(jj)+b3*p(kk))/(4.*area) 
rxwele(2) = -(b2*uba + c2*vba)*(b1*p(ii)+b2*p(jj)+b3*p(kk))/(4.*area) 
rxwele(3) = -(b3*uba + c3*vba)*(b1*p(ii)+b2*p(jj)+b3*p(kk))/(4.*area) 
 
rxele = rxnele + kba*rxwele 
 
!--------------------- 
! Setup [rpy] matrix:  
!--------------------- 
 
rpny(1) = -(c1*p(ii)+c2*p(jj)+c3*p(kk))/6. 
rpny(2) = rpny(1) 
rpny(3) = rpny(1) 
 
rpwy(1) = -(b1*uba + c1*vba)*(c1*p(ii)+c2*p(jj)+c3*p(kk))/(4.*area) 
rpwy(2) = -(b1*uba + c1*vba)*(c1*p(ii)+c2*p(jj)+c3*p(kk))/(4.*area) 
rpwy(3) = -(b1*uba + c1*vba)*(c1*p(ii)+c2*p(jj)+c3*p(kk))/(4.*area) 
 
rpy = rpny + kba*rpwy 
 
!========================= 
! Setup [rg] matrix: 
!========================= 
 
coefn = den*10.*area/12. 
Coefw = den*10.*(expan*(t(ii) + t(jj) + t(kk)) - 3.*(1. + expan*tref))/6. 
 
!coefn = 0. 
!coefw = 0. 
 
rgny(1) = coefn*(expan*( 2.*t(ii) +    t(jj) +    t(kk) ) - 4.*(1. + (expan*tref))) 
rgny(2) = coefn*(expan*(    t(ii) + 2.*t(jj) +    t(kk) ) - 4.*(1. + (expan*tref))) 
rgny(3) = coefn*(expan*(    t(ii) +    t(jj) + 2.*t(kk) ) - 4.*(1. + (expan*tref))) 
rgwy(1) = coefw*(b1*uba + c1*vba)  
rgwy(2) = coefw*(b2*uba + c2*vba) 
rgwy(3) = coefw*(b3*uba + c3*vba) 
 
rgy = rgny + kba*rgwy 
 
!---------------- 
! Sum term in y:  
!---------------- 
 
ryele = rpy + rgy 
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!------------------------------------- 
! Setup [aele] matrix : [adif]+[acov] 
!------------------------------------- 
 
axele = acov + vis*adif 
ayele = axele 
 
 
if(nn == 1) then 
 
aele = axele 
 
!---------- 
! Solve U 
!---------- 
 
bc = 0. 
 
ele(1) = u(ii) 
ele(2) = u(jj) 
ele(3) = u(kk) 
 
if (ibcu(ii) == 1) bc(1) = 1 
if (ibcu(jj) == 1) bc(2) = 1 
if (ibcu(kk) == 1) bc(3) = 1 
 
!---------------------- 
! Apply BC on element   
!---------------------- 
 
outer1: DO ieq = 1,3 
 
 
   IF(bc(ieq) == 0) CYCLE outer1 
 
      inner1: DO ir = 1,3 
         IF(ir == ieq) CYCLE inner1 
         rxele(ir) = rxele(ir) - axele(ir,ieq)*ele(ieq) 
         axele(ir,ieq) = 0. 
      END DO inner1 
 
      DO ic = 1,3 
         axele(ieq,ic) = 0. 
      END DO 
 
   axele(ieq,ieq) = 1. 
   rxele(ieq) = ele(ieq) 
 
END DO outer1 
 
!---------- 
! Solve V 
!---------- 
 
bc = 0. 
 
ele(1) = v(ii) 
ele(2) = v(jj) 
ele(3) = v(kk) 
 
if (ibcv(ii) == 1) bc(1) = 1 
if (ibcv(jj) == 1) bc(2) = 1 
if (ibcv(kk) == 1) bc(3) = 1 
 
!---------------------- 
! Apply BC on element   
!---------------------- 
 
outer2: DO ieq = 1,3 
       
   IF(bc(ieq) == 0) CYCLE outer2 
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      inner2: DO ir = 1,3 
         IF(ir == ieq) CYCLE inner2 
         ryele(ir) = ryele(ir) - ayele(ir,ieq)*ele(ieq) 
         ayele(ir,ieq) = 0. 
      END DO inner2 
 
      DO ic = 1,3 
         ayele(ieq,ic) = 0. 
      END DO 
 
   ayele(ieq,ieq) = 1. 
   ryele(ieq) = ele(ieq) 
 
 
END DO outer2 
 
endif 
 
!-------------------------------- 
!  Element by element solutions 
!-------------------------------- 
 
do i = 1,3 
   sumx = 0. 
   sumy = 0. 
   do j = 1,3  
      sumx = sumx + axele(i,j)*u(intmat(ie,j)) 
   sumy = sumy + ayele(i,j)*v(intmat(ie,j)) 
   enddo 
   fbx(i) = sumx 
   fby(i) = sumy 
enddo 
 
!----------- 
! assemble     
!----------- 
 
DO i = 1,3 
   mm = intmat(ie,i) 
 
       fx(mm) =    fx(mm) + rxele(i) 
    fbarx(mm) = fbarx(mm) + fbx(i) 
     digx(mm) =  digx(mm) + axele(i,i) 
 
       fy(mm) =    fy(mm) + ryele(i) 
    fbary(mm) = fbary(mm) + fby(i) 
     digy(mm) =  digy(mm) + ayele(i,i) 
 
   if(nn == 1) then 
     sysa(mm) =  sysa(mm) + aele(i,i)   
    rpsys(mm) = rpsys(mm) + rpy(i) 
   endif 
 
END DO 
 
!-------------------------------------------------------- 
 
if(nn == 2) then 
kp(ii) = kp(ii) + (area/(3.*sysa(ii)))   !  
kp(jj) = kp(jj) + (area/(3.*sysa(jj)))   ! Setup kp 
kp(kk) = kp(kk) + (area/(3.*sysa(kk)))   !  
endif 
 
END DO loop2 
 
!--------------------------------------------------------- 
if(nn == 1 ) then 
do i = 1,npoi 
   unew(i) = 0.8*(u(i) - ((fbarx(i)-fx(i))/digx(i))) + 0.2*u(i) 
   vnew(i) = 0.8*(v(i) - ((fbary(i)-fy(i))/digy(i))) + 0.2*v(i) 
 
!   unew(i) = u(i) - ((fbarx(i)-fx(i))/digx(i)) 
!   vnew(i) = v(i) - ((fbary(i)-fy(i))/digy(i)) 
enddo 
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u = unew 
v = vnew 
endif 
 
!---------------------------------------------------------------- 
 
ru = fbarx - fx 
rv = fbary - rpsys 
 
do i = 1,npoi 
   uhat(i) = (-(fbarx(i) - u(i)*sysa(i)) + ru(i))/sysa(i) 
   vhat(i) = (-(fbary(i) - v(i)*sysa(i)) + rv(i))/sysa(i) 
enddo 
 
enddo loop1 
 
END SUBROUTINE SOLVEUV 
 
!====================================================================================! 
 
SUBROUTINE SOLVEP()  ! Subroutine for solve Temperature 
 
implicit none  
 
REAL(8)           :: sum, sumup, sumdw, error, a, b 
integer(4)        :: it, nniter 
 
pold = p    
nniter = 100 
check = 1 
 
! Step 2 
call pele() 
EE = sysr - pbar 
 
! Step 3 
PP = EE 
 
loop : do it = 1,nniter 
 
! Step 4 
check = 0 
call pele() 
 
! Step 5 
sumup = 0. 
sumdw = 0. 
do i = 1,npoi 
   sumup = sumup + EE(i)*PP(i) 
   sumdw = sumdw + EB(i)*PP(i) 
enddo 
 
a = sumup/sumdw 
 
! Step 6 
pnew = p + a*PP 
 
! Step 7 
EEnew = EE - a*EB 
 
! Step 8 
sumup = 0. 
sumdw = 0. 
do i = 1,npoi 
   sumup = sumup + EEnew(i)*EEnew(i) 
   sumdw = sumdw + EE(i)*EE(i) 
enddo 
 
b = sumup/sumdw 
 
! Step 9 
PPnew = EEnew + b*PP 
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! Step 10 
PP = PPnew 
EE = EEnew 
 
!---------------------------------------- 
 
sum = 0.  
    
do j = 1,npoi 
   sum = sum + abs(p(j)-pnew(j)) 
enddo 
 
error = sum/npoi 
 
p = pnew 
 
if(error <= 1.e-6) exit 
 
!---------------------------------------- 
 
end do loop 
 
END SUBROUTINE SOLVEP 
 
!====================================================================================! 
 
subroutine pele() 
 
implicit none 
 
REAL(8)                  :: cru, crv, xb1,   xb2,  yb1,  yb2 
REAL(8)                  :: unx, uny, coefp 
REAL(8), DIMENSION(3,3)  :: adif  
REAL(8), DIMENSION(3)    :: rpu, rpv, rb 
REAL(8)                  :: sum 
REAL(8), DIMENSION(3)    :: ele, bc, pb, kpele 
INTEGER(4)               :: mm, ic, ir, ieq 
 
sysr = 0. 
pold = p 
pbar = 0. 
digp = 0. 
  EB = 0. 
 
DO ie = 1,nelem     ! Loop over the number of elements: 
 
 rb = 0. 
 ii = intmat(ie,1) 
 jj = intmat(ie,2) 
 kk = intmat(ie,3) 
 
xg1 = coord(ii,1) 
xg2 = coord(jj,1) 
xg3 = coord(kk,1) 
 
yg1 = coord(ii,2) 
yg2 = coord(jj,2) 
yg3 = coord(kk,2) 
 
area = 0.5*(xg2*(yg3-yg1)+xg1*(yg2-yg3)+xg3*(yg1-yg2)) 
 
 
 
 
IF(area <= 0.) WRITE(6,5) ie 
5 FORMAT(/,'   !!! ERROR !!! ELEMENT NO.', I5, & 
           ' HAS NEGATIVE OR ZERO area ', /, & 
           ' --- check F.E. MODEL FOR NODAL COORDINATES', & 
           ' AND ELEMENT NODAL CONNECTIONS ---' ) 
 
IF(area <= 0.) STOP 
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b1 = yg2 - yg3 
b2 = yg3 - yg1 
b3 = yg1 - yg2 
 
c1 = xg3 - xg2 
c2 = xg1 - xg3 
c3 = xg2 - xg1 
 
!-------------------------- 
! Setup diffusion matrices 
!-------------------------- 
 
adif(1,1) = ((b1*b1)+(c1*c1))/(4.*area) 
adif(1,2) = ((b1*b2)+(c1*c2))/(4.*area) 
adif(1,3) = ((b1*b3)+(c1*c3))/(4.*area) 
adif(2,2) = ((b2*b2)+(c2*c2))/(4.*area) 
adif(2,3) = ((b2*b3)+(c2*c3))/(4.*area) 
adif(3,3) = ((b3*b3)+(c3*c3))/(4.*area) 
 
adif(2,1) = adif(1,2) 
adif(3,1) = adif(1,3) 
adif(3,2) = adif(2,3) 
 
!------------------- 
! Setup [ru] matrix 
!------------------- 
 
cru    = (uhat(ii)+uhat(jj)+uhat(kk))/6. 
rpu(1) = cru*b1 
rpu(2) = cru*b2 
rpu(3) = cru*b3 
 
!------------------- 
! Setup [rv] matrix 
!------------------- 
 
crv    = (vhat(ii)+vhat(jj)+vhat(kk))/6. 
rpv(1) = crv*c1 
rpv(2) = crv*c2 
rpv(3) = crv*c3 
 
!------------------- 
! Setup [rb] matrix 
!------------------- 
 
IF(ibce(ie) == 1) THEN 
    ib = intbou(ie,1) 
    jb = intbou(ie,2) 
 
   xb1 = coord(ib,1) 
   xb2 = coord(jb,1) 
 
   yb1 = coord(ib,2)  
   yb2 = coord(jb,2) 
       
   unx = yb2 - yb1 
   uny = xb1 - xb2 
 
   IF(ib == ii) THEN 
      rb(1) = ((u(ib)/3.)+(u(jb)/6.))*unx + ((v(ib)/3.)+(v(jb)/6.))*uny  
      rb(2) = ((u(ib)/6.)+(u(jb)/3.))*unx + ((v(ib)/6.)+(v(jb)/3.))*uny  
      rb(3) = 0. 
   ENDIF   
 
 
 
   IF(ib == jj) THEN 
      rb(1) = 0. 
      rb(2) = ((u(ib)/3.)+(u(jb)/6.))*unx + ((v(ib)/3.)+(v(jb)/6.))*uny  
      rb(3) = ((u(ib)/6.)+(u(jb)/3.))*unx + ((v(ib)/6.)+(v(jb)/3.))*uny  
   ENDIF   
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   IF(ib == kk) THEN 
      rb(1) = ((u(ib)/6.)+(u(jb)/3.))*unx + ((v(ib)/6.)+(v(jb)/3.))*uny  
      rb(2) = 0. 
      rb(3) = ((u(ib)/3.)+(u(jb)/6.))*unx + ((v(ib)/3.)+(v(jb)/6.))*uny  
   ENDIF 
 
ENDIF  
 
coefp = (kp(ii)+kp(jj)+kp(kk))/3. 
 
aele = coefp*adif 
 
rele = rpu + rpv - rb 
 
!---------- 
! Solve P 
!---------- 
 
bc = 0. 
 
ele(1) = p(ii) 
ele(2) = p(jj) 
ele(3) = p(kk) 
 
if (ibcp(ii) == 1) bc(1) = 1 
if (ibcp(jj) == 1) bc(2) = 1 
if (ibcp(kk) == 1) bc(3) = 1 
 
!---------------------- 
! Apply BC on element   
!---------------------- 
 
outer1: do ieq = 1,3 
       
   if(bc(ieq) == 0) cycle outer1 
 
      inner1: do ir = 1,3 
         if(ir == ieq) cycle inner1 
         rele(ir) = rele(ir) - aele(ir,ieq)*ele(ieq) 
         aele(ir,ieq) = 0. 
      enddo inner1 
 
      do ic = 1,3 
         aele(ieq,ic) = 0. 
      enddo 
 
   aele(ieq,ieq) = 1. 
   rele(ieq) = ele(ieq) 
 
enddo outer1 
 
!-------------------------------- 
!  Element by element solutions 
!-------------------------------- 
 
if(check == 1) then 
 
   do i = 1,3 
      sum = 0. 
      do j = 1,3  
         sum = sum + aele(i,j)*p(intmat(ie,j)) 
      enddo 
      pb(i) = sum 
   enddo 
 
   do i = 1,3 
      mm = intmat(ie,i) 
      sysr(mm) = sysr(mm) + rele(i)     
      pbar(mm) = pbar(mm) + pb(i)        
      digp(mm) = digp(mm) + aele(i,i)    
   end do 
 
else 
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   do i = 1,3 
      sum = 0. 
      do j = 1,3  
         mm = intmat(ie,j) 
         sum = sum + aele(i,j)*pp(mm) 
      enddo 
      kpele(i) = sum 
   enddo 
 
   do i = 1,3 
      mm = intmat(ie,i) 
      EB(mm) = EB(mm) + kpele(i)     
   end do 
 
endif 
end do 
 
end subroutine pele 
 
!====================================================================================! 
 
SUBROUTINE UPDATE()  ! Subroutine for update velocities 
 
IMPLICIT NONE 
 
sysrx = 0.        ! Reset the system of equation 
sysry = 0.        ! Reset the system of equation  
 
DO ie = 1,nelem   ! Loop over the number of elements 
 
ii = intmat(ie,1) 
jj = intmat(ie,2) 
kk = intmat(ie,3) 
 
xg1 = coord(ii,1) 
xg2 = coord(jj,1) 
xg3 = coord(kk,1) 
 
yg1 = coord(ii,2) 
yg2 = coord(jj,2) 
yg3 = coord(kk,2) 
 
b1 = yg2 - yg3 
b2 = yg3 - yg1 
b3 = yg1 - yg2 
 
c1 = xg3 - xg2 
c2 = xg1 - xg3 
c3 = xg2 - xg1 
 
!--------------------- 
! Setup [rpx] matrix:  
!--------------------- 
 
rxele(1) = -(b1*p(ii)+b2*p(jj)+b3*p(kk))/6. 
rxele(2) = rxele(1) 
rxele(3) = rxele(1) 
!--------------------- 
! Setup [rpy] matrix:  
!--------------------- 
 
 
ryele(1) = -(c1*p(ii)+c2*p(jj)+c3*p(kk))/6. 
ryele(2) = ryele(1) 
ryele(3) = ryele(1) 
 
CALL ASSMUP()    ! Assemble element eq to form system eq 
      
END DO 
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!------------------------------ 
! Calculate the matrix sysr(i) 
!------------------------------ 
 
DO i =1,npoi    
   sysrx(i) = sysrx(i)/sysa(i)  
   sysry(i) = sysry(i)/sysa(i) 
END DO 
 
!-------------------------------------- 
! Evaluate the new value of velocities 
!-------------------------------------- 
 
DO i = 1,npoi 
 
   IF(ibcu(i) == 1) THEN 
        u(i) = uold(i) 
      ELSE 
        u(i) = uhat(i) + sysrx(i) 
   ENDIF 
    
   IF(ABS(u(i)) <= 1.E-10)  u(i) = 0. 
 
   IF(ibcv(i) == 1) THEN 
        v(i) = vold(i) 
      ELSE 
        v(i) = vhat(i) + sysry(i) 
   ENDIF 
    
   IF(ABS(v(i)) <= 1.E-10)  v(i) = 0. 
 
END DO 
 
END SUBROUTINE UPDATE 
 
!====================================================================================! 
 
SUBROUTINE ASSMUP() ! Subroutine for assembling in update 
 
IMPLICIT NONE 
 
DO i = 1,3 
   ii = intmat(ie,i) 
   sysrx(ii) = sysrx(ii) + rxele(i) 
   sysry(ii) = sysry(ii) + ryele(i) 
END DO 
 
END SUBROUTINE ASSMUP 
 
!====================================================================================! 
 
SUBROUTINE READ_INPUT() 
 
IMPLICIT NONE 
 
REAL(8) :: x, y 
 
! 
! Enter input file name 
!  
WRITE(6,10) 
10 FORMAT(/, ' PLEASE ENTER INPUT FILE NAME:',/) 
READ(5,*) name1 
 
OPEN(UNIT=7, FILE=name1, STATUS='OLD', ACTION='READ', IOSTAT=ierror) 
 
CALL GETTIM(sthour,stminute,stsecond,sthund) 
 
! 
! Read input data 
! 
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READ(7,*) nlines 
 
DO i = 1,nlines 
   READ(7,1) text 
   1 FORMAT(20A4) 
DO 
 
READ(7,1) text 
READ(7,*) npoi, nelem, nbou, nflux, niter, tol 
 
ALLOCATE(intmat(nelem,3), intbou(nelem,2) , coord(npoi,2)               ) 
ALLOCATE(sysk(npoi,npoi), intbouq(nflux,3), nodeid(nflux)               ) 
ALLOCATE( ibcu(npoi)    , ibcv(npoi)      , ibcp(npoi)  , ibce(nelem)   ) 
ALLOCATE(    u(npoi)    , v(npoi)         , p(npoi)     , t(npoi)       ) 
ALLOCATE( uold(npoi)    , vold(npoi)      , pold(npoi)  , told(npoi)    ) 
ALLOCATE(   ru(npoi)    , rv(npoi)        , uhat(npoi)  , vhat(npoi)    ) 
ALLOCATE(   kp(npoi)    , vsum(npoi)      , areavg(npoi), qb(npoi)      ) 
ALLOCATE(sysrx(npoi)    , sysry(npoi)     , sysr(npoi)  , ibct(npoi)    ) 
ALLOCATE(bflux(nflux)   , esup2(npoi+1)   , chke(nelem) , elemq(nflux)  ) 
ALLOCATE(ltype(nelem,2)                                                 ) 
ALLOCATE(tbar(npoi), digt(npoi), pbar(npoi), digp(npoi), sysa(npoi)     ) 
ALLOCATE(unew(npoi),  vnew(npoi),   pnew(npoi),  tnew(npoi)             ) 
ALLOCATE(EE(npoi), PP(npoi), EEnew(npoi), PPnew(npoi), EB(npoi)         ) 
ALLOCATE(sysrold(npoi), EKP(npoi), comb(nelem)                          ) 
 
! 
! Read Fluid-Solid properties 
! 
 
READ(7,1) text 
READ(7,*) den, vis, expan, spec, conds, condf, tref, q 
 
! 
! Read nodal coordinates, boundary conditions, their values 
! 
 
READ(7,1) text 
  
DO ip = 1,npoi 
   READ(7,*) i,ibcu(i),ibcv(i),ibcp(i),ibct(i),(coord(i,k),k=1,2),u(i),v(i),p(i),t(i) 
   IF(i /= ip) WRITE(6,40) ip 
   40 FORMAT(/, ' NODE NO.', I5,' IN DATA FILE IS MISSING') 
   IF(i /= ip) STOP 
END DO 
 
! 
! Read element nodal connection 
! 
 
READ(7,1) text 
  
DO ie = 1,nelem 
   READ(7,*)  i,(intmat(i,j),j=1,3),(ltype(i,k),k=1,2) 
   ibce(i) = 0 
   IF(i /= ie) WRITE(6,50) ie 
   50 FORMAT(/, ' ELEMENT NO.', I5, ' IN DATA FILE IS MISSING') 
   IF(i /= ie) STOP 
END DO 
 
! 
! Read inflow boundary element 
! 
 
READ(7,1) text 
  
IF(nbou /= 0.) THEN 
   DO ie = 1,nbou 
      READ(7,*)  i, (intbou(i,j),j=1,2) 
      IF(i /= 0) ibce(i) = 1 
   END DO 
END IF 
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!----------------------------------- 
! Read boundary for compute flux 
!----------------------------------- 
 
READ(7,1) text 
  
IF(nflux /= 0.) THEN 
   DO ie = 1,nflux 
      READ(7,*)  elemq(ie), (intbouq(ie,j),j=1,3) 
   END DO 
END IF 
 
CLOSE(UNIT=7, STATUS='keep') 
 
! 
! Print out title 
! 
WRITE(6,60) npoi, nelem, NITER, tol 
60 FORMAT(/,'   THE FINITE ELEMENT MODEL CONSISTS OF :',/,    & 
            '      NUMBER OF NODES              =', I6, /,   & 
            '      NUMBER OF ELEMENTS           =', I6, /,   & 
            '      NUMBER OF MAX. ITERATION     =', I6, /,   & 
            '      SPECIFIED STOPPING TOLERANCE =', E10.5 ,/) 
 
!----------------------------------- 
! Find elements surrounding node 
!----------------------------------- 
 
esup2 = 0 
 
do ie = 1,nelem 
 do ip = 1,3 
    ipoi1 = intmat(ie,ip)+1 
 esup2(ipoi1) = esup2(ipoi1)+1 
 enddo 
enddo 
 
do ip = 2,npoi+1 
   esup2(ip) = esup2(ip)+esup2(ip-1) 
enddo 
 
ALLOCATE(esup1(esup2(npoi+1))) 
 
do ie = 1,nelem 
 do ip = 1,3 
    ipoi1 = intmat(ie,ip) 
    istor = esup2(ipoi1)+1 
    esup2(ipoi1) = istor 
    esup1(istor) = ie 
 enddo 
enddo 
 
do ipoi1 = npoi+1,2,-1 
   esup2(ipoi1) = esup2(ipoi1-1) 
enddo 
 
esup2(1) = 0 
 
END SUBROUTINE READ_INPUT 
 
!====================================================================================! 
 
SUBROUTINE ERROR() 
 
IMPLICIT NONE 
 
!----------------------- 
! check for convergence 
!----------------------- 
 
sumu = 0. 
sumv = 0. 
sump = 0. 
sumt = 0. 
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sumdu = 0. 
sumdv = 0. 
sumdp = 0. 
sumdt = 0. 
 
DO i = 1,npoi 
   sumdu = sumdu + ABS(uold(i)-u(i)) 
   sumu  = sumu  + ABS(u(i)) 
 
   sumdv = sumdv + ABS(vold(i)-v(i)) 
   sumv  = sumv  + ABS(v(i)) 
 
   sumdp = sumdp + ABS(pold(i)-p(i)) 
   sump  = sump  + ABS(p(i)) 
 
   sumdt = sumdt + ABS(told(i)-t(i)) 
   sumt  = sumt  + ABS(t(i)) 
END DO 
 
if(sumv == 0.) then 
    sumv = 1.e-6 
   sumdv = 1.e-6 
endif 
 
if(sump == 0.) then 
    sump = 1.e-6 
   sumdp = 1.e-6 
endif 
 
erroru = sumdu/sumu 
errorv = sumdv/sumv 
errorp = sumdp/sump      
errort = sumdt/sumt      
 
OPEN(UNIT=11, FILE='Error', STATUS='UNKNOWN') 
 
WRITE(6,70)  iter, erroru, errorv, errorp, errort 
WRITE(11,70) iter, erroru, errorv, errorp, errort 
70 FORMAT('iter = ', I4, 2X, E15.9, 2X, & 
          E15.9, 2X, E15.9, 2X, E15.9) 
 
END SUBROUTINE ERROR 
 
!====================================================================================! 
 
SUBROUTINE WRITE_OUTPUT() 
 
IMPLICIT NONE 
 
WRITE(6,150) 
150 FORMAT(/, ' ENTER THE OUTPUT FILE NAME',/) 
READ(5,'(A)') name2 
 
OPEN(UNIT=8, FILE=name2 , STATUS='NEW', IOSTAT=ierror) 
    
   WRITE(8,160)  
   160 FORMAT(/,2x,'node',8X,'u(i)',10X,'v(i)',10X,'p(i)',10X't(i)') 
 
DO i = 1,npoi 
   WRITE(8,190) i, u(i), v(i), p(i), t(i) 
   190 FORMAT(I6,2X, 6E14.5) 
END DO 
END SUBROUTINE WRITE_OUTPUT 
 
!====================================================================================! 
END MODULE SUPG 
!************************************************************************************! 
 
PROGRAM CONJUGATE_HEAT_TRANSFER_3NODES 
USE SUPG 
IMPLICIT NONE 
CALL MAIN() 
END PROGRAM CONJUGATE_HEAT_TRANSFER_3NODES 
 
!************************************************************************************! 
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Abstract 
This paper presents two finite element schemes for s

conjugate heat transfer problems, where heat conduction
solid is coupled with heat convection in viscous fluid flow
solving viscous incompressible thermal flow in fluid regio
Streamline Upwind Finite Element method and the Strea
Upwind Petrov-Galerkin method are selected, while 
conduction in solid region is solved using the standard Ga
method.  The methods use the three-node triangular elemen
equal-order interpolation functions for all the variables o
velocity components, the pressure and the temperature. 
main advantage of the presented approach is to consis
couple heat transfer along the solid-fluid interface.  Thre
cases, conjugate Couette flow problem in parallel plate ch
counter-flow in heat exchanger, and conjugate natural conv
in a square cavity with a conducting wall, are selected to ev
the presented algorithms.   
 
1. Introduction 

Conjugate heat transfer problems are encountered in 
practical applications, where heat conduction in solid reg
closely coupled with heat convection in an adjacent fluid.  
are many engineering areas where conjugate heat transfer s
be considered such as heat transfer enhancement with a 
surface, design of thermal insulation, cooling of nuclear re
design of solar collector, etc.  Most of the computational s
in this research area, however, are based on finite differenc
finite volume methods [1].  Numerous publications 
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computational results show that these methods can perform very 
well on the problems of interest, but some assumptions on heat 
transfer coefficients are needed to compute the temperatures 
along the solid-fluid interface.  Furthermore, the determination of 
unknown temperatures and heat fluxes at the solid-fluid interface 
is done in an iterative way, usually through the use of the artificial 
heat transfer coefficient. 

For the finite element method, some researchers proposed 
computational procedure for conjugate heat transfer problems.  
Misra and Sarkar [2] use the standard Galerkin formulation and 
solve the continuity, momentum and energy equations 
simultaneously.  Cesini and Paroncini [3] use the streamfunction-
vorticity formulation with segregated solution algorithm. 

In this paper, two finite element schemes known as the 
Streamline Upwind Finite Element method [4] and Streamline 
Upwind Petrov-Galerkin method [5-6] are selected for the analysis 
of conjugate heat transfer problems.  Both methods use equal-
order interpolation functions for the velocity components, the 
pressure and the temperature, and then solved them separately 
for further improving the computational efficiency.  The method 
also calculates the temperatures and the heat fluxes along the 
solid-fluid interface directly without the use of the assumed heat 
transfer coefficient.  
 
2.  Theoretical formulation and solution procedure 
2.1 Governing equations 

The governing equations for conjugate heat transfer 
problems consist of the conservation of mass or the continuity 



166 equation, the conservation of momentums in x  and  
directions and the conservation of energy. 
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Energy equation, 
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where  and  are the velocity components in the u v x  and  
direction, respectively; ρ is the density,  is the pressure, 

y
p µ is 

the viscosity, gy is the gravitational acceleration constant, β is the 
volumetric coefficient of thermal expansion,  is the reference 
temperature for which buoyant force in the y-direction vanishes, 

 is specific heat,  is the coefficient of thermal conductivity 
and  is the internal heat generation rate per unit volume.  
Equation (1d) can also be used for solving heat conduction in 
solid by setting both the velocity components,  and , as zero. 
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2.2 Finite element formulations 
2.2.1 Streamline Upwind Finite Element method 
 For the Streamline Upwinding Finite Element formulation, a 
special treatment for the convection terms is incorporated.  These 
terms are approximated by a monotone streamline upwinding 
formulation to be used with the triangular element [4].  In this 
approach, the convection term is first written in the streamline 
coordinates as, 
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where  and  are the velocity and the gradient along 
the streamline direction, respectively.  These terms are evaluated 
by a streamline tracing method, which keeps track of the direction 
of the flow within the element. 
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2.2.2 Streamline Upwind Petrov-Galerkin method 
In Streamline Upwind Petrov-Galerkin method, a modified 

weighting function, , is applied to the convection terms for 
suppressing the non-physical spatial oscillation in the numerical 
solution.  The modified weighting function is given by Zienkiewicz 
[6], 
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where α  is calculated for each element from, 

 α =
Pe

Pecothopt
1

−=α                           (4a) 

with  

 =Pe
k
hU

2
 and U = 22 vu +                 (4b) 

where  is the Peclet numbers and  is the element size. Pe h
The basic idea of both the solution algorithms presented in 

this paper is to use the two momentum equations for solving the 
velocity components, use the continuity equation for solving the 
pressure, and use the energy equation for solving the 
temperature in solid and fluid regions.   
 
2.2.3  Discretization of momentum and energy equations 

The three-nodes triangular element is used in this study.  
The element assumes linear interpolation functions for the 
velocity components, the pressure, and the temperature as 
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where φ  is transport property (u, v, p and T) and Ni are the 
element interpolation functions. 

To derive the momentum and the energy equations that 
correspond to the Streamline Upwind Finite Element scheme and 
the Streamline Upwind Petrov-Galerkin scheme, the Galerkin 
method of weighted residuals is employed by multiplying Eqs. 
(1b-d) with the weighting function, Ni, except for the convection 
terms which the special treatment as described in the above 
sections is used.  Integration by parts are then performed using 
the Gauss theorem to yield the element equations in the form, 
Momentum equations, 

 [ ]{ }uA { } { }upx RR +=                  (6a) 

 [ ]{ }vA { } { } { }gyvpy RRR ++=     (6b) 

 



167 Energy equation, 

 [ ] { }TAT { } { }T
Q

T RR +=                        (7) 

where the coefficient matrices [ ]A  and  contain the 
known contributions from the convection and diffusion terms.  
Details of these matrices can be found in ref [4]. 

[ ]TA

 
2.2.4 Discretization of pressure equation 

To derive the pressure equation, the method of weighted 
residuals is applied to the continuity equation, Eq. (1a).  Because 
the pressure term does not appear in the continuity equation, the 
relation between velocity components and pressure are thus 
required.  Such relations can be derived from the momentum 
equations, Eqs. (6a-b) as,  

 Ω
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where and  are the surface integral terms and the source 
term due to the buoyancy.    

u
if

v
if

 By applying Eqs. (8a-b) into the continuity equations, the 
pressure equations can be written in matrix form with unknowns 
of the nodal pressure as 

 [ ] { }pK { } { } { }bvu FFF ++=       (9) 

where the details for these element matrices can also found in ref 
[4]. 

The above element equations are assembled to yield the 
global equations for the velocity components, the temperature 
and the pressure equations.  Appropriated boundary conditions 
are then applied prior to solving for the new velocity components, 

temperature and pressure values.   
 
2.2.5 Computational procedure 

The computational procedure starts from assuming initial 
nodal velocity components, pressures, and temperatures.  The 
new nodal temperatures are computed using Eq. (7).  The new 
nodal velocity components and pressures are then computed 
using Eqs. (6a-b) and (9), respectively.  The nodal velocity 
components are then updated using Eqs. (8a-b) with the 
computed nodal pressures.  This process is continued until the 
specified convergence criterion is met.  Such segregated solution 
procedure helps reducing the computer storage because the 
equations for the velocity components, the pressure, and the 
temperature are solved separately. 
 
3. Results 

In this section, three example problems are presented.  The 
first example, conjugate Couette flow problem in parallel plate 
channel, is chosen to evaluate the finite element formulations and 
to validate the developed computer programs.  The second and 
the third examples, counter-flow in heat exchanger and conjugate 
natural convection in a square cavity with a conducting wall, are 
used to illustrate the capability of the presented schemes in the 
analysis of conjugate heat transfer problems.  
 
3.1 Conjugate Couette flow problem in parallel plate channel 

The first example for evaluating the finite element 
formulations and validating the developed computer programs is 
the problem of conjugate Couette flow problem in parallel plate 
channel.  As shown in Fig. 1, the upper wall moves at a constant 
velocity and the other wall is stationary conducting solid.  The 
other surface of the conducting solid is maintained at a constant 
temperature that is higher than the constant temperature of the 
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Fig. 1. A conjugate Couette flow problem in parallel 
     plate channel. 
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Fig. 2.  Comparison of conjugate benchmark solutions for 
Couette flow problem. 
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opposing channel wall.  The numerical results are compared with 
the analytical solution as shown in Ref. [7].  Fig. 2 shows that the 
computational results from both finite element schemes 
demonstrate excellent agreement with the analytical solution for 
varying conductivity ratios, fs kkK = , where ks and kf are 
solid and fluid heat conduction coefficient respectively.  The 
numerical results of the temperatures from the Streamline Upwind 
Petrov-Galerkin method and the Streamline Upwind Finite 
Element method are compared within 0.04% of the analytical 
solutions. 
 
3.2  Conjugate counter flow heat exchanger 

To validate the numerical schemes with the second test 
example, a conjugate counter flow heat exchanger problem is 
selected.  This heat exchanger consists of two parallel flow 
passages with widths  and  separated by a solid plate with 
thickness of  as shown in Fig. 3.  The outer walls of the flow 
passages are assumed to be adiabatic.  The same properties 
and uniform inlet velocity and temperature profiles are assumed 
for the hot and cold fluids.  Parameters adopted in the 
computation are as follows, geometrical sizes  =  =  = 
0.1 and  = 1.0, the flow in upper channel parameters = 0.2, 

= 800, = 133.33 and 

1a 3a

2a

1a 2a 3a
L 1u

1T Re Pr = 0.75, the flow in lower channel 
parameters = 0.1, = 300, = 66.67 and 2u 2T Re Pr = 0.75, 
conduction ratio, K = 5.  The finite element model consisting of 

1,763 nodes and 3,360 triangles, as shown in Fig. 4, is used in 
this study.  Fig. 5 shows the predicted temperature contours in 
entire domain.  The predicted temperature distributions at 

2/Lx =  from both presented schemes are compared with the 
results from Chen and Han [8] as shown in Fig. 6.  The figure 
shows good agreement of the solutions.  
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3.3 Conjugate natural convection in a square cavity with a 
conducting wall 
 To further evaluate the effectiveness of the presented 
schemes, the problem of conjugate natural convection in a 
square cavity with a conducting wall as shown in Fig. 7, is 
selected.  The cavity is heated at the left side (solid wall) and 
cooled at the right side, all other boundaries are insulated.  Fig. 8 
shows the finite element model that consists of 2,009 nodes and 
3,840 triangles.  Figs. 9 and 10 show the predicted streamline 
and temperature contours for different thermal conductivity ratios 
of K = 1 and 10 at Grashof numbers of 103 and 105, respectively.  
The temperature and the heat flux distributions along the solid-
fluid interface with the variation of conduction ratio, K, are shown 
in Figs. 11(a) and (b), respectively.  Table 1 compares the 
predicted average Nusselt numbers at interface, 0=xNu .  The 
computational results are compared with the results from 
Hribersek [9] which show good agreement of the solutions of 
average Nusselt numbers for both temperature and heat flux. 
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Fig. 3. A conjugate counter flow heat exchanger. 

Fig. 4. Finite element model for conjugate counter flow 
 heat exchanger. 

Fig. 5. Predicted temperature contours for a conjugate 
 counter flow heat exchanger. 

Fig. 6.  The temperature profiles at 2/Lx =  for a conjugate 
 counter flow heat exchanger. 
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Fig. 10. (a) Streamline contours for K  = 10, (b) Temperature contours for K  = 1 and 
 (c) Temperature contours for K  = 10, all at Gr  = 105. 

Fig. 9.   (a) Streamline contours for K  = 10, (b) Temperature contours for K  = 1 and 
 (c) Temperature contours for K = 10, all at Gr  = 103. 
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Fig. 7.  Conjugate natural convection problem. 
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Fig. 8  Finite element model for the conjugate 
 natural convection problem. 
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Conductivity ratio fs kkK =   1  5  10  

Gr                   Average Nusselt numbers along interface ( % difference from Ref. [9] ) 

Table 1  Variation of the overall Nusselt numbers.

 103     Hribersek [9]  0.87       1.02          1.04  
103   SUPG               0.87 (0.0%)         1.02 (0.0%) 1.04 (0.0%) 
103   SUFE               0.85 (2.29%)         1.03 (0.98%) 1.04 (0.0%) 
  
105      Hribersek [9] 2.08               3.42               3.72 
105       SUPG               2.07 (0.48%)       3.39 (0.87%) 3.67 (1.34%) 
105       SUFE               2.04 (1.92%)       3.30 (3.51%) 3.60 (3.22%) 
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4. Conclusions 
 Two finite element methods for conjugate heat transfer 
problems are presented.  The methods use three-node triangular 
element for the analysis of viscous incompressible thermal flow in 
the fluid region and heat transfer in the solid region. The 
convection terms in the momentum and the energy equations are 
treated by the Streamline Upwind Finite Element method and the 
Streamline Upwind Petrov-Galerkin method to suppress the non-
physical spatial oscillation in the numerical solutions.  The 
corresponding finite element equations are derived and 
corresponding computer programs have been developed.  The 
test cases highlight the benefit of the finite element method for 
the analysis of conjugate heat transfer problems that can 
compute the temperatures along the solid-fluid interface directly. 
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