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คําอธิบายสัญลักษณและคํายอ 
 
สัญกรณทางคณิตศาสตร 
 
X รูปแบบแทนจาํนวน (number representation) 
β คาฐาน (base) 
min() การเลือกคาทีน่อยที่สุด (minimum) 
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ix  ตัวเลขตั้งตนในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
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λ  ฟงกชันการแปลงระหวางชดุตัวเลข (conversion mapping function) 

dσ  ฟงกชันการสงผานตัวทด (carry-transfer function) 

dε  ฟงกชันจับคูตวัเลข (digit mapping function) 



บทที่  1 
 

บทนํา 
 
1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

ในระบบการแทนจํานวนของจํานวนจริงดวยรูปแบบที่จํากัด (finite representation) 
เปนเรื่องที่ไมสามารถทําได ซึ่งในระบบคอมพิวเตอรจําเปนตองใชรูปแบบแทนจํานวนที่จํากัดทํา
ใหจํานวนจริงบางจํานวนไมสามารถที่จะแสดงคาที่ถูกตองได ระบบแทนจํานวนสําหรับจํานวน
จริงไดถูกพัฒนาขึ้นมาหลายระบบเพื่อหลีกเลี่ยงปญหาความคลาดเคลื่อนที่เกิดจากขอจํากัดของ
รูปแบบแทนจํานวน อยางไรก็ตามการคํานวณบนระบบที่สรางขึ้นก็ไมอาจรับประกันไดวา
ผลลัพธของการคํานวณจะไดคาที่ถูกตองเสมอเพราะอาจตองทําการปดเศษเลขทศนิยมใน
ตําแหนงที่หนวยประมวลผลไมสามารถแสดงได (round-off error) ผลลัพธที่ไดจึงมีความ
คลาดเคลื่อน ถึงแมความคลาดเคลื่อนจะปรากฎเพียงเล็กนอย แตความคลาดเคลื่อนน้ีจะปรากฎ
เดนชัดมากขึ้น เม่ือผลลัพธถูกนําไปคํานวณตอเร่ือยๆ [1, 2] ในกรณีเชนนี้ทําใหเกิดคาความ
คลาดเคลื่อนสะสม 

นอกจากนี้ ความคลาดเคลื่อนของขอมูลนําเขาที่ไมทราบคาที่ถูกตอง (อาจ
เน่ืองมาจากปจจัยภายนอกเชน เครื่องมือวัดมีความคลาดเคลื่อน เปนตน) จะสงผลที่กอใหเกิด
ความผิดพลาดคลาดเคลื่อนไปจากคําตอบที่ถูกตองมากยิ่งขึ้นไปดวย แนวทางในการแกปญหา
จึงไดถูกเสนอขึ้น ระบบแทนจํานวนแบบชวง (interval number representation system) เปน
การแสดงจํานวนตางๆ ใหอยูในรูปของชวงที่ครอบคลุมคาที่ถูกตองของจํานวนจริงน้ันแทน
รูปแบบแทนจํานวนที่มีขอจํากัด อีกทั้งยังไดเสนอวิธีการของการคํานวณแบบชวง (interval 
computation) เขามาใช เพ่ือใหหนวยประมวลผลสามารถจํากัดขอบเขตของความคลาดเคลื่อน
ได ทําใหผลลัพธที่ถูกตองน้ันปรากฏอยูในชวงที่ไดจากการคํานวณแนนอน สําหรับแนวทางใน
การพัฒนาระบบแทนจํานวนแบบชวงใหสามารถใชรวมกับฮารดแวรสามารถศึกษาไดจาก [3] 

ถึงแมการคํานวณแบบชวงจะสามารถแกปญหาในเรื่องการคํานวณเลขทศนิยมได 
และไดถูกนํามาใชในการออกแบบหนวยประมวลผลตอมา แตเน่ืองจากจํานวนที่แสดงอยูในรูป
ของชวงนั้นเกิดจากจํานวน 2 จํานวน สงผลใหตองใชเน้ือที่ในการเก็บมากกวาปกติ นอกจากนี้
การคํานวณแบบชวงก็มีขอเสียในเรื่องความเร็วในการคํานวณที่ตองใชเวลามากกวาการคํานวณ
แบบปกติ จึงไดมีความพยายามคิดคนวิธีที่จะแกปญหาดังกลาวโดยนําระบบจํานวนซ้ําซอน 
(redundant number system) เขามาใช ซึ่งก็สามารถเพิ่มความเร็วในการคํานวณใหสูงขึ้น แต
เน่ืองจากระบบจํานวนซ้ําซอนมีการขยายชุดตัวเลข (digit set) เพ่ิมขึ้นเกือบสองเทา สงผลให
เกิดขอเสียในเรื่องขนาดของเนื้อที่ (space) ที่ตองใชในการแทนคาตัวเลข (digit) ที่ตองเพ่ิมขึ้น
เปนสองเทาตามไปดวย 



 

 

2 

งานวิจัยน้ี  มุงเนนที่จะแกปญหาในเรื่องของการลดขนาดของเนื้อที่ที่ใชในการเก็บ
จํานวนซึ่งสามารถนําไปสูการลดเวลาที่ใชในการคํานวณใหนอยลงได ดังน้ันในงานนี้จึงไดมีการ
นําเสนอระบบแทนจํานวนแบบใหมที่เรียกวา ระบบแทนชวงแบบยืดหยุน (flexible interval 
representation system) พรอมทั้งเสนออัลกอริทึมในการแปลงชุดตวัเลข (digit set conversion 
algorithm) ในระบบนี้ดวย 

 
1.2 วัตถุประสงคของงานวิจัย 

ออกแบบระบบแทนชวงแบบยืดหยุนที่สามารถลดขนาดของรูปแบบแทนชวงลงได 
พรอมทั้งออกแบบอัลกอริทึมสําหรับการคํานวณของตัวดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิต คือ การ
บวก ลบ คูณ และหาร ของระบบแทนชวงแบบยืดหยุนน้ีดวย 
 
1.3 ขอบเขตของงานวิจัย 

1) เสนอระบบแทนชวงแบบยืดหยุน และอัลกอริทึมสําหรับการดําเนนิการพื้นฐานทาง
เลขคณิตในรูปแบบของการแปลงชุดตัวเลข 

2) เสนออัลกอริทึมในการแปลงระหวางระบบแทนจํานวนแบบมีเครื่องหมายและระบบ
แทนชวงแบบยืดหยุน 

 
1.4 ข้ันตอนและวิธีดําเนินงานวิจัย 

1) ศึกษางานวิจัยทางดานการคํานวณแบบชวง 
2) วิเคราะหปญหาของงานวิจัยที่มีความสอดคลองกับงานวิจัยที่สนใจ 
3) ออกแบบระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
4) ออกแบบอัลกอริทึมในการแปลงระบบแทนจํานวนและอัลกอริทึมสําหรับการ

ดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิต 
5) พิสจูนอัลกอริทึมที่ไดออกแบบไว 
6) จัดทํารายงานวิทยานิพนธ 

 
1.5 ประโยชนทีค่าดวาจะไดรบัจากงานวิจยั 

1) ไดระบบแทนชวงแบบใหมที่สามารถลดขนาดของรูปแบบแทนชวงลงได 
2) ไดอัลกอริทึมการแปลงชุดตัวเลข สําหรับระบบแทนชวงแบบใหม 

 
1.6 ผลงานทีต่ีพมิพจากวิทยานิพนธ 

 สวนหนึ่งของวิทยานิพนธนีไ้ดรับการตีพิมพเปนผลงานวิชาการในหวัขอเรื่องดังตอไปน้ี 
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1) “Flexible interval representation system” โดย พิภพ เทียนประภาสิทธิ์ และ 
อรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการ 10th Annual National Symposium on 
Computational Science and Engineering (ANSCSE10) 

2) “Fundamental arithmetic operations for the flexible interval representation 
system” โดย พิภพ เทียนประภาสิทธิ์ และอรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ในงานประชุม
วิชาการ National Computer Science and Engineering Conference 
(NCSEC2006) 

3) “Multiplication and Division for the flexible interval representation system” 
โดย พิภพ เทียนประภาสิทธิ์ และอรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการ 
National Computer Science and Engineering Conference (NCSEC2007) 

4) “Modified Arithmetic Algorithm for Flexible Interval Binary Representation 
System” โดย จักรพันธุ สุคนธราช พิภพ เทียนประภาสิทธิ์ และอรรถสิทธิ์ สุรฤกษ 
ในงานประชุมวิชาการ 12th Annual National Symposium on Computational 
Science and Engineering (ANSCSE12) 

5) “A Flexible Interval Representation System and Its Fundamental Arithmetic 
Operations” โดย พิภพ เทียนประภาสิทธิ์ และอรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ในงานประชุม
วิชาการ 5th International Conference on Information Technology and 
Applications (ICITA 2008) 



บทที่  2 
 

ทฤษฎีและงานวิจัยที่เก่ียวของ 
 
2.1 ระบบจํานวน (number system) 

ระบบจํานวน ),( Dβ ประกอบดวยฐาน (base) β  ซึ่ง β  สามารถเปนจํานวนจริง
หรือจํานวนเชิงซอน โดยที่ 1>β  และชุดตัวเลขจํากัด (finite digit set) D  โดยที่สมาชิกใน
ชุดตัวเลขที่เรียกวา ตัวเลข (digit) สามารถเปนไดทั้งจํานวนจริงและจํานวนเชิงซอน 

รูปแบบแทนจาํนวน X  บนชุดตัวเลข D  ภายใตฐาน β  สามารถเขียนไดดังนี ้

β...)....( 2101 −−−= nnnn xxxxxX  

โดยที่ Dxi ∈  ซึ่ง Znni ∈≤ ,  

คาเชิงตวัเลข (numerical value) ของ X  ในฐาน β  สามารถเขียนไดดังน้ี 

∑
−∞=

=
n

i

n
ixX β  

 
ตัวอยาง 2.1 กําหนดใหระบบแทนจํานวนประกอบดวยเลขฐาน 5=β  และมีชุดตัวเลข 

}4,3,2,1,0{=D  จงเขียนคาของ X =1234 ใหอยูในระบบจํานวนนี้ 
 
วิธีทํา คาของ X =1234 สามารถเขียนใหอยูในระบบนี้ไดเปน 

 ( )5144141234=   
 
2.2 ระบบจํานวนแบบมีเครือ่งหมาย (signed digit number system) 

ระบบจํานวนแบบมีเครื่องหมายนี้ไดถูกเสนอขึ้นครั้งแรกโดย อวีเซียนีส (Avizienis) 
[4] ป ค.ศ. 1961 จุดประสงคของการเสนอระบบจํานวนใหมนี้เพ่ือจํากัดการแพรของตัวทดใน
ระหวางการคํานวณ โดยตัวเลขใหมที่ถูกสรางขึ้นสามารถมีเครื่องหมายกํากับได นอกจากนี้
จํานวนตัวเลขในชุดตัวเลขจะมีมากกวาจํานวนตัวเลขในระบบดั้งเดิม 

ระบบจํานวนแบบมีเครื่องหมายของอวีเซียนีสนั้น กําหนดใหมีคาฐาน 3≥β  โดย
ชุดตัวเลขกําหนดใหเปน 

},1,...,1,0,1...,,1,{ aaaaD −−+−−=  
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โดยที่ a เปนจํานวนเต็มใดๆที่อยูในชวงของ β<< a2
1  ในกรณีที่ฐาน 2=β  จะมีชุดตัวเลข

เปน }1,0,1{=D  
 
หมายเหตุ ในการเขียนตัวเลขในชุดตัวเลขแบบมีเครื่องหมาย นิยมใชสัญลักษณ d แทน

ตัวเลข d−  
 

ระบบจํานวนแบบมีเครื่องหมายนี้มีคุณสมบัติที่สําคัญประการหนึ่งคือ สมบัติซ้ําซอน 
(redundant property) ซึ่งหมายความวา จํานวนบางจํานวนสามารถมีรูปแบบแทนจํานวน 
(number representation) แบบมีเครื่องหมายไดมากกวาหนึ่งรูปแบบ 
 
ตัวอยาง 2.2 กําหนดใหระบบแทนจํานวนแบบมีเครื่องหมายประกอบดวยเลขฐาน 5=β  และมี
ชุดตัวเลข }3,2,1,0,1,2,3{=D  จงเขียนคาของ X =1234 ใหอยูในระบบจํานวนนี้ 
 
วิธีทํา คาของ X = 1234 สามารถเขียนใหอยูในระบบนี้ไดมากกวาหนึ่งแบบคือ 

 ( ) ( )55 130031132001234 ==   
 

ตอมาในป ค.ศ.1990 พารฮามี (Parhami) [5] ไดเสนอรูปแบบทั่วไปของระบบแทน
จํานวนแบบมีเครื่องหมาย (generalized signed-digit: GSD) ซึ่งคุณสมบัติที่แตกตางจากระบบ
เดิมคือ ชุดตัวเลขไมจําเปนตองเปนเซตที่สมมาตร โดยกําหนดเลขฐาน β  เปนจํานวนเต็มบวก
ที่ 2≥β  ชุดตัวเลขสามารถกําหนดใหเปน 

},1,...,1,0,1,...,2,1,{ mmlllD −+−+−−=  

 โดยที่ 0≤l และ 0≥m โดยที่ β>+− 1lm   
 
ตัวอยาง 2.3 กําหนดใหระบบแทนจํานวนแบบมีเครื่องหมายประกอบดวยเลขฐาน 5=β  และมี
ชุดตัวเลข }2,1,0,1,2,3{=D  จงเขียนคาของ X =1234 ใหอยูในระบบจํานวนนี้ 
 
วิธีทํา คาของ X = 1234 สามารถเขียนใหอยูในระบบนี้ไดเปน 

 ( )5121201234=   
 

ขอดีของระบบแทนจํานวนซ้ําซอนคือมีความสามารถในการจํากัดการแพรของตัว
ทดในการคํานวณทางคณิตศาสตรไมใหแพรไปอยางไมจํากัดได ซึ่งตางไปจากระบบแทน
จํานวนไมซ้ําซอน เพราะฉะน้ันระบบแทนจํานวนแบบมีเครื่องหมายจึงสามารถทําการคํานวณ
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แบบขนานได สําหรับบางตัวดําเนินการ (operator) ทําใหเวลาที่ใชในการคํานวณคงที่และไม
ขึ้นกับขนาดความยาวของตัวถูกดําเนินการ (operand) 
 
2.3 ระบบแทนชวง (interval representation system) 

ในระบบการคํานวณสําหรับจํานวนจริงน้ัน ความผิดพลาดอาจเกิดขึ้นไดในระหวาง
การคํานวณ ทั้งน้ีเพราะรูปแบบจํากัดของการแทนจํานวน (finite representation of number) 
แนวคิดในการแทนจํานวนโดยใชชวงและการคํานวณในรูปแบบของชวงน้ันเปรียบเสมือนเปน
การคํานวณเพื่อหาขอบเขต (bound) ที่เปนไปไดของคําตอบในกรณีที่จํานวนที่ตองการนํามา
คํานวณนั้นมีความคลาดเคลื่อนไปไดในชวงที่กําหนด โดยมีการกําหนดคาต่ําสุด ( lx ) และ
คาสูงสุด ( ux ) ของชวง ผลลัพธที่ไดจากการคํานวณสามารถรับประกันไดวาผลลัพธที่ถูกตอง 
ตองปรากฎอยูในชวงที่ไดจากการคํานวณอยางแนนอน 

กําหนดให X  เปนคาเชิงตัวเลขใดๆ ในระบบแทนชวง รูปแบบการแทนชวงของ X  
ในระบบแทนชวงเปนดังนี้ 

],[ ul xxX =  
 

2.4 การดําเนินการพ้ืนฐานทางเลขคณิตของระบบแทนชวง (fundamental arithmetic 
operations for interval representation system) 

กําหนดให ],[ ul xxX =  และ ],[ ul yyY =  เปนชวงในระบบแทนชวง โดยที่การ
ดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิตของระบบแทนชวงเปนการคํานวณที่เกิดจากการบวก ลบ คูณ 
และหารกันของคาต่ําสุดและคาสูงสุดของชวง โดยสามารถศึกษาไดจาก [6-8] ซึ่งสรุปไดดังนี้ 

],[ uull yxyxYX ++=+  

],[ luul yxyxYX −−=−  

)],,,max(
),,,,[min(

uuluulll

uuluulll

yxyxyxyx
yxyxyxyxYX

××××
××××=×

 

)],,,max(
),,,,[min(

uuluulll

uuluulll

yxyxyxyx
yxyxyxyxYX

÷÷÷÷
÷÷÷÷=÷

 

สําหรับการหารนั้น ชวงที่เปนตัวหารจะตองไมครอบคลุมศูนย 
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ตัวอยางที่ 2.4 กําหนดให X = [5.25, 7.1], Y = [4.65, 8.2] จงแสดงการบวก ลบ คูณ และ
หาร ของชวง X และ Y 
 
วิธีทํา การคํานวณพื้นฐานของตัวดําเนินการบวก ลบ คูณ และหารของชวง X และ Y สามารถ
แสดงไดดังนี้ 

  X + Y = [9.9, 15.3] 

X – Y = [–2.95, 2.45] 

X × Y = [min(24.41, 43.05, 33.02, 58.22), 
         max(24.41, 43.05, 33.02, 58.22)] 
             = [24.41, 58.22] 

X ÷ Y = [min(1.129, 0.64, 1.527, 0.866), 
          max(1.129, 0.64, 1.527, 0.866)] 
                    = [0.64, 1.527]   
  

 
2.5 การแปลงชุดตัวเลข (digit set conversion) 

หลักการของการแปลงชุดตัวเลขคือการแปลงจากชุดตัวเลขหนึ่งไปยังอีกชุดตัวเลข
หน่ึง ซึ่งมีเลขฐาน β  เดียวกัน สําหรับงานวิจัยในเรื่องนี้สามารถศึกษาเพิ่มเติมไดจาก [9, 10] 
โดยกําหนดให D  และ E  เปนชุดตัวเลขจํากัดที่ตางกัน และ β  เปนเลขฐานที่สามารถเปนได
ทั้งจํานวนจริงและจํานวนเชิงซอน การแปลงชุดตัวเลขในระบบเลขฐาน β  จากชุดตัวเลข D  
ไปยังชุดตัวเลข E  สามารถเขียนไดดังนี้ 

ED→:λ   

โดยที่ DX∈  และ XX =)(λ  

สําหรับปญหาของการแปลงชุดตัวเลขนั้นไดถูกนําไปใชในการอธิบายการ
ดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิต เชน การบวกสามารถเทียบไดกับการแปลงชุดตัวเลขหนึ่งไปยัง
อี กชุ ดตั ว เ ลขห น่ึ งที่ มี ขน าดแตกต า งกั น  แต มี เ ล ข ฐ าน เ ดี ย วกั น  ใน รู ปแบบของ 

}22|{ bdadD ≤≤Ζ∈=  และ }|{ beaeE ≤≤Ζ∈=  เปนตน 
 
ตัวอยางที่ 2.5 การบวกกันของเลขสองจํานวนในระบบเลขฐานสอง X = 0110110 และ Y = 
0100101 โดยวิธีการแปลงชุดตัวเลข 
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วิธีทํา การบวกกันของเลขสองจํานวนบนระบบเลขฐานสอง X = 0110110 และ Y = 0100101 
สามารถพิจารณาเปนการแปลงชุดตัวเลขบนระบบเลขฐานสองจากชุดตัวเลข D = {0, 1, 2} ไป
ยังชุดตัวเลข E = {0, 1} ได โดยการแปลงจาก 0210211 ไปเปน 1011011 ไดดังนี้ 

1101101
1120120

1010010
0110110

YX

Y
X

+

+
 

  
 
2.5.1 การแปลงแบบขนาน (parallel conversion) 

การแปลงชุดตัวเลขแบบขนานนั้นมีขอดีอยางหนึ่งคือ ความเร็วในการคํานวณที่สูง 
เน่ืองจากสามารถทําการคํานวณไปพรอมกันในทุกๆหลักของตัวเลขที่เปนขอมูลนําเขา 
โดยเฉพาะในกรณีขอมูลนําเขาที่นํามาคํานวณกันอยูในรูปแบบที่ไมมีตัวทด (carry-free) สงผล
ใหเราสามารถหาผลลัพธไดพรอมกันในทุกๆหลัก โดยใชเวลาในการคํานวณคือ O(1) แตใน
กรณีที่ขอมูลนําเขาที่นํามาคํานวณกันกอใหเกิดตัวทดขึ้น ผลลัพธในแตละหลักจะไมสามารถ
ผลิตออกมาไดพรอมกัน  เ น่ืองจากเกิดผลกระทบจากสายการแพรของตัวทด  (carry 
propagation chain) สงใหผลใหตัวเลขทางซายอาจเกิดความเปลี่ยนแปลงขึ้นได ดังน้ันการ
คํานวณแบบขนานอาจจําเปนตองทําการคํานวณมากกวาหนึ่งครั้ง ทั้งน้ีขึ้นอยูกับขนาดและ
รูปแบบของขอมูลนําเขา 
 
2.6 สถาปตยกรรมแบบทําควบคูกัน (on-the-fly architecture) 

สถาปตยกรรมการแปลงแบบทําควบคูกันเปนกระบวนการผลิตตัวเลขที่เปนขอมูล
นําออกแบบขนาน โดยอาศัยแนวคิดของฟงกชันประกอบ (composite function) เขามา
ประยุกตใช งานวิจัยของเออเสกโกแวค (Ercegovac) และแลง (Lang) [11] ถือเปนงานวิจัยแรก
ที่ไดนําวิธีการแปลงชุดตัวเลขโดยใชสถาปตยกรรมแบบทําควบคูกันมาใช โดยแปลงจํานวนจาก
จํานวนซ้ําซอนแบบมีเครื่องหมายไปเปนรูปแบบสัญนิยม (conventional representation) ตอมา
คอรเนอรับ (Kornerup) [9] ไดเสนอสถาปตยกรรมแบบทําควบคูกันเพ่ือแปลงชุดตัวเลขซํ้าซอน
ใหเปนชุดตัวเลขไมซ้ําซอนบนเลขฐานเดียวกัน โดยชุดตัวเลขซ้ําซอนจะตองเปนระบบจํานวน
ซ้ําซอนแบบมีเครื่องหมายเพ่ือลดการเกิดสายการแพรของตัวทด ขอดีของสถาปตยกรรมแบบ
ทําควบคูกันคือการคํานวณแบบขนาน ทําใหการคํานวณมีความเร็วสูง เพราะทุกๆตัวเลขของ
ขอมูลนําเขาสามารถคํานวณไปพรอมๆกันได ทั้งน้ีตัวเลขที่มีนัยสําคัญสูงสุดของผลลัพธขึ้นอยู
กับตัวเลขที่มีนัยสําคัญต่ําสุดของขอมูลนําเขา ดังนั้นเวลาที่ใชในการสงผานคาของตัวทดจาก
ตัวเลขทางขวาสุดไปยังตัวเลขทางซายสุดคือ O(log n) เม่ือ n หมายถึงจํานวนตัวเลขของขอมูล
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นําเขา สวนขอเสียของสถาปตยกรรมแบบทําควบคูกันคือ การสิ้นเปลืองทรัพยากรที่ใชใน
ขั้นตอนการแปลงเปนจํานวนมาก เชน เรจิสเตอร เปนตน ทั้งน้ีขึ้นอยูกับขนาดของขอมูลนําเขา 
ขอเสียอีกประการหนึ่งคือ เราจะตองทราบขนาดของขอมูลนําเขากอน จึงจะทําการแปลงได 

ในการแปลงชุดตัวเลข ED →  โดยที่ ),( DPX β∈ และ ),( EPY β∈ โดย 
YX =  และ ED ≠ จะมีนัยสําคัญดังนี้ 

กําหนดใหชุดตัวเลข E  เปนชุดตัวเลขไมซ้ําซอน และชุดตัวเลข C  เปนชุดตัวเลข
ของตัวทด c  เราสามารถเขียนตัวเลข d  ใดๆ ที่อยูในชุดตัวเลข D  ซึ่งเปนชุดตัวเลขซ้ําซอนให
อยูในรูปของสมการของการแปลงจาก ),( DP β ไปยัง ),( EP β คือ ecd += β โดยที่ Ee∈  
และ Cc∈ แตในการคํานวณตามความเปนจริงเราจะตองรวมตัวทดที่เขามา (incoming carry) 
เขากับ d  กอน หลังจากนั้นจึงผลิตตัวทดที่สงออก (outgoing carry) และ e  ออกไป 
เพราะฉะนั้นจะไดความสัมพันธของการแปลงระหวางชุดตัวเลข λ  (conversion mapping λ ) 
เปนฟงกชันการแปลงดังตอไปน้ี 

ECDC ×→×:λ  

เม่ือ C  เปนชุดตัวเลขของตัวทด สําหรับบาง ),( dc ใน DC ×  มี c′อยูใน C  และ e  อยูใน E  
ซึ่ง 

),(),(: ecdc →′λ  

โดยเราสามารถเขียนเปนสมการไดดังนี้ 

ecdc +=+′ β  

เม่ือ β  เปนเลขฐาน โดยเราสามารถเรียก c′และ c  คือ ตัวทดนําเขาและตัวทดนําออก
ตามลําดับในแตละตัวเลข d  ที่เปนขอมูลนําเขา เชน ในฐาน 2=β  และ }1,0{=D กําหนดให
ตัวทดนําเขา 1=′c  และตัวเลข 1=d  เราสามารถคํานวณไดวาตัวเลข e  และตัวทดนําออก c

จะมีคา 0=e  และ 1=c   เปนตน กําหนดให D  = {0, 1, 2}, E  = {0, 1} และ β  = 2 ฟงกชัน
การแปลงสามารถแสดงไดดังตารางที่ 2.1 

 
ตารางที่ 2.1 แสดงฟงกชันการแปลงจาก D  ไป E  บนเลขฐานสอง 

λ  
D  

0 1 2 

C  0 00 01 10 
1 01 10 11 
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ผลลัพธในแตละคูในตารางที่ 2.1 แทนคา ceซึ่ง ),( ec  อยูใน EC ×  โดยการคํานวณในตาราง
จะเร่ิมจากคา c = 0 จะเห็นวา ce  ที่เปนไปไดคือ 00, 01 และ 10 เม่ือ d  คือ 0, 1 และ 2 
ตามลําดับ ดังน้ันตัวทดนําออกที่เปนไปไดคือ 0 และ 1 เราจึงตองเพ่ิมแถวที่คา c = 1 และ
ผลลัพธที่ไดคือ 01, 10 และ 11 จากคา ce  ทั้งหมดจะเห็นวาตัวทดที่เกิดขึ้นคือ 0 และ 1 
เทานั้น ดังนั้นตารางนี้จึงสมบูรณแลว 

จากแนวคิดฟงกชันการแปลงชุดตัวเลข เราสามารถเขียนฟงกชันของชุดตัวเลขของ
ตัวทดไดเปน CCdd →:},{ σσ  โดยที่ Dd ∈  เรียกวา ฟงกชันการสงผานตัวทด (carry-
transfer function) ซึ่งสามารถเขียนเปนสมการไดดังนี้ 

ccCc d =′∈∀ )(:σ  โดย ),(),( ecdc =′λ  

โดยที่ dσ  เปนฟงกชันที่อธิบายเกี่ยวกับการจับคู (mapping) คาของตัวทดที่เขามา c′  ไปยังคา
ของตัวทดที่สงออกไป c  โดยผานตัวเลข d  หน่ึงๆ เทานั้น ซึ่งเราสามารถเขียนฟงกชันการ
จับคูนี้ผาน d  ทุกตัวที่อยูใน D  ไดดังนี้ 

)...))((...()(
11... cc

jiijii dddddd σσσσ
−−

=  

เราเรียกฟงกชันนี้วาเปนฟงกชันประกอบ และจากฟงกชันนี้เองทําใหเราสามารถหาคา c  ใดๆ 
ได โดยกําหนดให 0c  เริ่มตนมีคาเทากับ 0 

)0(...1 jii dddic
−

= σ  

เม่ือเราสามารถหาฟงกชันที่ทําการสรางตัวทดใดๆ ไดแลว ตอไปเราก็สามารถหาฟงกชันในการ
หา e  ในลําดับใดๆไดดวย ฟงกชันจับคูตัวเลข (digit mapping function) ECdd →:},{ εε  
โดยที่ Dd ∈  ซึ่งเราสามารถเขียนเปนสมการไดดังนี้ 

))0(( ...1 jiii ddddie
−

= σε  

 

ตัวอยางที่ 2.6 กําหนดให 11211223X =  เปนผลลัพธที่ไดจากการนําจํานวน 3 จํานวนใน
ฐาน β = 3 ซึ่งมีชุดตัวเลขคือ 1}0,,1{  มาทําการบวกกันแบบขนาน จงทําการแปลงชุดตัวเลข
ดวยสถาปตยกรรมแบบควบคูกันโดยที่ 3}2,1,0,,1,2,3{D =   และ 1}0,,1{E =   

 
วิธีทํา กําหนดให 168 ...xxxX =  เปนขอมูลนําเขา โดยที่ Dxi ∈  เม่ือ i  เปนจํานวนเต็มบวก 
ฟงกชันการแปลงจะทําการผลิตคูผลลัพธไดแก ตัวทดนําออกและตัวเลขที่เปนผลลัพธดังสมการ
ตอไปน้ี 

ecdc +=+′ β  

สามารถเขียนสมการใหมไดเปน 

iiii ycxc +=+− β1  
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โดยที่มีตัวทดนําเขาเริ่มตน 0c = 0 และ Eyi ∈  ผลลัพธที่ไดคือ 111111111=Y  เม่ือ 
YX =  ทั้งน้ีการแปลงนั้นจะแปลงจาก 3}2,1,0,,1,2,3{=D  ไปเปน 1}0,,1{=E  โดยมี 

β = 3 และ }1,0,1{=C   เราสามารถหาคา c  และ e  ในแตละหลักไดดังนี้ 
คา c  จากฟงกชันประกอบสามารถแสดงไดคือ 

00 =c  
0)0()( 1011 === σσ cc  

0)0()0( 2122 === σσσc  
1)0()0( 31233 === σσσσc  

0)1()0( 412344 === σσσσσc  
0)0()0( 5123455 === σσσσσσc  

0)0()0( 61234566 === σσσσσσσc  
1)0()0( 712345677 === σσσσσσσσc  

1)1()0( 8123456788 === σσσσσσσσσc  

คา e  จากฟงกชันจับคูตัวเลข 

11011 1)0()( yce ==== εε  

22122 1)0()( yce ==== εε  

33233 1)0()( yce ==== εε  

44344 1)1()( yce ==== εε  

55455 1)0()( yce ==== εε  

66566 1)0()( yce ==== εε  

77677 1)0()( yce ==== εε  

88788 1)1()( yce ==== εε  

99899 1)1()( yce ==== εε  

เพราะฉะนั้น 11211223=X  โดยที่ Dxi ∈  จะถูกแปลงไดเปน 111111111=Y  โดยที่ 
Eyi ∈  สําหรับฟงกชันการแปลงชุดตัวเลขจาก 3}2,1,0,,1,2,3{=D  ไปยัง 1}0,,1{=E  ใน

ฐาน 3=β  สามารถแสดงไดดังตารางที่ 2.2 
 

ตารางที่ 2.2 แสดงฟงกชันการแปลงจาก 3}2,1,0,,1,2,3{=D  ไปยัง 1}0,,1{=E   
ในฐาน 3=β   

λ  
D  

3  2  1 0  1 2  3  

C  
1 11  01  11  10  00  10  11  

0  01  11  10  00  10  11  01  

1 11  10  00  10  11  01  11  
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กระบวนการของการแปลงชุดตัวเลขโดยใชสถาปตยกรรมแบบทําควบคูกันนั้น จะ
เริ่มตนโดยการคํานวณในรอบที่หนึ่งนั้น จะนํากรณีที่เปนไปไดของตัวทดนําเขา ไดแก 1, 0 และ 
1 มาทําการคํานวณกับคาของ ix  ทั้ง 8 ตัว ซึ่งจะไดผลลัพธคือตัวทดนําออกของแตละ ix  
หลังจากนั้นทําการจับคูทั้ง 8 หลักมาคํานวณหาผลลัพธในรอบที่สอง โดยอาศัยแนวคิดของ
ฟงกชันประกอบ ทําการจับคูผลลัพธในรอบที่สอง เพ่ือคํานวณหาผลลัพธในรอบที่สาม ทําซ้ํา
กระบวนการเดิมจนถึงรอบที่สี่ สําหรับกระบวนการของการแปลงชุดตัวเลขโดยใชสถาปตยกรรม
แบบทําควบคูกันน้ัน สามารถแสดงไดดังรูปที่ 2.1 

 
  1 1 1 1 0  1 1 1 
  1 0  0  1 1 1 0  1 
  1 1 0  1 1 0  0  1 
ix  0  3  2  1 1 2  2  1 1 
          
  1 1 0  0  0  1 0  0  
  1 1 0  0  1 1 0  0  
  1 0  1 1 1 0  1 1 
          
  1  0   0   0   
  1  0   0   0   
  1  1  1  1  
          
  1 1   0  1   
  1 1   0  1   
  1 0    1 0    
          
  1 1 0  0      
  1 1 0  0      
  1 0  1 1     
          

ic   1 1 0  0  0  1 0  0  
1−ic  1 1 0  0  0  1 0  0  0  

iy  1 1 1 1 1 1 1 1 1 
 

รูปที่ 2.1 แสดงตัวอยางการแปลงชุดตวัเลขโดยใชสถาปตยกรรมแบบทําควบคูกัน 
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จากรูปที่ 2.1 จะเห็นไดวาผลลัพธของ iy  ในหลักใดๆ จะไดจากการพิจารณาตัวทด
นําเขา 1−ic  และ ix  โดยเริ่มจากหลักที่ 11 =x   จะกําหนดใหตัวทดนําเขา 00 =c  ซึ่งจะได
ผลลัพธ 11 =y  และ 01 =c  หลังจากนั้นในหลักที่ 12 =x  และตัวทดนําเขา 01 =c  จะได
ผลลัพธ 12 =y  และ 02 =c  วนซํ้ากระบวนการนี้ไปจนถึง 9y   
 



บทที่  3 
 

ระบบแทนชวงแบบยดืหยุน 
 

จุดประสงคหลักของงานวิจัยนี้ คือ การนําเสนอรูปแบบการแทนจํานวนแบบชวง
แบบใหม ที่มีชื่อเรียกวา ระบบแทนชวงแบบยืดหยุน (flexible interval representation system, 
FIRS) โดยที่ระบบการแทนจํานวนแบบใหมนี้สามารถลดเนื้อที่ที่ใชในการแสดงชวงใหนอยลงได 
เน่ืองจากระบบใหมนี้ใชจํานวนเพียงจํานวนเดียวในการแสดงชวง 

สําหรับเนื้อหาในบทนี้จะกลาวถึงแรงจูงใจในการเสนอรูปแบบการแทนจํานวนแบบ
ใหม พรอมทั้งเสนอระบบแทนชวงแบบยืดหยุน ความสมบูรณของระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
การดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิต (บวก ลบ คูณ และหาร) สําหรับระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
 
3.1 บทกลาวนํา 

ระบบแทนชวงแบบยืดหยุนเปนระบบจํานวนที่ถูกพัฒนามาจากระบบแทนชวง 
ระบบแทนชวงเปนระบบที่ถูกเสนอขึ้นมาเพื่อแกปญหาที่เกิดขึ้นในระหวางการคํานวณทาง
คณิตศาสตร ซึ่งในบางครั้งอาจมีความจําเปนตองปดเศษทิ้งไปในบางตําแหนงเพ่ือลดเวลาที่ใช
ในการคํานวณ หรือในบางกรณีที่ระบบไมสามารถรองรับการคํานวณใหครบทุกตัวเลขได ทําให
มีความจําเปนตองปดเศษทิ้งในบางตําแหนงเพื่อใหระบบสามารถทํางานตอไปได อีกทั้งความ
ผิดพลาดของขอมูลอาจเกิดขึ้นไดจากความคลาดเคลื่อนของอุปกรณการวัด หรือจากขอมูล
นําเขา ซึ่งปญหาตางๆเหลานี้ สงผลใหคําตอบที่ไดจากการคํานวณมีความผิดพลาดคลาดเคลื่อน
ไปได  ดังน้ันวิธีการแกปญหาในเรื่องนี้คือการแทนขอมูลที่ไดมาดวยชวง ทําใหสามารถ
รับประกันไดวาคําตอบที่ถูกตองจะตองปรากฎอยูในชวงที่ไดจากการคํานวณอยางแนนอน แต
ระบบแทนชวงประสบปญหาทางดานความสิ้นเปลืองเน้ือที่และความลาชาในการคํานวณ 

จากที่ไดกลาวมาขางตน ทําใหผูวิจัยใหความสนใจกับการนําระบบแทนชวงมา
ประยุกตใชกับระบบจํานวนแบบมีเครื่องหมาย ทําใหระบบแทนชวงแบบใหมนี้สามารถลดความ
สิ้นเปลืองของเนื้อที่ใหนอยลง 25 เปอรเซ็นตเม่ือเปรียบเทียบกับระบบแทนชวงแบบมี
เครื่องหมายดั้งเดิม (classical signed digit interval representation system) ระบบแทนชวงที่
ไดนําเสนอขึ้นมาใหมนี้มีชื่อเรียกวา ระบบแทนชวงแบบยืดหยุน โดยที่ระบบนี้สามารถแสดงชวง
ไดโดยใชจํานวนเพียงจํานวนเดียว พรอมทั้งเสนอการดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิต ไดแก 
บวก ลบ คูณ และหาร สําหรับระบบแทนชวงแบบยืดหยุนน้ีดวย 
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3.2 ระบบแทนชวงแบบยืดหยุน (Flexible interval representation system) 

ลักษณะของระบบแทนชวงแบบยืดหยุนและการแสดงคาต่ําสุดหรือคาสูงสุดของชวง
โดยใชจํานวนเพียงจํานวนเดียวในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนเปนดังนิยามตอไปน้ี 

นิยามที่ 3.1 ระบบแทนชวงแบบยืดหยุนประกอบดวยฐาน β  และชุดตัวเลข D  โดยที่ 2=β  
และ }1,,0,,1{ αγ=D ซึ่ง α  และ γ  เรียกวา ตัวเลขยืดหยุน (flexible digit) โดยที่ α  แทน
ตัวเลข 0 หรือ 1 และ γ  แทนตัวเลข 1  หรือ 0 
 
นิยามที่ 3.2 รูปแบบแทนชวง nxxxxX ...321=  ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน สามารถแสดง
ชวง [A, B] ไดโดย 

A ∑
=

×=
n

i

i
ix

0

2)min(  และ B ∑
=

×=
n

i

i
ix

0

2)max(  

 
สมบัติที่สําคัญของระบบแทนชวงแบบยืดหยุนคือ ระบบนี้สามารถแสดงชวงไดโดย

ใชจํานวนเพียงจํานวนเดียว ดังตัวอยางในตารางที่ 3.1  
 

ตารางที่ 3.1 แสดงตัวอยางของระบบจํานวนแบบยืดหยุน 
ชวง รูปแบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
[3, 8] γγ 01  

[-10, 15] ααγ 10  
[-1.25, 0.75] 10.1α  
[123, 123] 1111011 

 
เนื่องจากการนําเสนอระบบจํานวนแบบใหมนั้นตองคํานึงถึงความสมบูรณ 

(completeness) ของระบบ ซึ่งความสมบูรณของระบบแทนชวงแบบยืดหยุนสามารถแสดงไดดัง
ทฤษฎีบทที่ 3.1 

 
ทฤษฎีบทที่ 3.1 สําหรับจํานวนจริง x และ y ใดๆ ชวง [x, y] สามารถมีรูปแบบแทนชวง (interval 
representation) ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนได 
 
พิสูจน 
วิธีการพิสูจนทฤษฎีบทนี้ จะเสนออัลกอริทึมสําหรับแปลง (conversion) ชวงใดๆที่อยูในรูปของ
รูปแบบแทนชวงแบบมีเครื่องหมายดั้งเดิมใหอยูในรูปของรูปแบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
 



 

 

16 

อัลกอริทึม : การแปลง 
input  interval [A, B] 
 A = naaa ...10  where }1,0,1{∈ia  
 B = nbbb ...10  where }1,0,1{∈ib  
output S = nsss ...10  where }1,,0,,1{ αγ∈is  
begin 
 C = B – A where C is binary number 

 0←i  
 while (not-end-of-data) do 
  if 1=ic  then α←ic  

1+← ii  
  endif 
 enddo 
 S ←C + A 
end 
 
พิสูจนอัลกอริทึม 
เน่ืองจากขนาดของชวงซึ่งคํานวณไดจากการนําคาสูงสุดมาลบดวยคาต่ําสุดนั้นสามารถแสดงได
โดย C ที่เปนจํานวนไมเปนลบ ดังน้ันชวง [0, C] ใดๆ สามารถแสดงไดโดยใชลําดับของตัวเลข 
0 และ α  เพียงลําดับเดียวได เพราะฉะนั้นรูปแบบแทนชวง [A, B] ใดๆ สามารถแสดงไดโดย
การนําคาต่ําสดุของชวง (A) มาทําการบวกเขากับขนาดของชวง (C) ■ 

 
ตัวอยางที่ 3.1 หารูปแบบแทนชวง [1, 5] ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
 
วิธีทํา ขั้นตอนการหารูปแบบแทนชวงจะแสดงในตารางที่ 3.2 
 

ตารางที่ 3.2 แสดงขั้นตอนการแปลงชวง [1, 5] ใหมาอยูในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
ขั้นตอนการแปลง ผลลัพธ 

1. ชวง [1, 5] ]0101,0001[  
2. รูปแบบแทนจํานวนของคาต่ําสุดของชวง 0001  
3. รูปแบบแทนชวงของขนาดของชวง 000α  
4. รูปแบบแทนชวงของ [1, 5] แสดงไดโดยการ
นําผลลัพธของขั้นตอนที่ 2 และ 3 มาบวกกัน 

010α  
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3.3 การดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิตของระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 

การคํานวณทางคณิตศาสตรของงานวิจัยนี้ จะมุงเนนไปที่การดําเนินการพื้นฐาน
ทางเลขคณิต ซึ่งประกอบไปดวยการบวก ลบ คูณ และหาร เนื่องจากระบบแทนชวงแบบ
ยืดหยุนไดนําความรูเร่ืองเลขคณิตของระบบแทนชวงมาประยุกตใช ดังน้ันจึงไมสามารถทําการ
คํานวณแบบทั่วไปได แตตองนําความรูเร่ืองเลขคณิตของระบบแทนชวงมาประยุกตใชกับระบบ
แทนชวงแบบใหมนี้ดวย [12-15] 

 
3.3.1 การบวกในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 

เราไดเสนอกฎการบวกของตัวเลข 2 ตัวใดๆ ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน ซึ่ง
แสดงดังสมการตอไปน้ี 

zcyx +=+ 2  

เม่ือ }1,,0,,1{,,, αγ∈czyx  ซึ่ง x  และ y  คือตัวเลข 2 ตัวใดๆ ที่เปนขอมูลนําเขา โดยที่ z  
คือตัวเลขที่เปนผลลัพธของการบวก และ c  คือตัวทดที่เกิดขึ้น ซึ่งจะทดไปยังหลักที่ทางซาย 
สําหรับกฎการบวกของตัวเลข 2 ตัวใดๆ ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน สามารถแสดงไดใน
ตารางที่ 3.3 
 

ตารางที่ 3.3 แสดงกฎการบวกในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 

+ x  

1  γ  0  α  1  

y  

1  01  α1  10  γ0  00  
γ  α1  0γ  γ0  1,1αγ  α0  
0  10  γ0  00  α0  01  
α  γ0  1,1αγ  α0  0α  γ1  

1  00  α0  01  γ1  10  

ผลลัพธของแตละคูในตารางที่ 3.3 แทนคา cz เชน กําหนดให 1=x  และ α=y  การบวกของ 
x  และ y  จะไดตัวทด 1=c  และผลลัพธคือ γ=z  เปนตน แตกฎการบวกที่ผานมายังไม
สมบูรณเน่ืองจากยังไมไดพิจารณาตัวทดที่เขามาดวย ดังน้ันเราสามารถเขียนสมการใหมได
ดังตอไปน้ี 

zcyxc +=++′ 2  
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เม่ือ }1,,0,,1{ αγ∈′c  โดยเรียก c′  และ c  คือตัวทดนําเขาและตัวทดนําออก สําหรับกฎการ
บวกที่พิจารณาตัวทดนําเขาดวยน้ัน หรือเรียกอีกอยางหนึ่งวา กฎการบวกสมบูรณ (complete 
addition rules) จะแสดงไวในตารางที่ 3.4 

 
ตารางที่ 3.4 แสดงกฎการบวกสมบูรณในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 

+ 
ตัวทด ( c′ ) 

1 γ  0  α  1 

ผล
บว

ก 
 (x

 +
 y

 ) 
00  10  γ0  00  α0  01  

01  00  α0  01  γ1  10  

10  11  γ1  10  α1  11 

10  01  α1  10  γ0  00  

01  11  γ1  01  α1  11  

α0  γ0  1γ  α0  0α  γ1  

0α  1α  αγ  0α  αα  1α  

γ0  α1  0γ  γ0  1γ  α0  

0γ  1γ  γγ  0γ  γα  1γ  

γ1  α0  0α  γ1  1α  α1  

1γ  0γ  γα  1γ  αγ  0α  

α1  γ1  1γ  α1  0γ  γ0  

1α  0γ  γα  1α  αγ  0α  

ผลลัพธของแตละคูในตารางที่ 3.4 แทนคา cz เชน กําหนดใหผลบวกของ x  และ y  คือ γ1  
เม่ือนํา γ1  มาบวกกับตัวทดนําเขา α=′c  จะไดตัวทดนําออก α=c  และผลลัพธคือ 1=z  
เปนตน จากคา cz  ทั้งหมดจะเห็นวาตัวทดที่เปนไปไดทั้งหมด คือ αγ ,0,,1  และ 1 เทานั้น 
ดังนั้นตารางนี้จึงสมบูรณแลว 

สําหรับกระบวนการบวกในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน สามารถทําไดดวยการใช
อัลกอริทึมการบวกและกฎการบวกในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน ดังทฤษฎีบทที่ 3.2 ซึ่งวิธีการ
พิสูจนทฤษฎีบทนั้นสามารถทําไดโดยใชบทตั้งที่ 3.1 และ 3.2 

 
บทตั้งที่ 3.1 รูปแบบแทนชวงในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนที่ประกอบดวยตัวเลขสองตัว 
สามารถแสดงชวงไดโดยมีคาอยูระหวาง [-3, 3] 
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พิสูจน 
กําหนดให รูปแบบแทนชวงที่ประกอบดวยตัวเลขสองตัวคือ 21xxX =  โดยที่ 1x  และ 2x  เปน
ตัวเลขในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
 
การพิสูจนจะแบงออกเปน 2 กรณี คือ หาคาต่ําสุดและคาสูงสุดที่เปนไปไดดังนี้ 
คาต่ําสุดที่รูปแบบแทนชวง X  สามารถแสดงคาไดนั้น สามารถหาไดโดยที่คาของ 1x  และ 2x  
ตองมีคานอยที่สุดนั่นคือ -1 ดังสมการที่ 3.1 

 
3

)1()1(2))min(2( 21

−=
−+−=+× xx

 (3.1) 

 
คาสูงสุดที่รูปแบบแทนชวง X  สามารถแสดงคาไดนั้น สามารถหาไดโดยที่คาของ 1x  และ 2x  
ตองมีคามากที่สุดนั่นคือ 1 ดังสมการที่ 3.2 

 
3

)1()1(2))max(2( 21

=
+=+× xx

 (3.2) 

 
จากสมการที่ 3.1 และ 3.2 เราสามารถสรุปไดวา รูปแบบแทนชวง X  ใดๆ สามารถแสดงชวงได
โดยมีคาอยูระหวาง [-3, 3]  ■ 
 
บทตั้งที่ 3.2 รูปแบบแทนชวงในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนที่ประกอบดวยตัวเลขสองตัว จะมี
ขนาดของชวงไมเกิน 3 ซึ่งขนาดของชวงสามารถหาไดจากการนําคาสูงสุดมาลบดวยคาต่ําสุด 
 
พิสูจน 
กําหนดให a  แทนขนาดของชวง a  
กําหนดให รูปแบบแทนชวงที่ประกอบดวยตัวเลขสองตัวคือ 21xxX =  โดยที่ 1x  และ 2x  เปน
ตัวเลขในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน จะไดวา 11 ≤x  และ 12 ≤x  

สมมติให 3>X  เพราะฉะน้ัน 3)2( 21 >+× xx  เราสามารถสรุปไดวา 11 >x  หรือ 
12 >x  ซึ่งเกิดขอขัดแยง ดังนั้นขนาดของรูปแบบแทนชวง X  จะมีคาไมเกิน 3 ■ 

 
ทฤษฎีบทที่ 3.2 การบวกในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนสามารถคํานวณได 
 
พิสูจน  
วิธีการพิสูจนทฤษฎีบทนี้ จะเสนออัลกอริทึมการบวกและกฎการบวกสําหรับระบบแทนชวงแบบ
ยืดหยุน 
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อัลกอริทึม : การบวก 
input    FIR X, Y 
            X = 11...xxx nn −  where ∈ix  {1, γ , 0 , α , 1} 
            Y = 11...yyy nn −  where ∈iy  {1, γ , 0 , α , 1} 
output  FIR Z 

Z = 11...zzz nn −  where ∈iz  {1, γ , 0 , α , 1} 
begin 

  1←i  
  00 ←c  
  while (not-end-of-data) do 
   12 −++←+ iiiii cyxzc   where ∈−1, ii cc  {1, γ , 0 , α , 1} 
   1+← ii  
  enddo 
end 
 
พิสูจนอัลกอริทึม 
วิธีการพิสูจนอัลกอริทึมการบวกนั้น เราจะพิจารณาวาการบวกกันของตัวเลข ix  และ iy  ที่เปน
ขอมูลนําเขาโดยมีการพิจารณาตัวทดนําเขา 1−ic  ดวยน้ัน จะใหผลลัพธ ii zc  ซึ่งมีขนาดของ
ชวงมีคาไมเกิน 3 และ ii zc  มีคาที่เปนไปไดอยูในชวงระหวาง [-3, 3] โดยการพิสูจนนั้นจะอิง
ตามสมการที่ 3.3 

 iiiii zcyxc +=++− 21  (3.3) 

จากบทตั้งที่ 3.1 และ 3.2 เราสามารถพิสูจนไดวา การบวกกันของตัวเลข ix  และ 

iy  ที่เปนขอมูลนําเขาโดยมีการพิจารณาตัวทดนําเขา 1−ic  ดวยนั้น สามารถผลติผลลัพธโดยใช
จํานวนตวัเลขเพียง 2  ตัวคือ ii zc  ที่สามารถเขียนใหอยูในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนไดเสมอ 
ดังนั้นอัลกอริทึมการบวกนีถู้กตอง ■ 
 
ตัวอยางที่ 3.2 การบวกของชวง [1, 5] กับ [3, 6] ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
 
วิธีทํา ขั้นตอนการบวกนั้น เร่ิมจากการแปลงชวง [1, 5] และ [3, 6] ใหอยูในระบบแทนชวงแบบ
ยืดหยุน นั่นคือ 010α  และ αγ01  ตามลําดับ การบวกของ 010α  และ αγ01  สามารถแสดง
ไดโดยใชกฎการบวกสมบูรณ ดังตารางที่ 3.4 
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]11,4[1

]6,3[10

]5,1[100

↔

↔

↔
+

ααγ

γα

α

 

ผลลัพธของการบวกในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน สามารถใหคําตอบที่ถูกตอง  
 
3.3.2 การลบในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 

การลบในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนน้ันสามารถคํานวณไดโดยการนําชวงที่เปนตัว
ตั้งมาทําการบวกกับรูปแบบแทนลบ (negative representation) ของตัวที่นํามาลบ ซึ่งรูปแบบ
แทนลบสามารถหาไดจากการเปลี่ยนตัวเลข 1 เปน 1, γ  เปน α , α  เปน γ , และ 1 เปน 1  

กระบวนการลบในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน สามารถทําไดดวยการใชอัลกอริทึม
การลบและกฎการบวกในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน ดังทฤษฎีบทที่ 3.3 
 
ทฤษฎีบทที่ 3.3 การลบในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนสามารถคํานวณได 
 
พิสูจน 
วิธีการพิสูจนทฤษฎีบทนี้ จะเสนออัลกอริทึมการลบสําหรับระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
 
อัลกอริทึม : การลบ 
input    FIR X, Y 
            X = 11...xxx nn −  where ∈ix  {1, γ , 0 , α , 1} 
            Y = 11...yyy nn −  where ∈iy  {1, γ , 0 , α , 1} 
output  FIR Z 

Z = 11...zzz nn −  where ∈iz  {1, γ , 0 , α , 1} 
begin 

  1←i  
while (not-end-of-data) do 
 if 1=iy  then 1←iy   

else if 1=iy  then 1←iy  
else if α←iy  then γ←iy  
else if γ←iy  then α←iy  
endif 

1+← ii  



 

 

22 

enddo 

1←i  
00 ←c  

  while (not-end-of-data) do 
   12 −++←+ iiiii cyxzc   where ∈−1, ii cc  {1, γ , 0 , α , 1} 

   1+← ii    
enddo 

end 
 
พิสูจนอัลกอริทึม 
วิธีการพิสูจนอัลกอริทึมการลบนั้น จะทําการพิสูจนเชนเดียวกับอัลกอริทึมการบวก ■ 
 
ตัวอยางที่ 3.3 การลบของชวง [2, 5] โดย [3, 7] ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
 
วิธีทํา รูปแบบแทนชวงของ [2, 5] และ [3, 7] ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนคือ γα01  และ 

110α  ตามลําดับ รูปแบบแทนลบของตัวที่จะนํามาลบไดจากการแปลง 110α  เปน 110γ  การ
บวกของ γα01  และ 110γ  สามารถแสดงไดโดยใชกฎการบวกสมบูรณซึ่งแสดงในตารางที่ 3.4 

]2,5[0

]3,7[110

]5,2[10

−↔

−−↔

↔
+

γαγ

γ

αγ

 

การลบในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนสามารถใหผลลัพธที่ถูกตอง  
 
3.3.3 การคูณในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 

เราไดเสนออัลกอริทึมการคูณในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน ซึ่งไดมีการเพิ่มตัวเลข
ชั่วคราวที่ใชในระหวางการคูณขึ้นมา 2 ตัว คือ δ  และ ω  โดยที่ δ  สามารถแทนไดทั้งตัวเลข 
0  (คาต่ําสุด) หรือ 1 (คาสูงสุด) และ ω  แทนตัวเลข 1 (คาต่ําสุด) หรือ 0  (คาสูงสุด) 

กอนที่เราจะเสนออัลกอริทึมการคูณน้ัน จะขอเสนออัลกอริทึมสําหรับการตรวจสอบ
เครื่องหมายของชวงวาเปนชวงบวกหรือลบ เพ่ือกําหนดรูปแบบของตัวตั้งและตัวคูณที่เหมาะสม
ที่พรอมจะนําไปเริ่มกระบวนการคูณในอัลกอริทึมการคูณ ซึ่งเราเรียกรูปแบบน้ีวา รูปแบบพรอม
คูณ (multiplication-ready pattern) โดยอัลกอริทึมน้ีจะถกูใชรวมกับอัลกอริทึมการคูณและการ
หารดวย 



 

 

23 

อัลกอริทึม: การตรวจสอบเครื่องหมายของชวง 
input    FIR A 
             A = 11...aaa nn −  where ∈ia  {1, γ , 0 , α , 1} 
output  min_A, max_A 
begin 
      min_A  ←  null, max_A ←  null, ni ←  
      while i ≥  0 and (min_A = null or max_A = null) do 

if  1=ia   
if  min_A = null then min_A ←  pos endif 
if  max_A = null then max_A ←  pos endif 

else if  1=ia   
         if  min_A = null then min_A ←  neg endif 

                 if  max_A = null then max_A ←  neg  endif 
     else if  α=ia   
          if  max_A = null then max_A ←  pos endif 
     else if  γ=ia   

    if min_A = null then min_A ←  neg endif 
endif 

      1−← ii  
        enddo 
      if min_A = null then min_A ←  pos endif 
      if max_A = null then max_A ←  pos endif 
end 

หลังจากที่เราทราบเครื่องหมายของชวงที่เปนตัวตั้งและตัวตัวคูณแลว เราจะขอ
เสนอกฎการคูณเพ่ือใชรวมกับอัลกอรึมการคูณในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน ซึ่งกฎการคูณ
สามารถสรางไดดังนี้ 

เร่ิมจากการนําตัวเลข ix  (ตัวตั้ง) และ iy  (ตัวคูณ) มาทําการคํานวณกัน ซึ่งแสดง
ไดดังสมการที่ 3.4 

lower = min( ix ) ×  min( iy ), 
 upper = max( ix ) ×  max( iy ) (3.4) 
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โดยที่ },1,0,,1{, αγ∈ii yx ซึ่ง lower และ upper ที่คํานวณได จะถูกนําไปใชในการรวมตัวเลข
ใหอยูในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนโดยใชตารางที่ 3.5 ดังนั้นกฎการคูณสามารถสรางไดจาก
การนํา ix  และ iy  ใดๆมาทําการคํานวณกันดังสมการที่ 3.4 และไดผลลัพธคือ 
combine(lower, upper) จากตารางที่ 3.5 โดยกฎการคูณสามารถแสดงไดในตารางที่ 3.6 

 
ตารางที่ 3.5 แสดงการรวมตัวเลขใหอยูในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 

lower upper combine(lower, upper) 
1 1 1
1 0  γ
0  0  0  
0  1 α
1 1 1
0  1 δ  
1 0  ω

 
ตารางที่ 3.6 แสดงกฎการคูณในระบบแทนชวงแบบยดืหยุน 

×  1 γ  0  α  1 ω  δ  

1 1 ω  0  δ  1 γ  α  
γ  ω  ω  0  0  γ  γ  0  
0  0  0  0  0  0  0  0  
α  δ  0  0  α  α  0  δ  

1 1 γ  0  α  1 ω  δ  
ω  γ  γ  0  0  ω  ω  0  
δ  α  0  0  δ  δ  0  α  

 
เรายังไดเสนอกฎการบวกของ δ และω  ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน ซึ่งจะถูกใช

ในขั้นตอนสุดทายของการคูณ นั่นคือกระบวนการกําจัดตัวเลขชั่วคราวออกจากผลลัพธที่ไดจาก
การคูณ โดยกฎการบวกของ δ และω  ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนแสดงไวในตารางที่ 3.7  

 
ตารางที่ 3.7 แสดงกฎการบวกของ δ  และω  ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 

+ 1 γ  0  α  1 δ  ω  

0 10  γ0  00  α0  01  δ0  ω0  
δ  δγ  10  δ0  00  ω0  0δ  1,1 δω  

ω  δ0  00  ω0  01  ωα  1,1 δω  0ω  
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จากตารางกฎการบวกของ δ  และω  จะสังเกตไดวาถาเรานํา δ  และω  มาทํา
การบวกกับ δαγ ,1,,0,,1  และ ω  ผลลัพธทั้งหมดที่เปนไปไดจะมีตัวทดนําออกไดแก δ,0 และ 
ω  เทานั้น ดังนั้นตารางการบวกนี้จึงสมบูรณ 

กระบวนการคูณในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนภายหลังจากที่เราทราบเครื่องหมาย
ของชวงที่เปนตัวตั้งและตัวคูณ รวมถึงกฎการคูณแลว สามารถทําไดโดยใชอัลกอริทึมการคูณ
และกฎการคูณในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน ดังทฤษฎีบทที่ 3.4 

 
ทฤษฎีบทที่ 3.4 การคูณในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนสามารถคํานวณได 
 
พิสูจน 
วิธีการพิสูจนทฤษฎีบทนี้ จะเสนออัลกอริทึมการคูณและกฎการคูณสําหรับระบบแทนชวงแบบ
ยืดหยุน 
 
อัลกอริทึม: การคูณ 
input    FIR X, Y 
            X = 11...xxx nn −  where ∈ix  {1, γ , 0 , α , 1} 
            Y = 11...yyy nn −  where ∈iy  {1, γ , 0 , α , 1} 
output  FIR Z 

Z = 11...zzz nn −  where ∈iz  {1, γ , 0 , α , 1} 
begin 
  if  min_X = pos  {X > 0} 
         if  min_Y = pos {Y > 0} 

Lx ←  min(),  Ly  ←  min() 
    Ux ←  max(), Uy ←  max()  
         else  if max_Y = neg {Y < 0} 
    Lx  ←  max(), Ly ←  min() 
    Ux ←  min(),  Uy ←  max()  

else {0 ∈ Y} 
Lx ←  max(),  Ly ←  min() 

    Ux ←  max(), Uy ←  max()  
endif 

  if  max_X = neg {X < 0} 
         if  min_Y = pos {Y > 0} 
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Lx ←  min(),  Ly ←  max() 
    Ux ←  max(), Uy ←  min() 
         else if  max_Y = neg {Y < 0} 

Lx ←  max(), Ly ←  max() 
    Ux ←  min(), Uy ←  min()  

         else {0 ∈ Y} 
    Lx ←  min(), Ly ←  max() 
    Ux ←  min(), Uy ←  min()   

endif 
  else {0 ∈  X} 
        if  min_Y = pos  {Y > 0} 

Lx ←  min(),  Ly ←  max() 
    Ux ←  max(), Uy ←  max()  

else if  max_Y = neg {Y < 0} 
    Lx ←  max(), Ly ←  min() 
    Ux ←  min(), Uy ←  min()  

else {0 ∈  Y} 
    a  ←  Lower endpoint of X 
    b  ←  Upper endpoint of X 
    c  ←  Lower endpoint of Y 
    d  ←  Upper endpoint of Y 
    min_Z ←  min{a×d, b×c} 
    max_Z ←  max{a×c, b×d} 
    if  min_Z = b×c and max_Z = a×c 

Lx ←  max(), Ly ←  min()  
Ux ←  min(), Uy ←  min()  

    else if min_Z = a×d and max_Z =  b×d 
Lx ←  min(),  Ly ←  max() 

          Ux ←  max(), Uy ←  max()  
else if min_Z = a×d and max_Z = a×c 

Lx ←  min(),  Ly ←  max() 
          Ux ←  min(), Uy ←  min()  
    else 

Lx ←  max(), Ly ←  min() 
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          Ux ←  max(), Uy ←  max()  
    endif 

endif 

1←i  
while (not-end-of-data) do 

  lower ←  Lx( ix ) 
upper ←  Ux( ix ) 

ix  ←  combine(lower, upper) 
lower ←  Ly( iy ) 
upper ←  Uy( iy ) 

iy  ←  combine(lower, upper)  

   1+← ii  
enddo 
Z ←  Multiplication by multiplication rules 

1←k   
  while (not-end-of-data) do 
         if δ=kz  then α←kz , δ+← ++ 11 kk zz  endif 
         if ω=kz  then γ←kz , ω+← ++ 11 kk zz  endif 

         1+← kk  
  enddo 
end 
 
พิสูจนอัลกอริทึม 
เน่ืองจากเราสามารถทราบเครื่องหมายของคาต่ําสุดและคาสูงสุดของชวง X และ Y วาเปนบวก
หรือลบ ดังนั้นเราสามารถเขียนชวง X และ Y ใหอยูในรูปแบบที่พรอมที่จะทําการคูณได เรียกวา 
รูปแบบพรอมคูณ ซึ่งรูปแบบพรอมคูณน้ีสามารถสรางไดจากตารางที่ 3.5 โดยผลลัพธท่ีไดจาก
การคูณสามารถคํานวณไดจากกฎการคูณในตารางที่ 3.6 แตในบางครั้งผลลัพธที่ไดจากการ
คํานวณอาจจะมีตัวเลขชั่วคราว δ  และ ω  ปรากฎอยูได ซึ่งยังไมใชผลลัพธที่ถูกตอง 
เพราะฉะนั้นเราจึงจําเปนตองผานกระบวนการกําจัดตัวเลขชั่วคราวเหลานั้นออกไปเพื่อที่จะให
ผลลัพธสุดทายเปนคําตอบที่ถูกตองและอยูในรูปแบบแทนชวงแบบยืดหยุนดวย  
 ■ 
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ตัวอยางที่ 3.4 การคูณของชวง [3, 10] โดย [-8, -5] ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
 
วิธีทํา จากอัลกอริทึมการคูณ ขั้นตอนการคูณของชวง X = [3, 10] และ Y = [-8, -5] แสดงไดใน
ตารางที่ 3.8 
 

ตารางที่ 3.8 แสดงขั้นตอนการคูณของชวง [3, 10] และ [-8, -5] 
ขั้นตอนการคณู ผลลัพธ 

1. รูปแบบแทนชวง X = [3, 10] และ Y = [-8, -5] ααγαγ 01,1  

2. เครื่องหมายของ min_X และ max_X pos 
3. เครื่องหมายของ min_Y และ max_Y neg 
4. รูปแบบพรอมคูณของชวง X และ Y ααδωδ 01,1  

5. การคูณโดยใชกฎการคณูในตารางที่ 3.6 γδδδδγ 0  

6. ผลลัพธสุดทายภายหลังกระบวนการกาํจัดตัวเลขชัว่คราวออกไป αγ 00010  

 
ผลลัพธที่ไดจากอัลกอริทึมการคูณคือ αγ 00010  โดยมีคาเชิงตัวเลขเทากับ [-80, -15] ดังน้ัน
ผลลัพธของการคูณในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนสามารถใหคําตอบที่ถูกตอง  
 
3.3.4 การหารในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 

การหารในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนน้ัน จะมีขั้นตอนในการหารแบงออกเปน 2 
ขั้นตอนเชนเดียวกับการคูณ นั่นคือ ในขั้นตอนแรกจะตองทําการตรวจสอบเครื่องหมายของชวง
ที่จะนํามาหารกันโดยใชอัลกอริทึมการตรวจสอบเครื่องหมายของชวง เพ่ือเปนตัวกําหนด
รูปแบบของตัวตั้งและตัวหารที่เหมาะสมที่จะนาํไปเริ่มกระบวนการหาร ซึ่งเราเรียกรูปแบบนี้วา 
รูปแบบพรอมหาร (division-ready pattern) และในขั้นตอนที่สองคือขั้นตอนของอัลกอริทึมการ
หาร 

สําหรับกระบวนการการหารโดยทั่วไปนั้นจะตองมีขั้นตอนของการลดคาดวย ดังน้ัน
เราจะขอเสนอกฎการลดคา (reduction rules) สําหรับอัลริทึมการหาร โดยวิธีการสรางตารางกฎ
การลดคาสําหรับอัลกอริทึมการหารนั้นสามารถแสดงไดดังนี้ เร่ิมจากการนําตัวเลข ix  (ตัวตั้ง) 
และ iy (ตัวลดคา) มาทําการคํานวณกัน ซึ่งแสดงไดดังสมการที่ 3.5 

 lower = min( ix ) −  min( iy ), 
 upper = max( ix ) −  max( iy ) (3.5) 
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โดยที่ },,,1,0,,1{, δωαγ∈ii yx ซึ่งผลลัพธในตารางกฎการลดคาสําหรับอัลกอริทึมการหาร
สามารถคํานวณไดจากสมการที่ 3.5 ทั้งน้ี lower และ upper คือคาต่ําสุดและคาสูงสุดของ
คําตอบที่ไดจากการคํานวณ โดยกฎการลดคาสําหรับอัลกอริทึมการหารแสดงไดดังตารางที่ 3.9  
 

ตารางที่ 3.9 แสดงกฎการลดคาสําหรับอัลกอริทึมการหาร 

 ตัวตั้ง 
1 γ  0  α  1 ω  δ  

ตัว
ลด

คา
 

1 00  α0  01  γ1  10  δ1  ω0  
γ  δ0  00  ω0  01  δ1  0ω  1δ  
0  10  γ0  00  α0  01  ω0  δ0  
α  ω1  10  δ0  00  ω0  1δ  0δ  
1 01  α1  10  γ0  00  δ0  ω1  
ω  α1  0γ  γ0  1γ  α0  00  10  
δ  γ0  1γ  α0  0α  γ1  01  00  

 
กระบวนการหารในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนภายหลังจากที่เราทราบเครื่องหมาย

ของชวงที่เปนตัวตั้งและตัวหารแลว สามารถทําไดดวยการใชอัลกอริทึมการหารและกฎการคูณ
ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน รวมถึงกฎการลดคาสําหรับอัลกอริทึมการหารดวย ดังทฤษฎีบท
ที่ 3.5 
 
ทฤษฎีบทที่ 3.5 การหารในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนสามารถคํานวณได 
 
พิสูจน 
วิธีการพิสจูนทฤษฎีบทนี้ จะเสนออัลกอริทึมการหารสําหรับระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
 
อัลกอริทึม: การหาร 
input    FIR X, Y 
            X = 11...xxx nn −  where ∈ix  {1, γ , 0 , α , 1} 
            Y = 11...yyy nn −  where ∈iy  {1, γ , 0 , α , 1} 
output  FIR Z 

Z = 11...zzz nn −  where ∈iz  {1, γ , 0 , α , 1} 
begin 
  if  min_X = neg and max_X = pos {0 ∈X} 

if  min_Y = pos {Y > 0} 
Lx ←  min(), Ly ←  min() 
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Ux ←  max(), Uy ←  min() 
else {Y < 0} 

    Lx ←  max(), Ly ←  max() 
    Ux ←  min(), Uy ←  max()  

endif 
  if  min_X = pos {X > 0} 
          if  min_Y = pos {Y > 0} 
    Lx ←  min(), Ly ←  max() 
    Ux ←  max(), Uy ←  min() 
          else {Y < 0} 
    Lx ←  max(), Ly ←  max() 
    Ux ←  min(), Uy ←  min() 

endif 
  else {X < 0} 
          if  min_Y = pos {Y > 0} 
    Lx ←  min(), Ly ←  min() 
    Ux ←  max(), Uy ←  max() 
          else {Y < 0} 
    Lx ←  max(), Ly ←  min() 
    Ux ←  min(), Uy ←  max() 

endif 
  endif 

  1←i  
  while (not-end-of-data) do 
   lower ←  Lx( ix ) 

upper ←  Ux( ix ) 
        ix  ←  combine(lower, upper) 

lower ←  Ly( iy ) 
upper ←  Uy( iy ) 

         iy  ←  combine(lower, upper) 

        1+← ii  
  enddo 
  Z ←  Division by multiplication and reduction rules 

1←k   
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  while (not-end-of-data) do 
         if δ=kz  then α←kz , δ+← ++ 11 kk zz  endif 
         if ω=kz  then γ←kz , ω+← ++ 11 kk zz  endif 

         1+← kk  
  enddo 
end 
 
พิสูจนอัลกอริทึม 
เน่ืองจากเราสามารถทราบเครื่องหมายของคาต่ําสุดและคาสูงสุดของชวง X และ Y วาเปนบวก
หรือลบ ดังน้ันเราสามารถเขียนชวง X และ Y ใหอยูในรูปแบบที่พรอมที่จะทําการหารได 
เรียกวา รูปแบบพรอมหาร ซึ่งรูปแบบพรอมหารนี้สามารถสรางไดจากตารางที่ 3.5 โดยผลลัพธ
ที่ไดจากการหารสามารถคํานวณไดจากกฎการคูณในตารางที่ 3.6 สําหรับกฎการลดคาใน
ระหวางกระบวนการหารนั้นถูกแสดงไวในตารางที่ 3.9 แตในบางครั้งผลลัพธที่ไดจากการ
คํานวณอาจจะมีตัวเลขชั่วคราว δ  และ ω  ปรากฎอยูไดซึ่งยังไมใชผลลัพธที่ถูกตอง 
เพราะฉะนั้นเราจึงจําเปนตองผานกระบวนการกําจัดตัวเลขชั่วคราวเหลานั้นออกไปเพื่อที่จะให
ผลลัพธสุดทายเปนคําตอบที่ถูกตองและอยูในรูปแบบแทนชวงแบบยืดหยุนดวย 
 ■ 
 
ตัวอยางที่ 3.5 การหารของชวง [-30, 13] โดย [-26, -18] ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
 
วิธีทํา จากอัลกอริทึมการหาร ขั้นตอนการหารของชวง X = [-30, 13] และ Y = [-26, -18] แสดง
ไดในตารางที่ 3.10 
 

ตารางที่ 3.10 แสดงขั้นตอนการหารของชวง [-30, 13] โดย [-26, -18] 
ขั้นตอนการหาร ผลลัพธ 

1. รูปแบบแทนชวง X = [-30, 13] และ Y = [-26, -18] 0101,111 γαγ  

2. เครื่องหมายของ min_X และ max_X neg, pos 
3. เครื่องหมายของ min_Y และ max_Y neg, neg 
4. รูปแบบพรอมหารของชวง X และ Y 0101,111 γωδ  

5. การหารโดยใชกฎการคณูในตารางที่ 3.6 ...1. αδαδα  

6. ผลลัพธสุดทายภายหลังกระบวนการกาํจัดตัวเลข
ชั่วคราวออกไป 

...010. ααα  
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ผลลัพธที่ไดจากอัลกอริทึมการหารคือ ...010. ααα  โดยมีคาเชิงตัวเลขเทากับ [0.5, 1.65…] 
ซึ่งมีคาเทากับผลลัพธที่ไดจากการหารกันในระบบเลขฐานสอง ดังนั้นผลลัพธของการหารใน
ระบบแทนชวงแบบยืดหยุนสามารถใหคําตอบที่ถูกตอง  
 
3.4 สรุป 

ในบทนี้เราไดเสนอรูปแบบการแทนจํานวนแบบชวงแบบใหม ที่มีชื่อเรียกวา ระบบ
แทนชวงแบบยืดหยุน ซึ่งระบบการแทนจํานวนแบบใหมนี้สามารถลดเนื้อที่ที่ใชในการแสดงชวง
ใหนอยลงได เน่ืองจากระบบใหมนี้ใชจํานวนเพียงจํานวนเดียวก็สามารถแสดงชวงได อีกทั้งใน
บทนี้ยังไดเสนอความสมบูรณของระบบแทนชวงแบบยืดหยุนและอัลกอริทึมสําหรับการ
ดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิต (บวก ลบ คูณ และหาร) สําหรับระบบแทนชวงแบบยืดหยุนอีก
ดวย 

 



บทที่  4 
 

บทวิเคราะหระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
 

เน้ือหาในบทนี้กลาวถึงบทวิเคราะหเกี่ยวกับระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในการขยาย
ขอบเขตของระบบแทนชวงแบบยืดหยุนเดิมซ่ึงอยูในฐานสอง ใหอยูในรูปทั่วไป (generic form) 
โดยที่ มีเลขฐานมากกวาหรือเทากับสอง และการนําสถาปตยกรรมแบบทําควบคูกันมา
ประยุกตใชกับการคํานวณในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนเพื่อเพ่ิมความเร็วในการคํานวณ โดยจะ
พิจารณาถึงผลกระทบตางๆที่จะเกิดขึ้น 
 
4.1 ระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไป 

ลักษณะของระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไปนั้น จะมีการเพิ่มตัวเลขที่เปน
จํานวนเต็มและตัวเลขยืดหยุนในชุดตัวเลข D  ใหมีจํานวนมากขึ้นเพื่อรองรับการแสดงชวง
ตางๆ ใหครบถวนดังนิยามที่ 4.1 และ 4.2 

นิยามที่ 4.1 ระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไปประกอบดวยฐาน β  และชุดตัวเลข D  โดย
ที่ β  เปนจํานวนเต็มใดๆที่ 2≥β  และชุดตัวเลข D  ประกอบดวยตัวเลขที่เปนจํานวนเต็มและ
ตัวเลขยืดหยุน ในสวนของตัวเลขที่อยูในรูปแบบของจํานวนเต็ม e  จะมีจํานวน 1+β  ตัว โดย 
e  จะเปนจํานวนเต็มทั้งหมดที่อยูระหวาง 1 ถึง 1−β  ( }11|{ −≤≤Ζ∈ βee ) ในสวนของ
ตัวเลขยืดหยุน จะมีจํานวน )1( −× ββ  ตัว ขนาดของตัวเลขยืดหยุนจะมีคาตั้งแต 1 ถึง 1−β  
ซึ่งขนาดของตัวเลขยืดหยุนสามารถคํานวณไดจากการนําคาสูงสุดของตัวเลขยืดหยุนมาลบดวย
คาต่ําสุดของตัวเลขยืดหยุน โดยในแตละขนาดของตัวเลขยืดหยุน จะมีจํานวนตัวเลขยืดหยุน β  
ตัว ทั้งนี้ตัวเลขยืดหยุนในแตละขนาดจะเริ่มสรางจากตัวเลขที่เปนจํานวนเต็มที่มีคามากที่สุด 
( 1−β ) แลววนซ้ําไปทางฝงของตัวเลขที่มีคาลดลงจนครบจํานวนตัวเลขยืดหยุนของขนาดนั้นๆ 

 
นิยามที่ 4.2 รูปแบบแทนชวง nxxxxX ...321=  ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไป 
สามารถแสดงชวง  [ a , b ] ไดโดย 

∑
=

×=
n

i

i
ixa

0

)min( β  และ ∑
=

×=
n

i

i
ixb

0

)max( β  

 
ตัวอยางที่ 4.1 จงหาระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไป สําหรบั β  = 3 

วิธีทํา วิธีการสรางระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไป สําหรับ β  = 3 นั้น จะแบงการสราง
ชุดตัวเลข D  ออกเปน 2 กรณี คือ ตัวเลขที่เปนจํานวนเต็มและตัวเลขยืดหยุน 
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กรณีที่ 1 
ตัวเลขที่เปนจํานวนเต็มใน D  ( 21| ≤≤Ζ∈ ee ) คือ 2,1,0,1  
 
กรณีที่ 2 
ตัวเลขยืดหยุนใน D  จะมีขนาดของตัวเลขยืดหยุนไมเกิน 2 นั่นคือ มีตัวเลขยืดหยุนที่มีขนาด
เทากับ 1 และ 2 นอกจากนี้จํานวนตัวเลขยืดหยุนในแตละขนาดจะมีจํานวนเปน 3 ตัว โดย
วิธีการสรางจะเริ่มจากฝงที่มีคามากที่สุด (ในตัวอยางนี้คือ 2) และไลไปทางฝงที่มีคาลดลงจน
ครบจํานวนตัวเลขยืดหยุน นั่นคือ ในชวงขนาด 1 จะมีตัวเลขยืดหยุนจํานวน 3 ตัว คือ 1μ = [1, 
2], 2μ = [0, 1] และ 3μ = [1, 0] และในชวงขนาด 2 จะมีตัวเลขยืดหยุนจํานวน 3 ตัวคือ 1ψ = 
[0, 2], 2ψ = [1, 1] และ 3ψ =   [ 2 , 0] 
 

ดังนั้นในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไปที่มี β  = 3 นั้น จะมีชุดตัวเลข 
},,,,,,2,1,0,1{ 321321 ψψψμμμ=D   

 
นิยามที่ 4.3 ชุดตัวเลขซ้ําซอนนอยที่สุด (minimally redundant digit set)  หมายถึง ชุดตัวเลขที่
มีจํานวนตัวเลขนอยที่สุดที่ทําใหบางชวงในระบบสามารถมีรูปแบบแทนชวงไดมากกวาหนึ่ง
รูปแบบ 

 
ลักษณะสําคัญประการหนึ่งของระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไปคือ ชุด

ตัวเลข D  ของระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไป จะมีจํานวนตัวเลขเทากับ 12 +β  ซึ่งเรา
สามารถเรียกชุดตัวเลข D  นี้วา ชุดตัวเลขซ้ําซอนนอยที่สุด ดังทฤษฎีบทที่ 4.1 
 
ทฤษฎีบทที่ 4.1 ระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไปในฐาน 2≥β  จะมีจํานวนตัวเลขในชุด
ตัวเลข D เทากับ 12 +β  ซึ่งในกรณีเชนน้ีจะเรียกชุดตัวเลข D  นี้วา ชุดตัวเลขซ้ําซอนนอยที่สุด 
 
พิสูจน ในระบบจํานวนในฐาน β  ใดๆ ตองมีจํานวนตัวเลขอยางนอย β  ตัว เพ่ือทําใหระบบมี
ความสมบูรณ โดยสามารถแสดงจํานวนใดๆ ไดทุกจํานวน แตในระบบแทนชวงนั้นประกอบดวย
จํานวน 2 จํานวนคือ จํานวนที่แสดงคาต่ําสุดและคาสูงสุด ซึ่งในการแสดงคาของแตละคาจะตอง
ใชจํานวนตัวเลขอยางนอย β  ตัว ดังนั้นถาเรารวมจํานวน 2 จํานวนที่แสดงคาต่ําสุดและ
คาสูงสุดเขาไวดวยกันใหอยูในรูปของจํานวนเพียงจํานวนเดียว จะตองใชจํานวนตัวเลขทั้งหมด
อยางนอย 2β  ตัว แตเนื่องจากในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไปเปนระบบซํ้าซอน 
เพราะฉะนั้นเราจึงเพิ่มตัวเลขเขาไปในชุดตัวเลขอีกหนึ่งตัว เพ่ือทําใหชุดตัวเลขดังกลาวมีสมบัติ
ซ้ําซอน ดวยเหตุนี้จํานวนตัวเลขในชุดตัวเลขของระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไปจึงมี
จํานวน 12 +β  ตัว ซึ่งเราสามารถเรียกชุดตัวเลขนี้ไดวา ชุดตัวเลขซ้ําซอนนอยที่สุด 
 ■ 
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อีกสิ่งหน่ึงที่เราตองคํานึงถึงคือเร่ืองของความสมบูรณ (completeness) ของระบบ 
ซึ่งความสมบูรณของระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไปสามารถแสดงไดดังทฤษฎีบทที่ 4.2 

 
ทฤษฎีบทที่ 4.2 ทุกชวง [x, y] ใดๆ สามารถมีรูปแบบแทนชวง ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนใน
รูปทั่วไปได 
 
พิสูจน 
วิธีการพิสูจนทฤษฎีบทนี้ จะเสนออัลกอริทึมสําหรับแปลง (conversion) ชวงใดๆ ใหอยูในรูป
ของรูปแบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไป 
 
อัลกอริทึม : การแปลง 
input  interval [A, B] 
 A = a0a1…an where ai }1...,,0,1{ −∈ β  
 B = b0b1…bn where bi }1...,,0,1{ −∈ β  
output S = s0s1…sn where si },...,,,...,{ 00 nn ffee∈  with 11| −≤≤Ζ∈ βeei  and  

if  are flexible digits 
begin 
 C = B – A where ci ∈C with ci }1...,,0{ −∈ β  
 i ← 0 

k  is any integer 
 while (not-end-of-data) do 
  if ci = k  then ci ← flexible digit that represents [0, k ] 
  endif 
 enddo 
 S ← C + A 
end 
 
พิสูจนอัลกอริทึม 
เน่ืองจากขนาดของชวงซึ่งคํานวณไดจากการนําคาสูงสุดมาลบดวยคาต่ําสุดนั้นสามารถแสดงได
โดย C ซึ่งเปนจํานวนไมเปนลบ ดังน้ันชวง [0, C] ใดๆ สามารถแสดงไดโดยใชลําดับของตัวเลข 
0 และตัวเลขยืดหยุนในแตละขนาดเพียงลําดับเดียวได เพราะฉะนั้นรูปแบบแทนชวง [A, B] 
ใดๆ สามารถแสดงไดโดยการนําคาต่ําสุดของชวง (A) มาทําการบวกเขากับขนาดของชวง (C)  
 ■ 
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ตัวอยางที่ 4.2 หารูปแบบแทนชวง [2, 7] ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไปที่ β  = 3 
 
วิธีทํา ขั้นตอนการหารูปแบบแทนชวงจะแสดงในตารางที่ 4.1 โดยใชสัญลักษณ μ  และ ψ  
แทนตัวเลขยืดหยุนจากตัวอยางที่ 4.1 
 
ตารางที่ 4.1 แสดงขั้นตอนการแปลงชวง [2, 7] ใหอยูในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไป 

ขั้นตอนการแปลง ผลลัพธ 
1. ชวง [2, 7] ]0021,0002[  
2. รูปแบบแทนจํานวนของคาต่ําสุดของชวง 0002  
3. รูปแบบแทนชวงของขนาดของชวง 1200 ψμ  
4. รูปแบบแทนชวงของ [2, 7] สามารถแสดง
ไดโดยการนําผลลัพธของขัน้ตอนที่ 2 และ 3 
มาบวกกัน 

2100 ψμ  

  
 

สําหรับการดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิต ไดแก การบวก ลบ คูณ และหารของ
ระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไปน้ัน อาจจะไมสามารถคํานวณไดโดยใชอัลกอริทึมของ
ระบบแทนชวงแบบยืดหยุน เพราะในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไปนั้น ตัวเลขในชุด
ตัวเลขนั้นไมสมมาตรกัน อาจจะกอใหเกิดปญหาในการคํานวณได เชน การลบในระบบแทนชวง
แบบยืดหยุน จะทําการกลับเครื่องหมายของตัวเลขของชวงที่เปนตัวลบ ซึ่งเราไมสามารถกระทํา
วิธีนี้ไดในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไป เปนตน ดังน้ันอัลกอริทึมสําหรับการ
ดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิตของระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไป จําเปนตองไดรับ
การปรับปรุงเพ่ือใหระบบนี้สามารถคํานวณใหไดผลลัพธที่ถูกตอง 
 
4.2 การบวกในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนโดยใชสถาปตยกรรมแบบควบคูกัน 

การบวกกันของชวงสองชวงใดๆ ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนจะเปนการบวกแบบ
อนุกรมซึ่งตองใชเวลาคือ O(n) เม่ือ n หมายถึงจํานวนตัวเลขที่เปนขอมูลนําเขา สําหรับ
แนวทางในการเพิ่มความเร็วในการคํานวณนั้น ไดมีการนําสถาปตยกรรมแบบควบคูกันมา
ประยุกตใช สงผลใหเวลาที่ตองใชในการคํานวณลดลงเหลือ O(log n) สําหรับกระบวนการ
ทํางานนั้นจะเปนการแปลงจากชุดตัวเลข },,,,,,,2,1,0,1,2{ 54321 τττττγα=D ไปยังชุด
ตัวเลข },,1,0,1{ γα=E  โดยที่ ]2,1[1 =τ , ]2,0[2 =τ , ]1,2[3 =τ , ]0,2[4 =τ  และ 

]1,1[5 =τ  ความสัมพันธของการแปลงระหวางชุดตัวเลข λ  เปนฟงกชันการแปลงสามารถ
แสดงไดดังนี้ 
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ECDC ×→×:λ  

โดยที่ C  คือชุดตัวเลขของตัวทดที่เปนไปไดทั้งหมดนั่นคือ },,1,0,1{ γα=C  และสําหรับบาง 
c′ที่อยูใน C  และ e  ที่อยูใน E  สามารถเขียนเปนสมการไดดังนี้ 

ecdc +=+′ β  
เม่ือ β = 2 โดยเราสามารถเรียก c′  และ c  คือตัวทดนําเขาและตัวทดนําออกตามลําดับในแต
ละตัวเลข d  ที่เปนขอมูลนําเขา ซึ่งฟงกชันการแปลงชุดตัวเลขในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน
สามารถแสดงไดดังตารางที่ 4.2 
 

ตารางที่ 4.2 แสดงฟงกชันการแปลงจาก D  ไปยัง E  ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 

λ  
D  

2  1 0  1 2  α  γ  1τ  2τ  3τ  4τ  5τ  

C  

1 11  01  10  00  10  γ0  α1  α0  1α  γ1  1γ  0γ  

0  01  10  00  10  01  α0  γ0  γ1  0α  α1  0γ  1γ  

1 10  00  10  01  11  γ1  α0  α1  1α  γ0  1α  0α  

α  α1  γ0  α0  γ1  α1  0α  1γ  1α  αα  0γ  αγ  γα  
γ  γ1  α1  γ0  α0  γ1  1γ  0γ  0α  γα  1γ  γγ  αγ  

 
ผลลัพธในแตละคูในตารางที่ 4.2 แทนคา ceซึ่ง ),( ec  อยูใน EC ×  โดยการคํานวณในตาราง
จะเร่ิมจากคา 0=c  จะเห็นวา ce  ที่เปนไปไดนั้น มีตัวทดนําออกที่เปนไปไดคือ 0 , 1, 1, α
และ γ  เราจึงตองเพ่ิมแถวที่คา =c  1, 1, α และ γ  ซึ่งจาก ceทั้งหมดจะเห็นวาตัวทดที่
เกิดขึ้นคือ 0 , 1, 1, α และ γ เทานั้น ดังนั้นตารางนี้จึงสมบูรณ 
 
ตัวอยางที่ 4.3 กําหนดให =X  151 τατ  คือผลลัพธที่ไดจากการบวกกันของชวง 11γα และ 
γα01 โดยการบวกแบบขนาน จงทําการแปลงชุดตัวเลขดวยสถาปตยกรรมแบบควบคูกันโดย

ที่ },,,,,,,2,1,0,1,2{ 54321 τττττγα=D และ },,1,0,1{ γα=E  
 

วิธีทํา กําหนดให 1234 xxxxX =  เปนขอมูลนําเขา โดยที่ Dxi ∈  เม่ือ i  เปนจํานวนเต็มบวก 
ฟงกชันการแปลงจะทําการผลิตคูผลลัพธไดแก ตัวทดนําออกและตัวเลขที่เปนผลลัพธดังสมการ
ตอไปน้ี 

ecdc +=+′ β  

สามารถเขียนสมการใหมไดเปน 

iiii ycxc +=+− β1  
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โดยที่มีตัวทดนําเขาเริ่มตน 0c = 0 และ Eyi ∈  ผลลัพธที่ไดคือ γγ 001=Y  เม่ือ YX =  
ทั้ ง นี้ ก า ร แ ป ล ง นั้ น จ ะ แ ป ล ง จ า ก  },,,,,,,2,1,0,1,2{ 54321 τττττγα=D  ไ ป เ ป น 

},,1,0,1{ γα=E  โดยมี β = 2 และ },,1,0,1{ γα=C  เราสามารถหาคา c  และ e  ในแตละ
หลักไดดังนี้ 
 
คา c  จากฟงกชันประกอบสามารถแสดงไดคือ 

00 =c  
1)0()( 1011 === σσ cc  
ασσσ === )1()0( 2122c  

αασσσσ === )()0( 31233c  
1)()0( 412344 === ασσσσσc  

คา e  จากฟงกชันจับคูตัวเลข 

11011 )0()( yce ==== γεε  

22122 0)1()( yce ==== εε  

33233 0)()( yce ==== αεε  

44344 )()( yce ==== γαεε  

55455 1)1()( yce ==== εε  
 

เพราะฉะนั้น =X 151 τατ  โดยที่ Dxi ∈  จะถูกแปลงไดเปน γγ 001=Y  โดยที่ Eyi ∈  
สําหรับกระบวนการแปลงชุดตัวเลขโดยใชสถาปตยกรรมแบบทําควบคูกันจะแสดงในรูปที่ 4.1 
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  1 γ  α  1 
  0  1 γ  α  
ix  0  1 α  5τ  1τ  
      
  0  0  γ  0  
  0  0  γ  1 
  1 1 α  1 
  1 α  α  α  
  0  γ  γ  α  
      
  0   γ   
  0   α   
  1  α   
  1  α   
  0   α   
      
  0  γ    
  1 α    
  1 α    
  1 α    
  1 α    
      

ic   1 α  α  1 
1−ic  1 α  α  1 0  

iy  1 γ  0  0  γ  
 

รูปที่ 4.1 แสดงตัวอยางการแปลงชุดตวัเลขในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนโดยใชสถาปตยกรรม
แบบทําควบคูกัน 

 
จากรูปที่ 4.1 จะเห็นไดวาผลลัพธของ iy  ในหลักใดๆ จะไดจากการพิจารณาตัวทด

นําเขา 1−ic  และ ix  โดยเริ่มจากหลักที่ 11 τ=x   จะกําหนดใหตัวทดนําเขา 00 =c  ซึ่งจะได
ผลลัพธ γ=1y  และ 11 =c  หลังจากนั้นในหลักที่ 52 τ=x  และตัวทดนําเขา 11 =c  จะได
ผลลัพธ 02 =y  และ α=2c  วนซํ้ากระบวนการนี้ไปจนถึง 5y   
 



บทที่  5 
 

สรุปผลงานวิจัยและขอเสนอแนะ 
 
5.1 สรุปผลงานวจิัย 

งานวิจัยน้ีนําเสนอรูปแบบการแทนจํานวนแบบชวงแบบใหม ที่มีชื่อวา ระบบแทน
ชวงแบบยืดหยุน ซึ่งเปนระบบที่สามารถลดเนื้อที่ที่ใชในการแสดงชวงใหนอยลงได เน่ืองจากใน
ระบบใหมนี้ใชจํานวนเพียงจํานวนเดียวก็สามารถที่จะแสดงชวงไดแลว โดยเนื้อที่ท่ีใชในการ
แสดงชวงน้ันใชเน้ือที่ลดลง 25 เปอรเซ็นตเม่ือเปรียบเทียบกับระบบแทนชวงแบบมีเครื่องหมาย
ด้ังเดิม เพราะในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนใช 3 บิตในการแสดงชวง ตางจากระบบแทนชวง
แบบมีเครื่องหมายดั้งเดิมที่ใชถึง 4 บิตในการแสดงชวง โดยใชอยางละ 2 บิตในการแสดงคา
ต่ําสุดและคาสูงสดุของชวง ซึ่งตรงกับวัตถุประสงคของงานวิจัยนี้ 

นอกจากนี้ ยังไดออกแบบอัลกอริทึมในการแปลงระหวางระบบแทนจํานวนแบบมี
เครื่องหมายและระบบแทนชวงแบบยืดหยุน รวมถึงอัลกอริทึมสําหรับการดําเนินการพื้นฐานทาง
เลขคณิต ไดแก บวก ลบ คูณ และหารสําหรับระบบแทนชวงแบบยืดหยุนอีกดวย 
 
5.2 ขอเสนอแนะ 

สําหรับในงานวิจัยน้ีสิ่งที่จะเสนอแนะคือ การดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิตใน
ระบบใหมนี้เปนการคํานวณแบบอนุกรม ถาเราพัฒนาใหระบบนี้สามารถทําการคํานวณแบบ
ขนานได จะสงผลใหความเร็วในการคํานวณสูงยิ่งขึ้น สาเหตุที่ระบบนี้ไมสามารถทําการคํานวณ
แบบขนานได เน่ืองจากชวงบางชวงในระบบนี้ไมมีสมบัติซ้ําซอน เชน [1, 3] สามารถมีรูปแบบ
แทนชวงในระบบนี้คือ 1α  เพียงรูปแบบเดียวเทานั้น ดังนั้นถาเราสามารถพัฒนาใหระบบนี้มี
สมบัติซ้ําซอนสําหรับทุกชวงที่ไมใชศูนย การคํานวณแบบขนานยอมสามารถกระทําได ซึ่ง
ปญหาที่กลาวมายังคงเปนปญหาที่นาสนใจอยู 
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