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สัญลักษณที่ใชในวิทยานิพนธ 
 

สัญลักษณ หนวย คําอธิบาย 

α  เรเดียน (Radian) มมุของแขนเพนดูลมัในแนวแกน Z 

β  เรเดียน (Radian) มุมของแทงเพนดูลัมเทียบกับแกน X ที่ตําแหนงต้ังข้ึน 

0J  2kg m−  คาโมเมนตความเฉ่ือยของแขนเพนดูลัมรอบจุดหมุน 

1J  2kg m−  คาโมเมนตความเฉ่ือยของแทงเพนดูลัมรอบจุดหมุน 

0C  2 /kg m s−  สัมประสิทธิ์ความเสียดทานของแขนเพนดูลัม 

1C  2 /kg m s−  สัมประสิทธิ์ความเสียดทานของแทงเพนดูลัม 

1m  kg  มวลของแทงเพนดูลัม 

0L  m  ระยะจากจุดหมุนของแทงเพนดูลัมถึงแกนหมุนของแขน

เพนดูลัม 

1l  m  ระยะจากจุดหมุนถึงจุดศูนยกลางมวลของแทงเพนดูลัม 

bK  /V s rad−  คาคงทีแ่รงดันยอนกลับ (Back EMF Constant) 

tK  /Nm A  คาคงทีแ่รงบดิของมอเตอร 

uK  /A V  อัตราขยายของเคร่ืองขยายสญัญาณ 

u  V  สัญญาณควบคุม 

 

 

 



 

 

บทที่ 1 

บทนํา 

1.1 ความสําคัญและที่มาของปญหา 

ในอดีตที่ผานมามนุษยไดมีความพยายามที่จะควบคุมเคร่ืองจักรใหมีพฤติกรรมตามที่

ตองการ ระบบควบคุมก็เปนไปอยางงายๆ ไมซับซอน แตเมื่อเทคโนโลยีพัฒนามากข้ึนการทํางาน

ของเคร่ืองจักรก็ซับซอนข้ึน ระบบควบคุมจึงตองพัฒนาสามารถรองรับความซับซอนเหลานั้นได 

รวมถึงทฤษฎีที่นํามาใชก็ถูกพัฒนาเร่ือยมา 

การออกแบบระบบควบคุมในปจจุบันนิยมออกแบบโดยอยูบนพื้นฐานของแบบจําลองเชิง

เสน (Linear model) เนื่องจากมีวิธีการออกแบบตัวควบคุมที่เปนระบบข้ันตอน และมีเคร่ืองมือที่

เอนกประสงคในการสังเคราะหตัวควบคุม รวมถึงทฤษฎีตางๆที่ใชอธิบายระบบเชิงเสนมีมากมาย

และไมซับซอน ดังนั้นการที่จะควบคุมผลตอบสนองชั่วครู ( Transient response) และคาความ

ผิดพลาด (Steady state error) สามารถกระทําได การวิเคราะหเสถียรภาพและสมรรถนะก็กระทํา

ไดโดยงาย โดยดูจากคาโพล (Pole) ของระบบหรือสามารถใชเกณฑเสถียรภาพของเราท ( Routh’s 

stability criteria) [1] มาวิเคราะหได  สวนเคร่ืองมือที่ใชในการออกแบบระบบเชิงเสนที่ใชกัน

แพรหลายคือแผนภาพ Root locus และ Bode plot [1] ในการใชแผนภาพ  Root locus จะ

นํามาใชวิเคราะหตําแห นงโพลที่ตองการเพื่อใหไดผลตอบสนองชั่วครูเปนอยางที่ตองการ และ

นําไปสูการออกแบบตัวควบคุมแบบ PID  เพื่อใหไดผลลัพธตามตองการ สวนการใชแผนภาพ 

Bode plot จะใชในการดูผลตอบสนองเชิงความถี่เพื่อวิเคราะหคาความผิดพลาดและเสถียรภาพ

ของระบบ 

ในสวนแบบจําลองไมเชิงเสน ( Nonlinear model) นั้นสามารถอธิบายคุณสมบัติทาง

กายภาพของระบบไดดีกวา แตดวยความซับซอนทางคณิตศาสตรทําใหการออกแบบตัวควบคุมทํา

ไดยากเนื่องจากไมมีวิธีการใดวิธีหนึ่งที่เปนวิธีอเนกประสงคเพื่อการออกแบบตัวควบคุมสําหรับ

ระบบไมเชิงเสนใดๆ การแปลงระบบไมเชิงเสนใหเปนเชิงเสนนั้นยังเปนที่นิยมแพรหลายอยู

เนื่องจากเคร่ืองมือในการออกแบบตัวควบคุมสําหรับระบบเชิงเสนนั้นมีความสะดวกและนาเชื่อถือ 

การออกแบบตัวควบคุมสมัยใหม (Modern control) โดยใชปริภูมิสเตต (State space model) [1] 

มีความสามารถรองรับระบบที่มีอินพุตและเอาทพุตหลายคา ( MIMO) ไดสะดวกยิ่งข้ึนจึงเปน

วิธีการออกแบบตัวควบคุมอีกแนวทางหนึ่งที่นาสนใจ  อีกแนวทางหนึ่งที่นํามาใชเพื่อลดความ
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ยุงยากของคณิตศาสตรของแบบจําลองไมเชิงเสนคือการใชตัวควบคุมเพื่อแปลงระบบไมเชิงเสน

เปนระบบเชิงเสน (Feedback linearization)  

การแปลงระบบไมเปนเชิงเสนใหเปนเชิงเสนดวยการปอนกลับมีอยูสองวิธีการ 

[12] คือ Input State Feedback Linearization และ Input-Output Feedback 

Linearization ในสวนของวิธี Input-State Feedback Linearization จะใชวิธีการเปล่ียนใหสเตต

และอินพุทไปอยูในรูปเชิงเสนที่ไมข้ึนกันเวลา วิธีการนี้จะมีความยุงยากที่การเปล่ียนระบบใหอยูใน

รูปแบบเชิงเสน สวนวิธีการ  Input-Output  Feedback Linearization มแีนวคิดคือหา

ความสัมพันธที่ตรงและงายระหวางเอาทพุทของระบบและอินพุตควบคุม ในวิธีการนี้จะมีสวนที่

เรียกวา พลวัตภายใน (Internal Dynamics) ซึ่งยากในการพิสูจนเสถียรภาพของระบบ 

เพนดูลัมผกผันแบบหมุน  (Rotary inverted pendulum) เปนระบบหนึ่งที่มีความนาสนใจ

ในทางปฏิบัติระบบดังกลาวเปนระบบที่มีองศาอิสระ (Degrees of Freedom, DOF) เทากับสองใน

ขณะที่มีตัวขับ (Actuator) หนึ่งตัว จึงเปนระบบที่ มีจํานวนอินพุตนอยกวา พารามิเตอรที่ ตองการ

ควบคุม ( Under-actuated) จึงเห็นไดวาเปนระบบไมมีเสถียรภาพและมีความไมเปนเชิงเสนสูง  

เปาหมายในการควบคุมคือรักษาสมดุลของแทงเพนดูลัมใหอยูในตําแหนงแนวด่ิงในลักษณะกลับ

ทางซึ่งเปนจุดสมดุลที่ไรเสถียรภาพ (Unstable equilibrium point) 

 

1.2 วัตถุประสงคของวิทยานิพนธ 

1.) เพื่อศึกษาพฤติกรรมของระบบไมเชิงเสนโดยใชเพนดูลัมผกผันเปนกรณีศึกษา 

2.) เพื่อออกแบบตัวควบคุมสําหรับเพนดูลัมผกผันแบบหมุน 

3.) เพื่อพัฒนาการประสิทธิภาพของตัวควบคุมสําหรับเพนดูลัมผกผันแบบหมุน 

 

1.3 ขอบเขตของวิทยานิพนธ 

1.) ออกแบบและสรางเพนดูลัมผกผันแบบหมุน 

2.) สรางแบบจําลองทางคณิตศาสตรของเพนดูลัมผกผันแบบหมุน 

3.) ศึกษาวิธีการควบคุมระบบไมเชิงเสน ทั้งในสวนตัวควบคุมแกวงเพนดูลัมข้ึนและตัว

ควบคุมรักษาสมดุล  

4.) ออกแบบและใชงานตัวควบคุมสําหรับเพนดูลัมแบบหมุน  

5.) ทดสอบสมรรถนะตัวควบคุมที่สังเคราะหไดกับระบบจําลองและระบบจริง 
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1.4 ขั้นตอนดําเนินงาน 

1.) ออกแบบและสรางชุดทดลองเปนแบบเพนดูลัมผกผันแบบหมุน 

2.) ศึกษาพฤติกรรมของระบบไมเชิงเสน และการแปลงระบบไมเชิงเสนเปนระบบเชิง

เสน (Linearization) 

3.) ศึกษาวิธีการสังเคราะหตัวควบคุมสําหรับระบบไมเชิงเสนดวยวิธีการปอนกลับดวย

การแปลงระบบไมเชิงเสนเปนระบบเชิงเสน ( Feedback linearization) เนื้อหาที่

เกี่ยวของคือ เทคนิคการสังเคราะหตัวควบคุมแบบตางๆ การวิเคราะหเสถียรภาพ

และสมรรถนะระบบควบคุม 

4.) ศึกษาการสังเคราะหตัวควบคุมดวยวิธีการปอนกลับดวยการแปลงระบบไมเชิงเสน

เปนระบบเชิงเสน (Feedback linearization) เทคนิคอ่ืนๆที่เหมาะสม 

5.) ออกแบบตัวควบคุมการแปลงระบบไมเชิงเสนเปนระบบเชิงเสน ( Feedback 

linearization) สําหรับเพนดูลัมผกผันแบบหมุน และจําลองการตอบสนองของระบบ

ใชโปรแกรม MATLAB/Simulink 

6.) ทดสอบตัวควบคุมที่ออกแบบไวกับชุดทดลองเพื่อดูการทํางานจริงผานโปรแกรม 

Labview 

 

1.5 ประโยชนที่ไดรับ 

1.) อุปกรณทดลองเพนดูลัม 

2.) ความเขาใจในพฤติกรรมของระบบไมเชิงเสน 

3.) แบบจําลองทางคณิตศาสตรของเพนดูลัมผกผันแบบหมุน 

4.) แนวทางการออกแบบควบคุมระบบไมเชิงเสนดวยการแปลงระบบเปนเชิงเสน

สําหรับเพนดูลัมผกผันแบบหมุน 

 

1.6 โครงสรางรายงานวิทยานิพนธ 

บทที่ 1 กลาวถึงความสําคัญและที่มาของปญหา  ขอบเขตของวิทยานิพนธ ลําดับข้ันตอน

การดําเนินงาน และประโยชนที่คาดวาจะไดรับ 

บทที่ 2 กลาวถึงผลงานวิจัยตางๆที่เกี่ยวของกับการควบคุมระบบไมเชิงเสน การควบคุม

ระบบเพนดูลัมผกผันแบบตาง และการออกแบบตัวควบคุมสําหรับเพนดูลัมผกผันแบบหมุน 
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บทที่ 3 อธบิายภาพรวมระบบของอุปกรณทีใ่ชในการทดลอง การติดต้ัง และรายละเอียด

เบื้องตนของอุปกรณที่ใช 

บทที่ 4 แสดงการวิเคราะหระบบเพนดูลัมผกผัน การหาแบบจําลองทางคณิตศาสตร 

ปริภูมิสเตต การหาคาพารามเิตอรของระบบ และแบบจําลองที่ใชในวิทยานิพนธ 

บทที่ 5 กลาวถึงทฤษฎี การออกแบบตัวควบคุมที่ใชในวิทยานิพนธ ผลการทดลอง และ

สรุปผลการทดลอง 

บทที่ 6 บทสรุปเนื้อหาของวิทยานิพนธ และขอเสนอแนะ 

 

 



 

 

บทที่ 2 

เอกสารและงานวิจัยที่เก่ียวของ 

2.1 แนวคิดของเพนดูลัมผกผัน 

เร่ิมแรกเพนดูลัมผกผันเปนอุปกรณทดลองที่สรางข้ึนเพื่อใชออกแบบและทดสอบระบบ

ควบคุมการปรับสมดุลของจรวดระหวางการออกตัวจากพื้นดิน เนื่องมาจากวาขณะที่จรวดถูก

ปลอยจะมีแรงขับมหาศาลทางดานลางทําใหไมอยูในสถาพสมดุลจึงตองมีตัวยิงไอพนสําหรับปรับ

สมดุลเพื่อใหจรวดต้ังข้ึนตลอดเวลา เชนเดียวกันเพนดูลัมผกผันที่จะตองควบคุมใหแทงเพนดูลัม

ต้ังข้ึนโดยมีตัวขับ ( Actuator) อยูทางดานลางซึ่งเปนตําแหนงที่ไรเสถียรภาพในวงเปด ระบบเพน

ดูลัมผกผันมีความทาทายที่สําคัญคือเปนระบบที่มีอินพุตเดียวแตมีองศาอิสระ ( Degrees of 

Freedom) เทากับสอง ดังนั้นการเลือกใชวิธีการสําหรับควบคุมระบบจะมีความยุงยากเนื่องจาก

ตองควบคุมสเตตถึงสองตัวดวยตัวขับเดียว การที่พยายามควบคุมสเตตตัวหนึ่งยอมมีผลกระทบ

กับอีกสเตตอยางหลีกเล่ียงไมได 

2.2 ชนิดของเพนดูลัมผกผัน 

2.2.1 เพนดูลัมผกผันบนรถ (Cart and Pole Inverted Pendulum)  

 

 
 

รูปที่ 2-1 เพนดูลัมผกผันบนรถ (Cart and Pole Inverted Pendulum) [23] 
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ประกอบดวยแทงเพนดูลัมติดต้ังอยูบนรถเคล่ือนที่ไดในแนวแกนอาศัยการเคล่ือนที่ของรถ

ดังรูปที่ 2-1 เพื่อรักษาสมดุลของเพนดูลัม การเคล่ือนที่ของรถเปนแนวเสนตรง มีองศาอิสระเทากับ 

2 เพนดูลัมแบบนี้มีขอจํากัดในการเคล่ือนที่ของตัวรถ หรือพื้นที่ติดต้ัง จึงไดมีการพัฒนาเปนเพน

ดูลัมผกผันแบบหมุน 

 

2.2.2 เพนดูลัมผกผันแบบหมุนแนวนอน (Rotary Inverted Pendulum) 

 

 
 

รูปที่ 2-2 เพนดูลัมผกผันแบบหมุน (Rotary Inverted Pendulum) [18] 

 

เพนดูลัมผกผันแบบหมุนประกอบดวยแทงเพนดูลัมที่ติดต้ังบนปลายจานหมุนอาจมี

ลักษณะกลมหรือเปนแขนดังรูปที่ 2-2 ซึ่งหมุนรอบในแนวแกน แนวแกนหมุนของแทงเพนดูลัมจะ

ต้ังฉากกับแนวการหมุนของแขน การรักษาสมดุลของเพนดูลัมใชการหมุนของฐาน เพนดูลัมผกผัน 

มีองศาอิสระเทากับ 2 
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2.2.3 เพนดูลัมผกผันแบบหมุนแนวต้ัง ( Arm-driven or Pendubot Inverted 

Pendulum) 

เพนดูลัมชนิดนี้จะมีสวนประกอบเหมือนกับเพนดูลัมผกผันแบบหมุนแนวนอนตางกัน

ตรงที่แขนจานหมุนจะหมุนในแนวต้ังและแกนหมุนของเพนดูลัมจะขนานกับแกนหมุนของแขนดัง

รูปที่ 2-3  

 

 
 

รูปที่ 2-3 เพนดูลัมผกผันแบบหมุนแนวต้ัง (Pendubot Inverted Pendulum) [22] 

 

2.2.4 เพนดูลัมผกผันแบบแทงสมดุล (Balanced Rod Inverted Pendulum) 

เพนดูลัมผกผันแบบนี้จะคลายกับเพนดูลัมผกผันบนรถ ตางกันตรงที่การรักษาสมดุลของ

เพนดูลัมจะอาศัยแทงมวลเคล่ือนที่ตามแนวแกน (Sliding Balance Rod) ที่ติดต้ังดานบนของเพน

ดูลัมเพื่อรักษาสมดุลโดยมีมอเตอรขับติดต้ังอยูบริเวณดานลางของเพนดูลัมสงแรงขับผานเพลา

ตามแนวแทงเพนดูลัมข้ึนมาตามรูปที่ 2-4 เพนดูลัมผกผันแบบแทงสมดุลจะมีความพิเศษกวาเพน

ดูลัมผกผันแบบอ่ืนตรงที่สามารถควบคุมเพนดูลัมใหสมดุลไดถึงแมวาเพนดูลัมไมต้ังฉากกับ

แนวนอน 
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รูปที่ 2-4 เพนดูลัมผกผันแบบแทงสมดุล (Balanced Rod Inverted Pendulum) 

 

2.2.5 หุนยนตเพนดูลัมผกผันเคลื่อนที่ (Inverted Pendulum Mobile Robot) 

 

 
 

รูปที่ 2-5 หุนยนตเพนดูลัมผกผันเคล่ือนที่ (Inverted Pendulum Mobile Robot) [24] 

 

เปนหุนยนตเคล่ือนที่ไดอิสระลักษณะคลาย เพนดูลัมผกผันบนรถ ( Cart and Pole 

Inverted Pendulum) อาศัยการทรงตัวดวยการหมุนของลอซึ่งแยกอิสระจากกันซาย ขวา เพนดูลัม
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แบบนี้พบในการใชงานจริงเชน Segway ส่ิงที่นาสนใจคือการเคล่ือนที่ของหุนยนตสามารถ

เคล่ือนที่ไดสองแกนดังนั้นตัวควบคุมที่ใชตองมีความเร็วในการประมวลผลระดับหนึ่ง 

 

ตารางที ่2-1 สรุปประเภทของเพนดูลัมผกผัน 

ประเภทของเพนดูลัมผกผัน องศาอิสระ

,ตัวขับ 

จุดเดนในทาง

วิชาการ 

บทความที่เกี่ยวของ 

เพนดูลัมผกผันบนรถ 2,1 Non-minimum 

phase 

Under-actuated  

[9],[10],[19],[20],[21],[23] 

เพนดูลัมผกผันแบบหมุน

แนวนอน 

2,1 Non-minimum 

phase 

Under-actuated 

[14],[6],[7],[18],[27],[28],[3

2], 

[33],[34],[35],[36] 

เพนดูลัมผกผันแบบหมุน

แนวต้ัง  

2,1 Non-minimum 

phase 

Under-actuated 

[18],[22] 

เพนดูลัมผกผันแบบแทง

สมดุล 

2,1 Non-minimum 

phase 

Under-actuated 

[15],[16] 

หุนยนตเพนดูลัมผกผัน

เคล่ือนที ่

4,2 

2,1 

Non-minimum 

phase 

Under-actuated 

[24] 

 

2.3 การควบคุมเพนดูลัมผกผัน 

ดังที่กลาวไวขางตนวาระบบเพนดูลัมผกผันเปนระบบที่มีความไมเชิงเสนสูงในการควบคุม

เพนดูลัมผกผันเนื่องจากความซับซอนของระบบไดถูกพิสูจนดวยวิธีการทางคณิตศาสตรโดย  Y. 

Yavin [14] วาเปนระบบที่ไมสามารถควบคุมได ดังนั้นโดยปกติแลวการควบคุมเพนดูลัมผกผันจะ

ใชวิธีการแยกการออกแบบตัวควบคุมตัวควบคุมออกเปนสองสวน สวนแรกก็คือตัวควบคุมสําหรับ

แกวงแทงเพนดูลัมข้ึน และอีกสวนหนึ่งตัวควบคุมสําหรับรักษาเสถียรภาพ ณ จุดสมดุลที่ตําแหนง

ต้ังข้ึน 
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2.3.1 ตัวควบคุมสําหรับแกวงแทงเพนดูลัมขึ้น (Swing up Controller) 

ปกติแลวเพนดูลัมจะมีจุดสมดุลอยูสองจุดนั่นคือจุดที่เพนดูลัมมีตําแหนงลงขางลางนั่นคือ

จุดสมดุลที่มีเสถียร ภาพ  และอีกจุดหนึ่งคือที่ตําแหนงเพนดูลัมต้ังข้ึนซึ่งเปนจุดสมดุลที่ไร

เสถียรภาพ ณ ตําแหนงนี้เองที่เพนดูลัมไมสามารถต้ังข้ึนไดเองจึงตองมีวิธีการเพื่อทําใหเพนดูลัม

ผกผันอยูในตําแหนงที่ ใกลเคียงตําแหนงต้ังข้ึนมากที่สุดเพื่อสามารถทดสอบตัวคุมคุมสําหรับการ

รักษาสมดุลของแทงเพนดูลัมได  หนึ่งในวิธีการที่นิยมกันมาก คือใชพื้นฐานของพลังงานมาสราง

กฎตัวควบคุมS. Awtar และคณะ [18] ไดทดลองสรางชุดเพนดูลัมผกผันเพื่อทดสอบระบบควบคุม

แกวงเพนดูลัมข้ึนดวยวิธีการที่มีพื้นฐานมาจากสมการพลังงานจลนของทั้งสวนแขนเพนดูลัมและ

แทงเพนดูลัม โดยวิธีการคํานวณพลังงานจลนของระบบทั้งหมดจะเทียบกับตําแหนงที่เพนดูลัม

ต้ังข้ึน ผลตางพลังงานที่คํานวณไดจะเปนพลังงานที่ระบบตองการซึ่งจะนําไปคูณกับอัตราขยายที่

เรียกวา Aggressivity gain แนวคิดนี้คือการพยายามใสพลังงานเขาไปในระบบจากตําแหนง

สมดุล (เพนดูลัมลง ขางลาง ) ไปสูตําแหนงที่เพนดูลัมต้ังข้ึนดวยแนวคิดนี้การเลือกอัตราขยายมี

ความสําคัญมากเพราะสามารถสรางความแตกตางในจํานวนครั้งการแกวงไดถึง 5-50 คร้ัง [28] 

เสนอวิธีการในการเลือกอัตราขยายสําหรับกฎควบคุมที่มีพื้นฐานจากสมการพลังงาน เชนกัน โดย

ใชคาอัตราขยายเทากั บคาพลังงานจลนของระบบ ณ จุดที่เพนดูลัมอยูในตําแหนงสมดุล และ

อัตราขยายอีกตัวหนึ่งใหเทากับคร่ึงหนึ่งของคาโมเมนตความเฉ่ือยของแทงเพนดูลัม  

วิธีที่ใชพื้นฐานพลังงานเพื่อสราง กฎควบคุมนี้ถือวาเปนวิธีที่สาม ารถคาดหวังผลลัพธไดดี  

Johnny Lam [29] ซึ่งใชอุปกรณทดลองคือเพนดูลัมผกผันแบบบนรถ (Cart and Pole) ทดสอบตัว

ควบคุมที่เรียกวา Heuristic Controller ซึ่งมีพื้นฐานจากการใชตรรกะ (Logic-based) แนวคิดของ

วิธีดังกลาวเนนที่การควบคุมทิศทางและจังหวะเวลาการเคล่ือนที่ของตัวรถ ( Cart) โดยสนใจแต

เพียงตําแหนงมุมของแทงเพนดูลัมวาอยูที่ตําแหนงไหน ดังนั้นตัวควบคุมแบบนี้จึงข้ึนกับตําแหนง

ของแทงเพนดูลัมเพียงอยางเดียว โดยตัวควบคุมจะทําหนาที่เปล่ียนทิศทางการเคล่ือนที่ของตัวรถ

เมื่อแทงเพนดูลัมเคลื่อนที่มาถึงตําแหนงลางสุด  (Downward position) ซึ่งเปนตําแหนงเหมาะสม

ที่สุดที่จะใชเปล่ียนทิศทางเนื่องจากตัวควบคุมแบบนี้สนใจแตเพียงตําแหนงของแทงเพนดูลัม 

ทิศทางของตัวรถที่จะถูกส่ังให เคล่ือนที่ไปจะเปนทิศทางตรงขามกันทิศทางของความเร็วแทงเพน

ดูลัมจะเห็นไดวาวิธีการนี้จะทําใหการเคล่ือ นที่ไปและกลับของตัวรถทําไดอยางมีประสิทธิภาพ 

อัตราขยายสําหรับตัวควบคุมแบบนี้หาไดจากการทดลอง  ขอพิจารณาอันหนึ่งที่สําคัญคือตัว

ควบคุมแบบนี้มิไดสนใจวาแทงเพนดูลัมแกวงเลยตําแหนงแนวนอนหรือไมเนื่องจากมิไดสนใจ
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ความเร็วซึ่งจุดนี้เองจึงไมสามารถบอกไดวาจุดไหนที่ควรหยุดใสพลังงานเขาไปในระบบถาการ

เคล่ือนที่ของตัวรถยังดําเนินตอไปนั่นคือการดึงพลังงานออกจากระบบแทนทางผูวิจัยผลงานชิ้นนี้

จึงกําหนดใหสัญญาณควบคุมรถเทากับศูนยเมื่อ ตําแหนงของเพนดูลัมแกวงข้ึนไปถึง 135 องศา

เทียบกับตําแหนงตํ่าสุดของแทงเพนดูลัม ดังที่กลาวไวแลววาอัตราขยายของตั วควบคุมชนิดนี้หา

ไดจากการทดลองถาใหอัตราขยายมากเกินไปความเร็วของแทงเพนดูลัมเมื่อแกวงไปที่ตําแหนง

ต้ังข้ึนตัวควบคุมสําหรับรักษาสมดุลแทงเพนดูลัมจะไมสามารถทําไดและถานอยเกินไปก็จะไม

สามารถแกวงข้ึนไดนอกจากนี้ถาเพนดูลัมเคล่ือนที่ไปสุดรางตัวควบคุมก็จะไมสามารถทําการแกวง

แทงเพนดูลัมข้ึนไปไดทางผูวิจัยผลงานนี้จึงสรุปไววาการใชตัวค วบคุมบนพื้นฐานพลังงานใหผล

การทํางานไดดีกวา [25] ใชหลักการของพลังงานเปนพื้นฐานเชนกันแตในกา รพิจารณาพลังงานมี

โดยการพิจารณาความเรงเชิงมุมที่จุดหมุนเพนดูลัมมาเพื่อสรางแรงบิดที่ตองการสําหรับระบบเพน

ดูลัมผกผันแบบหมุน และเชนเดียวกับ [27] จากแบบจําลองทางคณิตศาสตรของเพนดูลัมผกผัน

แบบหมุนโดยใหความเรงเชิงมุมของแขนเพนดูลัมเปนสัญญาณอินพุต เมื่อเขียนความสัมพันธ

ออกมาก็จะทราบความเรงเชิงมุมที่ตองการสําหรับแกวงแทงเพนดูลัมข้ึนโดยอยูบนสมมติฐานวา

แทงเพนดูลัมมีความเบาและใชความเร็วไมมากในการแกวงข้ึนไปสูตําแหนงต้ังข้ึน   

นอกจากนี้ [31] มีแนวคิดที่วาถาเรามีแหลงพลังงานมากพอจะสามารถจายพลังงานให

แทงเพนดูลัมแกวงข้ึนไดในการแกวงเพียงคร้ังเดียวโดยการหมุนมอเตอรใหไปในทิศทางหนึ่งดวย

ความเร็วสูงสุดและเมื่อแทงเพนดูลัมแกวงถึงตําแหนงในแนวแกนนอนก็จายสัญญาณควบคุมให

มอเตอรหมุนดวยความเร็วสูงสุดในอีกดานหนึ่งทันทีและหยุดจายสัญญาณควบคุมเมื่อตําแหนง

เพนดูลัมเขาใกลจุดที่ต้ังข้ึน 

Zhongmin Wang [19] เลือกใชตัวควบคุมแบบ  Positive Feedback PID  เปนพื้นฐาน

การออกแบบเพื่อทําการแกวงเพนดูลัมข้ึน ซึ่งเปนการใชตัวควบคุมพีไอดีซอนกันสองวง โดยวงใน

ทําการรักษาตําแหนงของแขนเพนดูลัมใหอยูในชวงจํากัดสวนวงนอกทําหนาที่กําหนดเสนทางเดิน 

(Trajectory) ใหมีขนาดกวางข้ึนเร่ือยๆ เพื่อเปนคาสําหรับอางอิงใหตัวควบคุมพีไอดีวงใน  รูปที่ 2-6 

แสดงวงรอบของระบบดังกลาว นอกจากนี้เพื่อเปนการลดเวลาในการแกวงเพนดูลัมข้ึนจึงไดเพิ่ม

ตัวสรางแรงกระตุน (Impulse Generator) และนําสัญญาณที่ไดมาเพิ่มกับตัวควบคุมวงนอกซึ่งคา

สัญญาณแรงกระตุนจะมีทิศทางเดียวกับความเร็วแทงเพนดูลัมในรูปที่ 2-7 
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รูปที่ 2-6 Positive Feedback PID 

 

 
รูปที่ 2-7 Positive Feedback PID with Pulse Control 

 

และดวยเหตุที่แบบจําลองทางคณิตศาสตรของเพนดูลัมผกผันเปนแบบจําลองไมเชิงเสน

การที่จะใชแบบจําลองมาออกแบบตัวควบคุมโดยตรงมีความไมสะดวกอยู [10] เลือกใชตัวควบคุม

แบบตรรกะคลุมเครือ ( Fuzzy Logic) ในการควบคุมเพนดูลัมผกผันบนรถ ใชหลักของเซตที่มีคา

ระดับความเปนสมาชิกและนําไปเปนคาสัญญาณควบคุมโดยจะมีกฎฟซซี่ซึ่งนําตัวแปรอินพุตมา

จัดไวสวนของเงื่อนไขเมื่อสัญญาณอินพุตเขาก็จะทําการเปรียบเทียบวาตรงกับสมาชิกในเซตใด

แลวจึงสงสัญญาณควบคุมออกไปตามเงื่อนไขที่ไดกําหนดไวผลที่ไดสามารถแกวงแทงเพนดูลัมข้ึน

ไดในเวลาที่นาพอใจ  ขอดอยของตัวควบคุมแบบฟซซี่ [9] คือการกําหนดกฎของฟซซี่ใหเหมาะสม

ทําไดยาก 

 

2.3.2 ตัวควบคุมสําหรับรักษาสมดุลแทงเพนดูลัม (Stabilization Controller)  

ดวยลักษณะของระบบเพนดูลัมผกผันที่มีความ  ไมเชิงเสนสูงการหาแบบจําลองทาง

คณิตศาสตรที่แมนยําจึงมีความจําเปนและมีสวนชวยใหการออกแบบระบบควบคุมเปนไปไดอยาง

มีประสิทธิภาพแตในความเปนจริงแลวการหาแบบจําลองคณิตศาสตรที่แมนยํานั้นเปนไปไดยาก

จึงไดมีแนวคิดและวิธีการออกแบบตัวควบคุมเพื่อชดเชยความไมแมนยําดังกลาวดังเชนใน [10] ได



  13 

 

นาํตรรกะแบบคลุมเครือ ( Fuzzy Logic) มาใชโดยเปรียบเทียบกับการออกแบบดวยปริภูมิสเตต 

จากการใชตัวควบคุมทั้งสองใหผลที่ไดไมตางกันแสดงวาความสามารถของการใชตัวควบคุมเชิง

เสนมาทํางานรอบๆจุดทํางานที่มีชวงกวางคือ ± 30 องศาเทียบกับแกนต้ังทําไดดีในระดับที่นา

พอใจ [18] ใชการปอนกลับทุกสเตต (Full State Feedback Regulator) รอบๆจุดทํางานสําหรับ

ระบบเพนดูลัมผกผันแบบหมุนใหแทงเพนดูลัมอยูในตําแหนงสมดุลที่มุม ± 20 องศาเทียบกับแกน

ต้ัง ผลการใชตัวควบคุมดังกลาวทําไดนาพอคือสามารถรักษาสมดุลไดทันที่หลังแกวงแทงเพนดูลัม

ข้ึนโดยไมมีการตอบสนองเกิน (Overshoot Response)  

หรือใน [9] มีการนําระบบโครงขายประสาทเทียม (Neural Network) ที่มีความสามารถใน

การเรียนรูมาใชรวมกับระบบตรรกะแบบคลุมเครือแบบกฎอินพุตเดียว ( Single Input Rule 

Module) ซึ่งทางผูวิจัยชี้วาการใชวิธีอนุมานกฎฟซซี่แบบด้ังเดิมจะทําใหจํานวนกฎของฟซซี่มีมาก

จนเกินไปเพราะจะเพิ่มตามอินพุตที่เพิ่มข้ึนแบบยกกําลัง ( Exponential) ซึง่การใชตรรกะแบบ

คลุมเครือแบบกฎอินพุตเดียวจะพิจารณาเพียงอินพุตตัวเดียวสําหรับกฎหนึ่งกฎใดโดยตัวโครงขาย

ประสาทเทียมซึ่งจะทําหนาที่เรียนรูคาระดับความสําคัญพลวัตที่ใชบงชี้ความสําคัญอินพุตแตละ

ตัวของระบบตรรกะแบบคลุมเครือเพื่อใหระบบเพนดูลัมผกผันเขาสูสมดุลไดเร็วยิ่งข้ึนเพราะวาการ

ที่แรงกระทํากับเพนดูลัมถามีคามากหรือนอยเกินไปจะมีผลกับระบบขาดเสถียรภาพทันที หลังจาก

ไดผลอนุมานของฟซซี่แลวจะตองทําการบงชี้ความสําคัญของอินพุตอีกทีซึ่งการใชโครงขาย

ประสาทเทียมในงานวิจัยนี้เปนแบบแพรกลับ ( Back Propagation) โดยการทดลองบนเพนดูลัม

ผกผันบนรถพบวาผลที่ไดดีกวาการใชตรรกะแบบคลุมเครือแบบกฎอินพุตเดียวเพียงอยางเดียว  

นั่นแสดงใหเห็นวาการใหระดับความสัมพันธของอินพุตนั้นมีความสําคัญตอตัวควบคุม

ระดับหนึ่ง นอกจากนี้ยังมีการใชตรรกะแบบคลุมเครือดวยโมเดลทาคางิ -ซึเงโนส่ีอินพุต ( Four 

Input Takagi-Sugeno Fuzzy Model) [26]  มาใชกับระบบเพนดูลัมผกผันบนรถ อินพุตทั้งส่ีตัว

นั่นคือสัญญาณตําแหนงรถ ตําแหนงเพนดูลัม ความเร็วของรถที่ไดจากการหาอนุพันธตําแหนง  

และความเร็วของแทงเพนดูลัมที่ไดจากการหาอนุพันธตําแหนงเชนกัน  เมื่อเปรียบเทียบกับการใช

ตัวควบคุมแบบพีไอดี (PID Controller) ผลที่ไดคือลดการตอบสนองเกินลงได เขาสูสภาวะสมดุล

ไดเร็วกวา และที่เห็นผลไดชัดเจนคือเมื่อมวลของแทงเพนดูลัมเปล่ียนไปตัวควบคุมแบบฟซซี่ยัง

สามารถทํางานไดอยูตางจากตัวควบคุมแบบ PID ที่ไมสามารถรักษาสมดุลของแทงเพนดูลัมไดนั่น

เพราะตัวควบคุมแบบ PID ออกแบบมาบนพื้นฐานแบบจําลองทางคณิตศาสตรเมื่อระบบเปล่ียน

มากเกินไปตัวควบคุมจึงใชไมได [20] ใชตัวควบคุมแบบ PID เชนกันแตการปรับคาอัตราขยายจะ
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ใชตัวโครงขายประสาทเทียม  (Artificial Neural Network) ชวยในการปรับต้ังคาอัตราขยายให

เหมาะสมสําหรับอุปกรณเพนดูลัมผกผันบนรถที่มีแทงเพนดูลัมสองแทงตอกันแบบอนุกรม 

 

 
รูปที่ 2-8 ตัวควบคุมนิวโร-ฟซซี่ชนิดกฎอินพุตเด่ียว [9] 

 

 
รูปที่ 2-9 Self-tuning neuro-PID [20] 

 

หรือในกรณีทีอ่อกแบบระบบควบคุมโดยใชแบบจาํลองทางคณิตศาสตร  ไดมีการเสนอ

วิธีการเปล่ียนตัวแปรเขามาชวย ใน [6] สรางแบบจําลองเชิงเสนโดยการประมาณระบบของเพน
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ดูลัมผกผันแบบหมุนใหเปนแบบจําลองเชิงเสนที่รอบๆจุดสมดุลกอน จากนั้นโดยการมอง

แบบจําลองวาเปนแบบจําลองเชิงเสนที่มีความไมแนนอน ( Linear Parameter Varying system, 

LPV) หรือแปลงสเตตบางตัวที่เปนสเตตไมเชิงเสนใหเปนเชิงเสนซึ่งจะกลายเปนแบบจําลองที่แปร

ตามพรารามิเตอรซึ่งเรียกวา ตัวแปรกําหนด ซึ่งเทคนิควิธีที่ใชกําหนดความสัมพันธระหวาง

พารามิเตอรที่แปรตามเวลาและระบบที่แปรตามพารามิเตอรคือรูปแบบการแปลงสวนยอยเชิงเสน 

จากนั้นใชตัวควบคุมแบบตัวควบคุมคงทน ( Robust Control) แบบเอชอินฟนิต้ีมาใชในการ

ควบคุมโดยใหระบบมีสมรรถนะและเสถียรภาพตามกําหนดสําหรับทุกความไมแนนอน  ในผลวิจัย

นี้ไดทําการสรางแบบจําลองเชิงเสนที่เปล่ียนตามพารามิเตอร  3 รูปแบบซึ่งแตกตางกันตอนวาง

นิยามในการเปล่ียนรูปแบบเทานั้นแตแบบจําลองทั้งหมดสรางมาจากแบบจําลองของระบบ

เดียวกันผลการทดลองควบคุมกับระบบเพนดูลัมผกผันแบบหมุนที่มีแทงเพนดูลัมสองแทงที่ไดจาก

แบบจําสองเชิงเสนที่เปล่ียนตามพารามิเตอรใหผลในการควบคุมที่ตางกันนอกจากนี้การใชตัว

ควบคุมแบบคงทน เขตต พิฑูรมานิตยผูวิจัยไดกลาววาส่ิงที่สําคัญคือการเลือกวางเงื่อนไขของ

สมรรถนะซึ่งเปนตัวแปรสําคัญในการกําหนดผลลัพธที่ไดดังนั้นการออกแบบตัวควบคุมจึงตองมี

ความเขาใจเปนอยางดี 

ในลักษณะคลายคลึงกัน [7] ไดเลือกใชการแปลงตัวแปรดวยวิธีการที่ตางออกไปคือการใช

การแปลงสวนยอยเชิงเสนลางดวยการเปล่ียนพจนไมเชิงเสนใหเปนพจนเชิงเสนซึ่งมีขอจํากัดคือไม

มีการสงผานสัญญาณควบคุมไปยังสัญญาณที่วัดโดยตรงผลของแบบจําลองสามารถทําหนาที่ได

ดีกวาการประมาณแบบจําลองไมเชิงเสนใหเปนแบบจําลองเชิงเสนที่จุดสมดุลนั่นคือทําหนาที่ได

ใกลเคียงแบบจําลองไมเชิงเสนไดต้ังแตชวงมุม 0 องศาไปจนถึงชวงมุม 60 องศา จากผลการวิจัย

โดยใชตัวควบคุมแบบกําหนดอัตราขยายสามารถรองรับมุมเบี่ยงของแทงเพนดูลัมไดถึง 20 องศา 

นอกจากนี้มีการแปลงระบบเปเชิงเสนเชนใน [36] เลือกใชวิธีการ Input State 

Linearization เพื่อทําการแปลงแบบจําลองใหเปนเชิงเสนทั้งระบบจากนั้นจึงใชการออกแบบตัว

ควบคุมดวยปริภูมิสเตต 

ในกรณีที่มีแบบจําลองไมเชิงเสนแตมีจุดการใชงานที่ไมกวางมากนักการแปลงระบบไม

เชิงเสนใหเปนระบบเชิงเสนที่รอบๆจุดทํางานก็เปนส่ิงที่นาสนใจดวยเหตุที่สามารถใชตัวควบคุม

สําหรับระบบเชิงเสนไดซึ่งมีเคร่ืองมือในการออกแบบที่ใชงานไดดีดังเห็นไดจาก [18] ที่ไดกลาวไป

แลว [25], [31] ใชการวางตําแหนงโพล ( Pole Placement) ในการควบคุมแบบจําลองที่รอบจุด

ทํางานของเพนดูลัมผกผันแบบหมุนโดยการควบคุมทุกสเตตสามารถกระทําได [27] เลือกใช

วิธีการวางตําแหนงโพลเชนกันและไดทดลองวิธีการดังกลาวกับทั้งแบบจําลองบนเวลาไมตอเนื่อง
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และบนเวลาตอเนื่องผลจากตัวควบคุมบนเวลาไมตอเนื่องรักษาตําแหนงแขนไดดีกวาแตการรักษา

ตําแหนงของแทงเพนดูลัมตางกันที่แบบจําลองบนเวลาตอเนื่องจะไมการเคล่ือนตําแหนงอยูบาง

แตเปนแบบไมแนนอนและชวงกวางกวาขณะที่แบบจําลองบนเวลาไมตอเนื่องจะมีการส่ันกลับไป

มาในมุมแคบสม่ําเสมอๆ [21] ใชการวางตําแหนงโพลเชนกันแตทดสอบกับเพนดูลัมผกผันแบบ

หมุนแนวต้ังและไดมีการใช  Linear Quadratic Regulator (LQR) ดวย การใช LQR จะเปนการให

น้ําหนักความสําคัญกับตัวแปรสเตตแตละตัวโดยที่ยังคํานึงถึงอินพุตที่ระบบกระทําไดซึ่งจะใชการ

กําหนดน้ําหนักความสําคัญวาตองการเนนที่จุดใด [19] ใชรักษาสมดุลระบบเพนดูลัมผกผันแบบ

หมุนใหผลการควบคุมในเกณฑที่ดีมากเชนเดียวกันกับ  [32] ที่ใช LQR รักษาสมดุลกับเพนดูลัม

ผกผันบนรถ นอกจากการใช LQR ในการหาอัตราขยายแลวยงัไดนาํเอาตัวประมาณคาสเตต 

(State Estimator) มาใชในการหาสเตตที่ไมสามารถวัดไดโดยตรงคือความเร็วเชิงมุมของแทงเพน

ดูลัมและแทงเพนดูลัม  [28] และความเร็วของตัวรถและแทงเพนดูลัมใน [29] แทนการใชระเบียบ

วิธีเชิงเลขคํานวณโดยใชแบบตัวประมาณคาแบบเต็มระบบ (Full State Estimator) ที่บริเวณรอบๆ

จุดที่แทงเพนดูลัมต้ังข้ึน สําหรับ [29] ในสวนตําแหนงอ่ืนๆที่หางจากจุดเพนดูลัมต้ังข้ึนไดมีการให

สัญญาณผานตัวกรองความถี่สูง (Low-pass Filter) กอนที่จะนําไปคํานวณความเร็วของตัวรถและ

แทงเพนดูลัม ตัวควบคุมโดยใช LQR ยังสามารถใชงานไดดีกับมอเตอรเชิงเสน ( Linear Motor) 

[23] ในการรักษาสมดุลแทงเพนดูลัม  [24] ใชการแทนตําแหนงโพลเปนตัวควบคุมสําหรับหุนยนต

เพนดูลัมผกผันเคล่ือนที่ซึ่งมีตัวแปรสเตตถึงหกตัวและเปนหุนยนตที่เคล่ือนที่ไดในสองมิติและมีตัว

ขับสองตัว นอกจากที่กลาวมาแลว LQR ยังสามารถใชกับเพนดูลัมผกผันบนรถที่มีเพนดูลัมตอกัน

สองแทงแบบอนุกรม แตส่ิงที่ตางจาก [20] นั่นคือขอตอระหวางเพนดูลัมทั้งสองแทงเปนแบบยืด

หยดุ (Flexible Joint) เพนดูลัมที่สองถูกรบกวนดวยแรงดล ( Impulse) ก็สามารถกลับสูจุดสมดุล

ไดเร็ว เทียบกับการใชตัวประมาณคาสเตตประมาณคามุมและความเร็วเชิงมุมของแทงเพนดูลัมที่

สองระบบจะตอบสนองไดชากวา 

จะเห็นไดวาการแทนตําแหนงโพลและ  LQR เปนวิธีหนึ่งที่ใชออกแบบตัวควบคุมที่ไดผลดี

และงาย แตการใชตัวควบคุมแบบนี้ตองทําการแปลงระบบเปนเชิงเสนที่รอบจุดทํางานเสียกอน 

[15] จึงไดเสนอเทคนิคการควบคุมที่สามารถใชรวมกันกับการวางตําแหนงโพล และ LQR ซึ่ง

เรียกวา Computed Feedback Linearization ในการรักษาสมดุลเพนดูลัมผกผันแบบแทงสมดุล 

[15] แนวคิดดังกลาวจะทําการแปลงระบบใหเปนเชิงเสนดวยการปอนสัญญาณที่ไมเปนเชิงเสน

กลับเขาสูระบบในทุกๆรอบของการทํางาน ในกรณีที่จุดการทํางานไมใชจุดสมดุล ดวยการ

ประมาณแบบจําลองที่จุดสมดุลและดวยการปอนกลับสัญญาณไมเชิงเสนนี้เองก็ยังอาศัยการ
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ออกแบบตัวควบคุมบนพื้นฐานการวางตําแหนงโพลและใชเกณฑ LQR ไดซึ่ง [16] แสดงใหเห็นวา

เทคนิคนี้ชวยใหการทํางานกวางข้ึนถึงแมการออกแบบตัวควบคุมจะกระทําบนพื้นฐานการ

ประมาณระบบเปนเชิงเสนที่รอบๆจุดทํางาน 

 



 

 

บทที่ 3 

ระบบเพนดูลัมผกผันแบบหมุนที่ใชในงานวิจัย 

3.1 ภาพรวมของระบบ 

ชุดทดลองที่ใชในวิทยานิพนธนี้เนื่องจากเปนเคร่ืองตนแบบจึงไดมีการแยกเปนโมดูลตางๆ

เพื่อความสะดวกในการตรวจสอบปญหาและการใชงานซึ่งมีการเชื่อมตอสัญญาณตางๆดังรูปที่ 

3-1 อธิบายการเชื่อมตอและทิศทางของสัญญาณ แตละโมดูลโดยมีสวนประกอบดังรายละเอียด

ดานลาง 

 

 
 

รูปที่ 3-1 แผนภาพแสดงการติดต้ังชดุทดลอง 

 

1.) คอมพวิเตอร 

2.) เคร่ือง NI cRIO 

3.) โปรแกรมที่ใชควบคุม 

4.) เคร่ืองขยายสัญญาณขับมอเตอร 

5.) แหลงจายพลังงาน 
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6.) มอเตอรพรอมเอนโคดเดอร 

7.) เอนโคดเดอรสําหรับแขนเพนดูลัม 

8.) วงจรแปลงสัญญาณ 

 

3.2 รายละเอียดชุดทดลอง 

3.2.1 คอมพวิเตอร 

ในชุดทดลองนี้จะตองใชคอมพิวเตอรจํานวนสองเคร่ืองโดยเคร่ืองที่หนึ่งจะเปนโฮสต 

(Host) โดยใชคอมพวิเตอร โนตบุค ติดต้ังระบบปฏิบัติการวินโดวส เอ็กซพี เซอรวิสแพค 3 

(Windows XP Service Pack 3) และโปรแกรม NI Labview มีหนาที่คือเปนเคร่ืองที่ติดตอกับ

ผูใชงาน (User interface) เพื่อเขียนโปรแกรมควบคุม  และใช ตัวส่ังการเร่ิมและหยุด การทํางาน

โปรแกรมควบคุม  

 

3.2.2 เครื่อง NI cRIO (Compact Reconfigurable Input Output) 

เปนเคร่ืองที่ผลิตโดยบริษัท National Instrument ใชสําหรับงานควบคุม มีขนาดเล็กและ

ใชไฟไมเกิน 20 วัตต รุนที่ใชคือ 9074 ประกอบดวยตัวประมวลผลไมโครโปรเซสเซอรความเร็ว 

400 MHz และวงจร FPGA มีจํานวนเกต (gate) สองลานเกต หนวยความจํา 128MB และแบบ 

Non volatile 256MB เชื่อมตอดวยสาย Ethernet 2 ชอง มีชองใสโมดูลใหเลือกตามใชงาน 8 ชอง 

ทํางานรวมกับโปรแกรม NI Labview 

 
รูปที่ 3-2 เคร่ือง NI cRIO รุน 9074 

 

3.2.3 โปรแกรมที่ใชควบคุม 

เปนโปรแกรมที่พัฒนาโดยบริษัท National Instrument การเขียนโปรแกรมจะมีลักษณะใช

รูปภาพเปนพื้นฐาน ( Graphical-based) ออกแบบใหมีลักษณะเปนเคร่ืองมือวัดเสมือน ( Virtual 

instrument) การใชงานโปรแกรมจะมีสองสวนคือสวนที่เปน front panel ใชแสดงการทํางานคลาย
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กับเคร่ืองมือวัด และสวนที่สําหรับเขียนโปรแกรมโดยใชการเชื่อมตอบล็อกตางๆเขาดวยกัน โดยตัว

โปรแกรม Labview จะมีโปรแกรมยอย และโมดูลตางๆใหสามารถใชไดอยางสะดวก 

 

 
รูปที่ 3-3 หนาตางโปรแกรม Labview 

 

3.2.4 เครื่องขยายสัญญาณขับมอเตอร 

เปนอุปกรณที่ทําหนาที่ขยายกําลัง (Power) แปลงสัญญาณควบคุมที่เปนแรงดันใหเปน

สัญญาณขาออกในรูปกระแส ใชไฟเล้ียงจากแหลงจายกระแสตรงอยางตํ่า  24 โวลต ในงาน

ทดลองนี้ใชของบริษัทคอปเลย (Copley) รุน 412 

 

3.2.5 แหลงจายพลังงาน 

ในชุดทดลองนี้ใชแหลงจายพลังงาน  2 ตัว ตัวแรกเปนแบบสวิชชิ่ง ( Switching power 

supply) แบบสองชองทางโดยแตละชองสามารถจายแรงกระแสตรงได 2 แอมแปร แรงดันสูงสุด 

24 โวลต สําหรับจายแรงดันใหภาคสัญญาณ ( -5 โวลต และ +5 โวลตใหกบัเอนโคดเดอร และ+5 

โวลตใหกับวงจรอิเลคโทรนิค) และอีกตัวจายแรงดันไดสูงสุด -40 ถึง +40 โวลต และจายกระแสได 

-6 ถึง +6 แอมป รับแรงดันยอนกลับที่เกิดจากมอเตอรได ใชสําหรับเปนแหลงจายแกภาคกําลัง 
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3.2.6 มอเตอรพรอมเอนโคดเดอร 

เปนมอเตอรกระแสตรงแมเหล็กถาวรของ Minertia motor รุน UGRMEM 02-ssw14 

(33W) ไมมีเฟองทด มี Optical encoder แบบคล่ืนไซน (Sine Wave) 3 ชองทาง (A, B และ 

Index) ความละเอียด 800 พัลสสัญญาณตอหนึ่งรอบการหมุน  

 

3.2.7 เอนโคดเดอรสําหรับแขนเพนดูลัม 

เปนของ Computer optical encoder รุน CP-350 ขนาดเพลา ¼ นิ้ว เปนแบบ 2 

ชองสัญญาณ  คือ A และ B ไมมีสัญญาณข้ัวกลับและ Index มีความละเอียด 40 96 พัลส

สัญญาณตอหนึง่รอบการหมนุ (PPR) ใชไฟกระแสตรงเล้ียง 50 มิลลิแอมแปร ที่ +5 โวลต 

 

3.2.8 วงจรแปลงสัญญาณ 

ในชุดทดลองจะมีวงจรแปลงสัญญาณ 2 ชุดแรกสําหรับเอนโคดเดอรของมอเตอร  และอีก

ชุดสําหรับเอนโคดเดอรของเพนดูลมั 

 

 
รูปที่ 3-4 สัญญาณคล่ืนไซนและคล่ืนส่ีเหล่ียม 

 

วงจรสําหรับเอนโคดเดอรของมอเตอรจะมีสองสวนสวนแรกเปนวงจรเพื่อแปลงสัญญาณ

คล่ืนไซนจากเอนโคดเดอรของมอเตอรใหเปนสัญญาณพัลสดังรูปที่ 3-4 โดยใชวงจรเปรียบเทียบ 

(Comparator Circuit) เมื่อไดสัญญาณพัลสแลวตองทําการแปลงสัญญาณพัลสที่เปนซิงเกิลเอน 
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(Single End) เปนดิฟเฟอรเรนเชียลเอน (Differential End) คือมีสัญญาณปกติและมีสัญญาณข้ัว

กลับเพื่อเปนการอางอิงสัญญาณกราวดเพื่อนําไปตอเขา เคร่ือง cRIO ใหสามารถนับพัลสได

ถูกตองเพรามีสัญญาณเปรียบเทียบซึ่งกันและกัน รูปที่ 3-5 แสดงสัญญาณขาออกจากวงจรแปลง

สัญญาณที่เปนดิฟเฟอรเรนเชียลเอน  ซึ่งวงจรนี้จะใชสําหรับเอนโคดเดอรของเพนดูลัม ดวยอีกหนึ่ง

ชุดเนื่องจาก เอนโคดเดอรจายสัญญาณมาเปนซิงเกิลเอน ( Single End) จึงตองทําการแปลงให

เปนดิฟเฟอรเรนเชียลเอน (Differential End) เชนกัน 

 

 
รูปที่ 3-5 สัญญาณพัลสปกติและสัญญาณข้ัวกลับ 

 



 

 

บทที่ 4 

แบบจําลองระบบเพนดูลัมผกผัน 

4.1 การหาแบบจําลองทางคณิตศาสตร 

 

 
 

รูปที่ 4-1 การต้ังแกนของเพนดูลัม (Co-ordinate system) 

 

จากรูปที่ 4-1 แสดงการต้ังแกนสําหรับหาแบบจําลองทางคณิตศาสตรของชุดเพนดูลัม

ผกผัน ในชุดเพนดูลัมประกอบดวยสองสวนหลักคือ สวนจานหมุนหรือแขนโรตาร่ีจะถูกขับดวย

มอเตอรใหหมุนในแนวนอน และสวนของเพนดูลัมซึ่งหอยติดที่ปลายแขนดานหนึ่งโดยที่แกนหมุน

ต้ังฉากกับแนวแขนดังรูปที่ รูปที่ 4-1 คาตําแหนงมมุของแขน ( α ) กําหนดใหมีคาเพิ่มข้ึนโดย

เปนไปตามกฎมือขวาเมื่อชี้นิ้วโปงข้ึนตามแนวแกน Z นิ้วที่เหลือจะชี้ในทิศทางที่มุมเพิ่มข้ึน เมื่อ

เทียบกับแกน X และในลักษณะเดียวกันคาตําแหนงมุมของเพนดูลัม ( ,θ β ) จะมีคาเพิ่มข้ึนเมื่อ

หมุนตามเข็มนาฬิกาเมื่อมองจากดานหนา (มุม θ  ใชหาโมเดลสําหรับตําแหนงเพนดูลัมลง

ขางลาง และมุม β  ใชสําหรับการหาโมเดลที่ตําแหนงเพนดูลัมต้ังข้ึน) 

ในวิทยานิพนธฉบับนี้แบบจําลองทางคณิตศาสตรจะหาดวยวิธีการลากรานจ 

(Lagrange’s method) [12] ดังสมการ 
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 i
i i i

d T T V Q
dt q q q
 ∂ ∂ ∂

− + = ∂ ∂ ∂ 
 (4.1) 

โดยที ่

T คือพลังงานจลนทั้งหมด (Total kinetic energy) 

V คือพลังงานศักยทั้งหมด (Total potential energy) 

iq คือพิกัดทั่วไป (Generalized coordinate) ในที่นี้คือตําแหนงมุมของวัตถุที่แกน i   

iQ คือแรงบิดที่กระทํากับวัตถุบนแกน i  (Total torque applied at axis i ) 

กําหนดพิกัดทั่วไป (Generalized coordinate) 

1

2

q
q

α
β

=
=

 

 

เนื่องจากระบบทางกายภาพของจริงมีความซับซอนมากเพื่อใหมีความสะดวกในการสราง

แบบจําลองของระบบจึงตองมีการต้ังเกณฑสมมติฐานทางกายภาพของระบบ ดังนี้ 

1.) อุปกรณในการทดลองเปนวัสดุแข็งเกร็ง (Rigid body) 

2.) องศาอิสระ (Degrees of freedom) ทั้งหมดเทากับสอง 

3.) แรงเสียดทานที่มีมีในระบบถือวามีคานอยมาก คาที่ใชในการทดลองจะถูกกําหน ด

โดยประมาณไวกอน (ผลที่แทจริงหาไดจากการทดลองหาคาพารามิเตอรของระบบ) 

4.) การตอบสนองทางพลวตัของเอนโคดเดอรเร็วจนกระทัง่ถอืไดวาเกดิข้ึนพรอมๆกบั

การเคล่ือนที่จริง 

5.) การตองสนองทางไฟฟาของระบบตางๆ (เคร่ืองขยายสัญญาณ การดนบัสัญญาณ

พัลส การดสงสัญญาณควบคุม) เร็วมาก 

 

4.1.1 แบบจําลองทางคณิตศาสตร 

ในการต้ังแกนพิกัดจะใชจากรูปที่ 4-1 การหาแบบจําลองเร่ิมตนดวยการหาพลังงานจลน

ของแขนโรตาร่ี กาํหนดเปน 0T  และพลังงานศักย 0V  ไดสมการดังนี้ 

 
2

0 0

0

1
2
0

T J

V

α=

=



 ( 4.2) 

 

จากรูปที่ 4-1 พิจารณาตําแหนงศูนยกลางมวลเพนดูลัมสามารถเขียนสมการตําแหนงไดดังนี ้
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1 0 1

1 0 1

1 1

cos sin sin
sin cos sin

cos

x L l
y L l
z l

α α β
α α β
β

= +
= −
=

 ( 4.3) 

 

สามารถหาความเร็วไดจากการหาอนุพันธ 

 
1 0 1 1

1 0 1 1

1 1

sin cos sin sin cos

cos sin sin cos cos

sin

x L l l

y L l l

z l

α α α α β β α β

α α α α α β α β

β β

= − + +

= + −

= −



 



 





 ( 4.4) 

 

 

( )
( )

22 2 2 2
1 0 1 1

0 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 1 1

2 2
1 0 1

2
0 1

sin cos sin sin cos

2 sin cos sin sin cos

sin cos sin sin cos

2 sin cos sin cos 2 sin cos sin

2 sin cos

x L l l

L l l

L l l

l L l

L l

α α α α β β α β

α α α α β β α β

α α α α β β α β

αβ α α β β α α α β

αβ α β

= + +

− +

= + +

+ −

−



 



 



 



 





 ( 4.5) 

 

 

( )
( )

22 2 2 2
1 0 1 1

0 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 1 1

2 2
1 0 1

2
0 1

cos sin sin cos cos

2 cos sin sin cos cos

cos sin sin cos cos

2 sin cos sin cos 2 sin cos sin

2 cos cos

y L l l

L l l

L l l

l L l

L l

α α α α β β α β

α α α α β β α β

α α α β β α β

αβ α α β β α α α β

αβ α β

= + −

+ −

= + +

− +
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 (4.6) 

 

 2 2 2 2
1 1 sinz l β β= 

  (4.7) 

 

เราจะไดขนาดความเร็วกําลังสองของแทงเพนดูลัม ดังนี ้
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 0 1 1

2 2 2
0 1 1

2 2 2 2 2 2 2
0 1 1 0 1

sin cos

2 cos sin

sin 2 cos

x y z L l l

L l l

L l l L l

α α β β β

αβ β β β

α α β β αβ β

+ + = + +

− +

= + + −



   

 



 

  

 (4.8) 

  

ดังนั้นพลังงานจลน ( 1T ) และพลังงานศักย ( 1V ) ของแทงเพนดูลัม คือ 
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( )

( )

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 0 1 1 1 1 1 0 1

2 2 2 2 2 2 2
1 0 1 1 1 1 1 1 0 1

1 1
2 2
1 1 1 1sin 2 cos
2 2 2 2
1 1 1 sin cos
2 2 2

T J m x y z

J m L m l m l m L l

m L J m l m l m L l

β

β α α β β αβ β

α β α β αβ β

= + + +

= + + + −

= + + + −



  

  

  

 

  

 ( 4.9) 

 

 1 1 1

1 1 cos
V m gz

m gl β
=
=

 ( 4.10) 

 

จากสมการลากรานจ (Lagrange’s equation) ที่ (4.1) 

 L T V= −  (4.11) 

 0 1L L L= +  (4.12) 

 

( )
0 1 0 1

2 2 2 2 2 2 2 2
0 1 0 1 1 1 1 1

1 0 1 1 1

1 1 1 1 sin
2 2 2 2

cos cos

L T T V V

J m L J m l m l

m L l m gl

α α β α β

αβ β β

= + − −

= + + + +

− −



  





 (4.13) 

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2
0 1 0 1 1 1 1 1

1 0 1 1 1

1 1 1 sin
2 2 2

cos cos

L J m L J m l m l

m L l m gl

α β α β

αβ β β

= + + + +

− −



 





 (4.14) 

 

สําหรับพิกัดทั่วไป 1q α=  

 0L
α
∂

=
∂

 ( 4.15) 

( )2 2 2
0 1 0 1 1 1 0 1sin cosL J m L m l m L lα α β β

α
∂

= + + −
∂

 



 ( 4.16) 

( )

( )

2 2 2 2
0 1 0 1 1 1 1

2
1 0 1 1 0 1

2 2 2
0 1 0 1 1 1 0 1

2 2
1 1 1 0 1

sin 2 sin cos

cos sin

sin cos

sin 2 sin

d L J m L m l m l
dt

m L l m L l

J m L m l m L l

m l m L l

α α β αβ β β
α

β β β β

α α β β β

αβ β β β
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 ( 4.17) 

 

 
d L L
dt ατα α

∂ ∂  − = ∂ ∂ 
 (4.18) 
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( )2 2 2
0 1 0 1 1 1 0 1

2 2
1 1 1 0 1

sin cos

sin 2 sin

J m L m l m L l

m l m L l α

α α β β β

αβ β β β τ

+ + −

+ + =



 

 



 (4.19) 

 

พจิารณาแรงบดิ ( ατ ) ที่กระทําบนแกนในแนวการหมุน α  ประกอบดวยแรงบดิจาก

มอเตอรและแรงเสียดทาน 

 
0

m friction

m C
ατ τ τ

τ α

= −

= − 

 (4.20) 

 

( )2 2 2 2
0 1 0 1 1 1 0 1 1 1

2
1 0 1 0

sin cos sin 2

sin m
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m L l C

α α β β β αβ β

β β τ α
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( )2 2 2 2
0 1 0 1 1 1 0 1 1 1

2
1 0 1 0

sin cos sin 2

sin m

J m L m l m L l m l

m L l C

α α β β β αβ β

β β α τ

+ + − +
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 ( 4.21) 

 

และในลักษณะเดียวกัน สําหรับพิกัดทั่วไป 2q β=  

2 2
1 1 1 0 1 1 1

2 2
1 1 1 0 1 1 1

sin cos sin sin

1 sin 2 sin sin
2

L m l m L l m gl

m l m L l m gl

α β β αβ β β
β

α β αβ β β

∂
= + +

∂
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 ( 4.22) 

( )2
1 1 1 1 0 1 cosL J m l m L lβ β

β
∂

= + −
∂





 (4.23) 

( )2
1 1 1 1 0 1 1 0 1cos sind L J m l m L l m L l

dt
β α β αβ β

β
 ∂

= + − + ∂ 
 

 



 ( 4.24) 

 

 
d L L
dt βτβ β
 ∂ ∂

− = ∂ ∂ 
 (4.25) 
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2
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2
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β

β

β α β αβ β α β

αβ β β τ

α β β α β β τ

+ − + −

− − =

− + + − − =

 

  







 

 (4.26) 

 

พจิารณาแรงบดิ ( βτ ) ที่กระทําบนแกนในแนวการหมุน β  เปนแรงที่เกิดจากแรงเสียด

ทานเพียงอยางเดียว 
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 1Cβτ β=   (4.27) 

( )2 2 2
1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1cos sin 2 sin
2

m L l J m l m l m g l Cα β β α β β β− + + − − = 

   

( )2 2 2
1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1cos sin 2 sin 0
2

m L l J m l m l C m g lα β β α β β β− + + − + − = 

   ( 4.28) 

 

จัดรูปสมการที่ (4.21) และ (4.28) เปนรูปเมตริกซ 
2 2 2
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2

1 0 1 1 1 1

2 2
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2
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1 1

sin cos
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1 1sin 2 sin sin 2
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  −  
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 (4.29) 

 

ในการควบคุมแรงบิดมอเตอรจะส่ังจายสัญญาณแรงดันและผาน เคร่ืองขยายสัญญาณ

เพื่อแปลงสัญญาณแรงดันเปนกระแส  ดังนั้นแรงบิดที่เกิดข้ึนที่มอเตอรสามารถเขียนไดในรูปแบบ

ดังนี้ 

 m t aK iτ =  (4.30) 

 m t uK K uτ =  ( 4.31) 

 

แทนกลับลงไปในสมการที่ (4.29) เขียนสมการในรูปเมตริกซไดเปน 

 

2 2 2
0 1 0 1 1 1 0 1

2
1 0 1 1 1 1

2 2
0 1 1 1 0 1 1 1

2
1 1 1

1 1

sin cos
cos

1 1sin 2 sin sin 2
2 2

1 sin 2
2

0
sin 0

t u

J m L m l m L l
m L l J m l

C m l m L l m l

m l C

K K
u

m gl

αβ β
ββ

β β β β α β α
βα β

β

 + + −  
   − +   
 + +   

+    
  −  

   
+ =   −   





 









 ( 4.32) 
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4.2 การแปลงแบบจําลองทางคณิตศาสตรเปนเชิงเสน 

การแปลงระบบใหเปนเชิงเสนที่รอบๆจุดสมดุล 

0 0 0α β β= = =  

 

จากสมการที่ (4.32) จะได    
2

00 1 0 1 0 1
2

11 0 1 1 1 1

1 1

0
0

0 0
0 0

t u

CJ m L m L l
Cm L l J m l

K K
m gl

α α
β β

α
β

 + −     
+      − +      

     
+ =     −     

 

 

 (4.33) 

 

4.3 รูปแบบปริภูมิสเตต (State space realization) 

กําหนด 
2 2

0 1 0 1 1 1 0 1 0
2

1 1 1 1 1t u

a J m L b m l c m L l d C

e K K f J m l h m gl

= + = = =

= = + =
 

 

จาก (4.33) แทนคาตัวแปรที่กําหนดและจัดรูป 

( )12

1 cd aC ah
af c

β α β β= − − +
−

 

   (4.34) 

( )12

1 df cC ch efu
af c

α α β β= − − + +
−



   (4.35) 

จาก (4.34) และ (4.35) จะไดแบบจําลองสําหรับตัวแปรสเตตดังนี้ 

x Ax Bu= +  
 

2

1
2 22

1

00 0 0
01 1

00 0 0
0

af c
efdf ch cC

u
af c af caf c

cecd ah aC

α α
α α
β β
β β

 −     
      − −      = +
      − −−
      

− −       



 



 

 (4.36) 
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4.4 การหาคาพารามิเตอรของระบบ 

4.4.1 คาพารามิเตอรของมอเตอร 

พารามเิตอรทีส่าํคัญของมอเตอรคอืคาคงทีแ่รงบดิ tK  ซึ่งไมสามารถหาไดโดยตรงจะ

อุปกรณที่มีอยูตองหาผานคาคงที่แรงดันไฟฟายอนกลับ bK  ซึ่งมีคาเทากัน โดยการหาจะใชวิธีการ

หาคาแรงดันไฟฟายอนกลับ bE  กอน และจากสมการ (4.37) จะไดคา bK  

 b bE K ω=  ( 4.37) 

นอกจากนี้การหาคา bE  จําเปนตองทราบคาความตานทานขดลวดมอเตอรโดยการจาย

กระแสเขามอเตอรและไมใหมอเตอรหมุน จะหา aR  คาในมอเตอรไดจาก  

 s a aV i R=  (4.38) 

 

4.4.2 คาอัตราขยายของเครื่องขยายสัญญาณ 

สัญญาณควบคุม ที่เปนแรงดันจาก เคร่ือง cRIO ถูกแปลงใหเปนกระแสโดย เคร่ืองขยาย

สัญญาณแปลงสัญญาณเพื่อควบคุมแรงบิดของมอเตอรโดยมีความสัมพันธ คือ 

 a ui K u=  ( 4.39) 

การหาทําโดยการจายสัญญาณควบคุม คาตางๆและวัดคากระแสที่ไหลผานมอเตอร  ใน

การทดลองนี้แบงเปนสองวิธีการคือปลอยมอเตอรหมุนอิสระ และอีกวิธีคือหยุดมอเตอรอยูกับที่  

 

4.4.3 คาพารามิเตอรของระบบเพนดูลัม 

จากแบบจาํลองทางคณิตศาสตรในหวัขอ 4.1.1 สมการที่ (4.32) สามารถแบงพารามิเตอร

ได 2 ประเภทตามวิธีการหาตามตารางที ่4-1 

 

 ตารางที ่4-1 ชนดิของพารามิเตอรโดยการแบงตามวิธีหา 

พารามเิตอรทีห่าคาไดโดยตรง 
1 0 1, ,m L l   

พารามิเตอรทีห่าไมไดโดยตรง 
0 0 1 1, , ,J C J C  

 

ในสวนพารามิเตอรที่หาไมไดโดยตรงจะทําการคํานวณคราวๆเพื่อประเมินผลการทดลอง

วาถูกตองหรือไม การทดลองจะแยกเปนสองสวนคือ 

1.) สวนแขนเพนดูลัมทดสอบดวยการจายสัญญาณอิมพัลส เพื่อหาคา 0J  และ 0C  

2.) สวนแทงเพนดูลัมดวยการปลอยแทงเพนดูลัมแกวงอยางอิสระเพื่อหาคา  1 1,J C  
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ตารางที ่4-2 คาพารามเิตอรของระบบเพนดูลัมผกผันแบบหมุนที่ใชในงานวิจัย 

สัญลักษณ คําอธิบาย คาที่ได หนวย 

1m  มวลของแทงเพนดูลัม 0.118 kg  

0L  ระยะจากจุดหมุนของแทงเพนดูลัมถึงแกนหมุนของ

แขนเพนดูลัม 

0.150 m  

1l  ระยะจากจุดหมุนถึงจุดศูนยกลางมวลของแทงเพน

ดูลัม 

0.235 m  

bK , tK  คาคงทีแ่รงดันยอนกลับ,คาคงทีแ่รงบดิของมอเตอร 0.150317 /V s rad− ,

/Nm A  

uK  อัตราขยายของเคร่ืองขยายสญัญาณ 1.00765 /A V  

0J  คาโมเมนตความเฉ่ือยของแขนเพนดูลัมรอบจุดหมุน 0.0069267 2kg m−  

1J  คาโมเมนตความเฉ่ือยของแทงเพนดูลัมรอบจุดหมุน 0.0069438 2kg m−  

0C  สัมประสิทธิ์ความเสียดทานของแขนเพนดูลัม 0.0013647 2 /kg m s−  

1C  สัมประสิทธิ์ความเสียดทานของแทงเพนดูลัม 0.0016248 2 /kg m s−  

 

จากสมการที่ (4.33) เมื่อทําการประมาณเปนเชิงเสนรอบๆจุดสมดุล 

0 0 0 0α α β β= = = =  

 

จะไดสมการที่ (4.33)  

 

2
00 1 0 1 0 1

2
11 0 1 1 1 1

1 1

0
0

0 0
0 0

t u

CJ m L m L l
Cm L l J m l

K K
m gl

α α
β β

α
β

 + −     
+      − +      

     
+ =     −     

 

 

 (4.33) 

 

แทนคาพารามิเตอรที่หาไดและจัดใหอยูในรูปปริภูมิสเตต 

 x Ax Bu= +  
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0 1 0 0 0
0 -0.1645 10.1326 -0.0605 18.2963
0 0 0 1 0
0 -0.0508 23.3411 -0.1394 5.6539

u

α α
α α
β β
β β

       
       
       = +
       
       
       



 



 

 (4.40) 

 

คาลักษณะเฉพาะของระบบคือ  [ ]0 0.1638 4.9761 4.8035− −  จะเห็นไดวา

ตําแหนงโพลของระบบจะมีโพลที่ไมเสถียรโดยอยูฝงขวาของระนาบ s ซึ่งมีคาเปนบวกคือ 4.8035 

ทําการแปลงระบบใหอยูในรูปทรานสเฟอรฟงชั่น โดยใหเมตริกซสัญญาณขาออก 

(Output) คือ [1 0 0 0] ดวยโปรแกรม MATLAB ไดผลดังนี้ 

 

 
2

4 3 2

21.55 2.601 435.5
0.3365 23.87 3.916

s s
s s s su

α + −
+ − −

=  ( 4.41) 

 

และทาํการหาคารากของซโีรของระบบคือ  [ ]4.5562 4.4355− และรากของโพลคือ 

[ ]0 -4.9757 4.8030 -0.1639  จาก [38] การที่ระบบเชิงเสนจะเปนระบบที่มุมเฟสไมนอย

ที่สุด (Nonminimum phase) นั้นระบบจะมีคาซีโรที่ไมเสถียรนั่นคืออยูทางดานขวาของระนาบ s 
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รูปที่ 4-2 คาตําแหนงแขนที่ไดจากการทดลองและแบบจําลอง 
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รูปที่ 4-3 คาตําแหนงแทงเพนดูลัมที่ไดจากการทดลองและแบบจําลอง 

 



 

 

บทที่ 5 

การควบคุมระบบเพนดูลัมผกผันแบบหมุน 

5.1 การควบคุมเพนดูลัมผกผัน 

ระบบเพนดูลัมนั้นจะมีจุดสมดุลอยูสองจุดนั่นคือ β π=  หรือตําแหนงที่เพนดูลัมลง

ขางลางซึ่งเปนจุดสมดุลที่มีเสถียรภาพ และตําแหนงที่ 0β =  หรือตําแหนงที่เพนดูลัมต้ังข้ึนซึ่งเปน

จุดสมดุลที่ไรเสถียรภาพ จุดประสงคของการควบคุมเพนดูลัมคือการรักษาสมดุลแทงเพนดูลัมให

อยูในลักษณะต้ังตรงที่ตําแหนง 0β =  นั่นคือตองมีการยายตําแหนงแทงเพนดูลัมที่อยูในตําแหนง

ลงขางลางไปสูตําแหนงที่แทงเพนดูลัมต้ังข้ึน 

เมื่อพิจารณาแบบจําลองทางคณิตศาสตรแลวพบวาระบบมีความไมเชิงเสนสูงมาก ใน

กรณีที่แปลงระบบใหอยูในรูปเชิงเสนที่รอบๆจุดสมดุลหรือ 0β = สามารถกระทําไดแตตัวควบคุมที่

ออกแบบบนแบบจําลองเชิงเสนนี้ก็จะมีความสามารถในการทํางานที่ชวงที่ออกแบบไวเทานั้น ตัว

ควบคุมจึงไมสามารถยายตําแหนงแทงเพนดูลัมจากจุดใดๆไปที่จุดสมดุลไดในชวงที่ β  มีคามาก 

หรือในกรณีที่ออกแบบบนแบบจําลองไมเชิงเสนดวยความที่ระบบมีความไมเชิงเสนสูงถาตองการ

ใหตัวควบคุมเพียงตัวเดียวทํางานไดดีในทุกชวงการทํางานนั้นไมสามารถกระทําไดเพราะระบบ

เพนดูลัมผกผันนอกจากมีความไมเชิงเสนแลว ยังเปนระบบ Under-actuated เพราะวามีตัวขับ

เพียงตัวเดียวแตมีองศาอิสระจํานวนสองตัว นอกจากนี้แทงเพนดูลัมมิไดตอกับตัวขับโดยตรงการ

ควบคุมตําแหนงแทงเพนดูลัมจึงไปสามารถกระทําไดโดยตรง รวมถึงระบบเพนดูลัมผกผันแบบ

หมุนนี้ยังเปนระบบที่มีมุมเฟสไมนอยที่สุดอีกดวย ซึ่งเห็นไดจากแบบจําลองวาระบบมีคาซีโรเปน

บวกจึงเห็นไดชัดเจนวาการควบคุมระบบเพนดูลัมนี้มีความซับซอนมากการใชตัวควบคุมเพียงตัว

เดียวและใหไดสมรรถนะที่ดีนั้นจึงเปนไปไมไดเลย 

ดวยลักษณะดังกลาวของระบบเพนดูลัมผกผันทําใหมีความจําเปนที่จะตองใชตัวควบคุม

สองตัวแยกกันทํางานในแตละชวงคือ ตัวควบคุมตัวแรกทําหนาที่ยายแทงเพนดูลัมจากจุดใดๆไปสู

จุดสมดุลที่ 0β = หรือยายแทงเพนดูลัมเขาสูชวงการทํางานของตัวควบคุมรักษาสมดุล และตัว

ควบคุมอีกตัวคือทําหนาที่รักษาสมดุลแทงเพนดูลัมไวใหแทงเพนดูลัมต้ังอยูในลักษณะต้ังข้ึนตลอด 

5.2 การควบคุมสําหรับแกวงแทงเพนดูลัมขึ้น 

ในการควบคุมแทงเพนดูลัมไมสามารถกระทําไดโดยตรงเนื่องจากไมมีตัวขับโดยตรงที่แทง

เพนดูลัม การควบคุมจึงตองกระทําผานสวนแขนเทานั้น ในกรณีที่ตองการควบคุมตําแหนงและ
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ความเร็วโดยตรงตองควบคุมผานพลวัตที่ซับซอนของระบบเพนดูลัมผกผันทั้งระบบ ดังนั้นแนวทาง

หนึง่คือการควบคุมการแกวงของแทงเพนดูลมัโดยพจิารณาพลังงานของระบบแทน แนวคิดคือตัว

ควบคุมจะคํานวณระดับพลังงานของแทงเพนดูลัมคือพลังงานจลนและพลังงานศักยของแทงเพน

ดูลัม 

พจิารณารูปที่ 5-1 แทงเพนดูลัม 

 

 
 

จะไดสมการพลังงานรวมของแทงเพนดูลัมดังนี้ 

 ( ) ( )
21 cos 1

2
E J mglβ β= + −  ( 5.1) 

การสรางกฎควบคุมสําหรับแกวงแทงเพนดูลัมข้ึนจะนําพลังงานของระบบมาเทียบกับ

ระดับพลังงานที่ของระบบ ณ จุดสมดุล ความแตกตางของพลังงานที่มีอยูในระบบเทียบกับความ

ระดับพลังงานที่ตองการในระบบจะเปนตัวกําหนดการขนาดจายพลังงานเขาสูระบบ โดยจะนําไป

คูณกบัอัตราขยายอีกคร้ัง 

นอกจากนี้ส่ิงที่จําเปนในการสรางกฎควบคุมคือทิศทางของการแกวง และระดับของแทง

เพนดูลัม   

รูปที่ 5-2 (ก) แสดงการเคล่ือนที่ของของแขนเพนดูลัมไปทางขวามือ และแทงเพนดูลัมจะ

แกวงในลักษณะตามเข็มนาฬิกา ทิศของความเร็วแทงเพนดูลัมในแนวนอนจะชี้ไปทางซายมือหรือ

ตรงกันขามกับทิศทางของการเคล่ือนที่ของแขนเพนดูลัม หลังจากที่เพนดูลัมแกวงข้ึนไปจนถึงจุดที่

ความเร็วเทากับศูนยเพนดูลัมจะเร่ิมตกลงมาทิศทางของความเร็วจะกลับเปนทวนเข็มนาฬิกา รูปที่ 

 

รูปที่ 5-1 แทงเพนดูลัม 

β
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5-2 (ข) จากนั้นแทงเพนดูลัมจะแกวงตอไปและผานจุดตํ่าสุดกลับไปอีกทาง รูปที่ 5-2 (ค) และเมื่อ

แทงเพนดูลัมสามารถแกวงสูงกวาระดับแนวนอนทิศทางของความเร็วในระดับแนวนอนจะกลับทิศ

ไปในทิศทางเดียวกับการเคล่ือนที่ของแขนเพนดูลัม รูปที่ 5-2(ง) ดวยหลักการดังกลาวจะเห็นวา

ทิศทางของความเร็วและตําแหนงเพนดูลัมมีความสําคัญซึ่งสามารถเขียนกฎควบคุมไดดังนี้ 

 

 ( )0 ( cos )sysu K E E sign β β= −   (5.2) 

 

กฎการควบคุมที่เขียนข้ึนมาจะประกอบดวยสองสวนคือสวนที่บอกถึงขนาดพลังงานซึ่ง

บอกโดยสองพจนแรกนั่นคือคาอัตราขยายและพลังงานที่ตองการของระบบ และสองพจนที่เหลือ

คือพจนที่ใชระบุทิศทางที่จะใสพลังงานเขาไป 

การเลือกอัตราขยายสําหรับกฎการควบคุมจะสามารถหาไดจากการทดลองซึ่งจะใหผล

แตกตางกันคือจํานวนคร้ังการแกวงของแทงเพนดูลัมซึ่งถาอัตราขยายยิ่งมีคามากจํานวนคร้ังการ

แกวงก็จะนอยลงซึ่งคาที่นอยที่สุดนั้นข้ึนอยูกับระบบเพนดูลัมที่ใชทดลอง นอกจากนี้การเลือกคา

อัตราขยายจะตองตองไมมากจนเกินไปเนื่องจากถาอัตราขยายมากพลังงานที่เขาสูระบบซึ่งเปน

พลังงานจลนจะมีคามาก นั่นหมายความวาแทงเพนดูลัมจะมีความเร็ว ถาความเร็วของแทงเพน

ดูลัมมีคามากเกินไปตัวควบคุมที่ใชรักษาสมดุลแทงเพนดูลัมจะไมสามารถรักษาสมดุลได 
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(จ) 

 

รูปที่ 5-2 การแกวงที่ของแทงเพนดูลัม 
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ในสวนสองพจนหลังที่ใชกําหนดทิศทางของของสัญญาณควบคุม พจนความเร็วจะเปนตัว

กําหนดการเปล่ียนทิศทางเมื่อแทงเพนดูลัมแกวงไปจนถึงจุดสูงสุด แทงเพนดูลัมจะหยุดแกวงและ

แกวงเร่ิมไปในทิศทางตรงขาม ดู รูปที่ 5-2 (ก), (ข)  สวนพจนคาโคซายน  (Cosine) จะมีคาติดลบ

เมื่อแทงเพนดูลัมอยูตํ่ากวาระดับแนวนอนใน รูปที่ 5-2 (ก), (ข), (ค) และมีคาเปนบวกใน รูปที่ 5-2 

(ง) ซึ่งจะชวยกลับทิศของสัญญาณควบคุมสงใหแทงเพนดูลัมอยูในตําแหนงผกผัน 

ในการเขาสูจุดสมดุลของแทงเพนดูลัมดวยการควบคุมพลังงานของแทงเพนดูลัม ระบบ

ควบจะมีสัญญาณควบคุมเทากับศูนยเมื่อพลังงานจลนของแทงเพนดูลัม (สมการ (5.1)) เทากับ

พลังงานที่ระบบตองการ ( 0E ) และจะทําใหแทงเพนดูลัมจะวิ่งเขาสูจุดสมดุล เชนในรูปที่ 5-2 (จ)  

สมการ (5.1)  พลังงานของแทงเพนดูลัมจะไมไดคิดพลังงานสูญเสียที่เกิดจากแรงเสียด

ทาน แรงตานอากาศ ดังนั้นแลวพลังงานที่ประเมินจากสมการจะมีคามากกวาความเปนจริงทําให

สัญญาณควบคุมที่จายออกมานอยกวาความเปนจริงเล็กนอยจึงตองกําหนดใหพลังงานที่ระบบ

ตองการมีคามากกวาศูนยเล็กนอยเพื่อเปนการชดเชยในสวนพลังงานที่ไมไดนํามาคํานวณ และใน

ลักษณะเดียวกันกับการเลือกอัตราขยายคาพลังงานที่ตองการ ( 0E ) จะตองมีคาไมมากจนเกินไป

ซึ่งจะทําใหตัวควบคุมสําหรับรักษาสมดุลไมสามารถรักษาสมดุลได 

 

5.3 การควบคุมสําหรับรักษาสมดุลแทงเพนดูลัม 

5.3.1 การปอนกลับสเตตดวยการวางตําแหนงโพล 

หลังจากของการออกแบบโดย วิธีวางตําแหนงโพล (Pole placement) ก็คือ ต้ังขอกําหนด

สําหรับตําแหนงโพลทั้งหมดของระบบวางปด และออกแบบตัวควบคุมที่จะไดตําแหนงโพลตาม

ขอกําหนดเงื่อนไขจําเปนของ ระบบที่ทําใหสามารถทําการเคล่ือนยายโพลทั้งหมดไปยังตําแหนงที่

ตองการไดคอื ระบบจะตองสามารถควบคุมได 

ในการออกแบบทั่วไปจะไมไดตองการใหระบบมีเสถียรภาพอยางเดียว แตจะตองมี

สมรรถนะหรือผลตอบสนองตามตองการดวย ดังนั้น การกําหนดตําแหนงของโพลระบบวงปดจึง

มิใชเพียงแตวาตองการอยูบนดานซายของระนาบเชิงซอนเทานั้น แตอาจจะตองอยูในพื้นที่ที่จะให

ผลตอบสนองที่ดีดวย ตัวอยางเชน ถาตําแหนงโพลอยูใกลแกนจินตภาพมากเกินไป ผลตอบสนอง

จะมีลักษณะแกวง จึงอาจกําหนดพื้นที่แรเงาดังในรูปที่ 5.1 ซึ่งระบบวงปดจะตองมีโพลทั้งหมดอยู

ในพื้นที่นี้ 

ในระบบอันดับ n ทั่ว ๆ ไปความสัมพันธผลตอบสนองทางเวลาของระบบกับตําแหนงของ

โพลมักมีความซับซอน จึงเปนการยากที่จะกําหนดตําแหนงของโพลเพื่อใหไดผลตอบสนองที่ดี 
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ดังนั้น วิธีการออกแบบนี้โดยทั่วไปอาศัยหลักการของระบบที่มีลักษณะเดนเปนอันดับสอง 

(second-order dominant system) นั่นคือ โพลที่มีผลกระทบตอผลตอบสนองมากที่สุดจะเปน

อันดับสอง เหตุผล ของการใช ระบบอันดับสอง จะสามารถคํานวณหาความสัมพันธระหวาง

คุณสมบัติในโดเมนเวลากับตําแหนงของโพลได โดยงายโดยใชสูตรในตําราระบบควบคุมทั่วไป 

สามารถอธิบายวิธีการวางโพลอยางงาย ๆ ไดดังนี้ สมมุติให [ ]1 2 = ... T
nK k k k  

เปนตัวควบคุมปอนกลับจากสเตตดังในรูปที่ 5.2 โดย ik , 1,...,i n=  เปนคาอัตราขยายที่ตองทํา

การออกแบบ ดังนั้น อินพุตที่ปอนใหกับ ระบบจะเทากับ เปนคาอัตราขยายที่ตองทําการออกแบบ 

ดังนั้น อินพุตที่ปอนใหกับระบบจะเทากับ 

 ( ) ( )u t Kx t=  (5.3) 

 

5.3.1.1 สูตรของแอกเคอรมันนสําหรับการวางตําแหนงโพล (Ackermann’s 

Formula for Pole Placement) 

เปนสูตรที่ใชในการกําหนดตําแหนงของโพลของระบบควบคุมแบบปด พจิารณาระบบของ

สามารถเขียนในรูปแบบปริภูมิเสตตได ดังนี้ 

 x Ax Bu= +  (5.4) 

และกฎของการออกแบบระบบควบคุม (Control law) คือ  

    u Kx= −  (5.5) 

ซึ่งเมื่อเราแทนสมการที่ (5.5) ลงในสมการที่ (5.4) เราสามารถหาสมการลักษณะเฉพาะของระบบ

ปดไดวา 

 ( ) ( )det  – –c S sI A BKα =     (5.6) 

สมการที่ (5.6) ดานซายมือคือ สมการลักษณะเฉพาะของระบบที่เราตองการหรือที่เรา

กําหนดตําแหนงของโพลไวกอนแลว สวนทางดานขวามือคือ สมการลักษณะเฉพาะของระบบที่เรา

กําลังออกแบบ ดังนั้น จากสมการนี้เราจึงสามารถคํานวณหาคาอัตราขยาย K ได 

โดยสมมติใหสัญญาคําส่ัง r(t) เทากับศูนยเพื่อใหเขาใจไดงาย เมื่อใชตัวควบคุมนี้และ

คํานวณสมการปริภูมิสเตตของระบบปอนกลับจะไดเปน 

 ( )x A BK x= +  (5.7) 

ซึ่งสามารถคํานวณหาโพลไดจาก 

 ( ) det – – 0sI A BK =  (5.8) 

ในขณะเดียวกนั หากตองการออแบบโดยกาํหนดโพลของระบบวงปดทีต่าํแหนง 1 2, ,..., np p p

จะไดสมการลักษณะเฉพาะเทากับ 
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 ( ) 1 2 3( )( )( )s s p s p s pα = − − −  (5.9) 

ดังนั้น สามารถคํานวณหาตัวควบคุม K  ไดจากการเปรียบเทียบ (5.8) และ (5.9) 

 

เมื่อใชรูปแบบบัญญัติของตัวควบคุม (Control canonical form) มาใชในการออกแบบตัว

ควบคุม เมือ่เราคํานวณหาคาอัตราขยาย K  ไดแลว เราจําเปนที่จะตองทําการแปลงคา

อัตราขยาย K  นั้นใหกลับสูระบบเดิม  

สมมติวาเราจะทําการแปลงแบบไมเอกฐาน (Nonsingular transformation) กับตัว        

สเตตของระบบของเราดังนี ้

   x T x=  (5.10) 

โดยที่คา x  คือคาสเตต (State) ตัวใหมที่เกิดจากการแปลงตัวสเตต x  ดวยเมตริกซ T  

(ที่ไมเอกฐานหรือไมใชศูนย) และเราจะไดวา 

 x T x=  (5.11) 

 x T x Ax Bu= = +  (5.12) 

 x AT x Bu= +  (5.13) 

ดังนั้น ถาจัดรูปแบบใหมจะไดวา 

 1 1x T AT x T Bu− −= +  (5.14) 

หรือ 

 x Ax Bu= +  (5.15) 

เมตริกซความควบคุมไดของระบบตนแบบ คือ 

 2 1 [ ...  ]nC B AB A B A B−=  (5.16) 

ดังนั้น เมตริกซความควบคุมไดของระบบที่ทําการแปลงแลวคือ 

 2 1[ ...  ]nC B AB A B A B−=  ( 5.17) 

ซึ่งเมตริกซความควบคุมไดทั้งสองสมการนี้มีความสัมพันธกันอยูคือ 

 1 1 1 1 2 1 1... nC T B T ATT B T A B T A B− − − − − − =    (5.18) 

 1C T C−=  (5.19) 

ดังนั้น เราจึงสามารถคํานวณหาเมตริกซการแปลง (Transformation matrix) T  ไดคอื 

 1T CC −=  ( 5.20) 

ตัวเมตริกซการแปลง T  นี้จะใชสําหรับการแปลงระบบใหไปอยูในรูปแบบบัญญัติของการ

ควบคุม เพื่อใหสะดวกตอการออกแบบตัวควบคุม แตอยางไรก็ตามกอนที่เราจะทําการแปลงนั้น
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เราควรจะตองตรวจสอบดูกอนวาระบบของเรามีคุณสมบัติที่สามารถถูกควบคุมไดหรือไม และเมื่อ

เราออกแบบตัวควบคุมแลวกลาวคือ ไดคาอัตราขยาย K  เราจําเปนตองทําการแปลงกลับมาอยู

ในตัวแปรสเตตของระบบตนแบบ ซึ่งก็สามารถทําไดโดยใชเมตริกซการแปลง T  นี้ชวยเชนกัน 

ตัวอยางเชน 

  A = 
1 2 3- - -

1 0 0
0 1 0

a a a 
 
 
  

 , B  = 

















0

0

1

 

เราสามารถหาเมตริกซความควบคุมได คือ 

  C = 

2
1 1 2

1

1 - -
0 0 -
0 1 1

a a a
a

 
 
 
  

 

 

จะเห็นวาเมตริกซความควบคุมไดนี้มีลักษณะเปนเมตริกซสามเหล่ียมบน (upper 

triangular matrix) หรือคาในเมตริกซที่พจนอยูในสวนของสามเหล่ียมดานบนของเมตริกซไมเปน

ศูนยและพจนสวนดานลางของสามเหล่ียมจะเปนศูนย ซึ่งเราสามารถหาสวนกลับของเมตริกซ 

(invert) ได และนอกจากนั้น จะเห็นวาบรรทัดสุดทายขอองเมตริกซนี้จะมีคาเปนศูนยทุกตัวยกเวน

ตัวสุดทายซึ่งมีคาเทากับหนึ่ง  

รูปแบบบัญญัติของตัวควบคุมสําหรับระบบอันดับสามคือ 

  

 
1 2 3- - - 1

1 0 0 , 0
0 1 0 0

a a a
A B

   
   = =   
      

 (5.21) 

และ 

 1 2 3[ ]C b b b=  (5.22) 

ดังนั้น สําหรับระบบปดเราจะไดวา 

 clA A BK= −  (5.23) 

 

 
1 1 2 2 3 3- - - - - -
1 0 0
0 1 0

a k a k a k
A BK

 
 − =  
  

 (5.24) 
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และสมการลักษณะเฉพาะของสมการที่ (5.24) สามารถหาไดสะดวกและมีคาเทากับ 

 3 2
1 1 2 2 3 3  ( ) ( ) ( ) 0s a k s a k s a k+ + + + + + =  (5.25) 

ดังนั้น สําหรับสมการลักษณะเฉพาะของระบบที่เราไดกําหนดตําแหนงโพลไวแลวจะมีรูปแบบดังนี ้

 3 2
1 2 3 0S S Sα α α+ + + =  (5.26) 

ดังนั้น ถาเทียบสัมประสิทธิ์ระหวางสมการที่ (5.25) และสมการที่ (5.26) เราจะไดวา 

 1 1 2 2 2 2 3 3 3; - ; -k k kα α α α α α= + = + = +  (5.27) 

หรือถาจะเขียนใหอยูในรูปเมตริกซจะไดวา 

 a K α+ =  (5.28) 

ซึ่ง a และ α  จะเปนเมตริกซแนวนอน (row matrix) ซึ่งประกอบดวยตัวสัมประสิทธิ์ของ

สมการลักษณะเฉพาะของระบบเปดและระบบปดตามลําดับ 

 

5.3.2 การควบคุมแบบ Linear Quadratic Regulator 

การออกแบบตัวควบคุมปอนกลับสเตตโดยวิธีการวางตําแหนงโพล เปนเคร่ืองมือออกแบบ

ที่มีประโยชนสําหรับระบบที่มีอันดับไมสูงมาก หรือระบบที่มีลักษณะเดนเปนพลวัตอันดับสอง 

เพราะทราบความสัมพันธระหวางตําแหนงของโพลหรือคาเจาะจงกับผลตอบสนองของระบบเชน 

ชวงเวลาข้ึน หรือการพุงเกิน แตสําหรับระบบที่มีอันดับสูงความสัมพันธดังกลาวจะไมสามารถเห็น

ไดชัดเจน ขอจํากัดอีกประการของวิธีการวางโพลคือ ระดับความเปนอิสระ ( Degree of freedom) 

ของปญหา ตัวอยางเชน สําหรับระบบที่มีจํานวนสเตตเทากับ n และจํานวนอินพุตเทากับ m 

เมตริกซอัตราขยายปอนกลับ K  จะมีจํานวนอัตราขยาย mn ตัว 

แนวคิดที่เปนประโยชนในการแกไขปญหาดังกลาวคือ การเลือกตัวควบคุมปอนกลับโดย

หาคาเหมาะที่สุดสําหรับตัววัดคุณภาพของระบบ ตัวอยางของตัววัดดังกลาวคือ ผลตอบสนองผล

วัต การขจัดสัญญาณรบกวน ความไว หรือความทนทาน เปนตน ไดมีความพยายามพัฒนาวิธีการ

ควบคุมเหมาะที่สุดหลายรูปแบบในการที่จะออกแบบระบบควบคุมปอนกลับเชิงเสนไดอยางครบ

วงจรหรือเรียกวาคร้ังเดียวจบในตัวเอง แตทุกวิธีประสบปญหาในการเลือกฟงกชันคณิตศาสตรที่

จะสามารถบรรยายความซับซอนของการออกแบบระบบปอนกลับไดอยางสมบูรณ ดังนั้น แนวทาง

ในความเปนจริงคือการใชการหาคาเหมาะที่สุดเปนเพียงเคร่ืองมือชวยจนกระทั่งไดผลลัพธที่นา

พอใจ  
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ในสวนนี้จะศึกษาเทคนิคในการเลือกอัตราขยายของตัวปอนกลับสเตตเหมาะที่สุด หรือ 

Linear Quadratic Regulator) หรือ LQR  

 

5.3.2.1 ปญหา LQR ที่ไมขึ้นกับเวลา 

ในการควบคุม LQR อยางสมบูรณจะเร่ิมจากปญหา LQR ที่ทําการหาคาเหมาะที่สุด

ในชวงภาวะชั่วครู หรือเรียกวา กรณีเสนแนวนอนจํากัด  (finite horizon) หรืองการจํากัดชวงเวลา

นั่นเอง เพราะ โดย ปกติเสนแนวนอน จะใช เปนแกนของเวลา กรณีจํากัดชวงเวลาจะไดคา

อัตราขยายของตัวปอนกลับสเตตที่แปรตามเวลา ทําใหไมสามารถอิมพลิเมนทไดโดยงาย จึงจะ

พจิารณาเฉพาะปญหา LQR ที่ไมข้ึนกับเวลา หรือมีชื่ออ่ืน ๆ เรียกวา กรณีเสนแนวนอนไมจํากัด 

(infinite horizon) หรือ ปญหา LQR ในสถานะอยูตัว อางจากทฤษฎีหลักของ LQR คือ  

ทฤษฎี 5.1 : (LQR ในสถานะอยูตัว) พิจารณาระบบพลวัต 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0, 0  x t Ax t Bu t x x= + =  (5.29) 

 

โดย ( ) nx t R∈  และ ( ) mu t R∈  นิยามผลรวมเชิงเสน ของสเตต 

 ( ) ( )  z t Cx t=  (5.30) 

 

โดย ( ) pz t R∈  และนิยาม ฟงกชันคากําลังสอง (Quadratic cost functional) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0

T tJ z t Qz t u t Ru t dt
∞

 = + ∫  (5.31) 

จะเห็นวาฟงกชันที่ตองการลดคาใหนอยที่สุด J ประกอบดวยสองพจน คือ ตัวแทนขนาด

ของสเตต ( )  z t  และขนาดของตัวแปรควบคุม ( )u t  ที่ถูกใหน้ําหนักโดยเมตริกซ R  ถาหากวา

สมมติฐานเหลานี้เปนจริง 

1.) เวกเตอรสเตต ( )x t ทั้งหมดสามารถใชในการปอนกลับ 

2.) (A, B) สามารถทําใหเสถียรได และ (A, C) สามารถตรวจพบได 

3.) เมตริกซ R เปนแบบบวกแนนอน 0TR R= >  

จะไดวา 

1.) ตัวควบคุม LQR ที่เปนไดอยางเดียวและเหมาะที่สุด เขียนไดเปนการปอนกลับ  

สเตตทั้งหมด 

 ( ) ( )             u t Kx t= −  (5.32) 

โดย 1 TK R B P−=  ที่จะลดคาของ J  ใหนอยที่สุด ข้ึนกบัเงื่อนไขพลวัตของระบบ (5.29) 
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2.) P คือคําตอบที่เปนไดอยางเดียว สมมาตร และเปนบวกกึ่งแนนอน ของสมการ

พชีคณิตริคคาติ (Algebraic Riccati Equation) หรือเรียกโดยยอวา ARE 

 1 0T T TPA PA C C PBR B P+ + − =  (5.33) 

3.) พลวัตของระบบวงปดไดจากการแทนคาสมการ (5.32) ใน (5.29) 

 ( ) [ ] ( )   –  x t A BK x t=  (5.34) 

จะรับประกันไดวาเสถียรแบบเชิงเสนกํากับ (Asymptotically stable) 

4.) คาตํ่าสดุของ J ในสมการ (5.31) มีคาเทากับ 0 0
TJ x Px=   

 

สามารถอธิบายแนวคิดสําหรับการควบคุม LQR ไดดังนี้ สมมุติวาระบบพลวัตในสมการ 

(5.29) ถูกกระตุน และผลรวมของการกระตุนจะสะทอนออกมาในรูปของเวกเตอรสเตตเร่ิมตน 0x  

โดยเงื่อนไขเร่ิมต นนี้อาจมองไดเปนการเบี่ยงเบนที่ไมพึงประสงคจากตําแหนงสมดุลของระบบ  

( )   0x t =  ดังนั้น หนาที่ของตัวควบคุมคือ สรางเวกเตอรควบคุม ( )u t  ที่จะคุมคาของเวกเตอร

สเตต ( )x t  ใหกลับเขาสูตําแหนงสมดุลโดยเร็วที่สุดเทาที่จะทําได หากระบบ (5.29) สามารถ

ควบคุมได ( )x t สามารถที่จะถูกขับเขาสูศูนยเร็วที่สุดอยางไรก็ได แตอาจตองการสัญญาณ

ควบคุมที่มีขนาดสูงมาก ซึ่งในแงของวิศวกรรมศาสตรแลวเปนส่ิงที่ไมพึงปรารถนา สัญญาณ

ควบคุมขนาดสูงจะทําใหตัวขับเราอ่ิมตัว และยังตอง การแบนดวิทธระบบปอนกลับสูง ซึ่งอาจไป

กระตุนระบบพลวัตที่ไมไดถูกโมเดล ดังนั้น จึงมีความตองการที่จะสรางสมดุลระหวางสมรรถนะใน

การขับสเตตเขาสูศูนย กับขนาดของสัญญาณควบคุมในการทํางานดังกลาว วิธีหนึ่งที่ชวยในการ

สรางสมดุลคือ การลดคาของฟงกชันคา  (Cost function) กําลังสองในสมการ (5.31) เนื่องจากทั้ง

สองเทอมใน (5.31) อยูในรูปของกําลังสอง 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0, ( ) 0 T T Tz t z t x t C Cx t x t= ≥ ≠  (5.35) 

 

 ( ) ( ) 0, ( ) 0Tu t Ru t u t> ≠  (5.36) 

ดังนั้น จึงแนใจไดวาจะไมมีคาเปนลบสําหรับคา  t  ใด ๆ นอกจากนั้น เนื่องจากวา

จุดประสงคของการควบคุมคือ ตองการลดคาของฟงกชันคาใหนอยที่สุด ดังนั้น คาที่มากกวาจะ

ถูกใหความสําคัญมากกวาคาที่นอย เชน พจน (5.36) เปนเสมือนปุมควบคุมที่ผูใชสามารถใชปรับ

ขนาดของสัญญาณควบคุม ( )u t  โดยผานเมตริกซ R  ยิ่งเลือก R  มีคามาก จะทําใหขนาดของ 

( )u t ลดลง สวนพจน (5.35) จะใหความสําคัญกับสเตตในฟงกชันคาเมื่อ ( )z t ) มีคาแตกตาไปจาก

คาสมดุลคือศูนย การเลือกวาสเตตใดที่ตองการลดคากระทําผานเมตริกซ C  
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5.3.2.2 การออกแบบและใชงาน LQR ในทางปฏิบัติ 

1.) การคํานวณหาคําตอบ 

โดยปกติแลวจะไมสามารถที่จะหาคําตอบของสมการ ARE ไดงายโดยไมใชคอมพิวเตอร

ชวยยกเวนสําหรับเมตริกซอันดับตํ่าบางกรณี ซอฟทแวรเชน MATLAB จะมีตัวชวยในการหา

คําตอบของ ARE โดยวิธีคํานวณเชิงเลข วิธีการคือแปลงการแกปญหา ARE ที่ไมเปนเชิงเสน

สําหรับเมตริกซ P เปนการแกปญหาเชิงเสนของโครงสรางเจาะจง (Eigen structure) ของเมตริกซ

แฮมิลโทเนียม (Hamiltonian) ที่สัมพันธกัน 

2.) การเลือกคาน้ําหนัก 

ในสวนปญหาของการใชตวัออกแบบ LQR คือวา จะเลือกใหน้ําหนักกับเมตริกซ Q และ R 

อยางไร โดยปกติแลวการเลือกน้ําหนักมักจําเปนตองอาศัยการคาดเดาคาเร่ิมตน ประกอบกับการ

ลองผิดลองถูกจนกระทั่งไดผลที่นาพอใจ ตอไปจะกลาวถึงคุณสมบัติของ  LQR เชน คาเผ่ือ

เสถียรภาพความไว และแบนดวิทธ และศึกษาวาการเลือกคาน้ําหนักจะสงผลกระทบอยางไรตอ

คุณสมบัติเหลานี้ สําหรับขณะนี้จะเสนอเพียงแนวทางที่อาจเปนประโยชนในการเลือกคาน้ําหนัก

เร่ิมตน 

3.) คาเบี่ยงเบนมากสุดที่ยอมรับได 

เนื่องจากโมเดลที่ใชงานอยูเปนแบบเชิงเสน คาของ 1x และ 1iu  จะเปนคาที่เบี่ยงเบนไป

จากคาปกติ คาเบี่ยงเบนเหลานี้จะตองมีขนาดเล็กเพียงพอเพื่อวาโมเดลจะยังคงความเปนเชิงเสน

อยูได ดังนั้น ในการเลือกคาเร่ิมตนของเมตริกซใหน้ําหนัก อาจพิจารณาคาเบี่ยงเบนไปจากคาปกติ

มากสุดเทาที่ยอมรับไดของตัวแปรแตละตัว สมมุติวาหากตองการให ( ) iix t x≤  และ ( ) iiu t u≤  

ดังนั้น อาจนิยาม 

 
2 21 1,

i i
Q diag R diag

x u
   = =   
   

 (5.37) 

มีผลทําใหตัวแปรที่ยอมใหเบี่ยงเบนจากคาปกติไดนอยจะถูกใหความสําคัญในการลดคา

มากที่สุด และในทางกลับกันตัวแปรที่เบี่ยงเบนไดมากจะถูกใหน้ําหนักนอย 

4.) การพิจารณาเชิงกายภาพ 

ในงานหลายประเภท โมเดลที่ใชในการออกแบบไดมาจากการแปลงสมการอนุพันธไมเปน

เชิงเสนที่ไดจากหลักการทางฟสิกส เชนกฎของนิวตันใหเปนโมเดลเชิงเสน ในระบบดังกลาว  ตัว

แปรสเตตจะมีความหมายทางกายภาพที่สามารถใชประโยชนในการเลือกเมตริกซใหน้ําหนัก 

ตัวอยางเชนสมมุติวา ตัวแปรสเตตของระบบทางกลไดแก ตําแหนงและความเร็ว หากใหน้ําหนัก
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แกสเตตที่เปนตําแหนงมากกวาสเตตความเร็ว ก็คาดเดาไดวาความเร็วในการตอบสนองของระบบ

ควรจะเพิ่มข้ึน ในทางตรงขามหากใหน้ําหนักกับสเตตความเร็วมาก หมายความวาใหความสําคัญ

ในการลดคาความเร็วมากกวา ดังนั้น ผลที่ไดคือ ผลตอบสนองระบบควรจะชาและมีการหนวงมาก 

อยางไรก็ตาม ไมสามารถไดโมเดลจากหลักการทางฟสิกสเสมอไป ในกรณีดังกลาว

จําเปนตองหาโมเดลทางคณิตศาสตรดวยวิธีการทางปฏิบัติ เชน การหาเอกลักษณระบบ ใน

ลักษณะนี้สเตตของระบบโดยทั่วไปจะไมมีความหมายทางกายภาพแตอยางใด แตยังคงสามารถ

ใหน้ําหนักกับเอาตพุตที่วัดได เชน  y Cx= ที่ใชในการสรางโมเดล กลาวโดยรวมคือ โมเดลที่ได

จากหลักการทางฟสิกสจะสนับสนุนการออกแบบที่ใหสมรรถนะสูงไดดีกวาโมเดลที่ไดจากขอมูล

อินพุตและเอาตพุต 

 

5.3.2.3 การแปลงการตามรอยเปนปญหาคุมคา 

สมมติวามีระบบเชิงเสน 

 
    
  

x Ax Bu
y Cx
= +
=

 ( 5.38) 

และตองการใหเอาตพตุ ( )  y t  ตามรอยเสนทางทีต่องการ คือ ( )*y t  โดยตองการคุม

คาของสัญญาณควบคุมดวย ปญหาลักษณะนี้เรียกวา การตามรอย และสามารถแกโดยการลดคา

ของฟงกชันคา (Cost function) ดังนี้ 

 ( )
0

(  -  *)  –  *  T TJ y y Q y y u RUdt
∞

= +∫  (5.39) 

 

นั่นคือ สามารถจะแปลงปญหาการตามรอยเปนปญหาการคุมคาสเตตและประยุกตใชวิธี

ที่กลาวนี้ได โดยสําหรับกรณีทั่วไป การควบคุมเหมาะที่สุดสําหรับปญหาตามรอยมีความซับซอน 

จะกลาวถึงเฉพาะกรณีพิเศษที่เรียกวาปญหาตามรอยคาต้ัง (Set point) คือ เสนทางที่ตองการเปน

เวกเตอรของคําส่ังข้ันบันได 0*( ) 1( )y t r t=  โดย ใชรวมกับการปอนกลับสเตต เชน  การใชตัว

ชดเชยลวงหนาที่เปนคาคงที่ และการใชตัวควบคุมอินทิกรัล ซึ่งการตามรอยทั้งสองวิธีนี้สามารถ

แปลงเปนปญหาการคุมคาได ดังนั้น สามารถใชวิธี LQR ในการออกแบบตัวปอนกลับสเตตที่ให

ความสมดุลระหวางสเตตและขนาดสัญญาณควบคุม 
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5.3.3 คุณสมบัติของระบบปอนกลับ LQR 

คุณสมบัติของระบบวงปดโดยตัวควบคุมปอนกลับสเตต LQR จะเห็นวาวิธีการออกแบบ 

LQR ทําใหสามารถรับประกันคุณสมบัติที่ดีบางประการในแงของเสถียรภาพ สมรรถนะ และความ

ทนทาน ซึ่งจะเปนจริงเฉพาะกรณีการควบคุมปอนกลับสเตตที่วัดคาไดจริงทั้งหมดในระบบเทานั้น 

ในสวนการ ใชการปอนกลับจากสเตตที่ประมาณคาโดยตัวสังเกตจะไมสามารถรับประกัน

คุณสมบัติเหลานี้ 

จะอธิบายคุณสมบัติของการควบคุมปอนกลับสเตตเหมาะที่สุด โดยอางถึงระบบปอนกลับ 

โดยที่ qz R∈  เปนเวกเตอรของเอาตพุตที่ถูกควบคุม โดยเอาตพุตเหลานี้สามารถนิยามไดดังนี้ 

สมมุติวา Q มีคาอันดับเทากับ q  และแยกตัวประกอบ 2 2
TQ C C=   โดยที่ 2

qxnC R∈  ดังนั้น จะ

ไดวา T Tx Qx z z=  โดยที่เวกเตอร z  จะเปนผลรวมเชิงเสนของตัวแปร  สเตตที่ถูกใหนําหนักใน

ฟงกชันคา (Cost function) (5.31) นิยามฟงกชันถายโอนจากอินพุตควบคุมไปยังเอาตพุตที่ถูก

ควบคุมเปน 

ดังที่ไดแสดงในทฤษฎี 5.1 วาหาก 

 
2 0

A B
rank n q

C
 

= + 
 

 (5.40) 

ดังนั้น อาจกําหนดคาให 

 -1
2  ( (- ) ) RG C A BK B −= +  (5.41) 

ที่สามารถทําให r z=  ในชวงสถานะอยูตัว 

 

5.3.3.1 ผลตางยอนกลับ 

สมมุติวาตองการประเมินความทนทานดานเสถียรภาพของระบบปอนกลับสเตตที่มีตอ

ความไมแนนอนที่อินพุตของระบบ เร่ิมตนโดยการเปดวงการปอนกลับออกที่อินพุตของระบบตาม

รูปที่ 5.14 และปอนสัญญาณอินพตุ ( )inV t  ดังนัน้ ผลตอบสนองของสัญญาณเอาตพตุ ( )outV t  ที่

ตําแหนงดังรูปจะไดเทากับ 

 ( ) ( )  ( )out sf inV s L s V s= −  (5.42) 

โดยที ่

 -1( ) (  -  )sfL s K sI A B=  (5.43) 

คือ ฟงกชันถายโอนวงเปดของการปอนกลับสเตต นิยาม ผลตางยอนกลับ (Return difference) 

สําหรับฟงกชันถายโอนจากสัญญาณอินพุต ( )inV t   ไปยังคาแตกตางระหวางอินพุตกับเอาตพุต 

( )outV t   
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 ( ) ( ) ( ( )) ( )in out sf inV s V s I L s V s− = +  (5.44) 

ผลตางยอนกลับมีคุณสมบัติที่นาสนใจหลายประการที่เปนจริงสําหรับระบบปอนกลับส

เตตโดยไมสนใจวาอัตราขยายของตัวปอนกลับสเตตไดมาอยางไร 

 

5.3.3.2 พหุนามลักษณะเฉพาะของระบบวงเปดและวงปด 

นิยามพหุนามลักษณะเฉพาะวงเปดและวงปดเปน 

 ( ) ( )0 det –s sI Aφ =  (5.45) 

 ( ) ( )det –  c s sI A BKφ = +  (5.46) 

พหุนามทั้งสองมีความสัมพันธกันในรูปของผลตางยอนกลับดังนี้ 

จากความสัมพันธของพหุนามตามสมการ (5.45) และ(5.46) สามารถเขียนไดเปน 

 

 ( )
0

( )det(Im )
( )

c
sf

sL s
s

ϕ
ϕ

+ =  (5.47) 

 

พิสูจนโดยอาศัยเอกลักษณ ( ) ( )det det   I MN I NM+ = +  และ ( )det AB  = 

( ) ( )det detA B  

 

 

1 1

1

det( ( ) ) det( ( )

det(( - ) ( - )
det( - )

det( - )

m n n n

n n

n

n

I K sI A B I sI A BK
sI A sI A BK
sI A BK

sI A

− −

−

+ − = + −

= +
+

=

 

 

5.3.3.3 ภาวะเทากันของผลตางยอนกลับ 

ข้ันตอไปจะแสดงใหเห็นวา ผลตางยอนกลับจะสอดคลองกับเอกลักษณที่เรียกวา ภาวะ

เทากันของผลตางยอนกลับ (The return difference equality) หรือ ภาวะเทากันของคาลมาน 

(Kalman equality) สามารดูการพิสูจนไดในหนังสืออางอิง 

สําหรับ K ที่นิยามตามสมการ (5.32) และ (5.33) จะไดวา 

 

 ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))T T
z z sf sfR P s P s I L s R I L s+ − = + − +  (5.48) 

 

หากระบบมีเพียงอินพุตเดียว R ρ=  และภาวะเทากับ (5.48) จะลดเหลือ 
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11 ( ) ( ) (1 ( ))(1 ( ))T

z z sf sfP s P s L s L s
ρ

 
+ + − = + − + 
 

 (5.49) 

 

จะเห็นวาดานซายของสมการ (5.48) ถูกกําหนดโดยพลวัตระบบและเมตริกซน้ําหนัก

เทานั้น สวนทางดานขวาประกอบดวยผลตางยอนกลับของระบบปอนกลับสเตตเหมาะที่สุด 

สามารถจะใชหลักความจริงนี้ในการแสดงวาการเลือกเมตริกซน้ําหนักจะมีผลตอคุณสมบัติระบบ

ปอนกลับอยางไร 

 

5.3.3.4 คาเผ่ือเสถียรภาพที่ไดจาก LQR 

ในสวนนี้จะแสดงใหเห็นวาระบบปอนกลับสเตตที่ออกแบบโดยวิธี LQR จะใหคาเผื่อ

เสถียรภาพที่รับประกันไดตอความไมแนนอนที่อินพุตของระบบ สังเกตวาคาเผ่ือเสถียรภาพนี้มิได

รับประกันวาระบบจะเสถียรแบบทนทาน เพราะอาจเปนไปไดวาระบบของความไมแนนอนใน

ระบบมีคามากกวาคาเผ่ือที่รับประกัน 

 

1.) คาเผ่ือเสถียรภาพกรณีอินพุตเดียว 

ผลของระบบอินพุตเดียวจะมีรายละเอียดที่ชัดเจนมากกวาระบบหลายอินพุต 

สมมุติจํานวนอินพุต m = 1 และให R ρ= ดังนั้น ฟงกชันความไวและเติมเต็มความไว

ตามสมการ ผิดพลาด! ไมพบแหลงการอางอิง  และ ผิดพลาด! ไมพบแหลงการอางอิง จะถูกจํากัด

ขนาดโดย 

 

 S (j ) 1, sf ω ω≤ ∀  (5.50) 

 ( ) 2,sfT jω ω≤ ∀  (5.51) 

 

สามารดูการพิสูจนไดในหนังสืออางอิง [5] 

 

สามารถแปลงผลจากสมการ  (5.50) เปนแผนภาพ ไนควิสตไดดังรูปที่ 5-3 โดยจะไดวา

เสนกราฟไนควิสตของระบบปอนกลับสเตตเหมาะที่สุดจะตองอยูภายนอกของวงกลมรัศมีหนึ่ง

หนวยที่มีจุดศูนยกลาง ณ จุดวิกฤต คือ -1 หลักความจริงขอนี้บอกเกี่ยวกับคุณสมบัติคาเผ่ือ
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เสถียรภาพของระบบปอนกลับ ในการพิจารณาคาเผ่ือเฟ สสามารถอาศัยหลักความจริงตาม

สมการ 

สําหรับระบบปอนกลับ SISO ที่มีฟงกชันถายโอนความไว S(s) สมมุติวา 

 , 1s α α
∞
≤ ≥  (5.52) 

ดังนั้น จะไดคาเผ่ือเฟสของระบบปอนกลับ 

 1 0.5180 2cosPM
α

−  ≥ −  
 

  (5.53) 

 

 
รูปที่ 5-3 แผนภาพไนควิสตของระบบปอนกลับสเตต LQR [37] 

 

สามารถสรุปคุณสมบัติของระบบปอนกลับสเตตสําหรับกรณี SISO ไดดังนี้ พิจารณา

ระบบในรูปที่ 5-4 ที่สมมุติวามีความไมแนนอนในการโมเดล Γ ที่อินพุตของระบบ ระบบควบคุมที่

ออกแบบโดยวิธี LQR จะยังคงความมีเสถียรภาพสําหรับ 

 • Γ = k โดย k เปนเลขจํานวนจริงที่มีคาอยูระหวาง 
2

1
 < k < ∞ 

 • Γ = je θ  โดยที่ |θ| < 60° 

 • Γ (s) = 1 + ∆(s) โดย ∆(s) เสถียร และสอดคลองกับ 

  ( ) 0.5jω∆ <  (5.54) 
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รูปที่ 5-4 ระบบปอนกลับสเตตที่มีความไมแนนอนที่อินพุตของพลานต 

 

กลาวอีกนัยหนึ่งคือ ระบบจะมีคาเผ่ืออัตราขยายในทิศทางลดลง (Gain reduction 

margin) 50% คาเผ่ืออัตราขยายในทิศทางเพิ่มข้ึน (gain increase margin) เปนอนันต คาเผ่ือ

เฟส 60 ° และสามารถทนตอการเปล่ียนแปลงของอัตราขยายและเฟสพรอมกันไดตามสมการ 

(5.54) 

ส่ิงที่นาสนใจสําหรับหลักความจริงที่วา เสนกราฟไนควิสตของ ( )sfL s  จะตองหลีกเล่ียง

วงกลมหนึ่งหนวยดังในรูปที่ 5-3 ก็คือสามารถสรุปไดวา 

• sfL (s) ไมสามารถจะมีซีโรแบบเฟสไมตํ่าสุด มิฉะนั้นแลวตามหลักของอินทิกรัลความ

ไวปวซง (Poisson sensitivity integral) จะบังคับวาขนาดของ ( )sfS jω จะตองมากกวาหนึ่งใน

บางความถี่ หมายถึงวาเสนกราฟไนควิสตจะตองเขาไปในวงกลม 

 • sfL (s) จะตองมีจํานวนโพลมากกวาซีโรเทากับหนึ่ง จากหลักของอินทิกรัลความไวโบ

เด (Bode sensitivity integral) 

จําเปนตองกลาวเตือนอีกคร้ังหนึ่งวา คาเผ่ือของเสถียรภาพที่รับประกันไดนี้ อาจไมมี

ประโยชนในทางปฏิบัติหากแบนดวิทธของระบบมีคาสูงมากเกิน โดยทั่วไปแลวคาเฟสตของระบบ

จะมีความไมแนนอนในยานความถี่สูง ดังนั้น คาเผื่อเฟส 60 ° ไมเพียงพอที่จะรับประกันความ

ทนทานของระบบ 

 

2.) คาเผ่ือเสถียรภาพกรณีหลายอินพุต 

เราสามารถขยายผลของเสถียรภาพสําหรับระบบอินพุตเดียวไปยังระบบที่มีหลายอินพุต 

สมมุติวา m ≥ 1 และให R = ρI ดังนั้น ฟงกชันความไวและฟงกชันเติมเต็มความไวจะถูก

จาํกดัขนาดโดย 

 ( ( )) 1,sfS jσ ω ω≤ ∀  (5.55) 
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 ( ( )) 2,sfT jσ ω ω≤ ∀  (5.56) 

 

สมมุติวาระบบปอนกลับไดรับผลจากความไมแนนอนที่อินพุตดังเชนในรูปที่ 5.16 จะได

จาก (5.79) วาระบบปอนกลับจะยังคงเสถียรสําหรับความไมแนนอนเชิงผลคูณที่อินพุต Γ(s) = (I 

+ ∆(s)) โดยที่ ∆(s) เสถียรและสอดคลองกับ ( ( ))jσ ω∆  < 0.5,  ∀ω  

นอกจากนั้นยังสามารถจะขยายผลคาเผ่ืออัตราขยายและเฟสจากระบบอินพุตเดียวมายัง

ระบบหลายอินพุตได สมมุติวา R เปนเมตริกซทแยงมุม ดังนั้น สามารถแสดงไดวาระบบปอนกลับ

ในรูปที่ 5.16 จะเสถียรแบบทนทานสําหรับ 

• Γ(s) = diag ( 1k , 2k , …, mk ) โดยที่แตละ 
i

k เปนจํานวนจริงในชวง ½ < ik  < ∞ 

• Γ(s) = diag ( je θ , 2je θ , …, meθ ) โดยที่แตละ | iθ | < 60° 

การพิสูจนผลสําหรับระบบหลายอินพุตนั้นยากกวาระบบอินพุตเดียวมาก จึงไมขอ

กลาวถึง และสังเกตวาผลที่ไดนี้ไมไดรับประกันความทนทานกรณีที่อัตราขยายและเฟสมีการ

เปล่ียนแปลงพรอมกัน หรือกรณีที่ความไมแนนอนมีการเชื่อมตอระหวางปอนกลับ 

 

5.3.3.5 คุณสมบัติเชิงเสนกํากับของตัวควบคุม LQR (Asymptotic behavior) 

มาถึงข้ันนี้ไดเห็นชัดเจนแลววาโพลของระบบวงปดในการออกแบบ LQR จะข้ึนอยูกับการ

เลือกพารามเิตอรในการออกแบบ z(t) และ R ซึ่งสําหรับปญหาโดยทั่วไปจําเปนตองใช

คอมพิวเตอรเขาชวย โดยเฉพาะการหาคําตอบสมการ ARE (5.33) อยางไรก็ตาม สามารถจะคาด

เดาพฤติกรรมเชิงเสนกํากับ (asymptotic behavior) ของโพลระบบวงปด LQR เมือ่แปรคาของ

อัตราขยายตัวควบคุมโดยไมจําเปนตองแกสมการ ARE เพือ่ใหไดอตัราขยาย  และคํานวณหาโพล  

ของระบบวงปด 

ต้ังสมมุติฐานสําหรับการศึกษาคุณสมบัติเชิงเสนกํากับของ LQR ดังนี้ 

1.) ตัวแปรที่ตองการคุมคามีจํานวนเทากับตัวแปรควบคุม  กลาวคือ dim[z(t)] = 

dim[u(t)] = m  

2.) คาน้ําหนักของตัวแปรควบคุมจะกําหนดโดย R = ρ R  โดยที่ ρ เปนคาสเกลารบวก 

และ R = TR > 0 

3.) zP  (s) นิยามดังสมการ (5.54) คือเปนเมตริกซจตุรัสของฟงกชันถายโอนระหวางตัว

แปรที่ตองการคุมคากับตัวแปรควบคุมขณะที่วงปอนกลับถูกเปดให q เปนจํานวน

ของทรานสมิชชั่นซีโร (transmission zero) ของ zP  (s) 
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การปรับคา ρ จะมีผลโดยตรงกับอัตราขายของตัวปอนกลับสเตต เมื่อ ρ → ∞ กลาวได

วาตัวควบคุม LQR จะมีอัตราขยายตํ่า เนื่องจากภายใตสมมุติฐานที่ 2 จะไดวา 

 11( ) ( ) 0Tu t R B Px t
ρ

−= − →  (5.57) 

เมื่อ ρ → ∞ กรณีนี้มักนิยมเรียกวา กรณี ตัวแปรควบคุมราคาสูง (expensive control) 

จึงตองการคุมคาตัวแปรควบคุมใหมีคาเล็ก ๆ ในกรณีตรงขาม คือเมื่อ ρ → 0 ตัวควบคุม LQR 

จะมีอัตราขยายสูง เพราะจะเห็นไดชัดวา u(t) จะมีคาสูง นิยมเรียกกรณีนี้วา ตัวแปรควบคุมราคา

ถูก (cheap control) 

สามารถสรุปคุณสมบัติเชิงเสนกําลับของโพลวงปด LQR เมื่อแปรคาจาก 0 < ρ < ∞ 

ภายใตสมมติฐานดังกลาวไดดังนี้ 

 กรณีอตัราขยายตํ่า : เมื่อ ρ → ∞ โพลจะเร่ิมตนที่ตําแหนงดังนี้ 

• โพลที่เสถียรของ 
z

P (s) 

• ภาพสะทอน (Mirror image) ระหวางแกนจินตภาพ ของโพลที่ไมเสถียรของ 
z

P (s) 

• หาก 
z

P (s) มีโพลที่อยูบนแกนจินตภาพพอดี โพลระบบวงปดจะเร่ิมตนที่ทางดานซาย

ของโพลนี ้

กรณีอตัราขยายสูง : เมื่อ ρ → 0 โพลจะเขาสูตําแหนงดังนี้ 

• ไปยังตําแหนงซีโรเฟสตํ่าสุดของ 
z

P (s) 

• ไปยังภาพสะทอนระหวางแกนจินตภาพของซีโรเฟสไมตํ่าสุดของ 
z

P (s) 

• โพลที่เหลือจะเขาสูอนันตในรูปแบบของบัตเตอรเวอรธที่เสถียร (stable Butterworkth 

patterns) 

จะเห็นวาถึงแมกฎเหลานี้จะไมเพียงพอในการสรางทางเดนิของรากสําหรับโพลวงปด แตก็

ชวยใหมองเห็นพฤติกรรมเชิงเสนกํากับของตัวควบคุม LQR ตัวอยางเชนกรณีอัตราขยายสูงจะ

แสดงใหเห็นถึงผลการเลือก z(t) วามีผลกับพฤติกรรมระบบวงปดอยางไร เพราะ z(t) เปน

ตัวกาํหนดซโีรของ 
z

P (s) 

 

5.3.4 อัตราขยายที่ใชในการควบคุมระบบเพนดูลัมผกผันแบบหมุน 

จากสมการที่ (4.40) แบบจําลองเพนดูลัมผกผันแบบหมุนคือ 
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0 1 0 0 0
0 -0.1645 10.1326 -0.0605 18.2963
0 0 0 1 0
0 -0.0508 23.3411 -0.1394 5.6539

u

α α
α α
β β
β β

       
       
       = +
       
       
       



 



 

 (5.58) 

 

มีโพลของระบบอยูที่ [ ]0 0.1638 4.9761 4.8035 T− −  

และเมื่อหาเมตริกซความควบคุมได  คือ 

 

 

0 21.5503 -4.6501 80.5389
21.5503 -4.6501 80.5389 -53.7351

0 6.6595 -2.2408 159.7457
6.6595 -2.2408 159.7457 -81.1751

Ctl

 
 
 =
 
 
 

 ( 5.59) 

 

และหาคาลําดับชั้น ( Rank) ของเมตริกซ (5.59)  เทากับ 4 เทากับอันดับของระบบที่

ตองการควบคุมหรือลําดับข้ันเต็ม (Full rank) ซึ่งแสดงวาระบบจะมีสัญญาณควบคุมแบบตอเนื่อง

และสามารถกําหนดลักษณะเฉพาะโดยการวางตําแหนงโพลที่ใดๆในระนาบ S 

ใชหลักการของตัวคุมคากําลังสองเชิงเสน (LQR) ในการหาคาอัตราขยายที่เหมาะสมที่สุด

โดยใหฟงชั่นคา (Cost function) ตามสมการที่ (5.60) มีคานอยที่สุด 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0

[  ]T tJ x t Qx t u t Ru t dt
∞

= +∫  (5.60) 

 

โดยที่เมตริกซ Q  และ R  เปนคาถวงน้ําหนักของสเตตและสัญญาณควบคุมซึ่งมีคาเปน

บวก 

เลือกคาเมตริกซ   

 

1 0 00 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

Q

 
 
 =
 
 
 

 ( 5.61) 

และ 20R =  

ผลของการหาอัตราขยายที่เหมาะสมที่สุดคือ  K = [-2.2361   -1.5325   36.7998    

7.9542] หาคาโพลของระบบจากเมตริกซของระบบ ( )A BK− คือ K = [-5.5079 + 3.9051i -
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5.5079 - 3.9051i -4.9485 -4.3171] และทดลองจายสัญญาณข้ันในแบบจําลองดวยโปรแกรม  

MATLAB ไดผลดังรูปที่ 5-5 
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รูปที่ 5-5 การตอบสนองสัญญาณข้ัน 

 

จากสัญญาณข้ันจะเห็นวาระบบจะเขาสูสมดุลไดในเวลาตํ่ากวา 2 วินาที แตจะมีสวนของ

แขนเพนดูลัมที่จะมีความผิดพลาดที่สถานะอยูตัว 

ในการใชงานตัวควบคุมบนเคร่ือง NI cRIO ตองทาํการแปลงหนวยของคาอัตราขยายทีไ่ด

จากการออกแบบดวยมุมเรเดียนใหเปนหนวยพัลสของเอนโคดเดอร และจากหนวยโวลต  ±10 

โวลต เปน ±32767 ดวยการคูณ 6.43437 สําหรับสเตต ,α α   (สวนแขนเพนดูลัม) และ คูณดวย

1.25671 สําหรับสเตต ,β β  (สวนแทงเพนดูลัม) ซึ่งจะไดอัตราขยายสําหรับ K =  

[ 14.4877 9.8607 46.2468 9.9962− − ] สําหรับแตละสเตต  
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5.4 การสับเปลี่ยนตัวควบคุม 

จากที่กลาวมาขางตนวาการควบคุมเพนดูลัมผกผันแบบหมุนจําเปนจะตองใชตัวควบคุม

สองชนิดเพื่อจุดประสงคในการทํางานตางกัน ผลการควบคุมจะสามารถทํางานไดดีเพียงไรนอกจะ

ประสิทธิภาพของตัวคุมแตละตัวที่สามารถทํางานไดดีแลวยังตองมีการเปนการทํางานระหวางตัว

ควบคุมทั้งสองใหราบร่ืนและตองมีประสิทธิภาพดวย  

การสับเปล่ียนตัวควบคุมสามารถทําไดหลายวิธีอาจใชเฉพาะตําแหนงของเพนดูลัมอยาง

เดียวการเชนเปลี่ยนตัวควบคุมเปนตัวควบคุมเพื่อรักษาสมดุลหรือนําความเร็วมาพิจารณารวม

ดวย นอกจากนี้ดูจากพลังงานของระบบ 

ในวิทยานิพนธนี้ใชหลักการดูจากตําแหนงมุมของแทงเพนดูลัมซึ่งเงื่อนไขของการ

สับเปล่ียนตัวควบคุมจะมีสองเงื่อนไขคือ จากตัวควบคุมแกวงแทงเพนดูลัมข้ึนไปสูตัวควบคุมเพื่อ

รักษาสมดุลจะเปล่ียนที่จุดสมดุลพอดี ( 0β = ) เนื่องจากแบบจําลองที่ใชในการออกแบบตัว

ควบคุมมาจากการแปลงเปนเชิงเสนรอบๆจุดสมดุล ในหลักการแลวตัวควบคุมมีสมรรถนะที่ดีที่สุด

ที่ตําแหนงดังกลาว ในทางกลับกันขณะที่แทงเพนดูลัมอยูในจุดสมดุลอยูแลวและตัวควบคุมเพื่อ

รักษาสมดุลกําลังทํางานอยูจําเปนตองเปล่ียนเงื่อนไขการสับเปล่ียนโดยจะมีการสับเปล่ียนไปสูตัว

ควบคุมสําหรับแกวงแทงเพนดูลัมเมื่อแทงเพนดูลัมทํามุมเกิน 20 องศากับแนวต้ังฉาก 
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รูปที่ 5-6 เงื่อนไขการสับเปล่ียนตัวควบคุม 

 

ดวยเงื่อนไขการสับเปล่ียนตัวควบคุมดังกลาวจะสามารถแสดงลักษณะและสมรรถนะของ

ตัวควบคุมไดชัดเจน ในสวนตัวควบคุมการแกวงข้ึน ถาตัวควบคุมมีการแกวงแทงเพนดูลัมไดไมดี

พอแทงเพนดูลัมจะไมสามารถไปถึงจุดที่จะสับเปล่ียนการทํางานได หรือถามีการแกวงมากเกินไป

ความเร็วที่ผานจุดต้ังข้ึนจะมากจนกระทั่งไมสามารถเล่ียงเพนดูลัมได สวนตัวควบคุมรักษาสมดุล

ถารักษาสมดุลไดไมดีเมื่อเราใสแรงรบกวนแทงเพนดูลัม เพนดูลัมก็จะตกลงมาไดงาย 

เทคนิคการสับเปล่ียนตัวควบคุมนี้เนื่องจากมีการเปล่ียนตัวควบคุมที่ตําแหนงเพนดูลัม

ต้ังข้ึนอุปกรณที่ใชควบคุมจึงตองมีความเร็วมากพอที่จะสับเปล่ียนชนิดตัวควบคุมไดทันที 

5.5 ตัวประมวลผลรวม 

5.5.1 ไมโครโปรเซสเซอร 

หนวยประมวลผลกลางหรือซีพียู มีสวนประกอบหลักคือ 

1.) หนวยคํานวณและตรรกะ (Arithmetic & Logical Unit : ALU) 

ทําหนาที่เหมือนกับเคร่ืองคํานวณอยูในเคร่ืองคอมพิวเตอรโดยทํางานเกี่ยวของกับ การ

คํานวณทางคณิตศาสตร เชน บวก ลบ คูณ หาร และตรรกะศาสตร  

2.) หนวยควบคุม (Control Unit) 
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หนวยควบคุมทําหนาที่ค วบคุมลําดับข้ันตอนการการประมวลผลและการทํางานของ

อุปกรณตางๆ ภายใน หนวยประมวลผลกลาง และรวมไปถึงการประสานงานในการทํางานรวมกัน

ระหวางหนวยประมวลผลกลาง กับอุปกรณนําเขาขอมูล อุปกรณแสดงผล และหนวยความจํา

สํารองดวย เมื่อผูใชตองการประมวลผล ตามชุดคําส่ังใด ผูใชจะตองสงขอมูลและชุดคําส่ังนั้น ๆ 

เขาสูระบบ คอมพิวเตอรเสียกอน โดยขอมูล และชุดคําส่ังดังกลาวจะถูกนําไปเก็บไวใน

หนวยความจําหลักกอน จากนั้นหนวยควบคุมจะดึงคําส่ังจาก ชุดคําส่ังที่มีอยูในหนวยความจํา

หลักออกมาทีละคําส่ังเพื่อทําการแปล ความหมายวาคําส่ังดังกลาวส่ังให ฮารดแวรสวนใด ทํางาน

อะไรกับขอมูลตัวใด เมื่อทราบความหมายของ คําส่ังนั้นแลว หนวยควบคุมก็จะสง สัญญาณคําส่ัง

ไปยังฮารดแวร สวนที่ทําหนาที่ ในการประมวลผลดังกลาว ใหทําตามคําส่ังนั้น ๆ เชน ถาคําส่ัง ที่

เขามานั้นเปนคําส่ังเกี่ยวกับการคํานวณ หนวยควบคุมจะสงสัญญาณ คําส่ังไปยังหนวยคํานวณ

และตรรกะ ใหทํางาน หนวยคํานวณและตรรกะก็จะไปทําการดึงขอมูลจาก หนวยความจําหลักเขา

มาประมวลผล ตามคําส่ังแลวนําผลลัพธที่ไดไปแสดงยังอุปกรณแสดงผล หนวยค วบคุมจึงจะสง

สัญญาณคําส่ังไปยัง อุปกรณแสดงผลลัพธ ที่กําหนดใหดึงขอมูลจากหนวยความจําหลัก ออกไป

แสดงใหเห็นผลลัพธดังกลาว อีกตอหนึ่ง 

 

 
รูปที่ 5-7 โครงสราง FPGA 
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5.5.2 FPGA 

FPGA ยอมาจาก Field Programmable Gate Arrays เปน IC ในลักษณะ ที่สามารถทํา

การ Program ได โดยภายในจะประกอบไปดวย logic gate ตอกันจํานวนมากมายในลักษณะเปน 

array แต logic gate เหลานี้ สามารถที่จะทําการตอเชื่อมจุดตอตามความตองการไดโดยการ 

โปรแกรมใหเปนวงจรที่ตองการ ไดภายใน IC ตัวเดียว และสามารถที่จะเปล่ียนแปลงโปรแกรมใหม

ไดภายหลัง  

สําหรับ FPGA แลวการโปรแกรมของเปนเพียงการตอ และตัดจุดเชื่อมตอภายใน เพื่อให

เปนวงจร และ I/O ตามทีเ่ราตองการ  

 

5.6 ผลการทดลอง 

จากรูปที่ 5-8 กราฟที่หนึ่งแสดงการแกวงของสวนแขนเพนดูลัมสังเกตวามีการเคล่ือนที่

กลับไปมาแตไมมีรูปแบบที่ชัดเจนเนื่องจากตัวควบคุมที่ออกแบบสําหรับแกวงเพนดูลัมข้ึนไมได

ออกแบบเพื่อควบคุมสวนแขนเพนดูลัมและกฎควบคุมใชเพียงแตคาพลังงานของแทงเพนดูลัม

เทานั้นการเคล่ือนที่ของสวนแขนจึงไมมีรูปแบบ ในตอนเร่ิมตนสวนแขนจะเร่ิมแกวงที่ทิศทางหนึ่ง

กอนเพื่อใหเพนดูลัมเร่ิมแกวงจากนั้นจะกลับทิศทางตามกฎควบคุมที่ออกแบบไวซึ่งสัมพันธกับเพน

ดูลัมในรูปที่ 5-8 กราฟที่สองซึ่งแสดงสวนแทงเพนดูลัม จะพบวาการแกวงแทงเพนดูลัมจะขยาย

ขนาดเร่ือยๆไดอยางชัดเจนและอยูในตําแหนงต้ังข้ึนในที่สุดหลังที่เวลาประมาณ 4 วินาที จากนั้น

จะเปล่ียนตัวควบคุมจาก swing up มาเปนตัวควบคุม LQR เพื่อรักษาสมดุลซึ่งจะทําหนาที่แทน

และสามารถเล้ียงแทงเพนดูลัมไดอยางดี แตจะพบวาในสวนแขนนั้นจะยังเหลือสวนที่เปนความ

ผิดพลาดอยูบางพิจารณารูปที่ 5-8กราฟแรก ชวงวินาทีที่ 6 ถึง 18 ซึ่งจะเห็นวามีการแกวงอยุบาง

เล็กนอย ในการรักษษสมดุลเพนดูลัมไดลองมีการจายสัญญาณข้ันเพื่อทดสอบควบคุมตําแหนง

แขนเพนดูลัมซึ่งสามารถทําได แตจะมีการพุงเกิน ( Overshoot) อยูบาง และลองใหตามรอย

สัญญาณคล่ืนไซนสามารถทําไดแตขนาดจะเปล่ียนไปและมีเวลาหนวงอันเนื่องมาจากพลวัตของ

ระบบเพนดูลัมเอง ในสวนกราฟที่สามแสดงสัญญาณควบคุม สังเกตวาในชวงแกวงเพนดูลัมข้ึน

สัญญาณควบคุมมีการเปล่ียนทิศทางไดดีและมีขนาดลดลงตามกฎควบคุมที่ไดออกแบบไว 

นอกจากนี้ขณะที่รักษาสมดุลเพนดูลัมสัญญาณควบคุมคอนขางเรียบแสดงวาการรักษาเสถียร

สภาพมีสมรรถนะที่ดี 
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รูปที่ 5-8 ผลการควบคุมเพนดูลัม 



 

 

 
รูปที่ 5-9 พลังงานของแทงเพนดูลัม 

 

รูปที่ 5-9 แสดงพลังงานของแทงเพนดูลัมสังเกตกราฟที่หนึ่งและสอง จะเห็นวาระดับ

พลังงานศักด์ิของแทงเพนดูลัมเพิ่มข้ึนเร่ือยๆจนในที่สุดมาอยูที่ระดับที่ตองการ สวนพลังงานจลน

จะเห็นวาไมราบเรียบนักเนื่องจากวากฎควบคุมพิจารณาแตพลังงานของแทงเพนดูลัมเมื่อมีการ

กลับทิศสัญญาณควบคุมพลังงานที่ยังมีอยูในสวนแขนเพนดูลัมสงผลมาสูแทงเพนดูลัมทําให

ความเร็วเพิ่มมากข้ึน และพิจารณาพลังงานรวมทั้งหมดถึงแมวาระดับพลังงานจะเพิ่มมากข้ึน

แลวแตตําแหนงของแทงเพนดูลัมยังไมผานจุดที่เปล่ียนตัวควบคุม 
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รูปที่ 5-10 ตําแหนงแขนเพนดูลัมและแทงเพนดูลัม 

 

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3
-15

-10

-5

0

5

10

15

Pendulum angle(rad)

Pe
nd

ul
um

 v
el

oc
ity

(r
ad

/s
)

 
รูปที่ 5-11 ตําแหนงและความเร็วแทงเพนดูลัม 
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ในรูปที่ 5-10 แสดงความสัมพันธของตําแหนงแขนเพนดูลัมและแทงเพนดูลัมโดยตําแหนง

จะเร่ิมที่จุด ( 0,0) และวิ่งไปสูจุด ( 0,π ) จะเห็นวาเสนทางจากจุดเร่ิมตนไปสูจุดสุดทายมีการ

เคล่ือนที่ที่ราบเรียบสม่ําเสมอ สวนในรูปที่ 5-11 แสดงตําแหนงและความเร็วของแทงเพนดูลัมจาก

จุดเร่ิมตนไปสูจุดที่เพนดูลัมต้ังข้ึนซึ่งเสนทางการเคล่ือนที่ของกราฟแสดงใหเห็นความราบเรียบและ

สม่ําเสมอเชนกัน ซึ่งทั้งสองกราฟนี้แสดงใหเห็นวาการตัวควบคุมสําหรับแกวงข้ึนนั้นมี

ประสิทธิภาพที่ดี 

 

 
รูปที่ 5-12 เวลาในการคํานวณ (ก) ใชไมโครโปรเซสเซอรอยางเดียว  

(ข) ไมโครโปรเซสเซอรและ FPGA 

 

จากการใช FPGA รวมทํางานกับไมโครโปรเซสเซอรดวยการนําตัวควบคุม  LQR และการ

สับเปล่ียนตัวควบคุมซึ่งจากเดิมทํางานบนไมโครโปรเซสเซอรทั้งหมดใชเวลาในการคํานวณอยู

ในชวง 1 มิลลิวินาที รูปที่ 5-12 (ก) ซึ่งสามารถลดเวลาการคํานวณลงไดนอยกวา  1 มิลลิวินาที รูป

ที่ 5-12(ข) การที่ลดเวลาในการคํานวณลงไดสามารถเพิ่มประสิธิภาพตัวควบคุมคือ เมื่อการ

คํานวณเกิน 1 มิลลิวินาที ไมโครโปรเซสเซอรจะใชเวลาเพิ่มเปน 2 มิลลิวินาทีในหนึ่งรอบการ

คํานวณ ซึ่งจะทําใหเวลาของรอบการคํานวณไมสม่ําเสมอสงผลใหการหาความเร็วของแขนและ

แทงเพนดูลัมมีคาดอยลง ประสิทธิภาพโดยรวมของตัวควบคุมลดลงและสงผลใหการควบคุมแกวง

เพนดูลัมข้ึนไมสามารถทําได 
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ตารางที ่5-1 สวนโปรแกรมในแตละอุปกรณ 

Host computer PowerPC FPGA 

Labview สําหรับแสดงผลและ

ส่ังการเคร่ือง cRIO 

คํานวณสวนทศนิยม  

ฟงชั่นตรีโกณ  

ตัวควบคุมแกวงเพนดูลัมข้ึน 

ตําแหนงเอนโคดเดอร  

ทิศทางการเคล่ือนที่  

ส่ังจายสัญญาณควบคุม 

คํานวณสวน integer  

ตัวควบคุม LQR  

การสับเปล่ียนตัวควบคุม 

 

5.7 สรุปผลการทดลอง 

ในการควบคุมเพนดูลัมผกผันแบบหมุนโดยใชตัวควบคุมสองตัวคือสวนแกวงเพนดูลัมข้ึน

โดยใชหลักการพลังงานของแทงเพนดูลัมมารองรับพลวัตสวนที่ไมเชิงเสนของระบบ และสวน

ปอนกลับสเตตLQR สําหรับรักษาสมดุลของแทงเพนดูลัมพบวาตัวควบคุมทั้งสองสามารรับมือกับ

ระบบเพนดูลัมผกผันไดอยางดี ในสวนของตัวควบคุมการแกวงเพนดูลัมข้ึนสามารถแกวงเพนดูลัม

ข้ึนอยางราบร่ืนและกระทําไดอยางรวดเร็ว สําหรับตัวควบคุมรักษาสมดุลสามารถรักษาสมดุลเพน

ดูลัมไดทันทีที่แกวงข้ึนถึงตําแหนงต้ังตรง นอกจากนี้ตัวควบคุมรักษาเสถียรภาพสามารถควบคุม

ตําแหนงในสวนแขนเพนดูลัมไดทั้งจาการการจายสัญญาณข้ัน และสัญญาณคล่ืนไซนโดยที่ยัง

รักษาสมดุลเพนดูลัมใหต้ังข้ึนไดตลอด สวนการสับเปล่ียนตัวควบคุมทั้งสองตัวสามารถทําไดอยาง

ราบร่ืนเชนกัน 

จากการนํา FPGA มาชวยในการคํานวณสามารถชวยลดเวลาในรอบการคํานวณได

มากกวาการใชไมโครโปรเซสเซอรเพียงอยางเดียวสงผลใหประสิทธิภาพโดยรวมมีเสถียรภาพมาก

ข้ึน 

 



 

 

บทที่ 6 

สรุปผลและขอเสนอแนะ 

6.1 บทสรุป 

วิทยานิพนธฉบับนี้ไดศึกษาการควบคุมระบบไมเชิงเสนโดยใชเพนดูลัมผกผันเปนระบบ

ทดสอบ ข้ันตอนในการออกแบบตัวควบคุมมีความจําเปนตองรูแบบจําลองทางคณิตศาสตรของ

ระบบ แตในการสรางตัวควบคุมจะไมไดสรางบนแบบจําลองไมเชิงเสนโดยตรงทั้งนี้เนื่องจาก

แบบจําลองทางคณิตศาสตรมีความซับซอนและมีความไมเชิงเสนสูง  เมื่อวิเคราะหการทํางานของ

เพนดูลัมผกผันแบบหมุนนั้นจะตองทําการแกวงเพนดูลัมจากจุดตํ่าสุดใหแทงเพนดูลัมไปอยูใน

ตําแหนงต้ังข้ึนเสียกอน จากนั้นคือรักษาตําแหนงของเพนดูลัมใหอยูในลักษณะต้ังข้ึนตอไป เมื่อ

พิจารณาจากการทํางานจะเห็นวาการควบคุมเพนดูลัมผกผันมีความจําเปนตองแบงการทํางาน

ออกเปนสองสวนจึงมีแนวคิดที่วาใชตัวควบคุมสองชนิดคือ สําหรับการแกวงเพนดูลัมข้ึนโดยใชการ

ควบคุมผานพลังงานของระบบซึ่งจะทําการควบคุมเพนดุลัมผานสมการพลังงานเนื่องจากระบบ

เพนดูลัมผกผันเปนระบบที่มีองศาอิสระเทากันสองแตมีตัวขับเพียงหนึ่งตัวการควบคุมตําแหนง

เพนดูลัมโดยตรงจึงไมสามารถกระทําได สวนการรักษาสมดุลแทงเพนดูลัมจะใชตัวควบคุม LQR 

ซึ่งออกแบบจากแบบจําลองเชิงเสนซึ่งสามารถแปลงระบบไมเชิงเสนใหอยูในรูปเชิงเสนไดที่รอบๆ

สมดุล 

ในข้ันตนไดทําการออกแบบระบบเพนดูลัมผกผันแบบหมุนโดยชุดทดลองที่ออกแบบนั้น

จะตองเปนไปตามสมมติฐานที่ใชในการคํานวณหาแบบจําลองนั้นคือมีความแข็งเกร็งและ

ตอบสนองไดรวดเร็ว ดังนั้นชุดทดลองที่ออกแบบจะไมมีชุดสงกําลังเพื่อกําจัดเวลาหนวงของระบบ

และออกแบบใหมีความแข็งแรงของวัสดุสูงเพื่อใหสอดคลองกับสมมติฐานที่ต้ังไว 

จากแบบจําลองทางคณิตศาสตรที่ไดจากการคํานวณเห็นไดอยางชัดเจนวาระบบมีพจนที่

แสดงความไมเชิงเสนอยูหลายพจนนั่นแสดงใหเห็นอยางชัดเจนวาระบบมีความไมเชิงเสนดังที่

คาดการณไว นอกจากนี้เมื่อทําการแปลงแบบจําลองใหอยูในรูปเชิงเสนที่รอบจุดสมดุล ณ 

ตําแหนงต้ังข้ึน พบวาคาโพลและซีโรของระบบมีคาอยูทางขวามือของแกนจินตภาพบนระนาบ S 

จุดนี้ทําใหทราบวาระบบมีความไรเสถียรถาพและเปนระบบมุมเฟสไมนอยที่สุด 
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การออกแบบตัวควบคุมของระบบเพนดูลัมผกผันแบบหมุนนี้ไดออกแบบใหมีการทํางาน

บนตัวประมวลผลรวมคือ FPGA และไมโครโปรเซสเซอรซึ่งตัวประมวลผลแตละแบบมีขอดี

แตกตางกันออกไปจึงนํามาทํางานรวมกันเพื่อใหตัวควบคุมที่ออกแบบมีประสิทธิภาพสูงสุด 

จากผลการทดลองพบวาการใชตัวคุมทั้งสองชนิดสามารถทําหนาที่ไดอยางมี

ประสิทธิภาพ การแกวงเพนดูลัมข้ึนโดยใชการควบคุมผานพลังงานของระบบ ใชเวลาในการแกวง

ข้ึนประมาณ 4 วินาที ในสวนตัวควบคุม  LQR นอกจากรักษาสมดุลที่จุดสมดุลไดอยางดีแลว ยัง

สามารถทําหนาที่ตามรอยสัญญาณในสวนแขนเพนดูลัมโดยที่ยังสามารถรักษาเพนดูลัมใหอยูใน

ลักษณะต้ังข้ึนไดตลอด  นอกจากนี้การทํางานสับเปล่ียนระหวางตัวควบคุมทั้งสองสามารถทําได

อยางดีและราบร่ืน  และการนํา FPGA มาชวยในการคํานวณสามารถลดเวลาการทํางานของ

โปรแกรมได 

 

6.2 ขอเสนอแนะ 

1.) การออกแบบเพนดูลัมผกผันแบบหมุนควรออกแบบใหความผิดพลาดทางกลนอย

ที่สุดเพื่อใหทราบสมรรถนะที่แทจริงของระบบควบคุมที่ใช เชนในกรณีวิทยานิพนธนี้ 

มิไดมีการใชแหวนล่ืน (Slip ring) ในการสงสัญญาณจากเอนโคดเดอรของแทงเพน

ดูลัม แตใชสายสัญญาณแทน และเนื่องจากสายสัญญาณมีความแข็งทําใหเมื่อสาย

มีการบิดตัวจะมีแรงรบกวนเขาสูระบบโดยมีลักษณะที่ไมสามารถทํานายไดทําใหผล

สมรรถนะของตัวควบคุมมีความชัดเจนนอยลง 

2.) ในการรักษาสมดุลแทงเพนดูลัมตัวควบคุมทําหนาที่เพียงรักษาแทงเพนดูลัมให

สมดุลต้ังอยูที่จุดสมดุลเทานั้น ยังไมสามารถควบคุมใหแทงเพนดูลัมอยูในมุมใดๆที่

ตองการได จึงควรมีการศึกษาและสรางตัวควบคุมสําหรับเพนดูลัมผกผันแบบหมุน

เพื่อรักษาสมดุลที่ตําแหนงใดๆตอไป  

3.) ในการควบคุมตําแหนงสวนแขนเพนดูลัมโดยใชการเปล่ียนตําแหนงควบคุมยังไม

สามารถใหผลที่ดีที่สุดคือมีเวลาหนวงจึงควรมีการออกแบบโดยใชการควบคุมแบบ

ตามรอย (Tracking control) โดยผานพลวัตผกผัน ( Inverse dynamic) เพื่อใหการ

ตามรอยสมบูรณยิ่งข้ึน 

4.) ในการหาคาอัตราขยายสําหรับตัวควบคุมแกวงเพนดูลัมข้ึนจะไดมาจากการทดลอง

ซึ่งควรมีวิธีการหาคาอัตราขยายที่เหมาะสมดวยการคํานวณได 
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ภาคผนวก 

 



 

 

ภาคผนวก ก 

ก.1 รายละเอียดแบบจําลองทางคณิตศาสตรตําแหนงแขนเพนดูลัมลงขางลาง 

 

 
รูปที่ ก-1 การตั้งแกนของเพนดูลัม (Co-ordinate system) 

 

กําหนด θ  เปนคามุมของแขนเพนดูลัมเทียบกับตําแหนงแทงเพนดูลัมลงขางลางตามรูปที่ 

ก-1 ซึ่งมีคามุมตางกัน π  เรเดียน และเราสามารถเขียนความสัมพันธระหวางมุม θ  และ β  ได

ดังนี้ 

 

ตารางที ่ก-1 ความสัมพันธระหวางβ  และ θ  

β θ π= −  

β θ=   

β θ=  

cos cos( )
cos

β θ π
θ

= −
= −

 
sin sin( )

sin
β θ π

θ
= −
= −

 
sin 2 sin 2( )

sin(2 2 )
sin 2

β θ π
θ π
θ

= −
= −
=

 

 

โดยการแทนคาลงในสมการที่ (4.21) สําหรับพิกัดทั่วไป α  
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( ) ( ) ( )
( )

22 2 2
0 1 0 1 1 1 0 1 1 1

2
1 0 1 0

sin cos sin 2

sin m

J m L m l m L l m l

m L l C

α α θ θ θ αθ θ

θ θ α τ

+ + − − − +

+ − + =

 

  





 

( )2 2 2 2
0 1 0 1 1 1 0 1 1 1

2
1 0 1 0

sin cos sin 2

sin m

J m L m l m L l m l

m L l C

α α θ θ θ αθ θ

θ θ α τ

+ + + +

− + =

 

  





 (A.1) 

 

เมื่อแทนคา mτ  จากสมการที่ (4.31)  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

22 2 2
0 1 0 1 1 1 0 1 1 1

2
1 0 1 0

sin cos sin 2

sin t b t u

a a

K K K K
R R

J m L m l m L l m l

m L l C u

α α θ θ θ αθ θ

θ θ α

+ + − − − +

+ − + + =

 

  





 

( )
( )

2 2 2 2
0 1 0 1 1 1 0 1 1 1

2
1 0 1 0

sin cos sin 2

sin t b t u

a a

K K K K
R R

J m L m l m L l m l

m L l C u

α α θ θ θ αθ θ

θ θ α

+ + + +

− + + =

 

  





 (A.2) 

 

และสําหรับการเคล่ือนที่ของแทงเพนดูลัม แทนคาลงในสมการที่ (4.28) 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1cos sin 2 sin 0
2

m L l J m l m l C m g lα θ θ α θ θ θ− − + + − + − − = 

   

( )2 2 2
1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1cos sin 2 sin 0
2

m L l J m l m l C m g lα θ θ α β θ θ+ + − + + = 

   (A.3) 

 

เมื่อเขียนในรูปเมตริกซ 
2 2 2

0 1 0 1 1 1 0 1
2

1 0 1 1 1 1

2 2
0 1 1 1 0 1 1 1

2
1 1 1

1 1

sin cos
cos

1 1sin 2 sin sin 2
2 2

1 sin 2
2
0
sin 0

m

J m L m l m L l
m L l J m l

C m l m L l m l

m l C

m gl

αθ θ
θθ

θ θ θ θ α θ α
θα θ

τ
θ

 + +  
   +   
 + − +   

+    
  −  

   
+ =   

  





 









 (A.4) 

 

แทนคา mτ  ดวยสมการ (4.31) ไดแบบจําลองสําหรับตัวควบคุม 
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2 2 2
0 1 0 1 1 1 0 1

2
1 0 1 1 1 1

2 2
0 1 1 1 0 1 1 1

2
1 1 1

1 1

sin cos
cos

1 1sin 2 sin sin 2
2 2

1 sin 2
2
0
sin 0

t u

J m L m l m L l
m L l J m l

C m l m L l m l

m l C

K K
u

m gl

αθ θ
θθ

θ θ θ θ α θ α
θα θ

θ

 + +  
   +   
 + − +   

+    
  −  

   
+ =   

  





 









 (A.5) 

 



 

 

ภาคผนวก ข 

ข.1 การหาคาพารามิเตอรของมอเตอร 

 หลักการทาํงานของมอเตอรกระแสตรงคือการผานไฟฟากระแสตรงเขาไปยงั

ขดลวดที่อยูในสนามแมเหล็กทําใหเกิดแรงเกิดข้ึนในแนวต้ังฉากเสนแรงแมเหล็กและกระแสไฟฟา  

โดยที่สนามแมเหล็กของมอเตอรเกิดจากแมเหล็กถาวรดังนั้นปริมาณสนามแมเหล็กเราสามารถ

กําหนดใหคงที่ได การควบคุมแรงบิดของมอเตอรจึงเกิดจากการควบคุมกระแสไฟฟาที่ไหลผานทุน

มอเตอร (Armature) เพียงอยางเดียว โดยเขียนแผนภาพองคประกอบของมอเตอรออกมาเปนดังนี้ 

 

 
 

รูปที่ ข-1 วงจรระบบของมอเตอร 

 

แรงดันไฟฟา (Voltage) ที่ตกครอมวงจรอารเมเจอร สามารถเขียนไดดังนี้คือ 

 a
s a a b

diV i R L E
dt

= + +  (B.1) 

เพราะ วาแรงดันไฟฟาฟายอนกลับ ( Back EMF, bE ) เปนสัดสวนกับอัตราการ

เปล่ียนแปลงของแนวเสนแรงแมเหล็กหรือความเร็วเชิงมุมของมอเตอร ตามทฤษฎีแรงเคล่ือนไฟฟา

เหนี่ยวนําเราจะได [4] 

 ωNBAEb =  

 b bE K ω=  (B.2) 

 

โดยที ่

bE  =แรงดันไฟฟาฟายอนกลับ 
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N =จาํนวนรอบขดลวด 

B =การเหนี่ยวนําแมเหล็ก 

A =พื้นที่หนาตัดของขดลวด 

bK  = คาคงที่แรงดันไฟฟายอนกลับ 

ai  = กระแสไฟฟา 

aR  = คาความตานทานที่ขดลวดอารเมเจอร 

L  = คาความเหนี่ยวนําที่ขดลวดอารเมเจอรω  = ความเร็วเชิงมุมของเพลามอเตอร  

 

เนื่องจากมอเตอรเปนแบบแมเหล็กถาวรถือวาสนามแมเหล็กคงที่ แรงบิดที่มอเตอร

สามารถสรางข้ึนจึงเปนสัดสวนกับกระแสที่ไหลผานขดลวดอารเมเจอร ซึ่งสามารถเขียนไดดังนี้ 

aNBAi=τ  

 t aK iτ =  (B.3) 

 

จากสมการที่ (B.2) และ (B.3) จะเห็นไดวาทั้ง tK  และ eK  ตางก็เทากับ NBA  ดังนั้น

สรุปไดวาคาทั้งสองเทากัน 

 

ข.1.1 การหาคาความตานทานของขดลวดทุนมอเตอร 

เมื่อพิจารณาต้ังแตมอเตอรหยุดนิ่ง ความเร็ว ( ω ) มีคาเปนศูนย ดังนั้น 0b eE K ω= =  

และ  LRa >>  และคา L  มีคานอยมากๆ จากสมการที่ (B.1) เราจะหา aR  คาในมอเตอรไดจาก  

 s a aV i R=  ( B.4) 

การทดลองหาคาความตานทานของขวดลวดเราจะกระทําโดย นํา แอมป มิเตอรวัด

คากระแสที่ไหลเขามอเตอรหนึ่งตัว และโวลตมิเตอรวัดความตางศักยตกครอมที่มอเตอรอีกหนึ่งตัว 

โดยจับมอเตอรไวไมใหหมุน จากนั้นบันทึกคาโดยปรับคาแรงดันเปนคาตางๆกัน นําคาที่บันทึกได

ไปคํานวณตามสมการ ผลที่ไดสามารถดูไดจากภาคผนวก ข 

 

ข.1.2 การหาคาคงที่แรงดันไฟฟายอนกลับ 

จากหัวขอที่ ข.1.1  เราสามารถหาคาความตานทานของขดลวดไดเมื่อพิจารณาสมการที่

(B.1)  

 a
s a a b

diV i R L E
dt

= + +  (B.5) 
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เมื่อคา LRa >>  แลว และคา L มีคานอยมากๆ คาใหเทอม 0adiL
dt

=  

 s a a bV i R E= +  (B.6) 

 s a a bV i R K α= +   (B.7) 

 

ในกรณีนี้เราสามารถวัดคา , ,s aV i α  และหาคา ,aR α  ไดจากการคํานวณ เราก็จะได

คาคงที่แรงดันไฟฟายอนกลับ 

การทดลองหาคา bK  ทําโดยการตอมอเตอรเขากันแหลงจายแรงดันคงที่ แลวนํามัลติ

มิเตอรวัดคากระแสที่ไหลเขามอเตอรหนึ่งตัว และวัดความตางศักยตกครอมที่มอเตอรอีกหนึ่งตัว 

จากนั้นตอสัญญาณเอนโคดเดอรเขาคอมพิวเตอรแลวทําการแปลงสัญญาณเปนความเร็ว เมื่อ

มอเตอรหมุนเขาสูความเร็วคงที่แลว วัดคาตางๆคือ , ,s aV i α  และ ,aR α  ที่คํานวณไดกลับลงไป

ในสมการที่ (B.7) จะไดคา bK  ทดลองซ้าํโดยใชคาแรงดันหลายๆคา 

 

ข.2 การหาอัตราขยายของเครื่องขยายสัญญาณ 

สัญญาณควบคุม ที่เปนแรงดันจาก เคร่ือง cRIO ถูกแปลงใหเปนกระแสโดย เคร่ืองขยาย

สัญญาณแปลงสัญญาณเพื่อควบคุมแรงบิดของมอเตอรโดยมีความสัมพันธ คือ 

 a ui K u=  ( B.8) 

การทดลองทําโดยการจายสัญญาณควบคุมและวัดคากระแสที่ไหลผานมอเตอร  ในการ

ทดลองนี้แบงเปนสองวิธีการคือปลอยมอเตอรหมุนอิสระ และหยุดมอเตอรอยูกับที่ จากนั้นนํา

ขอมูลไดมาแทนดวยกราฟระหวางสัญญาณควบคุมและกระแสดวยสมการเชิงเสน  คาความชัน

ของกราฟทีค่าํนวณไดคอืคาอัตราขยายของเคร่ืองขยายสญัญาณ  

 

ข.3 การหาคาความเร็วเชิงมุมและความเรงเชิงมุม 

จากเอนโคดเดอรทั้งสองดัวเราสามารถรูตําแหนงมุม  จะทําการหาคาความเร็วเชิงมุมและ

ความเรงเชิงมุมไดดวย 2 วิธีคือ 
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ข.3.1 การหาดวยวิธีเชิงเลข (Numerical Differentiation) 

ในการหาความเร็วดวยวิธีนี้จะกระทําโดยการนําคาตําแหนงสองจุดมาลบกันแลวหารดวย

คาเวลาสุมตัวอยางซึ่งโปรแกรมที่ใชในการคํานวณจะใชรูปแบบผลตางการแบงยอยสามรูปแบบ 

ดังนี้ 

คาอนุพันธการแบงยอยไปขางหนา 

 
( )1( )

( ) i i
i

s

f x f x
f x

T
+ − ′ =  (B.9) 

คาอนุพันธการแบงยอยแบบตรงกลาง 

 
( )1 1( ) 1

( )
2

i i
i

s

f x f x
f x

T
+ − − − ′ =  ( B.10) 

และคาอนุพันธการแบงยอยแบบยอนหลัง 

 
( )1( )

( ) i i
i

s

f x f x
f x

T
− − ′ =  (B.11) 

การใชงานจะใชคาอนุพันธแบบแบงยอยตรงกลางในทุกๆจุดขอมูลยกเวนจุดแรกจะใชการ

แบงยอยไปขางหนาและจุดสุดทายจะใชการแบงยอยไปขางหลัง  ซึ่งจะใชวิธีดังกลาวในกรณีไมสา

มารหาสมการแทนขอมูลได 

 

ข.3.2 การหาดวยการสรางสมการแทนขอมูลที่เหมาะสม(Curve fitting) 

ในการทดลองหาคาพารามเิตอรของระบบจะใช วิธีการจายสัญญาณควบคุมใน รูปแบบ

คล่ืนไซน ( Sine Wave) ดังนั้นผลตอบตําแหนงจะออกในลักษณะใกลเคียงกัน การประมาณ

ฟงกชั่นจึงอยูในรูปแบบ  

 ( )   *sin( * )f x a b x c= +  (B.12) 

โดยที่ ,a b  และ c  คือขนาด ความถี่และมุมเฟสเร่ิมตน ตามลําดับ โดยคาความถี่ของผล

การทดลองจะตองมีคาเทากันสัญญาณอินพุตเทานั้น 

 

ข.4 การหาคาพารามิเตอรของระบบเพนดูลัม 

จากแบบจาํลองทางคณิตศาสตรในหวัขอ 4.1.1 สมการที่ (4.32) จะเห็นวามีพารามิเตอร

หลายตัวที่จําเปนตองใชซึ่งสามารถแบงได 2 ประเภทตาม ตารางที ่4-1 สวนที่หาไมไดโดยตรงจะ

ใชวิธี ดังนี้ 
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ข.4.1 การหาดวยวิธีการคํานวณ 

สําหรับการหาคาโมเมนตความเฉ่ือยของเพนดูลัมสามารถคํานวณไดจากสมการและมี

การยายแกนหมุน [13], [3] ดังนี้ 

 2 2J r dm mR= +∫  (B.13) 

สําหรับเพนดูลัม เอนโคดเดอร และน้ําหนักถวง 

 
2 2

2( )
12

m w lJ mR+
= +  (B.14) 

น้ําหนักถวง 

 
2

2

2
mrJ mR= +  ( B.15) 

โมเมนตความเฉ่ือยรวม 

 
0

2 2 2 2 2
2 2( ) ( )

12 12 2

a e w

a a a e e e w
e e w w

J J J J

m w l m w l m rm R m R

= + +

     + +
= + + + +     
     

 (B.16) 

 

แทนคา  

0.145, 0.042, 0.25,
0.229, 0.042, 0.059, 0.117,
0.22, 0.049, 0.105

a a a

e e e e

w w

m w l
m w l R
m r R

= = =
= = = =
= = =

 

ได 

 2
0 0.0067010J kg m= −  (B.17) 

 

ในสวนแทงเพนดูลัมจะประกอบดวยตัวแทงเพนดูลัมและน้ําหนักถวง และเนื่องจากแทงเพนดูลัมมี

น้ําหนักเบามากเมื่อเทียบกับน้ําหนักถวง ดังนั้นจึงคิดโมเมนตความเฉ่ือยโดยใหจุดศูนยกลางมวล

เปนอนุภาค 

 2
1 1J m l=  (B.18) 

แทนคา 1 2 2, 0.29, 0.089, 0.235rod w rod wm m m m m l= + = = =  ได 

 2
1 0.00651655J kg m= −  ( B.19) 

 

คาโมเมนตความเฉ่ือยที่หาไดจากการคํานวณนี้เพื่อเปนแนวทางใหทราบวาคาที่ไดจาก

การทดลองมีความผิดพลาดหรือไมซึ่งคาที่ไดจะตองไดใกลเคียงกัน 
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ข.4.2 การประมาณดวยวิธีกําลังสองนอยที่สุด (Least Square Estimation) [2] 

สมมติวามีกลุมขอมูล  

1 1 2 2( , ), ( , ),..., ( , )n nx y x y x y   

โดยที ่ n  คือจาํนวนของขอมลู  

เมื่อตองการหาสมการแทนคาขอมูลดวยสมการเชิงเสน 

 ( )g x xα β= +  (B.20) 

หรือเขียนในรูปของเมตริกซไดวา 

 

1,11

1,22

1,

1
1

 

1nn

xy
xy

xy

α
β

  
       =        

   

 


หรือ y Ak=


  (B.21) 

 

( ) 1

T T

T T

y Ak

A y A Ak

A A A y k
−

=

=

=





  



  



 (B.22) 

 

ดังนั้นเราจะสามาถาหาคา k


 ได 

 

ข.4.3 การหาคาพารามิเตอรดวยการทดลองทั้งระบบ 

ในการหาพารามิเตอรดวยวิธีการนี้เราจะทดลองโดยที่ตําแหนงของแทงเพนดูลัมลง

ขางลาง ดังนั้นสมการที่ใชหาคาพารามิเตอรคือ 

 

2 2 2
0 1 0 1 1 1 0 1

2
1 0 1 1 1 1

2 2
0 1 1 1 0 1 1 1

2
1 1 1

1 1

sin cos
cos

1 1sin 2 sin sin 2
2 2

1 sin 2
2
0
sin 0

t u

J m L m l m L l
m L l J m l

C m l m L l m l

m l C

K K
u

m gl

αθ θ
θθ

θ θ θ θ α θ α
θα θ

θ

 + +  
   +   
 + − +   

+    
  −  

   
+ =   

  





 









 ( B.23) 

 

ทําการแยกพารามิเตอรที่หาคาไดและหาคาไมไดในสมการที่ ( B.23) ออกจากกันเปนสอง

ชุด 
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 [ ]
2 2 2

1 0 1 1 1 0 1 0
2 2

01 1 1 0 1

sin cos

sin 2 sin t u

m L m l m L l J
Cm l m L l K K u

α θ θ
α α

αθ θ θ θ

 − − −  
=   

− + +    



 

 



 ( B.24) 

  

12 2 21
1 0 1 1 1 1 1 1 12

1

cos sin 2 sin
J

m L l m l m l m g l
C

α θ θ α θ θ θ θ
    − − + − =       

  

   (B.25) 

 

ในทางซายมือของสมการที่ ( B.24) และ (B.25) คือพารามิเตอรที่หาคาไดโดยในสวนคา

ความเร็วและความเรงเชิงมุมไดมาจากการทดลองหาผลตอบสนองของระบบแลวคํานวณจากคา

ตําแหนงของชดุทดลอง และเมือ่แทนคา , , , , ,θ θ θ α α α 

   ที่ไดจากทุกๆชวงเวลาการสุมขอมูล 

(Sampling Time) กลับลงไปในสมการที่ (B.24) และ (B.25) จะไดชุดสมการตามจํานวนเวลาการ

สุมขอมูล สมมติจํานวน N สมการ และจัดสมการลงในเมตริกซ 

กําหนดให i  เปนดัชนีของขอมูลตัวอยางมีคา 1 ถึง N 

 
1 1 1

2 2 2 0

0

0i

n n n

y Ak
y
y J

y A k
C

y

α α
α α

α α

=

   
        = = =       
   
   

 

 

  

 

 (B.26) 

 
2 2 2

1 0 ( ) 1 1 ( ) 1 0 1 ( )

2 2
1 1 ( ) ( ) ( ) 1 0 1 ( ) ( ) ( )

0 sin cos

sin 2 sin
i i i i

i i i i i t u i

y m L m l m L l

m l m L l K K u

α θ θ

α θ θ θ θ

= − − −

− + +



 



 (B.27) 

 

ดวยวิธีการในหัวขอ ข.4.2  สามารถไดคาพารามิเตอร 0 0,J C  ในทางกลับกันเมื่อ

กําหนดให 

 2 2 21
1 0 1 ( ) ( ) 1 1 ( ) 1 1 ( ) ( ) 1 1 ( )21 cos sin 2 sini i i i i i iy m L l m l m l m g lα θ θ α θ θ= − − + −

   (B.28) 

 

และเมตริกซ A  คือเมตริกซของความเร็วเชิงมุมและความเรงเชิงมุมของแทงเพนดูลัมแลว

จะไดคาพารามเิตอร 1 1,J C  

 

ข.4.4 การหาคาพารามิเตอรของแขนเพนดูลัม 

การหาพารามิเตอรเฉพาะสวนแขนเพนดูลัมนี้จะใชการคํานวณจากสมการแรงบิดของ

ระบบ 
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 0 0 mJ Cα α τ+ =   (B.29) 

ดวยวิธีการนี้จําเปนตองทําการถอดแทงเพนดูลัมออกกอน เมื่อเหลือแตสวนแขนเพนดูลัม

แลวจะทดสอบดวยการจายสัญญาณข้ัน (Step Signal) และบันทึกขอมูลตําแหนงของมอเตอรเพื่อ

นํามาหาคาความเร็วเชิงมุมและความเรงเชิงมุมที่ทุกๆจุดขอมูล และทราบคาแรงบิด τ  จาการหา

คาจากนั้นใชวิธีกําลังสองเชิงเสนเพื่อหาคา 0J  และ 0C  

 

ข.4.5 การหาคาพารามิเตอรของแทงเพนดูลัม 

วิธีการทดลองคือใหเฉพาะสวนแทงเพนดูลัมเทานั้นที่เคล่ือนที่ ไมมีการจายคาสัญญาณ

ควบคุม แทงเพนดูลัมจะแกวงอยางอิสระในลักษณะที่ลงขางลางดังนั้นคา , ,α α α   และ u  มีคา

เทากับศูนย ดังนั้นสามารถลดรูปไดเหลือ 

 

 ( )2
1 1 1 1 1 1 sin 0J m l C m glθ θ θ+ + + =   (B.30) 

 

เชนเดียวกับการหาพารามิเตอรทั้งระบบ ดวยวิธีกําลังสองนอยที่สุดจะไดคา  1 1,J C  
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รูปที่ ข-2 การแกวงอยางอิสระของแทงเพนดูลัม 

นอกจากนี้การหาคาเมื่อพิจารณารูปที่ ข-2 นั่นคือการแกวงแบบมีความหนวง ซึ่งอธิบาย

ไดจากสมการ [3] 

 ( ) sin( )ty t Ae tξ ω φ− ′= +  (B.31) 
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โดยที่ 2 2ω ω ς′ = − , ς  คือคาคงที่ความหนวงซึ่งมีคาเทากับ 
2
C
J

ς =  

จะเห็นวาจากสมการการแกวงแบบมีความหนวง คาขนาดของมมุแกวงจะมีการลดลงแบบ

ยกกําลัง ( Exponential) ดังนั้นถาสามารถหาสมการแบบยกกําลังมาประมาณคา ขนาดของมุม

แกวงสูงสุดทุกๆจุดไดก็สามารถหาคาสัมประสิทธิ์ความเสียดทานได 

 



 

 

ภาคผนวก ค 

ค.1 ผลการหาคาพารามิเตอร 

ค.1.1 คาความตานทานของขดลวดมอเตอร ( aR ) 

ตารางที ่ค-1 คาความตานทานเฉล่ียตามคร้ังการทดลอง 

การทดลองคร้ังที ่ คาความตานทาน (โอหม) 

1 7.537327 

2 7.526661 

3 7.204792 

4 7.042604 

 

ตารางที ่ค-1 จะเห็นวาผลการทดลองในการทดลองคร้ังที่ 1 คาความตานทานเฉล่ียจะมี

คาสูงที่สุด เนื่องจากมอเตอรที่ใชในการทดลองเปนมอเตอรเกาและไมไดมีการใชงานมานานความ

ตานทานที่เพิ่มข้ึนอาจมีสาเหตุมาจากชั้นออกไซดเกิดข้ึนที่ผิวของคอมมิวเตเตอร ( Commutator) 

ของมอเตอร ซึ่งเมื่อใหมอเตอรหมุนทํางานระยะหนึ่งชั้นออกไซดที่เกิดข้ึนจะหายไป  ในการทดลอง

คร้ังที่ 2, 3 และ4 จะเห็นไดวาความตานทานมีคาลดลง 

 

ค.1.2 คาคงที่แรงดันไฟฟายอนกลับ bK  

 

ตารางที ่ค-2 แสดงการหาคาคงที่แรงดันไฟฟายอนกลับ bK  

แรงดัน 

(โวลต) 

กระแส 

(แอมแปร) 

ความตานทานขดลวดที่ใช 

(โอหม) 

ความเร็ว 

(rad/s) bK  

16 0.161 7.042604 97.4063 0.15262 

19.99 0.175 7.042604 125.457 0.149514 

21.05 0.178 7.042604 133.024 0.148818 

   คาเฉล่ีย 0.150317 
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ค.1.3 คาเกนของเครื่องขยายสัญญาณ (Amplifier Gain) 

นําผลการทดลองมาวาดกราฟ ดวยโปรแกรม MATLAB ไดผลดังรูปที่ ค-1 
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รูปที่ ค-1 ความสัมพันธระหวางสัญญาณควบคุมและกระแสโดยใหมอเตอรหมุน 

 

จากวิธีที่ 1 โดยการปลอยใหมอเตอรหมุน เมื่อทําการถดถอยแบบเชิงเสนไดสมการดังนี้ 

 ( ) 2.17193 0.03739y x x= +  (C.1) 

จากสมการที่ (4.39) เมื่อเทียบสัมประสิทธิ์จะไดคา uK  เทากับ 2.17193 
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รูปที่ ค-2 ความสัมพันธระหวางสัญญาณควบคุมและกระแสโดยหยุดมอเตอร 

 

และจากวิธีที่ 2 โดยการหยุดมอเตอร เมื่อทําการถดถอยแบบเชิงเสนไดสมการดังนี้ 

 ( ) 2.20344 0.04216y x x= +  (C.2) 

เมื่อเทียบสัมประสิทธิ์กับสมการที่ (4.39) จะไดคา uK  เทากับ 2.200344 

 

ตารางที ่ค-3 ผลการทดลองหาอัตราขยายเคร่ืองขยายสัญญาณ 

การทดลองแบบที่ คาความชนัของกราฟ คาความคลาดเคล่ือน 

1 2.17193 0.03739 

2 2.20344 0.04216 

คาเฉล่ีย 2.18766 0.03978 

 

จากผลการทดลองคร้ังขางตนจะพบวาเมื่อจายสัญญาณควบคุมที่ 0 โวลต เครื่องขยาย

สัญญาณจะมีการจายกระแสออกมา 0.03739 แอมป และ0.04216 แอมป ซึ่งคาที่ไดจาการวัดจริง

คือ 0.038 แอมป นั่นแสดงวาเคร่ืองขยายสัญญาณมีคาคลาดเคล่ือน ( Offset) จริงตองมีการ

ชดเชยเพื่อใหเทากับศูนย และเพื่อใหการควบคุมสามารถทําไดละเอียดยิ่งข้ึนจึงทําการปรับลด

อัตราขยายของเคร่ืองขยายสัญญาณลง 
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รูปที่ ค-3 ความสัมพันธสัญญาณควบคุมและกระแสโดยมอเตอรหมุนหลังลดอัตราขยาย 

 

เมื่อทําการถดถอยแบบเชิงเสนไดสมการดังนี้ 

 ( ) 1.00748 0.0005806y x x= +  (C.3) 

และเทียบสัมประสิทธิ์กับสมการที่ (4.39) จะไดคา uK  เทากับ 1.00748 
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รูปที่ ค-4 ความสัมพันธสัญญาณควบคุมและกระแสโดยหยุดมอเตอรหลังลดอัตราขยาย 

เมื่อทําการถดถอยแบบเชิงเสนไดสมการดังนี้ 

 

 ( ) 1.00782 0.002485y x x= +  (C.4) 
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และเทียบสัมประสิทธิ์กับสมการที่ (4.39) จะไดคา uK  เทากับ 1.00782 

 

ตารางที ่ค-4 ผลการทดลองหาอัตราขยายเคร่ืองขยายสัญญาณหลังปรับอัตราขยาย 

การทดลองแบบที่ คาความชนัของกราฟ คาความคลาดเคล่ือน 

1 1.00748 0.0005806 

2 1.00782 0.002485 

คาเฉล่ีย 1.00765 0.000153 

 

ค.1.4 การหาคาพารามิเตอรของแขนเพนดูลัม 

การหาคาพารามิเตอรของสวนแขนเพนดูลัมจะใชการจายสัญญาณพัลสใหแกระบบ ซึ่งใน

การทดลองหาคาพารามิเตอรสวนแขนของเพนดูลัมนี้จะใชสัญญาณทดสอบ ±1 โวลต 0.5 วินาที, 

±1 โวลต 1 วินาที, -1 โวลต 2 วินาที และ ±2 โวลต 2 วินาที แลวบันทึกคาตําแหนงเทียบกับเวลา

เพื่อนํามาหาความเร็วและความเรงเชิงมุม ไดผลการทดลอง 

จากผลการทดลองดวยวิธีดังกลาวไดคาเฉล่ีย 0 00.005674, 0.0013647J C= =  

 

ค.1.5 การหาคาพารามิเตอรของแทงเพนดูลัม 

ในการทดลองปลอยใหแทงเพนดูลัมแกวงอยางอิสระและไดคาตําแหนงเทียบกับเวลา 

จากนั้นนําคาตําแหนงดังกลาวมาหาความเร็วเชิงมุม และความเรงเชิงมุมดวยวิธีการเชิงเลข 
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รูปที่ ค-5 การแกวงอยางอิสระของแทงเพนดูลมั 
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ตารางที ่ค-5 ผลการหาพารามิเตอรของแทงเพนดูลัม 

คร้ังที่ 
1J  1C  

1 0.00693922 -0.00007434 

2 0.00694833 -0.00007846 

คาเฉล่ีย 0.006943755 -0.0000764 

 

จากขอมูลตําแหนงของการปลอยแทงเพนดูลัมใหแกวงอยางอิสระ เลือกใชชวงขอมูลใน

วินาทีที่ 2 ถึง 29 มาวิเคราะห 
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รูปที่ ค-6 ตําแหนงของเพนดูลัมและเสนโคงยกกําลังแทนคาแอมปลิจูดสูงสุด 

 

โดยใชโปรแกรม MATLAB ทําการหาจุดที่แอมปลิจูดสูงสุดในแตละชวงแลวแทนดวยเสน

โคงยกกําลัง ไดดังนี้ 

 ( ) Bty t A−=  ( C.5) 

 

โดยที่ 0.5311 , 0.0117A B= =  และ 
2
CB
J

ς= = ; 0.006943755J =   

ได 1 0.00162483867C =  

 

ค.1.6 ผลการหาคาพารามิเตอรของเพนดูลัมผกผันทั้งระบบ 

ในที่นี้จะยกตัวอยางการทดลองเพื่อเปนแนวทางในการทําความเขาใจ สัญญาณที่ใช

ทดสอบคือ คล่ืนไซนที่ความถี่ 1 เฮิรทซ แอมปลิจูด (Amplitude) 1 โวลต มุมเฟส π  เรเดียน 



  90 

 

0 10 20 30 40 50
-1

0

1
Si

nn
al

 (V
)

0 10 20 30 40 50

0

1

2

Ar
m

 P
os

iti
on

 (r
ad

)

0 10 20 30 40 50
-2

0

2

Time (s)

Pe
nd

ul
um

 
Po

sit
io

n 
(ra

d)

 
รูปที่ ค-7 ผลตอบสนองของระบบตอสัญญาณ 

 

พิจารณารูปที่ ค-7 ในสวนแทงเพนดูลัมจะเห็นวาชวงเร่ิมตนถึงเวลา 30 วินาทีตําแหนง

ของแทงเพนดูลัมยังมีแอมปลิจูดของการแกวงไมสม่ําเสมอ และเนื่องจากขอมูลที่ใชงานคือ 

อนุพันธอันดับหนึ่ง (ความเร็วเชิงมุม) และอนุพันธอันดับสอง (ความเรงเชิงมุม) ดังนั้นเพื่อความ

สะดวกในการหาสมการแทนขอมูลจึงใชขอมูลจากชวงที่ 30 ถึง 50 วินาที นอกจากนีส้วนของแขน

เพนดูลัมถึงแมนจะเขาสูสถานะคงตัวไดเร็วแตชวงขอมูลมิไดแกวงอยูระหวางแกนตําแหนงทากับ

ศูนยจึงไดมีการปรับขอมูลใหสมมาตรกับแกนตําแหนงเทากับศูนย ซึ่งไมมีผลตอขอมูลที่ตองการ 

แสดงตําแหนงของแขนเพนดูลัมและกราฟแทนผลตอบสนองดวยฟงกชั่นไซน 

 ( )   1*sin( 1* 1)f x a b x c= +  ( C.6) 

 

และ a1 =0.6222, b1 =6.283, c1 =-3.002  

 ( ) 0.6222sin(0.283 3.002)f x = −  (C.7) 
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ทําการหาคาของอนุพันธอันดับที่หนึ่งและสองที่คาชวงเวลาต้ังแต 30 ถึง 50 วินาที และ

แทนคาทั้งหมดที่ไดลงในสมการ และดวยวิธีการกําลังสองนอยที่สุดจะไดคาคาโมเมนตความเฉ่ือย

และสัมประสิทธิ์ความเสียดทานของระบบที่ใชในการทดลอง ซึ่งแสดงไวในภาคผนวก 

 

ตารางที ่ค-6 ผลการหาพารามิเตอรทั้งระบบ 

0J  0C  1J  1C  

0.0068487 0.0020882 0.0000763 0.0003340 

 

ตารางที ่ค-7 พารามิเตอรที่ไดจากการหาดวยวิธีตางๆ 

 
0J  0C  1J  1C  

คํานวณ 0.006701 - 0.00651655 0.0016248 

สวนแขนเพนดูลัม 0.005674 0.0013647 - - 

สวนแทงเพนดูลัม - - 0.006943755 -0.0000764 

ทั้งระบบ 0.0068487 0.0020882 0.0000763 0.0003340 

 

จากผลการหาคาพารามิเตอรของระบบเพนดูลัมที่ใชในการทดลองจะเห็นไดวาในแตละ

วิธีการจะมีคาที่ไดแตกตางกัน  ในทางหลักการแลวการทดสอบทั้งระบบเปนคาที่เหมาะสมในการ

นําไปใชออกแบบตัวควบคุม แตจากแบบจําลองคณิตศาสตรในสมการที่ (4.32) จะเห็นไดวามีพจน

ที่ไมคงที่คือตําแหนง ความเร็ว และความเรง ประกอบอยูกับพารามิเตอรที่ตองการหาถาคาพจน

ตําแหนง ความเร็ว และความเรง มีคาตางกันมากเชนความเร็วมีคามากกวาความเรงมากๆ 

พารามิเตอรที่อยูในพจนเดียวกับความเรงเมื่อคํานวณออกมาไดจะมีความคลาดเคล่ือนสูง และ

อุปกรณฉบับในวิทยานิพนธนี้มีขอจํากับในการทดสอบนั่นคือไมสามารถหมุนไดรอบโดยอิสระ 

รูปแบบสัญญาณที่ใชทดสอบจึงมีขอจํากัด การที่ทําใหระบบมีคาความเร็วและความเรงตางๆกัน

เพื่อใหผลทดสอบนาเชื่อถือจึงมีขอจํากัดตามไปดวย 
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