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 Given the same number of degrees of freedom ( DOF ) for a problem , an analysis 
employing the finite element method gives the best solution when errors are uniformly distributed 
over the whole domain. To obtain better solutions with minimum effort of data preparation and less 
computation time , an automatic adaptive remeshing technique is being developed. To date , a mesh 
improvement  procedure , angle – based smoothing technique has already been incorporated into a 
finite element analysis program. Numerical analysis with benchmark  plane stress problems utilizing 
such approach showed satisfactory results.  However, due to the use of the constant strain triangular 
element ( CST ) , the computation time required is still ineffective.  In this research, a better element 
type , the linear strain triangular element ( LST ) is used. It has been found that , from the selected 
examples having the same constraints , the LST approach can reduce the total DOFs by 
approximately 3-30 times. The calculation time , as a consequence, can be reduced by about 3-300 
times. Thus , it has been shown that the proposed method can quickly and effectively solve a plane 
problem with a minimum effort of data preparation and computation time. 
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บทที่ 1 
 

บทนํา 
 

1.1 ความนํา 
 
การวิเคราะหปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต เปนการวิเคราะหโดยสมมติวาปญหาที่ตอเนื่องกัน

มีลักษณะเปนชิ้นสวนยอย ๆ ไมตอเนื่องกัน ( discretization ) และใชสมการคณิตศาสตรจําลองพฤติกรรมของ
ชิ้นสวนเหลานั้น รวมกับการวิเคราะหพฤติกรรมของชิ้นสวนทั้งหมดรวมกัน เราสามารถหาคาประมาณของผล
เฉลยของปญหาตอเนื่องได โดยความแมนของผลเฉลยนั้นขึ้นอยูกับแบบจําลองทางคณิตศาสตร ลักษณะของ
ชิ้นสวนที่นํามาจําลองปญหา และขนาดของชิ้นสวนยอยๆ ที่ประกอบกัน ยิ่งแบบจําลองคณิตศาสตรมีความ
สอดคลองกับพฤติกรรมของชิ้นสวนมากเทาไร ความแมนในการเปนตัวแทนของชิ้นสวนก็จะดีมากขึ้นเทานั้น 
ในขณะที่การเพิ่มจํานวนชิ้นสวนซึ่งเปนการลดขนาดของชวงการประมาณ ก็จะลดความคลาดเคลื่อนที่เกิดจาก
การประมาณปญหาตอเนื่องดวยชิ้นสวน 

 
ในการเพิ่มความแมนของผลเฉลย ทําไดโดยการเพิ่มภาวะเชิงซอนของสมการคณิตศาสตร เพื่อให

สอดคลองกับพฤติกรรมมากขึ้น หรือโดยการเพิ่มจํานวนของชิ้นสวน จากทั้ง 2 วิธีนี้ การเพิ่มภาวะเชิงซอนของ
สมการคณิตศาสตรนั้นทําไดยาก ทั้งในดานการวิเคราะหหาสมการคณิตศาสตรที่เหมาะสม และการนํามาเขียน
รหัสคํานวณ ดังนั้นจึงควรใชสมการคณิตศาสตรที่สลับซับซอนเฉพาะในปญหาที่ตองการความแมนของคําตอบ
มาก ๆ เทานั้น ในโครงการทั่ว ๆ ไปนิยมใชสมการคณิตศาสตรที่ไมซับซอนมากนัก แตใชชิ้นสวนจํานวนมากแทน 

 
ในปญหาหนึ่ง ๆ จะมีคาของผลเฉลยแตกตางกันไปตามโดเมน ( domain ) ของปญหา ในบริเวณใดที่มี

อัตราการเปลี่ยนแปลงของผลเฉลยตอพื้นที่มาก ก็จะมีความคลาดเคลื่อนของผลเฉลยอยูมากเชนกัน ดังนั้นใน
การที่จะวิเคราะหปญหาใหเกิดประสิทธิภาพที่สุด จําเปนตองกระจายความคลาดเคลื่อนเหลานี้ ใหมีคาใกลเคียง
กันตลอดทั้งโดเมนของปญหาซึ่งทําไดโดยการใชชิ้นสวนขนาดเหมาะสมกับพื้นที่ของปญหา กลาวคือใชชิ้นสวน
ขนาดเล็กในพื้นที่ที่มีความคลาดเคลื่อนมากและใชชิ้นสวนขนาดใหญในบริเวณที่มีการคลาดเคลื่อนนอย การที่
จะสรางใหไดดังที่กลาวมานี้ จําเปนตองมีการเตรียมขอมูลและทําการคํานวณหลายรอบ ซึ่งตองใชแรงงานและ
เวลามาก 

 
กระบวนการสรางและปรับขนาดชิ้นสวนอัตโนมัติ จึงเขามามีบทบาทในงานวิเคราะหปญหาทางไฟไนต

เอลิเมนตที่รูปรางของปญหามีความซับซอนและมีขนาดใหญ  ซึ่งจะประมาณคาคลาดเคลื่อนของผลเฉลย  และ
ทําการเพิ่มช้ินสวนในบริเวณที่มีความคลาดเคลื่อนมากใหโดยอัตโนมัติ  ทําใหลดปริมาณการเตรียมขอมูลลงได
มาก  อยางไรก็ตาม  กระบวนการสรางชิ้นสวนอัตโนมัติเหลานั้นอาจทําใหผลเฉลยของปญหาที่ตองการวิเคราะห
เกิดความคลาดเคลื่อนจากที่ควรจะเปนเมื่อพิจารณาจากระดับขั้นความเสรี ( degree  of  freedom ) ที่เทากัน  
ซึ่งจะมีผลตอการคํานวณในรอบถัดไปหลังจากผานเขาสูกระบวนการปรับขนาดชิ้นสวน  ทําใหผลเฉลยที่ไดลูเขา
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สูคาแมนตรงไดชามาก  สาเหตุสําคัญของปญหานี้คือ  ชิ้นสวนที่ไดจากกระบวนการสรางชิ้นสวนอัตโนมัติมี
รูปรางบิดเบี้ยว  หรือไมมีความตอเนื่องระหวางชิ้นสวนที่ติดกัน  ทําใหระบบสมการของปญหาอยูในภาวะไมปกติ 
( ill-conditioned ) 

 
ลักษณะบิดเบี้ยวของชิ้นสวนที่เกิดขึ้นในระหวางการสรางชิ้นสวนของกระบวนการปรับขนาดชิ้นสวน

โดยอัตโนมัตินั้น  อาจมีสาเหตุมาจากปจจัยดังตอไปนี้ 
 
1) ลักษณะของรูปรางหรือสัณฐานของโดเมน  เชน  บริเวณที่มีมุมแหลม  พื้นที่ที่มีขนาดเล็ก  รูเจาะ

ขนาดเล็ก  และบริเวณที่มีสวนโคงมาก 
2)  ขนาดของชิ้นสวน  เพราะโดยปกติแลวโครงขายโดเมนของปญหาที่มีลักษณะหยาบมาก ๆ  แตละ

ชิ้นสวนจะมีขนาดใหญ  มีผลใหลักษณะรูปรางของชิ้นสวนเกิดการบิดเบี้ยวได 
3)  ความผิดพลาดที่เกิดจากการออกแบบขั้นตอนวิธี  ( algorithm )  ในกระบวนการสรางและปรับ

ขนาดชิ้นสวน 
 
จากสาเหตุดังกลาวขางตนพบวา  สัณฐานของโดเมน  เปนสาเหตุที่ไมอาจหลีกเลี่ยงไดเพราะขึ้นอยูกับ

ลักษณะของปญหาที่ตองการวิเคราะห  เชนเดียวกับสาเหตุที่สอง  แตขนาดของชิ้นสวนที่หยาบนั้นสามารถ
ปรับแกไดเมื่อเขาสูกระบวนการปรับขนาดชิ้นสวน  ดังนั้นความผิดพลาดที่เกิดจากการออกแบบขั้นตอนวิธีจึงเปน
สาเหตุเดียวที่สามารถปองกันไมใหเกิดการบิดเบี้ยวของรูปรางได 

 
อยางไรก็ตาม  การคิดหากระบวนการสรางชิ้นสวนอัตโนมัติเพื่อใหไดโครงขายชิ้นสวนที่ประกอบกันทั้ง

ระบบแลวมีขนาดและรูปรางดีที่สุด  โดยไมตองเพิ่มกระบวนการบางอยางภายหลังการสรางชิ้นสวนเพื่อปรับปรุง
คุณภาพโดยรวมของชิ้นสวนทั้งโดเมนนั้นก็ยังเปนส่ิงที่ยากอยูดี  กระบวนการปรับปรุงคุณภาพโครงขายชิ้นสวน
จึงเขามามีบทบาทอยางมากหลังจากเสร็จส้ินกระบวนการสรางชิ้นสวน  เพราะการจัดวางตําแหนงของจุดตอที่
เหมาะสมจะทําใหไดชิ้นสวนที่มีรูปรางดี  มีความตอเนื่องทั่วทั้งโครงขาย  การประมาณคาความคลาดเคลื่อน
จากการวิเคราะหดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมีความถูกตองมากขึ้น  และมีการกระจายความคลาดเคลื่อน
ออกไปเทา ๆ กันตลอดทั้งโดเมนของปญหา  ทําใหไดผลเฉลยที่ดีที่สุดเมื่อเทียบกับโครงขายที่มีระดับขั้นความ
เสรีเทากัน 

 
1.2  งานวิจัยทีเ่กี่ยวของ 

 
การปรับขนาดชิ้นสวนในการวิเคราะหดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตนั้น  มีขั้นตอนที่สําคัญคือการหา

ความคลาดเคลื่อนของผลเฉลย  เพื่อลดขนาดของชิ้นสวนในบริเวณที่มีความคลาดเคลื่อนมาก  วิธีดั้งเดิมซึ่ง
ส้ินเปลือง   จะทําโดยการเปรียบเทียบผลเฉลยจากการวิเคราะหซ้ําเมื่อมีการลดขนาดชิ้นสวนตลอดทั้งโดเมนของ
ปญหา  แลวจึงปรับขนาดของชิ้นสวนตามคาความคลาดเคลื่อนที่คํานวณไดจากการเปรียบเทียบผลเฉลย
ดังกลาว 
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ในชวงป  1975 - 1986 Babuska [1,2]  และคณะ  ไดคิดคนและพัฒนาการประมาณคาคลาดเคลื่อน

โดยวิธีเศษตกคางของแรง  ซึ่งเปนการประมาณคาคลาดเคลื่อนจากการอินทิเกรตคากําลังสองของเศษตกคาง
ของหนวยแรงในสมการอนุพันธ  และกําลังสองของผลตางของหนวยแรงระหวางชิ้นสวน  วิธีของ  Babuska  นี้
ตองใชคณิตศาสตรที่ยุงยากในการพิสูจนและคํานวณหาคาคลาดเคลื่อน  จึงไมสะดวกในการใชงาน 

 
ตอมาในป  1987  Zienkiewiz [3,4] ซึ่งเปนหนึ่งในคณะผูรวมงานของ Babuska  ไดรวมงานกับ  Zue  

พัฒนาวิธีการประมาณคาหนวยแรงที่ดีขึ้นจากหนวยแรงที่ไดจากไฟไนตเอลิเมนต  และประมาณคาคลาดเคลื่อน
จากการเปรียบเทียบหนวยแรงทั้งสอง  หลักการของวิธีการนี้คือ  คาหนวยแรงที่ไดจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิ
เมนตจะมีคาไมตอเนื่องกันระหวางชิ้นสวน  ดังนั้นถามีการปรับใหหนวยแรงมีความตอเนื่องกันก็จะไดคําตอบที่ดี
ขึ้น  การปรับคาใชระเบียบวิธีกําลังสองนอยสุด ( least  square  )  วิธีการนี้ใชหลักการงาย ๆ  และมีการคํานวณ
ที่ไมยุงยากนัก  เหมาะสําหรับการเขียนรหัสคํานวณ  อยางไรก็ตามคาประมาณของหนวยแรงที่ไดจากวิธีนี้มี
ความถูกตองนอย  และมีการลูเขาสูคําตอบชาโดยเฉพาะในแบบจําลองคณิตศาสตรที่มีระดับขั้นพหุนามสูง 

 
ป  1990 Zienkiewiz  และ  Zue [5,6,7,8]  ยังคงรวมกันพัฒนาการประมาณคาหนวยแรงใหมีความ

ถูกตองมากขึ้นและมีอัตราการลูเขาสูคําตอบเร็วขึ้น  โดยใชหลักการของจุดลูเขายิ่งยวด   ( superconvergent  
point )  หรือจุดเกาส  ( Gauss  point)  ในแตละชิ้นสวน  ซึ่งมีคาหนวยแรงที่มีความแมนกวาที่จุดอื่น ๆ และมี
อัตราการลูเขาสูคําตอบสูงกวาระดับขั้นของพหุนามในสมการคณิตศาสตร 1 ระดับ  (Ohp+1)  โดยวิธีนี้การ
คาประมาณหนวยแรง  ณ  จุดใด ๆ ก็ไดจากการประมาณจากหนวยแรง  ณ  จุดเกาสรอบ ๆ จุดที่ตองการ
ประมาณนั้นโดยระเบียบวิธีกําลังสองนอยสุด  วิธีนี้มีหลักการที่สามารถเขาใจงายและมีความแมนมากพอ 
สมควร  ประกอบกับใชการคํานวณไมมากนักจึงเปนที่นิยมใชกันอยางแพรหลายจนกระทั่งถึงปจจุบัน 

 
ในระยะหลัง ๆ มีนักวิจัยหลายกลุมพยายามที่จะพัฒนาวิธีการของ  Zienkiewiz  และ  Zue  ให

ประมาณคาหนวยแรงไดแมนขึ้นโดยเฉพาะในบริเวณขอบเขตของปญหา  โดยการเพิ่มขอกําหนดในการเพิ่ม
ความสมดุลของหนวยแรงเพิ่มเติมเขาไปในวิธีของ  Zienkiewiz  และ  Zue  เชน  Blacker  และ  Belyschko  [9]  
ไดเพิ่มความสมดุลของแรงเชิงปริมาตร  ( body  force )  และแรงเชิงผิว  ( traction )  ในขณะที่  Wiberg  และ
คณะ  [10,11]  นอกจากเพิ่มพจนของแรงทั้งสองนี้แลว  ยังเพิ่มขอกําหนดในเรื่องเงื่อนไขคาขอบเขตดานการ
เคล่ือนที่  หรือเงื่อนไขคาขอบเขตจําเปน ( essential  boundary  conditions )  เขาไปในสมการดวย  ตอมา  
Lee  และคณะ [12]  ไดเพิ่มความสมดุลของแรงในลักษณะคลายกับ  Blacker  และ  Belyschko  แตอยูในรูป
ของพลังงานเสมือน  จึงสามารถนํามาประยุกตกับช้ินสวนที่มีลักษณะโคงเชนโครงสรางเปลือกบางได  อยางไรก็
ตาม  ในการเพิ่มพจนของความสมดุลนี้  ถึงแมวาจะใหคําตอบที่มีความแมนมากขึ้น  แตสงผลใหมีการคํานวณ
มากขึ้นตามไปดวยเชนกัน 

 
นอกจากการประมาณคาความคลาดเคลื่อน  ยังมีขั้นตอนที่สําคัญอีกขั้นตอนหนึ่งในกระบวนการปรับ

ขนาดของชิ้นสวนคือการสรางชิ้นสวนโดยอัตโนมัติ  ( automatic mesh  generation )  กระบวนการนี้สามารถ
แบงออกเปนประเภทใหญ ๆ ได  2  ประเภทคือ  ประเภทแรกมุงที่จะลดการเตรียมขอมูลโดยมนุษยแตเพียงอยาง
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เดียว  ไมไดตองการเพื่อใชในกระบวนการปรับขนาดชิ้นสวนแตอยางใด  การสรางชิ้นสวนจึงนิยมใชวิธีแปลงรูป
โดเมนของปญหาใหมาอยูในรูปเรขาคณิตอยางงาย [13]  จากนั้นสรางชิ้นสวนในรูปอยางงายนี้  แลวจึงแปลง
กลับไปอยูในสภาพเริ่มตน  วิธีนี้มีขอดีคือ  สามารถสรางชิ้นสวนที่มีรูปรางสามเหลี่ยมหรือส่ีเหลี่ยมก็ได  และได
ชิ้นสวนที่มีรูปรางคอนขางดีมีขนาดตอเนื่องกัน  แตมีขอเสียคือใชไดกับโดเมนที่มีรูปรางไมซับซอนมากนัก  และ
ไมสามารถสรางชิ้นสวนใหมีขนาดแตกตางออกไปในแตละบริเวณตามที่กําหนดให  จึงไมเหมาะอยางยิ่งที่จะ
นํามาใชในกระบวนการปรับขนาดชิ้นสวน 

 
สําหรับประเภทที่ 2  เปนการสรางชิ้นสวนโดยการเพิ่มชิ้นสวนลงในโดเมนโดยตรง  จึงสามารถกระจาย

ขนาดของชิ้นสวนใหแตกตางกันออกไปในแตละพื้นที่ได  ดังจะไดกลาวตอไปนี้ 
 
ตนไมแปดภาค  ( octree ) [14]  หรือ  ตนไมส่ีภาค  ( quadtree )  เปนการสรางชิ้นสวนโดยการแบง

โดเมนของปญหาออกเปนภาค  8  ภาค  หรือ  4  ภาค  ตามแตมิติของปญหา  และในแตละภาคเหลานั้นก็จะทํา
การแบงเปนภาคยอยตอไปเปนลําดับ  จนกระทั่งมีขนาดเทากับขนาดของชิ้นสวนที่เราตองการ  จากนั้นจะเชื่อม
ชิ้นสวนเหลานั้นใหมีความตอเนื่องและสอดคลองกับขอบเขตของปญหา รูปที่ 1.2.1 แสดงโครงขายชิ้นสวนของ
ปญหาที่สรางโดยวิธีตนไมส่ีภาค  วิธีนี้คอนขางยุงยากในการสรางความตอเนื่องระหวางชิ้นสวนและไดชิ้นสวนที่
มีรูปรางไมคอยดี  จึงไมเปนที่นิยมใช 

 
วิธีตอมาคือ  วิธีการสรางฟรอนทคืบหนา  ( advancing  front  technique ) [6,15,16,17]  เปนการ

สรางชิ้นสวนโดยการเชื่อมขอบเขตของปญหาทั้งหมดดวยเสน ๆ  หนึ่งเรียกวาฟรอนท  ( front )  จากนั้นสรางชิ้น 
สวนจากขอบเขตเขามาพรอมทั้งปรับขนาดของฟรอนตใหม โดยการกันชิ้นสวนที่เพิ่งสรางใหออกไปนอกฟรอนท  
ทําดังนี้ซ้ําไปจนกระทั่งหมดก็จะไดชิ้นสวนเต็มทั้งพื้นที่ รูปที่ 1.2.2 แสดงโครงขายชิ้นสวนของปญหาที่สรางโดย
วิธกีารสรางฟรอนทคืบหนา การกําหนดขนาดของชิ้นสวนในวิธีนี้ทําใดในขณะที่กําลังสรางชิ้นสวนนั้น ๆ  โดยการ
ตรวจสอบจากขนาดที่ไดกําหนดไวกอนในบริเวณนั้น  วิธีนี้มีขอดีคือ  เนื่องจากชิ้นสวนเริ่มจากขอบเขตและมีการ
สรางออกไปทีละชิ้นสวนจึงมั่นใจไดวาชิ้นสวนจะไมออกนอกขอบเขตหรือซอนทับกัน  นอกจากนี้ยังสามารถ
พัฒนาตอไปเพื่อสรางชิ้นสวนชนิดส่ีเหลี่ยมได  โดยการกําหนดจํานวนชิ้นสวนที่ขอบเขตและรูปรางทางเรขาคณิต
ของชิ้นสวนอยางเครงครดั 

 
การตัดทอนเปนรูปสามเหลี่ยมเดอลอเน  ( delaunay  triangulation ) [18,19,20,21]  เปนวิธีเกาแกที่

มีจุดประสงคเพื่อเชื่อมจุดตอตาง ๆ เขาดวยกันเปนรูปสามเหลี่ยมจํานวนมากที่ไมซอนทับกันเทานั้น  จึงไม
สามารถรับประกันไดวาชิ้นสวนที่สรางขึ้นจะไมออกนอกขอบเขตของปญหา  ในระยะหลังมีผูพัฒนาวิธีการตาง ๆ 
ขึ้นมากมายจนกระทั่งสามารถกําหนดไดวาใหสรางชิ้นสวนขึ้นเฉพาะภายในขอบเขตเทานั้น  การกําหนดขนาด
ของชิ้นสวนขึ้นอยูกับจุดที่สรางขึ้นโดยกําหนดระยะหางของจุดตามความตองการในแตละพื้นที่นั้น  วิธีนี้มีขอดี
คือ  ตําแหนง  ขนาด  และรูปรางของชิ้นสวนขึ้นอยูกับวิธีการสรางจุดที่แยกออกมาตางหาก  ในระยะหลัง
สามารถพัฒนาใหสรางชิ้นสวนสามเหลี่ยมที่มีรูปรางดีมากตลอดทั้งโดเมน  มีการกระจายขนาดของชิ้นสวน
ตามที่ตองการและใชเวลาในการสรางนอย  ขอเสียของวิธีนี้คือไมสามารถสรางชิ้นสวนสี่เหลี่ยมไดโดยตรง  ตอง
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ใชการแปลงรูปจากชิ้นสวนสามเหลี่ยมอีกทีหนึ่ง [22] 

 
จากขั้นตอนตาง ๆ  ทั้งวิธีหาความคลาดเคลื่อนจากผลเฉลย  และการสรางชิ้นสวนอัตโนมัติเพื่อใชใน

กระบวนการปรับขนาดชิ้นสวน  เทอดเกียรติ [23]  ไดพัฒนาโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับขนาดชิ้นสวน
อัตโนมัติ  โดยเลือกโครงขายสามเหลี่ยมชนิดความเครียดคงที่ ( Constant Strain Triangle : CST ) และใช
วิธีการประมาณคาคลาดเคลื่อนจากการเปรียบเทียบผลที่ไดจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตกับคาผลเฉลยที่ได
จากวิธีการฟนตัวเปนหยอม  ( patch  recovery ) [5,6,7,8]  ใชวิธีการตัดทอนเปนรูปสามเหลี่ยมเดอลอเนโดย
วิธีฟรอนทคืบหนาตามแนวทางของ Karamete , Tokdemir , Ger [24] และใชวิธีการสรางจุดตามแนวทางของ 
Weatherill . Hassan [25]  และปรับขนาดชิ้นสวนโดยการเพิ่มจุดลงในบริเวณพื้นที่ที่มีความคลาดเคลื่อนมาก  
ซึ่งสามารถวิเคราะหผลไดดีในระดับหนึ่งและตองใชจํานวนรอบในการปรับขนาดชิ้นสวนมาก  ทั้งนี้เพราะวาหาก
ความคลาดเคลื่อนที่คํานวณไดจากรอบปจจุบันมีคามากกวาคาคลาดเคลื่อนที่ยอมใหเกินกวา 2  เทา  จะ
กําหนดเปาหมายของความคลาดเคลื่อนในรอบถัดไปมีขนาดเทากับคาเฉล่ียของคาคลาดเคลื่อนในปจจุบันและ
คาคลาดเคลื่อนที่ยอมให  เพื่อหลีกเลี่ยงการเพิ่มจุดตอในบริเวณที่ไมจําเปน  ทําใหอัตราการลูเขาของผลเฉลย
คอนขางชา  โดย  เทอดเกียรติ  ไดยกตัวอยางการวิเคราะหดวยการปรับขนาดชิ้นสวนเขาสูคาความคลาด
เคล่ือนที่ยอมใหโดยตรง  ผลการวิเคราะหที่ไดมีการลูเขาของผลเฉลยที่เร็วขึ้น  แตในโครงขายสุดทายจะมีการ
กระจายของชิ้นสวนที่ไมคอยตอเนื่องมากนัก  ทําใหการคํานวณคาหนวยแรงและการประมาณคาความคลาด
เคล่ือนที่จุดตอในบริเวณที่เกิดความไมตอเนื่องยังคงมีความคลาดเคลื่อนสูงกวาบริเวณขางเคียง 

 
รัฐพล [26] ไดทําการปรับปรุงโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับขนาดชิ้นสวนอัตโนมัติ ของ   เทอด

เกียรติ  เพื่อลดจํานวนรอบของการปรับขนาดชิ้นสวนลง โดยใชจํานวนจุดตอและชิ้นสวนที่เหมาะสมภายใต
ความคลาดเคลื่อนที่กําหนดโดย มุงพัฒนาโดยการปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนภายในโครงขายใหมีรูปรางดีและมี
ขนาดตอเนื่องกัน  ซึ่งใชวิธีการผอนปรนโครงขาย ( mesh relaxation ) รวมกับ การปรับเรียบมุม ( angle-based 
smoothing algorithm ) ซึ่งทําใหโครงขายที่ไดมีรูปรางดีขึ้นและมีขนาดตอเนื่องกันมากขึ้นซึ่งจะทําใหการ
ประมาณคาความคลาดเคลื่อนจากจุดเกาสมีความถูกตองมากขึ้น  และมีการกระจายความคลาดเคลื่อนเทากัน
ทั่วทั้งโครงขาย   

 
สุรชาญ [27]  ไดทําการปรับปรุงโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับขนาดชิ้นสวนอัตโนมัติ ของ เทอด

เกียรติ  เพื่อลดเวลาของการปรับขนาดชิ้นสวนลงโดยใชการเปลี่ยนวิธีการสรางชิ้นสวน ซึ่งเทอดเกียรติใชวิธีการ
สรางชิ้นสวนจากที่ใชวิธีการตัดทอนเปนรูปสามเหลี่ยมเดอลอเนโดยวิธีฟรอนทคืบหนาเพียงอยางเดียว ซึ่งในการ
สรางชิ้นสวนแตละรอบจะตองลบชิ้นสวนที่มีอยูเดิมในรอบกอนหนาออกทั้งหมด ทําใหตองใชเวลามากในการ
สรางชิ้นสวนแตละรอบ สุรชาญจึงนําวิธีการสรางชิ้นสวนจากที่ใชวิธีการตัดทอนเปนรูปสามเหลี่ยมเดอลอเนโดย
วิธีฟรอนทคืบหนาใหทํางานรวมกับการสรางชิ้นสวนโดยวิธีแลกเปลี่ยน ( swap techniques )  ซึ่งในการสราง
ชิ้นสวนรอบตอไปจะทําโดยการเพิ่มจุดตอเขาไปในโครงขายที่มีอยู แลวทําการเชื่อมตอดานขึ้นใหมระหวางจุดที่
เพิ่มเขาไปกับจุดของสามเหลี่ยมเดิมนั้น จากนั้นจึงใชคณุสมบัติของมุมในสามเหลี่ยมและสมบัติของสามเหลี่ยม
เดอลอเน ทําการตรวจสอบสามเหลี่ยมที่สรางขึ้นมาใหมรวมทั้งสามเหลี่ยมเดิมที่อยูติดกัน ซึ่งหากมีรูปรางที่ไม
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สอดคลองกับคุณสมบัติที่ตั้งไวก็จะทําการแลกเปลี่ยนดานเพื่อใหไดสามเหลี่ยมที่มีคุณสมบัติตรงกับที่ตั้งไว ซึ่ง
ทําใหเวลาในการสรางปรับขนาดชิ้นสวนในแตละรอบมีสัดสวนลดลงเล็กนอยเมื่อจํานวนชิ้นสวนมากขึ้น แต
จํานวนรอบการปรับขนาดชิ้นสวนยังคงใกลเคียงกับวิธีของเทอดเกียรติ ซึ่งยังมากกวาของรัฐพล 

 
ดังนั้นในงานวิจัยนี้จึงมุงพัฒนาโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับขนาดชิ้นสวนอัตโนมัติ ของรัฐพล ซึ่ง

ใหผลเฉลยในจํานวนรอบที่นอยที่สุดในทั้งสามวิธี แตเวลาที่ใชในการคํานวณก็ยังคงมากอยูเม่ือตองการความ
คลาดเคลื่อนนอยๆ เพราะใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดคงที่ซึ่งพฤติกรรมยังไมยืดหยุนมากนัก ดังนั้น
เพื่อใหเวลาที่ใชในการคํานวณลดลง จึงควรเปลี่ยนชนิดของชิ้นสวนที่นํามาใชจําลองปญหา เพื่อใหมีพฤติกรรมที่
ยืดหยุนกับพฤติกรรมของปญหามากขึ้น ซึ่งจะทําใหจํานวนชิ้นสวนที่ตองใชนอยลง และทําใหเวลาที่ใชในการ
คํานวณลดลงดวย อันเปนเปาหมายสําคัญของโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับขนาดชิ้นสวนอัตโนมัติ 

 
โดยชิ้นสวนที่นิยมใชในงานที่ตองการความถูกตองสูง และสามารถทําการปรับปรุงและสรางชิ้นสวนได

งายคือชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน แตสติฟเนสของชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน
นั้นไมสามารถหาคาโดยการอินทิเกรตโดยตรง ซึ่งในการคํานวณคาสติฟเนส และ นอรมตางๆของชิ้นสวน
สามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสนนี้จําเปนจะตองนําวิธีการอินทิเกรตเชิงตัวเลขเขามาใช ซึ่งไดมีผูที่พยายาม
หาสูตรโดยตรงของสติฟเนสของชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน [28,29,30,31] ซึ่งทําใหลดเวลาใน
การคํานวณลงไดถึง 9 เทา แตคาผลเฉลยจะใหความผิดพลาดเมื่อรูปรางของชิ้นสวนสามเหลี่ยมมีมุมแหลมมาก
ซึ่งในโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับขนาดชิ้นสวนอัตโนมัตินี้ ไมสามารถควบคุมรูปรางของชิ้นสวนที่สรางขึ้นได
ซึ่งในหลายกรณีรูปรางของชิ้นสวนที่สรางขึ้นจะไมดีนัก ทําใหวิธีนี้จึงยังไมเหมาะสม รวมทั้งการคํานวณหาสติฟ
เนสโดยตรงนี้ไมสามารถนํามาปรับปรุงใชไดกับช้ินสวนสามเหลี่ยมที่มีขอบโคง ( Isoparametric Element ) [32]  
รวมถึงในการปรับปรุงเพื่อนําไปใชวิเคราะหปญหาอื่น เชน ปญหาอิลาสติก-พลาสติก ( Elastic – Plastic 
Solution ) [33] เปนตน ซึ่งจะตองมีการเปลี่ยนแปลงสมการของฟงกชันสัณฐาน  ( shape  function ) ซึ่งจะทํา
ใหสูตรโดยตรงของสติฟเนสไมสามารถนํามาใชได 
 
1.3  วัตถุประสงคของงานวิจยั 

 
1. ศึกษาวิธีการปรับปรุงคุณภาพของโครงขายชิ้นสวน  โดยเปล่ียนชนิดของชิ้นสวนที่ใชจําลองปญหา

ใหมีความยืดหยุนมากขึ้น 
2. พัฒนาโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับขนาดชิ้นสวนอัตโนมัติ เพื่อการลูเขาสูคําตอบที่ถูกตองและให

มีการกระจายของคาคลาดเคลื่อนอยางสม่ําเสมอ  โดยใชเวลาที่นอยลง โดยการเปลี่ยนชนิดของชิ้นสวนที่นํามา
จําลองปญหา เปนชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน ( Linear Strain Triangle : LST ) 
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1.4  ขอบเขตการศึกษา 

 
ศึกษาโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับขนาดชิ้นสวนอัตโนมัติ [26]  โดยเปลี่ยนชนิดของชิ้นสวนที่

นํามาใชในการจําลองปญหาซึ่งเดิมเปนโครงขายชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดคงที่ ( Constant Strain  
Triangle : CST ) ที่สรางจากวิธีการตัดทอนเปนรูปสามเหลี่ยมเดอลอเน  โดยใชฟรอนทคืบหนา โดยจะเปลี่ยน
ชิ้นสวนเปนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน ( Linear Strain Triangle : LST ) โดยมีดานของสามเหลี่ยมเปน
เสนตรง และมีจุดตอที่กึ่งกลางดานของสามเหลี่ยม 

 
ในขั้นตอนการพัฒนาโปรแกรม  จะรับขอมูลจุดตอและชิ้นสวนทั้งหมดที่ไดจากกระบวนการสราง

ชิ้นสวนสามเหลี่ยมและปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนภายในโครงขายแลว และทําการเพิ่มจุดตอที่กึ่งกลางดานแตละ
ดานเพื่อปรับช้ินสวนใหเปนชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน จากนั้นจึงสงคากลับคืนสูกระบวนการ
วิเคราะห ซึ่งในกระบวนการคํานวณ จะตองเปลี่ยนคาฟงกชันสัณฐานของชิ้นสวน ทั้งในขั้นตอนการประมาณคา
คลาดเคลื่อน และ ในขั้นตอนการวิเคราะห และในขั้นตอนการประมาณคาคลาดเคลื่อนจะเปลี่ยนจากการ
ประมาณคาคลาดเคลื่อนที่แตละจุดตอ เปนการประมาณคาคลาดเคลื่อนที่แตละชิ้นสวน ทั้งนี้เนื่องจากเมื่อไดทํา
การปรับปรุงโครงขายโดยเปลี่ยนชนิดของชิ้นสวนเปนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน ทําใหจํานวนของจุด
ตอภายในโครงขายมีมากกวาจํานวนชิ้นสวนในโครงขายมาก ดังนั้นเมื่อใชการประมาณคาคลาดเคลื่อนในแตละ
ชิ้นสวนแทนจะชวยลดเวลาในการคํานวณลงได 
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รูปที่ 1.2.1 แสดงโครงชิ้นสวนของปญหาที่สรางโดยวิธีตนไมส่ีภาค 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 1.2.2 แสดงโครงชิ้นสวนของปญหาที่สรางโดยวิธีการสรางฟรอนทคืบหนา 



บทที่ 2 
 

แนวทางและทฤษฎทีี่ใชในการวิจัย 
 
2.1  ความนํา 
 

กระบวนการปรับขนาดชิ้นสวนอัตโนมัติเริ่มจากขอมูลจุดตอบริเวณขอบของปญหา  โดยทั่วไป
สามารถแบงเปนขั้นตอนหลักหลังจากไดขอมูลที่ขอบออกเปน  5  ขั้นตอน  คือ 

 
1. ขั้นตอนการสรางชิ้นสวนสามเหล่ียม 
2. ขั้นตอนการปรับปรุงคุณภาพโครงขาย 
3. ขั้นตอนการวิเคราะหหาผลเฉลยโดยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
4. ขั้นตอนการตรวจสอบคาคลาดเคลื่อน และ 
5. ขั้นตอนการคํานวณขนาดชิ้นสวนใหม 

 
เนื่องจากผลเฉลยและคาคลาดเคลื่อนที่ใชในการปรับขนาดชิ้นสวนนั้น  จะเปนผลโดยตรงจาก

คุณภาพของโครงขาย  โดยคุณภาพของโครงขายขึ้นอยูกับพฤติกรรมของชิ้นสวนที่ใชวาใกลเคียงกับที่เกิดขึ้นจริง
ของปญหาหรือไม ความตอเนื่องกันของโครงขาย และ รูปรางชิ้นสวน ซึ่งถาโครงขายมีคุณภาพดีแลว ยอมใหผล
เฉลยและคาคลาดเคลื่อนที่คอนขางแมนยํา  ดังนั้นงานวิจัยนี้จึงมุงเนนไปยังการปรับปรุงคุณภาพของโครงขาย
โดยการเปลี่ยนมาใชชิ้นสวนที่มีพฤติกรรมยืดหยุนเขากับพฤติกรรมที่เกิดขึ้นจริงของปญหามากขึ้น เนื่องจากไดมี
การศึกษาเกี่ยวกับการปรับปรุงรูปรางและความตอเนื่องของโครงขาย ของโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับขนาด
ชิ้นสวนอัตโนมัติ[26] มาแลวแตยังใหผลไมนาพอใจมากนัก ซึ่งในงานวิจัยนี้จะทําการปรับปรุงคุณภาพของ
โครงขายซึ่งไดมีการปรับปรุงคุณภาพของชิ้นสวนแลว โดยการเปลี่ยนชิ้นสวนที่ใชจากสามเหลี่ยมชนิดความ 
เครียดคงที่เปนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน ดังนั้นในขั้นตอนหลักของการปรับขนาดชิ้นสวนอัตโนมัติจึง
ตองมีขั้นตอนเพิ่มขึ้นหลังจากขั้นตอนการปรับปรุงคุณภาพโครงขาย คือ ขั้นตอนการเพิ่มจุดตอที่กึ่งกลางดานของ
สามเหลี่ยม และมีโครงสรางการทํางานดังแสดงในรูปที่ 2.1.1 จากนี้เราจะไดกลาวถึงทฤษฎีที่เกี่ยวของโดย
ละเอียด                        

 
2.2 การประมาณคาคลาดเคล่ือน 
 

โดยปกติการคํานวณความคลาดเคลื่อนของวิธีการใด ๆ  ก็ตามจะทําไดโดยการเทียบคําตอบที่ไดจาก
วิธีการนั้นๆ กับผลเฉลยแมนตรง  เชน 

 
he u u= −  ( 2.2.1a ) 

heσ σ σ= −  ( 2.2.1b ) 
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โดยที่ e  : คาความคลาดเคลื่อนของการกระจัด 

  u  : คาการกระจัดแมนตรง 
  hu  : คาการกระจัดที่ไดจากการวิเคราะห 
  eσ  : คาความคลาดเคลื่อนของหนวยแรง 
  σ  : คาหนวยแรงแมนตรง 
  hσ  : คาหนวยแรงที่ไดจากการวิเคราะห 
 
แตในกระบวนการปรับขนาดชิ้นสวนนั้นเราไมทราบผลเฉลยแมนตรงของปญหา  จึงไมสามารถหา

ความคลาดเคลื่อนตามสมการ ( 2.2.1 ) ได  ตองประมาณจากการเปรียบเทียบกับผลเฉลยอื่นที่มีความถูกตอง
กวาผลเฉลยจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดังแสดงในสมการ ( 2.2.2 )  สําหรับการคํานวณหาผลเฉลยที่ดีขึ้นนี้
เราจะไดกลาวถึงโดยละเอียดในหัวขอถัดไป 

  
* *

he u u= −  ( 2.2.2a ) 
* *

heσ σ σ= −  ( 2.2.2b ) 
 
โดยที่ *e  : คาประมาณความคลาดเคลื่อนของการกระจัด 
  *u  : คาการกระจัดที่มีความถูกตองกวาผลจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
 hu  : คาการกระจัดจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

 *eσ  : คาประมาณความคลาดเคลื่อนของหนวยแรง 
 *σ  : คาหนวยแรงที่มีความถูกตองกวาผลจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
 hσ  : คาหนวยแรงจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
 

จากสมการ ( 2.2.1 )  และ ( 2.2.2 )  จะเห็นวาเราวัดความคลาดเคลื่อนเปนสเกลารในขณะที่คําตอบ
ที่ไดจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมีลักษณะเปนเวคเตอร  ซึ่งมีความไมสะดวกในการนํามาใชงาน  ดังนั้นจึง
ตองมีการนํารูปแบบอื่นที่มีลักษณะเปนสเกลารมาใชแทนเวคเตอรของความคลาดเคลื่อน  เชน  ในรูปของแอล
ทูนอรม   ( L2 norm )  ของความคลาดเคลื่อนดังในสมการ ( 2.2.3 ) 

 
1
2

2
Te e e dσ σ

Ω

⎛ ⎞
= Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫  (2.2.3) 

   
โดยที่ e   : แอลทูนอรมของความคลาดเคลื่อน 

eσ    : เวคเตอรความคลาดเคลื่อนของหนวยแรง 
         Ω    : โดเมนที่พิจารณา  เชน  เฉพาะที่ (local) หรือ โดยรวม (global) 
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 นําความคลาดเคลื่อนที่ไดในสมการ ( 2.2.3 ) มาเปรียบเทียบกับแอลทูนอรมของความเครียด          
( strain energy norm )  ในสมการ ( 2.2.4 ) จะไดความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ ( relative  error ) ดังในสมการ     
( 2.2.5 ) 
 

1
2

2
TU dσ σ

Ω

⎛ ⎞
= Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫                           ( 2.2.4 ) 

 

              2

2

e
U

η =                         ( 2.2.5 ) 

 
โดยที่    U    : แอลทูนอรมของความเครียด 

      η       : ความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ 
 

แทนคาหนวยแรงและความคลาดเคลื่อนในสมการ ( 2.2.5 )   ดวยคาประมาณจากสมการ ( 2.2.2 )  
จะไดคาประมาณความคลาดเคลื่อนสัมพัทธและแอลทูนอรมของคาตางๆดังนี้ 

 
1
2

* * *

2

Te e e dσ σ
Ω

⎛ ⎞
= Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫       ( 2.2.6a ) 

1
2

* * *

2

TU dσ σ
Ω

⎛ ⎞
= Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫       ( 2.2.6b ) 

2 2* *
2 2 2

U U e≈ +  ( 2.2.6c ) 
*

*

2 2* *

e

U e
η η≈ =

+
        ( 2.2.6d ) 

 
 เมื่อไดคาประมาณของความคลาดเคลื่อนสัมพัทธโดยรวม แลวนําไปเปรียบเทียบกับความคลาด 
เคล่ือนสัมพัทธที่ยอมให ถามีความคลาดเคลื่อนมากกวาก็คํานวณหาขนาดของชิ้นสวนที่สอดคลองกับความ
คลาดเคลื่อนเฉพาะที่ในแตละสวนตอไป 
 
2.3   การประมาณคาผลเฉลยจากผลของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
  

ดังที่กลาวไวในหัวขอ  2.2  วาการประมาณคาความคลาดเคลื่อน จะประมาณจากผลเฉลยของ
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเทียบกับผลเฉลยที่แมนยํากวา  ซึ่งในหัวขอนี้จะไดกลาวถึงรายละเอียดในการ
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ประมาณคาหนวยแรงใหมีความแมนยําขึ้น โดยวิธีการฟนตัวเปนหยอม ( Patch Recovery ) [5,6,7,8] เพื่อใช
เปรียบเทียบหาความคลาดเคลื่อน 

 
 โดยธรรมชาติของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต หนวยแรงที่ไดจะมีความคลาดเคลื่อนแตกตางกันไปใน
แตละสวนของชิ้นสวน โดยที่ที่ตําแหนงเกาสจะมีคาหนวยแรงแมนยํากวาในตําแหนงอื่นๆ [34]  ดังนั้นเราจึง
สามารถประมาณคาหนวยแรงที่จุดตอไดแมนยําขึ้นโดยประมาณจากหนวยแรงที่ตําแหนงเกาสรอบจุดตอนั้น  
ดังแสดงในรูป  2.3.1 สําหรับวิธีที่ใชในการประมาณคานั้นทําไดหลายวิธี แตที่คอนขางยืดหยุนและไดคาที่
แมนยําคือวิธีกําลังสองนอยสุดดังมีรายละเอียดตอไปนี้ 
 
 สมมติใหหนวยแรงโดยประมาณ ( *σ ) เปนหนวยแรงที่ไดจากการประมาณคาจากตําแหนงเกาสซึ่ง
อยูในรูปของพหุนาม  ในกรณี 1 มิติจะมีลักษณะเปนเสนดังแสดงในรูป 2.3.2  และลักษณะของเสนจะขึ้นอยูกับ
กําลังและคาคงตัวของพหุนาม  สําหรับกรณี 2 มิติหนวยแรงโดยประมาณมีลักษณะเปนพื้นผิวมีคาดังในสมการ 
( 2.3.1a )  หรือในรูปเมตริกซดังสมการ ( 2.3.1b ) 
 
 * 2

0 1 2 3 4 ...a a x a y a xy a xσ = + + + + +  (2.3.1a) 
 [ ]{ }* p aσ =  (2.3.1b) 
 

โดยที่ [ ]p  : ฟงกชันฐาน  ( base function ) อยูในรูปตัวแปรของพหุนาม 21 ...x y xy x⎡ ⎤⎣ ⎦  
                          { }a  : คาคงตัวของพหุนามซึ่งเปนตัวไมรูคาที่ตองคํานวณหา  { }0 1 2 3 4...a a a a a  
 

หลักของวิธีกําลังสองนอยสุดคือตองหาคาคงตัว { }a  ใหหนวยแรงโดยประมาณมีความแตกตาง
จากจุดที่ประมาณมานอยที่สุด  ในกรณี 2 มิติเศษตกคางของกําลังสองของความแตกตางระหวางหนวยแรง
โดยประมาณและหนวยแรงที่ตําแหนงเกาสสามารถแสดงไดดังในสมการ  ( 2.3.2 ) 
 

 ( )2*

1
( ) ( , ) ( , )

n

h i i i i
i

R a x y x yσ σ
=

= −∑  ( 2.3.2a ) 

 ( )2

1
( ) ( , ) [ ( , )]{ }

n

h i i i i
i

R a x y p x y aσ
=

= −∑         ( 2.3.2b ) 

 
โดยที่ ( )R a : เศษตกคางของกําลังสองของความแตกตางระหวางหนวยแรง 

 hσ      : หนวยแรงที่ตําแหนงเกาส 
  *σ      : หนวยแรงโดยประมาณ 

  n        : จํานวนตําแหนงเกาสทั้งหมดในหยอม 
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 ในการหาคาคงตัวเพื่อใหไดเศษตกคางต่ําสุด  ทําไดโดยกําหนดคาอนุพันธของเศษตกคางให
เทากับศูนย  โดยหาอนุพันธเทียบกับคาคงตัวแตละตัว  จะไดสมการซึ่งมีจํานวนเทากับจํานวนของคาคงตัวดังนี้ 

 

1 1

[ ( , )] [ ( , )]{ } ( , )[ ( , )]
n n

T T
i i i i h i i i i

i i

p x y p x y a x y p x yσ
= =

=∑ ∑  (2.3.3) 

 
ในงานวิจัยนี้เนื่องจากชิ้นสวนที่ใชเปนชิ้นสวนสามเหลี่ยมความเครียดเชิงเสน ดังนั้นจึงเลือกใช

ฟงกชันพื้นฐานเปนพหุนามกําลัง  2 โดยเลือกใช  2 21p x y xy x y⎡ ⎤= ⎣ ⎦   ดังนั้นสามารถแจงสมการ 
( 2.3.3 )  ใหอยูในรูปของเมตริกซไดดังนี้ 
    

 

2 2
0

2 2 3 2
1

2 2 2 3
2

2 2 2 2 3 3

2 3 2 3 4 2 2

2 2 3 3 2 2 4

i i i i i i

i i i i i i i i i

i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i

i i i i i i i i i

an x y x y x y
ax x x y x y x x y
ay x y y x y x y y

x y x y x y x y x y x y
x x x y x y x x y
y x y y x y x y y

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

3
2

4
2

5

gi

i gi

i gi

i i gi

i gi

i gi

x
y

x ya
xa
ya

σ
σ
σ
σ
σ
σ

⎧ ⎫⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪=⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

∑
∑
∑
∑
∑
∑

  
 ( 2.3.4a ) 

 
[ ]{ } { }A a b=  ( 2.3.4b ) 

1{ } [ ] { }a A b−=  ( 2.3.5 ) 
*( , ) [ ( , )]{ }i i i ix y p x y aσ =  ( 2.3.6 ) 

 
 หลังจากคํานวณหาคาคงตัวจากสมการ ( 2.3.5 )  ไดแลว  สามารถคํานวณหนวยแรงที่จุดตอไดโดย
การแทนพิกัดที่จุดตอลงในสมการ ( 2.3.6 ) และเนื่องจากในปญหาบนระนาบมีหนวยแรง 3 คาดังนั้นในแตละจุด
ตอจึงแกสมการดวยการแกสมการโดยตรง ( Direct  Solver )  การแกสมการในครั้งที่ 2 และ 3 ก็เพียงแตแทนคา
กลับเทานั้นไมตองแกสมการใหม 
 

ขอควรระวังสําหรับวิธีนี้ก็คือ  จํานวนจุดเกาสในแตละหยอมของจุดตอจะตองไมนอยกวาจํานวนตัว
แปรในสมการ ( 2.3.4 )  ในที่นี้ตองมีไมนอยกวา 6 จุด มิฉะนั้นเมตริกซสัมประสิทธิ์  ( [ ]A  ) ในสมการ ( 2.3.4 )  
จะมีลักษณะเปนเอกฐาน  ( Singular )  ลักษณะเชนนี้จะเกิดขึ้นในบริเวณขอบของปญหาดังจุดตอหมายเลข 
1,3,4,5,6  ในรูป  2.3.3  ซึ่งมีวิธีแกปญหาได 2 วิธีคือ 

 
1.) ลดจํานวนพจนของพหุนามลง เชน ให  [ ] [1 ]p x y xy=  หรือ [ ] [1 ]p x y=  
2.) ประมาณคาหนวยแรงของจุดตอนั้นจากหยอมของจุดตออื่นดังเชนในรูป 2.3.4 
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เนื่องจากหนวยแรงที่ไดจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต ในชิ้นสวนที่อยูบริเวณขอบมีความคลาด 

เคล่ือนสูงเมื่อเทียบกับช้ินสวนดานใน  งานวิจัยนี้จึงเลือกใชวิธีที่ 2  ในการประมาณคาหนวยแรงที่จุดตอบริเวณ
ขอบ  ยกเวนในกรณีพิเศษที่มีลักษณะดังแสดงในรูป  2.3.5  ซึ่งการหาหยอมที่จะใชประมาณคาทําไดลําบาก  จึง
ใชวิธีที่ 1  แทนโดยใหจํานวนของพหุนามเทากับ [ ] [1 ]p x y=  

หลังจากที่ไดคาหนวยแรงที่จุดตอทุกจุดแลว  ประมาณคาหนวยแรงที่ตําแหนงใดๆ  ในชิ้นสวนดวย
ฟงกชันสัณฐาน  ( shape  function )  ตัวเดียวกับที่ใชในการหาคาการกระจัดในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดัง
ในสมการ    ( 2.3.7 ) 

 
* *{ ( , )} [ ( , )]{ }nx y N x yσ σ=  (2.3.7) 

 
โดยที่ *

nσ : หนวยแรงที่ตําแหนงจุดตอที่แมนยํากวา 
  *σ : หนวยแรงที่ตําแหนงใดๆที่แมนยํากวา 

   N : ฟงกชันสัณฐานในระเบียบไฟไนตเอลิเมนต 
 
 จากนั้นคํานวณแอลทูนอรมของความเคนและความคลาดเคลื่อน  ทั้งในสวนเฉพาะที่ในสมการ (2.3.8)  
และโดยรวมทั้งปญหาในสมการ ( 2.3.9 )  
 

( ) ( )
1
2

* * *

2

T

n nl
U N N dσ σ

Ω

⎛ ⎞
= Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫  ( 2.3.8a ) 

( ) ( )
1
2

* * *

2

T

n h n hl
e N N dσ σ σ σ

Ω

⎛ ⎞
= − − Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫  (2.3.8b ) 

 
1
22* *

2 2
1

Ne

g l
i

e e
=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑  ( 2.3.9a ) 

1
22* *

2 2
1

Ne

g l
i

U U
=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑  ( 2.3.9b ) 

*

2*
*

2

g
g

g

e

U
η =  (2.3.9c ) 

   
 โดยที่ *

2l
U  : แอลทูนอรมของความเคนเฉพาะที่ในชิ้นสวน 

   *

2l
e   : แอลทูนอรมของความคลาดเคลื่อนเฉพาะที่ในชิ้นสวน 

   *

2g
U  : แอลทูนอรมของความเคนรวม 

   *

2g
e  : แอลทูนอรมของความคลาดเคลื่อนรวม 
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   N  : ฟงกชันสัณฐาน  

  Ne  : จํานวนชิ้นสวนทั้งหมดในระบบ 
 

2.4 การประมาณขนาดของชิ้นสวน 
 
 เนื่องจากความคลาดเคลื่อนแปรตามขนาดของชิ้นสวนยกกําลังดวยกําลังของพหุนามในฟงกชันฐาน
ดังในสมการ ( 2.4.1 )  ดังนั้น ถาเรารูขนาดของชิ้นสวนและความคลาดเคลื่อนในปจจุบัน  เราสามารถคํานวณ
ขนาดของชิ้นสวนที่มีความคลาดเคลื่อนเทากับความคลาดเคลื่อนที่ยอมใหไดดังในสมการ ( 2.4.2 ) 
 
  pe Ch=  ( 2.4.1 ) 
  

โดยที่ C : คาคงตัวที่ไมรูคา 
  h : ขนาดของชิ้นสวน 

   p : กําลังของพหุนามในฟงกชันฐาน 
 

 
1

.
p

a
new exist

exist

e
h h

e
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ( 2.4.2a  ) 

 
ในงานวิจัยนี้ใช  2p =   

       
1
2

. a
new exist

exist

e
h h

e
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ( 2.4.2b ) 

 
 โดยที่ newh  : ขนาดของชิ้นสวนที่จะสรางขึ้นใหม 
   existh  : ขนาดของชิ้นสวนในปจจุบัน 
   

a
e  : ความคลาดเคลื่อนที่ยอมให 

   
exist

e  : ความคลาดเคลื่อนในปจจุบัน 
 

 สําหรับการหาความคลาดเคลื่อนที่ยอมใหนั้น  จะคํานวณจากพื้นฐานที่วาในการเปรียบเทียบระบบที่
มีชิ้นสวนจํานวนเทากันแลว  ระบบที่มีการกระจายความคลาดเคลื่อนออกไปเทา ๆ กันทุกจุดจะใหคําตอบที่ดี
ที่สุด ดังนั้น  เราสามารถคํานวณคาความคลาดเคลื่อนเฉพาะที่ที่ยอมใหในแตละชิ้นสวนโดยใหมีขนาดเทา ๆกัน 
ดังแสดงในสมการ ( 2.4.3 ) 
 

   
*

2g
aea

U
e

Ne
η=  (2.4.4 ) 
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 โดยที่ 

ea
e  : ความคลาดเคลื่อนที่ยอมใหในแตละชิ้นสวน  

  Ne  : จํานวนชิ้นสวนทั้งหมดในระบบ  
 aη  : ความคลาดเคลื่อนสัมพัทธที่ยอมใหของระบบ 
 
2.5 การอินทิเกรตเชิงตัวเลข ( Numerical Integration ) 

 
ในหัวขอนี้จะพิจารณาการอินทิเกรตเชิงตัวเลข  โดยวิธีของเกาส ( Gauss’s  Method ) ซึ่งเปนวิธีที่

นิยมใชกันมาก  ในการวิเคราะหปญหาทางไฟไนตเอลิเมนต  ที่สามารถจะใชอินทิเกรตปญหาในลักษณะมิติ
เดียว , สองมิติ และสามมิติไดเปนอยางดี 

 
2.5.1  การอินทิเกรตเชิงตัวเลขของปญหามิติเดียว 
 
ในปญหามิติเดียว  การอินทิเกรตเชิงตัวเลขเพื่อหาคา I   โดยวิธีของเกาสคือ 
 

1

1

( )I f dξ ξ
−

= ∫  ( 2.5.1 ) 

 
ซึ่งเรียกสมการ ( 2.5.1 ) วา  การอินทิเกรตแบบเกาส ( Gaussian  Quadrature ) จุดเดียว  ซึ่งการ

อินทิเกรตแบบเกาสสามารถจะเขียนในเทอมของจุดเกาสไดดังนี้ 
 

1

1 1 2 2
1

( ) ( ) ( ) ... ( )n nI f d w f w f w fξ ξ ξ ξ ξ
−

= ≈ + + +∫  ( 2.5.2 ) 

 
ซึ่ง  1w , 2w , … nw   คือน้ําหนัก (weight ) และ 1ξ , 2ξ , … nξ  คือจุดตัวอยาง (sample ) หรือ

เรียกวาจุดเกาส ( Gauss Point ) ฉะนั้นจะเห็นวาแนวความคิดของการอินทิเกรตแบบเกาสก็คือ  การเลือกจุด
เกาสและน้ําหนัก w   ใหมีจํานวนมากเพียงพอถึง n  จุด  เพื่อใหผลที่ไดรับมีคาใกลเคียงกับผลแมนตรงจากการ
อินทิเกรตโดยตรง  เพื่อเพิ่มความเขาใจและสาธิตการประมาณคา  โดยเลือกใช 1n = และ 2   ดังตอไปนี้ 

ในกรณีของ 1n = ,  สมการ( 2.5.2 ) คือ 
 

1

1 1
1

( ) ( )I f d w fξ ξ ξ
−

= ≈∫  ( 2.5.3 ) 

 
ในสมการ ( 2.5.3 )  จะมีพารามิเตอร 2 ตัวคือ  1w และ 1ξ  ผลของอินทิเกรตตามสมการ ( 2.5.3 ) จะ

เทากับคาแมนตรง  ถาสมมติให  ( )f ξ  เทากับฟงกชันพหุนามอันดับ 1  นั่นคือ 0 1( )f a aξ ξ= +  ดังนั้น  
ความคลาดเคลื่อน E  คือ 
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1

0 1 1 2
1

( ) ( ) 0E a a d w fξ ξ ξ
−

= + − =∫  

หรือ 0 1 0 1 12 ( ) 0E a w a a ξ= − + +  
หรือ 0 1 1 1 1(2 ) 0E a w w a ξ= − − =  ( 2.5.4 ) 
 
จากสมการ ( 2.5.4 ) จะเห็นวา  ถาตองการใหความคลาดเคลื่อน E  เทากับศูนย 

1 2w =   และ  1 0ξ =   
แทนคา  1w   และ  1( )f ξ  ลงในสมการ ( 2.5.3 ) 
 

1

1

( ) 2 (0)I f d fξ ξ
−

= ≈∫  ( 2.5.5 ) 

 
ผลของอินทิเกรตดูไดจากรูป 2.6.1 
ในกรณีของ 2n =  (2 จุดเกาส ) จากสมการ ( 2.5.2 ) 

 
1

1 1 2 2
1

( ) ( ) ( )f d w f w fξ ξ ξ ξ
−

≈ +∫  ( 2.5.6 ) 

 
ดังนั้นจะมีพารามิเตอร 4 ตัวคือ 1w , 2w , 1ξ , 2ξ  และฟงกชันพหุนามที่จะใหคาแมนตรง  ควรเปนพหุ

นามอันดับ 3 ที่ประกอบดวยคาคงตัว 4 ตัว  นั้นคือ 2 3
0 1 2 3( )f a a a aξ ξ ξ ξ= + + +  และผลของอินติเกรต

หาไดดังนี้ 
 

1

1
2 3

0 1 2 3 1 2 2
1

( ) [ ( ) ( )E a a a a d w f w fξ ξ ξ ξ ξ ξ+
−

⎡ ⎤
= + + − +⎢ ⎥
⎣ ⎦
∫  ( 2.5.7 ) 

 
ถาตองการใหความคลาดเคลื่อน E   เทากับศูนย,  จากสมการ ( 2.5.7 ) 

 
1 2

1 1 2 2
2 2

1 2
3 3

1 1 2 2

2
0

2 / 3

0

w w
w w

w w

w w

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

+ =
+ =

+ =

+ =

          

จากสมการทั้ง 4 สามารถจะหาพารามิเตอร 1w , 2w , 1ξ , 2ξ  ไดดังนี้ 
 

1 2 1 21, 1/ 3 0.57735w w ξ ξ= = − = = =  ( 2.5.8 ) 
 



 18
ตามที่กลาวมาแลวขางตนจะเห็นวา n  จุดของการอินทิเกรตแบบเกาสจะใหคาแมนตรง  ถา

ฟงกชัน f  เปนพหุนามระดับ (2 1)n −  หรือนอยกวา 
 
2.5.2  การอินทริเกรตเชิงตัวเลขของปญหาสองมิติ 
 
สําหรับปญหาสองมิติการอินทริเกรตเชิงตัวเลขโดยวิธีของเกาส  จะเขียนอยูในรูปของ 

 
1 1

1 1

( , )I f d dξ η ξ η
− −

= ∫ ∫  ( 2.5.9 ) 

 
ซึ่งสามารถจะหาคาโดยประมาณของสมการ ( 2.5.9 ) ในเทอมของผลบวกของผลคูณของน้ําหนัก     

( weight ) และตําแหนงของเกาสได  ในทํานองเดียวกับหัวขอ 2.5.1 คือ 
 

1

11

,
1 1

[ ( , )]

[ ( )]

n

i i
i

n n

j i i j
j i

I w f d

w w f

ξ η η

ξ η

=−

= =

≈

≈

∑∫

∑ ∑  

หรือ 1
1 1

( , )
n n

j i j
i j

I w w f ξ η
= =

≈∑∑  ( 2.5.10 ) 

 
2.6  สติฟเนสของชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน 

 
สติฟเนสของชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสนในพิกัด ( , )x y  แสดงดังสมการ ( 2.6.1 ) 
 

( , ) ( , )T

A

K t B x y D B x y dA= ⋅ ⋅∫           ( 2.6.1 ) 

 
และในพิกัดธรรมชาติ ( , )ξ η  แสดงดังสมการ ( 2.7.2 ) 
 

( , ) ( , ) ( , )T

A

K t B D B J dAξ η ξ η ξ η= ⋅ ⋅ ⋅∫          ( 2.6.2 ) 

 
โดยที่ B  : เมตริกซความสัมพันธระหวางความเครียดและการกระจัด 

  D : เมตริกซความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียด 
  A  : พื้นที่ที่ทําการอินทิเกรต 
  t    : ความหนาของชิ้นสวน 
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  J  : เมตริกซจาโคเบียน 
 
 พิจารณาชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน ดังแสดงในรูป 2.6.1 ซึ่งกําหนดใหจุดตอที่   4 , 
5 และ 6  อยูกึ่งกลางของดานซึ่งเปนเสนตรง เนื่องจากถาไมใชบริเวณขอบของปญหาจะใหผลเฉลยดีกวา
สามเหลี่ยมดานโคง [35]  และยังสามารถเขียนเปนรหัสคํานวณไดงายกวา จึงทําใหในงานวิจัยนี้สามารถใช
ชิ้นสวนชนิดรูปรางของชิ้นสวนขึ้นกับพิกัดที่จุดยอดของสามเหลี่ยมเทานั้น ( subparametric element ) เพื่อลด
ปริมาณการคํานวณลง โดยเมื่อใชชิ้นสวนชนิดนี้แลวจะทําใหพิจารณาความสัมพันธทางรูปรางระหวางพิกัด 
( , )x y  และ พิกัดธรรมชาติเหมือนกับสามเหล่ียมชนิดความเครียดคงที่ ซึ่งจะสงผลให เมตริกซจาโคเบียน มี
คาคงที่ในแตละชิ้นสวน คือเปนคาของพิกัดที่จุดตอที่มุมเทานั้น 
 
 ในการคํานวณคาสติฟเนสจําเปนจะตองใชการอินทิเกรตเชิงตัวเลข ซึ่งในงานวิจัยนี้เลือกใชวิธีการ
อินทิเกรตแบบเกาส 3 จุดเกาส ซึ่งเพียงพอที่จะขจัดภาวะพลังงานเปนศูนยเสมือน (spurious zero energy 
mode ) ได [35]  
 
 และเนื่องจากเกาสเซียนควอดราเจอร 3 จุดเกาสนี้จะมีอยู 2 ชุดจุดเกาสคือ 
 ชุดที่ 1  :  1 1 1 2 2 1

6 6 6 3 3 6( , ), ( , ), ( , ) ,  น้ําหนัก 1
6=  

 ชุดที่ 2  :  1 1 1 1
2 2 2 2( , ), (0, ), ( ,0) ,  น้ําหนัก 1

6=  
 และดังแสดงในรูป 2.6.2 
 
 ซึ่งจุดเกาสชุดที่ 1 จะไดรับความนิยมมากกวา แตในงานวิจัยนี้จะเลือกใชจุดเกาสชุดที่ 2  เนื่องจาก
ชุดที่ 2 นั้นใหผลเฉลยที่แมนยํากวาชุดที่ 1 [35] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 20

ขอมูลตําแหนงของจุดตอและเสนเชื่อมจุดที่ขอบของปญหา 

สรางชิ้นสวนสามเหลี่ยม 

ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนภายในโครงขาย 

วิเคราะหหาผลเฉลยดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

ตรวจสอบความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ 

ปรับขนาดชิ้นสวน 

ใสจุดตอที่กึ่งกลางดานของสามเหลี่ยม 

หยุดการทํางาน ผาน 

ไมผาน 

 
 
 
 

                                                                      
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

รูปที่ 2.1.1 แผนภูมิสายงานของกระบวนการปรับขนาดชิ้นสวนอัตโนมัติ 
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รูปที่ 2.3.1 ตําแหนงเกาสในหยอมของจุดตอที่ตองการประมาณคา 
 
 
 

 
 

รูปที่ 2.3.2 การประมาณคาคําตอบจากตําแหนงเกาสในชิ้นสวนเชิงเสน 1 มิติ 
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รูปที่ 2.3.3 ลักษณะของชิ้นสวนบริเวณขอบของปญหา 
 
 

 
 

รูปที่ 2.3.4 ลักษณะของหยอมที่ใชในการประมาณคาหนวยแรงที่จุดตอที่ขอบ 
 
 
 

 
รูปที่ 2.3.5 ลักษณะของจุดที่หาหยอมภายในยาก 
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รูปที่ 2.5.1  การอินทิเกรตแบบเกาสจุดเดียว 
 
 
 

 
 

รูปที่ 2.6.1 ชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน 
 
 
 

 
 

รูปที่ 2.6.2  ตําแหนงจุดเกาสชุดที่ 1 และ ชุดที่ 2 
 



บทที่ 3 
 

การพัฒนาโปรแกรม 
 
3.1 ภาษาคอมพิวเตอรที่ใชในโปรแกรม 
 
 เนื่องจากงานวิจัยนี้เปนการพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอร ซึ่งเดิมเลือกใชภาษา C++ ในการเขียนรหัส
คํานวณเพื่อใหไดโปรแกรมที่มีประสิทธิภาพ  ดังนั้นเพื่อใหการทํางานของฟงกชันที่ตองการปรับปรุงสอดคลองกับ
โครงสรางขอมูลที่มีอยูเดิมและเกิดประสิทธิภาพสูงสุด ในงานวิจัยนี้จึงเลือกใชภาษา C++ ในการพัฒนาเชนกัน 
โดยมีจุดเดนของภาษาที่เหมาะสมกับกระบวนการปรับขนาดชิ้นสวนและปรับปรุงคุณภาพโครงขายดังตอไปนี้ 
 
 ประสิทธิภาพของโปรแกรม ภาษา C++ เปนภาษาที่ประมวลผลไดรวดเร็วที่สุดภาษาหนึ่ง ในบรรดา
ภาษาสูงดวยกันจะเปนรองเพียง ภาษาฟอรแทรน และ ภาษา C อยูเล็กนอยเทานั้น จึงมีความเหมาะสมกับการ
พัฒนาโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต ซึ่งมีการคํานวณและขั้นตอนตางๆจํานวนมาก 
 
 การจัดสรรหนวยความจําแบบพลวัต ( dynamic memory allocation ) เนื่องจากกระบวนการปรับ
ขนาดชิ้นสวนและการสลับขอบของชิ้นสวนที่มีการขยายและลดขนาดของขอมูลชนิดตางๆตลอดเวลา การจัดสรร
หนวยความจําใหมีขนาดเหมาะสมกับขอมูลแตละชนิดในขณะใดๆ ยอมตองมีประสิทธิภาพกวาการจอง
หนวยความจําปริมาณมากๆใหกับขอมูลทุกชนิด ตั้งแตเริ่มตนโดยไมสอดคลองกับหนวยความจําที่ใชจริงในขณะ
ใชงาน 
 
 การเรียกใชฟงกชันเวียนบังเกิด ( recursive function ) ถึงแมวาฟงกชันเวียนบังเกิดจะทําให
ประสิทธิภาพของโปรแกรมลดลง แตในสถานการณที่ไมรูจํานวนรอบของการกระทําซ้ําซึ่งเกิดจากการแยกการ
กระทําซ้ําลงในแตละสาขาของขอมูลที่มีจํานวนไมแนนอน เชน ในกระบวนการคนหาจุดตอในพื้นที่ที่กําหนดใน
โครงสรางขอมูล ADT หรือการตรวจสอบการเพิ่มจุดในชิ้นสวนโดยรอบชิ้นสวนที่พิจารณานั้น ถาไมใชฟงกชัน
เวียนบังเกิดก็จะทําใหรหัสคํานวณมีความเยิ่นเยออยางมาก มีผลใหโอกาสผิดพลาดมากขึ้นและอานทําความ
เขาใจโปรแกรมไดยาก 
 
 การสรางขอมูลชนิดใหม การสรางขอมูลชนิดใหมๆ จะสงผลใหวิธีการเขียนและโครงสรางของโปรแกรม
มีความหลากหลาย การเขียนรหัสคํานวณมีลักษณะเปนระเบียบมากขึ้น รหัสคํานวณมีความกระชับลดจาํนวน
ตัวแปรที่อาจตองสงผานใหกับฟงกชันจํานวน 10-12 ตัวเหลือเพียง 3-4 ตัว เพิ่มความเขาใจในโปรแกรมขึ้นอยาง
มาก สงผลใหการตรวจสอบ ปรับปรุงแกไขหรือพัฒนาโปรแกรมตอไปทําไดงาย 
 
 การเขาถึงตําแหนงของหนวยความจําโดยตัวชี้ ( pointer ) ตัวชี้เปนขอมูลชนิดหนึ่งซึ่งอางอิงถึงตําแหนง
ของหนวยความจํา สามารถตอบสนองตอคําส่ังและดําเนินการใดๆไดเหมือนกับส่ิงที่อางอิงไปถึง ซึ่งจะเปนอะไร
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ก็ไดเชน ขอมูลชนิดตางๆ ฟงกชัน โครงสรางขอมูล หรือขอมูลชนิดใหมๆที่สรางขึ้นมา ฯลฯ จึงสงผลให
โปรแกรมมีประสิทธิภาพมากขึ้น ลดจํานวนของหนวยความจําที่ใชเก็บขอมูลลงและสามารถเขาถึงขอมูลตางๆได
อยางรวดเร็ว 
 
 จะเห็นวามีการใชคุณสมบัติตางๆ ของภาษา C++ เปนจํานวนมาก ดังนั้นในการปรับปรุงโปรแกรมเปน
ภาษาอื่นควรคํานึงถึงคุณสมบัติเหลานี้ดวย เพื่อไมใหเปนการยากลําบากเกินไปในการเขียนรหัสคํานวณใหมให
สอดคลองกับรหัสเดิมที่มีอยู 
 
3.2 การเลือกใชโครงสรางขอมูล 
 
 โครงสรางขอมูลที่ใชในงานวิจัยนี้แบงเปนประเภทใหญๆ ได 3 ประเภทดังมีรายละเอียดตอไปนี้ 
 

1) โครงสรางขอมูลชนิดแถวลําดับ ( array ) เปนโครงสรางขอมูลที่จองหนวยความจําขนาดใหญ มี
หนวยความจําของแตละขอมูลอยูติดกันจึงสามารถเขาถึงขอมูลแตละตัวไดอยางรวดเร็ว แตโดยปกติโครงสราง
ขอมูลชนิดนี้ตองจองหนวยความจําลวงหนาและเปลี่ยนแปลงขนาดไมได ( static memory allocation ) จึงไม
เหมาะกับกระบวนการปรับขนาดนักเพราะในขณะที่จองหนวยความจํายังไมทราบขนาดของขอมูล แตเนื่องจาก
ความรวดเร็วในการอางอิงถึงขอมูลมีความจําเปน เชน ในการดําเนินการตางๆ เกี่ยวกับเมตริกซ จึงตองจําลอง
โครงสรางขอมูลชนิดนี้โดยการจองหนวยความจําขนาดใหญแบบพลวัตแทน ดังเชนที่ใชกับขอมูลชนิดเวคเตอร 
การอางอิงถึงแตละขอมูลก็อางอิงถึงตําแหนงที่หางออกจากหนวยความจําแรกไปเทากับหมายเลขขอมูลคูณดวย
ขนาดของขอมูลนั้น ลักษณะของโครงสรางขอมูลชนิดนี้สามารถแสดงไดดังในรูปที่ 3.2.1 

 
 2) โครงสรางขอมูลชนิดลิงคลิสต ( link list ) เปนโครงสรางขอมูลที่แตละขอมูลอยูกระจัดกระจายกัน
ออกไปโดยมีการเชื่อมโยงขอมูลถึงกันขอมูลตอขอมูล ทําใหไมสามารถเขาถึงขอมูลตัวใดตัวหนึ่งไดทันที ตอง
สืบคนจากขอมูลตัวแรกไลไปเรื่อยๆ จนกระทั่งพบตัวที่ตองการ แตขอดีของโครงสรางขอมูลชนิดนี้คือมีความ
ยืดหยุนสูงในการเพิ่มลดขอมูล และถาใชกับกระบวนการที่ตองกระทํากับขอมูลทุกตัวไลกันไป ก็จะมี
ประสิทธิภาพไมยิ่งหยอนไปกวาโครงสรางขอมูลชนิดแถวลําดับแตอยางใด ชนิดของขอมูลที่เหมาะสมกับ
โครงสรางชนิดนี้คือขอมูลที่มีการเพิ่มหรือลดจํานวนตลอดเวลา และการนําขอมูลมาใชก็มีการเรียงลําดับตั้งแต
ตนจนจบ ตัวอยางของชนิดขอมูลที่ใชไดแก ขอมูลชนิดฟรอนท ( front ) ซึ่งจํานวนขอมูลมีการเปลี่ยนแปลง
ตลอดเวลาและการใชขอมูลก็เลือกใชตัวใดกอนก็ไดไมจําเปนตองจําเพาะลงไป ลักษณะของโครงสรางขอมูล
ชนิดนี้แสดงไดดังในรูปที่ 3.2.2 
 

3) โครงสรางขอมูลชนิดตนไมเชิงตัวเลขสลับ ADT ( alternate digital tree ) พื้นฐานของโครงสราง
ขอมูลชนิดนี้มาจากโครงสรางขอมูลชนิดตนไมทวิภาค ( binary tree ) ซึ่งแตละขอมูลจะเก็บตําแหนงของขอมูล
อื่นอีก 2 ตําแหนง โดยมีเงื่อนไขในการเก็บขอมูลตางกันออกไป เชน ถาตองการเก็บขอมูลเพื่อความสะดวกใน
การคนหาขอมูลที่มีคาอยูในชวงที่ตองการ ก็อาจตั้งเงื่อนไขวาถาขอมูลที่เพิ่มมีคามากกวาใหเก็บในฝงซาย ถา
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นอยกวาใหเก็บในฝงขวา ดังนั้นถาตองการหาขอมูลที่มีคามากกวาขอมูลในตําแหนงใด ขอมูลที่เปนบริวารใน
ฝงขวาทั้งหมดของขอมูลในตําแหนงนั้นก็ไมตองพิจารณา สวน ADT จะแตกตางจากตนไมทวิภาคตรงที่การ
คนหาขอมูลจะเปนการคนหาที่อางอิงตําแหนงทางเรขาคณิต ดังนั้นในแตละขอมูลจะมีการเก็บตําแหนงพื้นที่
ครอบครองของตัวเองไวดวยเพื่อใชในการอางอิงกับตําแหนงที่ตองการคนหา และขอมูลที่เปนบริวารซึ่งอยูใน
พื้นที่นั้นก็จะมีพื้นที่ครอบครองที่แบงจากพื้นที่ครอบครองของขอมูลตน โดยมีหลักในการเก็บขอมูลดังนี้ ดูรูป 
3.2.3 ประกอบ จุดแรกที่เก็บเขาไวในโครงสรางจะถือวาครอบครองพื้นที่ทั้งหมด เมื่อมีการเพิ่มพื้นที่จุดตอตอมา
พื้นที่ที่ครอบครองโดยจุดนั้นก็จะถูกแบงใหเล็กลงและใหเปนพื้นที่ครอบครองของจุดที่เพิ่งเขามา โดยพื้นที่ของจุด
ตนไมมีการเปลี่ยนแปลง ดังเชนจุดที่ 2 ในรูป 3.2.3 ก็จะมีพื้นที่ครอบครองเปนฝงซายของพื้นที่ทั้งหมดและตัวชี้
ทางฝงซายของจุด 1 ก็จะอางอิงไปยังขอมูลของจุด 2 เม่ือเพิ่มจุด 3 ซึ่งอยูในพื้นที่ของจุด 2 พื้นที่ครอบครองของ
จุด 3 ก็จะเปนครึ่งหนึ่งของพื้นที่ครอบครองของจุด 2 คือพื้นที่ 1 ใน 4 ทางฝงซายบนของพื้นที่ทั้งหมดพรอมทั้ง
เชื่อมโยงตําแหนงขอมูลของจุด 3 ไปเก็บยังฝงซายของจุด 2 จุดที่4 ก็มีลักษณะเชนเดียวกับจุด 3 สําหรับจุดที่ 5 
เปนจุดแรกที่มีตําแหนงอยูบนฝงขวาของพื้นที่ ซึ่งเปนพื้นที่ที่แบงจากจุด 1 และยังไมมีจุดใดครอบครอง จุด 5 ก็
จะครอบครองพื้นที่ฝงขวาทั้งหมดและเชื่อมโยงตําแหนงขอมูลของจุด 5 ไปเก็บยังฝงขวาของจุด 1 เมื่อมีการ
จัดเก็บขอมูลครบทั้งหมด ทุกๆ จุดก็จะมีพื้นที่ครอบครองของตนเอง และเมื่อตองการคนหาจุดที่อยูในพื้นที่ที่
สนใจก็ตรวจสอบจากพื้นที่ครอบครองของจุดไลตามลําดับลงมา โดยตรวจสอบเฉพาะจุดที่มีพื้นที่ครอบครอง
ซอนทับกับพื้นที่ที่สนใจเทานั้น สําหรับในจุดที่พื้นที่ไมซอนทับกันก็ไมจําเปนตองพิจารณาจุดนั้นๆ และจุดบริวาร
ทั้งหมดของจุดนั้นที่เชื่อมโยงไปถึง เชน ถาพื้นที่ที่สนใจคือพื้นที่ฝงซายของพื้นที่ทั้งหมด จํานวนจุดที่ไมตอง
พิจารณาก็คือจุดที่อยูในฝงขวาของจุด 1 ในแผนภูมิตนไมในรูป 3.2.3 ยิ่งพื้นที่สนใจมีขนาดเล็กเทาใดจํานวนจุด
ที่ไมตองพิจารณาก็ยิ่งมีมากขึ้น 

 
สําหรับโครงสรางขอมูลชนิด ADT ที่ใชในงานวิจัยนี้จะแตกตางจากที่กลาวมาเล็กนอยคือ ในแตละจุด

จะเชื่อมโยงไปยังจุดบริวาร 4 จุดในแตละภาคของพื้นที่ ทําใหไมตองคํานวณหาลําดับขั้นและทิศทางของการแบง
พื้นที่ในแตละจุด 
 
3.3 ชนิดของขอมูล 
 
 ชนิดของขอมูลที่ใชในโปรแกรมมีจํานวนมากมาย ในที่นี้จะกลาวถึงเฉพาะที่สําคัญที่ชวยใหเขาใจ
ความสัมพันธและการทํางานของโปรแกรมเทานั้น ดังมีรายละเอียดดังนี้ 
 
eline: เปนขอมูลที่แทนเสนเชื่อมระหวางจุดตอของชิ้นสวนโดยมีขอมูลตาง ๆ ดังนี้ 

1) ตัวชี้ที่ชี้ไปยังตําแหนงของจุดตอที่ตนและปลายของเสนเชื่อม 
2) ตัวชี้ที่ชี้ไปยังตําแหนงของจุดตอที่กึ่งกลางเสนขอบสามเหลี่ยมซึ่งเมื่อมีการประกาศขอมูล eline 

ตัวชี้นี้จะมีคาเปนศูนย ( null ) เสมอ 
3) ตัวชี้ที่ชี้ไปยังชิ้นสวนทางดานซายและขวา เพื่อความสะดวกในการอางอิงไปยังชิ้นสวนตางๆผาน

ทางเสนเชื่อมจุด จะมีคาเปนศูนย ( null ) เมื่อไมมีชิ้นสวนทางดานนั้น 
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4) ตัวชี้ชี้ไปยังสมาชิกในฟรอนทที่อางอิงกลับมา เพื่อประโยชนในการปรับปรุงฟรอนทเมื่อมีการ

สรางชิ้นสวน จะชี้ไปยังตําแหนงศูนย ( null ) ถาเสนเชื่อมไมไดอยูในฟรอนท 
5) ตัวชี้ชี้ไปยังสมาชิกในฟรอนทที่อางอิงกลับมา ( ขอมูลใหม ) เพื่อประโยชนในการปรับปรุงฟรอนท 

เมื่อมีการสลับการเชื่อมโยง จะมีคาเปนศูนย ( null ) เมื่อเสนเชื่อมชิ้นสวนนั้น ไมจําเปนตองทําการ
สลับการเชื่อมโยงระหวางจุดตอ 

 
enode: เปนขอมูลที่แทนจุดตอของชิ้นสวน มีขอมูลที่เก็บคือ 

1) คาพิกัด x , y ของจุดตอ 
2) คาระยะหางของจุดตอที่กําหนดไวเพื่อใชตรวจสอบในการสรางจุดตอใหม และในบางครั้งใชเก็บ

หมายเลขของจุดตอเพื่อใชอางอิงไปยังสมาชิกในเวคเตอร 
3) ลิงคลิสตของ eline ที่เชื่อมกับจุดตอนี้ทั้งหมด มีประโยชนเพื่อใชในการตรวจสอบการเชื่อมโยงไป

ยงัจุดอื่นๆ และใชคนหาชิ้นสวนที่อยูรอบจุดตอในกรณีคํานวณหนวยแรงที่จุดตอดวยวิธีการฟนตัว
เปนหยอม การที่เก็บเปนลิงคลิสตเพราะจํานวนเสนที่เชื่อมตอจุดตอในแตละจุดมีจํานวนไมเทากัน 
การเก็บเปนลิงคลิสตจะประหยัดเนื้อที่ที่สุด การเก็บขอมูลจะเก็บเปนตัวชี้ชี้ไปยังตําแหนงของเสน
เชื่อม และมีการเรียงลําดับในลักษณะทวนเข็มนาฬิกา 

 
element:     เปนขอมูลแทนชิ้นสวนโดยมีขอมูลที่สําคัญ คือ 

1) flag สําหรับใชตรวจสอบการเพิ่มจุดตอที่กึ่งกลางชิ้นสวน โดยตรวจสอบวาที่ชิ้นสวนโดยรอบมีการ
เพิ่มจุดหรือยัง และมีตําแหนงใกลเกินไปหรือไม นอกจากนี้บางครั้งยังใชเก็บหมายเลขของชิ้นสวน
เพื่อใชในการอางอิง 

2) ตัวชี้ชี้ไปยัง eline  ที่เปนดานทั้ง 3 ของชิ้นสวน การที่เก็บ eline แทน enode เพราะมีความสะดวก
กวาในการอางอิงไปยังชิ้นสวนอื่นๆ เนื่องจากขอมูลใน eline มีนอยกวาทําใหอางอิงไดเร็วขึ้น 

 
vector: เปนขอมูลที่จําลองโครงสรางของขอมูลชนิดแถวลําดับ คือมีการเขาถึงขอมูลโดยการอางอิงหมายเลข

ของขอมูลโดยตรง เพื่อใหมีความสะดวกและรวดเร็วในการแกสมการหลายตัวแปรที่จําเปนตองมีการ
คูณเชิงสเกลารและการคูณระหวางเมตริกซและเวคเตอร 

 
symmat: เปนขอมูลที่แทนเมตริกซชนิดสมมาตร การเก็บขอมูลจะเก็บขอมูลชนิด dia_ele ซึ่งเปนขอมูลที่แทน

คาสมาชิกในแนวทแยงของเมตริกซ โดยจะเก็บขอมูลเปนเวคเตอรทําใหเขาถึงสมาชิกในแนวทแยง
ของเมตริกซไดอยางรวดเร็ว 

 
dia_ele: เปนขอมูลที่อยูใน symmat จะเก็บคาสมาชิกในแนวทแยงของเมตริกซพรอมทั้งหมายเลขประจําแถว

และเก็บลิงคลิสตที่เชื่อมโยงไปยังสมาชิกในแนวนอนและแนวตั้งของเมตริกซที่สัมพันธกับ dia_ele 
คือ hor_ele และ ver_ele 
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hor_ele: เปนขอมูลที่เก็บคาสมาชิกของเมตริกซและเก็บหมายเลขสดมภของสมาชิกพรอมทั้งเชื่อมไปยัง

สมาชิกตัวอื่นๆ ที่อยูในแถวเดียวกัน 
 
ver_ele: เปนขอมูลที่เก็บตัวชี้ที่ชี้ไปยังขอมูลสมาชิก hor_ele และเก็บหมายเลขแถวของสมาชิกนั้น ๆ พรอม

ทั้งเชื่อมโยงไปยังสมาชิกอื่นที่อยูในสดมภเดียวกัน สาเหตุที่ตองเก็บขอมูลชนิดนี้ก็เพื่อความสะดวก
รวดเร็วในการอางอิงถึงสมาชิกในการคูณกับเวคเตอร 

 
 ความสัมพันธของขอมูลชนิด symmat  ,  dia_ele และ  ver_ele สามารถแสดงไดดังในรูป 3.3.1 การ
เก็บขอมูลของเมตริกซในลักษณะนี้จะประหยัดหนวยความจําไดมากและการลดรูปของ ICC ก็ทําไดอยางมี
ประสิทธิภาพเพราะเปนกระบวนการที่ตองกระทําเรียงไปตามลําดับในแตละสมาชิกอยูแลว การคูณกับเวคเตอร
ก็เชนกัน สามารถอางอิงไปยังสมาชิกในเวคเตอรไดโดยตรงโดยใชหมายเลขประจํา แถวและสดมภที่เก็บอยูในแต
ละสมาชิก 
 
Boundary: เปนขอมูลแรกที่จะเก็บขอมูลที่ไดจากการนําเขาจากแฟมขอมูล โดยเปนขอมูลของขอบเขตของ

ปญหา ซึ่งมีขอมูลยอยตอไปนี้ 
1) คาพิกัด x , y ของตําแหนงและปลายของเสนขอบ 
2) รัศมีของเสนขอบในกรณีที่เปนเสนโคง จะมีคาศูนยถาเปนเสนตรง มีคาเปนบวกเมื่อจุด

ศูนยกลางของเสนโคงอยูทางดานซายของเสนขอบ มีคาเปนลบเม่ือจุดศูนยกลางของเสนขอบ
อยูทางดานขวาของเสนขอบ เพราะฉะนั้นถาเสนขอบของปญหามีขนาดใหญกวาครึ่งวงกลม
จําเปนตองมีการแบงเปน 2 เสน 

3) จํานวนของเสนยอยที่จะแบงจากเสนขอบ ทั้งนี้เพื่อความกระชับในการเตรียมขอมูลและสะดวก
ในการปรับขนาดของชิ้นสวน 

4) ตัวชี้ชี้ไปยังขอมูลชนิด bound_load ซึ่งจะเก็บขอมูลของแรงที่กระทําตอขอบเขตของปญหาโดย
จะแยกเปนแรงที่กระทําเปนจุดและแรงที่กระจายตลอดแนวขอบ 

5) ตัวชี้ชี้ไปยังขอมูลชนิด bound_support ซึ่งจะเก็บขอมูลของที่รองรับที่ขอบเขตของปญหา มีทั้ง
ที่รองรับที่เปนจุดและรองรับตลอดแนวของเสนขอบ 

 
b_line: เปนขอมูลที่ผสมผสานระหวาง boundary และ eline คือ มีชนิดขอมูลทั้งหมดของ eline  และมีชนิด

ขอมูลใน boundary ดวยยกเวนจํานวนที่จะแบงเปนเสนยอยและคาพิกัด x , y ซึ่งจะเปนตัวชี้ไปยัง 
enode แทน ทั้งนี้ขอมูลชนิดนี้มีไวเพื่อใชเปนฟรอนทเริ่มตนในกระบวนการเชื่อมตอจุดเปน
สามเหลี่ยมหลังการเพิ่มจุดและใชสรางขอบของปญหาใหมเมื่อมีการลดขนาดของชิ้นสวนลง 

 
swpline: เปนขอมูลที่แทนเสนเชื่อมระหวางจุดตอของชิ้นสวน ที่ตองการจะสลับการเชื่อมโยงระหวางจุดตอ

ปลายและจุดตอขางเคียง โดยมีขอมูลตางๆ ดังนี้ 
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1) Evalue เปนดัชนีที่ใชสําหรับลําดับความสําคัญของเสนขอบที่เชื่อมระหวางจุดตอของชิ้นสวน 

โดยเสนขอบที่มีคา Evalue สูงสุด จะถูกจัดเก็บใหอยูในลําดับตนของฟรอนทและเสนขอบที่มีคา
รองลงมาก็จะถูกจัดเก็บเรียงตอกันเปนลําดับ โดยจะเลือกพิจารณาเฉพาะเสนขอบที่มีคา Evalue 
มากกวา 2 เทานั้น 

2) ตัวชี้ชี้ไปยังขอมูลประเภท eline ที่ตองสลับการเชื่อมโยงระหวางจุดตอปลายและจุดตอขางเคียง 
 
นอกจากขอมูลที่ไดกลาวมาแลวยังมีขอมูลชนิดอื่นอีกมาก แตจะไมกลาวถึงในที่นี้เพราะสามารถศึกษา

จากรหัสคํานวณเองได และไมมีสวนชวยในการเขาใจความสัมพันธและลําดับการทํางานของโปรแกรม 
 

3.4 โครงสรางและลําดับการทํางานของโปรแกรม 
 

 โครงสรางการทํางานของโปรแกรมของโปรแกรมยอยตางๆสามารถศึกษาไดจากงานวิจัยเดิม [23],[26] 
ในสวนโปรแกรมหลัก มีรายละเอียดของลําดับการทํางานดังนี้ 
 
 โปรแกรมหลัก ( รูปที่ 3.4.1 ) เร่ิมจากการนําเขาขอมูลขอบเขตของปญหา แรงกระทําและที่รองรับตางๆ 
เขามาเก็บในลิงคลิสตของขอมูลเสนขอบ จากนั้นแบงขอบเขตของปญหาเปนเสนยอยๆ เก็บพิกัดของจุดไวใน 
ADT และเก็บเสนเชื่อมโยงจุดพรอมทั้งแรงกระทําและที่รองรับไวในลิงคลิสตของ b_line จากขอมูลใน ADT และ 
b_line นํามาสรางชิ้นสวนสามเหลี่ยมจะไดสามเหลี่ยมที่มีขนาดสอดคลองกับระยะหางของจุดที่ขอบ เก็บขอมูล
ของชิ้นสวนที่ไดในลิงคลิสตของ element ตอมาทําการปรับปรุงคุณภาพโครงขายโดยใชขอมูลของจุดตอใน ADT 
ขอมูลลิงคลิสต b_line และขอมูลลิงคลิสต eline และเมื่อปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนเสร็จแลวจะทําการเพิ่มขอมูล
ที่จุดกึ่งกลางของดานสามเหลี่ยมคือขอมูลตางๆใน mnode ซึ่งเปนขอมูลใน eline เมื่อใสขอมูลใหกับ mnode 
เสร็จแลวจึงสงคาจุดตอและชิ้นสวนที่ไดรับการปรับปรุงคุณภาพแลวสูขั้นตอนคํานวณหาการกระจัดของแตละจุด
ตอ โดยการสรางสติฟเนสจากแตละชิ้นสวนจากการอินทเิกรตเชิงตัวเลข และแกสมการดวยวิธีเกรเดียนตสังยุค
แบบมีเงื่อนไขลวงหนา เก็บการกระจัดไดในเวคเตอร u  เมื่อไดการกระจัดมาแลวคํานวณหนวยแรงที่ตําแหนง
เกาส และประมาณคาหนวยแรงตางๆที่จุดตอทุกจุดตอ จากนั้นจึงคํานวณคาคลาดเคลื่อนที่ชิ้นสวนในโครงขาย
ซึ่งใชวิธีการอินทิเกรตเชิงตัวเลข และคํานวณขนาดของชิ้นสวนที่สอดคลองกับคาคลาดเคลื่อนในแตละชิ้นสวน 
แลวทําการกระจายขนาดของชิ้นสวนใหมไปที่จุดตอที่เปนจุดยอดของชิ้นสวนสามเหลี่ยม แลวจึงคํานวณคา
คลาดเคลื่อนสัมพัทธโดยรวมของปญหา เพื่อตรวจสอบวาความคลาดเคลื่อนรวมทั้งหมดมีคาเกินกวาที่ยอมให
หรือไม ถาไมเกินก็หยุดการทํางาน แตถาเกินก็ปรับขนาดของชิ้นสวนใหมโดยนําขอมูลจากลิงคลิสตของ b_line 
มาสรางขอบของปญหาใหมเก็บไวในลิงคลิสตของขอมูลขอบ ก็จะไดขอบของปญหาตัวใหมสําหรับวิเคราะห
ตอไป กระทําซ้ําในลักษณะเดิมจนกระทั่งคาคลาดเคลื่อนมีคาต่ํากวาที่ยอมใหก็หยุดการทํางาน 
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3.5 การแสดงผล 
 
 การแสดงผลของโปรแกรมอยูในรูปแฟมขอมูล ( file ) 2 ประเภทคือ 

1)  แฟมขอมูลที่เปนตัวหนังสือที่สามารถเปดอาน และแกไขขอมูลไดดวย โปรแกรมแกไขคํา ( text 
editor ) ทั่วไป แฟมประเภทนี้มี 2 แฟมคือ 
 

1.1) แฟมแสดงตําแหนงของจุดตางๆ และแสดงความสัมพันธระหวางชิ้นสวนและจุดตอเพื่อ
นําไปปรับปรุงใชเปนขอมูลสําหรับโปรแกรมอื่นเพื่อเปรียบเทียบผลตอไป 

1.2) แฟมขอมูลแสดงผลการคํานวณของแตละจุดตอ โดยจะแสดงหมายเลขจุดตอ การ
กระจัด หนวยแรง และความคลาดเคลื่อนในจุดตอนั้นๆ 
 

2) แฟมขอมูลแลกเปลี่ยนประเภทกราฟฟก เพื่อใชในกระบวนการแสดงผลทางกราฟฟกโดยโปรแกรม 
CAD ตางๆ ในที่นี้เลือกใชแฟมมาตรฐานประเภทแฟมแลกเปลี่ยนขอมูล DXF ( data exchange file ) ซึ่งจะมี 2 
ประเภทคือ ประเภทที่เปนแฟมตัวอักษร ( text file ) และแฟมตัวเลขฐานสอง ( binary file ) แตจะเลือกใชแฟม
ประเภทตัวอักษรเพื่อความสะดวกในการแกไขตรวจสอบดวยโปรแกรมแกไขคํา โดยจะแสดงโครงขายของ
ชิ้นสวน การกระจัด หมายเลขจุดตอ และหมายเลขชิ้นสวน รวมทั้งแสดงคอนทัวรของหนวยแรงตางๆ พลังงาน
และคาคลาดเคลื่อนของพลังงาน ในการตรวจสอบผลการแสดงก็สามารถเปดหรือปดเลเยอรในโปรแกรม CAD 
เพื่อพิจารณาเฉพาะสวนที่สนใจได สําหรับรูปแบบมาตรฐานชนิดนี้สามารถศึกษาไดในคูมือของโปรแกรม CAD 
ทั่วๆไป 
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รูปที่ 3.2.1 โครงสรางขอมูลชนิดแถวลําดับ 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 
รูปที่ 3.2.2 โครงสรางขอมูลชนิดลิงคลิสต 
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รูปที่ 3.2.3 การจัดเก็บขอมูลในโครงสรางขอมูล ADT 
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รูปที่ 3.3.1 การจัดเก็บขอมูลของเมตริกซ 
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โปรแกรมหลัก 

นําเขาขอมูลจากแฟมขอมูล 

คํานวณตําแหนงของจุดตอและเสน
เชื่อมจุดที่ขอบของปญหา 

สรางชิ้นสวนสามเหลี่ยม 

ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวน 

หาการกระจัดของจุดตอ 

คํานวณหนวยแรง คาคลาดเคลื่อนและขนาดของ
ชิ้นสวนในแตละชิ้นสวน และกระจายไปที่แตละจุดตอ 

แสดงผลทางแฟมขอมูล 

ตรวจสอบความคลาดเคลื่อน
สัมพันธวาเกินกวาที่ยอมให

ปรับตําแหนงจุดที่ขอบปญหาและ
กําหนดระยะหางจุดภายใน 

หยุดการทํางาน 

เก็บขอมูลที่ไดใน boundary 
 
 

ใชขอมูลจาก boundary list 
เก็บพิกัดของจุดตอใน  ADT 
เก็บเสนขอบที่ b_line list 
 

ใชขอมูล ADT และ b_line list  
เก็บพิกัดชิ้นสวนใน element list 
 

ใชขอมูลจาก ADT , b_line list 
และ element list  
  
ใชขอมูลจาก line list 
 
 

ใชขอมูลจาก element list และ ADT 
เก็บคาการกระจัดใน vector u 

ใชขอมูลจาก ADT , u , size 
ไดขอมูลใหมใน ADT , b_line list 

ใหคาขอมูลจุดตอที่กึ่งกลางดาน

ไมเกิน 

เกิน 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.4.1 โครงสรางการทํางานของโปรแกรมหลัก 



บทที่ 4 
 

ตัวอยางการวิเคราะหผล 
 
 เพื่อเปนการตรวจประสิทธิภาพและความนาเชื่อถือไดในการทํานาย   และการกระจายคาคลาดเคลื่อน 
ของผลเฉลยภายในโครงขายชิ้นสวนที่เปนผลเฉลยซึ่งไดจากการเปลี่ยนชนิดของชิ้นสวนจากโปรแกรมไฟไนตเอลิ
เมนตที่ปรับขนาดชิ้นสวนอัตโนมัติเดิม ที่ใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดคงที่ เปนชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิด
ความเครียดเชิงเสน และใชการปรับปรุงโครงขายโดยวิธีการปรับเรียบเชิงมุม ซึ่งในงานวิจัยนี้เลือกตัวอยางที่ใชใน
การวิเคราะห 4 ตัวอยางดวยกัน และ เปรียบเทียบกับผลที่ไดจากโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับขนาดชิ้นสวน
อัตโนมัติเดิมที่ใชชิ้นสวนสามเหล่ียมชนิดความเครียดคงที่ ที่มีการปรับปรุงคุณภาพโครงขายโดยวิธีการปรับเรียบ
ของลาปลาซ และวิธีการปรับเรียบเชิงมุม 
 
 ซึ่งปญหาที่ใชในการวิเคราะหคือ  

1) แผนบางขนาดอนันตมีรูเจาะที่กึ่งกลางแผนและรับแรงดึงแผกระจายสม่ําเสมอที่ปลายทั้ง 2 ดาน 
2) แผนวงกลมบางรับแรงกระทําเปนจุด 2 แรง กระทําในทิศทางตรงขามผานศูนยกลางของวงกลม 
3) คานยื่นรับแรงกระทําที่ปลายคานอิสระ 
4) คานชวงเดียวมีชองเปดรับแรงกระทําเปนจุด 
 
สําหรับตัวอยางที่ 1 – 3 เปนปญหาที่สามารถหาผลเฉลยแมนตรงได ซึ่งมักใชในการตรวจสอบความ

ถูกตอง และประสิทธิภาพ ในการสรางชิ้นสวนสามเหลี่ยมของโปรแกรมที่วิเคราะหดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิ
เมนต โดยในตัวอยางที่ 3 เปนการวิเคราะหปญหาการรับแรงดัดเพื่อเปนการยืนยันความถูกตองของผลการ
วิเคราะห และยังแสดงถึงประสิทธิภาพของความแตกตางของคุณสมบัติ ระหวางชิ้นสวนที่ใชในการวิเคราะหใน
โปรแกรมไดเปนอยางดี และในตัวอยางที่ 4 เปนการทดสอบปญหาในการใชงานจริงไมสามารถตรวจสอบผลการ
วิเคราะหที่ไดกับผลเฉลยแมนตรงได 
 
4.1 ตัวอยางที่ 1 ปญหาแผนบางรับแรงดึง 
 
 ตัวอยางที่ 1 เปนการวิเคราะหปญหาแผนบางขนาดอนันตมีรูเจาะที่กึ่งกลางแผน และรับแรงดึงแผ
กระจายที่ปลายทั้ง 2 ดาน เนื่องจากเปนปญหาที่มีขนาดอนันตจึงลดรูปใหมีขนาดนับไดดังแสดงในรูป 4.1.1 (ก) 
คือมีขนาดกวาง 40 ซม. ยาว 40 ซม. หนา 0.1 ซม. มีรูเจาะที่กึ่งกลางขนาดเสนผานศูนยกลาง 4 ซม. รับแรงแผ
กระจายตามแนวยาวที่ปลายทั้ง 2 ดานขนาด 1,000 กก./ตร.ซม. วัสดุมีโมดูลัสยืดหยุน 2 x 106 กก./ตร.ซม.   
อัตราสวนบัวซองเทากับ 0.3 สามารถสรางแบบจําลองสําหรับวิเคราะหผลโดยอาศัยหลักสมมาตรไดดังแสดงใน 
รูปที่ 4.1.1 (ข)   
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 กําหนดคาความคลาดเคลื่อนสัมพัทธที่ยอมใหเทากับ 0.01 จะไดผลการวิเคราะหทั้งหมด 3 รอบ 
โดยมีโครงขายชิ้นสวนในแตละรอบดังแสดงในรูปที่ 4.1.2 จะเห็นวาชิ้นสวนที่สรางขึ้นในรอบที่ 2 และรอบที่ 3 จะ
มีขนาดไมตอเนื่องมากนักในบริเวณขอบที่เกิดคาคลาดเคลื่อนมากซึ่งในกรณีนี้คือ ขอบที่รับแรงแผกระจาย เมื่อ
พิจารณาการกระจายของคาคลาดเคลื่อนดังแสดงในรูปที่ 4.1.3 จะเห็นวาคาคลาดเคลื่อนในโครงขายที่ 2 จะมี
คาคลาดเคลื่อนสูงอยู 2 บริเวณ คือ บริเวณที่รับแรงแผกระจาย และบริเวณรูเจาะ ซึ่งเมื่อพิจารณาถึงสัดสวนของ
พื้นที่ที่เกิดคาคลาดเคลื่อนที่สูงกวาบริเวณอื่น บริเวณที่รับแรงแผกระจาย จะมีการกระจายของคาคลาดเคลื่อน
เปนบริเวณที่ไมกวางเมื่อเทียบกับความยาวของสวนที่รับแรงแผกระจาย ทําใหเม่ือมีการเพิ่มจุดตอเพื่อจะทําการ
ปรับขนาดชิ้นสวนในรอบถัดไป จะมีการเพิ่มจุดตอที่เฉพาะที่ขอบของปญหาทําใหเมื่อถึงขั้นตอนการสราง
สามเหลี่ยมจึงไมมีจุดตอที่เปนตัวเลือกมากนักในการสรางชิ้นสวน สงผลใหชิ้นสวนบริเวณนี้ไมตอเนื่องมากนัก 
สวนพื้นที่บริเวณรูเจาะ จะมีการกระจายของคาคลาดเคลื่อนเปนสัดสวนที่เหมาะสมในการสรางจุดตอเพิ่มในการ
ปรับขนาดในรอบถัดไปทําใหเมื่อถึงขั้นตอนการสรางชิ้นสวนสามเหลี่ยม จึงมีจุดตอที่เปนตัวเลือกเพียงพอในการ
สรางชิ้นสวนจึงสงผลใหโครงขายของชิ้นสวนบริเวณนี้มีความตอเนื่อง เมื่อพิจารณาถึงคาคลาดเคลื่อนใน
โครงขายสุดทายจะเห็นวาคาคลาดเคลื่อนกระจายเทากันเกือบทั้งปญหา ซึ่งเหลือบริเวณที่เกิดคาคลาดเคลื่อน
มากอีกเพียงเล็กนอยเทานั้น 
 
 สําหรับการกระจายคาหนวยแรงตางๆ สามารถแสดงไดในรูปที่ 4.1.4 – 4.1.6 ซึ่งจะมีความตอเนื่องของ
เสนขอบคอนทัวรในทุกโครงขายชิ้นสวน เพราะเปนผลมาจากหนวยแรงที่จุดตอที่ไดมีการประมาณจากชิ้นสวน
โดยรอบเรียบรอยแลว เมื่อนําไปเปรียบเทียบกับหนวยแรงที่คํานวณไดจากผลเฉลยแมนตรงตามแนว AB ในรูปที่ 
4.1.1 ไดผลการเปรียบเทียบในแตละโครงขายดังแสดงในรูปที่ 4.1.7 – 4.1.9 ซ่ึงมีจะมีลักษณะลูเขาสูคําตอบ
แมนตรงมากขึ้นเมื่อโครงขายของชิ้นสวนมีความละเอียดมากขึ้น และในโครงขายสุดทายผลเฉลยที่ไดมีความ
ใกลเคียงกับผลเฉลยแมนตรงมาก และจะสังเกตเห็นวาหนวยแรงในทิศทาง x หลังจากผานคาสูงสุดจะมีคาลาด
ลงมากกวาคาที่ไดจากการคํานวณผลเฉลยแมนตรง และจะลูเขาสูศูนยในบริเวณใกลจุด B ทั้งนี้เนื่องจากการ
จําลองแผนบางขนาดอนันตดวยแผนบางที่มีขนาดนับไดซึ่งจะมีหนวยแรงในทิศทาง x เทากับศูนยที่ขอบของ
ปญหาในขณะทีแ่ผนบางขนาดอนันตไมมีขอบ เมื่อคาหนวยแรงลดลงถึงคาๆหนึ่งก็จะคงที่ไปตลอด ลักษณะ
เชนนี้เกิดขึ้นกับหนวยแรงในทิศทาง y เชนกัน โดยที่จุด B หนวยแรงที่ไดจะมีคาต่ํากวาคาผลเฉลยแมนตรง
เล็กนอยแตจะสงผลในบริเวณแคบๆ ไมมากเหมือนกับหนวยแรงในทิศทาง x สําหรับหนวยแรงเฉือนจะไมเกิด
ผลกระทบเชนนี้เพราะทั้งในแผนบางขนาดอนันตและแผนบางขนาดนับไดใหผลเฉลยเทากับศูนยเทากัน 
 
 ในการเปรียบเทียบผลการวิเคราะหที่ไดจากกระบวนการปรับขนาดชิ้นสวนอัตโนมัติในงานวิจัยนี้กับผล
การวิเคราะหที่ไดจากกระบวนการปรับขนาดชิ้นสวนอัตโนมัติเดิมที่ใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดคงที่ซึ่ง
ใชการปรับปรุงคุณภาพโครงขายโดยวิธีการปรับเรียบของลาปลาซ และตั้งเปาหมายของการปรับขนาดไปที่
คาเฉลี่ยระหวางคาคลาดเคลื่อนปจจุบันและคาคลาดเคลื่อนที่ยอมให [23] และ กระบวนการปรับขนาดชิ้นสวน
อัตโนมัติเดิมที่ใชชิ้นสวนสามเหล่ียมชนิดความเครียดคงที่ซึ่งใชการปรับปรุงคุณภาพโครงขายโดยวิธีการปรับ
เรียบเชิงมุม [26] พบ วาไดผลการวิเคราะหทั้งหมด 4 รอบทั้งสองงานวิจัยเดิม โดยไดแสดงโครงขายชิ้นสวน และ
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ผลการวิเคราะหเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงในโครงขายสุดทายเปรียบเทียบกับงานวิจัยนี้ ดังแสดงไวใน
รูปที่ 4.1.10 – 4.1.13  
 
 ในดานขนาดและความตอเนื่องของชิ้นสวนในโครงขาย พบวาในงานวิจัยนี้ยังคงใหความตอเนื่องของ
ชิ้นสวนที่ดีกวาในงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ ซึ่งสรางชิ้นสวนโดยมีขนาดของชิ้นสวนแบง
ออกเปนหยอมอยางชัดเจน แตในงานวิจัยนี้ใหความตอเนื่องของชิ้นสวนไดไมดีเฉพาะบริเวณขอบของปญหาที่
รับแรงแผกระจายเทานั้นซึ่งเปนผลจากการกระจายคาคลาดเคลื่อนดังที่ไดกลาวไปแลว 
 
 ในดานเวลาในการวิเคราะห จะเห็นวาผลการวิเคราะหจากงานวิจัยนี้ ในโครงขายสุดทายมีจํานวนจุด
ตอเพียง 723 จุดตอเทานั้น และมีการปรับขนาดชิ้นสวนเพียง 3 รอบ ก็ทําใหเกิดคาคลาดเคลื่อนสัมพัทธนอยกวา
คาคลาดเคลื่อนสัมพัทธที่ยอมให ซึ่งในงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ มีจํานวนจุดตอในโครงขาย
สุดทายถึง 2079 จุดตอ และในงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม มีจํานวนจุดตอในโครงขายสุดทายถึง 1848 
จุดตอ ซึ่งทั้งสองงานวิจัยตองใชการปรับขนาดโครงขาย เพื่อใหไดคาคลาดเคลื่อนสัมพัทธนอยกวาคาคลาด 
เคล่ือน สัมพัทธที่ยอมให 4 รอบ ซึ่งจะเห็นวาในงานวิจัยนี้ทําใหจํานวนจุดตอลดลงถึงเกือบ 3 เทา และสงผลถึง
เวลาที่ใชในการคํานวณทั้งหมดลดลงถึงเกือบ 3 เทาเมื่อเปรียบเทียบกับงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลา
ปลาซ และลดลงเกือบ 4 เทา ในงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม 
 
 สําหรับการเปรียบเทียบผลการวิเคราะหกับผลเฉลยแมนตรงบริเวณขอบ AB ซึ่งจะเห็นวาผลที่ไดใน
งานวิจัยนี้ใหคาที่ถูกตองและตอเนื่องมากกวาผลจากงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ และใหผล
คลายกับผลจากงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม ที่เปนเชนนี้เพราะในงานวิจัยนี้ไดคํานวณคาหนวยแรงที่
ขอบของปญหาจากการประมาณคาของหนวยแรงที่ไดจากชิ้นสวนรอบจุดตอ ซึ่งคลายกับงานวิจัยเดิมที่ใชการ
ปรับเรียบเชิงมุม ซึ่งทําใหไดผลการคํานวณที่ตอเนื่องเหมือนกัน 
 
 จากขั้นตอนการปรับขนาดชิ้นสวนเมื่อพิจารณาสมการที่ใชคํานวณหาคาขนาดชิ้นสวนใหม คือ สมการ
( 2.4.2 )  จะเห็นไดวาถาใชคา p=1 จะทําใหไดขนาดของชิ้นสวนใหมเล็กลง ซึ่งจะสงผลใหมีการเพิ่มจุดตอมาก
ขึ้น และนาจะทําใหจํานวนรอบในการปรับขนาดลดลงดวย แตเมื่อพิจารณาถึงทฤษฏีและความถูกตองของการ
ปรับเปล่ียนคา p ใหมีคาอื่นที่ไมใช 2 นั้นจะเห็นวาการปรับเปล่ียนนี้จะมีความไมถูกตองทางทฤษฏีคือจะขัดแยง
กับสมการที่ ( 2.4.1 ) นั่นคือ p คือ กําลังของพหุนามในฟงกชันฐาน ซึ่งเทากับ 2 นั่นเอง  ดังนั้นการปรับเปล่ียนนี้
อาจจะสงผลถึงการสรางจุดตอในที่ที่ไมเหมาะสมซึ่งอาจจะทําใหผลที่ไดจากการคํานวณโดยวิธีไฟไนเอลิเมนตมี
ความคลาดเคลื่อนเกิดขึ้นได ดังนั้นเพื่อเปนการทดสอบ ในงานวิจัยนี้จึงทดลองใชคา p=1 ในการคํานวณหา
ขนาดชิ้นสวนใหมซึ่งจะเปนการเรงการลูเขาสูผลเฉลยไดเร็วขึ้น โดยไดแสดงโครงขายชิ้นสวน และผลการ
วิเคราะหเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงในโครงขายสุดทาย ดังแสดงไวในรูปที่ 4.1.10 – 4.1.13  
 
 ในดานขนาดและความตอเนื่องของชิ้นสวนในโครงขาย พบวามีการสรางชิ้นสวนที่ดีขึ้นบริเวณขอบของ
ปญหาที่รับแรงแผกระจาย อันเนื่องมาจากการเพิ่มจุดตอที่มากขึ้นในบริเวณใกลขอบของปญหาเนื่องจากมีการ
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ลดขนาดของชิ้นสวนใหมลง สงผลใหการสรางชิ้นสวนในบริเวณนี้ทําไดดีขึ้น แตในบริเวณรูเจาะมีจํานวน
ชิ้นสวนคอนขางหนาแนนซึ่งก็เปนผลจากเพิ่มจํานวนจุดตอที่มากขึ้นนั่นเอง การลดขนาดของชิ้นสวนใหมนี้จะ
สงผลกระทบใหมีการเพิ่มจุดตอในบริเวณที่ไมจําเปนซึ่งทําใหมีจํานวนจุดตอมากเกินไปในบางบริเวณ แตความ
ตอเนื่องของโครงขายโดยรวมก็มีความตอเนื่องกันคอนขางดี 
 
 ในดานเวลา ในการวิเคราะห จะเห็นวาวิธีการเรงการเขาสูผลเฉลยนี้มีการปรับขนาดชิ้นสวนลดลงเหลือ
เพียง 2 รอบ ซึ่งก็เปนผลมาจากการลดขนาดชิ้นสวนใหมนั่นเอง ซึ่งก็สงผลใหมีจํานวนจุดตอเพิ่มขึ้นเปน 980 จุด
ตอ และเวลารวมในการคํานวณของวิธีการเรงการเขาสูผลเฉลยจะนอยลงเล็กนอย เพราะใชการคํานวณเพียง 2 
โครงขาย แตในโครงขายสุดทายมีจํานวนจุดตอมากขึ้น 
 
 สําหรับการเปรียบเทียบผลการวิเคราะหกับผลเฉลยแมนตรงบริเวณขอบ AB จะเห็นวาผลเฉลยที่ไดจะ
เกิดความผิดพลาดขึ้นที่จุดตอแรกที่บริเวณรูเจาะคือใหคาคลาดเคลื่อนมากที่หนวยแรงในทิศทาง y และผิด 
พลาดมากที่หนวยแรงในทิศทาง x และหนวยแรงเฉือน แตในบริเวณอื่นยังคงใหคาที่ถูกตองและตอเนื่องเชนเดิม 
ซึ่งผลทีเกิดขึ้นนี้อาจเปนผลจากการปรับเปล่ียนคา p ซึ่งผิดไปจากทฤษฏีนั่นเอง ดังนั้นในการปรับเปล่ียนคา p 
ใหเปนคาอื่นที่ไมใช 2 ก็ควรจะมีการตรวจสอบผลการคํานวณที่ไดดวยวามีลักษณะการเปลี่ยนแปลงของหนวย
แรงเหมาะสมหรือไม คือมีการเปลี่ยนแปลงของหนวยแรงอยางทันทีทันใดหรือไมนั่นเอง 
 
 จากตัวอยางนี้จะเห็นวาผลที่ไดจากการเรงการลูเขาสูผลเฉลย นั้นยังไมเห็นผลมากนัก เนื่องจาก
จํานวนโครงขายการปรับขนาดชิ้นสวนในงานวิจัยนี้ยังไมมากนักและยังมีคาคลาดเคลื่อนเกิดขึ้นมากดวย และ
ผลของงานวิจัยนี้ยังใหผลที่ดีกวาผลจากงานวิจัยเดิมในดานของเวลาไมมากนัก เนื่องมาจากในตัวอยางนี้มี
บริเวณที่มีคาหนวยแรงคงที่เปนบริเวณกวาง ทําใหชิ้นสวนที่ใชในงานวิจัยเดิมยังใชไดดี  
 
4.2 ตัวอยางที่ 2 ปญหาแผนวงกลมบางรับแรงกระทําเปนจดุ 
 
 ตัวอยางนี้เปนปญหาแผนวงกลมบางขนาดเสนผานศูนยกลาง 2 ซม. รับแรงกระทําเปนจุด 2 แรง ใน
แนวแกน y กระทําในทิศทางตรงกันขาม ขนาดของแรงเทากับ 100 กก. วัสดุมีคาโมดูลัสยืดหยุนเทากับ 2 x 106 
กก./ตร.ซม.   และอัตราสวนบัวซองเทากับ 0.3 ดังแสดงในรูปที่ 4.2.1 (ก) และสามารถสรางแบบจําลองสําหรับ
วิเคราะหผลโดยอาศัยหลักสมมาตรไดดังแสดงใน รูปที่ 4.2.1 (ข) โดยจําลองแรงกระทําใหแผกระจายเปนรูป
สามเหลี่ยมเพื่อลดปญหาเนื่องจากบริเวณที่แรงกระทําเปนจุดมีความคลาดเคลื่อนมากกวาในบริเวณอื่นมาก ทํา
ใหการลดขนาดชิ้นสวนในบริเวณอื่นไมมีผลตอความคลาดเคลื่อนสัมพัทธโดยรวม โดยในปญหานี้ไดจําลองแรง
ที่กระทําแผกระจายออกไป 4 องศาจากแนวแรงเดิมในที่นี้มีระยะ 0.0698 ซม. จากแนวแกน y ซึ่งอาจจะ
กําหนดใหมากขึ้นหรือนอยลงกวานี้ไดขึ้นอยูกับผูทําการวิเคราะห   
 
 กําหนดคาความคลาดเคลื่อนสัมพัทธที่ยอมใหเทากับ 0.05 จะไดผลการวิเคราะหทั้งหมด 8 รอบ โดยมี
โครงขายชิ้นสวนบางโครงขายดังแสดงในรูปที่ 4.2.2 จะเห็นวาโครงขายชิ้นสวนทุกโครงขายมีความตอเนื่องกันดี 
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โดยจะพบวา มีการเพิ่มจุดตอมากเฉพาะบริเวณที่ไดรับแรงกระทําเทานั้นซึ่งก็เปนผลมาจากคาความคลาด
เคล่ือนที่เกิดขึ้นสูงเฉพาะบริเวณที่แรงกระทําเทานั้น ซึ่งเมื่อพิจารณาถึงคาคลาดเคลื่อนสัมพัทธที่เกิดขึ้นจะพบวา
มีการกระจายไมดีนักซึ่งเปนผลมาจากประสิทธิภาพของชิ้นสามเหลี่ยมที่ใชในการคํานวณ คือ ใหผลการ
วิเคราะหที่ดีมากในบริเวณที่หางไกลกับตําแหนงที่แรงกระทํา เนื่องจากลักษณะการเปลี่ยนแปลงของหนวยแรงที่
ใกลเคียงกับพฤติกรรมของชิ้นสวนที่ใชมากกวาที่บริเวณใกลแรงกระทํานั่นเอง ทําใหคาคลาดเคลื่อนบริเวณ
ดังกลาวมีคานอยมากคือไมถึง 1 เปอรเซ็นต จึงทําใหไมมีการเพิ่มจุดตอในบริเวณนี้ แตไปเพิ่มจุดตอที่บริเวณใกล
กับที่แรงกระทําเนื่องจากคาคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นสูง แตเมื่อมีการเพิ่มจุดตอแลว และทําการคํานวณรอบตอไป
จนถึงรอบสุดทาย จะพบวามีบางบริเวณที่ยังมีคาคลาดสูงอยูถึง 10 เปอรเซ็นต แตโปรแกรมก็หยุดการคํานวณซึ่ง
ก็เปนจากคาคลาดเคลื่อนสัมพัทธที่บริเวณที่หางไกลจากจุดที่แรงกระทํานั่นเองที่มีคานอยมากทําให คาคลาด 
เคล่ือนสัมพัทธโดยรวมที่เกิดขึ้นนอยกวาคาคลาดเคลื่อนสัมพัทธที่ยอมให ทําใหการกระจายตัวของคาคลาด 
เคล่ือนยังไมดีเทาที่ควร 
 
 สําหรับการกระจายคาหนวยแรงตางๆ สามารถแสดงไดในรูปที่ 4.2.4 – 4.2.6 ซึ่งจะมีการตอเนื่องของ
เสนขอบคอนทัวรในทุกโครงขาย และเมื่อนําไปเปรียบเทียบกับหนวยแรงที่คํานวณไดจากผลเฉลยแมนตรงตาม
แนว AB ในรูปที่ 4.2.1 ไดผลการเปรียบเทียบในแตละโครงขายดังแสดงในรูปที่ 4.2.7 – 4.2.9 ซึ่งจะมีความ
ใกลเคียงกับผลเฉลยแมนตรงมากตั้งแตโครงขายแรก  
 
 ในการเปรียบเทียบผลการวิเคราะหที่ไดกับผลจากงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ พบวา
ไดผลการวิเคราะหทั้งหมด 7 รอบ และงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม พบวาไดผลการวิเคราะหทั้งหมด 4 
รอบ โดยไดแสดงโครงขายชิ้นสวน และผลการวิเคราะหเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงในโครงขายสุดทาย ดัง
แสดงไวใน รูปที่ 4.2.10 – 4.2.13  
 
 ในดานขนาดและความตอเนื่องของชิ้นสวนในโครงขาย พบวาในงานวิจัยนี้ยังคงใหความตอเนื่องของ
ชิ้นสวนที่ดีกวาในงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ แตเมื่อพิจารณาถึงลักษณะของโครงขายจะเห็นวา
บริเวณที่เปนสวนโคงของปญหา ชิ้นสวนที่ใชในงานวิจัยนี้ไมสามารถเปนตัวแทนในลักษณะทางกายภาพไดดีนัก
เนื่องจากมีการเพิ่มจุดตอนอยในบริเวณนี้ รวมทั้งคุณสมบัติของชิ้นสวนสามเหล่ียมเปนชิ้นสวนที่มีรูปรางเหมือน
สามเหลี่ยมชนิดความเครียดคงที่ คือมีดานของสามเหลี่ยมเปนเสนตรง วิธีการที่จะแกปญหานี้คือ เปล่ียน
โครงขายเริ่มตนของปญหานี้ใหมีความละเอียดมากขึ้น แตก็จะสงผลถึง การกระจายของคาคลาดเคลื่อนและ
จํานวนจุดตอที่สรางขึ้นรวมทั้งจํานวนรอบและเวลาในการคํานวณดวย หรือเปลี่ยนชนิดของชิ้นสวนที่ใชในการ
วิเคราะหใหมีดานเปนพหุนามกําลัง 2  
 
 ในดานเวลาในการวิเคราะห จะเห็นวาผลการวิเคราะหจากงานวิจัยนี้ ในโครงขายสุดทายมีจํานวนจุด
ตอเพียง 151 จุดตอเทานั้น แตมีการปรับขนาดชิ้นสวนถึง 8 รอบ เพื่อทําใหเกิดคาคลาดเคลื่อนสัมพัทธนอยกวา
คาคลาดเคลื่อนสัมพัทธที่ยอมให ซึ่งในงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ มีจํานวนจุดตอในโครงขาย
สุดทายถึง 2630 จุดตอและใชการปรับขนาดโครงขายถึง 7 รอบ และในงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม มี
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จํานวนจุดตอในโครงขายสุดทายถึง 2366 จุดตอและใชการปรับขนาดโครงขายเพียง 4 รอบ ซึ่งจะเห็นวาใน
งานวิจัยนี้ทําใหจํานวนจุดตอลดลงถึงเกือบ 17 เทา และสงผลถึงเวลาที่ใชในการคํานวณทั้งหมดลดลงถึงเกือบ 
15 เทาเมื่อเปรียบเทียบกับงานวิจัยเดิม ถึงแมวาจะใชจํานวนรอบในการปรับขนาดถึง 8 รอบ สาเหตุที่มีการปรับ
ขนาดถึง 8 รอบเพราะบริเวณที่มีการเพิ่มจุดตอมีบริเวณไมมากเมื่อเทียบกับพื้นที่ของปญหา และการคํานวณหา
ขนาดชิ้นสวนใหมก็เปนการทําใหมีการเพิ่มจุดตอเฉพาะบริเวณที่จําเปนเทานั้น จึงทําใหการปรับขนาดของ
ปญหานี้เปนไปอยางคอยเปนคอยไปและไดโครงขายที่มีความตอเนื่องมาก 
 
 สําหรับการเปรียบเทียบผลการวิเคราะหกับผลเฉลยแมนตรงบริเวณขอบ AB ซึ่งจะเห็นวาผลที่ไดใน
งานวิจัยนี้ใหคาที่ถูกตองและตอเนื่องมากกวา ผลงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ และใหผลคลายกับ
ผลงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม ถึงแมจะมีจุดตอจํานวนนอยมากที่อยูบนขอบ AB    
 
 เมื่อไดทดลองใชวิธีการเรงการเขาสูผลเฉลย พบวาไดผลการวิเคราะหทั้งหมด 2 รอบโดยไดแสดง
โครงขายชิ้นสวน และผลการวิเคราะหเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงในโครงขายสุดทาย ดังแสดงไวในรูปที่ 
4.2.10 – 4.2.13 
 
 ในดานขนาดและความตอเนื่องของชิ้นสวนในโครงขาย พบวามีการสรางชิ้นสวนเปนจํานวนมากใน
บริเวณใกลจุดที่รับแรงกระทํา ทําใหโครงขายที่ไดไมตอเนื่องมากนัก 
 
 ในดานเวลา ในการวิเคราะห จะเห็นวาวิธีการเรงการเขาสูผลเฉลยนี้มีการปรับขนาดชิ้นสวนลดลงเหลือ
เพียง 2 รอบ แตก็สงผลใหมีจํานวนจุดตอเพิ่มขึ้นเปน 201 จุดตอ และเวลารวมในการคํานวณของวิธีการเรงการ
เขาสูผลเฉลยจะลดลงเกือบ 3 เทา เพราะใชการคํานวณเพียง 2 โครงขาย  
 
 สําหรับการเปรียบเทียบผลการวิเคราะหกับผลเฉลยแมนตรงบริเวณขอบ AB จะเห็นวาผลเฉลยที่ได
ยังคงใหคาที่ถูกตองและตอเนื่องเชนเดิม 
 
 เมื่อพิจารณาถึงผลกระทบเนื่องจากการจําลองแรงที่กระทําแผกระจายออกไป 4 องศาจากแนวแรงเดิม
ซึ่งจะเห็นวาไมสงผลกระทบกับหนวยแรงบริเวณขอบ AB ของปญหาเนื่องจากขอบ AB หางไกลจากตําแหนงที่
แรงกระทํามาก จึงทําใหผลกระทบจากการจําลองแรงกระทําเปนจุดเปนแรงแผกระจายนี้ไมสงผลกระทบ แต
บริเวณที่ไดรับผลกระทบควรจะอยูใกลกับตําแหนงที่แรงกระทํา ซึ่งในงานวิจัยนี้ไดเปรียบเทียบผลการวิเคราะหที่
ขอบ AC กับผลเฉลยแมนตรง และเปรียบเทียบผลการวิเคราะหที่ไดจากงานวิจัยเดิมกับผลเฉลยแมนตรงที่ขอบ 
AC ดวย ดังแสดงไวในรูปที่ 4.2.14 – 4.2.16 ซึ่งจะพบวาผลจากการเปรียบเทียบทุกงานวิจัยใหคาของหนวยแรง
ในลักษณะคลายกัน คือมีความคลาดเคลื่อนมากบริเวณที่แรงกระทํา แตมีลักษณะของหนวยแรงเปนไปในทาง
เดียวกัน และผลการวิเคราะหหนวยแรงเฉือนที่ไดจากงานวิจัยนี้ใหคาคลาดเคลื่อนที่มากกวาในงานวิจัยเดิม ซึ่ง
คาคลาดเคลื่อนเกิดขึ้นเนื่องจากการจําลองแรงกระทําเปนจุดเปนแรงแผกระจายนั่นเอง ซึ่งเมื่อทดลองลดคา
คลาดเคลื่อนสัมพัทธใหลดลงก็ยังไมสามารถแกไขปญหานี้ไดเนื่องจากสภาพของปญหาที่เปล่ียนแปลงไปแลว
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นั่นเอง วิธีแกปญหาคือตองลดมุมที่ใหแรงแผกระจายกระทําใหเล็กลงเพื่อใหลักษณะของปญหาใกลเคียงกับ
ปญหาเดิมมากที่สุด แตก็จะสงผลใหเกิดคาคลาดเคลื่อนมากขึ้นอยางมากที่บริเวณแรงกระทํา 
 
 จากตัวอยางนี้จะเห็นวาผลที่ไดจากการเรงการลูเขาสูผลเฉลย นั้นทําใหจํานวนรอบในการปรับขนาด 
และเวลาลดลงอยางมาก และผลของงานวิจัยนี้ยังใหผลที่ดีกวาผลจากงานวิจัยเดิมในดานของเวลาอยางมาก 
เนื่องมาจากในตัวอยางนี้คาหนวยแรงมีการเปลี่ยนแปลงเกือบตลอดทั้งปญหา แตยังใหโครงขายที่มีความ
ตอเนื่องดีอยู ทําใหเห็นความไดเปรียบของคุณสมบัติของชิ้นสวนที่ใชในงานวิจัยนี้ไดอยางชัดเจน และจะเห็นวา
การจําลองแบบจําลองของปญหามีความสําคัญมากดังที่ไดเห็นในการเปรียบเทียบผลการวิเคราะหตามแนว AC 
กับผลเฉลยแมนตรง 
 
4.3 ตัวอยางที่ 3 ปญหาคานยื่น รับแรงกระทําที่ปลายอิสระ 
 
 ในตัวอยางนี้เปนการวิเคราะหปญหารับแรงดัด โดยสามารถตรวจสอบผลการวิเคราะหที่ไดทั้งในดาน
หนวยแรงและระยะการเคลื่อนที่กับผลเฉลยแมนตรง เพื่อยืนยันความถูกตองของผลการวิเคราะหกอนจะนําไปใช
วิเคราะหปญหาที่มีลักษณะคลายกัน ( รับแรงดัด )  ในตัวอยางที่ 4 ซึ่งเปนปญหาการใชงานจริง ไมมีผลเฉลย
แมนตรง  โดยลักษณะของปญหาที่ใชวิเคราะหในตัวอยางที่ 3 นี้เปนคานยื่นที่มีความยาว 200 ซม. ลึก 30 ซม. 
และกวาง 20 ซม.  กําหนดคาโมดูลัสยืดหยุนของวัสดุเทากับ 2.634 x 105 กก./ซม. และมีอัตราสวนบัวซอง
เทากับ 0.22 รับแรงกระทําที่ปลายคานดานอิสระ 1,000 กก. ดังแสดงในรูปที่ 4.3.1 (ก) โดยจําลองแรงกระทําให
กระจายทั่วทั้งหนาตัดคาน ดังแสดงในรูปที่ 4.3.1 (ข) 
 
 กําหนดคาความคลาดเคลื่อนสัมพัทธที่ยอมใหเทากับ 0.05 จะไดผลการวิเคราะห 1 รอบ โดยมี
โครงขายชิ้นสวนดังแสดงในรูปที่ 4.3.2 (ก) จะเห็นวาโครงขายชิ้นสวนมีความตอเนื่องกัน ซึ่งเมื่อพิจารณาถึงคา
คลาดเคลื่อนสัมพัทธที่เกิดขึ้น จะพบวามีการกระจายไมดีนักเนื่องจากไมมีการปรับขนาดชิ้นสวนจึงไมสามารถที่
จะกระจายคาคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นได และจะพบวาคาคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นในพื้นที่ของปญหาสวนใหญจะนอย
มากคือไมถึง 1 เปอรเซ็นต แตจะเกิดคาคลาดเคลื่อนที่สูงกวาบริเวณจุดรองรับ และปลายคานที่รับแรงแผ
กระจายแตคาคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นก็ไมสูงมากและเปนบริเวณนอย จึงทําใหคาคลาดเคลื่อนสัมพัทธโดยรวมที่
เกิดขึ้นนอยกวาคาคลาดเคลื่อนสัมพัทธที่ยอมใหทําใหไมมีการปรับขนาดชิ้นสวน 
 
 สําหรับการกระจายคาหนวยแรงตางๆ สามารถแสดงไดในรูปที่ 4.3.3 ซึ่งจะมีการตอเนื่องของเสนขอบ
คอนทัวรดี เมื่อนําไปเปรียบเทียบกับหนวยแรงที่คํานวณไดจากผลเฉลยแมนตรงตามแนวขอบลางของคาน ไดผล
การเปรียบเทียบ ดังแสดงในรูปที่ 4.3.3 ซึ่งจะมีความใกลเคียงกับผลเฉลยแมนตรงมาก  
 
 ในการเปรียบเทียบผลการวิเคราะหที่ไดกับผลการวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ พบวาไดผล
การวิเคราะหทั้งหมด 7 รอบ และงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม พบวาไดผลการวิเคราะหทั้งหมด 4 รอบ 
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โดยไดแสดงโครงขายชิ้นสวน และผลการวิเคราะหเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงในโครงขายสุดทาย ดัง
แสดงไวใน รูปที่ 4.3.4 – 4.3.7 
 
 ในดานขนาดและความตอเนื่องของชิ้นสวนในโครงขาย ไมสามารถเปรียบผลที่ไดจากงานวิจัยนี้กับ
งานวิจัยเดิมไดอยางชัดเจนเนื่องจากผลที่ไดจากงานวิจัยนี้ไมมีการปรับขนาดโครงขาย แตเมื่อพิจารณาโครงขาย
สุดทายที่ไดจากงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ จะมีการสรางชิ้นสวนขนาดเล็กรวมกันเปนหยอม
สลับดวยชิ้นสวนขนาดใหญที่รวมกันเปนหยอม  และเมื่อพิจารณาโครงขายสุดทายที่ไดจากงานวิจัยเดิมที่ใชการ
ปรับเรียบเชิงมุมจะใหขนาดของชิ้นที่ตอเนื่องกันดีตลอดทั้งโครงขาย 
 
 ในดานเวลาในการวิเคราะห จะเห็นวาผลการวิเคราะหจากงานวิจัยนี้ สามารถลูเขาสูผลเฉลยไดอยาง
รวดเร็ว เนื่องจากคุณสมบัติของชิ้นสวนที่ใชในการวิเคราะหเหมาะสมกับลักษณะการเปลี่ยนแปลงของหนวยแรง 
ทําใหคาหนวยแรงที่ไดลูเขาอยางรวดเร็ว ซึ่งในโครงขายมีจํานวนจุดตอเพียง 345 จุดตอเทานั้น ซึ่งในงานวิจัย
เดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ มีจํานวนจุดตอในโครงขายสุดทายถึง 9637 จุดตอและใชการปรับขนาด
โครงขายถึง 7 รอบ และในงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม มีจํานวนจุดตอในโครงขายสุดทายถึง 9174 จุด
ตอและใชการปรับขนาดโครงขายถึง 4 รอบ ซึ่งจะเห็นวาในงานวิจัยนี้ทําใหจํานวนจุดตอลดลงถึงเกือบ 30 เทา 
และสงผลถึงเวลาที่ใชในการคาํนวณทั้งหมดลดลงถึงเกือบ 300 เทาเมื่อเปรียบเทียบกับงานวิจัยเดิม  
 
 สําหรับการเปรียบเทียบผลการวิเคราะหกับผลเฉลยแมนตรงบริเวณขอบลางของคาน ซึ่งจะเห็นวาผลที่
ไดในงานวิจัยนี้ใหคาที่ถูกตองและตอเนื่องมากกวา ผลงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ และใหผล
คลายกับผลงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม  แตที่บริเวณใกลจุดรองรับจะเห็นวาคาคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้น
ในงานวิจัยนี้จะมีระยะไกลจากจุดรองรับมากกวาในงานวิจัยเดิม เนื่องจากระยะหางของจุดตอที่บริเวณใกลกับ
จุดรองรับมีระยะทางมากเนื่องจากไมมีการปรับขนาดชิ้นสวน ดังนั้นเพื่อแกไขปญหาดังกลาวในงานวิจัยนี้จึงได
ปรับปรุงโครงขายเริ่มตนใหมใหมีความความละเอียดมากขึ้นที่บริเวณใกลกับจุดรองรับ โดยไดแสดงโครงขาย
ชิ้นสวน และผลการวิเคราะหเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง ดังแสดงไวในรูปที่ 4.3.8 โดยผลที่ไดทําใหคา
คลาดเคลื่อนสัมพัทธลดลงและมีจํานวนจุดตอมากขึ้น ซึ่งไมมีการปรับขนาดโครงขายเชนเดิม และผลการ
เปรียบเทียบผลการวิเคราะหกับผลเฉลยแมนตรงทําใหคาหนวยแรงที่บริเวณใกลที่รองรับมีความคลาดเคลื่อน
ลดลง และมีลักษณะใกลเคียงกับผลที่ไดจากงานวิจัยเดิม แตมีจํานวนจุดตอนอยกวามาก 
 
 จากตัวอยางนี้จะเห็นวา ผลของงานวิจัยนี้ใหผลที่ดีกวาผลจากงานวิจัยเดิมในดานของเวลาอยางมาก 
เนื่องมาจากในตัวอยางนี้คาหนวยแรงมีการเปลี่ยนแปลงเกือบตลอดทั้งปญหา และคาการเปลี่ยนแปลงของ
หนวยแรงเปนแบบเชิงเสนซึ่งสอดคลองกับคุณสมบัติของชิ้นสวน  ที่ใชในงานวิจัยนี้อยางมากจึงทําใหไดผลเฉลย
อยางรวดเร็ว 
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4.4 ตัวอยางที่ 4 ปญหาคานชวงเดียวมีชองเปดรับแรงกระทําเปนจุด 
 
 ตัวอยางนี้เปนการวิเคราะหปญหาที่มีคาหนวยแรงเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็วตลอดทั้งโดเมน และมี
หลายบริเวณที่มีคาคลาดเคลื่อนสูงทําใหยากแกการกระจายคาคลาดเคลื่อนใหเทากันทั้งโดเมน โดยตัวอยางนี้
เปนการวิเคราะหคานขนาด 300 ซม. ลึก 40 ซม. กวาง 20 ซม. มีฐานรองรับแบบธรรมดาและรับแรงกระทําเปน
จุด ซึ่งในปญหาที่นําไปทําการวิเคราะหจะเปลี่ยนแรงที่กระทําเปนจุดเปนแรงแผกระจายรูปสามเหล่ียมมีฐาน
กวาง 10 ซม. เพื่อลดคาคลาดเคลื่อนที่จะเกิดขึ้นสูงมากบริเวณที่แรงกระทําเปนจุด และคานถูกออกแบบใหมี
ชองเปดภายในคาน 2 ชอง ขนาดชองละ 40 x 18 ซม. เจาะหางจากขอบบนและขอบลางขางละ 11 ซม. ดัง
แสดงในรูปที่ 4.4.1 (ก) แตเนื่องจากการจําลองแบบคานใหมีรูเจาะเปนรูปส่ีเหลี่ยมมุมฉากจะใหคาคลาดเคลื่อน
บริเวณที่เปนจุดตอมุมฉากสูงมาก เม่ือปรับขนาดจึงมีการปรับขนาดบริเวณนี้เทานั้นทําใหการปรับขนาดที่บริเวณ
อื่นทําไดไมดี ผลเฉลยที่ไดในบางบริเวณยังคงมีความคลาดเคลื่อนสูง การแกปญหาเชนนี้จึงทําไดเชนเดียวกับ
การจําลองแรงกระทําเปนจุดใหเปนแรงกระทําแบบแผรูปสามเหลี่ยม นั่นคือพยายามหลีกเลี่ยงการสรางจุดตอที่
มีการเปลี่ยนแปลงคาหนวยแรงกับจุดขางเคียงที่แตกตางกันมาก โดยการจําลองชองเปดบริเวณมุมฉากใหเปน
สวนของเสนโคงรัศมี 3 ซม. ดังแสดงในรูปที่ 4.4.1 (ข) 
 
 กําหนดคาความคลาดเคลื่อนสัมพัทธที่ยอมใหเทากับ 0.05 จะไดผลการวิเคราะห 8 รอบ โดยมี
โครงขายชิ้นสวนบางโครงขายดังแสดงในรูปที่ 4.4.2 จะเห็นวาโครงขายชิ้นสวนมีความตอเนื่องกัน และมีการ
ปรับขนาดชิ้นสวนใหมีขนาดเล็กเพื่อลดคาคลาดเคลื่อนที่บริเวณแรงกระทํา บริเวณจุดรองรับธรรมดา และ
บริเวณมุมของชองเจาะ ซึ่งเมื่อพิจารณาถึงคาคลาดเคลื่อนสัมพัทธที่เกิดขึ้น จะพบวามีคาคลาดเคลื่อนมาก
บริเวณจุดรองรับทั้ง 2 ดาน และบริเวณชองเจาะ แตคาคลาดเคลื่อนก็ไมสูงมากนักเนื่องจากมีการปรับลดขนาด
ชิ้นสวนใหมีขนาดเล็กลงเพื่อลดความคลาดเคลื่อน แตก็ทําไดไมดีมากนักเนื่องจากที่บริเวณอื่นของปญหามีคา
คลาดเคลื่อนเกิดขึ้นนอยมาก คือไมถึง 1 เปอรเซ็นต ทําใหคาคลาดเคลื่อนโดยรวมมีขนาดนอยกวาคา
คลาดเคลื่อนที่ยอมใหแลวโปรแกรมจึงหยุดการทํางาน  
 
 สําหรับการกระจายคาคลาดเคลื่อนและคาหนวยแรงตางๆ สามารถแสดงไดในรูปที่ 4.4.3 ซึ่งจะมีการ
ตอเนื่องของเสนขอบคอนทัวรดี แตจะมีคาหนวยแรงเปลี่ยนแปลงชันมากบริเวณจุดรองรับ บริเวณแรงกระทําเปน
จุดและที่บริเวณมุมของชองเจาะรูปสีเหลี่ยม เม่ือนําหนวยแรงในทิศทาง y และหนวยแรงเฉือนที่คํานวณไดไป
เปรียบเทียบกับหนวยแรงที่เปนผลเฉลยแมนตรงตามแนวขอบบนของคานซึ่งมีคาเทากับศูนย ไดผลการ
เปรียบเทียบ ดังแสดงในรูปที่ 4.4.4 และไดแสดงคาหนวยแรงในทิศทาง x ซึ่งไมมีผลเฉลยแมนตรง ดังแสดงในรูป
ที่ 4.4.4 เชนกัน ซึ่งจะมีคาคลาดเคลื่อนเกิดขึ้นมากบริเวณที่แรงกระทํา และบริเวณที่อยูเหนือแนวชองเจาะ ซึ่งก็
เปนผลจากการเปลี่ยนแปลงหนวยแรงอยางรวดเร็ว 
 
 ในการเปรียบเทียบผลการวิเคราะหที่ไดกับผลการวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม พบวาไดผลการ
วิเคราะหทั้งหมด 5 รอบ โดยไดแสดงโครงขายชิ้นสวน และผลการวิเคราะหเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงใน
โครงขายสุดทาย ดังแสดงไวในรูปที่ 4.4.5 – 4.4.8  
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 ในดานขนาดและความตอเนื่องของชิ้นสวนในโครงขาย ในงานวิจัยเดิมจะใหโครงที่มีความตอเนื่อง
คอนขางดีถึงแมจะมีการปรับขนาดใหมีขนาดเล็กมากและหนาแนนมากก็ตาม และก็มีลักษณะของการปรับ
ขนาดของชิ้นสวนใหมีขนาดเล็กในบริเวณเดียวกับผลที่ไดจากงานวิจัยนี้ 
 
 ในดานเวลาในการวิเคราะห จะเห็นวาผลการวิเคราะหจากงานวิจัยนี้ สามารถลูเขาสูผลเฉลยไดอยาง
คอนขางชาเนื่องการเปลี่ยนแปลงของหนวยแรงเปนไปอยางลาดชันมาก แตการปรับขนาดจะมีการเพิ่มจุดตอไม
มากนักเนื่องจากจะเพิ่มจุดตออยางเหมาะสมจึงทําใหการกระจายของคาคลาดเคลื่อนที่สูงมีบริเวณไมมากนัก 
ซึ่งในโครงขายมีจํานวนจุดตอเพียง 1792 จุดตอเทานั้น ซึ่งในงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม มีจํานวนจุด
ตอในโครงขายสุดทายถึง 31611 จุดตอและใชการปรับขนาดโครงขายถึง 5 รอบ ซึ่งจะเห็นวาในงานวิจัยนี้ทําให
จํานวนจุดตอลดลงถึงเกือบ 20 เทา และสงผลถึงเวลาที่ใชในการคํานวณทั้งหมดลดลงถึงเกือบ 35 เทาเมื่อ
เปรียบเทียบกับงานวิจัยเดิม  
 
 สําหรับการเปรียบเทียบผลการวิเคราะหกับผลเฉลยแมนตรงบริเวณขอบบนของคาน ซึ่งจะเห็นวาผลที่
ไดในงานวิจัยเดิมใหคาหนวยแรงมีลักษะคลายกับผลที่ไดจากงานวิจัยนี้ คือจะมีคาคลาดเคลื่อนมากที่บริเวณที่
รับแรงกระทํา และบริเวณเหนือชองเจาะรูปส่ีเหลี่ยม 
 
 เมื่อไดทดลองใชวิธีการเรงการเขาสูผลเฉลย พบวาไดผลการวิเคราะหทั้งหมด 3 รอบโดยไดแสดง
โครงขายชิ้นสวน และผลการวิเคราะหเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงในโครงขายสุดทาย ดังแสดงไวในรูปที่ 
4.4.5 - 4.4.8 
 
 ในดานขนาดและความตอเนื่องของชิ้นสวนในโครงขาย พบวามีการสรางชิ้นสวนและจุดตอมากกวา 
และมีการกระจายของชิ้นสวนคลายกัน แตจะมีคาคลาดเคลื่อนที่สูงเกิดขึ้นมากกวาเล็กนอยเนื่องมาจากการเรง
การเพิ่มจุดตอทําใหการกระจายความคลาดเคลื่อนทําไดไมดีนัก 
 
 ในดานเวลา ในการวิเคราะห จะเห็นวาวิธีการเรงการเขาสูผลเฉลยนี้มีการปรับขนาดชิ้นสวนลดลงเหลือ
เพียง 3 รอบ แตก็สงผลใหมีจํานวนจุดตอเพิ่มขึ้นเปน 2422 จุดตอ และเวลารวมในการคํานวณของวิธีการเรงการ
เขาสูผลเฉลยจะลดลงเกือบ 2 เทา เพราะใชการคํานวณเพียง 3 โครงขาย  
 
 สําหรับการเปรียบเทียบผลการวิเคราะหกับผลเฉลยแมนตรงบริเวณขอบ AB จะเห็นวาผลเฉลยที่ได
ยังคงใหคาที่ถูกตองและตอเนื่องเชนเดิม และคาคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นจะนอยกวาเล็กนอยเนื่องจํานวนจุดตอที่
มากกวาทําใหการประมาณคาหนวยแรงบริเวณนี้ดีขึ้น 
 
 เนื่องจากในตัวอยางนี้ไมมีผลเฉลยแมนตรงเมื่อเปรียบเทียบผลการวิเคราะหในงานวิจัยนี้ ดังนั้นจึงไดมี
การทดสอบเพื่อเปรียบผลการวิเคราะหที่ไดกับผลการวิเคราะหจากโปรแกรมสําเร็จรูป ANSYS ซึ่งโครงขายที่ได
จากการวิเคราะหโดยโปรแกรมสําเร็จรูปไดแสดงไวในรูปที่ 4.4.9 และคาหนวยแรงที่ไดจากการวิเคราะหไดแสดง
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ไวในรูปที่ 4.4.10 ซึ่งจะพบวา จํานวนจุดตอที่ใชในโปรแกรมสําเร็จรูปจะมากกวาที่ใชในงานวิจัยนี้ เกือบ 4 เทา 
และเวลาที่ใชในการคํานวณมากกวาที่ใชในงานวิจัยนี้มากกวา 3 เทา ซึ่งใหคาหนวยแรงในทิศทาง x มีลักษณะ
ใกลเคียงกัน แตจะพบวาหนวยแรงในทิศทาง y และ หนวยแรงเฉือน ที่ไดจากงานวิจัยนี้จะมีคาคลาดเคลื่อน
เกิดขึ้นสูงกวาที่บริเวณแรงกระทํา ดังนั้นในงานวิจัยนี้จึงไดทดลองปรับลดขนาดชิ้นสวนในโครงขายเริ่มตนที่
บริเวณแรงกระทําลงโดยไดแสดงโครงขายสุดทายที่ไดจากการวิเคราะห และคาหนวยแรงตางๆที่ขอบบนของ
คาน ดังแสดงในรูปที่ 4.4.11 ซึ่งใชจํานวนรอบในการปรับขนาดโครงขายลดลงเหลือเพียง 5 รอบเนื่องมาจากการ
ลดขนาดชิ้นสวนในโครงขายเริ่มตนแตก็ทําใหมีจํานวนจุดตอเพิ่มมากขึ้นเชนกัน และคาหนวยแรงในทิศทาง y 
และหนวยแรงเฉือน มีความคลาดเคลื่อนลดลงมากโดยมีลักษณะใกลเคียงกับผลที่ไดจากงานวิจัยเดิม และผลที่
ไดจากโปรแกรมสําเรจ็รูป 
 
 จากตัวอยางนี้จะเห็นวา ผลของงานวิจัยนี้ใหผลที่ดีกวาผลจากงานวิจัยเดิม ในดานของเวลา
คอนขางมาก แตจะไมมากเทากับตัวอยางที่ 3 เนื่องมาจากในตัวอยางนี้คาหนวยแรงมีการเปลี่ยนแปลงอยาง
รวดเร็วตลอดทั้งปญหาและมีลักษณะไมเปนเชิงเสนมากนัก และวิธีการเรงการเขาสูผลเฉลยก็ชวยลดเวลาลงได
อีกอยางมาก เพียงแตอาจมีการเพิ่มจุดเกินความจําเปนบางในบางพื้นที่ของปญหาเทานั้น 
 
 จากตัวอยางการวิเคราะห จะพบวาลักษณะการกระจายของหนวยแรงจะมีผลอยางมากตอผลการ
ทํานาย ซึ่งถาลักษณะการกระจายของหนวยแรงเหมาะสมกับพฤติกรรมของชิ้นสวนที่ใชในการวิเคราะห จะทํา
ใหผลการวิเคราะหที่ไดใหผลที่ถูกตอง แมนยํา และรวดเร็ว และการกําหนดคาคลาดเคลื่อนที่ยอมใหก็ตอง
เหมาะสมกับการลักษณะการเปลี่ยนแปลงของหนวยแรง คือเมื่อปญหามีการเปลี่ยนแปลงของหนวยแรงตลอด
ทั้งพื้นที่ ก็ควรกําหนดคาคลาดเคลื่อนสัมพัทธที่ยอมใหคอนขางสูงเพื่อตรวจดูการลูเขาของผลเฉลยกอน แตถา
หนวยแรงมีคาคอนขางคงที่เปนบริเวณกวางก็สามารถกําหนดคาคลาดเคลื่อนสัมพัทธที่ยอมใหมีคาต่ําได และ
การกําหนดการเพิ่มจุดตอเพื่อลดคาคลาดเคลื่อนจะมีความสําคัญมาก ซึ่งเปนผลมาจากการกําหนดขนาดของ
ชิ้นสวนใหมในรอบถัดไปนั่นเองวาจะทําใหการเพิ่มจุดตอเกิดความเหมาะสมไดหรือไม  
 
 ในการปรับปรุงเพื่อใหไดโครงขายที่มีการกระจายของคาคลาดเคลื่อนที่เทากันตลอดทั้งโครงขายจะทํา
ไดยากมาก เนื่องจากจะมีบริเวณกวางของปญหาที่มีคาคลาดเคลื่อนต่ํามากทําใหสงผลถึงคาคลาดเคลื่อน
โดยรวม ทําใหผลการวิเคราะหที่ไดเกิดคาคลาดเคลื่อนสูงในหลายบริเวณเสมอ โดยวิธีแกไขคืออาจทําการ
คํานวณคาคลาดเคลื่อนสัมพัทธโดยรวม โดยแบงการคํานวณเปนพื้นที่ยอยๆ เพื่อใหเกิดการกระจายคา
คลาดเคลื่อนไดอยางเทากันทั้งปญหา 
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                           (ก) แผนบางมีรูเจาะรับแรงดึงหัวทาย                                            (ข) แบบจําลองการวิเคราะห 
 

รูปที่ 4.1.1 ปญหาแผนบางรับแรงดึงและแบบจําลองการวิเคราะห 
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  Mesh 1  η = 0.0206  Ne = 230  Nn = 509                        Mesh 2  η = 0.0101  Ne = 286  Nn = 641 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

          
  Mesh 3  η = 0.0075  Ne = 318  Nn = 723 

 
 
 
 
 

รูปที่ 4.1.2 โครงขายชิ้นสวนสามเหลี่ยมในปญหาแผนบางรับแรงดึง 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 

 
 



 48
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  Mesh 1  η = 0.0206  Ne = 230  Nn = 509                        Mesh 2  η = 0.0101  Ne = 286  Nn = 641 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
  Mesh 3  η = 0.0075  Ne = 318  Nn = 723 

 
 
 
 
 

รูปที่ 4.1.3 การกระจายความคลาดเคลื่อนของปญหาแผนบางรับแรงดึง 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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   Mesh 1  η = 0.0206  Ne = 230  Nn = 509                      Mesh 2  η = 0.0101  Ne = 286  Nn = 641 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  Mesh 3  η = 0.0075  Ne = 318  Nn = 723 

 
 
 
 
 

รูปที่ 4.1.4 การกระจายหนวยแรงในทิศทาง x ของปญหาแผนบางรับแรงดึง 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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 Mesh 1  η = 0.0206  Ne = 230  Nn = 509                        Mesh 2  η = 0.0101  Ne = 286  Nn = 641 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  Mesh 3  η = 0.0075  Ne = 318  Nn = 723 

 
 
 
 
 

รูปที่ 4.1.5 การกระจายหนวยแรงในทิศทาง y ของปญหาแผนบางรับแรงดึง 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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   Mesh 1  η = 0.0206  Ne = 230  Nn = 509                       Mesh 2  η = 0.0101  Ne = 286  Nn = 641 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  Mesh 3  η = 0.0075  Ne = 318  Nn = 723 

 
 
 
 
 

รูปที่ 4.1.6 การกระจายหนวยแรงเฉือน ของปญหาแผนบางรับแรงดึง 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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หนวยแรงจากโครงขายที่ 1 
 
 
 
 
 
 
 

หนวยแรงจากโครงขายที่ 2 
 
 
 
 
 
 
 

หนวยแรงจากโครงขายที่ 3 
 
 
 
                                      Finite Element solution 
                                      Exact Solution 

รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 
 

รูปที่ 4.1.7 คาหนวยแรงในทิศทาง x ตามแนว AB ในปญหาแผนบางรับแรงดึง 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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หนวยแรงจากโครงขายที่ 1 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
หนวยแรงจากโครงขายที่ 2 

 
 
 
 
 

 
 
 

หนวยแรงจากโครงขายที่ 3 
 
 
                                      Finite Element solution 
                                      Exact Solution 
 

รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 

รูปที่ 4.1.8 คาหนวยแรงในทิศทาง y ตามแนว AB ในปญหาแผนบางรับแรงดึง 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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หนวยแรงจากโครงขายที่ 1 
 
 
 
 
 
 
 
 

หนวยแรงจากโครงขายที่ 2 
 
 
 
 
 
 
 
 

หนวยแรงจากโครงขายที่ 3 
 
 
 
                                      Finite Element solution 
                                      Exact Solution 

รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 

รูปที่ 4.1.9 คาหนวยแรงเฉือน ตามแนว AB ในปญหาแผนบางรับแรงดึง 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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    (ก) โครงขายช้ินสวนที่ 4 ของงานวจัิยเดิม                             (ข) โครงขายช้ินสวนที่ 4 ของงานวิจัยเดิม           
            ที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ                                                    ที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม 
      η = 0.0098  Ne = 3979  Nn = 2079                            η = 0.0098  Ne = 3482  Nn = 1848               

 
 
 

 
 
 
 
 

     (ต) โครงขายช้ินสวนที่ 3 ของงานวิจัยนี้                                 (ง) โครงขายช้ินสวนที่ 2 ของงานวิจัยนี้           
            ที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม ( p=2 )                         ที่ใชการปรับเรียบเชิงมุมและเรงการเขาสูผลเฉลย ( p=1 ) 
        η = 0.0075  Ne = 318  Nn = 723                              η = 0.0059  Ne = 443  Nn = 980             

 
 
 
 

รูปที่ 4.1.10 การเปรียบเทียบ โครงขายชิ้นสวนสามเหลี่ยมในปญหาแผนบางรับแรงดึง 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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(ก) หนวยแรงในทศิทาง x ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ 
 

 
 
 
 

 
 (ข) หนวยแรงในทศิทาง x ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม 

 
 
 
 
 

(ค) หนวยแรงในทศิทาง x ของงานวิจัยนี้ ( p=2 ) 

 
 
 
 
 
 
 

(ง) หนวยแรงในทิศทาง x ของงานวิจัยนี้ และใชวิธีเรงการเขาสูผลเฉลย ( p=1 ) 
 
 
 
 

                     Finite Element solution 
                     Exact Solution 

รูปแสดงลักษณะของปญหา 
รูปที่ 4.1.11 คาหนวยในทิศทาง x  ตามแนว AB ในปญหาแผนบางรับแรงดึง 

ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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(ก) หนวยแรงในทศิทาง y ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ 

 
 

 
 

 
(ข) หนวยแรงในทศิทาง y ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม 

 
 

 
 

 
(ค) หนวยแรงในทศิทาง  y ของงานวิจัยนี้ ( p=2 ) 

 
 
 
 
 

 (ง) หนวยแรงในทศิทาง y ของงานวิจัยนี้ และใชวิธีเรงการเขาสูผลเฉลย ( p=1 ) 
 
 
 
 

                     Finite Element solution 
                     Exact Solution 

รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 

รูปที่ 4.1.12 คาหนวยในทิศทาง  y  ตามแนว AB ในปญหาแผนบางรับแรงดึง 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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(ก) หนวยแรงเฉือน  ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ 

 
 

 
 

 
(ข) หนวยแรงเฉือน  ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม 

 
 

 
 
 

(ค) หนวยแรงเฉือน  ของงานวิจัยนี้ ( p=2 ) 

 
 

 
 
 

(ง) หนวยแรงเฉือน ของงานวิจัยนี้ และใชวิธีเรงการเขาสูผลเฉลย ( p=1 ) 
 
 
 
 

                     Finite Element solution 
                     Exact Solution 

รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 

รูปที่ 4.1.13 คาหนวยแรงเฉือน  ตามแนว AB ในปญหาแผนบางรับแรงดึง 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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เวลา

( วินาที )

งานวิจัยเดิมที่ใช
การปรับเรียบของลาปลาซ

งานวิจัยเดิมที่ใช
การปรับเรียบเชิงมุม

980

1848

งานวิจัยน้ี ท่ีใช p=1

4

4

3

2 0.0059

3979

3482

318

443

0.0098

0.0098

0.0075

0.90

55

78

21

19

2.62

3.71

1.00งานวิจัยน้ี ท่ีใช p=2

2079

723

งานวิจัย
จํานวน
โครงขาย

จํานวน
จุดตอ

จํานวน
ชิ้นสวน

ความคลาด
เคล่ือนสัมพัทธ

จํานวนเทาของเวลาเมื่อ
เปรียบเทียบกับงานวิจัยน้ี 

p=2

 
 

ตารางที่ 4.1.1 เปรียบเทียบผลจากงานวิจัยตางๆ ในปญหาแผนบางรับแรงดึง 
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σ

            
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                 (ก) แผนวงกลมบางรับแรงกระทําเปนจุด                     (ข) แบบจําลองการวิเคราะห 
 

รูปที่ 4.2.1 ปญหาแผนวงกลมบางรับแรงกระทําเปนจุดและแบบจําลองการวิเคราะห 
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          Mesh 1  η = 0.1178  Ne = 28  Nn = 75                            Mesh 3  η = 0.0604  Ne = 54  Nn = 137 

 
 
 
 
 
 
 

          
 
        Mesh 5  η = 0.0589  Ne = 58  Nn = 147                           Mesh 8  η = 0.0495  Ne = 60  Nn = 151 

 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.2.2 โครงขายชิ้นสวนสามเหลี่ยมในปญหาแผนวงกลมบาง 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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          Mesh 1  η = 0.1178  Ne = 28  Nn = 75                            Mesh 3  η = 0.0604  Ne = 54  Nn = 137 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

          Mesh 5  η = 0.0589  Ne = 58  Nn = 147                           Mesh 8  η = 0.0495  Ne = 60  Nn = 151 

 
 
 
 
 

รูปที่ 4.2.3 การกระจายความคลาดเคลื่อนของปญหาแผนวงกลมบาง 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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          Mesh 1  η = 0.1178  Ne = 28  Nn = 75                            Mesh 3  η = 0.0604  Ne = 54  Nn = 137 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

          Mesh 5  η = 0.0589  Ne = 58  Nn = 147                           Mesh 8  η = 0.0495  Ne = 60  Nn = 151 

 
 
 
 
 

รูปที่ 4.2.4 การกระจายหนวยแรงในทิศทาง x ของปญหาแผนวงกลมบาง 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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          Mesh 1  η = 0.1178  Ne = 28  Nn = 75                            Mesh 3  η = 0.0604  Ne = 54  Nn = 137 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

         Mesh 5  η = 0.0589  Ne = 58  Nn = 147                           Mesh 8  η = 0.0495  Ne = 60  Nn = 151 

 
 
 
 
 

รูปที่ 4.2.5 การกระจายหนวยแรงในทิศทาง y ของปญหาแผนวงกลมบาง 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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          Mesh 1  η = 0.1178  Ne = 28  Nn = 75                            Mesh 3  η = 0.0604  Ne = 54  Nn = 137 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

         Mesh 5  η = 0.0589  Ne = 58  Nn = 147                           Mesh 8  η = 0.0495  Ne = 60  Nn = 151 

 
 
 
 
 

รูปที่ 4.2.6 การกระจายหนวยแรงเฉือน ของปญหาแผนวงกลมบาง 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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หนวยแรงจากโครงขายที่ 1 
 
 
 
 
 

หนวยแรงจากโครงขายที่ 3 
 
 
 
 
 

หนวยแรงจากโครงขายที่ 5 
 
 
 
 
 
 

หนวยแรงจากโครงขายที่ 8 
 
 
 
 
                                      Finite Element solution 
                                      Exact Solution 

รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 

รูปที่ 4.2.7 คาหนวยแรงในทิศทาง x ตามแนว AB ในปญหาแผนวงกลมบาง 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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หนวยแรงจากโครงขายที่ 1 
 
 
 
 

 
 
 

หนวยแรงจากโครงขายที่ 3  
 
 
 
 
 

 
หนวยแรงจากโครงขายที่ 5 

 
 
 
 

 
 
 

หนวยแรงจากโครงขายที่ 8 
 
 
 

 
                                      Finite Element solution 
                                      Exact Solution 

 
รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 

รูปที่ 4.2.8 คาหนวยแรงในทิศทาง y ตามแนว AB ในปญหาแผนวงกลมบาง 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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หนวยแรงจากโครงขายที่ 1 
 
 
 

 
 

หนวยแรงจากโครงขายที่ 3 
 
 
 
 
 

หนวยแรงจากโครงขายที่ 5 
 
 
 
 
 
 

หนวยแรงจากโครงขายที่ 8 
 
 
 
 

                                      Finite Element solution 
                                      Exact Solution 
 

รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 

รูปที่ 4.2.9 คาหนวยแรงเฉือน ตามแนว AB ในปญหาแผนวงกลมบาง 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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              (ก) โครงขายช้ินสวนที่ 7 ของงานวิจัยเดิม                             (ข) โครงขายช้ินสวนที่ 4 ของงานวิจัยเดิม          
                      ที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ                                                     ที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม 
                 η = 0.0436  Ne = 5031  Nn = 2630                              η = 0.0450  Ne = 4499  Nn = 2366               
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
                (ค) โครงขายช้ินสวนที่ 8 ของงานวิจัยนี้                                 (ง) โครงขายช้ินสวนที่ 2 ของงานวิจัยนี ้
                      ที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม ( p=2 )                        ที่ใชการปรับเรียบเชิงมุมและเรงการเขาสูผลเฉลย ( p=2 ) 
                  η = 0.0495  Ne = 60  Nn = 151                                η = 0.0452  Ne = 84  Nn = 201 

 
 
 
 

รูปที่ 4.2.10 การเปรียบเทียบ โครงขายชิ้นสวนสามเหลี่ยมในปญหาแผนวงกลมบาง 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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(ก) หนวยแรงในทศิทาง x ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ 

 
 

 
 
 

(ข) หนวยแรงในทศิทาง x ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม 
       
 

 
 
 

(ค) หนวยแรงในทศิทาง x ของงานวิจัยนี้ ( p=2 ) 

 
 

 
 
 

(ง) หนวยแรงในทิศทาง x ของงานวิจัยนี้ และใชวิธีเรงการเขาสูผลเฉลย ( p=1 ) 
 
 

 
 
 

                     Finite Element solution 
                     Exact Solution 

          รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 

รูปที่ 4.2.11 คาหนวยแรงในทิศทาง x  ตามแนว AB ในปญหาแผนวงกลมบาง 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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(ก) หนวยแรงในทศิทาง y ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ   

 
 

 
 
 

(ข) หนวยแรงในทศิทาง y ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม    
 
 

 
 
 

(ค) หนวยแรงในทศิทาง  y ของงานวิจัยนี้ ( p=2 ) 

 
 
 

 
 

(ง) หนวยแรงในทิศทาง y ของงานวิจัยนี้ และใชวิธีเรงการเขาสูผลเฉลย ( p=1 ) 
 
 
 

 
                     Finite Element solution 
                     Exact Solution 

             รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 

รูปที่ 4.2.12 คาหนวยแรงในทิศทาง  y  ตามแนว AB ในปญหาแผนวงกลมบาง 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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(ก) หนวยแรงเฉือน  ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ    

 
 

 
 
 

(ข) หนวยแรงเฉือน  ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม    
 
 
 

 
 

(ค) หนวยแรงเฉือน  ของงานวิจัยนี้ ( p=2 ) 

 
 
 

 
 

(ง) หนวยแรงเฉือน ของงานวิจัยนี้ และใชวิธีเรงการเขาสูผลเฉลย ( p=1 ) 
 
 
 
 

 
                     Finite Element solution 
                     Exact Solution 

            รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 

รูปที่ 4.2.13 คาหนวยแรงเฉือน  ตามแนว AB ในปญหาแผนวงกลมบาง 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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(ก) หนวยแรงในทศิทาง x ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ  

 
 

 

 
 

(ข) หนวยแรงในทศิทาง x ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม   
       
 

 
 
 

(ค) หนวยแรงในทศิทาง x ของงานวิจัยนี้ ( p=2 ) 

 
 

 
 
 

(ง) หนวยแรงในทิศทาง x ของงานวิจัยนี้ และใชวิธีเรงการเขาสูผลเฉลย ( p=1 ) 
 
 
 
 
 

                     Finite Element solution 
                     Exact Solution 

          รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 

รูปที่ 4.2.14 คาหนวยแรงในทิศทาง x  ตามแนว AC ในปญหาแผนวงกลมบาง 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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(ก) หนวยแรงในทศิทาง y ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ   

 
 

 
 
 

(ข) หนวยแรงในทศิทาง y ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม     
 
 

 
 
 

(ค) หนวยแรงในทศิทาง  y ของงานวิจัยนี้ ( p=2 ) 

 
 
 

 
 

(ง) หนวยแรงในทิศทาง y ของงานวิจัยนี้ และใชวิธีเรงการเขาสูผลเฉลย ( p=1 ) 
 
 
 
 

 
                     Finite Element solution 
                     Exact Solution 

             รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 

รูปที่ 4.2.15 คาหนวยแรงในทิศทาง  y  ตามแนว AC ในปญหาแผนวงกลมบาง 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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(ก) หนวยแรงเฉือน  ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ   

 
 

 
 
 

(ข) หนวยแรงเฉือน  ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม     
 
 
 

 
 

(ค) หนวยแรงเฉือน  ของงานวิจัยนี้ ( p=2 ) 

 
 
 

 
 

(ง) หนวยแรงเฉือน ของงานวิจัยนี้ และใชวิธีเรงการเขาสูผลเฉลย ( p=1 ) 
 
 
 
 

 
                     Finite Element solution 
                     Exact Solution 

            รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 

รูปที่ 4.2.16 คาหนวยแรงเฉือน  ตามแนว AC ในปญหาแผนวงกลมบาง 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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เวลา

( วินาที )

งานวิจัยเดิมที่ใช
การปรับเรียบของลาปลาซ

งานวิจัยเดิมที่ใช
การปรับเรียบเชิงมุม

201

2366

งานวิจัยน้ี ท่ีใช p=1

7

4

8

2 0.0452

5031

4499

60

84

0.0436

0.0450

0.0495

0.38

116

103

8

3

14.50

12.88

1.00

ความคลาด
เคล่ือนสัมพัทธ

จํานวนเทาของเวลาเมื่อ
เปรียบเทียบกับงานวิจัยนี้ 

p=2

งานวิจัยน้ี ท่ีใช p=2

2630

151

งานวิจัย
จํานวน
โครงขาย

จํานวน
จุดตอ

จํานวน
ชิ้นสวน

 
 

ตารางที่ 4.2.1 เปรียบเทียบผลจากงานวิจัยตางๆ ในปญหาแผนวงกลมบาง 
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(ก)  คานยื่นรับแรงกระทําที่ปลายอิสระ 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข)  แบบจําลองการวิเคราะห 
 
 
 

รูปที่ 4.3.1 ปญหาคานยื่นรับแรงกระทําที่ปลายอิสระและแบบจําลองการวิเคราะห 
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(ก) โครงขายช้ินสวน η = 0.0169  Ne = 144  Nn = 345 

 
 
 

                                                              (ข)  การกระจายคาคลาดเคลื่อน 

 
 
 

(ค)  การกระจายของหนวยแรงในทิศทาง x 
 
 

 
 (ง)  การกระจายของหนวยแรงในทิศทาง y 

 
 

 
(จ)  การกระจายของหนวยแรงเฉือน 

 
 
 

รูปที่ 4.3.2 ผลการวิเคราะห ปญหาคานยื่นรับแรงกระทําที่ปลายอิสระ ในโครงขายที่ 1 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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(ก) หนวยแรงในทศิทาง x 
 
 

 
 
 
 
 
 

(ข) หนวยแรงในทศิทาง y 
 
 
 
 

 
 
 
 

(ค) หนวยแรงเฉือน 
 
 
 

 
                                      Finite Element solution 
                                      Exact Solution 

          รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 
 

รูปที่ 4.3.3 คาหนวยแรง บริเวณขอบลางของคาน ในโครงขายที่ 1  
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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 (ก) โครงขายช้ินสวนที่ 7 ของงานวิจัยเดิม 
ที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ 

η = 0.0447  Ne = 18649  Nn = 9637 

 
 
 
 
 

 (ข) โครงขายช้ินสวนที่ 4 ของงานวิจัยเดิม 
ที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม 

η = 0.0463  Ne = 17679  Nn = 9174 
 
 
 
 
 

(ค) โครงขายช้ินสวนที่ 1 ของงานวิจัยนี้ 
ที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม 

η = 0.0169  Ne = 144 Nn = 345 
 
 
 

รูปที่ 4.3.4 การเปรียบเทียบ โครงขายชิ้นสวนสามเหลี่ยมในปญหาคานยื่นรับแรงกระทําที่ปลายอิสระ 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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(ก) หนวยแรงในทศิทาง x ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ 

 
 
 

 
 
 

(ข) หนวยแรงในทศิทาง x ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม 
 
 
 
 
 

 
 

(ค) หนวยแรงในทศิทาง x ของงานวิจัยนี้ 
 
 
 
 
 

                     Finite Element solution 
                     Exact Solution 

     รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 
 

รูปที่ 4.3.5 คาหนวยแรงในทิศทาง  x  ตามแนวขอบลาง ในปญหาคานยื่นรับแรงกระทําที่ปลายอิสระ 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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(ก) หนวยแรงในทศิทาง y ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ 

 
 
 
 
 

 
 

(ข) หนวยแรงในทศิทาง y ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม 
 
 
 

 
 

 
(ค) หนวยแรงในทศิทาง  y ของงานวิจัยนี้ 

 
 
 
 
 

                     Finite Element solution 
                     Exact Solution 

     รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 
 

รูปที่ 4.3.6 คาหนวยแรงในทิศทาง  y  ตามแนวขอบลาง ในปญหาคานยื่นรับแรงกระทําที่ปลายอิสระ 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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(ก) หนวยแรงเฉือน  ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ[23] 

 
 
 
 
 

 
(ข) หนวยแรงเฉือน  ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม[26] 

 
 
 
 

 
 

(ค) หนวยแรงเฉือน  ของงานวิจัยนี้ 
 
 
 
 
 

                     Finite Element solution 
                     Exact Solution 

     รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 
 

รูปที่ 4.3.7 คาหนวยแรงเฉือน  ตามแนวขอบลาง ในปญหาคานยื่นรับแรงกระทําที่ปลายอิสระ 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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(ก) โครงขายช้ินสวน η = 0.0100  Ne = 260  Nn = 599 

 
 

 
 
 
 
 

 
(ข) หนวยแรงในทศิทาง x 

 
 
 

 
 
 
 

 
 

(ค) หนวยแรงในทศิทาง y 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

(ง) หนวยแรงเฉือน 
                     Finite Element solution 
                     Exact Solution 

รูปที่ 4.3.8 โครงขายชิ้นสวนสามเหลี่ยมใน ปญหาคานยื่นรับแรงกระทําที่ปลายอิสระ  
ที่เพิ่มความละเอียดของโครงขายเริ่มตน และ 

คาหนวยแรงบริเวณขอบลางของคาน 
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เวลา

( วินาที )

งานวิจัยเดิมที่ใช
การปรับเรียบของลาปลาซ

งานวิจัยเดิมที่ใช
การปรับเรียบเชิงมุม

จํานวน
ชิ้นสวน

ความคลาด
เคล่ือนสัมพัทธ

จํานวนเทาของเวลาเมื่อ
เปรียบเทียบกับงานวิจัยน้ี

9637

345

งานวิจัย
จํานวน
โครงขาย

จํานวน
จุดตอ

2095

1795

7

299.29

256.43

1.00

18649

17679

144

0.0447

0.0463

0.0169

9174

7

4

1งานวิจัยน้ี

 
 

ตารางที่ 4.3.1 เปรียบเทียบผลจากงานวิจัยตางๆ ในปญหาคานยื่นรับแรงกระทําที่ปลายอิสระ 
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σ

            
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ก)  คานชวงเดียวมีชองเปดรับแรงกระทําเปนจุด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข)  แบบจําลองการวิเคราะห 
 
 
 

รูปที่ 4.4.1 ปญหาคานชวงเดียวมีชองเปดรับแรงกระทําเปนจุดและแบบจําลองการวิเคราะห 
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Mesh 1  η = 0.2054  Ne = 313  Nn = 752 
 
 
 
 

                            
Mesh 2  η = 0.1018  Ne = 499  Nn = 1176 

 
 

 
 

Mesh 4  η = 0.0634  Ne = 621  Nn = 1462 

 
          
        

 
Mesh 6  η = 0.0597  Ne = 692  Nn = 1617 

 
 
 
 
                   

Mesh 8  η = 0.0498  Ne = 771  Nn = 1792 
 
 
 

รูปที่ 4.4.2 โครงขายชิ้นสวนสามเหลี่ยมในปญหาคานชวงเดียวมีชองเปด 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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                                                              (ก)  การกระจายคาคลาดเคลื่อน 
 
 
 
 

(ข)  การกระจายของหนวยแรงในทิศทาง x 
 
 
 

 (ค)  การกระจายของหนวยแรงในทิศทาง y 
 
 
 
 

(ง)  การกระจายของหนวยแรงเฉือน 
 

 
 
 

รูปที่ 4.4.3 ผลการวิเคราะห ปญหาคานชวงเดียวมีชองเปด ในโครงขายที่ 8 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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(ก) หนวยแรงในทศิทาง x 
 
 
 

 
 
 

(ข) หนวยแรงในทศิทาง y 
 
 
 

 
 
 

(ค) หนวยแรงเฉือน 
 
 
 
 

 
                                      Finite Element solution 
                                      Exact Solution 

     รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 
 

รูปที่ 4.4.4 คาหนวยแรง ตามขอบบนของคานชวงเดียวมีชองเปด ในโครงขายที่ 8 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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 (ก) โครงขายช้ินสวนที่ 5 ของงานวิจัยเดิม 
ที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม 

η = 0.0481  Ne = 60729  Nn = 31611 

 
 
 
 
 

 (ข) โครงขายช้ินสวนที่ 8 ของงานวิจัยนี้ 
ที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม ( p=2 ) 

η = 0.0498  Ne = 771  Nn = 1792 
 
 
 
 
 

(ค) โครงขายช้ินสวนที่ 3 ของงานวิจัยนี้ 
ที่ใชการปรับเรียบเชิงมุมและเรงการเขาสูผลเฉลย ( p=1 ) 

η = 0.0478  Ne = 1073  Nn = 2422 
 
 
 

รูปที่ 4.4.5 การเปรียบเทียบ โครงขายชิ้นสวนสามเหลี่ยมในปญหาคานชวงเดียวมีชองเปด 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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(ก) หนวยแรงในทศิทาง x ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม 

 
 
 

 
 
 

(ข) หนวยแรงในทศิทาง x ของงานวิจัยนี้ ( p=2 ) 
 
 
 
 
 

 
 

(ค) หนวยแรงในทศิทาง x ของงานวิจัยนี้ และวิธีเรงการเขาสูผลเฉลย ( p=1 ) 
 
 
 
 
 

                     Finite Element solution 
 
    รูปแสดงลักษณะของปญหา 

 
 
 

รูปที่ 4.4.6 คาหนวยแรงในทิศทาง x  ตามแนวขอบบน ในปญหาคานชวงเดียวมีชองเปด 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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(ก) หนวยแรงในทศิทาง y ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม 

 
 
 

 
 
 

(ข) หนวยแรงในทศิทาง y ของงานวิจัยนี้ ( p=2 ) 
 
 
 
 
 

 

 
(ค) หนวยแรงในทศิทาง y ของงานวิจัยนี้ และวิธีเรงการเขาสูผลเฉลย ( p=1 ) 

 
 
 
 
 

                     Finite Element solution 
                     Exact Solution 

          รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 
 
 

รูปที่ 4.4.7 คาหนวยแรงในทิศทาง y  ตามแนวขอบบน ในปญหาคานชวงเดียวมีชองเปด 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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(ก) หนวยแรงเฉือน  ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม 

 
 
 

 
 

(ข) หนวยแรงเฉือน  ของงานวิจัยนี้ ( p=2 ) 
 
 
 
 
 

 

 
(ค) หนวยแรงเฉือน  ของงานวิจัยนี้ และวิธีเรงการเขาสูผลเฉลย ( p=1 ) 

 
 
 
 
 

                     Finite Element solution 
                     Exact Solution 

       รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 
 

รูปที่ 4.4.8 คาหนวยแรงเฉือน  ตามแนวขอบบน ในปญหาคานชวงเดียวมีชองเปด 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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โครงขายช้ินสวนที่ 5  
โครงขายช้ินสวน η = 0.0570  Ne = 3139  Nn = 6694 

 
 
 

รูปที่ 4.4.9 โครงขายชิ้นสวนสามเหลี่ยมในปญหาคานชวงเดียวมีชองเปด 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน  

ที่ไดจากการวิเคราะหโดยโปรแกรมสําเร็จรูป  ANSYS 
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σ

 
 
 
 
 
 
 
 

(ก) หนวยแรงในทศิทาง x 
 
 
 
 
 
 

(ข) หนวยแรงในทศิทาง y 
 
 

 
 
 
 

(ค) หนวยแรงเฉือน 
 

 
                                      Finite Element solution 

 
       รูปแสดงลักษณะของปญหา 

 
 

รูปที่ 4.4.10 คาหนวยแรง ตามขอบบนของคานชวงเดียวมีชองเปด ในโครงขายที่ 5 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ที่ไดจากการวิเคราะหโดยโปรแกรมสําเร็จรูป  ANSYS 
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(ก) โครงขายช้ินสวนที่ 5  
 η = 0.0444  Ne = 1292  Nn = 2895 

 
 
 
 
 
 

   
 

(ข) หนวยแรงในทศิทาง x 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ค) หนวยแรงในทศิทาง y 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ง) หนวยแรงเฉือน 
 

                     Finite Element solution 
 

รูปที่ 4.4.11 โครงขายชิ้นสวนสามเหลี่ยมใน ปญหาคานชวงเดียวมีชองเปด 
ที่เพิ่มความละเอียดของโครงขายเริ่มตน และ 

คาหนวยแรงบริเวณขอบบนของคาน 
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เวลา

( วินาที )

งานวิจัยเดิมท่ีใช
การปรับเรียบเชิงมุม

6694

1792

        โปรแกรมสําเร็จรูป       
ANSYS

5

8

3

5

งานวิจัยน้ี ท่ีใช p=2

0.0570

60729

771

1073

3139

0.0481

0.0498

0.0478

3.50

3997

94

63

329

42.52

1.00

0.67งานวิจัยน้ี ท่ีใช p=1

31611

2422

งานวิจัย
จํานวน
โครงขาย

จํานวน
จุดตอ

จํานวน
ชิ้นสวน

ความคลาด
เคล่ือนสัมพัทธ

จํานวนเทาของเวลาเม่ือ
เปรียบเทียบกับงานวิจัยน้ี 

p=2

 
 

ตารางที่ 4.4.1 เปรียบเทียบผลจากงานวิจัยตางๆ ในปญหาคานชวงเดียวมีชองเปด 
 



บทที่ 5 
 

สรุปผลการวจิัยและขอเสนอแนะ 
 
5.1 สรุปผลการวิจัย 
 
 การพัฒนาโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับขนาดชิ้นสวนอัตโนมัติในงานวิจัยนี้ ยังคงยึดหลักการ
ทํางานตามกระบวนการปรับขนาดชิ้นสวนเดิม นั่นคือ ใชการประมาณคาคลาดเคลื่อนจากการเปรียบเทียบผลที่
ไดจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตกับคาประมาณของผลเฉลยที่ไดจากวิธีการฟนตัวเปนหยอม สรางชิ้นสวน
สามเหลี่ยมดวยวิธีการตัดทอนเปนรูปสามเหลี่ยมเดอลอเนโดยวิธีฟรอนทคืบหนา ซึ่งใชการปรับปรุงคุณภาพ
โครงขายโดยวิธีการปรับเรียบเชิงมุม และปรับขนาดชิ้นสวนโดยการเพิ่มจุดลงในบริเวณพื้นที่ที่มีความคลาด 
เคล่ือนมาก โดยคํานวณความหนาแนนของจุดจากความคลาดเคลื่อนโดยประมาณ  
 
 ในสวนของการพัฒนาโปรแกรมที่ไดมีการเปลี่ยนแปลงนั้น จะเปนการเปลี่ยนพฤติกรรมของชิ้นสวนที่
ประกอบกันเปนโครงขายใหมีพฤติกรรมที่ยืดหยุนมากขึ้น คือเปลี่ยนชนิดของชิ้นสวนจากสามเหลี่ยมชนิดความ 
เครียดคงที่เปนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน ซึ่งจะทําใหผลที่ไดจากการวิเคราะหโดยระเบียบวิธีไฟไนเอลิ
เมนตมีความแมนยํามากขึ้นและลดเวลาในการคํานวณลง ซึ่งสามารถสรุปผลที่ไดจากการพัฒนาโปรแกรม ดังนี้ 
 
 การประมาณคาคลาดเคลื่อน มีการกระจายคาคลาดเคลื่อนไดดีในพื้นที่ของปญหา แตจะเกิดคา
คลาดเคลื่อนที่สูงกวาบริเวณอื่น คือที่บริเวณขอบของปญหาที่รับแรงแตคาคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นก็สูงกวาไมมาก
และใหผลที่ดีขึ้นกวาในงานวิจัยเดิม ซึ่งเปนผลมาจากการประมาณคาหนวยแรงที่ดีขึ้นเนื่องจากการเปลี่ยนแปลง
ของหนวยแรงที่ไดจากการวิเคราะหโดยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเปนแบบเชิงเสน ซึ่งผลจากการกระจายของ
คาคลาดเคลื่อนนี้จะสงผลถึงการปรับขนาดของโครงขายในรอบถัดไปใหมีความตอเนื่องของโครงขายที่ดี ใน
บริเวณภายในของปญหา แตจะเกิดความไมตอเนื่องบางที่บริเวณขอบที่รับแรงก็เนื่องจากคาคลาดเคลื่อนที่สูง
กวาบริเวณอื่นแตสัดสวนของพื้นที่ที่เกิดคาคลาดเคลื่อนไมเหมาะสม ทําใหสรางจุดตอในบริเวณนี้ไดไมดีนักเมื่อ
ถึงขั้นตอนการสรางชิ้นสวนสามเหลี่ยมจึงทําใหไดชิ้นสวนสามเหล่ียมที่ไมคอยตอเนื่องมากนัก ซึ่งจะเห็นไดใน
ตัวอยางที่ 1 ของงานวิจัยนี้ ดังนั้นการกําหนดโครงขายเร่ิมตนที่เหมาะสมจะทําใหการกระจายของคาคลาด 
เคล่ือนดีขึ้น ซึ่งจะทําใหการปรับขนาดโครงขายในรอบถัดไปนั้นสรางชิ้นสวนไดมีความตอเนื่องดวย 
 
 ผลของพฤติกรรมของชิ้นสวนที่ใชในการวิเคราะห จะเห็นวาลักษณะการกระจายของหนวยแรงของ
ปญหาในการวิเคราะหนั้นจะสงผลตอเวลาที่ใชในการวิเคราะหอยางมาก คือ เม่ือปญหาที่ใชในการวิเคราะห มี
ลักษณะการกระจายของหนวยแรงใกลเคียงกับพฤติกรรมของชิ้นสวนซึ่งในที่นี้คือ เมื่อปญหามีการกระจายของ
หนวยแรงมีลักษณะเปนเชิงเสนจะทําใหผลที่ไดจากการวิเคราะหถูกตองและแมนยําอยางรวดเร็ว ซึ่งสังเกตได
จากตัวอยางที่ 3 ของงานวิจัยนี้ จะเห็นวาลักษณะการกระจายของหนวยแรงในคานยื่นจะเปนลักษณะเชิงเสนคือ
เปนสัดสวนโดยตรงกับระยะที่หางออกจากตําแหนงที่แรงกระทํา ดังนั้นจึงทําใหผลที่ไดจากการวิเคราะหของ
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ขนาดของชิ้นสวนใหม 

ตําแหนงการเพิ่มจุดตอ
เดิม 

ตําแหนงการเพิ่มจุดตอที่
ควรเปน 

งานวิจัยนี้ถูกตองอยางรวดเร็วมาก โดยไมตองใชการปรับขนาดโครงขายเลย ซึ่งจะแตกตางจากตัวอยางที่ 1 
ซึ่งลักษณะการกระจายของหนวยแรงนั้นคอนขางคงที่เปนบริเวณกวาง จึงทําใหเวลาโดยรวมเร็วกวาในงานวิจัย
กอนหนาไมมากนัก ดังนั้นจึงสรุปไดวา เวลาที่จะใชในการวิเคราะหนั้นจะขึ้นอยูกับลักษณะของปญหา วามีความ
สอดคลองกับพฤติกรรมของชิ้นสวน มากนอยเพียงใด 
 
 บริเวณสวนโคงที่ขอบเขตของปญหา จะเห็นวาการเปนตัวแทนทางกายภาพของขอบเขตที่เปนเสนโคง
ในงานวิจัยนี้จะไมดีมากนัก เนื่องจากการปรับขนาดของโครงขายจะปรับขนาดเฉพาะในบริเวณที่เกิดคา
คลาดเคลื่อนสูง ทําใหการปรับขนาดที่ขอบเขตที่เปนสวนโคงทําไดไมดีมากนัก วิธีแกไขคือตองเปลี่ยนโครงขาย
เริ่มตนใหมีความละเอียดขึ้นในบริเวณที่ตองการ หรือ เปล่ียนชนิดของชิ้นสวนที่ใชเปนสามเหลี่ยมชนิดที่ดานเปน
เสนโคงซึ่งจะทําใหเสียเวลาที่ใชการสรางโครงขายมากขึ้น 
 
 โปรแกรมที่ปรับปรุงแลวนี้สามารถวิเคราะหผลไดแมนยําและรวดเร็วขึ้นมาก ซึ่งในการนําไปใชจริงผูใช
จําเปนตองมีความรูในการกําหนดคาคลาดเคลื่อนที่ยอมใหและการกําหนดโครงขายเริ่มตนใหเหมาะสม รวมทั้ง
การสรางแบบจําลองที่ใชในการวิเคราะหใหเหมาะสมกับปญหาซึ่งจะแตกตางกันออกไป เพื่อใหเกิดประสิทธิ 
ภาพในการทํางานของโปรแกรม 
 
5.2 ขอเสนอแนะอื่นๆ 
 
 ในการศึกษาเพื่อการนําไปใชงานจริง ควรมีการปรับปรุงในสวนของการปรับขนาดชิ้นสวนใหสามารถมี
การเพิ่มหรือลดจุดตอไดอยางอิสระ และการเพิ่มจุดตอควรจะพิจารณาตําแหนงที่เพิ่มใหเหมาะสมกับคา
คลาดเคลื่อนโดยรอบที่เกิดขึ้น คือ โดยปกติการเพิ่มจุดตอจะเพิ่มที่กึ่งกลางของชิ้นสวน ซึ่งโดยเบื้องตนจะมีการ
ตรวจสอบวาเพิ่มจุดตอไดหรือไมกับจุดตอที่เปนจุดยอดของชิ้นสวนนั้น ซึ่งแตละจุดตอก็จะมีคาความคลาด 
เคล่ือนแตกตางกันไป ดังนั้นเพื่อใหจุดตอที่เพิ่มเขามาใชไดอยางมีประสิทธิภาพจึงควรเปลี่ยนตําแหนงของจุดตอ
ที่เพิ่มเขาไป โดยเพิ่มจุดตอใหใกลกับจุดตอที่เกิดคาคลาดเคลื่อนสูงกวา ดังแสดงในรูปที่ 5.2.1 และจุดตอบริเวณ
ขอบก็ควรจะมีการปรับเปล่ียนตําแหนงไดใหมในทุกรอบของการปรับขนาดชิ้นสวน จะทําใหไดโครงขายที่ความ
ตอเนื่องมากขึ้น ซึ่งจะสามารถใชจุดตอในโครงขายสุดทายไดอยางมีประสิทธิภาพและเหมาะสมที่สุด และก็จะ
ชวยลดเวลาในสวนของการคํานวณจุดตอที่ไมจําเปนลงได  

 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5.2.1 ตําแหนงที่ควรเปนของการเพิ่มจุดตอ 
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ภาคผนวก 



ภาคผนวก ก 
 

การใชงานโปรแกรม 
 
 เนื่องจากโปรแกรมมีการทํางานโดยอาศัยการนําเขาขอมูลจากแฟมขอมูลเปนหลัก ดังนั้นแฟมขอมูลจึง
เปนสวนที่สําคัญที่สุดสําหรับผูใชงาน ซึ่งมีรายละเอียดของแฟมดังนี้ โดยยกตัวอยางแฟมจากการวิเคราะห
ปญหาในตัวอยางที่ 1 ของบทที่ 4 ดังแสดงในรูป ผ.ก.1 โดยเพิ่มหมายเลขบรรทัดเพื่อความสะดวกในการอางอิง 
 
 ในสวนแรกของแฟมบรรทัดที่ 1 – 6 จะเปนการกําหนดลักษณะของปญหา ความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ
ที่ยอมให และคุณสมบัติทางวัสดุของปญหาซึ่งสามารถเขาใจไดโดยงาย ลําดับตอมาใบบรรทัดที่ 8 จะเปนพิกัดที่
มุมลางซายและมุมขวาบนของพื้นที่ที่จะกําหนดให ADT เพื่อใชแบงใหกับแตละจุดตอไป ขอสังเกตคือที่มุมบน
ขวาตองอยูเลยตําแหนงบนขวาสุดของปญหาออกไป ในขณะที่มุมลางซายสามารถกําหนดใหซอนทับกับ
ตําแหนงลางซายของปญหาได 
 
 สวนตอมาในบรรทัดที่ 10 เปนจํานวนของขอบเขตของปญหา และในบรรทัดที่ 12 – 18 เปนขอมูลของ
แตละขอบเขตโดยมีขอมูลเรียงตามลําดับดังนี้ 1. หมายเลขประจําขอบเขตโดยตองเริ่มจาก 0 ไลตามกันไป 2. คา
พิกัดในแนวแกน x ของจุดเริ่มตน 3. คาพิกัดในแนวแกน y ของจุดเริ่มตน 4. คาพิกัดในแนวแกน x ของจุดปลาย 
5. คาพิกัดในแนวแกน y ของจุดปลาย 6. รัศมีของเสนขอบเขต มีคาเปนบวกเมื่อจุดศูนยกลางอยูทางซายของ
เสน มีคาเปนลบเมื่อจุดศูนยกลางอยูทางดานขวาของเสน และมีคาเปน 0 ถาเปนเสนตรง 7. จํานวนขอบเขตยอย
ที่จะแบงจากขอบเขตนั้น 
 
 ตอมาเปนขอมูลของที่รองรับโดยในบรรทัดที่ 20 เปนจํานวนของที่รองรับ และมีรายละเอียดของที่
รองรับในบรรทัดที่ 22 – 25 โดยมีขอมูลของที่รองรับเรียงตามลําดับดังนี้ 1. เปนหมายเลขเสนขอบเขตที่จะอางอิง
ถึง 2. ชนิดของที่รองรับมีคา p หรือ P  ถามีการรองรับเฉพาะที่จุดเริ่มตนของขอบเขต และมีคาเปน l หรือ L ถามี
การรองรับตลอดทั้งเสนขอบเขต 3. การรองรับในทิศทาง x มีคาเปน 1 ถาไมอนุญาตใหมีการเคลื่อนที่ และมีคา
เปน 0 ถาอนุญาตใหเคลื่อนที่ในแนวแกน x ได 4. การรองรับในทิศทาง y มีคาเปน 1 ถาไมอนุญาตใหมีการ
เคล่ือนที่ และมีคาเปน 0 ถาอนุญาตใหเคลื่อนที่ในแนวแกน y ได 
 
 ตอมาเปนขอมูลของแรงกระทําโดยในบรรทัดที่ 27 เปนจํานวนแรงกระทํา และ บรรทัดที่ 29 เปน
รายละเอียดของแรงกระทําโดยมีขอมูลเรียงตามลําดับดังนี้ 1. หมายเลขของขอบเขตที่อางอิงถึง 2. ชนิดของแรง
กระทํา มีคาเปน p หรือ P ถาแรงกระทําเปนจุดกระทําเฉพาะที่จุดเริ่มตนของขอบเขต และมีคาเปน l หรือ L ถามี
แรงกระทําเปนแรงแผกระจายตลอดทั้งเสนขอบเขต 3. และ 4. เปนขนาดของแรงกระทําในทิศทาง x และ y ที่
จุดเริ่มตนของขอบเขต 5. และ 6. เปนขนาดของแรงกระทําทิศทาง x และ y ที่จุดปลายของขอบเขต ถาชนิด
ขอมูลเปน p หรือ P ขอมูลที่ 5. และ 6. ตองไมมี 
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 ในสวนสุดทายของแฟมในบรรทัดที่ 31 เปนขอมูลสําหรับการแสดงผลทางกราฟฟกโดยกําหนด
ขนาดของตัวหนังสือและมาตราสวนในการแสดงผลการเปลี่ยนตําแหนง 
 
 ในการใชงาน โปรแกรมจะใหปอนชื่อแฟมขอมูลสําหรับนําเขา และหลังจากที่ทําการวิเคราะหแลว 
โปรแกรมก็จะใหกําหนดชื่อแฟมขอมูลสงออกให โดยในแตละรอบของโครงขายชิ้นสวนจะสงออกแฟมขอมูล 3 
แฟม คือ 
 

1. แฟมขอมูลทางเรขาคณิตของจุดตอและชิ้นสวน และคาการเคลื่อนที่ของแตละจุดตอ 
2. แฟมขอมูลแสดงคาหนวยแรงและคาคลาดเคลื่อนของแตละจุดตอ 
3. แฟมและเปลี่ยนขอมูลทางดานกราฟฟก 
 
สําหรับการใชขอมูลใน 2 แฟมแรกสามารถเปดใชไดดวยโปรแกรมแกไขคําทั่วไป สวนแฟมขอมูลที่ 3 

สามารถนําเขาแสดงผลในโปรแกรม CAD ทั่วไป เชน ถาใชโปรแกรม AutoCAD ก็จะนําเขาแฟมขอมูลโดยใช
คําส่ัง dxfin จากนั้นก็สามารถจัดการกับขอมูลไดเหมือนกับขอมูลที่เขียนขึ้นจาก AutoCAD ทุกประการ 

 
 
1      Plane type<plane stress=0 , plane strain=1> 
2     0 
3     Expected Error 
4     0.01 
5     Material properties <E   nu   thickness > 
6     2e6     0.3      0.1 
7     Limit of search <lowerleft (x,y) upperright (x,y)> 
8     0   0    20.01   20.01 
9     Number of boundary 
10   7 
11    BoundaryNo.  (x1,y1)  (x2,y2)  radius  segment 
12    0   0    20   0     8     0    8 
13    1   0    8     0     2     0    5 
14    2   0    2     2     0    -2    3 
15    3   2    0     8     0     0    5 
16    4   8    0     20   0     0    9 
17    5   20  0     20   20   0    9 
18    6   20  20   0     20   0    9 
19    Number of support 
20    4 
21    BoundaryNo. (Point/Line<p/l>)  ( x,y <fix/free:1/0>) 
22    0    L    1    0 
23    1    L    1    0 
24    3    L    0    1 
25    4    L    0    1 
26    Number of load 
27    1 
28    BoundaryNo. (Point/Line) (x1,y1) (x2,y2) <if point neglect x2,y2>  
29    6    L    0     100     0     100 
30    Text size & Displacement scale 
31    0.2    50 
 
 
 

รูปที่ ผ.ก.1 ตัวอยางแฟมนําเขาขอมูล 



ภาคผนวก ข 
 

รายละเอียดของรหัสคํานวณ 
 
 ในการเขียนรหัสคํานวณดวยภาษา C++  จะแบงประเภทแฟมขอมูลเปน 2 ชนิด คือ แฟมสวนหัวคือมี
ชื่อแฟมลงทายดวย .h  และแฟมโปรแกรมคือมีชื่อลงทายดวย .cpp  ในงานวิจัยนี้ไดรวมแฟมโปรแกรมเขาใน
แฟมสวนหัวเพื่อลดการพิมพในการคอมไพลโปรแกรม ดังนั้นถาตองการความรวดเร็วในการคอมไพลสามารถ
แยกสวนดําเนินการ ( implementation ) ในแฟมสวนหัวออกเปนแฟมโปแกรมในชื่อเดียวกันแลวใชคําส่ัง 
#include “filename” ในการอางอิงถึงแฟมสวนหัว สําหรับรายละเอียดของรหัสคํานวณทั้งหมดไดรวบรวมไวใน
แผนดิสเกตประกอบวิทยานิพนธ 
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ประวัติผูเขียนวิทยานิพนธ 

 
 นายชัยณรงค เสียงไพรพันธ  เกิดเมื่อวันที่ 21 มิถุนายน พ.ศ. 2524 ที่จังหวัดขอนแกน  เขารับ
การศึกษาในระดับประถมศึกษาที่โรงเรียนเทศบาลสวนสนุก จังหวัดขอนแกน และเขารับการศึกษาในระดับ
มัธยมศึกษาที่โรงเรียนขอนแกนวิทยายน จังหวัดขอนแกน สําเร็จการศึกษาระดับปริญญาวิศวกรรมศาสตร
บัณฑิต จากมหาวิทยาลัยขอนแกน จังหวัดขอนแกน ในปการศึกษา 2544 และเขาศึกษาตอในระดับปริญญา
วิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิต  สาขาวิศวกรรมโยธา จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย ในปการศึกษา 2545 
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