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 Given the same number of degrees of freedom ( DOF ) for a problem , an analysis 
employing the finite element method gives the best solution when errors are uniformly distributed 
over the whole domain. To obtain better solutions with minimum effort of data preparation and less 
computation time , an automatic adaptive remeshing technique is being developed. To date , a mesh 
improvement  procedure , angle – based smoothing technique has already been incorporated into a 
finite element analysis program. Numerical analysis with benchmark  plane stress problems utilizing 
such approach showed satisfactory results.  However, due to the use of the constant strain triangular 
element ( CST ) , the computation time required is still ineffective.  In this research, a better element 
type , the linear strain triangular element ( LST ) is used. It has been found that , from the selected 
examples having the same constraints , the LST approach can reduce the total DOFs by 
approximately 3-30 times. The calculation time , as a consequence, can be reduced by about 3-300 
times. Thus , it has been shown that the proposed method can quickly and effectively solve a plane 
problem with a minimum effort of data preparation and computation time. 
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บทที่ 1 
 

บทนํา 
 

1.1 ความนํา 
 
การวิเคราะหปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต เปนการวิเคราะหโดยสมมติวาปญหาที่ตอเนื่องกัน

มีลักษณะเปนชิ้นสวนยอย ๆ ไมตอเนื่องกัน ( discretization ) และใชสมการคณิตศาสตรจําลองพฤติกรรมของ
ชิ้นสวนเหลานั้น รวมกับการวิเคราะหพฤติกรรมของชิ้นสวนทั้งหมดรวมกัน เราสามารถหาคาประมาณของผล
เฉลยของปญหาตอเนื่องได โดยความแมนของผลเฉลยนั้นขึ้นอยูกับแบบจําลองทางคณิตศาสตร ลักษณะของ
ชิ้นสวนที่นํามาจําลองปญหา และขนาดของชิ้นสวนยอยๆ ที่ประกอบกัน ยิ่งแบบจําลองคณิตศาสตรมีความ
สอดคลองกับพฤติกรรมของชิ้นสวนมากเทาไร ความแมนในการเปนตัวแทนของชิ้นสวนก็จะดีมากขึ้นเทานั้น 
ในขณะที่การเพิ่มจํานวนชิ้นสวนซึ่งเปนการลดขนาดของชวงการประมาณ ก็จะลดความคลาดเคลื่อนที่เกิดจาก
การประมาณปญหาตอเนื่องดวยชิ้นสวน 

 
ในการเพิ่มความแมนของผลเฉลย ทําไดโดยการเพิ่มภาวะเชิงซอนของสมการคณิตศาสตร เพื่อให

สอดคลองกับพฤติกรรมมากขึ้น หรือโดยการเพิ่มจํานวนของชิ้นสวน จากทั้ง 2 วิธีนี้ การเพิ่มภาวะเชิงซอนของ
สมการคณิตศาสตรนั้นทําไดยาก ทั้งในดานการวิเคราะหหาสมการคณิตศาสตรที่เหมาะสม และการนํามาเขียน
รหัสคํานวณ ดังนั้นจึงควรใชสมการคณิตศาสตรที่สลับซับซอนเฉพาะในปญหาที่ตองการความแมนของคําตอบ
มาก ๆ เทานั้น ในโครงการทั่ว ๆ ไปนิยมใชสมการคณิตศาสตรที่ไมซับซอนมากนัก แตใชชิ้นสวนจํานวนมากแทน 

 
ในปญหาหนึ่ง ๆ จะมีคาของผลเฉลยแตกตางกันไปตามโดเมน ( domain ) ของปญหา ในบริเวณใดที่มี

อัตราการเปลี่ยนแปลงของผลเฉลยตอพื้นที่มาก ก็จะมีความคลาดเคลื่อนของผลเฉลยอยูมากเชนกัน ดังนั้นใน
การที่จะวิเคราะหปญหาใหเกิดประสิทธิภาพที่สุด จําเปนตองกระจายความคลาดเคลื่อนเหลานี้ ใหมีคาใกลเคียง
กันตลอดทั้งโดเมนของปญหาซึ่งทําไดโดยการใชชิ้นสวนขนาดเหมาะสมกับพื้นที่ของปญหา กลาวคือใชชิ้นสวน
ขนาดเล็กในพื้นที่ที่มีความคลาดเคลื่อนมากและใชชิ้นสวนขนาดใหญในบริเวณที่มีการคลาดเคลื่อนนอย การที่
จะสรางใหไดดังที่กลาวมานี้ จําเปนตองมีการเตรียมขอมูลและทําการคํานวณหลายรอบ ซึ่งตองใชแรงงานและ
เวลามาก 

 
กระบวนการสรางและปรับขนาดชิ้นสวนอัตโนมัติ จึงเขามามีบทบาทในงานวิเคราะหปญหาทางไฟไนต

เอลิเมนตที่รูปรางของปญหามีความซับซอนและมีขนาดใหญ  ซึ่งจะประมาณคาคลาดเคลื่อนของผลเฉลย  และ
ทําการเพิ่มช้ินสวนในบริเวณที่มีความคลาดเคลื่อนมากใหโดยอัตโนมัติ  ทําใหลดปริมาณการเตรียมขอมูลลงได
มาก  อยางไรก็ตาม  กระบวนการสรางชิ้นสวนอัตโนมัติเหลานั้นอาจทําใหผลเฉลยของปญหาที่ตองการวิเคราะห
เกิดความคลาดเคลื่อนจากที่ควรจะเปนเมื่อพิจารณาจากระดับขั้นความเสรี ( degree  of  freedom ) ที่เทากัน  
ซึ่งจะมีผลตอการคํานวณในรอบถัดไปหลังจากผานเขาสูกระบวนการปรับขนาดชิ้นสวน  ทําใหผลเฉลยที่ไดลูเขา
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สูคาแมนตรงไดชามาก  สาเหตุสําคัญของปญหานี้คือ  ชิ้นสวนที่ไดจากกระบวนการสรางชิ้นสวนอัตโนมัติมี
รูปรางบิดเบี้ยว  หรือไมมีความตอเนื่องระหวางชิ้นสวนที่ติดกัน  ทําใหระบบสมการของปญหาอยูในภาวะไมปกติ 
( ill-conditioned ) 

 
ลักษณะบิดเบี้ยวของชิ้นสวนที่เกิดขึ้นในระหวางการสรางชิ้นสวนของกระบวนการปรับขนาดชิ้นสวน

โดยอัตโนมัตินั้น  อาจมีสาเหตุมาจากปจจัยดังตอไปนี้ 
 
1) ลักษณะของรูปรางหรือสัณฐานของโดเมน  เชน  บริเวณที่มีมุมแหลม  พื้นที่ที่มีขนาดเล็ก  รูเจาะ

ขนาดเล็ก  และบริเวณที่มีสวนโคงมาก 
2)  ขนาดของชิ้นสวน  เพราะโดยปกติแลวโครงขายโดเมนของปญหาที่มีลักษณะหยาบมาก ๆ  แตละ

ชิ้นสวนจะมีขนาดใหญ  มีผลใหลักษณะรูปรางของชิ้นสวนเกิดการบิดเบี้ยวได 
3)  ความผิดพลาดที่เกิดจากการออกแบบขั้นตอนวิธี  ( algorithm )  ในกระบวนการสรางและปรับ

ขนาดชิ้นสวน 
 
จากสาเหตุดังกลาวขางตนพบวา  สัณฐานของโดเมน  เปนสาเหตุที่ไมอาจหลีกเลี่ยงไดเพราะขึ้นอยูกับ

ลักษณะของปญหาที่ตองการวิเคราะห  เชนเดียวกับสาเหตุที่สอง  แตขนาดของชิ้นสวนที่หยาบนั้นสามารถ
ปรับแกไดเมื่อเขาสูกระบวนการปรับขนาดชิ้นสวน  ดังนั้นความผิดพลาดที่เกิดจากการออกแบบขั้นตอนวิธีจึงเปน
สาเหตุเดียวที่สามารถปองกันไมใหเกิดการบิดเบี้ยวของรูปรางได 

 
อยางไรก็ตาม  การคิดหากระบวนการสรางชิ้นสวนอัตโนมัติเพื่อใหไดโครงขายชิ้นสวนที่ประกอบกันทั้ง

ระบบแลวมีขนาดและรูปรางดีที่สุด  โดยไมตองเพิ่มกระบวนการบางอยางภายหลังการสรางชิ้นสวนเพื่อปรับปรุง
คุณภาพโดยรวมของชิ้นสวนทั้งโดเมนนั้นก็ยังเปนส่ิงที่ยากอยูดี  กระบวนการปรับปรุงคุณภาพโครงขายชิ้นสวน
จึงเขามามีบทบาทอยางมากหลังจากเสร็จส้ินกระบวนการสรางชิ้นสวน  เพราะการจัดวางตําแหนงของจุดตอที่
เหมาะสมจะทําใหไดชิ้นสวนที่มีรูปรางดี  มีความตอเนื่องทั่วทั้งโครงขาย  การประมาณคาความคลาดเคลื่อน
จากการวิเคราะหดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมีความถูกตองมากขึ้น  และมีการกระจายความคลาดเคลื่อน
ออกไปเทา ๆ กันตลอดทั้งโดเมนของปญหา  ทําใหไดผลเฉลยที่ดีที่สุดเมื่อเทียบกับโครงขายที่มีระดับขั้นความ
เสรีเทากัน 

 
1.2  งานวิจัยทีเ่กี่ยวของ 

 
การปรับขนาดชิ้นสวนในการวิเคราะหดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตนั้น  มีขั้นตอนที่สําคัญคือการหา

ความคลาดเคลื่อนของผลเฉลย  เพื่อลดขนาดของชิ้นสวนในบริเวณที่มีความคลาดเคลื่อนมาก  วิธีดั้งเดิมซึ่ง
ส้ินเปลือง   จะทําโดยการเปรียบเทียบผลเฉลยจากการวิเคราะหซ้ําเมื่อมีการลดขนาดชิ้นสวนตลอดทั้งโดเมนของ
ปญหา  แลวจึงปรับขนาดของชิ้นสวนตามคาความคลาดเคลื่อนที่คํานวณไดจากการเปรียบเทียบผลเฉลย
ดังกลาว 
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ในชวงป  1975 - 1986 Babuska [1,2]  และคณะ  ไดคิดคนและพัฒนาการประมาณคาคลาดเคลื่อน

โดยวิธีเศษตกคางของแรง  ซึ่งเปนการประมาณคาคลาดเคลื่อนจากการอินทิเกรตคากําลังสองของเศษตกคาง
ของหนวยแรงในสมการอนุพันธ  และกําลังสองของผลตางของหนวยแรงระหวางชิ้นสวน  วิธีของ  Babuska  นี้
ตองใชคณิตศาสตรที่ยุงยากในการพิสูจนและคํานวณหาคาคลาดเคลื่อน  จึงไมสะดวกในการใชงาน 

 
ตอมาในป  1987  Zienkiewiz [3,4] ซึ่งเปนหนึ่งในคณะผูรวมงานของ Babuska  ไดรวมงานกับ  Zue  

พัฒนาวิธีการประมาณคาหนวยแรงที่ดีขึ้นจากหนวยแรงที่ไดจากไฟไนตเอลิเมนต  และประมาณคาคลาดเคลื่อน
จากการเปรียบเทียบหนวยแรงทั้งสอง  หลักการของวิธีการนี้คือ  คาหนวยแรงที่ไดจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิ
เมนตจะมีคาไมตอเนื่องกันระหวางชิ้นสวน  ดังนั้นถามีการปรับใหหนวยแรงมีความตอเนื่องกันก็จะไดคําตอบที่ดี
ขึ้น  การปรับคาใชระเบียบวิธีกําลังสองนอยสุด ( least  square  )  วิธีการนี้ใชหลักการงาย ๆ  และมีการคํานวณ
ที่ไมยุงยากนัก  เหมาะสําหรับการเขียนรหัสคํานวณ  อยางไรก็ตามคาประมาณของหนวยแรงที่ไดจากวิธีนี้มี
ความถูกตองนอย  และมีการลูเขาสูคําตอบชาโดยเฉพาะในแบบจําลองคณิตศาสตรที่มีระดับขั้นพหุนามสูง 

 
ป  1990 Zienkiewiz  และ  Zue [5,6,7,8]  ยังคงรวมกันพัฒนาการประมาณคาหนวยแรงใหมีความ

ถูกตองมากขึ้นและมีอัตราการลูเขาสูคําตอบเร็วขึ้น  โดยใชหลักการของจุดลูเขายิ่งยวด   ( superconvergent  
point )  หรือจุดเกาส  ( Gauss  point)  ในแตละชิ้นสวน  ซึ่งมีคาหนวยแรงที่มีความแมนกวาที่จุดอื่น ๆ และมี
อัตราการลูเขาสูคําตอบสูงกวาระดับขั้นของพหุนามในสมการคณิตศาสตร 1 ระดับ  (Ohp+1)  โดยวิธีนี้การ
คาประมาณหนวยแรง  ณ  จุดใด ๆ ก็ไดจากการประมาณจากหนวยแรง  ณ  จุดเกาสรอบ ๆ จุดที่ตองการ
ประมาณนั้นโดยระเบียบวิธีกําลังสองนอยสุด  วิธีนี้มีหลักการที่สามารถเขาใจงายและมีความแมนมากพอ 
สมควร  ประกอบกับใชการคํานวณไมมากนักจึงเปนที่นิยมใชกันอยางแพรหลายจนกระทั่งถึงปจจุบัน 

 
ในระยะหลัง ๆ มีนักวิจัยหลายกลุมพยายามที่จะพัฒนาวิธีการของ  Zienkiewiz  และ  Zue  ให

ประมาณคาหนวยแรงไดแมนขึ้นโดยเฉพาะในบริเวณขอบเขตของปญหา  โดยการเพิ่มขอกําหนดในการเพิ่ม
ความสมดุลของหนวยแรงเพิ่มเติมเขาไปในวิธีของ  Zienkiewiz  และ  Zue  เชน  Blacker  และ  Belyschko  [9]  
ไดเพิ่มความสมดุลของแรงเชิงปริมาตร  ( body  force )  และแรงเชิงผิว  ( traction )  ในขณะที่  Wiberg  และ
คณะ  [10,11]  นอกจากเพิ่มพจนของแรงทั้งสองนี้แลว  ยังเพิ่มขอกําหนดในเรื่องเงื่อนไขคาขอบเขตดานการ
เคล่ือนที่  หรือเงื่อนไขคาขอบเขตจําเปน ( essential  boundary  conditions )  เขาไปในสมการดวย  ตอมา  
Lee  และคณะ [12]  ไดเพิ่มความสมดุลของแรงในลักษณะคลายกับ  Blacker  และ  Belyschko  แตอยูในรูป
ของพลังงานเสมือน  จึงสามารถนํามาประยุกตกับช้ินสวนที่มีลักษณะโคงเชนโครงสรางเปลือกบางได  อยางไรก็
ตาม  ในการเพิ่มพจนของความสมดุลนี้  ถึงแมวาจะใหคําตอบที่มีความแมนมากขึ้น  แตสงผลใหมีการคํานวณ
มากขึ้นตามไปดวยเชนกัน 

 
นอกจากการประมาณคาความคลาดเคลื่อน  ยังมีขั้นตอนที่สําคัญอีกขั้นตอนหนึ่งในกระบวนการปรับ

ขนาดของชิ้นสวนคือการสรางชิ้นสวนโดยอัตโนมัติ  ( automatic mesh  generation )  กระบวนการนี้สามารถ
แบงออกเปนประเภทใหญ ๆ ได  2  ประเภทคือ  ประเภทแรกมุงที่จะลดการเตรียมขอมูลโดยมนุษยแตเพียงอยาง
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เดียว  ไมไดตองการเพื่อใชในกระบวนการปรับขนาดชิ้นสวนแตอยางใด  การสรางชิ้นสวนจึงนิยมใชวิธีแปลงรูป
โดเมนของปญหาใหมาอยูในรูปเรขาคณิตอยางงาย [13]  จากนั้นสรางชิ้นสวนในรูปอยางงายนี้  แลวจึงแปลง
กลับไปอยูในสภาพเริ่มตน  วิธีนี้มีขอดีคือ  สามารถสรางชิ้นสวนที่มีรูปรางสามเหลี่ยมหรือส่ีเหลี่ยมก็ได  และได
ชิ้นสวนที่มีรูปรางคอนขางดีมีขนาดตอเนื่องกัน  แตมีขอเสียคือใชไดกับโดเมนที่มีรูปรางไมซับซอนมากนัก  และ
ไมสามารถสรางชิ้นสวนใหมีขนาดแตกตางออกไปในแตละบริเวณตามที่กําหนดให  จึงไมเหมาะอยางยิ่งที่จะ
นํามาใชในกระบวนการปรับขนาดชิ้นสวน 

 
สําหรับประเภทที่ 2  เปนการสรางชิ้นสวนโดยการเพิ่มชิ้นสวนลงในโดเมนโดยตรง  จึงสามารถกระจาย

ขนาดของชิ้นสวนใหแตกตางกันออกไปในแตละพื้นที่ได  ดังจะไดกลาวตอไปนี้ 
 
ตนไมแปดภาค  ( octree ) [14]  หรือ  ตนไมส่ีภาค  ( quadtree )  เปนการสรางชิ้นสวนโดยการแบง

โดเมนของปญหาออกเปนภาค  8  ภาค  หรือ  4  ภาค  ตามแตมิติของปญหา  และในแตละภาคเหลานั้นก็จะทํา
การแบงเปนภาคยอยตอไปเปนลําดับ  จนกระทั่งมีขนาดเทากับขนาดของชิ้นสวนที่เราตองการ  จากนั้นจะเชื่อม
ชิ้นสวนเหลานั้นใหมีความตอเนื่องและสอดคลองกับขอบเขตของปญหา รูปที่ 1.2.1 แสดงโครงขายชิ้นสวนของ
ปญหาที่สรางโดยวิธีตนไมส่ีภาค  วิธีนี้คอนขางยุงยากในการสรางความตอเนื่องระหวางชิ้นสวนและไดชิ้นสวนที่
มีรูปรางไมคอยดี  จึงไมเปนที่นิยมใช 

 
วิธีตอมาคือ  วิธีการสรางฟรอนทคืบหนา  ( advancing  front  technique ) [6,15,16,17]  เปนการ

สรางชิ้นสวนโดยการเชื่อมขอบเขตของปญหาทั้งหมดดวยเสน ๆ  หนึ่งเรียกวาฟรอนท  ( front )  จากนั้นสรางชิ้น 
สวนจากขอบเขตเขามาพรอมทั้งปรับขนาดของฟรอนตใหม โดยการกันชิ้นสวนที่เพิ่งสรางใหออกไปนอกฟรอนท  
ทําดังนี้ซ้ําไปจนกระทั่งหมดก็จะไดชิ้นสวนเต็มทั้งพื้นที่ รูปที่ 1.2.2 แสดงโครงขายชิ้นสวนของปญหาที่สรางโดย
วิธกีารสรางฟรอนทคืบหนา การกําหนดขนาดของชิ้นสวนในวิธีนี้ทําใดในขณะที่กําลังสรางชิ้นสวนนั้น ๆ  โดยการ
ตรวจสอบจากขนาดที่ไดกําหนดไวกอนในบริเวณนั้น  วิธีนี้มีขอดีคือ  เนื่องจากชิ้นสวนเริ่มจากขอบเขตและมีการ
สรางออกไปทีละชิ้นสวนจึงมั่นใจไดวาชิ้นสวนจะไมออกนอกขอบเขตหรือซอนทับกัน  นอกจากนี้ยังสามารถ
พัฒนาตอไปเพื่อสรางชิ้นสวนชนิดส่ีเหลี่ยมได  โดยการกําหนดจํานวนชิ้นสวนที่ขอบเขตและรูปรางทางเรขาคณิต
ของชิ้นสวนอยางเครงครดั 

 
การตัดทอนเปนรูปสามเหลี่ยมเดอลอเน  ( delaunay  triangulation ) [18,19,20,21]  เปนวิธีเกาแกที่

มีจุดประสงคเพื่อเชื่อมจุดตอตาง ๆ เขาดวยกันเปนรูปสามเหลี่ยมจํานวนมากที่ไมซอนทับกันเทานั้น  จึงไม
สามารถรับประกันไดวาชิ้นสวนที่สรางขึ้นจะไมออกนอกขอบเขตของปญหา  ในระยะหลังมีผูพัฒนาวิธีการตาง ๆ 
ขึ้นมากมายจนกระทั่งสามารถกําหนดไดวาใหสรางชิ้นสวนขึ้นเฉพาะภายในขอบเขตเทานั้น  การกําหนดขนาด
ของชิ้นสวนขึ้นอยูกับจุดที่สรางขึ้นโดยกําหนดระยะหางของจุดตามความตองการในแตละพื้นที่นั้น  วิธีนี้มีขอดี
คือ  ตําแหนง  ขนาด  และรูปรางของชิ้นสวนขึ้นอยูกับวิธีการสรางจุดที่แยกออกมาตางหาก  ในระยะหลัง
สามารถพัฒนาใหสรางชิ้นสวนสามเหลี่ยมที่มีรูปรางดีมากตลอดทั้งโดเมน  มีการกระจายขนาดของชิ้นสวน
ตามที่ตองการและใชเวลาในการสรางนอย  ขอเสียของวิธีนี้คือไมสามารถสรางชิ้นสวนสี่เหลี่ยมไดโดยตรง  ตอง
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ใชการแปลงรูปจากชิ้นสวนสามเหลี่ยมอีกทีหนึ่ง [22] 

 
จากขั้นตอนตาง ๆ  ทั้งวิธีหาความคลาดเคลื่อนจากผลเฉลย  และการสรางชิ้นสวนอัตโนมัติเพื่อใชใน

กระบวนการปรับขนาดชิ้นสวน  เทอดเกียรติ [23]  ไดพัฒนาโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับขนาดชิ้นสวน
อัตโนมัติ  โดยเลือกโครงขายสามเหลี่ยมชนิดความเครียดคงที่ ( Constant Strain Triangle : CST ) และใช
วิธีการประมาณคาคลาดเคลื่อนจากการเปรียบเทียบผลที่ไดจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตกับคาผลเฉลยที่ได
จากวิธีการฟนตัวเปนหยอม  ( patch  recovery ) [5,6,7,8]  ใชวิธีการตัดทอนเปนรูปสามเหลี่ยมเดอลอเนโดย
วิธีฟรอนทคืบหนาตามแนวทางของ Karamete , Tokdemir , Ger [24] และใชวิธีการสรางจุดตามแนวทางของ 
Weatherill . Hassan [25]  และปรับขนาดชิ้นสวนโดยการเพิ่มจุดลงในบริเวณพื้นที่ที่มีความคลาดเคลื่อนมาก  
ซึ่งสามารถวิเคราะหผลไดดีในระดับหนึ่งและตองใชจํานวนรอบในการปรับขนาดชิ้นสวนมาก  ทั้งนี้เพราะวาหาก
ความคลาดเคลื่อนที่คํานวณไดจากรอบปจจุบันมีคามากกวาคาคลาดเคลื่อนที่ยอมใหเกินกวา 2  เทา  จะ
กําหนดเปาหมายของความคลาดเคลื่อนในรอบถัดไปมีขนาดเทากับคาเฉล่ียของคาคลาดเคลื่อนในปจจุบันและ
คาคลาดเคลื่อนที่ยอมให  เพื่อหลีกเลี่ยงการเพิ่มจุดตอในบริเวณที่ไมจําเปน  ทําใหอัตราการลูเขาของผลเฉลย
คอนขางชา  โดย  เทอดเกียรติ  ไดยกตัวอยางการวิเคราะหดวยการปรับขนาดชิ้นสวนเขาสูคาความคลาด
เคล่ือนที่ยอมใหโดยตรง  ผลการวิเคราะหที่ไดมีการลูเขาของผลเฉลยที่เร็วขึ้น  แตในโครงขายสุดทายจะมีการ
กระจายของชิ้นสวนที่ไมคอยตอเนื่องมากนัก  ทําใหการคํานวณคาหนวยแรงและการประมาณคาความคลาด
เคล่ือนที่จุดตอในบริเวณที่เกิดความไมตอเนื่องยังคงมีความคลาดเคลื่อนสูงกวาบริเวณขางเคียง 

 
รัฐพล [26] ไดทําการปรับปรุงโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับขนาดชิ้นสวนอัตโนมัติ ของ   เทอด

เกียรติ  เพื่อลดจํานวนรอบของการปรับขนาดชิ้นสวนลง โดยใชจํานวนจุดตอและชิ้นสวนที่เหมาะสมภายใต
ความคลาดเคลื่อนที่กําหนดโดย มุงพัฒนาโดยการปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนภายในโครงขายใหมีรูปรางดีและมี
ขนาดตอเนื่องกัน  ซึ่งใชวิธีการผอนปรนโครงขาย ( mesh relaxation ) รวมกับ การปรับเรียบมุม ( angle-based 
smoothing algorithm ) ซึ่งทําใหโครงขายที่ไดมีรูปรางดีขึ้นและมีขนาดตอเนื่องกันมากขึ้นซึ่งจะทําใหการ
ประมาณคาความคลาดเคลื่อนจากจุดเกาสมีความถูกตองมากขึ้น  และมีการกระจายความคลาดเคลื่อนเทากัน
ทั่วทั้งโครงขาย   

 
สุรชาญ [27]  ไดทําการปรับปรุงโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับขนาดชิ้นสวนอัตโนมัติ ของ เทอด

เกียรติ  เพื่อลดเวลาของการปรับขนาดชิ้นสวนลงโดยใชการเปลี่ยนวิธีการสรางชิ้นสวน ซึ่งเทอดเกียรติใชวิธีการ
สรางชิ้นสวนจากที่ใชวิธีการตัดทอนเปนรูปสามเหลี่ยมเดอลอเนโดยวิธีฟรอนทคืบหนาเพียงอยางเดียว ซึ่งในการ
สรางชิ้นสวนแตละรอบจะตองลบชิ้นสวนที่มีอยูเดิมในรอบกอนหนาออกทั้งหมด ทําใหตองใชเวลามากในการ
สรางชิ้นสวนแตละรอบ สุรชาญจึงนําวิธีการสรางชิ้นสวนจากที่ใชวิธีการตัดทอนเปนรูปสามเหลี่ยมเดอลอเนโดย
วิธีฟรอนทคืบหนาใหทํางานรวมกับการสรางชิ้นสวนโดยวิธีแลกเปลี่ยน ( swap techniques )  ซึ่งในการสราง
ชิ้นสวนรอบตอไปจะทําโดยการเพิ่มจุดตอเขาไปในโครงขายที่มีอยู แลวทําการเชื่อมตอดานขึ้นใหมระหวางจุดที่
เพิ่มเขาไปกับจุดของสามเหลี่ยมเดิมนั้น จากนั้นจึงใชคณุสมบัติของมุมในสามเหลี่ยมและสมบัติของสามเหลี่ยม
เดอลอเน ทําการตรวจสอบสามเหลี่ยมที่สรางขึ้นมาใหมรวมทั้งสามเหลี่ยมเดิมที่อยูติดกัน ซึ่งหากมีรูปรางที่ไม
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สอดคลองกับคุณสมบัติที่ตั้งไวก็จะทําการแลกเปลี่ยนดานเพื่อใหไดสามเหลี่ยมที่มีคุณสมบัติตรงกับที่ตั้งไว ซึ่ง
ทําใหเวลาในการสรางปรับขนาดชิ้นสวนในแตละรอบมีสัดสวนลดลงเล็กนอยเมื่อจํานวนชิ้นสวนมากขึ้น แต
จํานวนรอบการปรับขนาดชิ้นสวนยังคงใกลเคียงกับวิธีของเทอดเกียรติ ซึ่งยังมากกวาของรัฐพล 

 
ดังนั้นในงานวิจัยนี้จึงมุงพัฒนาโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับขนาดชิ้นสวนอัตโนมัติ ของรัฐพล ซึ่ง

ใหผลเฉลยในจํานวนรอบที่นอยที่สุดในทั้งสามวิธี แตเวลาที่ใชในการคํานวณก็ยังคงมากอยูเม่ือตองการความ
คลาดเคลื่อนนอยๆ เพราะใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดคงที่ซึ่งพฤติกรรมยังไมยืดหยุนมากนัก ดังนั้น
เพื่อใหเวลาที่ใชในการคํานวณลดลง จึงควรเปลี่ยนชนิดของชิ้นสวนที่นํามาใชจําลองปญหา เพื่อใหมีพฤติกรรมที่
ยืดหยุนกับพฤติกรรมของปญหามากขึ้น ซึ่งจะทําใหจํานวนชิ้นสวนที่ตองใชนอยลง และทําใหเวลาที่ใชในการ
คํานวณลดลงดวย อันเปนเปาหมายสําคัญของโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับขนาดชิ้นสวนอัตโนมัติ 

 
โดยชิ้นสวนที่นิยมใชในงานที่ตองการความถูกตองสูง และสามารถทําการปรับปรุงและสรางชิ้นสวนได

งายคือชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน แตสติฟเนสของชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน
นั้นไมสามารถหาคาโดยการอินทิเกรตโดยตรง ซึ่งในการคํานวณคาสติฟเนส และ นอรมตางๆของชิ้นสวน
สามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสนนี้จําเปนจะตองนําวิธีการอินทิเกรตเชิงตัวเลขเขามาใช ซึ่งไดมีผูที่พยายาม
หาสูตรโดยตรงของสติฟเนสของชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน [28,29,30,31] ซึ่งทําใหลดเวลาใน
การคํานวณลงไดถึง 9 เทา แตคาผลเฉลยจะใหความผิดพลาดเมื่อรูปรางของชิ้นสวนสามเหลี่ยมมีมุมแหลมมาก
ซึ่งในโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับขนาดชิ้นสวนอัตโนมัตินี้ ไมสามารถควบคุมรูปรางของชิ้นสวนที่สรางขึ้นได
ซึ่งในหลายกรณีรูปรางของชิ้นสวนที่สรางขึ้นจะไมดีนัก ทําใหวิธีนี้จึงยังไมเหมาะสม รวมทั้งการคํานวณหาสติฟ
เนสโดยตรงนี้ไมสามารถนํามาปรับปรุงใชไดกับช้ินสวนสามเหลี่ยมที่มีขอบโคง ( Isoparametric Element ) [32]  
รวมถึงในการปรับปรุงเพื่อนําไปใชวิเคราะหปญหาอื่น เชน ปญหาอิลาสติก-พลาสติก ( Elastic – Plastic 
Solution ) [33] เปนตน ซึ่งจะตองมีการเปลี่ยนแปลงสมการของฟงกชันสัณฐาน  ( shape  function ) ซึ่งจะทํา
ใหสูตรโดยตรงของสติฟเนสไมสามารถนํามาใชได 
 
1.3  วัตถุประสงคของงานวิจยั 

 
1. ศึกษาวิธีการปรับปรุงคุณภาพของโครงขายชิ้นสวน  โดยเปล่ียนชนิดของชิ้นสวนที่ใชจําลองปญหา

ใหมีความยืดหยุนมากขึ้น 
2. พัฒนาโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับขนาดชิ้นสวนอัตโนมัติ เพื่อการลูเขาสูคําตอบที่ถูกตองและให

มีการกระจายของคาคลาดเคลื่อนอยางสม่ําเสมอ  โดยใชเวลาที่นอยลง โดยการเปลี่ยนชนิดของชิ้นสวนที่นํามา
จําลองปญหา เปนชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน ( Linear Strain Triangle : LST ) 
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1.4  ขอบเขตการศึกษา 

 
ศึกษาโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับขนาดชิ้นสวนอัตโนมัติ [26]  โดยเปลี่ยนชนิดของชิ้นสวนที่

นํามาใชในการจําลองปญหาซึ่งเดิมเปนโครงขายชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดคงที่ ( Constant Strain  
Triangle : CST ) ที่สรางจากวิธีการตัดทอนเปนรูปสามเหลี่ยมเดอลอเน  โดยใชฟรอนทคืบหนา โดยจะเปลี่ยน
ชิ้นสวนเปนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน ( Linear Strain Triangle : LST ) โดยมีดานของสามเหลี่ยมเปน
เสนตรง และมีจุดตอที่กึ่งกลางดานของสามเหลี่ยม 

 
ในขั้นตอนการพัฒนาโปรแกรม  จะรับขอมูลจุดตอและชิ้นสวนทั้งหมดที่ไดจากกระบวนการสราง

ชิ้นสวนสามเหลี่ยมและปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนภายในโครงขายแลว และทําการเพิ่มจุดตอที่กึ่งกลางดานแตละ
ดานเพื่อปรับช้ินสวนใหเปนชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน จากนั้นจึงสงคากลับคืนสูกระบวนการ
วิเคราะห ซึ่งในกระบวนการคํานวณ จะตองเปลี่ยนคาฟงกชันสัณฐานของชิ้นสวน ทั้งในขั้นตอนการประมาณคา
คลาดเคลื่อน และ ในขั้นตอนการวิเคราะห และในขั้นตอนการประมาณคาคลาดเคลื่อนจะเปลี่ยนจากการ
ประมาณคาคลาดเคลื่อนที่แตละจุดตอ เปนการประมาณคาคลาดเคลื่อนที่แตละชิ้นสวน ทั้งนี้เนื่องจากเมื่อไดทํา
การปรับปรุงโครงขายโดยเปลี่ยนชนิดของชิ้นสวนเปนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน ทําใหจํานวนของจุด
ตอภายในโครงขายมีมากกวาจํานวนชิ้นสวนในโครงขายมาก ดังนั้นเมื่อใชการประมาณคาคลาดเคลื่อนในแตละ
ชิ้นสวนแทนจะชวยลดเวลาในการคํานวณลงได 
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รูปที่ 1.2.1 แสดงโครงชิ้นสวนของปญหาที่สรางโดยวิธีตนไมส่ีภาค 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 1.2.2 แสดงโครงชิ้นสวนของปญหาที่สรางโดยวิธีการสรางฟรอนทคืบหนา 



บทที่ 2 
 

แนวทางและทฤษฎทีี่ใชในการวิจัย 
 
2.1  ความนํา 
 

กระบวนการปรับขนาดชิ้นสวนอัตโนมัติเริ่มจากขอมูลจุดตอบริเวณขอบของปญหา  โดยทั่วไป
สามารถแบงเปนขั้นตอนหลักหลังจากไดขอมูลที่ขอบออกเปน  5  ขั้นตอน  คือ 

 
1. ขั้นตอนการสรางชิ้นสวนสามเหล่ียม 
2. ขั้นตอนการปรับปรุงคุณภาพโครงขาย 
3. ขั้นตอนการวิเคราะหหาผลเฉลยโดยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
4. ขั้นตอนการตรวจสอบคาคลาดเคลื่อน และ 
5. ขั้นตอนการคํานวณขนาดชิ้นสวนใหม 

 
เนื่องจากผลเฉลยและคาคลาดเคลื่อนที่ใชในการปรับขนาดชิ้นสวนนั้น  จะเปนผลโดยตรงจาก

คุณภาพของโครงขาย  โดยคุณภาพของโครงขายขึ้นอยูกับพฤติกรรมของชิ้นสวนที่ใชวาใกลเคียงกับที่เกิดขึ้นจริง
ของปญหาหรือไม ความตอเนื่องกันของโครงขาย และ รูปรางชิ้นสวน ซึ่งถาโครงขายมีคุณภาพดีแลว ยอมใหผล
เฉลยและคาคลาดเคลื่อนที่คอนขางแมนยํา  ดังนั้นงานวิจัยนี้จึงมุงเนนไปยังการปรับปรุงคุณภาพของโครงขาย
โดยการเปลี่ยนมาใชชิ้นสวนที่มีพฤติกรรมยืดหยุนเขากับพฤติกรรมที่เกิดขึ้นจริงของปญหามากขึ้น เนื่องจากไดมี
การศึกษาเกี่ยวกับการปรับปรุงรูปรางและความตอเนื่องของโครงขาย ของโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับขนาด
ชิ้นสวนอัตโนมัติ[26] มาแลวแตยังใหผลไมนาพอใจมากนัก ซึ่งในงานวิจัยนี้จะทําการปรับปรุงคุณภาพของ
โครงขายซึ่งไดมีการปรับปรุงคุณภาพของชิ้นสวนแลว โดยการเปลี่ยนชิ้นสวนที่ใชจากสามเหลี่ยมชนิดความ 
เครียดคงที่เปนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน ดังนั้นในขั้นตอนหลักของการปรับขนาดชิ้นสวนอัตโนมัติจึง
ตองมีขั้นตอนเพิ่มขึ้นหลังจากขั้นตอนการปรับปรุงคุณภาพโครงขาย คือ ขั้นตอนการเพิ่มจุดตอที่กึ่งกลางดานของ
สามเหลี่ยม และมีโครงสรางการทํางานดังแสดงในรูปที่ 2.1.1 จากนี้เราจะไดกลาวถึงทฤษฎีที่เกี่ยวของโดย
ละเอียด                        

 
2.2 การประมาณคาคลาดเคล่ือน 
 

โดยปกติการคํานวณความคลาดเคลื่อนของวิธีการใด ๆ  ก็ตามจะทําไดโดยการเทียบคําตอบที่ไดจาก
วิธีการนั้นๆ กับผลเฉลยแมนตรง  เชน 

 
he u u= −  ( 2.2.1a ) 

heσ σ σ= −  ( 2.2.1b ) 
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โดยที่ e  : คาความคลาดเคลื่อนของการกระจัด 

  u  : คาการกระจัดแมนตรง 
  hu  : คาการกระจัดที่ไดจากการวิเคราะห 
  eσ  : คาความคลาดเคลื่อนของหนวยแรง 
  σ  : คาหนวยแรงแมนตรง 
  hσ  : คาหนวยแรงที่ไดจากการวิเคราะห 
 
แตในกระบวนการปรับขนาดชิ้นสวนนั้นเราไมทราบผลเฉลยแมนตรงของปญหา  จึงไมสามารถหา

ความคลาดเคลื่อนตามสมการ ( 2.2.1 ) ได  ตองประมาณจากการเปรียบเทียบกับผลเฉลยอื่นที่มีความถูกตอง
กวาผลเฉลยจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดังแสดงในสมการ ( 2.2.2 )  สําหรับการคํานวณหาผลเฉลยที่ดีขึ้นนี้
เราจะไดกลาวถึงโดยละเอียดในหัวขอถัดไป 

  
* *

he u u= −  ( 2.2.2a ) 
* *

heσ σ σ= −  ( 2.2.2b ) 
 
โดยที่ *e  : คาประมาณความคลาดเคลื่อนของการกระจัด 
  *u  : คาการกระจัดที่มีความถูกตองกวาผลจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
 hu  : คาการกระจัดจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

 *eσ  : คาประมาณความคลาดเคลื่อนของหนวยแรง 
 *σ  : คาหนวยแรงที่มีความถูกตองกวาผลจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
 hσ  : คาหนวยแรงจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
 

จากสมการ ( 2.2.1 )  และ ( 2.2.2 )  จะเห็นวาเราวัดความคลาดเคลื่อนเปนสเกลารในขณะที่คําตอบ
ที่ไดจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมีลักษณะเปนเวคเตอร  ซึ่งมีความไมสะดวกในการนํามาใชงาน  ดังนั้นจึง
ตองมีการนํารูปแบบอื่นที่มีลักษณะเปนสเกลารมาใชแทนเวคเตอรของความคลาดเคลื่อน  เชน  ในรูปของแอล
ทูนอรม   ( L2 norm )  ของความคลาดเคลื่อนดังในสมการ ( 2.2.3 ) 

 
1
2

2
Te e e dσ σ

Ω

⎛ ⎞
= Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫  (2.2.3) 

   
โดยที่ e   : แอลทูนอรมของความคลาดเคลื่อน 

eσ    : เวคเตอรความคลาดเคลื่อนของหนวยแรง 
         Ω    : โดเมนที่พิจารณา  เชน  เฉพาะที่ (local) หรือ โดยรวม (global) 
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 นําความคลาดเคลื่อนที่ไดในสมการ ( 2.2.3 ) มาเปรียบเทียบกับแอลทูนอรมของความเครียด          
( strain energy norm )  ในสมการ ( 2.2.4 ) จะไดความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ ( relative  error ) ดังในสมการ     
( 2.2.5 ) 
 

1
2

2
TU dσ σ

Ω

⎛ ⎞
= Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫                           ( 2.2.4 ) 

 

              2

2

e
U

η =                         ( 2.2.5 ) 

 
โดยที่    U    : แอลทูนอรมของความเครียด 

      η       : ความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ 
 

แทนคาหนวยแรงและความคลาดเคลื่อนในสมการ ( 2.2.5 )   ดวยคาประมาณจากสมการ ( 2.2.2 )  
จะไดคาประมาณความคลาดเคลื่อนสัมพัทธและแอลทูนอรมของคาตางๆดังนี้ 

 
1
2

* * *

2

Te e e dσ σ
Ω

⎛ ⎞
= Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫       ( 2.2.6a ) 

1
2

* * *

2

TU dσ σ
Ω

⎛ ⎞
= Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫       ( 2.2.6b ) 

2 2* *
2 2 2

U U e≈ +  ( 2.2.6c ) 
*

*

2 2* *

e

U e
η η≈ =

+
        ( 2.2.6d ) 

 
 เมื่อไดคาประมาณของความคลาดเคลื่อนสัมพัทธโดยรวม แลวนําไปเปรียบเทียบกับความคลาด 
เคล่ือนสัมพัทธที่ยอมให ถามีความคลาดเคลื่อนมากกวาก็คํานวณหาขนาดของชิ้นสวนที่สอดคลองกับความ
คลาดเคลื่อนเฉพาะที่ในแตละสวนตอไป 
 
2.3   การประมาณคาผลเฉลยจากผลของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
  

ดังที่กลาวไวในหัวขอ  2.2  วาการประมาณคาความคลาดเคลื่อน จะประมาณจากผลเฉลยของ
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเทียบกับผลเฉลยที่แมนยํากวา  ซึ่งในหัวขอนี้จะไดกลาวถึงรายละเอียดในการ
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ประมาณคาหนวยแรงใหมีความแมนยําขึ้น โดยวิธีการฟนตัวเปนหยอม ( Patch Recovery ) [5,6,7,8] เพื่อใช
เปรียบเทียบหาความคลาดเคลื่อน 

 
 โดยธรรมชาติของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต หนวยแรงที่ไดจะมีความคลาดเคลื่อนแตกตางกันไปใน
แตละสวนของชิ้นสวน โดยที่ที่ตําแหนงเกาสจะมีคาหนวยแรงแมนยํากวาในตําแหนงอื่นๆ [34]  ดังนั้นเราจึง
สามารถประมาณคาหนวยแรงที่จุดตอไดแมนยําขึ้นโดยประมาณจากหนวยแรงที่ตําแหนงเกาสรอบจุดตอนั้น  
ดังแสดงในรูป  2.3.1 สําหรับวิธีที่ใชในการประมาณคานั้นทําไดหลายวิธี แตที่คอนขางยืดหยุนและไดคาที่
แมนยําคือวิธีกําลังสองนอยสุดดังมีรายละเอียดตอไปนี้ 
 
 สมมติใหหนวยแรงโดยประมาณ ( *σ ) เปนหนวยแรงที่ไดจากการประมาณคาจากตําแหนงเกาสซึ่ง
อยูในรูปของพหุนาม  ในกรณี 1 มิติจะมีลักษณะเปนเสนดังแสดงในรูป 2.3.2  และลักษณะของเสนจะขึ้นอยูกับ
กําลังและคาคงตัวของพหุนาม  สําหรับกรณี 2 มิติหนวยแรงโดยประมาณมีลักษณะเปนพื้นผิวมีคาดังในสมการ 
( 2.3.1a )  หรือในรูปเมตริกซดังสมการ ( 2.3.1b ) 
 
 * 2

0 1 2 3 4 ...a a x a y a xy a xσ = + + + + +  (2.3.1a) 
 [ ]{ }* p aσ =  (2.3.1b) 
 

โดยที่ [ ]p  : ฟงกชันฐาน  ( base function ) อยูในรูปตัวแปรของพหุนาม 21 ...x y xy x⎡ ⎤⎣ ⎦  
                          { }a  : คาคงตัวของพหุนามซึ่งเปนตัวไมรูคาที่ตองคํานวณหา  { }0 1 2 3 4...a a a a a  
 

หลักของวิธีกําลังสองนอยสุดคือตองหาคาคงตัว { }a  ใหหนวยแรงโดยประมาณมีความแตกตาง
จากจุดที่ประมาณมานอยที่สุด  ในกรณี 2 มิติเศษตกคางของกําลังสองของความแตกตางระหวางหนวยแรง
โดยประมาณและหนวยแรงที่ตําแหนงเกาสสามารถแสดงไดดังในสมการ  ( 2.3.2 ) 
 

 ( )2*

1
( ) ( , ) ( , )

n

h i i i i
i

R a x y x yσ σ
=

= −∑  ( 2.3.2a ) 

 ( )2

1
( ) ( , ) [ ( , )]{ }

n

h i i i i
i

R a x y p x y aσ
=

= −∑         ( 2.3.2b ) 

 
โดยที่ ( )R a : เศษตกคางของกําลังสองของความแตกตางระหวางหนวยแรง 

 hσ      : หนวยแรงที่ตําแหนงเกาส 
  *σ      : หนวยแรงโดยประมาณ 

  n        : จํานวนตําแหนงเกาสทั้งหมดในหยอม 
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 ในการหาคาคงตัวเพื่อใหไดเศษตกคางต่ําสุด  ทําไดโดยกําหนดคาอนุพันธของเศษตกคางให
เทากับศูนย  โดยหาอนุพันธเทียบกับคาคงตัวแตละตัว  จะไดสมการซึ่งมีจํานวนเทากับจํานวนของคาคงตัวดังนี้ 

 

1 1

[ ( , )] [ ( , )]{ } ( , )[ ( , )]
n n

T T
i i i i h i i i i

i i

p x y p x y a x y p x yσ
= =

=∑ ∑  (2.3.3) 

 
ในงานวิจัยนี้เนื่องจากชิ้นสวนที่ใชเปนชิ้นสวนสามเหลี่ยมความเครียดเชิงเสน ดังนั้นจึงเลือกใช

ฟงกชันพื้นฐานเปนพหุนามกําลัง  2 โดยเลือกใช  2 21p x y xy x y⎡ ⎤= ⎣ ⎦   ดังนั้นสามารถแจงสมการ 
( 2.3.3 )  ใหอยูในรูปของเมตริกซไดดังนี้ 
    

 

2 2
0

2 2 3 2
1

2 2 2 3
2

2 2 2 2 3 3

2 3 2 3 4 2 2

2 2 3 3 2 2 4

i i i i i i

i i i i i i i i i

i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i

i i i i i i i i i

an x y x y x y
ax x x y x y x x y
ay x y y x y x y y

x y x y x y x y x y x y
x x x y x y x x y
y x y y x y x y y

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

3
2

4
2

5

gi

i gi

i gi

i i gi

i gi

i gi

x
y

x ya
xa
ya

σ
σ
σ
σ
σ
σ

⎧ ⎫⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪=⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

∑
∑
∑
∑
∑
∑

  
 ( 2.3.4a ) 

 
[ ]{ } { }A a b=  ( 2.3.4b ) 

1{ } [ ] { }a A b−=  ( 2.3.5 ) 
*( , ) [ ( , )]{ }i i i ix y p x y aσ =  ( 2.3.6 ) 

 
 หลังจากคํานวณหาคาคงตัวจากสมการ ( 2.3.5 )  ไดแลว  สามารถคํานวณหนวยแรงที่จุดตอไดโดย
การแทนพิกัดที่จุดตอลงในสมการ ( 2.3.6 ) และเนื่องจากในปญหาบนระนาบมีหนวยแรง 3 คาดังนั้นในแตละจุด
ตอจึงแกสมการดวยการแกสมการโดยตรง ( Direct  Solver )  การแกสมการในครั้งที่ 2 และ 3 ก็เพียงแตแทนคา
กลับเทานั้นไมตองแกสมการใหม 
 

ขอควรระวังสําหรับวิธีนี้ก็คือ  จํานวนจุดเกาสในแตละหยอมของจุดตอจะตองไมนอยกวาจํานวนตัว
แปรในสมการ ( 2.3.4 )  ในที่นี้ตองมีไมนอยกวา 6 จุด มิฉะนั้นเมตริกซสัมประสิทธิ์  ( [ ]A  ) ในสมการ ( 2.3.4 )  
จะมีลักษณะเปนเอกฐาน  ( Singular )  ลักษณะเชนนี้จะเกิดขึ้นในบริเวณขอบของปญหาดังจุดตอหมายเลข 
1,3,4,5,6  ในรูป  2.3.3  ซึ่งมีวิธีแกปญหาได 2 วิธีคือ 

 
1.) ลดจํานวนพจนของพหุนามลง เชน ให  [ ] [1 ]p x y xy=  หรือ [ ] [1 ]p x y=  
2.) ประมาณคาหนวยแรงของจุดตอนั้นจากหยอมของจุดตออื่นดังเชนในรูป 2.3.4 
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เนื่องจากหนวยแรงที่ไดจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต ในชิ้นสวนที่อยูบริเวณขอบมีความคลาด 

เคล่ือนสูงเมื่อเทียบกับช้ินสวนดานใน  งานวิจัยนี้จึงเลือกใชวิธีที่ 2  ในการประมาณคาหนวยแรงที่จุดตอบริเวณ
ขอบ  ยกเวนในกรณีพิเศษที่มีลักษณะดังแสดงในรูป  2.3.5  ซึ่งการหาหยอมที่จะใชประมาณคาทําไดลําบาก  จึง
ใชวิธีที่ 1  แทนโดยใหจํานวนของพหุนามเทากับ [ ] [1 ]p x y=  

หลังจากที่ไดคาหนวยแรงที่จุดตอทุกจุดแลว  ประมาณคาหนวยแรงที่ตําแหนงใดๆ  ในชิ้นสวนดวย
ฟงกชันสัณฐาน  ( shape  function )  ตัวเดียวกับที่ใชในการหาคาการกระจัดในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดัง
ในสมการ    ( 2.3.7 ) 

 
* *{ ( , )} [ ( , )]{ }nx y N x yσ σ=  (2.3.7) 

 
โดยที่ *

nσ : หนวยแรงที่ตําแหนงจุดตอที่แมนยํากวา 
  *σ : หนวยแรงที่ตําแหนงใดๆที่แมนยํากวา 

   N : ฟงกชันสัณฐานในระเบียบไฟไนตเอลิเมนต 
 
 จากนั้นคํานวณแอลทูนอรมของความเคนและความคลาดเคลื่อน  ทั้งในสวนเฉพาะที่ในสมการ (2.3.8)  
และโดยรวมทั้งปญหาในสมการ ( 2.3.9 )  
 

( ) ( )
1
2

* * *

2

T

n nl
U N N dσ σ

Ω

⎛ ⎞
= Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫  ( 2.3.8a ) 

( ) ( )
1
2

* * *

2

T

n h n hl
e N N dσ σ σ σ

Ω

⎛ ⎞
= − − Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫  (2.3.8b ) 

 
1
22* *

2 2
1

Ne

g l
i

e e
=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑  ( 2.3.9a ) 

1
22* *

2 2
1

Ne

g l
i

U U
=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑  ( 2.3.9b ) 

*

2*
*

2

g
g

g

e

U
η =  (2.3.9c ) 

   
 โดยที่ *

2l
U  : แอลทูนอรมของความเคนเฉพาะที่ในชิ้นสวน 

   *

2l
e   : แอลทูนอรมของความคลาดเคลื่อนเฉพาะที่ในชิ้นสวน 

   *

2g
U  : แอลทูนอรมของความเคนรวม 

   *

2g
e  : แอลทูนอรมของความคลาดเคลื่อนรวม 
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   N  : ฟงกชันสัณฐาน  

  Ne  : จํานวนชิ้นสวนทั้งหมดในระบบ 
 

2.4 การประมาณขนาดของชิ้นสวน 
 
 เนื่องจากความคลาดเคลื่อนแปรตามขนาดของชิ้นสวนยกกําลังดวยกําลังของพหุนามในฟงกชันฐาน
ดังในสมการ ( 2.4.1 )  ดังนั้น ถาเรารูขนาดของชิ้นสวนและความคลาดเคลื่อนในปจจุบัน  เราสามารถคํานวณ
ขนาดของชิ้นสวนที่มีความคลาดเคลื่อนเทากับความคลาดเคลื่อนที่ยอมใหไดดังในสมการ ( 2.4.2 ) 
 
  pe Ch=  ( 2.4.1 ) 
  

โดยที่ C : คาคงตัวที่ไมรูคา 
  h : ขนาดของชิ้นสวน 

   p : กําลังของพหุนามในฟงกชันฐาน 
 

 
1

.
p

a
new exist

exist

e
h h

e
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ( 2.4.2a  ) 

 
ในงานวิจัยนี้ใช  2p =   

       
1
2

. a
new exist

exist

e
h h

e
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ( 2.4.2b ) 

 
 โดยที่ newh  : ขนาดของชิ้นสวนที่จะสรางขึ้นใหม 
   existh  : ขนาดของชิ้นสวนในปจจุบัน 
   

a
e  : ความคลาดเคลื่อนที่ยอมให 

   
exist

e  : ความคลาดเคลื่อนในปจจุบัน 
 

 สําหรับการหาความคลาดเคลื่อนที่ยอมใหนั้น  จะคํานวณจากพื้นฐานที่วาในการเปรียบเทียบระบบที่
มีชิ้นสวนจํานวนเทากันแลว  ระบบที่มีการกระจายความคลาดเคลื่อนออกไปเทา ๆ กันทุกจุดจะใหคําตอบที่ดี
ที่สุด ดังนั้น  เราสามารถคํานวณคาความคลาดเคลื่อนเฉพาะที่ที่ยอมใหในแตละชิ้นสวนโดยใหมีขนาดเทา ๆกัน 
ดังแสดงในสมการ ( 2.4.3 ) 
 

   
*

2g
aea

U
e

Ne
η=  (2.4.4 ) 
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 โดยที่ 

ea
e  : ความคลาดเคลื่อนที่ยอมใหในแตละชิ้นสวน  

  Ne  : จํานวนชิ้นสวนทั้งหมดในระบบ  
 aη  : ความคลาดเคลื่อนสัมพัทธที่ยอมใหของระบบ 
 
2.5 การอินทิเกรตเชิงตัวเลข ( Numerical Integration ) 

 
ในหัวขอนี้จะพิจารณาการอินทิเกรตเชิงตัวเลข  โดยวิธีของเกาส ( Gauss’s  Method ) ซึ่งเปนวิธีที่

นิยมใชกันมาก  ในการวิเคราะหปญหาทางไฟไนตเอลิเมนต  ที่สามารถจะใชอินทิเกรตปญหาในลักษณะมิติ
เดียว , สองมิติ และสามมิติไดเปนอยางดี 

 
2.5.1  การอินทิเกรตเชิงตัวเลขของปญหามิติเดียว 
 
ในปญหามิติเดียว  การอินทิเกรตเชิงตัวเลขเพื่อหาคา I   โดยวิธีของเกาสคือ 
 

1

1

( )I f dξ ξ
−

= ∫  ( 2.5.1 ) 

 
ซึ่งเรียกสมการ ( 2.5.1 ) วา  การอินทิเกรตแบบเกาส ( Gaussian  Quadrature ) จุดเดียว  ซึ่งการ

อินทิเกรตแบบเกาสสามารถจะเขียนในเทอมของจุดเกาสไดดังนี้ 
 

1

1 1 2 2
1

( ) ( ) ( ) ... ( )n nI f d w f w f w fξ ξ ξ ξ ξ
−

= ≈ + + +∫  ( 2.5.2 ) 

 
ซึ่ง  1w , 2w , … nw   คือน้ําหนัก (weight ) และ 1ξ , 2ξ , … nξ  คือจุดตัวอยาง (sample ) หรือ

เรียกวาจุดเกาส ( Gauss Point ) ฉะนั้นจะเห็นวาแนวความคิดของการอินทิเกรตแบบเกาสก็คือ  การเลือกจุด
เกาสและน้ําหนัก w   ใหมีจํานวนมากเพียงพอถึง n  จุด  เพื่อใหผลที่ไดรับมีคาใกลเคียงกับผลแมนตรงจากการ
อินทิเกรตโดยตรง  เพื่อเพิ่มความเขาใจและสาธิตการประมาณคา  โดยเลือกใช 1n = และ 2   ดังตอไปนี้ 

ในกรณีของ 1n = ,  สมการ( 2.5.2 ) คือ 
 

1

1 1
1

( ) ( )I f d w fξ ξ ξ
−

= ≈∫  ( 2.5.3 ) 

 
ในสมการ ( 2.5.3 )  จะมีพารามิเตอร 2 ตัวคือ  1w และ 1ξ  ผลของอินทิเกรตตามสมการ ( 2.5.3 ) จะ

เทากับคาแมนตรง  ถาสมมติให  ( )f ξ  เทากับฟงกชันพหุนามอันดับ 1  นั่นคือ 0 1( )f a aξ ξ= +  ดังนั้น  
ความคลาดเคลื่อน E  คือ 
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1

0 1 1 2
1

( ) ( ) 0E a a d w fξ ξ ξ
−

= + − =∫  

หรือ 0 1 0 1 12 ( ) 0E a w a a ξ= − + +  
หรือ 0 1 1 1 1(2 ) 0E a w w a ξ= − − =  ( 2.5.4 ) 
 
จากสมการ ( 2.5.4 ) จะเห็นวา  ถาตองการใหความคลาดเคลื่อน E  เทากับศูนย 

1 2w =   และ  1 0ξ =   
แทนคา  1w   และ  1( )f ξ  ลงในสมการ ( 2.5.3 ) 
 

1

1

( ) 2 (0)I f d fξ ξ
−

= ≈∫  ( 2.5.5 ) 

 
ผลของอินทิเกรตดูไดจากรูป 2.6.1 
ในกรณีของ 2n =  (2 จุดเกาส ) จากสมการ ( 2.5.2 ) 

 
1

1 1 2 2
1

( ) ( ) ( )f d w f w fξ ξ ξ ξ
−

≈ +∫  ( 2.5.6 ) 

 
ดังนั้นจะมีพารามิเตอร 4 ตัวคือ 1w , 2w , 1ξ , 2ξ  และฟงกชันพหุนามที่จะใหคาแมนตรง  ควรเปนพหุ

นามอันดับ 3 ที่ประกอบดวยคาคงตัว 4 ตัว  นั้นคือ 2 3
0 1 2 3( )f a a a aξ ξ ξ ξ= + + +  และผลของอินติเกรต

หาไดดังนี้ 
 

1

1
2 3

0 1 2 3 1 2 2
1

( ) [ ( ) ( )E a a a a d w f w fξ ξ ξ ξ ξ ξ+
−

⎡ ⎤
= + + − +⎢ ⎥
⎣ ⎦
∫  ( 2.5.7 ) 

 
ถาตองการใหความคลาดเคลื่อน E   เทากับศูนย,  จากสมการ ( 2.5.7 ) 

 
1 2

1 1 2 2
2 2

1 2
3 3

1 1 2 2

2
0

2 / 3

0

w w
w w

w w

w w

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

+ =
+ =

+ =

+ =

          

จากสมการทั้ง 4 สามารถจะหาพารามิเตอร 1w , 2w , 1ξ , 2ξ  ไดดังนี้ 
 

1 2 1 21, 1/ 3 0.57735w w ξ ξ= = − = = =  ( 2.5.8 ) 
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ตามที่กลาวมาแลวขางตนจะเห็นวา n  จุดของการอินทิเกรตแบบเกาสจะใหคาแมนตรง  ถา

ฟงกชัน f  เปนพหุนามระดับ (2 1)n −  หรือนอยกวา 
 
2.5.2  การอินทริเกรตเชิงตัวเลขของปญหาสองมิติ 
 
สําหรับปญหาสองมิติการอินทริเกรตเชิงตัวเลขโดยวิธีของเกาส  จะเขียนอยูในรูปของ 

 
1 1

1 1

( , )I f d dξ η ξ η
− −

= ∫ ∫  ( 2.5.9 ) 

 
ซึ่งสามารถจะหาคาโดยประมาณของสมการ ( 2.5.9 ) ในเทอมของผลบวกของผลคูณของน้ําหนัก     

( weight ) และตําแหนงของเกาสได  ในทํานองเดียวกับหัวขอ 2.5.1 คือ 
 

1

11

,
1 1

[ ( , )]

[ ( )]

n

i i
i

n n

j i i j
j i

I w f d

w w f

ξ η η

ξ η

=−

= =

≈

≈

∑∫

∑ ∑  

หรือ 1
1 1

( , )
n n

j i j
i j

I w w f ξ η
= =

≈∑∑  ( 2.5.10 ) 

 
2.6  สติฟเนสของชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน 

 
สติฟเนสของชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสนในพิกัด ( , )x y  แสดงดังสมการ ( 2.6.1 ) 
 

( , ) ( , )T

A

K t B x y D B x y dA= ⋅ ⋅∫           ( 2.6.1 ) 

 
และในพิกัดธรรมชาติ ( , )ξ η  แสดงดังสมการ ( 2.7.2 ) 
 

( , ) ( , ) ( , )T

A

K t B D B J dAξ η ξ η ξ η= ⋅ ⋅ ⋅∫          ( 2.6.2 ) 

 
โดยที่ B  : เมตริกซความสัมพันธระหวางความเครียดและการกระจัด 

  D : เมตริกซความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียด 
  A  : พื้นที่ที่ทําการอินทิเกรต 
  t    : ความหนาของชิ้นสวน 
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  J  : เมตริกซจาโคเบียน 
 
 พิจารณาชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน ดังแสดงในรูป 2.6.1 ซึ่งกําหนดใหจุดตอที่   4 , 
5 และ 6  อยูกึ่งกลางของดานซึ่งเปนเสนตรง เนื่องจากถาไมใชบริเวณขอบของปญหาจะใหผลเฉลยดีกวา
สามเหลี่ยมดานโคง [35]  และยังสามารถเขียนเปนรหัสคํานวณไดงายกวา จึงทําใหในงานวิจัยนี้สามารถใช
ชิ้นสวนชนิดรูปรางของชิ้นสวนขึ้นกับพิกัดที่จุดยอดของสามเหลี่ยมเทานั้น ( subparametric element ) เพื่อลด
ปริมาณการคํานวณลง โดยเมื่อใชชิ้นสวนชนิดนี้แลวจะทําใหพิจารณาความสัมพันธทางรูปรางระหวางพิกัด 
( , )x y  และ พิกัดธรรมชาติเหมือนกับสามเหล่ียมชนิดความเครียดคงที่ ซึ่งจะสงผลให เมตริกซจาโคเบียน มี
คาคงที่ในแตละชิ้นสวน คือเปนคาของพิกัดที่จุดตอที่มุมเทานั้น 
 
 ในการคํานวณคาสติฟเนสจําเปนจะตองใชการอินทิเกรตเชิงตัวเลข ซึ่งในงานวิจัยนี้เลือกใชวิธีการ
อินทิเกรตแบบเกาส 3 จุดเกาส ซึ่งเพียงพอที่จะขจัดภาวะพลังงานเปนศูนยเสมือน (spurious zero energy 
mode ) ได [35]  
 
 และเนื่องจากเกาสเซียนควอดราเจอร 3 จุดเกาสนี้จะมีอยู 2 ชุดจุดเกาสคือ 
 ชุดที่ 1  :  1 1 1 2 2 1

6 6 6 3 3 6( , ), ( , ), ( , ) ,  น้ําหนัก 1
6=  

 ชุดที่ 2  :  1 1 1 1
2 2 2 2( , ), (0, ), ( ,0) ,  น้ําหนัก 1

6=  
 และดังแสดงในรูป 2.6.2 
 
 ซึ่งจุดเกาสชุดที่ 1 จะไดรับความนิยมมากกวา แตในงานวิจัยนี้จะเลือกใชจุดเกาสชุดที่ 2  เนื่องจาก
ชุดที่ 2 นั้นใหผลเฉลยที่แมนยํากวาชุดที่ 1 [35] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 20

ขอมูลตําแหนงของจุดตอและเสนเชื่อมจุดที่ขอบของปญหา 

สรางชิ้นสวนสามเหลี่ยม 

ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนภายในโครงขาย 

วิเคราะหหาผลเฉลยดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

ตรวจสอบความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ 

ปรับขนาดชิ้นสวน 

ใสจุดตอที่กึ่งกลางดานของสามเหลี่ยม 

หยุดการทํางาน ผาน 

ไมผาน 

 
 
 
 

                                                                      
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

รูปที่ 2.1.1 แผนภูมิสายงานของกระบวนการปรับขนาดชิ้นสวนอัตโนมัติ 
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รูปที่ 2.3.1 ตําแหนงเกาสในหยอมของจุดตอที่ตองการประมาณคา 
 
 
 

 
 

รูปที่ 2.3.2 การประมาณคาคําตอบจากตําแหนงเกาสในชิ้นสวนเชิงเสน 1 มิติ 
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รูปที่ 2.3.3 ลักษณะของชิ้นสวนบริเวณขอบของปญหา 
 
 

 
 

รูปที่ 2.3.4 ลักษณะของหยอมที่ใชในการประมาณคาหนวยแรงที่จุดตอที่ขอบ 
 
 
 

 
รูปที่ 2.3.5 ลักษณะของจุดที่หาหยอมภายในยาก 
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รูปที่ 2.5.1  การอินทิเกรตแบบเกาสจุดเดียว 
 
 
 

 
 

รูปที่ 2.6.1 ชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน 
 
 
 

 
 

รูปที่ 2.6.2  ตําแหนงจุดเกาสชุดที่ 1 และ ชุดที่ 2 
 



บทที่ 3 
 

การพัฒนาโปรแกรม 
 
3.1 ภาษาคอมพิวเตอรที่ใชในโปรแกรม 
 
 เนื่องจากงานวิจัยนี้เปนการพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอร ซึ่งเดิมเลือกใชภาษา C++ ในการเขียนรหัส
คํานวณเพื่อใหไดโปรแกรมที่มีประสิทธิภาพ  ดังนั้นเพื่อใหการทํางานของฟงกชันที่ตองการปรับปรุงสอดคลองกับ
โครงสรางขอมูลที่มีอยูเดิมและเกิดประสิทธิภาพสูงสุด ในงานวิจัยนี้จึงเลือกใชภาษา C++ ในการพัฒนาเชนกัน 
โดยมีจุดเดนของภาษาที่เหมาะสมกับกระบวนการปรับขนาดชิ้นสวนและปรับปรุงคุณภาพโครงขายดังตอไปนี้ 
 
 ประสิทธิภาพของโปรแกรม ภาษา C++ เปนภาษาที่ประมวลผลไดรวดเร็วที่สุดภาษาหนึ่ง ในบรรดา
ภาษาสูงดวยกันจะเปนรองเพียง ภาษาฟอรแทรน และ ภาษา C อยูเล็กนอยเทานั้น จึงมีความเหมาะสมกับการ
พัฒนาโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต ซึ่งมีการคํานวณและขั้นตอนตางๆจํานวนมาก 
 
 การจัดสรรหนวยความจําแบบพลวัต ( dynamic memory allocation ) เนื่องจากกระบวนการปรับ
ขนาดชิ้นสวนและการสลับขอบของชิ้นสวนที่มีการขยายและลดขนาดของขอมูลชนิดตางๆตลอดเวลา การจัดสรร
หนวยความจําใหมีขนาดเหมาะสมกับขอมูลแตละชนิดในขณะใดๆ ยอมตองมีประสิทธิภาพกวาการจอง
หนวยความจําปริมาณมากๆใหกับขอมูลทุกชนิด ตั้งแตเริ่มตนโดยไมสอดคลองกับหนวยความจําที่ใชจริงในขณะ
ใชงาน 
 
 การเรียกใชฟงกชันเวียนบังเกิด ( recursive function ) ถึงแมวาฟงกชันเวียนบังเกิดจะทําให
ประสิทธิภาพของโปรแกรมลดลง แตในสถานการณที่ไมรูจํานวนรอบของการกระทําซ้ําซึ่งเกิดจากการแยกการ
กระทําซ้ําลงในแตละสาขาของขอมูลที่มีจํานวนไมแนนอน เชน ในกระบวนการคนหาจุดตอในพื้นที่ที่กําหนดใน
โครงสรางขอมูล ADT หรือการตรวจสอบการเพิ่มจุดในชิ้นสวนโดยรอบชิ้นสวนที่พิจารณานั้น ถาไมใชฟงกชัน
เวียนบังเกิดก็จะทําใหรหัสคํานวณมีความเยิ่นเยออยางมาก มีผลใหโอกาสผิดพลาดมากขึ้นและอานทําความ
เขาใจโปรแกรมไดยาก 
 
 การสรางขอมูลชนิดใหม การสรางขอมูลชนิดใหมๆ จะสงผลใหวิธีการเขียนและโครงสรางของโปรแกรม
มีความหลากหลาย การเขียนรหัสคํานวณมีลักษณะเปนระเบียบมากขึ้น รหัสคํานวณมีความกระชับลดจาํนวน
ตัวแปรที่อาจตองสงผานใหกับฟงกชันจํานวน 10-12 ตัวเหลือเพียง 3-4 ตัว เพิ่มความเขาใจในโปรแกรมขึ้นอยาง
มาก สงผลใหการตรวจสอบ ปรับปรุงแกไขหรือพัฒนาโปรแกรมตอไปทําไดงาย 
 
 การเขาถึงตําแหนงของหนวยความจําโดยตัวชี้ ( pointer ) ตัวชี้เปนขอมูลชนิดหนึ่งซึ่งอางอิงถึงตําแหนง
ของหนวยความจํา สามารถตอบสนองตอคําส่ังและดําเนินการใดๆไดเหมือนกับส่ิงที่อางอิงไปถึง ซึ่งจะเปนอะไร
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ก็ไดเชน ขอมูลชนิดตางๆ ฟงกชัน โครงสรางขอมูล หรือขอมูลชนิดใหมๆที่สรางขึ้นมา ฯลฯ จึงสงผลให
โปรแกรมมีประสิทธิภาพมากขึ้น ลดจํานวนของหนวยความจําที่ใชเก็บขอมูลลงและสามารถเขาถึงขอมูลตางๆได
อยางรวดเร็ว 
 
 จะเห็นวามีการใชคุณสมบัติตางๆ ของภาษา C++ เปนจํานวนมาก ดังนั้นในการปรับปรุงโปรแกรมเปน
ภาษาอื่นควรคํานึงถึงคุณสมบัติเหลานี้ดวย เพื่อไมใหเปนการยากลําบากเกินไปในการเขียนรหัสคํานวณใหมให
สอดคลองกับรหัสเดิมที่มีอยู 
 
3.2 การเลือกใชโครงสรางขอมูล 
 
 โครงสรางขอมูลที่ใชในงานวิจัยนี้แบงเปนประเภทใหญๆ ได 3 ประเภทดังมีรายละเอียดตอไปนี้ 
 

1) โครงสรางขอมูลชนิดแถวลําดับ ( array ) เปนโครงสรางขอมูลที่จองหนวยความจําขนาดใหญ มี
หนวยความจําของแตละขอมูลอยูติดกันจึงสามารถเขาถึงขอมูลแตละตัวไดอยางรวดเร็ว แตโดยปกติโครงสราง
ขอมูลชนิดนี้ตองจองหนวยความจําลวงหนาและเปลี่ยนแปลงขนาดไมได ( static memory allocation ) จึงไม
เหมาะกับกระบวนการปรับขนาดนักเพราะในขณะที่จองหนวยความจํายังไมทราบขนาดของขอมูล แตเนื่องจาก
ความรวดเร็วในการอางอิงถึงขอมูลมีความจําเปน เชน ในการดําเนินการตางๆ เกี่ยวกับเมตริกซ จึงตองจําลอง
โครงสรางขอมูลชนิดนี้โดยการจองหนวยความจําขนาดใหญแบบพลวัตแทน ดังเชนที่ใชกับขอมูลชนิดเวคเตอร 
การอางอิงถึงแตละขอมูลก็อางอิงถึงตําแหนงที่หางออกจากหนวยความจําแรกไปเทากับหมายเลขขอมูลคูณดวย
ขนาดของขอมูลนั้น ลักษณะของโครงสรางขอมูลชนิดนี้สามารถแสดงไดดังในรูปที่ 3.2.1 

 
 2) โครงสรางขอมูลชนิดลิงคลิสต ( link list ) เปนโครงสรางขอมูลที่แตละขอมูลอยูกระจัดกระจายกัน
ออกไปโดยมีการเชื่อมโยงขอมูลถึงกันขอมูลตอขอมูล ทําใหไมสามารถเขาถึงขอมูลตัวใดตัวหนึ่งไดทันที ตอง
สืบคนจากขอมูลตัวแรกไลไปเรื่อยๆ จนกระทั่งพบตัวที่ตองการ แตขอดีของโครงสรางขอมูลชนิดนี้คือมีความ
ยืดหยุนสูงในการเพิ่มลดขอมูล และถาใชกับกระบวนการที่ตองกระทํากับขอมูลทุกตัวไลกันไป ก็จะมี
ประสิทธิภาพไมยิ่งหยอนไปกวาโครงสรางขอมูลชนิดแถวลําดับแตอยางใด ชนิดของขอมูลที่เหมาะสมกับ
โครงสรางชนิดนี้คือขอมูลที่มีการเพิ่มหรือลดจํานวนตลอดเวลา และการนําขอมูลมาใชก็มีการเรียงลําดับตั้งแต
ตนจนจบ ตัวอยางของชนิดขอมูลที่ใชไดแก ขอมูลชนิดฟรอนท ( front ) ซึ่งจํานวนขอมูลมีการเปลี่ยนแปลง
ตลอดเวลาและการใชขอมูลก็เลือกใชตัวใดกอนก็ไดไมจําเปนตองจําเพาะลงไป ลักษณะของโครงสรางขอมูล
ชนิดนี้แสดงไดดังในรูปที่ 3.2.2 
 

3) โครงสรางขอมูลชนิดตนไมเชิงตัวเลขสลับ ADT ( alternate digital tree ) พื้นฐานของโครงสราง
ขอมูลชนิดนี้มาจากโครงสรางขอมูลชนิดตนไมทวิภาค ( binary tree ) ซึ่งแตละขอมูลจะเก็บตําแหนงของขอมูล
อื่นอีก 2 ตําแหนง โดยมีเงื่อนไขในการเก็บขอมูลตางกันออกไป เชน ถาตองการเก็บขอมูลเพื่อความสะดวกใน
การคนหาขอมูลที่มีคาอยูในชวงที่ตองการ ก็อาจตั้งเงื่อนไขวาถาขอมูลที่เพิ่มมีคามากกวาใหเก็บในฝงซาย ถา
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นอยกวาใหเก็บในฝงขวา ดังนั้นถาตองการหาขอมูลที่มีคามากกวาขอมูลในตําแหนงใด ขอมูลที่เปนบริวารใน
ฝงขวาทั้งหมดของขอมูลในตําแหนงนั้นก็ไมตองพิจารณา สวน ADT จะแตกตางจากตนไมทวิภาคตรงที่การ
คนหาขอมูลจะเปนการคนหาที่อางอิงตําแหนงทางเรขาคณิต ดังนั้นในแตละขอมูลจะมีการเก็บตําแหนงพื้นที่
ครอบครองของตัวเองไวดวยเพื่อใชในการอางอิงกับตําแหนงที่ตองการคนหา และขอมูลที่เปนบริวารซึ่งอยูใน
พื้นที่นั้นก็จะมีพื้นที่ครอบครองที่แบงจากพื้นที่ครอบครองของขอมูลตน โดยมีหลักในการเก็บขอมูลดังนี้ ดูรูป 
3.2.3 ประกอบ จุดแรกที่เก็บเขาไวในโครงสรางจะถือวาครอบครองพื้นที่ทั้งหมด เมื่อมีการเพิ่มพื้นที่จุดตอตอมา
พื้นที่ที่ครอบครองโดยจุดนั้นก็จะถูกแบงใหเล็กลงและใหเปนพื้นที่ครอบครองของจุดที่เพิ่งเขามา โดยพื้นที่ของจุด
ตนไมมีการเปลี่ยนแปลง ดังเชนจุดที่ 2 ในรูป 3.2.3 ก็จะมีพื้นที่ครอบครองเปนฝงซายของพื้นที่ทั้งหมดและตัวชี้
ทางฝงซายของจุด 1 ก็จะอางอิงไปยังขอมูลของจุด 2 เม่ือเพิ่มจุด 3 ซึ่งอยูในพื้นที่ของจุด 2 พื้นที่ครอบครองของ
จุด 3 ก็จะเปนครึ่งหนึ่งของพื้นที่ครอบครองของจุด 2 คือพื้นที่ 1 ใน 4 ทางฝงซายบนของพื้นที่ทั้งหมดพรอมทั้ง
เชื่อมโยงตําแหนงขอมูลของจุด 3 ไปเก็บยังฝงซายของจุด 2 จุดที่4 ก็มีลักษณะเชนเดียวกับจุด 3 สําหรับจุดที่ 5 
เปนจุดแรกที่มีตําแหนงอยูบนฝงขวาของพื้นที่ ซึ่งเปนพื้นที่ที่แบงจากจุด 1 และยังไมมีจุดใดครอบครอง จุด 5 ก็
จะครอบครองพื้นที่ฝงขวาทั้งหมดและเชื่อมโยงตําแหนงขอมูลของจุด 5 ไปเก็บยังฝงขวาของจุด 1 เมื่อมีการ
จัดเก็บขอมูลครบทั้งหมด ทุกๆ จุดก็จะมีพื้นที่ครอบครองของตนเอง และเมื่อตองการคนหาจุดที่อยูในพื้นที่ที่
สนใจก็ตรวจสอบจากพื้นที่ครอบครองของจุดไลตามลําดับลงมา โดยตรวจสอบเฉพาะจุดที่มีพื้นที่ครอบครอง
ซอนทับกับพื้นที่ที่สนใจเทานั้น สําหรับในจุดที่พื้นที่ไมซอนทับกันก็ไมจําเปนตองพิจารณาจุดนั้นๆ และจุดบริวาร
ทั้งหมดของจุดนั้นที่เชื่อมโยงไปถึง เชน ถาพื้นที่ที่สนใจคือพื้นที่ฝงซายของพื้นที่ทั้งหมด จํานวนจุดที่ไมตอง
พิจารณาก็คือจุดที่อยูในฝงขวาของจุด 1 ในแผนภูมิตนไมในรูป 3.2.3 ยิ่งพื้นที่สนใจมีขนาดเล็กเทาใดจํานวนจุด
ที่ไมตองพิจารณาก็ยิ่งมีมากขึ้น 

 
สําหรับโครงสรางขอมูลชนิด ADT ที่ใชในงานวิจัยนี้จะแตกตางจากที่กลาวมาเล็กนอยคือ ในแตละจุด

จะเชื่อมโยงไปยังจุดบริวาร 4 จุดในแตละภาคของพื้นที่ ทําใหไมตองคํานวณหาลําดับขั้นและทิศทางของการแบง
พื้นที่ในแตละจุด 
 
3.3 ชนิดของขอมูล 
 
 ชนิดของขอมูลที่ใชในโปรแกรมมีจํานวนมากมาย ในที่นี้จะกลาวถึงเฉพาะที่สําคัญที่ชวยใหเขาใจ
ความสัมพันธและการทํางานของโปรแกรมเทานั้น ดังมีรายละเอียดดังนี้ 
 
eline: เปนขอมูลที่แทนเสนเชื่อมระหวางจุดตอของชิ้นสวนโดยมีขอมูลตาง ๆ ดังนี้ 

1) ตัวชี้ที่ชี้ไปยังตําแหนงของจุดตอที่ตนและปลายของเสนเชื่อม 
2) ตัวชี้ที่ชี้ไปยังตําแหนงของจุดตอที่กึ่งกลางเสนขอบสามเหลี่ยมซึ่งเมื่อมีการประกาศขอมูล eline 

ตัวชี้นี้จะมีคาเปนศูนย ( null ) เสมอ 
3) ตัวชี้ที่ชี้ไปยังชิ้นสวนทางดานซายและขวา เพื่อความสะดวกในการอางอิงไปยังชิ้นสวนตางๆผาน

ทางเสนเชื่อมจุด จะมีคาเปนศูนย ( null ) เมื่อไมมีชิ้นสวนทางดานนั้น 
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4) ตัวชี้ชี้ไปยังสมาชิกในฟรอนทที่อางอิงกลับมา เพื่อประโยชนในการปรับปรุงฟรอนทเมื่อมีการ

สรางชิ้นสวน จะชี้ไปยังตําแหนงศูนย ( null ) ถาเสนเชื่อมไมไดอยูในฟรอนท 
5) ตัวชี้ชี้ไปยังสมาชิกในฟรอนทที่อางอิงกลับมา ( ขอมูลใหม ) เพื่อประโยชนในการปรับปรุงฟรอนท 

เมื่อมีการสลับการเชื่อมโยง จะมีคาเปนศูนย ( null ) เมื่อเสนเชื่อมชิ้นสวนนั้น ไมจําเปนตองทําการ
สลับการเชื่อมโยงระหวางจุดตอ 

 
enode: เปนขอมูลที่แทนจุดตอของชิ้นสวน มีขอมูลที่เก็บคือ 

1) คาพิกัด x , y ของจุดตอ 
2) คาระยะหางของจุดตอที่กําหนดไวเพื่อใชตรวจสอบในการสรางจุดตอใหม และในบางครั้งใชเก็บ

หมายเลขของจุดตอเพื่อใชอางอิงไปยังสมาชิกในเวคเตอร 
3) ลิงคลิสตของ eline ที่เชื่อมกับจุดตอนี้ทั้งหมด มีประโยชนเพื่อใชในการตรวจสอบการเชื่อมโยงไป

ยงัจุดอื่นๆ และใชคนหาชิ้นสวนที่อยูรอบจุดตอในกรณีคํานวณหนวยแรงที่จุดตอดวยวิธีการฟนตัว
เปนหยอม การที่เก็บเปนลิงคลิสตเพราะจํานวนเสนที่เชื่อมตอจุดตอในแตละจุดมีจํานวนไมเทากัน 
การเก็บเปนลิงคลิสตจะประหยัดเนื้อที่ที่สุด การเก็บขอมูลจะเก็บเปนตัวชี้ชี้ไปยังตําแหนงของเสน
เชื่อม และมีการเรียงลําดับในลักษณะทวนเข็มนาฬิกา 

 
element:     เปนขอมูลแทนชิ้นสวนโดยมีขอมูลที่สําคัญ คือ 

1) flag สําหรับใชตรวจสอบการเพิ่มจุดตอที่กึ่งกลางชิ้นสวน โดยตรวจสอบวาที่ชิ้นสวนโดยรอบมีการ
เพิ่มจุดหรือยัง และมีตําแหนงใกลเกินไปหรือไม นอกจากนี้บางครั้งยังใชเก็บหมายเลขของชิ้นสวน
เพื่อใชในการอางอิง 

2) ตัวชี้ชี้ไปยัง eline  ที่เปนดานทั้ง 3 ของชิ้นสวน การที่เก็บ eline แทน enode เพราะมีความสะดวก
กวาในการอางอิงไปยังชิ้นสวนอื่นๆ เนื่องจากขอมูลใน eline มีนอยกวาทําใหอางอิงไดเร็วขึ้น 

 
vector: เปนขอมูลที่จําลองโครงสรางของขอมูลชนิดแถวลําดับ คือมีการเขาถึงขอมูลโดยการอางอิงหมายเลข

ของขอมูลโดยตรง เพื่อใหมีความสะดวกและรวดเร็วในการแกสมการหลายตัวแปรที่จําเปนตองมีการ
คูณเชิงสเกลารและการคูณระหวางเมตริกซและเวคเตอร 

 
symmat: เปนขอมูลที่แทนเมตริกซชนิดสมมาตร การเก็บขอมูลจะเก็บขอมูลชนิด dia_ele ซึ่งเปนขอมูลที่แทน

คาสมาชิกในแนวทแยงของเมตริกซ โดยจะเก็บขอมูลเปนเวคเตอรทําใหเขาถึงสมาชิกในแนวทแยง
ของเมตริกซไดอยางรวดเร็ว 

 
dia_ele: เปนขอมูลที่อยูใน symmat จะเก็บคาสมาชิกในแนวทแยงของเมตริกซพรอมทั้งหมายเลขประจําแถว

และเก็บลิงคลิสตที่เชื่อมโยงไปยังสมาชิกในแนวนอนและแนวตั้งของเมตริกซที่สัมพันธกับ dia_ele 
คือ hor_ele และ ver_ele 
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hor_ele: เปนขอมูลที่เก็บคาสมาชิกของเมตริกซและเก็บหมายเลขสดมภของสมาชิกพรอมทั้งเชื่อมไปยัง

สมาชิกตัวอื่นๆ ที่อยูในแถวเดียวกัน 
 
ver_ele: เปนขอมูลที่เก็บตัวชี้ที่ชี้ไปยังขอมูลสมาชิก hor_ele และเก็บหมายเลขแถวของสมาชิกนั้น ๆ พรอม

ทั้งเชื่อมโยงไปยังสมาชิกอื่นที่อยูในสดมภเดียวกัน สาเหตุที่ตองเก็บขอมูลชนิดนี้ก็เพื่อความสะดวก
รวดเร็วในการอางอิงถึงสมาชิกในการคูณกับเวคเตอร 

 
 ความสัมพันธของขอมูลชนิด symmat  ,  dia_ele และ  ver_ele สามารถแสดงไดดังในรูป 3.3.1 การ
เก็บขอมูลของเมตริกซในลักษณะนี้จะประหยัดหนวยความจําไดมากและการลดรูปของ ICC ก็ทําไดอยางมี
ประสิทธิภาพเพราะเปนกระบวนการที่ตองกระทําเรียงไปตามลําดับในแตละสมาชิกอยูแลว การคูณกับเวคเตอร
ก็เชนกัน สามารถอางอิงไปยังสมาชิกในเวคเตอรไดโดยตรงโดยใชหมายเลขประจํา แถวและสดมภที่เก็บอยูในแต
ละสมาชิก 
 
Boundary: เปนขอมูลแรกที่จะเก็บขอมูลที่ไดจากการนําเขาจากแฟมขอมูล โดยเปนขอมูลของขอบเขตของ

ปญหา ซึ่งมีขอมูลยอยตอไปนี้ 
1) คาพิกัด x , y ของตําแหนงและปลายของเสนขอบ 
2) รัศมีของเสนขอบในกรณีที่เปนเสนโคง จะมีคาศูนยถาเปนเสนตรง มีคาเปนบวกเมื่อจุด

ศูนยกลางของเสนโคงอยูทางดานซายของเสนขอบ มีคาเปนลบเม่ือจุดศูนยกลางของเสนขอบ
อยูทางดานขวาของเสนขอบ เพราะฉะนั้นถาเสนขอบของปญหามีขนาดใหญกวาครึ่งวงกลม
จําเปนตองมีการแบงเปน 2 เสน 

3) จํานวนของเสนยอยที่จะแบงจากเสนขอบ ทั้งนี้เพื่อความกระชับในการเตรียมขอมูลและสะดวก
ในการปรับขนาดของชิ้นสวน 

4) ตัวชี้ชี้ไปยังขอมูลชนิด bound_load ซึ่งจะเก็บขอมูลของแรงที่กระทําตอขอบเขตของปญหาโดย
จะแยกเปนแรงที่กระทําเปนจุดและแรงที่กระจายตลอดแนวขอบ 

5) ตัวชี้ชี้ไปยังขอมูลชนิด bound_support ซึ่งจะเก็บขอมูลของที่รองรับที่ขอบเขตของปญหา มีทั้ง
ที่รองรับที่เปนจุดและรองรับตลอดแนวของเสนขอบ 

 
b_line: เปนขอมูลที่ผสมผสานระหวาง boundary และ eline คือ มีชนิดขอมูลทั้งหมดของ eline  และมีชนิด

ขอมูลใน boundary ดวยยกเวนจํานวนที่จะแบงเปนเสนยอยและคาพิกัด x , y ซึ่งจะเปนตัวชี้ไปยัง 
enode แทน ทั้งนี้ขอมูลชนิดนี้มีไวเพื่อใชเปนฟรอนทเริ่มตนในกระบวนการเชื่อมตอจุดเปน
สามเหลี่ยมหลังการเพิ่มจุดและใชสรางขอบของปญหาใหมเมื่อมีการลดขนาดของชิ้นสวนลง 

 
swpline: เปนขอมูลที่แทนเสนเชื่อมระหวางจุดตอของชิ้นสวน ที่ตองการจะสลับการเชื่อมโยงระหวางจุดตอ

ปลายและจุดตอขางเคียง โดยมีขอมูลตางๆ ดังนี้ 
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1) Evalue เปนดัชนีที่ใชสําหรับลําดับความสําคัญของเสนขอบที่เชื่อมระหวางจุดตอของชิ้นสวน 

โดยเสนขอบที่มีคา Evalue สูงสุด จะถูกจัดเก็บใหอยูในลําดับตนของฟรอนทและเสนขอบที่มีคา
รองลงมาก็จะถูกจัดเก็บเรียงตอกันเปนลําดับ โดยจะเลือกพิจารณาเฉพาะเสนขอบที่มีคา Evalue 
มากกวา 2 เทานั้น 

2) ตัวชี้ชี้ไปยังขอมูลประเภท eline ที่ตองสลับการเชื่อมโยงระหวางจุดตอปลายและจุดตอขางเคียง 
 
นอกจากขอมูลที่ไดกลาวมาแลวยังมีขอมูลชนิดอื่นอีกมาก แตจะไมกลาวถึงในที่นี้เพราะสามารถศึกษา

จากรหัสคํานวณเองได และไมมีสวนชวยในการเขาใจความสัมพันธและลําดับการทํางานของโปรแกรม 
 

3.4 โครงสรางและลําดับการทํางานของโปรแกรม 
 

 โครงสรางการทํางานของโปรแกรมของโปรแกรมยอยตางๆสามารถศึกษาไดจากงานวิจัยเดิม [23],[26] 
ในสวนโปรแกรมหลัก มีรายละเอียดของลําดับการทํางานดังนี้ 
 
 โปรแกรมหลัก ( รูปที่ 3.4.1 ) เร่ิมจากการนําเขาขอมูลขอบเขตของปญหา แรงกระทําและที่รองรับตางๆ 
เขามาเก็บในลิงคลิสตของขอมูลเสนขอบ จากนั้นแบงขอบเขตของปญหาเปนเสนยอยๆ เก็บพิกัดของจุดไวใน 
ADT และเก็บเสนเชื่อมโยงจุดพรอมทั้งแรงกระทําและที่รองรับไวในลิงคลิสตของ b_line จากขอมูลใน ADT และ 
b_line นํามาสรางชิ้นสวนสามเหลี่ยมจะไดสามเหลี่ยมที่มีขนาดสอดคลองกับระยะหางของจุดที่ขอบ เก็บขอมูล
ของชิ้นสวนที่ไดในลิงคลิสตของ element ตอมาทําการปรับปรุงคุณภาพโครงขายโดยใชขอมูลของจุดตอใน ADT 
ขอมูลลิงคลิสต b_line และขอมูลลิงคลิสต eline และเมื่อปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนเสร็จแลวจะทําการเพิ่มขอมูล
ที่จุดกึ่งกลางของดานสามเหลี่ยมคือขอมูลตางๆใน mnode ซึ่งเปนขอมูลใน eline เมื่อใสขอมูลใหกับ mnode 
เสร็จแลวจึงสงคาจุดตอและชิ้นสวนที่ไดรับการปรับปรุงคุณภาพแลวสูขั้นตอนคํานวณหาการกระจัดของแตละจุด
ตอ โดยการสรางสติฟเนสจากแตละชิ้นสวนจากการอินทเิกรตเชิงตัวเลข และแกสมการดวยวิธีเกรเดียนตสังยุค
แบบมีเงื่อนไขลวงหนา เก็บการกระจัดไดในเวคเตอร u  เมื่อไดการกระจัดมาแลวคํานวณหนวยแรงที่ตําแหนง
เกาส และประมาณคาหนวยแรงตางๆที่จุดตอทุกจุดตอ จากนั้นจึงคํานวณคาคลาดเคลื่อนที่ชิ้นสวนในโครงขาย
ซึ่งใชวิธีการอินทิเกรตเชิงตัวเลข และคํานวณขนาดของชิ้นสวนที่สอดคลองกับคาคลาดเคลื่อนในแตละชิ้นสวน 
แลวทําการกระจายขนาดของชิ้นสวนใหมไปที่จุดตอที่เปนจุดยอดของชิ้นสวนสามเหลี่ยม แลวจึงคํานวณคา
คลาดเคลื่อนสัมพัทธโดยรวมของปญหา เพื่อตรวจสอบวาความคลาดเคลื่อนรวมทั้งหมดมีคาเกินกวาที่ยอมให
หรือไม ถาไมเกินก็หยุดการทํางาน แตถาเกินก็ปรับขนาดของชิ้นสวนใหมโดยนําขอมูลจากลิงคลิสตของ b_line 
มาสรางขอบของปญหาใหมเก็บไวในลิงคลิสตของขอมูลขอบ ก็จะไดขอบของปญหาตัวใหมสําหรับวิเคราะห
ตอไป กระทําซ้ําในลักษณะเดิมจนกระทั่งคาคลาดเคลื่อนมีคาต่ํากวาที่ยอมใหก็หยุดการทํางาน 
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3.5 การแสดงผล 
 
 การแสดงผลของโปรแกรมอยูในรูปแฟมขอมูล ( file ) 2 ประเภทคือ 

1)  แฟมขอมูลที่เปนตัวหนังสือที่สามารถเปดอาน และแกไขขอมูลไดดวย โปรแกรมแกไขคํา ( text 
editor ) ทั่วไป แฟมประเภทนี้มี 2 แฟมคือ 
 

1.1) แฟมแสดงตําแหนงของจุดตางๆ และแสดงความสัมพันธระหวางชิ้นสวนและจุดตอเพื่อ
นําไปปรับปรุงใชเปนขอมูลสําหรับโปรแกรมอื่นเพื่อเปรียบเทียบผลตอไป 

1.2) แฟมขอมูลแสดงผลการคํานวณของแตละจุดตอ โดยจะแสดงหมายเลขจุดตอ การ
กระจัด หนวยแรง และความคลาดเคลื่อนในจุดตอนั้นๆ 
 

2) แฟมขอมูลแลกเปลี่ยนประเภทกราฟฟก เพื่อใชในกระบวนการแสดงผลทางกราฟฟกโดยโปรแกรม 
CAD ตางๆ ในที่นี้เลือกใชแฟมมาตรฐานประเภทแฟมแลกเปลี่ยนขอมูล DXF ( data exchange file ) ซึ่งจะมี 2 
ประเภทคือ ประเภทที่เปนแฟมตัวอักษร ( text file ) และแฟมตัวเลขฐานสอง ( binary file ) แตจะเลือกใชแฟม
ประเภทตัวอักษรเพื่อความสะดวกในการแกไขตรวจสอบดวยโปรแกรมแกไขคํา โดยจะแสดงโครงขายของ
ชิ้นสวน การกระจัด หมายเลขจุดตอ และหมายเลขชิ้นสวน รวมทั้งแสดงคอนทัวรของหนวยแรงตางๆ พลังงาน
และคาคลาดเคลื่อนของพลังงาน ในการตรวจสอบผลการแสดงก็สามารถเปดหรือปดเลเยอรในโปรแกรม CAD 
เพื่อพิจารณาเฉพาะสวนที่สนใจได สําหรับรูปแบบมาตรฐานชนิดนี้สามารถศึกษาไดในคูมือของโปรแกรม CAD 
ทั่วๆไป 
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รูปที่ 3.2.1 โครงสรางขอมูลชนิดแถวลําดับ 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 
รูปที่ 3.2.2 โครงสรางขอมูลชนิดลิงคลิสต 

 
 
 
 
 

a b c d e 
1000 1001 1002 1003 1004 

data 
address 

char 

1 2 3 4 5 
1000 1002 1004 1006 1008 

data 
address 

int 

a b c d e 
1000 1004 1008 1012 1016 

data 
address 

long int

a 

1008 
data 
data 
address 1000 

head 
b 

0900 
1008 

c 

1020 
0900 

d 

1050 
1020 

e 

1100 
1050 

f 

0 
1100 

last 
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รูปที่ 3.2.3 การจัดเก็บขอมูลในโครงสรางขอมูล ADT 
 



 33
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
 

รูปที่ 3.3.1 การจัดเก็บขอมูลของเมตริกซ 
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โปรแกรมหลัก 

นําเขาขอมูลจากแฟมขอมูล 

คํานวณตําแหนงของจุดตอและเสน
เชื่อมจุดที่ขอบของปญหา 

สรางชิ้นสวนสามเหลี่ยม 

ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวน 

หาการกระจัดของจุดตอ 

คํานวณหนวยแรง คาคลาดเคลื่อนและขนาดของ
ชิ้นสวนในแตละชิ้นสวน และกระจายไปที่แตละจุดตอ 

แสดงผลทางแฟมขอมูล 

ตรวจสอบความคลาดเคลื่อน
สัมพันธวาเกินกวาที่ยอมให

ปรับตําแหนงจุดที่ขอบปญหาและ
กําหนดระยะหางจุดภายใน 

หยุดการทํางาน 

เก็บขอมูลที่ไดใน boundary 
 
 

ใชขอมูลจาก boundary list 
เก็บพิกัดของจุดตอใน  ADT 
เก็บเสนขอบที่ b_line list 
 

ใชขอมูล ADT และ b_line list  
เก็บพิกัดชิ้นสวนใน element list 
 

ใชขอมูลจาก ADT , b_line list 
และ element list  
  
ใชขอมูลจาก line list 
 
 

ใชขอมูลจาก element list และ ADT 
เก็บคาการกระจัดใน vector u 

ใชขอมูลจาก ADT , u , size 
ไดขอมูลใหมใน ADT , b_line list 

ใหคาขอมูลจุดตอที่กึ่งกลางดาน

ไมเกิน 

เกิน 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.4.1 โครงสรางการทํางานของโปรแกรมหลัก 



บทที่ 4 
 

ตัวอยางการวิเคราะหผล 
 
 เพื่อเปนการตรวจประสิทธิภาพและความนาเชื่อถือไดในการทํานาย   และการกระจายคาคลาดเคลื่อน 
ของผลเฉลยภายในโครงขายชิ้นสวนที่เปนผลเฉลยซึ่งไดจากการเปลี่ยนชนิดของชิ้นสวนจากโปรแกรมไฟไนตเอลิ
เมนตที่ปรับขนาดชิ้นสวนอัตโนมัติเดิม ที่ใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดคงที่ เปนชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิด
ความเครียดเชิงเสน และใชการปรับปรุงโครงขายโดยวิธีการปรับเรียบเชิงมุม ซึ่งในงานวิจัยนี้เลือกตัวอยางที่ใชใน
การวิเคราะห 4 ตัวอยางดวยกัน และ เปรียบเทียบกับผลที่ไดจากโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับขนาดชิ้นสวน
อัตโนมัติเดิมที่ใชชิ้นสวนสามเหล่ียมชนิดความเครียดคงที่ ที่มีการปรับปรุงคุณภาพโครงขายโดยวิธีการปรับเรียบ
ของลาปลาซ และวิธีการปรับเรียบเชิงมุม 
 
 ซึ่งปญหาที่ใชในการวิเคราะหคือ  

1) แผนบางขนาดอนันตมีรูเจาะที่กึ่งกลางแผนและรับแรงดึงแผกระจายสม่ําเสมอที่ปลายทั้ง 2 ดาน 
2) แผนวงกลมบางรับแรงกระทําเปนจุด 2 แรง กระทําในทิศทางตรงขามผานศูนยกลางของวงกลม 
3) คานยื่นรับแรงกระทําที่ปลายคานอิสระ 
4) คานชวงเดียวมีชองเปดรับแรงกระทําเปนจุด 
 
สําหรับตัวอยางที่ 1 – 3 เปนปญหาที่สามารถหาผลเฉลยแมนตรงได ซึ่งมักใชในการตรวจสอบความ

ถูกตอง และประสิทธิภาพ ในการสรางชิ้นสวนสามเหลี่ยมของโปรแกรมที่วิเคราะหดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิ
เมนต โดยในตัวอยางที่ 3 เปนการวิเคราะหปญหาการรับแรงดัดเพื่อเปนการยืนยันความถูกตองของผลการ
วิเคราะห และยังแสดงถึงประสิทธิภาพของความแตกตางของคุณสมบัติ ระหวางชิ้นสวนที่ใชในการวิเคราะหใน
โปรแกรมไดเปนอยางดี และในตัวอยางที่ 4 เปนการทดสอบปญหาในการใชงานจริงไมสามารถตรวจสอบผลการ
วิเคราะหที่ไดกับผลเฉลยแมนตรงได 
 
4.1 ตัวอยางที่ 1 ปญหาแผนบางรับแรงดึง 
 
 ตัวอยางที่ 1 เปนการวิเคราะหปญหาแผนบางขนาดอนันตมีรูเจาะที่กึ่งกลางแผน และรับแรงดึงแผ
กระจายที่ปลายทั้ง 2 ดาน เนื่องจากเปนปญหาที่มีขนาดอนันตจึงลดรูปใหมีขนาดนับไดดังแสดงในรูป 4.1.1 (ก) 
คือมีขนาดกวาง 40 ซม. ยาว 40 ซม. หนา 0.1 ซม. มีรูเจาะที่กึ่งกลางขนาดเสนผานศูนยกลาง 4 ซม. รับแรงแผ
กระจายตามแนวยาวที่ปลายทั้ง 2 ดานขนาด 1,000 กก./ตร.ซม. วัสดุมีโมดูลัสยืดหยุน 2 x 106 กก./ตร.ซม.   
อัตราสวนบัวซองเทากับ 0.3 สามารถสรางแบบจําลองสําหรับวิเคราะหผลโดยอาศัยหลักสมมาตรไดดังแสดงใน 
รูปที่ 4.1.1 (ข)   
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 กําหนดคาความคลาดเคลื่อนสัมพัทธที่ยอมใหเทากับ 0.01 จะไดผลการวิเคราะหทั้งหมด 3 รอบ 
โดยมีโครงขายชิ้นสวนในแตละรอบดังแสดงในรูปที่ 4.1.2 จะเห็นวาชิ้นสวนที่สรางขึ้นในรอบที่ 2 และรอบที่ 3 จะ
มีขนาดไมตอเนื่องมากนักในบริเวณขอบที่เกิดคาคลาดเคลื่อนมากซึ่งในกรณีนี้คือ ขอบที่รับแรงแผกระจาย เมื่อ
พิจารณาการกระจายของคาคลาดเคลื่อนดังแสดงในรูปที่ 4.1.3 จะเห็นวาคาคลาดเคลื่อนในโครงขายที่ 2 จะมี
คาคลาดเคลื่อนสูงอยู 2 บริเวณ คือ บริเวณที่รับแรงแผกระจาย และบริเวณรูเจาะ ซึ่งเมื่อพิจารณาถึงสัดสวนของ
พื้นที่ที่เกิดคาคลาดเคลื่อนที่สูงกวาบริเวณอื่น บริเวณที่รับแรงแผกระจาย จะมีการกระจายของคาคลาดเคลื่อน
เปนบริเวณที่ไมกวางเมื่อเทียบกับความยาวของสวนที่รับแรงแผกระจาย ทําใหเม่ือมีการเพิ่มจุดตอเพื่อจะทําการ
ปรับขนาดชิ้นสวนในรอบถัดไป จะมีการเพิ่มจุดตอที่เฉพาะที่ขอบของปญหาทําใหเมื่อถึงขั้นตอนการสราง
สามเหลี่ยมจึงไมมีจุดตอที่เปนตัวเลือกมากนักในการสรางชิ้นสวน สงผลใหชิ้นสวนบริเวณนี้ไมตอเนื่องมากนัก 
สวนพื้นที่บริเวณรูเจาะ จะมีการกระจายของคาคลาดเคลื่อนเปนสัดสวนที่เหมาะสมในการสรางจุดตอเพิ่มในการ
ปรับขนาดในรอบถัดไปทําใหเมื่อถึงขั้นตอนการสรางชิ้นสวนสามเหลี่ยม จึงมีจุดตอที่เปนตัวเลือกเพียงพอในการ
สรางชิ้นสวนจึงสงผลใหโครงขายของชิ้นสวนบริเวณนี้มีความตอเนื่อง เมื่อพิจารณาถึงคาคลาดเคลื่อนใน
โครงขายสุดทายจะเห็นวาคาคลาดเคลื่อนกระจายเทากันเกือบทั้งปญหา ซึ่งเหลือบริเวณที่เกิดคาคลาดเคลื่อน
มากอีกเพียงเล็กนอยเทานั้น 
 
 สําหรับการกระจายคาหนวยแรงตางๆ สามารถแสดงไดในรูปที่ 4.1.4 – 4.1.6 ซึ่งจะมีความตอเนื่องของ
เสนขอบคอนทัวรในทุกโครงขายชิ้นสวน เพราะเปนผลมาจากหนวยแรงที่จุดตอที่ไดมีการประมาณจากชิ้นสวน
โดยรอบเรียบรอยแลว เมื่อนําไปเปรียบเทียบกับหนวยแรงที่คํานวณไดจากผลเฉลยแมนตรงตามแนว AB ในรูปที่ 
4.1.1 ไดผลการเปรียบเทียบในแตละโครงขายดังแสดงในรูปที่ 4.1.7 – 4.1.9 ซ่ึงมีจะมีลักษณะลูเขาสูคําตอบ
แมนตรงมากขึ้นเมื่อโครงขายของชิ้นสวนมีความละเอียดมากขึ้น และในโครงขายสุดทายผลเฉลยที่ไดมีความ
ใกลเคียงกับผลเฉลยแมนตรงมาก และจะสังเกตเห็นวาหนวยแรงในทิศทาง x หลังจากผานคาสูงสุดจะมีคาลาด
ลงมากกวาคาที่ไดจากการคํานวณผลเฉลยแมนตรง และจะลูเขาสูศูนยในบริเวณใกลจุด B ทั้งนี้เนื่องจากการ
จําลองแผนบางขนาดอนันตดวยแผนบางที่มีขนาดนับไดซึ่งจะมีหนวยแรงในทิศทาง x เทากับศูนยที่ขอบของ
ปญหาในขณะทีแ่ผนบางขนาดอนันตไมมีขอบ เมื่อคาหนวยแรงลดลงถึงคาๆหนึ่งก็จะคงที่ไปตลอด ลักษณะ
เชนนี้เกิดขึ้นกับหนวยแรงในทิศทาง y เชนกัน โดยที่จุด B หนวยแรงที่ไดจะมีคาต่ํากวาคาผลเฉลยแมนตรง
เล็กนอยแตจะสงผลในบริเวณแคบๆ ไมมากเหมือนกับหนวยแรงในทิศทาง x สําหรับหนวยแรงเฉือนจะไมเกิด
ผลกระทบเชนนี้เพราะทั้งในแผนบางขนาดอนันตและแผนบางขนาดนับไดใหผลเฉลยเทากับศูนยเทากัน 
 
 ในการเปรียบเทียบผลการวิเคราะหที่ไดจากกระบวนการปรับขนาดชิ้นสวนอัตโนมัติในงานวิจัยนี้กับผล
การวิเคราะหที่ไดจากกระบวนการปรับขนาดชิ้นสวนอัตโนมัติเดิมที่ใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดคงที่ซึ่ง
ใชการปรับปรุงคุณภาพโครงขายโดยวิธีการปรับเรียบของลาปลาซ และตั้งเปาหมายของการปรับขนาดไปที่
คาเฉลี่ยระหวางคาคลาดเคลื่อนปจจุบันและคาคลาดเคลื่อนที่ยอมให [23] และ กระบวนการปรับขนาดชิ้นสวน
อัตโนมัติเดิมที่ใชชิ้นสวนสามเหล่ียมชนิดความเครียดคงที่ซึ่งใชการปรับปรุงคุณภาพโครงขายโดยวิธีการปรับ
เรียบเชิงมุม [26] พบ วาไดผลการวิเคราะหทั้งหมด 4 รอบทั้งสองงานวิจัยเดิม โดยไดแสดงโครงขายชิ้นสวน และ
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ผลการวิเคราะหเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงในโครงขายสุดทายเปรียบเทียบกับงานวิจัยนี้ ดังแสดงไวใน
รูปที่ 4.1.10 – 4.1.13  
 
 ในดานขนาดและความตอเนื่องของชิ้นสวนในโครงขาย พบวาในงานวิจัยนี้ยังคงใหความตอเนื่องของ
ชิ้นสวนที่ดีกวาในงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ ซึ่งสรางชิ้นสวนโดยมีขนาดของชิ้นสวนแบง
ออกเปนหยอมอยางชัดเจน แตในงานวิจัยนี้ใหความตอเนื่องของชิ้นสวนไดไมดีเฉพาะบริเวณขอบของปญหาที่
รับแรงแผกระจายเทานั้นซึ่งเปนผลจากการกระจายคาคลาดเคลื่อนดังที่ไดกลาวไปแลว 
 
 ในดานเวลาในการวิเคราะห จะเห็นวาผลการวิเคราะหจากงานวิจัยนี้ ในโครงขายสุดทายมีจํานวนจุด
ตอเพียง 723 จุดตอเทานั้น และมีการปรับขนาดชิ้นสวนเพียง 3 รอบ ก็ทําใหเกิดคาคลาดเคลื่อนสัมพัทธนอยกวา
คาคลาดเคลื่อนสัมพัทธที่ยอมให ซึ่งในงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ มีจํานวนจุดตอในโครงขาย
สุดทายถึง 2079 จุดตอ และในงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม มีจํานวนจุดตอในโครงขายสุดทายถึง 1848 
จุดตอ ซึ่งทั้งสองงานวิจัยตองใชการปรับขนาดโครงขาย เพื่อใหไดคาคลาดเคลื่อนสัมพัทธนอยกวาคาคลาด 
เคล่ือน สัมพัทธที่ยอมให 4 รอบ ซึ่งจะเห็นวาในงานวิจัยนี้ทําใหจํานวนจุดตอลดลงถึงเกือบ 3 เทา และสงผลถึง
เวลาที่ใชในการคํานวณทั้งหมดลดลงถึงเกือบ 3 เทาเมื่อเปรียบเทียบกับงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลา
ปลาซ และลดลงเกือบ 4 เทา ในงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม 
 
 สําหรับการเปรียบเทียบผลการวิเคราะหกับผลเฉลยแมนตรงบริเวณขอบ AB ซึ่งจะเห็นวาผลที่ไดใน
งานวิจัยนี้ใหคาที่ถูกตองและตอเนื่องมากกวาผลจากงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ และใหผล
คลายกับผลจากงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม ที่เปนเชนนี้เพราะในงานวิจัยนี้ไดคํานวณคาหนวยแรงที่
ขอบของปญหาจากการประมาณคาของหนวยแรงที่ไดจากชิ้นสวนรอบจุดตอ ซึ่งคลายกับงานวิจัยเดิมที่ใชการ
ปรับเรียบเชิงมุม ซึ่งทําใหไดผลการคํานวณที่ตอเนื่องเหมือนกัน 
 
 จากขั้นตอนการปรับขนาดชิ้นสวนเมื่อพิจารณาสมการที่ใชคํานวณหาคาขนาดชิ้นสวนใหม คือ สมการ
( 2.4.2 )  จะเห็นไดวาถาใชคา p=1 จะทําใหไดขนาดของชิ้นสวนใหมเล็กลง ซึ่งจะสงผลใหมีการเพิ่มจุดตอมาก
ขึ้น และนาจะทําใหจํานวนรอบในการปรับขนาดลดลงดวย แตเมื่อพิจารณาถึงทฤษฏีและความถูกตองของการ
ปรับเปล่ียนคา p ใหมีคาอื่นที่ไมใช 2 นั้นจะเห็นวาการปรับเปล่ียนนี้จะมีความไมถูกตองทางทฤษฏีคือจะขัดแยง
กับสมการที่ ( 2.4.1 ) นั่นคือ p คือ กําลังของพหุนามในฟงกชันฐาน ซึ่งเทากับ 2 นั่นเอง  ดังนั้นการปรับเปล่ียนนี้
อาจจะสงผลถึงการสรางจุดตอในที่ที่ไมเหมาะสมซึ่งอาจจะทําใหผลที่ไดจากการคํานวณโดยวิธีไฟไนเอลิเมนตมี
ความคลาดเคลื่อนเกิดขึ้นได ดังนั้นเพื่อเปนการทดสอบ ในงานวิจัยนี้จึงทดลองใชคา p=1 ในการคํานวณหา
ขนาดชิ้นสวนใหมซึ่งจะเปนการเรงการลูเขาสูผลเฉลยไดเร็วขึ้น โดยไดแสดงโครงขายชิ้นสวน และผลการ
วิเคราะหเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงในโครงขายสุดทาย ดังแสดงไวในรูปที่ 4.1.10 – 4.1.13  
 
 ในดานขนาดและความตอเนื่องของชิ้นสวนในโครงขาย พบวามีการสรางชิ้นสวนที่ดีขึ้นบริเวณขอบของ
ปญหาที่รับแรงแผกระจาย อันเนื่องมาจากการเพิ่มจุดตอที่มากขึ้นในบริเวณใกลขอบของปญหาเนื่องจากมีการ
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ลดขนาดของชิ้นสวนใหมลง สงผลใหการสรางชิ้นสวนในบริเวณนี้ทําไดดีขึ้น แตในบริเวณรูเจาะมีจํานวน
ชิ้นสวนคอนขางหนาแนนซึ่งก็เปนผลจากเพิ่มจํานวนจุดตอที่มากขึ้นนั่นเอง การลดขนาดของชิ้นสวนใหมนี้จะ
สงผลกระทบใหมีการเพิ่มจุดตอในบริเวณที่ไมจําเปนซึ่งทําใหมีจํานวนจุดตอมากเกินไปในบางบริเวณ แตความ
ตอเนื่องของโครงขายโดยรวมก็มีความตอเนื่องกันคอนขางดี 
 
 ในดานเวลา ในการวิเคราะห จะเห็นวาวิธีการเรงการเขาสูผลเฉลยนี้มีการปรับขนาดชิ้นสวนลดลงเหลือ
เพียง 2 รอบ ซึ่งก็เปนผลมาจากการลดขนาดชิ้นสวนใหมนั่นเอง ซึ่งก็สงผลใหมีจํานวนจุดตอเพิ่มขึ้นเปน 980 จุด
ตอ และเวลารวมในการคํานวณของวิธีการเรงการเขาสูผลเฉลยจะนอยลงเล็กนอย เพราะใชการคํานวณเพียง 2 
โครงขาย แตในโครงขายสุดทายมีจํานวนจุดตอมากขึ้น 
 
 สําหรับการเปรียบเทียบผลการวิเคราะหกับผลเฉลยแมนตรงบริเวณขอบ AB จะเห็นวาผลเฉลยที่ไดจะ
เกิดความผิดพลาดขึ้นที่จุดตอแรกที่บริเวณรูเจาะคือใหคาคลาดเคลื่อนมากที่หนวยแรงในทิศทาง y และผิด 
พลาดมากที่หนวยแรงในทิศทาง x และหนวยแรงเฉือน แตในบริเวณอื่นยังคงใหคาที่ถูกตองและตอเนื่องเชนเดิม 
ซึ่งผลทีเกิดขึ้นนี้อาจเปนผลจากการปรับเปล่ียนคา p ซึ่งผิดไปจากทฤษฏีนั่นเอง ดังนั้นในการปรับเปล่ียนคา p 
ใหเปนคาอื่นที่ไมใช 2 ก็ควรจะมีการตรวจสอบผลการคํานวณที่ไดดวยวามีลักษณะการเปลี่ยนแปลงของหนวย
แรงเหมาะสมหรือไม คือมีการเปลี่ยนแปลงของหนวยแรงอยางทันทีทันใดหรือไมนั่นเอง 
 
 จากตัวอยางนี้จะเห็นวาผลที่ไดจากการเรงการลูเขาสูผลเฉลย นั้นยังไมเห็นผลมากนัก เนื่องจาก
จํานวนโครงขายการปรับขนาดชิ้นสวนในงานวิจัยนี้ยังไมมากนักและยังมีคาคลาดเคลื่อนเกิดขึ้นมากดวย และ
ผลของงานวิจัยนี้ยังใหผลที่ดีกวาผลจากงานวิจัยเดิมในดานของเวลาไมมากนัก เนื่องมาจากในตัวอยางนี้มี
บริเวณที่มีคาหนวยแรงคงที่เปนบริเวณกวาง ทําใหชิ้นสวนที่ใชในงานวิจัยเดิมยังใชไดดี  
 
4.2 ตัวอยางที่ 2 ปญหาแผนวงกลมบางรับแรงกระทําเปนจดุ 
 
 ตัวอยางนี้เปนปญหาแผนวงกลมบางขนาดเสนผานศูนยกลาง 2 ซม. รับแรงกระทําเปนจุด 2 แรง ใน
แนวแกน y กระทําในทิศทางตรงกันขาม ขนาดของแรงเทากับ 100 กก. วัสดุมีคาโมดูลัสยืดหยุนเทากับ 2 x 106 
กก./ตร.ซม.   และอัตราสวนบัวซองเทากับ 0.3 ดังแสดงในรูปที่ 4.2.1 (ก) และสามารถสรางแบบจําลองสําหรับ
วิเคราะหผลโดยอาศัยหลักสมมาตรไดดังแสดงใน รูปที่ 4.2.1 (ข) โดยจําลองแรงกระทําใหแผกระจายเปนรูป
สามเหลี่ยมเพื่อลดปญหาเนื่องจากบริเวณที่แรงกระทําเปนจุดมีความคลาดเคลื่อนมากกวาในบริเวณอื่นมาก ทํา
ใหการลดขนาดชิ้นสวนในบริเวณอื่นไมมีผลตอความคลาดเคลื่อนสัมพัทธโดยรวม โดยในปญหานี้ไดจําลองแรง
ที่กระทําแผกระจายออกไป 4 องศาจากแนวแรงเดิมในที่นี้มีระยะ 0.0698 ซม. จากแนวแกน y ซึ่งอาจจะ
กําหนดใหมากขึ้นหรือนอยลงกวานี้ไดขึ้นอยูกับผูทําการวิเคราะห   
 
 กําหนดคาความคลาดเคลื่อนสัมพัทธที่ยอมใหเทากับ 0.05 จะไดผลการวิเคราะหทั้งหมด 8 รอบ โดยมี
โครงขายชิ้นสวนบางโครงขายดังแสดงในรูปที่ 4.2.2 จะเห็นวาโครงขายชิ้นสวนทุกโครงขายมีความตอเนื่องกันดี 
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โดยจะพบวา มีการเพิ่มจุดตอมากเฉพาะบริเวณที่ไดรับแรงกระทําเทานั้นซึ่งก็เปนผลมาจากคาความคลาด
เคล่ือนที่เกิดขึ้นสูงเฉพาะบริเวณที่แรงกระทําเทานั้น ซึ่งเมื่อพิจารณาถึงคาคลาดเคลื่อนสัมพัทธที่เกิดขึ้นจะพบวา
มีการกระจายไมดีนักซึ่งเปนผลมาจากประสิทธิภาพของชิ้นสามเหลี่ยมที่ใชในการคํานวณ คือ ใหผลการ
วิเคราะหที่ดีมากในบริเวณที่หางไกลกับตําแหนงที่แรงกระทํา เนื่องจากลักษณะการเปลี่ยนแปลงของหนวยแรงที่
ใกลเคียงกับพฤติกรรมของชิ้นสวนที่ใชมากกวาที่บริเวณใกลแรงกระทํานั่นเอง ทําใหคาคลาดเคลื่อนบริเวณ
ดังกลาวมีคานอยมากคือไมถึง 1 เปอรเซ็นต จึงทําใหไมมีการเพิ่มจุดตอในบริเวณนี้ แตไปเพิ่มจุดตอที่บริเวณใกล
กับที่แรงกระทําเนื่องจากคาคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นสูง แตเมื่อมีการเพิ่มจุดตอแลว และทําการคํานวณรอบตอไป
จนถึงรอบสุดทาย จะพบวามีบางบริเวณที่ยังมีคาคลาดสูงอยูถึง 10 เปอรเซ็นต แตโปรแกรมก็หยุดการคํานวณซึ่ง
ก็เปนจากคาคลาดเคลื่อนสัมพัทธที่บริเวณที่หางไกลจากจุดที่แรงกระทํานั่นเองที่มีคานอยมากทําให คาคลาด 
เคล่ือนสัมพัทธโดยรวมที่เกิดขึ้นนอยกวาคาคลาดเคลื่อนสัมพัทธที่ยอมให ทําใหการกระจายตัวของคาคลาด 
เคล่ือนยังไมดีเทาที่ควร 
 
 สําหรับการกระจายคาหนวยแรงตางๆ สามารถแสดงไดในรูปที่ 4.2.4 – 4.2.6 ซึ่งจะมีการตอเนื่องของ
เสนขอบคอนทัวรในทุกโครงขาย และเมื่อนําไปเปรียบเทียบกับหนวยแรงที่คํานวณไดจากผลเฉลยแมนตรงตาม
แนว AB ในรูปที่ 4.2.1 ไดผลการเปรียบเทียบในแตละโครงขายดังแสดงในรูปที่ 4.2.7 – 4.2.9 ซึ่งจะมีความ
ใกลเคียงกับผลเฉลยแมนตรงมากตั้งแตโครงขายแรก  
 
 ในการเปรียบเทียบผลการวิเคราะหที่ไดกับผลจากงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ พบวา
ไดผลการวิเคราะหทั้งหมด 7 รอบ และงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม พบวาไดผลการวิเคราะหทั้งหมด 4 
รอบ โดยไดแสดงโครงขายชิ้นสวน และผลการวิเคราะหเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงในโครงขายสุดทาย ดัง
แสดงไวใน รูปที่ 4.2.10 – 4.2.13  
 
 ในดานขนาดและความตอเนื่องของชิ้นสวนในโครงขาย พบวาในงานวิจัยนี้ยังคงใหความตอเนื่องของ
ชิ้นสวนที่ดีกวาในงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ แตเมื่อพิจารณาถึงลักษณะของโครงขายจะเห็นวา
บริเวณที่เปนสวนโคงของปญหา ชิ้นสวนที่ใชในงานวิจัยนี้ไมสามารถเปนตัวแทนในลักษณะทางกายภาพไดดีนัก
เนื่องจากมีการเพิ่มจุดตอนอยในบริเวณนี้ รวมทั้งคุณสมบัติของชิ้นสวนสามเหล่ียมเปนชิ้นสวนที่มีรูปรางเหมือน
สามเหลี่ยมชนิดความเครียดคงที่ คือมีดานของสามเหลี่ยมเปนเสนตรง วิธีการที่จะแกปญหานี้คือ เปล่ียน
โครงขายเริ่มตนของปญหานี้ใหมีความละเอียดมากขึ้น แตก็จะสงผลถึง การกระจายของคาคลาดเคลื่อนและ
จํานวนจุดตอที่สรางขึ้นรวมทั้งจํานวนรอบและเวลาในการคํานวณดวย หรือเปลี่ยนชนิดของชิ้นสวนที่ใชในการ
วิเคราะหใหมีดานเปนพหุนามกําลัง 2  
 
 ในดานเวลาในการวิเคราะห จะเห็นวาผลการวิเคราะหจากงานวิจัยนี้ ในโครงขายสุดทายมีจํานวนจุด
ตอเพียง 151 จุดตอเทานั้น แตมีการปรับขนาดชิ้นสวนถึง 8 รอบ เพื่อทําใหเกิดคาคลาดเคลื่อนสัมพัทธนอยกวา
คาคลาดเคลื่อนสัมพัทธที่ยอมให ซึ่งในงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ มีจํานวนจุดตอในโครงขาย
สุดทายถึง 2630 จุดตอและใชการปรับขนาดโครงขายถึง 7 รอบ และในงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม มี
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จํานวนจุดตอในโครงขายสุดทายถึง 2366 จุดตอและใชการปรับขนาดโครงขายเพียง 4 รอบ ซึ่งจะเห็นวาใน
งานวิจัยนี้ทําใหจํานวนจุดตอลดลงถึงเกือบ 17 เทา และสงผลถึงเวลาที่ใชในการคํานวณทั้งหมดลดลงถึงเกือบ 
15 เทาเมื่อเปรียบเทียบกับงานวิจัยเดิม ถึงแมวาจะใชจํานวนรอบในการปรับขนาดถึง 8 รอบ สาเหตุที่มีการปรับ
ขนาดถึง 8 รอบเพราะบริเวณที่มีการเพิ่มจุดตอมีบริเวณไมมากเมื่อเทียบกับพื้นที่ของปญหา และการคํานวณหา
ขนาดชิ้นสวนใหมก็เปนการทําใหมีการเพิ่มจุดตอเฉพาะบริเวณที่จําเปนเทานั้น จึงทําใหการปรับขนาดของ
ปญหานี้เปนไปอยางคอยเปนคอยไปและไดโครงขายที่มีความตอเนื่องมาก 
 
 สําหรับการเปรียบเทียบผลการวิเคราะหกับผลเฉลยแมนตรงบริเวณขอบ AB ซึ่งจะเห็นวาผลที่ไดใน
งานวิจัยนี้ใหคาที่ถูกตองและตอเนื่องมากกวา ผลงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ และใหผลคลายกับ
ผลงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม ถึงแมจะมีจุดตอจํานวนนอยมากที่อยูบนขอบ AB    
 
 เมื่อไดทดลองใชวิธีการเรงการเขาสูผลเฉลย พบวาไดผลการวิเคราะหทั้งหมด 2 รอบโดยไดแสดง
โครงขายชิ้นสวน และผลการวิเคราะหเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงในโครงขายสุดทาย ดังแสดงไวในรูปที่ 
4.2.10 – 4.2.13 
 
 ในดานขนาดและความตอเนื่องของชิ้นสวนในโครงขาย พบวามีการสรางชิ้นสวนเปนจํานวนมากใน
บริเวณใกลจุดที่รับแรงกระทํา ทําใหโครงขายที่ไดไมตอเนื่องมากนัก 
 
 ในดานเวลา ในการวิเคราะห จะเห็นวาวิธีการเรงการเขาสูผลเฉลยนี้มีการปรับขนาดชิ้นสวนลดลงเหลือ
เพียง 2 รอบ แตก็สงผลใหมีจํานวนจุดตอเพิ่มขึ้นเปน 201 จุดตอ และเวลารวมในการคํานวณของวิธีการเรงการ
เขาสูผลเฉลยจะลดลงเกือบ 3 เทา เพราะใชการคํานวณเพียง 2 โครงขาย  
 
 สําหรับการเปรียบเทียบผลการวิเคราะหกับผลเฉลยแมนตรงบริเวณขอบ AB จะเห็นวาผลเฉลยที่ได
ยังคงใหคาที่ถูกตองและตอเนื่องเชนเดิม 
 
 เมื่อพิจารณาถึงผลกระทบเนื่องจากการจําลองแรงที่กระทําแผกระจายออกไป 4 องศาจากแนวแรงเดิม
ซึ่งจะเห็นวาไมสงผลกระทบกับหนวยแรงบริเวณขอบ AB ของปญหาเนื่องจากขอบ AB หางไกลจากตําแหนงที่
แรงกระทํามาก จึงทําใหผลกระทบจากการจําลองแรงกระทําเปนจุดเปนแรงแผกระจายนี้ไมสงผลกระทบ แต
บริเวณที่ไดรับผลกระทบควรจะอยูใกลกับตําแหนงที่แรงกระทํา ซึ่งในงานวิจัยนี้ไดเปรียบเทียบผลการวิเคราะหที่
ขอบ AC กับผลเฉลยแมนตรง และเปรียบเทียบผลการวิเคราะหที่ไดจากงานวิจัยเดิมกับผลเฉลยแมนตรงที่ขอบ 
AC ดวย ดังแสดงไวในรูปที่ 4.2.14 – 4.2.16 ซึ่งจะพบวาผลจากการเปรียบเทียบทุกงานวิจัยใหคาของหนวยแรง
ในลักษณะคลายกัน คือมีความคลาดเคลื่อนมากบริเวณที่แรงกระทํา แตมีลักษณะของหนวยแรงเปนไปในทาง
เดียวกัน และผลการวิเคราะหหนวยแรงเฉือนที่ไดจากงานวิจัยนี้ใหคาคลาดเคลื่อนที่มากกวาในงานวิจัยเดิม ซึ่ง
คาคลาดเคลื่อนเกิดขึ้นเนื่องจากการจําลองแรงกระทําเปนจุดเปนแรงแผกระจายนั่นเอง ซึ่งเมื่อทดลองลดคา
คลาดเคลื่อนสัมพัทธใหลดลงก็ยังไมสามารถแกไขปญหานี้ไดเนื่องจากสภาพของปญหาที่เปล่ียนแปลงไปแลว
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นั่นเอง วิธีแกปญหาคือตองลดมุมที่ใหแรงแผกระจายกระทําใหเล็กลงเพื่อใหลักษณะของปญหาใกลเคียงกับ
ปญหาเดิมมากที่สุด แตก็จะสงผลใหเกิดคาคลาดเคลื่อนมากขึ้นอยางมากที่บริเวณแรงกระทํา 
 
 จากตัวอยางนี้จะเห็นวาผลที่ไดจากการเรงการลูเขาสูผลเฉลย นั้นทําใหจํานวนรอบในการปรับขนาด 
และเวลาลดลงอยางมาก และผลของงานวิจัยนี้ยังใหผลที่ดีกวาผลจากงานวิจัยเดิมในดานของเวลาอยางมาก 
เนื่องมาจากในตัวอยางนี้คาหนวยแรงมีการเปลี่ยนแปลงเกือบตลอดทั้งปญหา แตยังใหโครงขายที่มีความ
ตอเนื่องดีอยู ทําใหเห็นความไดเปรียบของคุณสมบัติของชิ้นสวนที่ใชในงานวิจัยนี้ไดอยางชัดเจน และจะเห็นวา
การจําลองแบบจําลองของปญหามีความสําคัญมากดังที่ไดเห็นในการเปรียบเทียบผลการวิเคราะหตามแนว AC 
กับผลเฉลยแมนตรง 
 
4.3 ตัวอยางที่ 3 ปญหาคานยื่น รับแรงกระทําที่ปลายอิสระ 
 
 ในตัวอยางนี้เปนการวิเคราะหปญหารับแรงดัด โดยสามารถตรวจสอบผลการวิเคราะหที่ไดทั้งในดาน
หนวยแรงและระยะการเคลื่อนที่กับผลเฉลยแมนตรง เพื่อยืนยันความถูกตองของผลการวิเคราะหกอนจะนําไปใช
วิเคราะหปญหาที่มีลักษณะคลายกัน ( รับแรงดัด )  ในตัวอยางที่ 4 ซึ่งเปนปญหาการใชงานจริง ไมมีผลเฉลย
แมนตรง  โดยลักษณะของปญหาที่ใชวิเคราะหในตัวอยางที่ 3 นี้เปนคานยื่นที่มีความยาว 200 ซม. ลึก 30 ซม. 
และกวาง 20 ซม.  กําหนดคาโมดูลัสยืดหยุนของวัสดุเทากับ 2.634 x 105 กก./ซม. และมีอัตราสวนบัวซอง
เทากับ 0.22 รับแรงกระทําที่ปลายคานดานอิสระ 1,000 กก. ดังแสดงในรูปที่ 4.3.1 (ก) โดยจําลองแรงกระทําให
กระจายทั่วทั้งหนาตัดคาน ดังแสดงในรูปที่ 4.3.1 (ข) 
 
 กําหนดคาความคลาดเคลื่อนสัมพัทธที่ยอมใหเทากับ 0.05 จะไดผลการวิเคราะห 1 รอบ โดยมี
โครงขายชิ้นสวนดังแสดงในรูปที่ 4.3.2 (ก) จะเห็นวาโครงขายชิ้นสวนมีความตอเนื่องกัน ซึ่งเมื่อพิจารณาถึงคา
คลาดเคลื่อนสัมพัทธที่เกิดขึ้น จะพบวามีการกระจายไมดีนักเนื่องจากไมมีการปรับขนาดชิ้นสวนจึงไมสามารถที่
จะกระจายคาคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นได และจะพบวาคาคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นในพื้นที่ของปญหาสวนใหญจะนอย
มากคือไมถึง 1 เปอรเซ็นต แตจะเกิดคาคลาดเคลื่อนที่สูงกวาบริเวณจุดรองรับ และปลายคานที่รับแรงแผ
กระจายแตคาคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นก็ไมสูงมากและเปนบริเวณนอย จึงทําใหคาคลาดเคลื่อนสัมพัทธโดยรวมที่
เกิดขึ้นนอยกวาคาคลาดเคลื่อนสัมพัทธที่ยอมใหทําใหไมมีการปรับขนาดชิ้นสวน 
 
 สําหรับการกระจายคาหนวยแรงตางๆ สามารถแสดงไดในรูปที่ 4.3.3 ซึ่งจะมีการตอเนื่องของเสนขอบ
คอนทัวรดี เมื่อนําไปเปรียบเทียบกับหนวยแรงที่คํานวณไดจากผลเฉลยแมนตรงตามแนวขอบลางของคาน ไดผล
การเปรียบเทียบ ดังแสดงในรูปที่ 4.3.3 ซึ่งจะมีความใกลเคียงกับผลเฉลยแมนตรงมาก  
 
 ในการเปรียบเทียบผลการวิเคราะหที่ไดกับผลการวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ พบวาไดผล
การวิเคราะหทั้งหมด 7 รอบ และงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม พบวาไดผลการวิเคราะหทั้งหมด 4 รอบ 
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โดยไดแสดงโครงขายชิ้นสวน และผลการวิเคราะหเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงในโครงขายสุดทาย ดัง
แสดงไวใน รูปที่ 4.3.4 – 4.3.7 
 
 ในดานขนาดและความตอเนื่องของชิ้นสวนในโครงขาย ไมสามารถเปรียบผลที่ไดจากงานวิจัยนี้กับ
งานวิจัยเดิมไดอยางชัดเจนเนื่องจากผลที่ไดจากงานวิจัยนี้ไมมีการปรับขนาดโครงขาย แตเมื่อพิจารณาโครงขาย
สุดทายที่ไดจากงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ จะมีการสรางชิ้นสวนขนาดเล็กรวมกันเปนหยอม
สลับดวยชิ้นสวนขนาดใหญที่รวมกันเปนหยอม  และเมื่อพิจารณาโครงขายสุดทายที่ไดจากงานวิจัยเดิมที่ใชการ
ปรับเรียบเชิงมุมจะใหขนาดของชิ้นที่ตอเนื่องกันดีตลอดทั้งโครงขาย 
 
 ในดานเวลาในการวิเคราะห จะเห็นวาผลการวิเคราะหจากงานวิจัยนี้ สามารถลูเขาสูผลเฉลยไดอยาง
รวดเร็ว เนื่องจากคุณสมบัติของชิ้นสวนที่ใชในการวิเคราะหเหมาะสมกับลักษณะการเปลี่ยนแปลงของหนวยแรง 
ทําใหคาหนวยแรงที่ไดลูเขาอยางรวดเร็ว ซึ่งในโครงขายมีจํานวนจุดตอเพียง 345 จุดตอเทานั้น ซึ่งในงานวิจัย
เดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ มีจํานวนจุดตอในโครงขายสุดทายถึง 9637 จุดตอและใชการปรับขนาด
โครงขายถึง 7 รอบ และในงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม มีจํานวนจุดตอในโครงขายสุดทายถึง 9174 จุด
ตอและใชการปรับขนาดโครงขายถึง 4 รอบ ซึ่งจะเห็นวาในงานวิจัยนี้ทําใหจํานวนจุดตอลดลงถึงเกือบ 30 เทา 
และสงผลถึงเวลาที่ใชในการคาํนวณทั้งหมดลดลงถึงเกือบ 300 เทาเมื่อเปรียบเทียบกับงานวิจัยเดิม  
 
 สําหรับการเปรียบเทียบผลการวิเคราะหกับผลเฉลยแมนตรงบริเวณขอบลางของคาน ซึ่งจะเห็นวาผลที่
ไดในงานวิจัยนี้ใหคาที่ถูกตองและตอเนื่องมากกวา ผลงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ และใหผล
คลายกับผลงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม  แตที่บริเวณใกลจุดรองรับจะเห็นวาคาคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้น
ในงานวิจัยนี้จะมีระยะไกลจากจุดรองรับมากกวาในงานวิจัยเดิม เนื่องจากระยะหางของจุดตอที่บริเวณใกลกับ
จุดรองรับมีระยะทางมากเนื่องจากไมมีการปรับขนาดชิ้นสวน ดังนั้นเพื่อแกไขปญหาดังกลาวในงานวิจัยนี้จึงได
ปรับปรุงโครงขายเริ่มตนใหมใหมีความความละเอียดมากขึ้นที่บริเวณใกลกับจุดรองรับ โดยไดแสดงโครงขาย
ชิ้นสวน และผลการวิเคราะหเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง ดังแสดงไวในรูปที่ 4.3.8 โดยผลที่ไดทําใหคา
คลาดเคลื่อนสัมพัทธลดลงและมีจํานวนจุดตอมากขึ้น ซึ่งไมมีการปรับขนาดโครงขายเชนเดิม และผลการ
เปรียบเทียบผลการวิเคราะหกับผลเฉลยแมนตรงทําใหคาหนวยแรงที่บริเวณใกลที่รองรับมีความคลาดเคลื่อน
ลดลง และมีลักษณะใกลเคียงกับผลที่ไดจากงานวิจัยเดิม แตมีจํานวนจุดตอนอยกวามาก 
 
 จากตัวอยางนี้จะเห็นวา ผลของงานวิจัยนี้ใหผลที่ดีกวาผลจากงานวิจัยเดิมในดานของเวลาอยางมาก 
เนื่องมาจากในตัวอยางนี้คาหนวยแรงมีการเปลี่ยนแปลงเกือบตลอดทั้งปญหา และคาการเปลี่ยนแปลงของ
หนวยแรงเปนแบบเชิงเสนซึ่งสอดคลองกับคุณสมบัติของชิ้นสวน  ที่ใชในงานวิจัยนี้อยางมากจึงทําใหไดผลเฉลย
อยางรวดเร็ว 
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4.4 ตัวอยางที่ 4 ปญหาคานชวงเดียวมีชองเปดรับแรงกระทําเปนจุด 
 
 ตัวอยางนี้เปนการวิเคราะหปญหาที่มีคาหนวยแรงเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็วตลอดทั้งโดเมน และมี
หลายบริเวณที่มีคาคลาดเคลื่อนสูงทําใหยากแกการกระจายคาคลาดเคลื่อนใหเทากันทั้งโดเมน โดยตัวอยางนี้
เปนการวิเคราะหคานขนาด 300 ซม. ลึก 40 ซม. กวาง 20 ซม. มีฐานรองรับแบบธรรมดาและรับแรงกระทําเปน
จุด ซึ่งในปญหาที่นําไปทําการวิเคราะหจะเปลี่ยนแรงที่กระทําเปนจุดเปนแรงแผกระจายรูปสามเหล่ียมมีฐาน
กวาง 10 ซม. เพื่อลดคาคลาดเคลื่อนที่จะเกิดขึ้นสูงมากบริเวณที่แรงกระทําเปนจุด และคานถูกออกแบบใหมี
ชองเปดภายในคาน 2 ชอง ขนาดชองละ 40 x 18 ซม. เจาะหางจากขอบบนและขอบลางขางละ 11 ซม. ดัง
แสดงในรูปที่ 4.4.1 (ก) แตเนื่องจากการจําลองแบบคานใหมีรูเจาะเปนรูปส่ีเหลี่ยมมุมฉากจะใหคาคลาดเคลื่อน
บริเวณที่เปนจุดตอมุมฉากสูงมาก เม่ือปรับขนาดจึงมีการปรับขนาดบริเวณนี้เทานั้นทําใหการปรับขนาดที่บริเวณ
อื่นทําไดไมดี ผลเฉลยที่ไดในบางบริเวณยังคงมีความคลาดเคลื่อนสูง การแกปญหาเชนนี้จึงทําไดเชนเดียวกับ
การจําลองแรงกระทําเปนจุดใหเปนแรงกระทําแบบแผรูปสามเหลี่ยม นั่นคือพยายามหลีกเลี่ยงการสรางจุดตอที่
มีการเปลี่ยนแปลงคาหนวยแรงกับจุดขางเคียงที่แตกตางกันมาก โดยการจําลองชองเปดบริเวณมุมฉากใหเปน
สวนของเสนโคงรัศมี 3 ซม. ดังแสดงในรูปที่ 4.4.1 (ข) 
 
 กําหนดคาความคลาดเคลื่อนสัมพัทธที่ยอมใหเทากับ 0.05 จะไดผลการวิเคราะห 8 รอบ โดยมี
โครงขายชิ้นสวนบางโครงขายดังแสดงในรูปที่ 4.4.2 จะเห็นวาโครงขายชิ้นสวนมีความตอเนื่องกัน และมีการ
ปรับขนาดชิ้นสวนใหมีขนาดเล็กเพื่อลดคาคลาดเคลื่อนที่บริเวณแรงกระทํา บริเวณจุดรองรับธรรมดา และ
บริเวณมุมของชองเจาะ ซึ่งเมื่อพิจารณาถึงคาคลาดเคลื่อนสัมพัทธที่เกิดขึ้น จะพบวามีคาคลาดเคลื่อนมาก
บริเวณจุดรองรับทั้ง 2 ดาน และบริเวณชองเจาะ แตคาคลาดเคลื่อนก็ไมสูงมากนักเนื่องจากมีการปรับลดขนาด
ชิ้นสวนใหมีขนาดเล็กลงเพื่อลดความคลาดเคลื่อน แตก็ทําไดไมดีมากนักเนื่องจากที่บริเวณอื่นของปญหามีคา
คลาดเคลื่อนเกิดขึ้นนอยมาก คือไมถึง 1 เปอรเซ็นต ทําใหคาคลาดเคลื่อนโดยรวมมีขนาดนอยกวาคา
คลาดเคลื่อนที่ยอมใหแลวโปรแกรมจึงหยุดการทํางาน  
 
 สําหรับการกระจายคาคลาดเคลื่อนและคาหนวยแรงตางๆ สามารถแสดงไดในรูปที่ 4.4.3 ซึ่งจะมีการ
ตอเนื่องของเสนขอบคอนทัวรดี แตจะมีคาหนวยแรงเปลี่ยนแปลงชันมากบริเวณจุดรองรับ บริเวณแรงกระทําเปน
จุดและที่บริเวณมุมของชองเจาะรูปสีเหลี่ยม เม่ือนําหนวยแรงในทิศทาง y และหนวยแรงเฉือนที่คํานวณไดไป
เปรียบเทียบกับหนวยแรงที่เปนผลเฉลยแมนตรงตามแนวขอบบนของคานซึ่งมีคาเทากับศูนย ไดผลการ
เปรียบเทียบ ดังแสดงในรูปที่ 4.4.4 และไดแสดงคาหนวยแรงในทิศทาง x ซึ่งไมมีผลเฉลยแมนตรง ดังแสดงในรูป
ที่ 4.4.4 เชนกัน ซึ่งจะมีคาคลาดเคลื่อนเกิดขึ้นมากบริเวณที่แรงกระทํา และบริเวณที่อยูเหนือแนวชองเจาะ ซึ่งก็
เปนผลจากการเปลี่ยนแปลงหนวยแรงอยางรวดเร็ว 
 
 ในการเปรียบเทียบผลการวิเคราะหที่ไดกับผลการวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม พบวาไดผลการ
วิเคราะหทั้งหมด 5 รอบ โดยไดแสดงโครงขายชิ้นสวน และผลการวิเคราะหเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงใน
โครงขายสุดทาย ดังแสดงไวในรูปที่ 4.4.5 – 4.4.8  
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 ในดานขนาดและความตอเนื่องของชิ้นสวนในโครงขาย ในงานวิจัยเดิมจะใหโครงที่มีความตอเนื่อง
คอนขางดีถึงแมจะมีการปรับขนาดใหมีขนาดเล็กมากและหนาแนนมากก็ตาม และก็มีลักษณะของการปรับ
ขนาดของชิ้นสวนใหมีขนาดเล็กในบริเวณเดียวกับผลที่ไดจากงานวิจัยนี้ 
 
 ในดานเวลาในการวิเคราะห จะเห็นวาผลการวิเคราะหจากงานวิจัยนี้ สามารถลูเขาสูผลเฉลยไดอยาง
คอนขางชาเนื่องการเปลี่ยนแปลงของหนวยแรงเปนไปอยางลาดชันมาก แตการปรับขนาดจะมีการเพิ่มจุดตอไม
มากนักเนื่องจากจะเพิ่มจุดตออยางเหมาะสมจึงทําใหการกระจายของคาคลาดเคลื่อนที่สูงมีบริเวณไมมากนัก 
ซึ่งในโครงขายมีจํานวนจุดตอเพียง 1792 จุดตอเทานั้น ซึ่งในงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม มีจํานวนจุด
ตอในโครงขายสุดทายถึง 31611 จุดตอและใชการปรับขนาดโครงขายถึง 5 รอบ ซึ่งจะเห็นวาในงานวิจัยนี้ทําให
จํานวนจุดตอลดลงถึงเกือบ 20 เทา และสงผลถึงเวลาที่ใชในการคํานวณทั้งหมดลดลงถึงเกือบ 35 เทาเมื่อ
เปรียบเทียบกับงานวิจัยเดิม  
 
 สําหรับการเปรียบเทียบผลการวิเคราะหกับผลเฉลยแมนตรงบริเวณขอบบนของคาน ซึ่งจะเห็นวาผลที่
ไดในงานวิจัยเดิมใหคาหนวยแรงมีลักษะคลายกับผลที่ไดจากงานวิจัยนี้ คือจะมีคาคลาดเคลื่อนมากที่บริเวณที่
รับแรงกระทํา และบริเวณเหนือชองเจาะรูปส่ีเหลี่ยม 
 
 เมื่อไดทดลองใชวิธีการเรงการเขาสูผลเฉลย พบวาไดผลการวิเคราะหทั้งหมด 3 รอบโดยไดแสดง
โครงขายชิ้นสวน และผลการวิเคราะหเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงในโครงขายสุดทาย ดังแสดงไวในรูปที่ 
4.4.5 - 4.4.8 
 
 ในดานขนาดและความตอเนื่องของชิ้นสวนในโครงขาย พบวามีการสรางชิ้นสวนและจุดตอมากกวา 
และมีการกระจายของชิ้นสวนคลายกัน แตจะมีคาคลาดเคลื่อนที่สูงเกิดขึ้นมากกวาเล็กนอยเนื่องมาจากการเรง
การเพิ่มจุดตอทําใหการกระจายความคลาดเคลื่อนทําไดไมดีนัก 
 
 ในดานเวลา ในการวิเคราะห จะเห็นวาวิธีการเรงการเขาสูผลเฉลยนี้มีการปรับขนาดชิ้นสวนลดลงเหลือ
เพียง 3 รอบ แตก็สงผลใหมีจํานวนจุดตอเพิ่มขึ้นเปน 2422 จุดตอ และเวลารวมในการคํานวณของวิธีการเรงการ
เขาสูผลเฉลยจะลดลงเกือบ 2 เทา เพราะใชการคํานวณเพียง 3 โครงขาย  
 
 สําหรับการเปรียบเทียบผลการวิเคราะหกับผลเฉลยแมนตรงบริเวณขอบ AB จะเห็นวาผลเฉลยที่ได
ยังคงใหคาที่ถูกตองและตอเนื่องเชนเดิม และคาคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นจะนอยกวาเล็กนอยเนื่องจํานวนจุดตอที่
มากกวาทําใหการประมาณคาหนวยแรงบริเวณนี้ดีขึ้น 
 
 เนื่องจากในตัวอยางนี้ไมมีผลเฉลยแมนตรงเมื่อเปรียบเทียบผลการวิเคราะหในงานวิจัยนี้ ดังนั้นจึงไดมี
การทดสอบเพื่อเปรียบผลการวิเคราะหที่ไดกับผลการวิเคราะหจากโปรแกรมสําเร็จรูป ANSYS ซึ่งโครงขายที่ได
จากการวิเคราะหโดยโปรแกรมสําเร็จรูปไดแสดงไวในรูปที่ 4.4.9 และคาหนวยแรงที่ไดจากการวิเคราะหไดแสดง
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ไวในรูปที่ 4.4.10 ซึ่งจะพบวา จํานวนจุดตอที่ใชในโปรแกรมสําเร็จรูปจะมากกวาที่ใชในงานวิจัยนี้ เกือบ 4 เทา 
และเวลาที่ใชในการคํานวณมากกวาที่ใชในงานวิจัยนี้มากกวา 3 เทา ซึ่งใหคาหนวยแรงในทิศทาง x มีลักษณะ
ใกลเคียงกัน แตจะพบวาหนวยแรงในทิศทาง y และ หนวยแรงเฉือน ที่ไดจากงานวิจัยนี้จะมีคาคลาดเคลื่อน
เกิดขึ้นสูงกวาที่บริเวณแรงกระทํา ดังนั้นในงานวิจัยนี้จึงไดทดลองปรับลดขนาดชิ้นสวนในโครงขายเริ่มตนที่
บริเวณแรงกระทําลงโดยไดแสดงโครงขายสุดทายที่ไดจากการวิเคราะห และคาหนวยแรงตางๆที่ขอบบนของ
คาน ดังแสดงในรูปที่ 4.4.11 ซึ่งใชจํานวนรอบในการปรับขนาดโครงขายลดลงเหลือเพียง 5 รอบเนื่องมาจากการ
ลดขนาดชิ้นสวนในโครงขายเริ่มตนแตก็ทําใหมีจํานวนจุดตอเพิ่มมากขึ้นเชนกัน และคาหนวยแรงในทิศทาง y 
และหนวยแรงเฉือน มีความคลาดเคลื่อนลดลงมากโดยมีลักษณะใกลเคียงกับผลที่ไดจากงานวิจัยเดิม และผลที่
ไดจากโปรแกรมสําเรจ็รูป 
 
 จากตัวอยางนี้จะเห็นวา ผลของงานวิจัยนี้ใหผลที่ดีกวาผลจากงานวิจัยเดิม ในดานของเวลา
คอนขางมาก แตจะไมมากเทากับตัวอยางที่ 3 เนื่องมาจากในตัวอยางนี้คาหนวยแรงมีการเปลี่ยนแปลงอยาง
รวดเร็วตลอดทั้งปญหาและมีลักษณะไมเปนเชิงเสนมากนัก และวิธีการเรงการเขาสูผลเฉลยก็ชวยลดเวลาลงได
อีกอยางมาก เพียงแตอาจมีการเพิ่มจุดเกินความจําเปนบางในบางพื้นที่ของปญหาเทานั้น 
 
 จากตัวอยางการวิเคราะห จะพบวาลักษณะการกระจายของหนวยแรงจะมีผลอยางมากตอผลการ
ทํานาย ซึ่งถาลักษณะการกระจายของหนวยแรงเหมาะสมกับพฤติกรรมของชิ้นสวนที่ใชในการวิเคราะห จะทํา
ใหผลการวิเคราะหที่ไดใหผลที่ถูกตอง แมนยํา และรวดเร็ว และการกําหนดคาคลาดเคลื่อนที่ยอมใหก็ตอง
เหมาะสมกับการลักษณะการเปลี่ยนแปลงของหนวยแรง คือเมื่อปญหามีการเปลี่ยนแปลงของหนวยแรงตลอด
ทั้งพื้นที่ ก็ควรกําหนดคาคลาดเคลื่อนสัมพัทธที่ยอมใหคอนขางสูงเพื่อตรวจดูการลูเขาของผลเฉลยกอน แตถา
หนวยแรงมีคาคอนขางคงที่เปนบริเวณกวางก็สามารถกําหนดคาคลาดเคลื่อนสัมพัทธที่ยอมใหมีคาต่ําได และ
การกําหนดการเพิ่มจุดตอเพื่อลดคาคลาดเคลื่อนจะมีความสําคัญมาก ซึ่งเปนผลมาจากการกําหนดขนาดของ
ชิ้นสวนใหมในรอบถัดไปนั่นเองวาจะทําใหการเพิ่มจุดตอเกิดความเหมาะสมไดหรือไม  
 
 ในการปรับปรุงเพื่อใหไดโครงขายที่มีการกระจายของคาคลาดเคลื่อนที่เทากันตลอดทั้งโครงขายจะทํา
ไดยากมาก เนื่องจากจะมีบริเวณกวางของปญหาที่มีคาคลาดเคลื่อนต่ํามากทําใหสงผลถึงคาคลาดเคลื่อน
โดยรวม ทําใหผลการวิเคราะหที่ไดเกิดคาคลาดเคลื่อนสูงในหลายบริเวณเสมอ โดยวิธีแกไขคืออาจทําการ
คํานวณคาคลาดเคลื่อนสัมพัทธโดยรวม โดยแบงการคํานวณเปนพื้นที่ยอยๆ เพื่อใหเกิดการกระจายคา
คลาดเคลื่อนไดอยางเทากันทั้งปญหา 
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                           (ก) แผนบางมีรูเจาะรับแรงดึงหัวทาย                                            (ข) แบบจําลองการวิเคราะห 
 

รูปที่ 4.1.1 ปญหาแผนบางรับแรงดึงและแบบจําลองการวิเคราะห 
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  Mesh 1  η = 0.0206  Ne = 230  Nn = 509                        Mesh 2  η = 0.0101  Ne = 286  Nn = 641 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

          
  Mesh 3  η = 0.0075  Ne = 318  Nn = 723 

 
 
 
 
 

รูปที่ 4.1.2 โครงขายชิ้นสวนสามเหลี่ยมในปญหาแผนบางรับแรงดึง 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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  Mesh 1  η = 0.0206  Ne = 230  Nn = 509                        Mesh 2  η = 0.0101  Ne = 286  Nn = 641 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
  Mesh 3  η = 0.0075  Ne = 318  Nn = 723 

 
 
 
 
 

รูปที่ 4.1.3 การกระจายความคลาดเคลื่อนของปญหาแผนบางรับแรงดึง 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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   Mesh 1  η = 0.0206  Ne = 230  Nn = 509                      Mesh 2  η = 0.0101  Ne = 286  Nn = 641 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  Mesh 3  η = 0.0075  Ne = 318  Nn = 723 

 
 
 
 
 

รูปที่ 4.1.4 การกระจายหนวยแรงในทิศทาง x ของปญหาแผนบางรับแรงดึง 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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 Mesh 1  η = 0.0206  Ne = 230  Nn = 509                        Mesh 2  η = 0.0101  Ne = 286  Nn = 641 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  Mesh 3  η = 0.0075  Ne = 318  Nn = 723 

 
 
 
 
 

รูปที่ 4.1.5 การกระจายหนวยแรงในทิศทาง y ของปญหาแผนบางรับแรงดึง 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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   Mesh 1  η = 0.0206  Ne = 230  Nn = 509                       Mesh 2  η = 0.0101  Ne = 286  Nn = 641 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  Mesh 3  η = 0.0075  Ne = 318  Nn = 723 

 
 
 
 
 

รูปที่ 4.1.6 การกระจายหนวยแรงเฉือน ของปญหาแผนบางรับแรงดึง 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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หนวยแรงจากโครงขายที่ 1 
 
 
 
 
 
 
 

หนวยแรงจากโครงขายที่ 2 
 
 
 
 
 
 
 

หนวยแรงจากโครงขายที่ 3 
 
 
 
                                      Finite Element solution 
                                      Exact Solution 

รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 
 

รูปที่ 4.1.7 คาหนวยแรงในทิศทาง x ตามแนว AB ในปญหาแผนบางรับแรงดึง 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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หนวยแรงจากโครงขายที่ 1 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
หนวยแรงจากโครงขายที่ 2 

 
 
 
 
 

 
 
 

หนวยแรงจากโครงขายที่ 3 
 
 
                                      Finite Element solution 
                                      Exact Solution 
 

รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 

รูปที่ 4.1.8 คาหนวยแรงในทิศทาง y ตามแนว AB ในปญหาแผนบางรับแรงดึง 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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หนวยแรงจากโครงขายที่ 1 
 
 
 
 
 
 
 
 

หนวยแรงจากโครงขายที่ 2 
 
 
 
 
 
 
 
 

หนวยแรงจากโครงขายที่ 3 
 
 
 
                                      Finite Element solution 
                                      Exact Solution 

รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 

รูปที่ 4.1.9 คาหนวยแรงเฉือน ตามแนว AB ในปญหาแผนบางรับแรงดึง 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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    (ก) โครงขายช้ินสวนที่ 4 ของงานวจัิยเดิม                             (ข) โครงขายช้ินสวนที่ 4 ของงานวิจัยเดิม           
            ที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ                                                    ที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม 
      η = 0.0098  Ne = 3979  Nn = 2079                            η = 0.0098  Ne = 3482  Nn = 1848               

 
 
 

 
 
 
 
 

     (ต) โครงขายช้ินสวนที่ 3 ของงานวิจัยนี้                                 (ง) โครงขายช้ินสวนที่ 2 ของงานวิจัยนี้           
            ที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม ( p=2 )                         ที่ใชการปรับเรียบเชิงมุมและเรงการเขาสูผลเฉลย ( p=1 ) 
        η = 0.0075  Ne = 318  Nn = 723                              η = 0.0059  Ne = 443  Nn = 980             

 
 
 
 

รูปที่ 4.1.10 การเปรียบเทียบ โครงขายชิ้นสวนสามเหลี่ยมในปญหาแผนบางรับแรงดึง 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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(ก) หนวยแรงในทศิทาง x ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ 
 

 
 
 
 

 
 (ข) หนวยแรงในทศิทาง x ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม 

 
 
 
 
 

(ค) หนวยแรงในทศิทาง x ของงานวิจัยนี้ ( p=2 ) 

 
 
 
 
 
 
 

(ง) หนวยแรงในทิศทาง x ของงานวิจัยนี้ และใชวิธีเรงการเขาสูผลเฉลย ( p=1 ) 
 
 
 
 

                     Finite Element solution 
                     Exact Solution 

รูปแสดงลักษณะของปญหา 
รูปที่ 4.1.11 คาหนวยในทิศทาง x  ตามแนว AB ในปญหาแผนบางรับแรงดึง 

ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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(ก) หนวยแรงในทศิทาง y ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ 

 
 

 
 

 
(ข) หนวยแรงในทศิทาง y ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม 

 
 

 
 

 
(ค) หนวยแรงในทศิทาง  y ของงานวิจัยนี้ ( p=2 ) 

 
 
 
 
 

 (ง) หนวยแรงในทศิทาง y ของงานวิจัยนี้ และใชวิธีเรงการเขาสูผลเฉลย ( p=1 ) 
 
 
 
 

                     Finite Element solution 
                     Exact Solution 

รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 

รูปที่ 4.1.12 คาหนวยในทิศทาง  y  ตามแนว AB ในปญหาแผนบางรับแรงดึง 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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(ก) หนวยแรงเฉือน  ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ 

 
 

 
 

 
(ข) หนวยแรงเฉือน  ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม 

 
 

 
 
 

(ค) หนวยแรงเฉือน  ของงานวิจัยนี้ ( p=2 ) 

 
 

 
 
 

(ง) หนวยแรงเฉือน ของงานวิจัยนี้ และใชวิธีเรงการเขาสูผลเฉลย ( p=1 ) 
 
 
 
 

                     Finite Element solution 
                     Exact Solution 

รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 

รูปที่ 4.1.13 คาหนวยแรงเฉือน  ตามแนว AB ในปญหาแผนบางรับแรงดึง 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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เวลา

( วินาที )

งานวิจัยเดิมที่ใช
การปรับเรียบของลาปลาซ

งานวิจัยเดิมที่ใช
การปรับเรียบเชิงมุม

980

1848

งานวิจัยน้ี ท่ีใช p=1

4

4

3

2 0.0059

3979

3482

318

443

0.0098

0.0098

0.0075

0.90

55

78

21

19

2.62

3.71

1.00งานวิจัยน้ี ท่ีใช p=2

2079

723

งานวิจัย
จํานวน
โครงขาย

จํานวน
จุดตอ

จํานวน
ชิ้นสวน

ความคลาด
เคล่ือนสัมพัทธ

จํานวนเทาของเวลาเมื่อ
เปรียบเทียบกับงานวิจัยน้ี 

p=2

 
 

ตารางที่ 4.1.1 เปรียบเทียบผลจากงานวิจัยตางๆ ในปญหาแผนบางรับแรงดึง 
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σ

            
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                 (ก) แผนวงกลมบางรับแรงกระทําเปนจุด                     (ข) แบบจําลองการวิเคราะห 
 

รูปที่ 4.2.1 ปญหาแผนวงกลมบางรับแรงกระทําเปนจุดและแบบจําลองการวิเคราะห 
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          Mesh 1  η = 0.1178  Ne = 28  Nn = 75                            Mesh 3  η = 0.0604  Ne = 54  Nn = 137 

 
 
 
 
 
 
 

          
 
        Mesh 5  η = 0.0589  Ne = 58  Nn = 147                           Mesh 8  η = 0.0495  Ne = 60  Nn = 151 

 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.2.2 โครงขายชิ้นสวนสามเหลี่ยมในปญหาแผนวงกลมบาง 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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          Mesh 1  η = 0.1178  Ne = 28  Nn = 75                            Mesh 3  η = 0.0604  Ne = 54  Nn = 137 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

          Mesh 5  η = 0.0589  Ne = 58  Nn = 147                           Mesh 8  η = 0.0495  Ne = 60  Nn = 151 

 
 
 
 
 

รูปที่ 4.2.3 การกระจายความคลาดเคลื่อนของปญหาแผนวงกลมบาง 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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          Mesh 1  η = 0.1178  Ne = 28  Nn = 75                            Mesh 3  η = 0.0604  Ne = 54  Nn = 137 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

          Mesh 5  η = 0.0589  Ne = 58  Nn = 147                           Mesh 8  η = 0.0495  Ne = 60  Nn = 151 

 
 
 
 
 

รูปที่ 4.2.4 การกระจายหนวยแรงในทิศทาง x ของปญหาแผนวงกลมบาง 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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          Mesh 1  η = 0.1178  Ne = 28  Nn = 75                            Mesh 3  η = 0.0604  Ne = 54  Nn = 137 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

         Mesh 5  η = 0.0589  Ne = 58  Nn = 147                           Mesh 8  η = 0.0495  Ne = 60  Nn = 151 

 
 
 
 
 

รูปที่ 4.2.5 การกระจายหนวยแรงในทิศทาง y ของปญหาแผนวงกลมบาง 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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          Mesh 1  η = 0.1178  Ne = 28  Nn = 75                            Mesh 3  η = 0.0604  Ne = 54  Nn = 137 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

         Mesh 5  η = 0.0589  Ne = 58  Nn = 147                           Mesh 8  η = 0.0495  Ne = 60  Nn = 151 

 
 
 
 
 

รูปที่ 4.2.6 การกระจายหนวยแรงเฉือน ของปญหาแผนวงกลมบาง 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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หนวยแรงจากโครงขายที่ 1 
 
 
 
 
 

หนวยแรงจากโครงขายที่ 3 
 
 
 
 
 

หนวยแรงจากโครงขายที่ 5 
 
 
 
 
 
 

หนวยแรงจากโครงขายที่ 8 
 
 
 
 
                                      Finite Element solution 
                                      Exact Solution 

รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 

รูปที่ 4.2.7 คาหนวยแรงในทิศทาง x ตามแนว AB ในปญหาแผนวงกลมบาง 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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หนวยแรงจากโครงขายที่ 1 
 
 
 
 

 
 
 

หนวยแรงจากโครงขายที่ 3  
 
 
 
 
 

 
หนวยแรงจากโครงขายที่ 5 

 
 
 
 

 
 
 

หนวยแรงจากโครงขายที่ 8 
 
 
 

 
                                      Finite Element solution 
                                      Exact Solution 

 
รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 

รูปที่ 4.2.8 คาหนวยแรงในทิศทาง y ตามแนว AB ในปญหาแผนวงกลมบาง 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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หนวยแรงจากโครงขายที่ 1 
 
 
 

 
 

หนวยแรงจากโครงขายที่ 3 
 
 
 
 
 

หนวยแรงจากโครงขายที่ 5 
 
 
 
 
 
 

หนวยแรงจากโครงขายที่ 8 
 
 
 
 

                                      Finite Element solution 
                                      Exact Solution 
 

รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 

รูปที่ 4.2.9 คาหนวยแรงเฉือน ตามแนว AB ในปญหาแผนวงกลมบาง 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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              (ก) โครงขายช้ินสวนที่ 7 ของงานวิจัยเดิม                             (ข) โครงขายช้ินสวนที่ 4 ของงานวิจัยเดิม          
                      ที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ                                                     ที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม 
                 η = 0.0436  Ne = 5031  Nn = 2630                              η = 0.0450  Ne = 4499  Nn = 2366               
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
                (ค) โครงขายช้ินสวนที่ 8 ของงานวิจัยนี้                                 (ง) โครงขายช้ินสวนที่ 2 ของงานวิจัยนี ้
                      ที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม ( p=2 )                        ที่ใชการปรับเรียบเชิงมุมและเรงการเขาสูผลเฉลย ( p=2 ) 
                  η = 0.0495  Ne = 60  Nn = 151                                η = 0.0452  Ne = 84  Nn = 201 

 
 
 
 

รูปที่ 4.2.10 การเปรียบเทียบ โครงขายชิ้นสวนสามเหลี่ยมในปญหาแผนวงกลมบาง 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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(ก) หนวยแรงในทศิทาง x ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ 

 
 

 
 
 

(ข) หนวยแรงในทศิทาง x ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม 
       
 

 
 
 

(ค) หนวยแรงในทศิทาง x ของงานวิจัยนี้ ( p=2 ) 

 
 

 
 
 

(ง) หนวยแรงในทิศทาง x ของงานวิจัยนี้ และใชวิธีเรงการเขาสูผลเฉลย ( p=1 ) 
 
 

 
 
 

                     Finite Element solution 
                     Exact Solution 

          รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 

รูปที่ 4.2.11 คาหนวยแรงในทิศทาง x  ตามแนว AB ในปญหาแผนวงกลมบาง 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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(ก) หนวยแรงในทศิทาง y ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ   

 
 

 
 
 

(ข) หนวยแรงในทศิทาง y ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม    
 
 

 
 
 

(ค) หนวยแรงในทศิทาง  y ของงานวิจัยนี้ ( p=2 ) 

 
 
 

 
 

(ง) หนวยแรงในทิศทาง y ของงานวิจัยนี้ และใชวิธีเรงการเขาสูผลเฉลย ( p=1 ) 
 
 
 

 
                     Finite Element solution 
                     Exact Solution 

             รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 

รูปที่ 4.2.12 คาหนวยแรงในทิศทาง  y  ตามแนว AB ในปญหาแผนวงกลมบาง 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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(ก) หนวยแรงเฉือน  ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ    

 
 

 
 
 

(ข) หนวยแรงเฉือน  ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม    
 
 
 

 
 

(ค) หนวยแรงเฉือน  ของงานวิจัยนี้ ( p=2 ) 

 
 
 

 
 

(ง) หนวยแรงเฉือน ของงานวิจัยนี้ และใชวิธีเรงการเขาสูผลเฉลย ( p=1 ) 
 
 
 
 

 
                     Finite Element solution 
                     Exact Solution 

            รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 

รูปที่ 4.2.13 คาหนวยแรงเฉือน  ตามแนว AB ในปญหาแผนวงกลมบาง 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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(ก) หนวยแรงในทศิทาง x ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ  

 
 

 

 
 

(ข) หนวยแรงในทศิทาง x ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม   
       
 

 
 
 

(ค) หนวยแรงในทศิทาง x ของงานวิจัยนี้ ( p=2 ) 

 
 

 
 
 

(ง) หนวยแรงในทิศทาง x ของงานวิจัยนี้ และใชวิธีเรงการเขาสูผลเฉลย ( p=1 ) 
 
 
 
 
 

                     Finite Element solution 
                     Exact Solution 

          รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 

รูปที่ 4.2.14 คาหนวยแรงในทิศทาง x  ตามแนว AC ในปญหาแผนวงกลมบาง 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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(ก) หนวยแรงในทศิทาง y ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ   

 
 

 
 
 

(ข) หนวยแรงในทศิทาง y ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม     
 
 

 
 
 

(ค) หนวยแรงในทศิทาง  y ของงานวิจัยนี้ ( p=2 ) 

 
 
 

 
 

(ง) หนวยแรงในทิศทาง y ของงานวิจัยนี้ และใชวิธีเรงการเขาสูผลเฉลย ( p=1 ) 
 
 
 
 

 
                     Finite Element solution 
                     Exact Solution 

             รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 

รูปที่ 4.2.15 คาหนวยแรงในทิศทาง  y  ตามแนว AC ในปญหาแผนวงกลมบาง 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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(ก) หนวยแรงเฉือน  ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ   

 
 

 
 
 

(ข) หนวยแรงเฉือน  ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม     
 
 
 

 
 

(ค) หนวยแรงเฉือน  ของงานวิจัยนี้ ( p=2 ) 

 
 
 

 
 

(ง) หนวยแรงเฉือน ของงานวิจัยนี้ และใชวิธีเรงการเขาสูผลเฉลย ( p=1 ) 
 
 
 
 

 
                     Finite Element solution 
                     Exact Solution 

            รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 

รูปที่ 4.2.16 คาหนวยแรงเฉือน  ตามแนว AC ในปญหาแผนวงกลมบาง 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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เวลา

( วินาที )

งานวิจัยเดิมที่ใช
การปรับเรียบของลาปลาซ

งานวิจัยเดิมที่ใช
การปรับเรียบเชิงมุม

201

2366

งานวิจัยน้ี ท่ีใช p=1

7

4

8

2 0.0452

5031

4499

60

84

0.0436

0.0450

0.0495
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116

103

8

3

14.50

12.88

1.00

ความคลาด
เคล่ือนสัมพัทธ

จํานวนเทาของเวลาเมื่อ
เปรียบเทียบกับงานวิจัยนี้ 

p=2

งานวิจัยน้ี ท่ีใช p=2

2630

151

งานวิจัย
จํานวน
โครงขาย

จํานวน
จุดตอ

จํานวน
ชิ้นสวน

 
 

ตารางที่ 4.2.1 เปรียบเทียบผลจากงานวิจัยตางๆ ในปญหาแผนวงกลมบาง 
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(ก)  คานยื่นรับแรงกระทําที่ปลายอิสระ 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข)  แบบจําลองการวิเคราะห 
 
 
 

รูปที่ 4.3.1 ปญหาคานยื่นรับแรงกระทําที่ปลายอิสระและแบบจําลองการวิเคราะห 
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(ก) โครงขายช้ินสวน η = 0.0169  Ne = 144  Nn = 345 

 
 
 

                                                              (ข)  การกระจายคาคลาดเคลื่อน 

 
 
 

(ค)  การกระจายของหนวยแรงในทิศทาง x 
 
 

 
 (ง)  การกระจายของหนวยแรงในทิศทาง y 

 
 

 
(จ)  การกระจายของหนวยแรงเฉือน 

 
 
 

รูปที่ 4.3.2 ผลการวิเคราะห ปญหาคานยื่นรับแรงกระทําที่ปลายอิสระ ในโครงขายที่ 1 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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(ก) หนวยแรงในทศิทาง x 
 
 

 
 
 
 
 
 

(ข) หนวยแรงในทศิทาง y 
 
 
 
 

 
 
 
 

(ค) หนวยแรงเฉือน 
 
 
 

 
                                      Finite Element solution 
                                      Exact Solution 

          รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 
 

รูปที่ 4.3.3 คาหนวยแรง บริเวณขอบลางของคาน ในโครงขายที่ 1  
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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 (ก) โครงขายช้ินสวนที่ 7 ของงานวิจัยเดิม 
ที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ 

η = 0.0447  Ne = 18649  Nn = 9637 

 
 
 
 
 

 (ข) โครงขายช้ินสวนที่ 4 ของงานวิจัยเดิม 
ที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม 

η = 0.0463  Ne = 17679  Nn = 9174 
 
 
 
 
 

(ค) โครงขายช้ินสวนที่ 1 ของงานวิจัยนี้ 
ที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม 

η = 0.0169  Ne = 144 Nn = 345 
 
 
 

รูปที่ 4.3.4 การเปรียบเทียบ โครงขายชิ้นสวนสามเหลี่ยมในปญหาคานยื่นรับแรงกระทําที่ปลายอิสระ 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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(ก) หนวยแรงในทศิทาง x ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ 

 
 
 

 
 
 

(ข) หนวยแรงในทศิทาง x ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม 
 
 
 
 
 

 
 

(ค) หนวยแรงในทศิทาง x ของงานวิจัยนี้ 
 
 
 
 
 

                     Finite Element solution 
                     Exact Solution 

     รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 
 

รูปที่ 4.3.5 คาหนวยแรงในทิศทาง  x  ตามแนวขอบลาง ในปญหาคานยื่นรับแรงกระทําที่ปลายอิสระ 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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(ก) หนวยแรงในทศิทาง y ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ 

 
 
 
 
 

 
 

(ข) หนวยแรงในทศิทาง y ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม 
 
 
 

 
 

 
(ค) หนวยแรงในทศิทาง  y ของงานวิจัยนี้ 

 
 
 
 
 

                     Finite Element solution 
                     Exact Solution 

     รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 
 

รูปที่ 4.3.6 คาหนวยแรงในทิศทาง  y  ตามแนวขอบลาง ในปญหาคานยื่นรับแรงกระทําที่ปลายอิสระ 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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(ก) หนวยแรงเฉือน  ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบของลาปลาซ[23] 

 
 
 
 
 

 
(ข) หนวยแรงเฉือน  ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม[26] 

 
 
 
 

 
 

(ค) หนวยแรงเฉือน  ของงานวิจัยนี้ 
 
 
 
 
 

                     Finite Element solution 
                     Exact Solution 

     รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 
 

รูปที่ 4.3.7 คาหนวยแรงเฉือน  ตามแนวขอบลาง ในปญหาคานยื่นรับแรงกระทําที่ปลายอิสระ 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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(ก) โครงขายช้ินสวน η = 0.0100  Ne = 260  Nn = 599 

 
 

 
 
 
 
 

 
(ข) หนวยแรงในทศิทาง x 

 
 
 

 
 
 
 

 
 

(ค) หนวยแรงในทศิทาง y 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

(ง) หนวยแรงเฉือน 
                     Finite Element solution 
                     Exact Solution 

รูปที่ 4.3.8 โครงขายชิ้นสวนสามเหลี่ยมใน ปญหาคานยื่นรับแรงกระทําที่ปลายอิสระ  
ที่เพิ่มความละเอียดของโครงขายเริ่มตน และ 

คาหนวยแรงบริเวณขอบลางของคาน 
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เวลา

( วินาที )

งานวิจัยเดิมที่ใช
การปรับเรียบของลาปลาซ

งานวิจัยเดิมที่ใช
การปรับเรียบเชิงมุม

จํานวน
ชิ้นสวน

ความคลาด
เคล่ือนสัมพัทธ

จํานวนเทาของเวลาเมื่อ
เปรียบเทียบกับงานวิจัยน้ี

9637

345

งานวิจัย
จํานวน
โครงขาย

จํานวน
จุดตอ

2095

1795

7

299.29

256.43

1.00

18649

17679

144

0.0447

0.0463

0.0169

9174

7

4

1งานวิจัยน้ี

 
 

ตารางที่ 4.3.1 เปรียบเทียบผลจากงานวิจัยตางๆ ในปญหาคานยื่นรับแรงกระทําที่ปลายอิสระ 
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σ

            
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ก)  คานชวงเดียวมีชองเปดรับแรงกระทําเปนจุด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข)  แบบจําลองการวิเคราะห 
 
 
 

รูปที่ 4.4.1 ปญหาคานชวงเดียวมีชองเปดรับแรงกระทําเปนจุดและแบบจําลองการวิเคราะห 
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Mesh 1  η = 0.2054  Ne = 313  Nn = 752 
 
 
 
 

                            
Mesh 2  η = 0.1018  Ne = 499  Nn = 1176 

 
 

 
 

Mesh 4  η = 0.0634  Ne = 621  Nn = 1462 

 
          
        

 
Mesh 6  η = 0.0597  Ne = 692  Nn = 1617 

 
 
 
 
                   

Mesh 8  η = 0.0498  Ne = 771  Nn = 1792 
 
 
 

รูปที่ 4.4.2 โครงขายชิ้นสวนสามเหลี่ยมในปญหาคานชวงเดียวมีชองเปด 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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                                                              (ก)  การกระจายคาคลาดเคลื่อน 
 
 
 
 

(ข)  การกระจายของหนวยแรงในทิศทาง x 
 
 
 

 (ค)  การกระจายของหนวยแรงในทิศทาง y 
 
 
 
 

(ง)  การกระจายของหนวยแรงเฉือน 
 

 
 
 

รูปที่ 4.4.3 ผลการวิเคราะห ปญหาคานชวงเดียวมีชองเปด ในโครงขายที่ 8 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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(ก) หนวยแรงในทศิทาง x 
 
 
 

 
 
 

(ข) หนวยแรงในทศิทาง y 
 
 
 

 
 
 

(ค) หนวยแรงเฉือน 
 
 
 
 

 
                                      Finite Element solution 
                                      Exact Solution 

     รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 
 

รูปที่ 4.4.4 คาหนวยแรง ตามขอบบนของคานชวงเดียวมีชองเปด ในโครงขายที่ 8 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ปรับปรุงคุณภาพชิ้นสวนโดยใชวิธีปรับเรียบเชิงมุม 
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 (ก) โครงขายช้ินสวนที่ 5 ของงานวิจัยเดิม 
ที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม 

η = 0.0481  Ne = 60729  Nn = 31611 

 
 
 
 
 

 (ข) โครงขายช้ินสวนที่ 8 ของงานวิจัยนี้ 
ที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม ( p=2 ) 

η = 0.0498  Ne = 771  Nn = 1792 
 
 
 
 
 

(ค) โครงขายช้ินสวนที่ 3 ของงานวิจัยนี้ 
ที่ใชการปรับเรียบเชิงมุมและเรงการเขาสูผลเฉลย ( p=1 ) 

η = 0.0478  Ne = 1073  Nn = 2422 
 
 
 

รูปที่ 4.4.5 การเปรียบเทียบ โครงขายชิ้นสวนสามเหลี่ยมในปญหาคานชวงเดียวมีชองเปด 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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(ก) หนวยแรงในทศิทาง x ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม 

 
 
 

 
 
 

(ข) หนวยแรงในทศิทาง x ของงานวิจัยนี้ ( p=2 ) 
 
 
 
 
 

 
 

(ค) หนวยแรงในทศิทาง x ของงานวิจัยนี้ และวิธีเรงการเขาสูผลเฉลย ( p=1 ) 
 
 
 
 
 

                     Finite Element solution 
 
    รูปแสดงลักษณะของปญหา 

 
 
 

รูปที่ 4.4.6 คาหนวยแรงในทิศทาง x  ตามแนวขอบบน ในปญหาคานชวงเดียวมีชองเปด 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 

 



 92

-100
-80
-60
-40
-20

0
20
40
60
80

100

0 50 100 150 200 250 300
x(cm.)

σy(ksc.)

-100 
-80 
-60 
-40 
-20 

0
20
40
60
80

100

0 50 100 150 200 250 300
x(cm.)

σy(ksc.)

-100
-80
-60
-40
-20

0
20
40
60
80

100

0 50 100 150 200 250 300
x(cm.)

σy(ksc.)

σ

 
 
 
 

 
 

(ก) หนวยแรงในทศิทาง y ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม 

 
 
 

 
 
 

(ข) หนวยแรงในทศิทาง y ของงานวิจัยนี้ ( p=2 ) 
 
 
 
 
 

 

 
(ค) หนวยแรงในทศิทาง y ของงานวิจัยนี้ และวิธีเรงการเขาสูผลเฉลย ( p=1 ) 

 
 
 
 
 

                     Finite Element solution 
                     Exact Solution 

          รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 
 
 

รูปที่ 4.4.7 คาหนวยแรงในทิศทาง y  ตามแนวขอบบน ในปญหาคานชวงเดียวมีชองเปด 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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(ก) หนวยแรงเฉือน  ของงานวิจัยเดิมที่ใชการปรับเรียบเชิงมุม 

 
 
 

 
 

(ข) หนวยแรงเฉือน  ของงานวิจัยนี้ ( p=2 ) 
 
 
 
 
 

 

 
(ค) หนวยแรงเฉือน  ของงานวิจัยนี้ และวิธีเรงการเขาสูผลเฉลย ( p=1 ) 

 
 
 
 
 

                     Finite Element solution 
                     Exact Solution 

       รูปแสดงลักษณะของปญหา 
 
 

รูปที่ 4.4.8 คาหนวยแรงเฉือน  ตามแนวขอบบน ในปญหาคานชวงเดียวมีชองเปด 
ในโครงขายสุดทาย ของงานวิจัยตางๆ 
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โครงขายช้ินสวนที่ 5  
โครงขายช้ินสวน η = 0.0570  Ne = 3139  Nn = 6694 

 
 
 

รูปที่ 4.4.9 โครงขายชิ้นสวนสามเหลี่ยมในปญหาคานชวงเดียวมีชองเปด 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน  

ที่ไดจากการวิเคราะหโดยโปรแกรมสําเร็จรูป  ANSYS 
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(ก) หนวยแรงในทศิทาง x 
 
 
 
 
 
 

(ข) หนวยแรงในทศิทาง y 
 
 

 
 
 
 

(ค) หนวยแรงเฉือน 
 

 
                                      Finite Element solution 

 
       รูปแสดงลักษณะของปญหา 

 
 

รูปที่ 4.4.10 คาหนวยแรง ตามขอบบนของคานชวงเดียวมีชองเปด ในโครงขายที่ 5 
โดยใชชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน และ 
ที่ไดจากการวิเคราะหโดยโปรแกรมสําเร็จรูป  ANSYS 
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(ก) โครงขายช้ินสวนที่ 5  
 η = 0.0444  Ne = 1292  Nn = 2895 

 
 
 
 
 
 

   
 

(ข) หนวยแรงในทศิทาง x 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ค) หนวยแรงในทศิทาง y 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ง) หนวยแรงเฉือน 
 

                     Finite Element solution 
 

รูปที่ 4.4.11 โครงขายชิ้นสวนสามเหลี่ยมใน ปญหาคานชวงเดียวมีชองเปด 
ที่เพิ่มความละเอียดของโครงขายเริ่มตน และ 

คาหนวยแรงบริเวณขอบบนของคาน 
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เวลา

( วินาที )

งานวิจัยเดิมท่ีใช
การปรับเรียบเชิงมุม

6694

1792

        โปรแกรมสําเร็จรูป       
ANSYS

5

8

3

5

งานวิจัยน้ี ท่ีใช p=2

0.0570

60729

771

1073

3139

0.0481

0.0498

0.0478

3.50

3997

94

63

329

42.52

1.00

0.67งานวิจัยน้ี ท่ีใช p=1

31611

2422

งานวิจัย
จํานวน
โครงขาย

จํานวน
จุดตอ

จํานวน
ชิ้นสวน

ความคลาด
เคล่ือนสัมพัทธ

จํานวนเทาของเวลาเม่ือ
เปรียบเทียบกับงานวิจัยน้ี 

p=2

 
 

ตารางที่ 4.4.1 เปรียบเทียบผลจากงานวิจัยตางๆ ในปญหาคานชวงเดียวมีชองเปด 
 



บทที่ 5 
 

สรุปผลการวจิัยและขอเสนอแนะ 
 
5.1 สรุปผลการวิจัย 
 
 การพัฒนาโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับขนาดชิ้นสวนอัตโนมัติในงานวิจัยนี้ ยังคงยึดหลักการ
ทํางานตามกระบวนการปรับขนาดชิ้นสวนเดิม นั่นคือ ใชการประมาณคาคลาดเคลื่อนจากการเปรียบเทียบผลที่
ไดจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตกับคาประมาณของผลเฉลยที่ไดจากวิธีการฟนตัวเปนหยอม สรางชิ้นสวน
สามเหลี่ยมดวยวิธีการตัดทอนเปนรูปสามเหลี่ยมเดอลอเนโดยวิธีฟรอนทคืบหนา ซึ่งใชการปรับปรุงคุณภาพ
โครงขายโดยวิธีการปรับเรียบเชิงมุม และปรับขนาดชิ้นสวนโดยการเพิ่มจุดลงในบริเวณพื้นที่ที่มีความคลาด 
เคล่ือนมาก โดยคํานวณความหนาแนนของจุดจากความคลาดเคลื่อนโดยประมาณ  
 
 ในสวนของการพัฒนาโปรแกรมที่ไดมีการเปลี่ยนแปลงนั้น จะเปนการเปลี่ยนพฤติกรรมของชิ้นสวนที่
ประกอบกันเปนโครงขายใหมีพฤติกรรมที่ยืดหยุนมากขึ้น คือเปลี่ยนชนิดของชิ้นสวนจากสามเหลี่ยมชนิดความ 
เครียดคงที่เปนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิงเสน ซึ่งจะทําใหผลที่ไดจากการวิเคราะหโดยระเบียบวิธีไฟไนเอลิ
เมนตมีความแมนยํามากขึ้นและลดเวลาในการคํานวณลง ซึ่งสามารถสรุปผลที่ไดจากการพัฒนาโปรแกรม ดังนี้ 
 
 การประมาณคาคลาดเคลื่อน มีการกระจายคาคลาดเคลื่อนไดดีในพื้นที่ของปญหา แตจะเกิดคา
คลาดเคลื่อนที่สูงกวาบริเวณอื่น คือที่บริเวณขอบของปญหาที่รับแรงแตคาคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นก็สูงกวาไมมาก
และใหผลที่ดีขึ้นกวาในงานวิจัยเดิม ซึ่งเปนผลมาจากการประมาณคาหนวยแรงที่ดีขึ้นเนื่องจากการเปลี่ยนแปลง
ของหนวยแรงที่ไดจากการวิเคราะหโดยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเปนแบบเชิงเสน ซึ่งผลจากการกระจายของ
คาคลาดเคลื่อนนี้จะสงผลถึงการปรับขนาดของโครงขายในรอบถัดไปใหมีความตอเนื่องของโครงขายที่ดี ใน
บริเวณภายในของปญหา แตจะเกิดความไมตอเนื่องบางที่บริเวณขอบที่รับแรงก็เนื่องจากคาคลาดเคลื่อนที่สูง
กวาบริเวณอื่นแตสัดสวนของพื้นที่ที่เกิดคาคลาดเคลื่อนไมเหมาะสม ทําใหสรางจุดตอในบริเวณนี้ไดไมดีนักเมื่อ
ถึงขั้นตอนการสรางชิ้นสวนสามเหลี่ยมจึงทําใหไดชิ้นสวนสามเหล่ียมที่ไมคอยตอเนื่องมากนัก ซึ่งจะเห็นไดใน
ตัวอยางที่ 1 ของงานวิจัยนี้ ดังนั้นการกําหนดโครงขายเร่ิมตนที่เหมาะสมจะทําใหการกระจายของคาคลาด 
เคล่ือนดีขึ้น ซึ่งจะทําใหการปรับขนาดโครงขายในรอบถัดไปนั้นสรางชิ้นสวนไดมีความตอเนื่องดวย 
 
 ผลของพฤติกรรมของชิ้นสวนที่ใชในการวิเคราะห จะเห็นวาลักษณะการกระจายของหนวยแรงของ
ปญหาในการวิเคราะหนั้นจะสงผลตอเวลาที่ใชในการวิเคราะหอยางมาก คือ เม่ือปญหาที่ใชในการวิเคราะห มี
ลักษณะการกระจายของหนวยแรงใกลเคียงกับพฤติกรรมของชิ้นสวนซึ่งในที่นี้คือ เมื่อปญหามีการกระจายของ
หนวยแรงมีลักษณะเปนเชิงเสนจะทําใหผลที่ไดจากการวิเคราะหถูกตองและแมนยําอยางรวดเร็ว ซึ่งสังเกตได
จากตัวอยางที่ 3 ของงานวิจัยนี้ จะเห็นวาลักษณะการกระจายของหนวยแรงในคานยื่นจะเปนลักษณะเชิงเสนคือ
เปนสัดสวนโดยตรงกับระยะที่หางออกจากตําแหนงที่แรงกระทํา ดังนั้นจึงทําใหผลที่ไดจากการวิเคราะหของ
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ขนาดของชิ้นสวนใหม 

ตําแหนงการเพิ่มจุดตอ
เดิม 

ตําแหนงการเพิ่มจุดตอที่
ควรเปน 

งานวิจัยนี้ถูกตองอยางรวดเร็วมาก โดยไมตองใชการปรับขนาดโครงขายเลย ซึ่งจะแตกตางจากตัวอยางที่ 1 
ซึ่งลักษณะการกระจายของหนวยแรงนั้นคอนขางคงที่เปนบริเวณกวาง จึงทําใหเวลาโดยรวมเร็วกวาในงานวิจัย
กอนหนาไมมากนัก ดังนั้นจึงสรุปไดวา เวลาที่จะใชในการวิเคราะหนั้นจะขึ้นอยูกับลักษณะของปญหา วามีความ
สอดคลองกับพฤติกรรมของชิ้นสวน มากนอยเพียงใด 
 
 บริเวณสวนโคงที่ขอบเขตของปญหา จะเห็นวาการเปนตัวแทนทางกายภาพของขอบเขตที่เปนเสนโคง
ในงานวิจัยนี้จะไมดีมากนัก เนื่องจากการปรับขนาดของโครงขายจะปรับขนาดเฉพาะในบริเวณที่เกิดคา
คลาดเคลื่อนสูง ทําใหการปรับขนาดที่ขอบเขตที่เปนสวนโคงทําไดไมดีมากนัก วิธีแกไขคือตองเปลี่ยนโครงขาย
เริ่มตนใหมีความละเอียดขึ้นในบริเวณที่ตองการ หรือ เปล่ียนชนิดของชิ้นสวนที่ใชเปนสามเหลี่ยมชนิดที่ดานเปน
เสนโคงซึ่งจะทําใหเสียเวลาที่ใชการสรางโครงขายมากขึ้น 
 
 โปรแกรมที่ปรับปรุงแลวนี้สามารถวิเคราะหผลไดแมนยําและรวดเร็วขึ้นมาก ซึ่งในการนําไปใชจริงผูใช
จําเปนตองมีความรูในการกําหนดคาคลาดเคลื่อนที่ยอมใหและการกําหนดโครงขายเริ่มตนใหเหมาะสม รวมทั้ง
การสรางแบบจําลองที่ใชในการวิเคราะหใหเหมาะสมกับปญหาซึ่งจะแตกตางกันออกไป เพื่อใหเกิดประสิทธิ 
ภาพในการทํางานของโปรแกรม 
 
5.2 ขอเสนอแนะอื่นๆ 
 
 ในการศึกษาเพื่อการนําไปใชงานจริง ควรมีการปรับปรุงในสวนของการปรับขนาดชิ้นสวนใหสามารถมี
การเพิ่มหรือลดจุดตอไดอยางอิสระ และการเพิ่มจุดตอควรจะพิจารณาตําแหนงที่เพิ่มใหเหมาะสมกับคา
คลาดเคลื่อนโดยรอบที่เกิดขึ้น คือ โดยปกติการเพิ่มจุดตอจะเพิ่มที่กึ่งกลางของชิ้นสวน ซึ่งโดยเบื้องตนจะมีการ
ตรวจสอบวาเพิ่มจุดตอไดหรือไมกับจุดตอที่เปนจุดยอดของชิ้นสวนนั้น ซึ่งแตละจุดตอก็จะมีคาความคลาด 
เคล่ือนแตกตางกันไป ดังนั้นเพื่อใหจุดตอที่เพิ่มเขามาใชไดอยางมีประสิทธิภาพจึงควรเปลี่ยนตําแหนงของจุดตอ
ที่เพิ่มเขาไป โดยเพิ่มจุดตอใหใกลกับจุดตอที่เกิดคาคลาดเคลื่อนสูงกวา ดังแสดงในรูปที่ 5.2.1 และจุดตอบริเวณ
ขอบก็ควรจะมีการปรับเปล่ียนตําแหนงไดใหมในทุกรอบของการปรับขนาดชิ้นสวน จะทําใหไดโครงขายที่ความ
ตอเนื่องมากขึ้น ซึ่งจะสามารถใชจุดตอในโครงขายสุดทายไดอยางมีประสิทธิภาพและเหมาะสมที่สุด และก็จะ
ชวยลดเวลาในสวนของการคํานวณจุดตอที่ไมจําเปนลงได  

 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5.2.1 ตําแหนงที่ควรเปนของการเพิ่มจุดตอ 
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ภาคผนวก 



ภาคผนวก ก 
 

การใชงานโปรแกรม 
 
 เนื่องจากโปรแกรมมีการทํางานโดยอาศัยการนําเขาขอมูลจากแฟมขอมูลเปนหลัก ดังนั้นแฟมขอมูลจึง
เปนสวนที่สําคัญที่สุดสําหรับผูใชงาน ซึ่งมีรายละเอียดของแฟมดังนี้ โดยยกตัวอยางแฟมจากการวิเคราะห
ปญหาในตัวอยางที่ 1 ของบทที่ 4 ดังแสดงในรูป ผ.ก.1 โดยเพิ่มหมายเลขบรรทัดเพื่อความสะดวกในการอางอิง 
 
 ในสวนแรกของแฟมบรรทัดที่ 1 – 6 จะเปนการกําหนดลักษณะของปญหา ความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ
ที่ยอมให และคุณสมบัติทางวัสดุของปญหาซึ่งสามารถเขาใจไดโดยงาย ลําดับตอมาใบบรรทัดที่ 8 จะเปนพิกัดที่
มุมลางซายและมุมขวาบนของพื้นที่ที่จะกําหนดให ADT เพื่อใชแบงใหกับแตละจุดตอไป ขอสังเกตคือที่มุมบน
ขวาตองอยูเลยตําแหนงบนขวาสุดของปญหาออกไป ในขณะที่มุมลางซายสามารถกําหนดใหซอนทับกับ
ตําแหนงลางซายของปญหาได 
 
 สวนตอมาในบรรทัดที่ 10 เปนจํานวนของขอบเขตของปญหา และในบรรทัดที่ 12 – 18 เปนขอมูลของ
แตละขอบเขตโดยมีขอมูลเรียงตามลําดับดังนี้ 1. หมายเลขประจําขอบเขตโดยตองเริ่มจาก 0 ไลตามกันไป 2. คา
พิกัดในแนวแกน x ของจุดเริ่มตน 3. คาพิกัดในแนวแกน y ของจุดเริ่มตน 4. คาพิกัดในแนวแกน x ของจุดปลาย 
5. คาพิกัดในแนวแกน y ของจุดปลาย 6. รัศมีของเสนขอบเขต มีคาเปนบวกเมื่อจุดศูนยกลางอยูทางซายของ
เสน มีคาเปนลบเมื่อจุดศูนยกลางอยูทางดานขวาของเสน และมีคาเปน 0 ถาเปนเสนตรง 7. จํานวนขอบเขตยอย
ที่จะแบงจากขอบเขตนั้น 
 
 ตอมาเปนขอมูลของที่รองรับโดยในบรรทัดที่ 20 เปนจํานวนของที่รองรับ และมีรายละเอียดของที่
รองรับในบรรทัดที่ 22 – 25 โดยมีขอมูลของที่รองรับเรียงตามลําดับดังนี้ 1. เปนหมายเลขเสนขอบเขตที่จะอางอิง
ถึง 2. ชนิดของที่รองรับมีคา p หรือ P  ถามีการรองรับเฉพาะที่จุดเริ่มตนของขอบเขต และมีคาเปน l หรือ L ถามี
การรองรับตลอดทั้งเสนขอบเขต 3. การรองรับในทิศทาง x มีคาเปน 1 ถาไมอนุญาตใหมีการเคลื่อนที่ และมีคา
เปน 0 ถาอนุญาตใหเคลื่อนที่ในแนวแกน x ได 4. การรองรับในทิศทาง y มีคาเปน 1 ถาไมอนุญาตใหมีการ
เคล่ือนที่ และมีคาเปน 0 ถาอนุญาตใหเคลื่อนที่ในแนวแกน y ได 
 
 ตอมาเปนขอมูลของแรงกระทําโดยในบรรทัดที่ 27 เปนจํานวนแรงกระทํา และ บรรทัดที่ 29 เปน
รายละเอียดของแรงกระทําโดยมีขอมูลเรียงตามลําดับดังนี้ 1. หมายเลขของขอบเขตที่อางอิงถึง 2. ชนิดของแรง
กระทํา มีคาเปน p หรือ P ถาแรงกระทําเปนจุดกระทําเฉพาะที่จุดเริ่มตนของขอบเขต และมีคาเปน l หรือ L ถามี
แรงกระทําเปนแรงแผกระจายตลอดทั้งเสนขอบเขต 3. และ 4. เปนขนาดของแรงกระทําในทิศทาง x และ y ที่
จุดเริ่มตนของขอบเขต 5. และ 6. เปนขนาดของแรงกระทําทิศทาง x และ y ที่จุดปลายของขอบเขต ถาชนิด
ขอมูลเปน p หรือ P ขอมูลที่ 5. และ 6. ตองไมมี 
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 ในสวนสุดทายของแฟมในบรรทัดที่ 31 เปนขอมูลสําหรับการแสดงผลทางกราฟฟกโดยกําหนด
ขนาดของตัวหนังสือและมาตราสวนในการแสดงผลการเปลี่ยนตําแหนง 
 
 ในการใชงาน โปรแกรมจะใหปอนชื่อแฟมขอมูลสําหรับนําเขา และหลังจากที่ทําการวิเคราะหแลว 
โปรแกรมก็จะใหกําหนดชื่อแฟมขอมูลสงออกให โดยในแตละรอบของโครงขายชิ้นสวนจะสงออกแฟมขอมูล 3 
แฟม คือ 
 

1. แฟมขอมูลทางเรขาคณิตของจุดตอและชิ้นสวน และคาการเคลื่อนที่ของแตละจุดตอ 
2. แฟมขอมูลแสดงคาหนวยแรงและคาคลาดเคลื่อนของแตละจุดตอ 
3. แฟมและเปลี่ยนขอมูลทางดานกราฟฟก 
 
สําหรับการใชขอมูลใน 2 แฟมแรกสามารถเปดใชไดดวยโปรแกรมแกไขคําทั่วไป สวนแฟมขอมูลที่ 3 

สามารถนําเขาแสดงผลในโปรแกรม CAD ทั่วไป เชน ถาใชโปรแกรม AutoCAD ก็จะนําเขาแฟมขอมูลโดยใช
คําส่ัง dxfin จากนั้นก็สามารถจัดการกับขอมูลไดเหมือนกับขอมูลที่เขียนขึ้นจาก AutoCAD ทุกประการ 

 
 
1      Plane type<plane stress=0 , plane strain=1> 
2     0 
3     Expected Error 
4     0.01 
5     Material properties <E   nu   thickness > 
6     2e6     0.3      0.1 
7     Limit of search <lowerleft (x,y) upperright (x,y)> 
8     0   0    20.01   20.01 
9     Number of boundary 
10   7 
11    BoundaryNo.  (x1,y1)  (x2,y2)  radius  segment 
12    0   0    20   0     8     0    8 
13    1   0    8     0     2     0    5 
14    2   0    2     2     0    -2    3 
15    3   2    0     8     0     0    5 
16    4   8    0     20   0     0    9 
17    5   20  0     20   20   0    9 
18    6   20  20   0     20   0    9 
19    Number of support 
20    4 
21    BoundaryNo. (Point/Line<p/l>)  ( x,y <fix/free:1/0>) 
22    0    L    1    0 
23    1    L    1    0 
24    3    L    0    1 
25    4    L    0    1 
26    Number of load 
27    1 
28    BoundaryNo. (Point/Line) (x1,y1) (x2,y2) <if point neglect x2,y2>  
29    6    L    0     100     0     100 
30    Text size & Displacement scale 
31    0.2    50 
 
 
 

รูปที่ ผ.ก.1 ตัวอยางแฟมนําเขาขอมูล 



ภาคผนวก ข 
 

รายละเอียดของรหัสคํานวณ 
 
 ในการเขียนรหัสคํานวณดวยภาษา C++  จะแบงประเภทแฟมขอมูลเปน 2 ชนิด คือ แฟมสวนหัวคือมี
ชื่อแฟมลงทายดวย .h  และแฟมโปรแกรมคือมีชื่อลงทายดวย .cpp  ในงานวิจัยนี้ไดรวมแฟมโปรแกรมเขาใน
แฟมสวนหัวเพื่อลดการพิมพในการคอมไพลโปรแกรม ดังนั้นถาตองการความรวดเร็วในการคอมไพลสามารถ
แยกสวนดําเนินการ ( implementation ) ในแฟมสวนหัวออกเปนแฟมโปแกรมในชื่อเดียวกันแลวใชคําส่ัง 
#include “filename” ในการอางอิงถึงแฟมสวนหัว สําหรับรายละเอียดของรหัสคํานวณทั้งหมดไดรวบรวมไวใน
แผนดิสเกตประกอบวิทยานิพนธ 



 107
ประวัติผูเขียนวิทยานิพนธ 

 
 นายชัยณรงค เสียงไพรพันธ  เกิดเมื่อวันที่ 21 มิถุนายน พ.ศ. 2524 ที่จังหวัดขอนแกน  เขารับ
การศึกษาในระดับประถมศึกษาที่โรงเรียนเทศบาลสวนสนุก จังหวัดขอนแกน และเขารับการศึกษาในระดับ
มัธยมศึกษาที่โรงเรียนขอนแกนวิทยายน จังหวัดขอนแกน สําเร็จการศึกษาระดับปริญญาวิศวกรรมศาสตร
บัณฑิต จากมหาวิทยาลัยขอนแกน จังหวัดขอนแกน ในปการศึกษา 2544 และเขาศึกษาตอในระดับปริญญา
วิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิต  สาขาวิศวกรรมโยธา จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย ในปการศึกษา 2545 
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