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ในปจจุบันระบบเลขจํานวนเชิงซอนไดถูกนํามาใชอยางกวางขวาง นักคณิตศาสตรเกาส
(Gausse) ไดนําเสนอวิธีการแสดงจํานวนซ้ําซอน โดยการใชจํานวนจริงสองจํานวนในการแสดง
จํานวนซ้ําซอนเพียงจํานวนเดียว โดยที่จํานวนจริงทั้งสองจํานวนนั้นเปนอิสระตอกัน เมื่อนําระบบ
ของเกาสมากระทํากับตัวดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิต(fundamental arithmetic operator) ก็
คือการบวก ลบ คูณ หาร จะพบวาใชเวลาในการคํานวณสูงเมื่อเทียบกับเวลาที่ใชคํานวณบน
ระบบจํานวนจริง คนุท(Knuth) จึงออกแบบระบบเลขฐานของจํานวนเชิงซอนขึ้นมา ซึ่งไดรับการ
พิสูจนในเวลาตอมาวาใชเวลาในการคํานวณลดลง อยางไรก็ตามขนาดของจํานวนในระบบ
จํานวนเชิงซอนของคนุทยังมีขนาดใหญ งานวิจัยชิ้นนี้จึงมุงเนนเพื่อลดขนาดของจํานวนในระบบนี ้
โดยใชแนวคิดของเลขอิงดรรชนี (floating-point format) นอกจากนี้งานวิจัยชิ้นนี้มุงเนน ที่จะ
พัฒนาอัลกอริทึมการแปลงชุดตัวเลขสําหรับระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนีเชื่อมตรง ที่มี
คาความหนวงเชื่อมตรงเทากับสอง และเพื่อนํามาใชกับระบบดังกลาว ระบบจํานวนจําเปนตอง
เปนระบบจํานวนซ้ําซอนเทานั้น 
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 Nowadays a complex number system has been used widely. Gausse 
introduced a system to represent a complex number using two real numbers. The two 
real numbers are maintained independently. Time used for fundamental arithmetic 
operations in this system is longer compared with the real number system. In order to 
reduce calculation time, Knuth proposed a new complex number system. We found that 
the size of the number is large. This thesis proposes a novel system to reduce the size 
of numbers in this system, using the concept of floating-point format. In addition this 
thesis aims to develop an on-line fundamental arithmetic algorithm for the new system 
illustrated by an on-line digit set conversion with an on-line delay 2. This can be realized 
only if the number system is redundant.  
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บทที่ 1 

 

บทนํา 
 
1.1 ที่มาและความสําคัญของปญหา 

จากการศึกษาประวัติศาสตรอันยาวนานของระบบจํานวนที่เกี่ยวของในชีวิตประจาํวนัของ
มนุษยนัน้ พบวามีระบบจํานวนมากมายหลายระบบซึ่งแตละระบบ ถกูออกแบบมาเพื่อความ
เหมาะสมในการทํางานแตละงาน มีทัง้ระบบจํานวนที่ใชในเรื่องของวนัและเวลา เชนระบบเลขฐาน
หกสิบที่คนพบวาถกูนาํมาใชคร้ังแรกโดยชาวบาบิโลน เปนตน สําหรับระบบจํานวนเพื่อใชในการ
ประมวลผลนัน้ ระบบจํานวนแบบเลขฐาน (based number system or radix number system) 
เปนทีน่ิยมใชกนัมาก สิ่งที่ควบคูไปกับระบบจํานวนเพื่อการประมวลผลก็คือ ตัวดําเนนิงาน 
(operator) แบบตางๆ ที่ตองถูกออกแบบมาใชในการประมวลผลดวย โดยตัวดาํเนินการพื้นฐาน
ทางเลขคณิต (fundamental arithmetic operator) ก็คือ การบวก การลบ การคูณ และการหาร 
โดยการออกแบบจะคํานงึถงึความเหมาะสม ในทีน่ี้ความเหมาะสม อาจเปน ความเร็วในการ
คํานวณ ความไมซับซอนของการทํางาน ความถูกตองแมนยํา เปนตน อนึง่ตัวดาํเนินการตางๆ ใน
ระบบจํานวนแบบเลขฐานนัน้ สามารถถูกพิจารณาเสมือนการแปลงชุดตัวเลข (digit set 
conversion) จากเซตหนึง่ไปสูอีกเซตหนึ่งไดภายใตเลขฐานเดยีวกนั ซึ่งจะไดกลาวในรายละเอียด
ตอไป 

สําหรับคอมพวิเตอรนั้น ระบบเลขฐานสอง (binary number system) ไดถูกเลือกมาใช ไม
วาจะเปนจาํนวนเต็ม จาํนวนจริง หรือแมกระทัง่จํานวนเชิงซอน ตัวดาํเนนิการพืน้ฐานบนฐานสอง
ไดถูกออกแบบมาอยางมีประสิทธิภาพ ปจจุบันนีจ้ํานวนเชิงซอนไดเขามามบีทบาทอยางมากใน
การแกปญหาทางการคํานวณ การประมวลผลของปญหาที่มีความซบัซอนหลายปญหาก็สามารถ
แสดงไดโดยใชจํานวนเชิงซอน นักคณิตศาสตร เกาส (Gausse) ไดเสนอวิธกีารจะใชเลขฐานสอง 
สองจํานวนมาสรางความสัมพันธกันเพื่อเปนตัวแทนจํานวนเชงิซอนได แตการคํานวณพื้นฐานทาง
คณิตศาสตรของจํานวนเชงิซอนนัน้ จะใชเวลาสงูเมื่อเทียบกับการคาํนวณบนจาํนวนจริง ทั้งนี้
เพราะระบบจาํนวนถูกออกแบบมาสําหรับจํานวนจริงเปนหลกั ดงันัน้จึงไดมนีักคณิตศาสตรชื่อ 
คนุท (Knuth) ไดออกแบบระบบเลขฐานของจํานวนเชงิซอน [1] ขึ้นมา โดยผลงานการวิจัยของ
นักวจิัยหลายทานตอมาไดแสดงใหเหน็วา ระบบจํานวนเชิงซอนของคนทุเปนระบบจํานวนที่มี
ประสิทธิภาพในดานความเร็วในการประมวลผล แตทั้งนี้ ขนาดของจํานวนในระบบดังกลาวมี
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ขนาดใหญ สิ้นเปลืองเนื้อที่ในการจัดเกบ็ นอกจากนีย้ังมีระบบจาํนวนเชงิซอนรปูแบบอื่นที่ไดถูก
นําเสนอมา เชนระบบจํานวนเชิงซอนของ เพนน ี(Penney) [2] ซึ่งใชฐานเปน -1 + i และชุดตัวเลข 
{0,1} ระบบจํานวนเชงิซอนอกีระบบนาํเสนอโดยซาเฟอร (Safer) [3] 

  ในงานวจิัยนี ้ จะมุงเนนแกปญหาความสิน้เปลืองของเนื้อที่ในการจัดเก็บจํานวน โดยนํา
แนวคิดของการจัดรูปแบบเลขอิงดรรชนี (floating-point format) [4] ของจํานวนจริงมาใช  โดย
อาศัยขอไดเปรียบ ของระบบจํานวนของคนทุซึ่งสวนจํานวนจรงิ และสวนจนิตภาพของจาํนวน
สามารถถูกบรรยายไดโดยใชจํานวนชุดเดียวกนั เมื่อเปรียบเทียบกับจํานวนเชิงซอนของเพนนีแลว 
จํานวนเชิงซอนของคนทุสวนจริง (real part) และสวนจินตภาพ (imaginary part) มีความเปน
อิสระจากกนัมากกวาระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนี นอกจากนี้ในงานวิจัยนี้ยงัสนใจออกแบบตัว
ดําเนนิการพื้นฐานที่จําเปนในระบบดังกลาวดวย โดยพิจารณาตวัดําเนนิการในรปูของการแปลง
ชุดตัวเลข และรูปแบบของการประมวลผลความเร็วสูงทีถู่กเลือกมาใชในงานวิจยันี้ เปนการ
ประมวลผลเชือ่มตรง (on-line computation) ซึ่งถูกเสนอครั้งแรกโดยเออเซโกวัก (Ercegovac) 
และทราเวดิ (Trivedi)  [5,6] ในการประมวลผลแบบนี้เปนลักษณะของการประมวลผลแบบลําดับ
และการประมวลผลทอตรง (pipeline processing) รวมกนั ดังนั้นระบบจาํนวนเชงิซอนที่ใชใน
งานวิจยันี้จงึตองเปนระบบจาํนวนซ้าํซอน (redundant number system)[7] ดวยเชนกนั 

 
1.2 วัตถุประสงค 
 

1. นาํเสนอระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชน ี

2. นาํเสนออัลกอริทึมการแปลงชุดตัวเลขสาํหรับระบบจาํนวนเชงิซอนซ้าํซอนองิดรรชนี
เชื่อมตรง 

 
1.3 ขอบเขตการดําเนินงาน 
 

1. เปรียบเทียบความแตกตางระหวางระบบจํานวนเชิงซอนของคนุททั่วไปกับ ระบบ
จํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนี 

 2. ออกแบบอัลกอริทึมการแปลงชุดตัวเลขเชื่อมตรง ของระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิง
ดรรชนี ของฐานทั่วไปนั่นคือ ฐาน ri=β  เมื่อ r เปนจํานวนเต็มบวก 
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1.4 การดําเนนิการวิจัย 
 

1.ศึกษาทฤษฎีพื้นฐานตางๆ เชน ระบบจํานวนซ้ําซอน อัลกอริทมึการแปลงชุดตัวเลข
เชื่อมตรง 

2.ศึกษาระบบจํานวนเชิงซอนของคนทุ รวมถึงอัลกอริทมึในการดําเนนิการตางๆ 

3.พัฒนาระบบจํานวนเชิงซอนของคนทุในรูปแบบตัวเลขอิงดรรชนี 

4.ออกแบบอัลกอริทึมการแปลงชุดตัวเลขเชื่อมตรงบนระบบจํานวนเชิงซอนของคนทุใน
รูปแบบเลขอิงดรรชนีบนฐาน ri  

5.เสนอทฤษฎ ีเพื่อพิสูจนวาอัลกอริทึมที่ออกแบบนั้นถูกตอง 

6.สรุปและจัดทําเอกสารวทิยานพินธ 

 
1.5 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ 
 

ไดวิธีการในการจัดเก็บจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนี พรอมทั้งเสนออัลกอริทึมในการ
แปลงชุดตัวเลข ที่เปรียบเสมือนฟงกชันของตัวดําเนินการในระบบตัวเลขที่เสนอ 

 

1.6 ผลงานที่ตีพิมพจากวิทยานิพนธ 
 สวนหนึง่ของวทิยานพินธนี้ไดรับการตีพิมพเปนบทความทางวชิาการในหวัขอเร่ือง “On-
line digit set conversion for floating-point redundant complex number” โดย 
พันธรัตน ไชยวรวทิยสกลุ และอรรถสิทธิ ์ สุรฤกษ ในงานประชมุวิชาการ “The 9th Annual 
National Symposium on Computational Science and Engineering (ANSCSE’9)” ณ. คณะ
วิทยาศาสตร มหาวิทยาลยัมหิดล ถนน พระราม6 กรุงเทพมหานคร ในระหวางวนัที ่23-25 มีนาคม 
2548 

 

 



บทที่ 2 

 

ทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 
 

ในบทนี้จะกลาวถงึ ระบบจํานวนเชิงซอน และระบบจํานวนซ้ําซอนที่จะนาํมาใชในการ
ออกแบบระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนี นอกจากนีย้ังกลาวถงึแนวคิดของการทํางานเชื่อม
ตรง และการแปลงชุดตัวเลขเชื่อมตรงเพือ่นํามาใชในการออกแบบ การแปลงชุดตวัเลขแบบเชื่อม
ตรงของงานวจิัยนี้ดวย 

 
2.1 เลขคณิตเชื่อมตรง (on-line arithmetic) 

 

การดําเนินการพื้นฐานทั่วไปนั้นจะรับคาเขาไปทั้งหมดกอน แลวคอยดําเนนิการและสงผล
ออกมา ถาหากขอมูลนาํเขา (input data) นั้นมีขนาดและความยาวมากกอนดาํเนนิการจะตอง
เสียเวลาในการรับขอมูลเขามาทัง้หมดกอน อีกทั้งเสยีเนื้อที่ในการเกบ็ขอมูลกอนนาํไปคํานวณอีก 
และในกรณีเลวราย (worse case) หากขอมูลนําเขามคีวามยาวไมรูจบ (infinity) ระบบก็จะรับ
ขอมูลไมรูจบและไมสามารถเริ่มคํานวณได ในปค.ศ. 1977 เออเซโกวกั และทราเวดิ ไดนําเสนอ
การทาํงานเชือ่มตรง [5,6] ลักษณะของระบบคือ ระบบจะรับขอมูลนําเขามาทีละตัวมาดําเนนิการ
คํานวณและสงคําตอบออกไปทีละตัว ดังนัน้ถงึแมมีขอมูลนําเขาที่มีความยาวไมรูจบระบบนี้ก็
สามารถคาํนวณได ทิศทางการดําเนินการนัน้สามารถทําไดสองทิศทางคือ จากตําแหนงที่มี
นัยสําคัญนอยไปตําแหนงทีม่ีนัยสาํคัญมาก (least significant digit first : LSDF) เชน การบวก 
การลบ การคูณ และการดําเนินการตําแหนงที่มนีัยสําคญัมากไปตําแหนงทีม่ีนยัสําคัญนอย (most 
significant digit first : MSDF) เชน การหาร  

สิ่งสําคัญที่ตองคํานงึในการดําเนนิการเชือ่มตรงนั่นคือ คาความหนวง (delay: δ ) ซึ่งเมื่อ
รับขอมูลนําเขาและดําเนินการแลวนัน้ ในบางกรณีขอมูลนําเขาที่รับเขาไปแลวนัน้ยังไมพรอมที่จะ
ดําเนนิการตองรับขอมูลนําเขาเพิ่ม ในสวนนี้คือคาความหนวงซึง่ก็คอืจํานวนขอมลูนําเขาที่รับเขา
แลวยังไมสามารถผลิตคําตอบไดนั่นเอง ถาคาความหนวงมีคามากหมายถงึตองรับขอมูลนําเขาไป
หลายตวักอนที่ผลิตคําตอบได คาความหนวงที่ต่าํที่สุดคือ 0 ซึ่งก็คือ รับขอมูลนําเขาเพียงตัวแรก
ตัวเดียวก็สามารถผลิตคําตอบไดทันท ี คาความหนวงในแตคร้ังนั้นจะมากหรือจะนอยข้ึนกับวาทศิ
ทางการดําเนนิการกับประเภทของการดําเนินการ  
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การบวก การลบ และการคูณ ในแบบคลาสสิกนัน้ จะมีทิศทางในการคํานวณจาก
ตําแหนงทีม่ีนยัสําคัญนอยกวาไปตําแหนงที่มีนยัสําคัญมากกวา ซึง่คาความหนวงสาํหรับ การบวก 
การลบ และการคูณ จะมีคาความหนวงเปนศนูย แตการหารนั้นไดรับการพสูิจนแลววามทีิศ
ทางการคํานวณไดเพียงทางเดียวคือ คํานวณจากตาํแหนงที่มนีัยสําคญัมากกวา ไปยังตําแหนงทีม่ี
นัยสําคัญนอยกวาเทานัน้ สาํหรับการทาํงานแบบทอตรงนัน้ ตัวดําเนนิการทุกตัวจะตองมีทิศทาง
ในการคํานวณไปในทิศเดียวกนั ดังนัน้การบวก การลบ และการคูณนัน้จะตองมีทิศทางการ
คํานวณจากตาํแหนงที่มีนยัสําคัญมากไปหาตําแหนงทีม่ีนัยสาํคัญนอย 

 
2.2 ระบบจํานวนซ้ําซอน (redundant number system) 
 

ระบบจํานวนสามารถเขยีนอย ู ในรูปของ ( )D,β  ประกอบดวยเลขฐาน β  ทีส่ามารถ
เปนไดทั้งจํานวนจริงและจํานวนเชงิซอน โดยที่ 1>β  และเซตจํากัดของตัวเลข (finite digit set) 
ที่เปนไดทั้งจาํนวนจริงและจาํนวนเชงิซอน ในระบบจํานวนตามวิธีคลาสสิค  

ถา β  เปนจํานวนเต็มและมีเชตของตัวเลข D อยูในรูปของ { }10| −≤≤∈ βdZd  
เรียกเซตของตวัเลขนี้วา เซตจํากัดของตัวเลขแบบคาโนนิคอล (canonical digit set) แทนดวย C 
ซึ่ง { }1,...,3,2,1,0 −= βC  สําหรับระบบจํานวนที่ประกอบดวยเลขฐาน β  ให X เปนรูปแบบแทน
จํานวนที่มีฐาน β  และมีชุดตวัเลขอยูใน D สามารถเขยีน X ไดดังนี ้

 

( )β........ 32104321 −−−−−−−= xxxxxxxxxX aaaaa  
 

โดยที่ Dxi ∈  และ ai ≤  

คาเชิงตัวเลข (numerical value) ของ X ในฐาน β  เขียนแทนดวยสัญลกัษณ ||X|| นิยาม
ดังนี ้

 

∑−∞

=
=

ai
i

ixX β  
 

ในระบบจํานวน ( )D,β  ถาสามารถแทนตวัเลขทีม่ีเลขฐาน β  ที่มคีวามยาวจาํกดัไดทั้ง 
1X  และ 2X  โดยที ่ 21 XX =  แลว เรียกระบบจํานวนนีว้าระบบจํานวนซ้ําซอน (redundant 

number system) [7] ตัวอยางเชน กําหนดให β  = 2 และ { }1,0,1=D  โดยที ่1 เปนสัญลักษณที่
ใชแทน -1 จะสามารถเขยีนรูปแบบแทนจาํนวนของ 5 ไดมากกวาหนึง่รูปแบบดังนีค้ือ ( )2101  และ 
( )21110  
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2.3 ระบบจํานวนเชงิซอนของคนุท (Knuth complex number system) 
 

ระบบจํานวนเชิงซอนของคนทุ [1] เปนระบบจํานวนแบบเลขฐานทีถู่กเสนอครั้งแรกในป 
1960 โดยคนทุ ซึง่เสนอใหใชจํานวนเชิงซอนเปนเลขฐาน จาํนวนเชิงซอนที่เปนฐานนัน้จะอยูในรปู
ของ ri=β  โดยที่ 2, ≥∈ rZr  และมีชุดตัวเลข { }10| −≤≤Ζ∈= rddD  พรอมทัง้ได
พิสูจนวา จาํนวนเชงิซอนทกุจํานวนสามารถเขียนใหอยูในระบบดังกลาวไดทุกจํานวน (complete 
system of complex number) และจํานวนเชิงซอนหนึง่จํานวนสามารถเขียนไดจํากดัเพียงรูปแบบ
เดียวเทานั้นดวย (unique representation) เชน ในระบบจํานวนเลขฐาน i2=β  (r มีคาเทากบั 
4) และชุดตัวเลขคือ { }3,2,1,0=D  พิจารณาจํานวนเชงิซอนในแบบของเกาส -5+17i สามารถ
เขียนไดดังนี ้

 

2312201
2
112481632

1012345

iiii −−−

−βββββββ

 

 
 

นั่นคือ ( ) ii 22.102213175 =+−  

 คาเชิงตัวเลขของจํานวนเชงิซอน mkkk xxxxX −−−= ...21  ใดๆ จะแสดงไดดวยสัญลักษณ 
||X|| โดยสามารถคํานวณไดจากสมการตอไปนี้ 
 

( )∑
≤≤

=
mjk

j

j rixX  
 

 สําหรับระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนนัน้มกีารกลาวถงึใน [8] ซึ่งลักษณะของระบบจํานวน
จะใชชุดตัวเลขใหมดังนี ้ { }bdaZdD ≤≤∈= |  โดยที ่ a เปนเลขจํานวนเต็มลบหรือศูนย และ 
b เปนเลขจาํนวนเต็มบวกหรือศูนย แตทั้ง a และ b จะเปนศูนยพรอมกนัไมไดในกรณนีี ้

21 rab >−+  ทาํใหสามารถแสดงจํานวนเดียวกันไดหลายรูปแบบเชน แสดงรูปแบบแทนจาํนวน
ของ -5+17i บนฐาน 2i และชุดตัวเลข { }2,1,0,1,2 ไดเปน ( ) i22.110210  ดังรูป 2.2 
 

2101201
2
112481632

1012345

iiii −−−

−βββββββ

 

รูปที่ 2.1 แสดงคา -5+17i สําหรับฐาน 2i และชุดตัวเลข {0,1,2,3} 

รูปที่ 2.2 แสดงคา -5+17i สําหรับฐาน 2i และชุดตัวเลข { }2,1,0,1,2  
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 2.3.1 อัลกอริทึมการบวกของระบบจํานวนเชิงซอนของคนุทฐาน 2i  

 อัลกอริทึมการบวกมกีลาวไวในในระบบจาํนวนเชงิซอน [1,9] ซึ่งในทีน่ี่จะแสดงใหดูการ
บวกของระบบจํานวนเชิงซอนของคนทุโดยจะแสดงในฐาน 2i=β และมีชุดตัวเลข { }1,0,1=D   

 ให X และ Y เปนจํานวนหนึง่ในฐาน 2i=β และมีชุดตัวเลข { }1,0,1=D  

  ( )
( ) DyyyyY

DxxxxX

jilmm

jilmm

∈=

∈=

−

−

,...

,...

21

21  

 ให ( ) jjjilmm yxssssS +== − ,... 21 จะได YXS +=  จุดมุงหมายเพื่อจะหาคา 
Z ที ่

  ( ) DzzzzZ jilkmkm ∈= −++ ,... 21  
จนกระทั่งได SZ =  ในการทดของระบบจํานวนเชงิซอนของคนทุจะแตกตางจากระบบอื่น 
สําหรับในทีน่ี้เราใชฐาน 2i=β จะได ตําแหนงใดมีคาเทากับ 2 จะแสดงเปน ( ) 2001 i  ดังนัน้
การทดนั้น จะทด -1 ไปยังตําแหนงที่ 2 ทางดานซาย 

สําหรับงานวิจยัชิ้นนี้นาํตัวอยางอัลกอริทึมการบวกสาํหรับฐาน 2i=β  ดังอัลกอริทึม
ตอไปนี้ 

 
Algorithm: Knuth_Addition 

 input: X,Y; 
 output: Z; 

 begin 

  
;0

;0

1 =
=

+l

l

c
c

 

  for mjl ≤≤   

   ;: jjj yxs +=  

   if 2=js  then ;0:;1:2 =−=+ jj rc endif; 

   if 1=js  

    if 12 −≤−js then ;1:;1:2 −=−=+ jj rc  

    else ;1:;0:2 ==+ jj rc  endif; endif; 

   if 0=js then ;0:;0:2 ==+ jj rc  endif; 
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   if 1−=js  

    if 12 ≥−js  then ;1:;1:2 =−=+ jj rc  

    else ;1;0:2 −==+ jj rc  endif; endif; 

   if 2: −=js  then ;0:;1:2 ==+ jj rc  endif; 

   ;: jjj rcz +=  

   j = j+1; 

  endfor; 

  
;:
;:

22

11

++

++

=
=

mm

mm

cz
cz

 

 end; 

 

2.3.2 อัลกอริทึมการคูณเชื่อมตรงของระบบจํานวนเชิงซอนของคนทุฐาน ri  

 พิจารณจํานวนบนฐาน 2, ≥= rriβ  เมื่อ r เปนจาํนวนเต็ม ให ( )β..... 21 −−= aaA

และ ( )β..... 21 −−= bbB  เปนตัวตั้งคูณและตัวคูณ ตามลาํดับ และ สมาชิกของ A และ B มีชุด

ตัวเลขเปนดังนี้
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡≤≤⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡−∈=∈

22
|, rerZeEba jj  และให ( )β..... 321 −−−= xxxX เมื่อ 

Ex j ∈ เชนกนั เปนผลคูณจากอัลกอริทึมการคูณ [10] อัลกอริทึมการคูณดังอลักอริทึมตอไปนี ้
 

Algorithm Knuth_Multiplication 

 input:  ( ) CaaaA j ∈= −− ,.... 21 β  

  ( ) CbbbB j ∈= −− ,.... 21 β  

  ,0....,0.... 2121 ======== −−−−−− δδ bbbaaa  

 output: ( ) εβ ∈= −− jxxxX ,.... 21  

   BAxX
j

j
j ⋅== ∑ −≤ 1
β  

 begin 

  ;1:;0:;0:;0: 000 −==== jxBW  

  while 1−≤j do 

   

( )
( )( ) ( )

;1:

;
2
1ReRe:

;: 111

+=

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ +≤⋅=

++−= +++

jj

WWSignx

aBbAxWW

jjj

jjjjjjj β
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ตารางที่ 2.1 แสดงการคูณระหวาง ( ) i2201001021.  และ ( ) i2001210011.  

  enddo; 

 end; 

  
 

ตัวอยาง 2.1 กําหนดให ( ) iA 2201001021.=  และ ( ) iB 2001210011.= ซึ่งแสดงอยูบนฐาน 2i 
และมีชุดตัวเลข { }22| ≤≤∈= dZdD , ผลคูณของ A และ B แสดงตารางที่ 2.1 
 จาก [10] คํานวณคาความหนวงเชื่อมตรงไดเทากับ 3 ผลของการคณูของ A และ B ดัง
แสดงในตาราง 2.1 

 
 

J jjjj aBbA 1++  Wj xj ( )jj xW −2  

-1 0.0001 0.0001 0 0.001 

-2 0.01012 0.01112 0 0.112 

-3 0.0 0.1112 0 1.112 

-4 11000.0  11112.1  1 1112.1  
-5 21001110.0  21110000.1  1 2110000.1  
-6 2100120.0  210120.1  1 20120.1  
-7 2111100121.0  2111112111.1  1 211111211.1  
-8 0.0 211111211.1  1 21111121.1  
-9 0.0 21111121.1  1 2111112.1  

 

 จากตางราง 2.1 จะไดผลจาการคูณกันเทากับ ( ) i2.....111111.0  
 

2.4 การแปลงชุดตัวเลขเชื่อมตรง 
 

 การแปลงชุดตวัเลขนัน้ไดมีการกลาวถึงใน [11] ซึ่งเปนเสมือนฟงกชนัการทํางานทีน่ิยาม
บนระบบจํานวนระบบหนึง่ไปสูอีกระบบหนึ่งที่มีเลขฐานเดียวกนั 

กําหนดให β  เปนเลขฐาน 1>β  และกําหนดให ชดุตัวเลข { }bdaZdD ≤≤∈= |  
และชุดตัวเลข { }tesZeE ≤≤∈= | โดยที่ 0, ≤sa  และ 0, ≥tb  การแปลงชุดตวัเลขคือการ
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แปลงเลขจํานวนหนึง่ X ที่แสดงอยูในระบบจํานวน ( )D,β  ใหเปนเลข Y ที่อยูในระบบจํานวน 
( )E,β  โดยที่คาเชงิตัวเลขของจํานวนทั้งสองเทากันโดยทําการแปลงทีละตวั เร่ิมตนจากตาํแหนง
ที่มีนยัสําคัญมากที่สุดไปยงัตําแหนงที่มนีัยสําคัญนอยที่สุด เชนการแปลงชุดตัวเลขบนฐาน 2 จาก 

{ }22| ≤≤−∈= dZdD  ไปสู { }11| ≤≤−∈= eZeE  เปรียบไดกับการสรางฟงกชันการบวก
เลขสองจํานวนบนระบบ ( )E,2=β  ถากําหนดให X = 0011 และ Y = 0101 การบวกกนัของ X 
และ Y สามารถแสดงไดดังนี ้

 

 X = 0 0 1 1 + ( )E,β  

 Y = 0 1 0 1  ( )E,β  

 ----------------------------------------------------- 

 X+Y = 0 1 1 2  ( )D,β  

 ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ 
 ผลลัพธ  1 0 0 0  ( )E,β  

 =============================== 

 
 

จะเหน็วา การบวกนี้ตรงกับการแปลงชุดตวัเลขจาก 0112 ในระบบ ( )D,β  ไปสู 1000 ใน
ระบบ ( )E,β  ซึ่งมีคาเชิงตัวเลขเทากัน เปนตน 

ปญหาสาํคัญของการทาํเชือ่มตรงคือ ระบบจํานวนทีใ่ชตองเปนระบบจํานวนซ้ําซอน ซึง่
ในทีน่ี้จะใชระบบจํานวนแบบมีเครื่องหมายของ อวีเซียนิส (Avizienis) [12] อัลกอริทึมการแปลง
ชุดตัวเลขสําหรับระบบจํานวนซ้ําซอนสําหรับจํานวนจรงิใดๆ ไดถูกพิสจนวาเปนไปไดใน [13] 

 
2.5 เลขอิงดรรชนีฐานสอง (floating point for binary number) 
 

 การสรางเลขอิงดรรชนี (floating point number) นั้นมีขอดีในแงประหยัดเนื้อที่ในการเก็บ
ขอมูล ซึ่งไดมีการกาํหนดมาตรฐานตามไวใน [4] โดยที่เลขอิงดรรชนีฐานสองมีไดสองแบบคือ 
แบบซิงเกิล (single format) และ แบบดับเบิ้ล (double format) ดังแสดงในรูปที ่2.4 และ รูปที ่2.5  

 

รูปที่ 2.3 แสดงตัวอยางการแปลงชุดตัวเลข 
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รูปที่ 2.4 รูปแบบซิงเกิล (single format) 

1 บิต 8 บิต 23 บิต 
s e f 

 
 

1 บิต 11 บิต 52 บิต 
s e f 

 
 

โดยกําหนดให 

s เครื่องหมาย (sign) มีคาเปน 0 หมายถงึบวก และ 1 หมายถงึลบ 

e ไบแอสเอ็กโพเนน (bias exponent) มีขนาด 8 บิตสําหรับซงิเกิล และ 11 บิต
สําหรับดับเบิล้ โดยจัดเก็บแบบ ทูคอมพลิเมนต (2’s complement) 

f  แฟรคชัน (fraction) ).......(. 1321 −−−−= pbbbbf   

โดยที่ bi มีคาเปน 0 หรือ 1  

 

 คาเชิงตัวเลขของจํานวนทีเ่กบ็ในรูปแบบเลขอิงดรรชนีสามารถคํานวณไดจาก 

( ) fv es 21−=  
โดยทีท่ั้งสองแบบนั้นจะมีการบรรยายและการคํานวณคา v เหมือนกนั แตตางกนัที ่จํานวนบิตที่ใช
เก็บขอมูลเทานั้นเอง การเก็บคาไวในรูปแบบเลขอิงดรรชนีนัน้จะมีประโยชนในการประหยัดเนื้อที่
ในการเก็บเชนคา ตองการเก็บคา 101000000000 ในฐานสอง สามาถจัดเก็บในรูปแบบเลขอิง
ดรรชนีทั้งแบบซิงเกิลและแบบดับเบิ้ล ไดดังแสดงในตาราง 2.2  

 

 
s e f 

0 00001100 10100000000000000000000 

0 00000001100 1010000000000000000000000000000000000000000000000000 

 

รูปที่ 2.5 รูปแบบดับเบิ้ล (double format) 

ตารางที่ 2.2 แสดงการเก็บคา 101000000000 ในรูปของตัวเลขอิงดรรชนี 
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เมื่อนําคาตางๆ ในตางรางมาคํานวณหาคาเชิงตวัเลขดังที่แสดงดานลาง 
 

( ) ( ) 001010000000101.021 11000 =−  
 

ซึ่งจะเห็นไดวาคาที่คํานวณไดนั้นมีคาเชิงตัวเลขเทาเดิม 



รูปที่ 3.1 แสดงคา -48+0.15625i บนฐาน 2i ที่มีชุดตัวเลข{ }2,1,0,1,2  

บทที่ 3 

 

ระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนี 

 
ในบทนี้จะกลาวถงึระบบจาํนวนเชงิซอนซ้าํซอนองิดรรชนี ซึง่พัฒนามาจากระบบจํานวน

เชิงซอนซ้ําซอนของคนทุ โดยใชระบบจาํนวนแบบมีเครื่องหมายของอวีเซยีนิส และพัฒนาจาก
หลักการของเลขอิงดรรชนี  

 
3.1 บทนํา 

 

จากการศึกษาระบบแทนจาํนวนเชงิซอนซ้าํซอนของคนทุพบวา ขนาดของรูปแบบแทน
จํานวน มีขนาดที่เปลี่ยนแปลงไปตามความแตกตางของคาเชิงตัวเลขของสวนจํานวนจริง และสวน
จํานวนจนิตภาพ เชน คา -48+0.15625i เมื่อเขียนรูปแบบแทนจํานวนบนฐาน 2i และชุดตัวเลข 
{ }2,1,0,1,2  จะไดดังรูป 3.1 

 

101000000101
32
1

16
1

8
1

4
1

2
10248163264

543210123456

iiiiii −−−−−−

−−−−− ββββββββββββ

 

 

จากรูปที่ 3.1 จะไดเมื่อเขียนรูปแทนจาํนวนไดเปน ( ) i210010.1010000   พบวาเมื่อเขียน
รูปแบบแทนจาํนวนบนฐาน 2i แลวจะมีเลขศูนยจาํนวนมาก ดงันัน้ในหัวขอนีจ้ะนําเสนอระบบ
จํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนี ซึง่คาดวารูปแบบแทนจํานวนในระบบใหมนัน้จะไมตองเขียนเลข
ศูนยจํานวนมากเหมือนกับระบบจํานวนเชงิซอนซ้าํซอนของคนทุ และพิสูจนวาสามารถเขยีน
จํานวนเชิงซอนทกุจํานวนในรูปแบบแทนจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนีได โดยจะพิสูจนวา
จํานวนเชิงซอนในระบบจาํนวนของเกาส สามารถเขียนใหเปนรูปแบบแทนจาํนวนในระบบจํานวน
เชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนีได 
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3.2 รูปแบบของระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนี 
 

ระบบจํานวนใหมทีจ่ะนําเสนอในหัวขอนีพ้ัฒนาขึ้นมาโดยอาศัยหลกัการของเลขอิงดรรชนี
สําหรับเลขฐานสอง ซึง่จะตองพิจารณาและปรับปรุงใหเหมาะสมกับระบบจํานวนเชงิซอนของคนทุ 
โดยจะแยกพิจารณาเปนสวนๆ ดังนี ้

 

3.2.1 สวนของเครื่องหมายบวกและลบ 

พิจารณาระบบจํานวนเชิงซอนของคนทุมฐีานเปน ri=β  โดยที่ 2, ≥∈ rZr  และชุด
ตัวเลข { }10| −≤≤Ζ∈= rddD  ซึ่งไดรับการพิสูจนแลววาสามารถแสดงจํานวนไดทุกจาํนวน 
แมกระทัง่จํานวนสวนจาํนวนจริง หรือสวนจํานวนจนิตภาพ จะติดลบก็ตาม เชน -4+2i สามารถ
เขียนรูปแบบแทนจาํนวนบนระบบที่มีฐาน 2i และมีชุดตวัเลขเปน {0,1,2,3} ไดดังนี้ 

( ) ii 200.11024 =+−  
นั่นคือสําหรับเลขอิงดรรชนีสําหรับระบบจาํนวนเชงิซอนของคนทุนัน้ สวนของเครื่องหมาย

บวกและลบนัน้ไมจําเปนจะตองม ี
 

3.2.2 สวนแฟรคชัน 

ระบบจํานวนเชิงซอนของคนทุนัน้ไดรวมสวนของจํานวนจริง และสวนของจํานวนจิตภาพ
เขาไวดวยกัน ดังนัน้สวนแฟรคชันของระบบนี้มีเพียงสวนเดียวซึง่แสดงไดทั้งสวนของจํานวนจริง 
และสวนของจาํนวนจนิตภาพ อยางไรก็ตามงานวิจยัชิ้นนีม้ีจุดประสงคเพื่อเพิ่มความเรว็ในการ
คํานวณจงึใชการทาํงานเชือ่มตรง ดังนัน้ชุดตัวเลขในสวนของแฟรคชันจึงตองปรับเปล่ียนให
สอดคลองกับระบบนี้คือ 

 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡≤≤⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡−∈=

22
| rdrZdD  (3.1) 

 ซึ่งเมื่อใชชุดตวัเลขนี้แลวสามารถเขียนรูปแบบแทนคาของจํานวนใดๆ ไดมากกวา 1 แบบ
ซึ่งก็คือระบบจํานวนซ้าํซอนนัน่เอง 
 

3.2.3 สวนไบแอสเอกโพเนน 

พิจารณารูปที ่ 3.1 พบวารูปแบบแทนจํานวนของระบบจาํนวนเชงิซอนซ้ําซอนของคนุทบน
ฐาน 2i นั้นมีเลขศูนยเปนจํานวนมากซึ่งเกิดจากที่คาเชิงตัวเลขของสวนจาํนวนจริงและสวนของ
จํานวนจนิตภาพหางกนั ถาสามารถหาคาคงที่ใดๆ นําเขาไปหารเพื่อปรับใหคาเชิงตัวเลขของทัง้ 2 
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รูปที่ 3.2 แสดงคา -0.1875+0.625i บนฐาน 2i ที่มีชุดตัวเลข{ }2,1,0,1,2  

สวนมีคาใกลเคียงกนั เมื่อคาเชิงตัวเลขของทัง้ 2 สวนมีคาใกลเคยีงกนัการเขียนรูปแบบแทน
จํานวนก็นาจะลดจํานวนเลขศูนยลงไปได ดังนัน้จึงตองมี e ถึง 2 ตัว ใหเปน eR และ eI สําหรับสวน
ของจํานวนจริง และสวนของจํานวนจนิตภาพตามลาํดบั เพื่อทําใหคาของทัง้สองสวนใกลเคยีงกนั 
เราเรียก eR และ eI วาไบแอสเอกโพเนนของ สวนจาํนวนจริง และสวนของจํานวนจนิตภาพ
ตามลําดับ 

 หลักในการเลอืกไบแอสเอกโพเนนสาํหรับจํานวนจรงิ ( )Re  นัน้จะตองเลือกคา Reβ  ที่เมื่อ
นํามาหารกับคาเชิงตัวเลขในสวนของจาํนวนจริงแลวมคีาใกลเคียงกบั 2−β  มากที่สุด ในทาํนอง
เดียวกนัในการเลือกคาไบแอสเอกโพเนนสําหรับจํานวนจินตภาพ ( )Ie  จะตองเลือกคา Ieβ  ซึ่ง
เมื่อนํามาหารกับคาเชงิตัวเลขของสวนจนิตภาพแลวมคีาใกลเคียงกบั 1−β  มากที่สุด 
 

ตัวอยาง 3.1 เขียนรูปแบบแทนจํานวนบนระบบของจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนี ดวยฐาน 2i 
และชุดตัวเลข { }2,1,0,1,2  ของคา -48+0.15625i    

เลือกไบแอสเอกโพเนนสาํหรับจํานวนจรงิ ( )Re  เปน 8 นัน่คอืหารดวยคาคงที่ 8β เขาไป
ในสวนของจํานวนจริง และเลือกไบแอสเอกโพเนนสาํหรับจํานวนจนิตภาพ ( )Ie  เปน -2 นั่นคือ
หารสวนจาํนวนจินตภาพดวย 2−β  หลงัจากหาร 8β และ 2−β  ทัง้สองตัวเขาไปแลวจะไดคาเปน 
–0.1875–0.625i ซึ่งจะทาํใหคาทั้งสวนจาํนวนจรงิและจํานวนจนิตภาพมีคาเขาใกลศูนยมากที่สุด 
แสดงบนฐาน 2i ไดดังรูปที่ 3.2 

 

011110000000
32
1

16
1

8
1

4
1

2
10248163264

543210123456

iiiiii −−−−−−

−−−−− ββββββββββββ

 

 

 
 

 จากรูปที ่3.2 จะได ( )1111.0625.01875.0 =−− i  

 

นิยามที่ 3.1 ให X เปนรูปแบบแทนจํานวนบนระบบจาํนวนเชงิซอนซ้ําซอนองิดรรชนี และฐาน β  
X จะประกอบดวย 3 สวนดงัแสดงในรูป 3.3  
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รูปที่ 3.3 แสดงสวนตาง ๆ ของเลขในระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชน ี

 
nR bits nI bits p-1 bits 

eR eI f 

 
 

eR คือไบแอสเอกโพเนนของสวนจํานวนจริง 

 eI คือไบแอสเอกโพเนนของสวนจํานวนจนิตภาพ 

 f คือสวนของแฟรคชัน โดยที ่ ( )β....0 321 −−−= dddf โดยที ่ Ddi ∈  

  เมื่อ 2,, ≥∈= rZrriβ  และ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡≤≤⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡−∈=

22
| rdrZdD  

 

จะเขียน X ซึ่งเปนรูปแบบแทนจาํนวนบนระบบจํานวนเชิงซอนซ้าํซอนอิงดรรชนีไดดังนี ้
feeX IR ,,=  

โดยที่คาเชิงตวัเลขสามารถคํานวณไดโดยสมการดานลาง 

 ( ) ( )Re ImR Ie ev f fβ β= +  (3.2) 

เมื่อ  ∑
−∞

−=

=
2

)Re(
k

k
kdf β  โดยที ่k เปนจํานวนเตม็คูเสมอ 

และ  ∑
−∞

−=

=
1

)Im(
p

p
pdf β โดยที่ p เปนจาํนวนเต็มค่ีเสมอ 

ดังนัน้สมการการคํานวณคาเชิงตวัเลข สามารถเขยีนใหมไดเปน 

 IR e

p

p
p

e

k

k
k ddv ββββ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= ∑∑

−∞

−=

−∞

−= 12
 (3.3) 

 เนื่องจากงานวิจัยนี้ มุงเนนศึกษาถึงอัลกอริทึมการแปลงชุดตัวเลขเชื่อมตรงและแสดงให
เห็นวิธกีารคํานวณ มิไดมีจุดประสงคในการออกแบบมาตรฐาน (standard) จึงมิไดกําหนดขนาด
ของสวนตางๆ ของรูปแบบแทนจาํนวนองิดรรชนี นัน่คอื ขนาดของ eR, eI, f มิไดกําหนดขนาด
แนนอน 
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3.3 อัลกอริทึมการแปลงเชื่อมตรงจากระบบจํานวนของเกาสเปนระบบจํานวนเชิงซอน
ซํ้าซอนอิงดรรชนี 
 

 ในหัวขอนี้จะแสดงใหเห็นวา จํานวนเชิงซอนทุกจํานวนสามารถเขียนใหอยูในรูปแบบแทน
จํานวนในระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนีไดเสมอ ซึ่งโดยทั่วไปจํานวนเชิงซอนมักจะแสดง
อยูในรูปของ yixZ +=  ดังนั้นในการพิสูจนวา จํานวนเชิงซอนทุกจํานวนสามารถเขียนใหอยูใน
ระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนีไดนั้น จะเสนออัลกอริทึมการแปลงเชื่อมตรงจากระบบ
จํานวนของเกาสเปนระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนีดังในทฤษฏีบทที่ 3.1 

ทฤษฎบีทที ่ 3.1 จํานวนเชิงซอนทุกจาํนวนสามารถเขียนในรูปแบบแทนจาํนวนในระบบจํานวน
เชิงซอนซ้ําซอนองิดรรชนีได 
พิสูจน ทั้งนี้เปนทีท่ราบกันดีวา จาํนวนเชิงซอนทั้งหมดสามารถเขียนใหอยูในรูปแบบของจํานวน
ในระบบจํานวนของเกาสไดเสมอ ดังนั้นจะพิสูจนเพยีงกรณีที่วา จาํนวนเชงิซอนทัง้หมดในรูปแบบ
ของเกาสสามารถเขียนใหเปนจํานวนในระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนีได โดยการเสนอ
อัลกอริทึมการแปลงเชื่อมตรงจากจํานวนเชิงซอนใดๆ ในระบบจาํนวนของเกาสใหเปนจาํนวนใน
ระบบจํานวนเชิงซอนซ้าํซอนอิงดรรชนี 

กาํหนดให Z เปนรูปแบบแทนจํานวนในระบบจํานวนของเกาสโดย 

 Z = x+yi เมื่อ x และ y เปนจํานวนจริงใดๆ 

 Re(Z) = x 

 Im(Z) = yi 

 
Algorithm: Gausse_to_Floating 
 Input:  Z = x + yi  where x and y are real numbers 

 Output: feeW IR ,,=  

  f = ( )...... 321 −−− ddd  represented in (β, D) 

     where β = ri ; r is an integer, r ≥ 2, and 

     
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡≤≤⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡−∈=

22
| rdrZdD . 

begin 
 if ( x = 0 ) then eR = 0 

  else eR = minimum even integer such that 
2

||
Reβx <  
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 end if; 
 if ( y = 0 ) then eI = 0 

  else eI = minimum even integer such that 
2

||
1+

<
Ie

yi β  

 end if; 
 j = -1; 

 while ( )0)Re( ≠Z  or ( )0)Im( ≠Z  do 

  if j is odd then 

   
( )

( )
( ) ( ) ( );ImImIm

;
2
1

Im
Im

je
j

jej

I

I

βdZZ

β
Zd

+

+

−=

⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
+=

 

  else 

   
( )

( )
( ) ( ) ( );ReReRe

;
2
1

Re
Re

je
j

jej

R

R

βdZZ

β
Zd

+

+

−=

⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
+=

 

  end if; 
 j = j – 1; 

end do; 

end; 

 
 การพิสูจนอัลกอริทึม จะแบงออกเปนสองสวนคือ การพสิูจนวา ผลลัพธของอัลกอริทึมอยู
ในรูปของจํานวนเชงิซอนซ้ําซอนอิงดรรชน ีและ ผลลัพธถูกตอง 

สวนที่หนึ่ง ผลลัพธของอัลกอริทึมอยูในรูปของจํานวนเชงิซอนซ้าํซอนองิดรรชนี จะพิสูจนวา 
สําหรับทุกคาของ j จะได dj เปนสมาชิกใน D เสมอ 

จากนิยามของ eR จะไดวา 

2
||

Reβx <  

22

RR ee βxβ
<<−  

222 22 −−− <<−
R

R

RR

R

e

e

ee

e

β
β

β
x

β
β  



 19

22

2

2

2 β
β

xβ
Re <<− −  

22 2
r

β
xr
Re <<− −  

ในกรณีที ่j = -2 และ ⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
+= −− 2

1
22 Reβ

xd จะไดวา ⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡<<⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡− − 22 2

rdr  

เนื่องจาก dj เปนจํานวนเตม็ที่ใกล 2−Reβ
x ที่สุดดังนัน้  

2
1

22 ≤− −− Reβ
xd  

นั่นคือ ( )
2

Re
2

2
2

−
−

− ≤−
R

R

e
e ββdZ  

จะไดวาในรอบที ่ j เปนจํานวนเต็มคูที ่ j < -2 จะไดวา ( )
2

Re
2++

≤
jeRβZ และจากอลักอริทึม 

( )
( ) ⎥

⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
+= + 2

1
Re

Re
jej Rβ

Zd ทําใหสามารถสรุปไดวา 

( ) ⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡≤

⎥
⎥
⎦

⎥

⎢
⎢
⎣

⎢
+=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎥

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎢

+≤ +

++

22
1

22
1

Re
2||

2
2

rβ
β

β

d je

je

j R

R

 

จะเหน็ไดวาเมือ่ j เปนจาํนวนเต็มคูแลว dj จะเปนสมาชกิใน D เสมอ 

ในทาํนองเดียวกันจากนิยามของ eI จะไดวา 

2
||

1+

<
Ie

yi β  

ดังนัน้ 
2)Im(2

2

1

2 β
β

β
<<− −Ie

yi  

ในกรณีที ่j = -1 จะไดวา ⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡<<⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡− − 22 1

rdr  

เนื่องจาก dj เปนจํานวนเตม็ที่ใกล 1−Ie

yi
β

ที่สุดดังนัน้  

( ) 2
1

Im 11 ≤− −− Ie

yid
β
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นั่นคือ ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤−

−
−

− 2
ImImIm

1
1

1

I
I

e
e ββdZ  

จะไดวาในรอบที ่ j เปนจํานวนคี่ที ่ j < -1 จะไดวา ( ) ( )
2

ImIm
2++

≤
jeIβZ และจากอัลกอริทึม 

( )
( ) ⎥

⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
+= + 2

1
Im

Im
jej Iβ

Zd ทําใหสามารถสรุปไดวา 

 ( ) ⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡≤

⎥
⎥
⎦

⎥

⎢
⎢
⎣

⎢
+=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎥

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎢

+
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

≤ +

++

22
1

22
1

Im
2

Im
||

2

2

rβ
β

β

d je

je

j I

I

 

จะเหน็ไดวาเมือ่ j เปนจาํนวนเต็มค่ีแลว dj จะเปนสมาชกิใน D เสมอ 
 

สวนที่สอง ผลลัพธถกูตอง ในสวนนี้จะแสดงใหเห็นวา 

( ) ( )IR ee ffyix ββ )Im()Re( +=+  

โดยที่ ∑
−∞

−=

=
1j

j
jdf β  ซึง่เปนสวนแฟรคชนัของคําตอบจากอัลกอริทึม 

พิสูจนโดยเขียน f ใหมใหอยูในรูปของ 

∑∑
−=−=

+=
end

p

p
p

end

k

k
k ddf

12
ββ  

โดยที่ k เปนจาํนวนเต็มคู และ p เปนจํานวนเต็มค่ีเสมอ 

จากอัลกอริทมึ ( ) ( ) ( )je
j

RβdZZ +−= ReReRe  และ ( ) xZ =Re  ถากาํหนดให คาของ ( )ZRe

ในรอบที่ j แทนดวย xj จะไดวา 
je

jjj
Rdxx +

− −= β2  
ในกรณีที่ j = -2 จะไดวา 

2
224

−
−−− −= Redxx β  

ดังนัน้เมื่อรวมกรณีที่ j เปนจาํนวนเต็มคูทั้งหมดจะไดวา 

( )( )( )( )( )ende
end

eee
end

RRRR βdβdβdβdxx −−
−

−
−

−
− −−−−= ...... 6

6
4

4
2

2  
อัลกอริทึมจะทํางานจนกระทั่งคาของ ( ) 0Re =Z หรือ 0=endx นั่นคือ 

ende
end

eee RRRR βdβdβdβdx −−
−

−
−

−
− +++= ...6

6
4

4
2

2  
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จะไดวา 

RR ee
end

k

k
k fdx βββ )Re(

2
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= ∑

−=

 

ทํานองเดยีวกนั จะไดวา 

II ee
end

p

p
p fdyi βββ )Im(

1
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑

−=

 

นั่นคือ จาํนวนเชงิซอนทกุจํานวนสามารถเขียนในรูปแบบแทนจาํนวน ในระบบจํานวนเชิงซอน
ซ้ําซอนองิดรรชนีไดเสมอ ■ 

 

ตัวอยาง 3.2 ให แปลงคา -48 + 0.15625i ที่มีการแสดงจํานวนของเกาสใหอยูในระบบจํานวน
เชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนี บนฐาน 2i และมีชุดตัวเลขเปน { }2,1,0,1,2  
 จากอัลกอริทมึจะสามารถคาํนวณได eR = 8 และ eI = -2 หลังจากนัน้หาคาแฟรคชันดัง
แสดงในตาราง 3.1 

 

 

 

 

 

Step Z jeR +β  jeI +β  dj 

-1 -48 + 0.15625i - 0.125i 1 

-2 -48 + 0.03125i -64 - 1 

-3 16 + 0.03125i - -0.03125i 1 
-4 16 16 - 1 

 

จากตารางที่ 3.1 เราจะไดคําตอบดังนี้ eR = 8, eI = -2 และสวนของแฟรคชันคือ 1111.0=f  
ดังนัน้จะไดคา ( )1111.0,2,8 −=W  

 

 

 

 

ตารางที่ 3.1 แสดงการแปลงเชื่อมตรงจากระบบจํานวนของเกาสเปนระบบจํานวนเชิงซอนซ้าํซอน
อิงดรรชนี 
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3.4 อัลกอริทมึการแปลงเชื่อมตรงจากระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนเีปนระบบ
จํานวนของเกาส 
 

ในหวันี้จะนาํเสนออัลกอริทมึการแปลงจาํนวนใดๆ จากการแทนจํานวนในระบบจํานวน
เชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชน ี ใหอยูในรูปแบบแทนจาํนวนของเกาส ซึ่งอัลกอริทึมในหัวขอนี้เปน
อัลกอริทึมผกผันกับอัลกอริทึมในหัวขอ 3.3 นัน่เอง 

ทฤษฎบีทที ่ 3.2 จํานวนเชงิซอนซ้าํซอนอิงดรรชนีทุกจาํนวนสามารถทําการแปลงเชื่อมตรงไปเปน
จํานวนในระบบจํานวนของเกาสไดเสมอ 
พิสูจน กาํหนดให W เปนจํานวนในรูปแบบแทนจาํนวนในระบบจาํนวนเชงิซอนซ้าํซอนองิดรรชนี 
โดยกําหนดให feeW IR ,,=  ดังนั้นคาเชงิตัวเลขของ W คือ ( ) ( )Re ImR Ie ev f fβ β= +  

การแปลงเชื่อมตรงสามารถพิสูจนไดโดยการเสนออัลกอริทึมในการแปลงดังตอไปนี ้
 

Algorithm: Floating_to_Gausse 

 Input:  feeW IR ,,=  

   f = ( )...... 321 −−− ddd  represented in (β, D) 

 Output: yixZ +=  

 begin 
  j = -1; 

  while not_end_of_data do 

   if j is odd then 

    je
j

IdZZ ++= β  

   else 

    ;je
j

RβdZZ ++=  

   end if; 
 j = j – 1; 

  end do; 

 end; 
 

การพิสูจนอัลกอริทึม จะพิสูจนวา IR ee βfβfZ )Im()Re( +=  

จากอัลกอริทมึจะไดวา 
 Z ...4

4
3

3
2

2
1

1 ++++= −
−

−
−

−
−

−
−

RIRI eeee βdβdβdβd  
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ตารางที่ 3.2 แสดงการแปลงเชื่อมตรงจากระบบจํานวนเชิงซอนซ้าํซอนอิงดรรชนีเปนระบบจํานวน
ของเกาส 

 Z  ∑∑
−∞

−=

+
−∞

−=

+ +=
21 k

ke
k

p

pe
p

RI dd ββ  

  RI e

k

k
k

e

p

p
p dd ββββ ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑∑

−∞

−=

−∞

−= 21

 

  IR ee βfβf )Im()Re( +=  
ดังนัน้คําตอบที่ไดจากอัลกอริทึมจะมีคาเทากับคาเชงิตัวเลขของ จํานวนเชงิซอนซ้ําซอนอิงดรรชนี
จริง ■ 

ตัวอยาง 3.3 แปลงคา W ที่เปนรูปแบบแทนจํานวนบนระบบจาํนวนเชงิซอนซ้ําซอนใหอยูใน
รูปแบบการแทนจาํนวนของเกาส โดยที่ ( )1111.0,2,8 −=W  วิธีแปลง W จะเปนดังตาราง 3.2 
 

 

 

 

Step Input jeR +β  jeI +β  Z 

-1 1 - 0.125i 0.125i 

-2 1 -64 - -64+0.125i 

-3 1 - -0.03125i -64+0.15625i 

-4 1 16 - -48+0.15625i 

 
จากตาราง 3.2 จะไดคําตอบ Z = -48+0.15625i ซึ่งจะเห็นวาเทากับคาจากตวัอยาง 3.2 

 
3.5 อัลกอริทมึการแปลงจากจํานวนในระบบจํานวนเชิงซอนของคนุทเปนระบบจํานวน
เชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชน ี
 

 ในหวัขอนี้จะพิสูจนวาจาํนวนใดๆ ซึง่มีรูปแบบการแทนจาํนวนในระบบจํานวนเชิงซอน
ของคนุท สามารถแปลงใหอยูในรูปแบบแทนจาํนวนในระบบจํานวนเชงิซอนซ้าํซอนอิงดรรชนีได 

ทฤษฎบีทที่ 3.3 การแปลงจํานวนในระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนของคนทุ ฐาน riβ = เมื่อ r 

เปนจํานวนเตม็ใดๆ ที ่ r ≥ 2 และชุดตัวเลข
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡≤≤⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡−∈=

22
| rdrZdD  ไปเปนจํานวน

เชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนีฐาน riβ = ทําไดเสมอ 
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พิสูจน จากทฤษฎีบทที่ 3.1 และจํานวนเชิงซอนซ้าํซอนของคนุททุกจาํนวนสามารถเขียนใหอยูใน
รูปแบบของจํานวนในระบบจํานวนของเกาสได จึงสรุปไดวา ทฤษฎบีททีน่ี้เปนจริง แตในทีน่ี้การ
พิสูจนจะเสนออัลกอริทึม ในการแปลงจํานวนเชงิซอนซ้ําซอนของคนทุ ไปเปนจํานวนเชงิซอน
ซ้ําซอนองิดรรชนี ดวยดังตอไปนี้ 

กําหนดให .......... 10121 −−−= xxxxxxX hhh  เปนจํานวนในระบบจํานวนของคนทุ ฐาน riβ =

เมื่อ r เปนจาํนวนเต็มใดๆ ที่ r ≥ 2 และชุดตัวเลข
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡≤≤⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡−∈=

22
| rdrZdD โดยที่คาเชิง

ตัวเลขของ X คือ ∑
−∞

=

=
hj

j
jxX β||||  และกําหนดให W เปนรูปแบบแทนจาํนวนในระบบจํานวนเชิง

ซ้ําซอนองิดรรชนีมีฐานเปน riβ =  และมีชุดตัวเลข D โดยกําหนดให feeW IR ,,=  

 
Algorithm Knuth_to_Floating 

 Input:  .......... 10121 −−−= xxxxxxX hhh   
 Output: feeW IR ,,=  

 begin 
  j = h; 

  i1 = i2 = 0; 

  m = -1; n = -2; 

  while j < h+1 do 

   if j is odd then 

    if 0≠jx  and i1 = 0 do 

     eI = j + 1; 

     i1 = 1; 

    end if; 
    if i1 = 1 do 

     dm = xj ; 

     m = m – 2; 

    end if; 

   else 

    if 0≠jx  and i2 = 0 do 

     eR = j + 2; 

     i2 = 1; 

    end if; 
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    if i2 = 1 do 

     dn = xj ; 

     n = n – 2; 

    end if; 

   end if; 
  j = j – 1; 

  end do; 

 end; 

 

พิสูจนอัลกอริทึมโดยจะแสดงใหเห็นวา IR ee βfβfX )Im()Re(|||| +=  

กําหนดให  { }0|max ≠∧== jxoddjjs  และ 

  { }0|max ≠∧== jxevenjjt  

จาก ∑
−∞

=

=
hj

j
jxX β||||  จะเขยีนใหมไดวา 

∑∑
−∞

=

−∞

=

+=
tk

k
k

sp

p
p xxX ββ โดยที ่p เปนจาํนวนเต็มค่ี และ k เปนจาํนวนเต็มคู 

จาก ∑
−∞

=sj

j
jx β ในอัลกอริทึม เมื่อพิจารณา j ที่เปนจํานวนเตม็ค่ีเทานั้น จะทําการกําหนดคาของ 

dm โดยให m = j – s – 1 ดังนัน้จะไดวา 

jsjm xdd == −− 1  

และ ∑
−∞

=sj

j
jx β  ( ) 11 +

−∞

=

−− ×= ∑ s

sj

sj
jx ββ  

   ( ) 11 +
−∞

=

−− ×= ∑ s

sj

sj
md ββ  จาก jm xd =  

   ( ) 1

1

+
−∞

−=

×= ∑ s

m

m
md ββ  จาก m = j – s – 1 

ทํานองเดยีวกนั จาก ∑
−∞

=tj

j
jx β ในอัลกอริทึม เมื่อพจิารณา j ที่เปนจํานวนเต็มคูเทานัน้ จะทําการ

กําหนดคาของ dn โดยให n = j – t – 2 ดังนั้นจะไดวา 

jtjn xdd == −− 2  

และ ∑
−∞

=tj

j
jx β  ( )∑

−∞

=

+−− ×=
tj

ttj
jx 22 ββ  
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ตารางที่ 3.3 แสดงการแปลงจากจํานวนในระบบจํานวนเชิงซอนของคนุท เปนระบบจํานวน
เชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชน ี

   ( )∑
−∞

=

+−− ×=
tj

ttj
nd 22 ββ  จาก jn xd =  

   ( )∑
−∞

−=

+×=
2

2

n

tn
nd ββ  จาก n = p – t – 2 

และคาของ eI = s + 1และ eR = t + 2 ทําใหไดวา 

 

( ) ( )

( ) ( )
( ) RI

RI

ee
n

en
n

e

m

m
m

n

tn
n

s

m

m
m

ff

dd

ddX

ββ

ββββ

ββββ

Im)Re(
21

2

21

1

+=

×+×=

×+×=

∑∑

∑∑
∞−

−=

∞−

−=

−∞

−=

++
−∞

−=

 

  ■ 
 

ตัวอยาง 3.4 กําหนดใหฐานเปน 2i และมีชุดตัวเลข { }2,1,0,1,2  พิจารณา ( ) iX 20210.011120=  
ในระบบจํานวนเชิงซอนของคนุท ใหแปลงรูปแบบแทนจาํนวนจาก X เปน W ซึง่เปนรูปแบบแทน
จํานวนในระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนี บนฐานและชุดตัวเลขเดียวกนั สามารถทําไดดัง
ตาราง 3.3 

 
 
step xj (i1,i2) m dm n dn (eR,eI) 

5 2 (1, 0) -1 2 - - (-,6) 

4 0 (1, 0) - - -2 - (-,6) 

3 1 (1, 0) -3 1 - - (-,6) 

2 0 (1, 0) - - -2 - (-,6) 

1 1 (1, 0) -5 1 - - (-,6) 

0 1 (1, 1) - - -2 1 (2,6) 

-1 0 (1, 1) -7 0 - - (2,6) 

-2 1 (1, 1) - - -4 1 (2,6) 

-3 0 (1, 1) -9 0 - - (2,6) 

-4 2 (1, 1) - - -6 2 (2,6) 
 

 จากตาราง 3.3 จะได W ประกอบดวย eR = 2, eI = 6 และ 121121.=f  นั่นก็คือ 
( )121121.0,6,2=W



บทที่ 4 

 

อัลกอริทึมการแปลงชุดตัวเลขเชื่อมตรง 

 
 บทนี้มุงนําเสนออัลกอริทึมที่ใชเปนตัวดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิต โดยจะนํา
อัลกอริทึมการแปลงชุดตัวเลข มาปรับปรุงใหเหมาะสมกับระบบใหมที่ไดนําเสนอไปในบทที่แลว 
รายละเอียดมีดังตอไปนี้ 

 
4.1 คาความหนวงเชื่อมตรง 
 

 การดําเนินการตางๆ ที่ใชระบบการเชื่อมตรงนั้น จะตองคํานึงถึงคาความหนวง งานวิจัย
ชิ้นนี้มุงที่จะออกแบบอัลกอริทึมเพื่อลดเวลาในการคํานวณ ดังนั้นการทํางานเชื่อมตรงจึงถูก
นํามาใชในอัลกอริทึมการแปลงชุดตัวเลขเชนกัน ความหนวงจึงตองนํามาพิจารณาดวยเชนกัน 
อยางไรก็ตามเนื่องจากระบบที่พิจารณาในงานวิจัยชิ้นนี้นั้นทําอยูในรูปแบบเลขอิงดรรชนี นั่นคือ
ตําแหนงของของตัวเลขในแตละดิจิตนั้นกําหนดดวยเลขอิงดรรชนี ความหนวงสําหรับการทํางาน
เชื่อมตรง จึงเปนคาความหนวงที่นอยที่สุดสําหรับการทํางานเชื่อมตรงนั่นก็คือ 1 สําหรับระบบท่ัวๆ 
ไป สําหรับระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนของคนุทนั้น จํานวนใดๆ ประกอบดวยจํานวนจาก 2 สวน
คือสวนของจํานวนจริง สวนของจํานวนจินตภาพ ซึ่งเปนอิสระตอกัน และในการคํานวณนั้นจะ
คํานวณสลับกันไปมาระหวางทั้ง 2 สวนไปเรื่อยๆ ดังนั้นสําหรับระบบจํานวนเชิงซอนของคนุท จะมี
คาความหนวงที่นอยที่สุดเปน 2 เสมอ 

 
4.2 อัลกอริทึมการแปลงชุดตัวเลขสําหรับระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนีเชื่อม
ตรง 
 

ทฤษฎบีทที ่ 4.1 ใหจํานวนใดๆ แสดงดวยฐาน ri=β  เมื่อ 2, ≥∈ rZr กับชุดตัวเลข 
{ }andanZdD ≤≤−∈= |  และชุดตัวเลข { }aeaZeE ≤≤−∈= |  โดยที ่a = ⎡r/2⎤ และ 

n เปนจาํนวนเต็มบวกทีม่ากกวาหนึง่ และกําหนดให α  เปนจํานวนตําแหนงในการทดไปทาง
ตําแหนงทีม่ีนยัสําคัญสูงกวา และ α  เปนจํานวนเตม็คูทีม่ากกวาศนูย ให X เปนรูปแบบแทน
จํานวนในระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนีฐาน β  อยูในรูป xxIxR feeX ,, ,,=   เมื่อ 

( )β....0 321 −−−= xxxf x โดยที ่ Dx j ∈  ให yyIyR feeY ,, ,,= เมื่อ ( )β....0 321 −−−= yyyf y โดย
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ที่ Ey j ∈  จะทาํการแปลงจาก X ไปเปน Y นัน่คือเปลี่ยนชุดตวัเลข D ไปเปนชุดตัวเลข E จะทาํ
ไดก็ตอเมื่อเงื่อนไข (4.1) เปนจริง โดยที่ α  เปนจํานวนเต็มบวกที่นอยที่สุด 

 αβ≤nr  (4.1) 

 

พิสูจน เร่ิมตนการพิสูจนดวยการนําเสนออัลกอริทึมการแปลงชุดตัวเลขดังรูปที่ 4.1 และแสดงให
เห็นวาผลที่ไดนั้นถูกตองเมื่อ α  เปนไปตามขอเงื่อนไข (4.1) 
 

Algorithm: On-line digit set conversion 

Input: xxIxR feeX ,, ,,=  where  

   ( )β....0 321 −−−= xxxf x  represented in (β, D) 

Output: yyIyR feeY ,, ,,=  where 

   ( )β....0 321 −−−= yyyf y  represented in (β, E) 

begin 

;1

;;
;0

,,,,

1010

−=

+=+=
====

j

eeee
yyWW

xRyRxIyI αα  

while 1≤j  do 

 ( )
αβ

β j
jjj

x
yWW +−= ++

2
22  

;
2
1
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ += jj Wy  

1;j j= −  

end do; 

end; 

 
 

จากกฎการเลอืกคา yj จากอัลกอริทึมดานบนจะไดอสมการ (4.2) 

 
2
1

2
1

22 ≤−≤− ++ jj yW       (4.2) 

คูณอสมการที ่(4.2) ดวย 2β จะไดอสมการที่ (4.3) 
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 ( )
22

2
2

22

2 βββ
≤−≤− ++ jj yW  (4.3) 

จากนิยามของ yi จะไดวา 

 
22

22 ββ
≤≤− jy  (4.4) 

นําอสมการที ่(4.2) + (4.4) จะไดอสมการ (4.5) 

 
2
1

22
1

2

22

+≤≤−−
ββ

jW  (4.5) 

นําอสมการ (4.5) – (4.3) จะได 

 ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+≤+−≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−− ++ 22

1
222

1
2

22
2

22

22 βββββ
jjj yWW  (4.6) 

จากอัลกอริทมึดานบน 

 ( ) 2
22 β

β α ++ +−= jjj
j yWW

x  (4.7) 

แทนคา สมการ (4.7) ลงในอสมการ (4.6) จะไดเปน 

 
2
1

2
1

≤≤−
αβ
jx  (4.8) 

เมื่อ xj เปนสมาชิกของชุดตัวเลข D และ ⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡=
2
ra และอสมการ (4.8) จะได 

 

 αβ≤nr  ■ 
 

ตัวอยาง 4.1 ให X เปนรูปแบบแทนจํานวน ในระบบจํานวนเชิงซอนซ้าํซอนอิงดรรชนีบน
ฐาน i2=β และแสดงดวยชุดตัวเลข { }4,3,2,1,0,1,2,3,4D =  โดยที ่ ( )423102.0,4,6=X  
ทําแปลงรูปแบบแทนจาํนวนจาก X ไปเปน Y ซึ่ง Y เปนรูปแบบแทนจาํนวนในระบบจํานวน
เชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนีบนฐาน i2=β และแสดงดวยชุดตัวเลข { }2,1,0,1,2=E  

 จากเงื่อนไข (4.1) จะได 4=α ตอจากนั้น จากนัน้ใชอัลกอริทมึคํานวณหาสวนของแฟรค
ชันจะไดผลดังแสดงในดังตาราง 4.1 
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ตารางที่ 4.1 แสดงผลของการแปลงชุดตัวเลขของตัวอยาง 4.1 
 
 

Step(j) jx  ( ) αβ
β j

jjj
xyWW +−= ++

2
22  jy  j jW y−  

-1 2  -0.125 0 -0.125 

-2 3 0.1875 0 0.1875 

-3 1 0.5625 1 -0.4375 

-4 0 -0.75 1 0.25 

-5 2  1.625 2 -0.375 

-6 4 -0.75 1 0.25 

-7 0 1.5 2 -0.5 

-8 2 -0.875 1 0.125 

-9 0 2 2 0 

-10 0 -0.5 0 -0.5 

-11 0 0 0 0 

-12 0 2 2 0 

 
 จากตาราง 4.1 จะไดคําตอบ ( ) iyf 22002121211.0= , eR = 10 และ eI = 8 ดังนั้นจะได 

( )2002121211.0,8,10=Y เมื่อคํานวณคาเชิงตวัเลขของ X และ Y จากสมการ (3.2) จะพบวา
ทั้ง X และ Y นั้นมีคาเชงิตัวเลขเทากัน 

 
4.3 วิเคราะหการเลื่อนคาไบแอสเอกโพเนน 
 

ในการดําเนนิการพืน้ฐานทางเลขคณิต เชนการบวก และการคูณ หากดําเนนิการแลวคา
เกินในตําแหนงนัน้ๆ จะเกิดการทดไปยงัตําแหนงทางดานซาย ในงานวิจัยชิน้นี้เสนออัลกอริทึมการ
แปลงชุดตัวเลขจาก { }andanZdD ≤≤−∈= |  เปนชดุตัวเลข { }aeaZeE ≤≤−∈= |  
เมื่อ 1, ≥na  หลังจากทําการแปลงชดุตัวเลขจาก D ไป E จะเกดิการทด และทดไปกี่ตําแหนงนั้น
จะตองคํานวณหาคาออกมาซึ่งนั่นคือคา α  เปนตัวบอกวาทดไปทางซายกี่ตําแหนง พิจารณาโดย
หาขอบเขตบนของชุดตัวเลข D ซึ่งก็คอื 2an สําหรับงานวิจัยชิน้นี้ 2/ra =  ดังนั้นจะได 

rnan =2  หลงัจากนัน้นาํมาคาํนวณหาตําแหนงโดยหาคา αβ  ที่นอยที่สุดที่มากกวาคา rn จะ
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เปนตามเงื่อนไข 4.1 และไมสามารถใชคา α  ที่นอยกวาคาที่คํานวณไดเพราะจะทาํใหเกิดการลน 
(overflow)  

ในงานวิจัยชิน้นี้ทาํบนระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนี ซึ่งระบบนี้นัน้เมื่อมกีารทด
จะทดไปยัง 2 ตําแหนงถัดไป ดังนัน้คา α  จึงเปนจํานวนเต็มคูเสมอ หากทาํการแปลงจากชุดตัว
เลขที่ใหญกวานั่นหมายความวาคา n ที่เพิม่ข้ึนนัน้จะทําใหคา α  มีคามากตามไปดวยซึ่งก็แปลวา
มีการทดไปทางซายหลายตําแหนง ถาใชคา n ที่นอยทีสุ่ดนั่นคือ n = 1 จะคํานวณคา α  ได
เทากับ 0 ถงึแมวาจะทาํการแปลงชุดตัวเลขจากชุดตัวเลขที่เล็กกวา ไปยังชุดตัวเลขทีใ่หญกวาก็จะ
ได 0=α  ซึ่งคา α  จะไมติดลบแนนอน นั่นหมายความวา α  ทีน่าํมาใชนั้นจะตองเปนจาํนวน
เต็มคูและมีคาตั้งแตศูนยเปนตนไป 



บทที่ 5 

 

สรุปผลการวิจัย 

 
 ลักษณะของรปูแบบการแทนจํานวนของระบบจํานวนเชงิซอนซ้าํซอนของคนทุ คือรวม
สวนจาํนวนจนิตภาพและสวนจาํนวนจริง ใหอยูในเลขจํานวนเดยีวเทานั้น งานวิจยัชิ้นนีม้ี
จุดมุงหมายเพือ่นําเสนอระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนี โดยที่พัฒนามาจากระบบจํานวน
เชิงซอนซ้ําซอนของคนทุ และอาศัยหลักการของเลขอิงดรรชนีฐานสอง รูปแบบการแทนจาํนวนของ
ระบบจํานวนเชิงซอนซ้าํซอนอิงดรรชนีนัน้จะแยกออกเปน 3 สวนคือ สวนของไบแอสเอกโพเนน 2 
สวน และสวนของแฟรคชนั 1 สวน อนึ่งงานวิจยัชิน้นี้เพยีงแคนาํเสนอระบบใหมเทานัน้จึงยังไมมี
การกําหนดขนาดที่แนนอนใหกับสวนตางๆ ทัง้ 3 สวน ในกรณีที่จาํนวนมีคาเชงิตัวเลขระหวางสวน
จํานวนจรงิและสวนจํานวนจินตภาพมีคาตางกนัมาก พบวาในบางกรณีระบบใหมทีน่ําเสนอนั้น
สามารถเก็บจาํนวนโดยใชเนื้อทีน่อยกวา การเก็บอยูในรูปแบบเดิมเพราะวา ในระบบใหมมีการ
แยกเก็บไวในสวนของไบแอสเอกโพเนน ซึ่งตางจากระบบเกาตรงที่ระบบเกาจะเก็บเปนตัวเลข
อยางเดยีว ทั้งนี้งานวิจัยชิน้นีย้ังไดพัฒนาอัลกอริทึมการแปลงชุดตัวเลขเชื่อมตรง มาเพื่อใชกบั
ระบบที่ไดนําเสนอไป โดยอัลกอริทึมที่นาํเสนอนี้เปรียบเสมือนการดําเนินการพืน้ฐานเลขคณิต
นั่นเอง และเพื่อเพิ่มความเร็วในการคํานวณจงึนาํการทํางานเชื่อมตรง มาใชในอัลกอริทึมที่
ออกแบบดวย 

 อยางไรก็ตามระบบใหมที่คดิขึ้นนั้นยังมีขอเสียอยู คือ ลักษณะของระบบเลขอิงดรรชนีนัน้
แตละสวนจะมีการกาํหนดขนาดไวแนนอน ดงันัน้ในการทํางานจริงหากขอมูลนําเขาที่ใสเขามานั้น
มีขนาดใหญวาที่กาํหนดไวสวนที่เกนิออกมาระบบจะตดัทิ้ง ซึง่จะเกิดความผิดพลาดจากการตดั
สวนที่ตัดทิ้งไปนั่นเอง ในอัลกอริทึมการแปลงชุดตัวเลขก็เชนกันเมื่อมีการดําเนนิการใดๆ ก็จะ
สามารถคาํนวณจํานวนตาํแหนงทีจ่ําเปนตองเลื่อนไปทางซาย จํานวนตําแหนงที่เลือ่นเพิม่นัน้จะ
สงผลกระทบตอตําแหนงดานขวาสุด เพราะระบบนีม้ีการกาํหนดขนาดไวแนนอน หากมกีารเพิ่ม
ตําแหนงเขาไปที่ดานซายนัน่หมายความวา จะตองมีตัวเลขทางดานขวาถกูตัดทิ้งไปเปนจํานวน
เทากับจํานวนที่เพิม่เขามา ซึง่นัน่ก็คือความผิดพลาดที่หลีกเลี่ยงไมไดเชนกนั  
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