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เนื้อหาในบทแรกนี้จะกลาวถึงความเปนมาของงานวิจัยนี้ งานวิจัยในอดีตที่
เกี่ยวของซึ่งไดศึกษากอนการทํางานวิจัย วัตถุประสงคและขอบเขตของงานวิจัย พรอมทั้งอธิบาย
ถึงระเบียบวิธีวิจัยที่ใชในงานวิจัยและสุดทายคือประโยชนที่ไดรับจากการทํางานวิจัยนี้ 

  

1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

การวิเคราะหโครงสรางแบบเชิงเสนเปนวิธีการที่นิยมใชแพรหลายในการวิเคราะห
โครงสรางทางวิศวกรรมโยธา เนื่องจากเปนวิธีที่งาย มีความสะดวกในการทํางานและใชเวลาใน
การวิเคราะหนอย เมื่อเปรียบเทียบกับวิธีการวิเคราะหที่คํานึงถึงปจจัยของความไรเชิงเสนแบบ
ตางๆ อยางไรก็ตามผลที่ไดจากการวิเคราะหโครงสรางแบบเชิงเสนนั้นมีคาใกลเคียงกับผลจากการ
วิเคราะหแบบไรเชิงเสนก็ตอเมื่อโครงสรางที่พิจารณามีการเปลี่ยนตําแหนงและการเปลี่ยนรูปเพียง
เล็กนอย ทั้งนี้เนื่องจากทฤษฎีการวิเคราะหแบบเชิงเสนอางอิงจากสมมติฐานดังตอไปนี้คือ 

1. การเปลี่ยนตําแหนงและการเปลี่ยนรูปของโครงสรางเนื่องจากแรงกระทํามี
คานอยมากดังนั้นไมพิจารณาความแตกตางระหวางสถานะกอนและหลัง
การเปลี่ยนรูป 

2. สมการสมดุลสรางโดยอางอิงจากเรขาคณิตของโครงสรางกอนการเปลี่ยนรูป 
3. ปริมาณวัดการเปลี่ยนรูปมีความสัมพันธแบบเชิงเสนกับปริมาณการเปลี่ยน

ตําแหนง 
4. วัสดุที่ใชทําโครงสรางมีพฤติกรรมแบบยืดหยุนเชิงเสน 

เนื่องดวยขอจํากัดจากสมมติฐานดังกลาวนี้ ทําใหการวิเคราะหแบบเชิงเสนนั้นไม
สามารถหาคาผลเฉลยหรืออธิบายพฤติกรรมบางอยางของโครงสรางได เชน พฤติกรรมแบบคาน-
เสา (beam-column behavior) หรือผลของพีเดลตา (P-delta effect) ของโครงสรางที่รับโมเมนต
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ดัดรวมกับแรงอัดตามแนวแกน การหาคาแรงอัดวิกฤติ (critical or buckling load) และพฤติกรรม
ของโครงสรางหลังสภาวะโกงเดาะ (post-buckling behavior) การวิเคราะหหาการเปลี่ยนรูปและ
การเปลี่ยนตําแหนงของโครงสรางที่ออนไหวสูงตอแรงกระทํา พฤติกรรมหลังจากหนวยแรงภายใน
สูงสุดเกินคาพิกัดแปรผันตรง (proportional limit) และคาแรงกระทําสูงสุด (ultimate load) เปน
ตน 

เพื่อใหไดผลการวิเคราะหที่ใกลเคียงกับพฤติกรรมจริงมากขึ้น จึงจําเปนตอง
พิจารณาปจจัยไรเชิงเสนแบบตางๆในการสรางแบบจําลองทางคณิตศาสตร และในขั้นตอนการ
วิเคราะห เชน ในการพิจารณาปจจัยไรเชิงเสนเชิงเรขาคณิตอยางงายในวิธีการวิเคราะหอันดับสอง 
(second order analysis) การพิจารณาปจจัยไรเชิงเสนเชิงเรขาคณิตที่พิจารณาสมการสมดุลจาก
สมการจลนศาสตรแบบแมนตรงในวิธีการวิเคราะหแบบความโคงมาก (large curvature 
analysis) การวิเคราะหแบบพลาสติก (plastic analysis) ซึ่งเปนวิธีการวิเคราะหที่คํานึงถึงปจจัย
ไรเชิงเสนเชิงวัสดุโดยใชความสัมพันธของโมเมนตดัดและความโคงแบบไมเชิงเสนอยางงาย เปน
ตน  การวิเคราะหโดยพิจารณาปจจัยไรเชิงเสนดังกลาว ทําใหไดผลการวิเคราะหที่มีความถูกตอง
มากขึ้นหรือสามารถใชทํานายพฤติกรรมของโครงสรางไดมากข้ึน ยกตัวอยางเชน ในการวิเคราะห
พฤติกรรมของเสาที่รับแรงอัดตามแนวแกนดังแสดงในรูปที่ 1.1 ผลที่ไดจากการวิเคราะหโดยวิธี
ตางๆ แสดงดังในรูปที่ 1.2 ซึ่งจะพบวาการวิเคราะหแบบเชิงเสนนั้นไมสามารถหาคาแรงอัดวิกฤติ
และพฤติกรรมหลังการโกงเดาะได (เสนสีแดง) การวิเคราะหดวยวิธีการวิเคราะหอันดับสอง
สามารถหาคาแรงอัดวิกฤติของเสาไดแตไมสามารถอธิบายพฤติกรรมของเสาหลังเกิดการโกงเดาะ
ได (เสนสีน้ําเงิน) ทั้งนี้เนื่องจากการวิเคราะหอันดับสองยังคงใชความสัมพันธจลนศาสตรแบบเชิง
เสน สวนการวิเคราะหแบบความโคงมากโดยพิจารณาวัสดุที่มีพฤติกรรมแบบเชิงเสน (การ
วิเคราะหแบบอิลาสติกา) สามารถหาคาแรงอัดวิกฤติและพฤติกรรมหลังการโกงเดาะได (เสนสี
เขียว) จากเหตุผลดังกลาวนี้ทําใหในปจจุบันมีการนําการวิเคราะหแบบอิลาสติกามาใชมากขึ้นเพื่อ
ศึกษาพฤติกรรมหลังการโกงเดาะและใชในการวิเคราะหโครงสรางที่มีความออนตัวสูง 
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โดยทั่วไปนั้นเมื่อโครงสรางมีการเปลี่ยนตําแหนงไปมาก ปริมาณการเปลี่ยนรูป
เชน การยืดหดตัว การบิด และการดัด จะมีคามากตามไปดวย ซึ่งอาจสงผลทําใหหนวยแรงภายใน
เนื้อวัสดุมีคาเกินหนวยแรงพิกัดแปรผันตรง ดังนั้นการวิเคราะหแบบอิลาสติกายังคงมีขอจํากัด
เนื่องจากไมไดพิจารณาผลของความไรเชิงเสนเชิงวัสดุ ความสัมพันธระหวางโมเมนตดัดและความ
โคงของหนาตัดที่ทํามาจากวัสดุทางวิศวกรรมโดยทั่วๆไปนั้นสวนใหญประกอบดวยสองสวนหลักๆ 
คือ สวนที่ความสัมพันธเปนแบบเชิงเสน และสวนที่ความสัมพันธเปนแบบไรเชิงเสน โดยจุดเริ่มตน
ที่หนาตัดมีพฤติกรรมแบบไรเชิงเสนเรียกวาจุดพิกัดแปรผันตรง รูปที่ 1.3 แสดงความสัมพันธแบบ
อุดมคติระหวางโมเมนตดัดและความโคงของหนาตัดที่ทํามาจากเหล็กกลาละมุน โดยสมมติให
ความสัมพันธระหวางหนวยแรงเคนและความเครียดเปนแบบยืดหยุนพลาสติกแบบสมบูรณ เมื่อ
ทําการวิเคราะหโครงสรางในรูปที่ 1.1 โดยการวิเคราะหแบบความโคงมากรวมกับความสัมพันธ
แบบไรเชิงเสนระหวางโมเมนตดัดและความโคงของหนาตัด จะไดผลดังเสนสีเหลืองในรูปที่ 1.2 

 
 
 

 

∆ 

P

∆ 

P 

Pcr 

รูปที่ 1.1  โครงสรางเสายืน่รับ
แรงอัดตามแนวแกน 

รูปที่ 1.2  ความสัมพนัธระหวางแรงอัดและการ
เคลื่อนตัวดานขางของปลายเสายืน่ดวย
วิธีการวิเคราะหแบบตางๆ 
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รูปที่ 1.3 กราฟความสัมพนัธระหวางโมเมนตดัดและความโคงของหนาตัด 
ที่ทาํจากเหลก็กลาละมนุ 

 
จากตัวอยางที่ไดกลาว พบวาเมื่อพิจารณาโครงสรางที่มีการเปลี่ยนตําแหนงและ

การเปลี่ยนรูปมาก ผลของความไรเชิงเสนเชิงวัสดุจะปรากฎใหเห็นและอาจทําใหผลการวิเคราะห
คลาดเคลื่อนไปมากหากไมไดพิจารณาความไรเชิงเสนเชิงวัสดุอยางเหมาะสม เนื่องจากเมื่อ
โครงสรางเกิดการเปลี่ยนรูปนอย และทําใหความโคงของโครงสรางยังคงมีคานอยกวาคาความโคง
ที่พิกัดแปรผันตรง แตเมื่อโครงสรางเกิดการเปลี่ยนรูปมากแลวความโคงของโครงสรางอาจมีคา
มากจนเกินคาความโคงที่พิกัดแปรผันตรง ซึ่งสงผลใหการวิเคราะหโครงสรางโดยไมพิจารณา
ปจจัยของความไรเชิงเสนเชิงวัสดุใหคําตอบที่คลาดเคลื่อนหรืออาจไดคําตอบที่ผิดพลาดได 

 

1.2 เอกสารและงานวิจยัที่เกี่ยวของ 

เนื่องจากพฤติกรรมบางประเภทของโครงสรางไมสามารถอธิบายไดดวยการใช
วิธีการวิเคราะหแบบเชิงเสน จึงทําใหมีความจําเปนตองพัฒนาวิธีการในการวิเคราะหแบบอ่ืนๆขึ้น
เพื่อที่จะสามารถอธิบายพฤติกรรมที่สนใจได ยกตัวอยางเชนพฤติกรรมของโครงสรางที่รับแรงอัด
ตามแนวแกนที่นิยมศึกษากัน คือ พฤติกรรมหลังการโกงเดาะของเสา โดยเริ่มแรกนั้นไดมีการ
พิจารณาผลของความไรเชิงเสนเชิงเรขาคณิตของโครงสรางโดยวิธีการวิเคราะหอันดับสอง (Den 
Hartog, 1952; Timoshenko และ Gere, 1972)  สรางสมการสมดุลอางอิงจากเรขาคณิตหลังการ
เปลี่ยนรูป รวมกับการใชสมการจลนศาสตรแบบเชิงเสน ทําใหสามารถหาคาแรงอัดวิกฤติขณะที่
เสาเกิดการโกงเดาะได แตยังคงไมสามารถอธิบายพฤติกรรมหลังการโกงเดาะของเสาได ตอมาได
มีการพัฒนาวิธีการวิเคราะหโดยพิจารณาปจจัยไรเชิงเสนเชิงเรขาคณิต ที่อางอิงจากสมการ

pM  

M  

yM  

yκ  κ  
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จลนศาสตรแบบแมนตรงซึ่งเรียกวาการวิเคราะหแบบอิลาสติกา (Timoshenko และ Gere, 1972) 
วิธีการดังกลาวสามารถวิเคราะหพฤติกรรมหลังการโกงเดาะของเสาได อยางไรก็ตามการวิเคราะห
ดวยวิธีนี้จําเปนตองใชเทคนิคทางคณิตศาสตรคอนขางมาก สําหรับการแกระบบสมการอนุพันธไร
เชิงเสนและโดยสวนใหญไมสามารถหาผลเฉลยในรูปแบบปดได (closed form solution) คําตอบ
สวนใหญที่ไดมักเขียนอยูในรูปของปริมาณปริพันธเชิงวงรี (elliptic integral) โดยปญหาอิลาสติกา
เร่ิมมีในการศึกษาเปนครั้งแรก ในป ค.ศ. 1774 โดย Euler และในป ค.ศ. 1770-1773 โดย 
Lagrange โดยวัตถุประสงคของการศึกษานั้นเพื่อหาเสนโคงการโกงตัวที่ถูกตองของคานในขณะที่
คานมีการโกงตัวมากโดยใชวิธีการแกสมการเชิงอนุพันธโดยตรง ซึ่งรายระเอียดเพิ่มเติมของวิธีการ
ดังกลาวสามารถพบไดในหนังสือของ Timoshenko (1953) เทคนิคที่ใชในการแกปญหาอิลาสิกา
ในชวงแรกๆยังคอนขางจํากัด ซึ่งสวนใหญจะใชวิธีการแกปญหาดวยการแกสมการเชิงอนุพันธ
โดยตรงซึ่งเปนวิธีที่คอนขางยุงยากเนื่องจากความซับซอนของสมการกํากับทางคณิตศาสตร ตอมา
ไดมีการพัฒนาระเบียบวิธีเชิงตัวเลขสําหรับการแกปญหาอิลาสติกา ทําใหสามารถแกปญหาที่
ซับซอนไดมากขึ้น โดยแบงการทบทวนงานวิจัยในอดีตที่เกี่ยวของกับการวิเคราะหแบบความโคง
มากออกเปน 2 กลุมดวยกันคือ การวิเคราะหแบบความโคงมากสําหรับวัสดุยืดหยุนเชิงเสนและ
การวิเคราะหแบบความโคงมากสําหรับวัสดุยืดหยุนไรเชิงเสน 

สําหรับงานวิจัยในอดีตที่เกี่ยวของกับการวิเคราะหแบบความโคงมากโดย
พิจารณาวัสดุที่มีพฤติกรรมยืดหยุนเชิงเสนนั้น มีผูศึกษาอยางแพรหลายโดยรูปแบบของปญหา
และวิธีการแกปญหานั้นมีความแตกตางกันออกไป ยกตัวอยางเชน Rao และ Rao (1989) ศึกษา
พฤติกรรมของคานยื่นที่รับแรงกระทําแบบแผที่สามารถปรับมุมของแรงกระทําตามมุมของคานที่
โกงตัวดวยวิธีรัง-คุททา (Runge-Kutta) อันดับที่ส่ี และไดพิจารณากรณีที่แรงกระทําแบบแผอยูใน
รูปของฟงกชันไดแรค (Dirac-delta function) คือ ( ) ( )1 2 2n exp nxπ −  ทําใหสามารถพิจารณา
กรณีที่คานรับแรงกระทําแบบจุดที่ปลาย และเปรียบเทียบผลเฉลยเชิงตัวเลขและผลเฉลยแมนตรง 
จากการศึกษาพบวาในกรณีมุมที่ปลายของคานมีคานอย ผลเฉลยมีความคลาดเคลื่อนมากกวาใน
กรณีที่มุมที่ปลายคานคามาก แตคลาดเคลื่อนดังกลาวมีคาลดลงเมื่อ n มีคาเพิ่มข้ึน   

Dado และ Al-Sadder (2005) ศึกษาโครงสรางคานยื่นที่มีหนาตัดคงที่และหนา
ตัดไมคงที่ รับแรงกระทําแบบตางๆกันโดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลข ในการวิเคราะหทําการสมมุติผล
เฉลยของมุมหมุนในรูปพหุนามอันดับที่ n และใชเงื่อนไขขอบเขตเพื่อหาคาสัมประสิทธิ์ จากการ
เปรียบเทียบผลที่ไดจากการวิเคราะหและผลที่ไดจากโปรแกรมวิเคราะหดวยวิธีไฟไนทอิลิเมนต 
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MSC/NASTRAN พบวาการวิเคราะหดวยวิธีการสมมุติคําตอบนั้นสามารถใหคําตอบที่ถูกตอง
มากกวาการใช MSC/NASTRAN ในกรณีที่คานเกิดการโกงตัวมากๆ 

Wang และคณะ (2006) ศึกษาคานยื่นรับแรงกระทําแบบจุดที่ปลายคาน โดยใช
ระเบียบวิธีวิเคราะหแบบฮอมอโทป (Homotopy analysis method; HAM) ซึ่งคลายกับ Dado 
และ Al-Sadder (2005) โดยทําการสมมุติผลเฉลยของมุมหมุนที่แตละตําแหนงของคานเปน
สมการพหุนาม และใชคาเริ่มตนจากการวิเคราะหแบบเชิงเสน จากการศึกษาพบวาวิธีดังกลาว
สามารถใชปญหาความโคงมากไดอยางมีประสิทธิภาพ  

Shavartman (2007) ทําการศึกษาคานยื่นรับแรงกระทําที่ปลายอิสระซึ่งแตกตาง
จากงานวิจัยอ่ืนๆผานมาคือ แรงกระทําเอียงทํามุมกับแกนของคานโดยเปลี่ยนทิศทางตามทิศ
ทางการหมุนของคาน โดยใชเทคนิคการเปลี่ยนตัวแปรเพื่อเปล่ียนจากปญหาคาขอบเขตแบบ 2 
จุดเปนปญหาคาเริ่มตน และทําการหาผลเฉลยดวยวิธีกึ่งวิเคราะหโดยใชวิธีรัง-คุททาอันดับที่ส่ีโดย
มีการปรับเปลี่ยนขนาดชวง (step size) ในขั้นตอนการคํานวณ  และหาคาพิกัดโดยใชหลักการของ
ซิมปสัน ทําการเปรียบเทียบผลเฉลยที่ไดกับผลเฉลยเชิงตัวเลขดวยวิธียิงเปา จากการศึกษาพบวา
การเปลี่ยนตัวแปรและการคํานวณโดยระเบียบวิธีกึ่งวิเคราะหใหผลเฉลยที่ถูกตองกวาการใช
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขและใชเวลาในการคํานวณนอยกวา นอกจากนี้วิธีการดังกลาวยังสามารถ
ประยุกตใชกับโครงสรางคานยื่นแบบโคงไดอีกดวย 

Banerjee และคณะ (2008) ทําการวิเคราะหคานยื่นที่รับแรงกระทําในแนวดิ่ง 
แรงกระทําในแนวราบและโมเมนตดัดที่ปลายอิสระ โดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลข 2 วิธี คือ วิธียิงเปา 
และวิธีการแยกแบบเอโดเมน (Adomain decomposition) เพื่อศึกษาเปรียบเทียบผลเฉลยเชิง
ตัวเลขจากทั้งสองวิธีกับที่ไดจากการใชวิธีเชิงวิเคราะห จากการศึกษาพบวาระเบียบวิธีเชิงตัวเลข
ทั้ง 2 วิธีนั้นสามารถใชในการวิเคราะหโครงสรางแบบความโคงมากรวมถึงกรณีที่เกิดจุดดัดกลับ 
(inflection point) ภายในคานไดเปนอยางมีประสิทธิภาพ 

งานวิจัยที่ไดนําเสนอมานั้นสวนใหญเปนการศึกษาปญหาโครงสรางคานที่รับแรง
กระทําที่ไมซับซอน โดยใชเทคนิคการวิเคราะหแบบตางๆกัน โครงสรางที่ทําการศึกษาเปน
โครงสรางที่ประกอบดวยชิ้นสวนเดียวและมีเพียง Banerjee และคณะ (2008) เทานั้นที่พิจารณา
กรณีที่มีจุดดัดกลับภายในคาน ตอมา พีรศักดิ์ ตั้งนวรัตน และ จรูญ รุงอมรรัตน (2008) ไดทําการ
วิเคราะหแบบความโคงมากของโครงสรางคานและโครงขอแข็งดวยวิธีการรวมสติฟเนสแบบตรง 
ซึ่งใชระเบียบวิธีกึ่งเชิงวิเคราะหในการสรางเมตริกสติฟเนสสัมผัสของชิ้นสวนโครงสรางขึ้น และใช
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วิธีนิวตัน-ราฟสันในการหาผลเฉลยของระบบสมการไรเชิงเสนที่เกี่ยวของ ซึ่งจากการใชวิธีรวมสติฟ
เนสแบบตรงนี้ทําใหสามารถพิจารณาโครงสรางที่ประกอบดวยชิ้นสวนโครงสรางหลายชิ้นสวนและ
มีเรขาคณิตแบบตางๆได และใหผลลัพธที่ถูกตองเชนเดียวกับการใชระเบียบวิธีเชิงวิเคราะห 

สําหรับในสวนของงานวิจัยที่พิจารณาปจจัยดานความไรเชิงเสนเชิงวัสดุนั้นที่ผาน
มามีการพิจารณาแบบจําลองพฤติกรรมวัสดุหลายประเภทดวยกัน แบบจําลองวัสดุที่ถูกนําใชมาก
ที่สุดในการศึกษาที่ผานมาคือวัสดุที่มีความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียดเปนแบบ
กําลังหรือวัสดุแบบลัดวิค (Ludwick) ยกตัวอยางเชน Lee (2002) ทําการศึกษาคานยื่นรับแรง
กระทํา 2 ชนิดคือ แรงกระทําแบบแผสม่ําเสมอตลอดความยาวคานและแรงกระทําเปนจุดที่ปลาย
อิสระ โดยพิจารณาคานที่ทํามาจากวัสดุไรเชิงเสนแบบลัดวิค ซึ่งมีสมการความสัมพันธระหวาง
ความเคนและความเครียดคือ 1 n

0σ = σ ε  วัสดุที่มีคุณสมบัติเชนนี้ไดแก ทองแดงและอลูมิเนียม 
เปนตน ในการหาผลเฉลย Lee ใชระเบียบวิธีการยิงเปาและวิธีการตัดสองสวน (bisection) เพื่อ
เพิ่มความถูกตองในการคํานวณหาคามุมหมุนที่ปลาย เชนเดียวกับ Shavartman (2007) ที่ใช
หลักการของซิมปสันในการคํานวณคาพิกัด 

Lewist และ Monasa (1980) ทําการศึกษาการโกงตัวของคานยื่นที่ทําจากวัสดุไร
เชิงเสนแบบลัดวิค โดยคํานวณหาผลเฉลยเชิงตัวเลขดวยวิธีรัง-คุททาอันดับที่ส่ี จากการศึกษา
พบวาการโกงตัวของคานนั้นไมข้ึนกับคาอัตราสวนระหวางความลึกของคานและความยาวคาน 
ตอมาในป 1983 ทั้งสองไดศึกษาพฤติกรรมของคานยื่นที่เปนวัสดุไรเชิงเสนแบบลัดวิค และรับแรง
กระทําแบบจุดหลายแรงกระทําที่จุดตางๆ กัน จากการศึกษาพบวาควรใชวิธีรัง-คุททาในการ
คํานวณคาพิกัด เพราะใหผลที่แมนยํากวาการหาคาพิกัดดวยหลักการของซิมปสัน โดยงานวิจัยนี้
ใชวิธีรัง-คุททา อันดับที่ส่ีในการคํานวณคาปริพันธเชิงตัวเลข โดยผลจากการศึกษาชี้ใหเห็นวาคา
การโกงตัวของโครงสรางจะนอยลงเมื่อ n มีคานอยลง จากงานวิจัยทั้ง 3 ที่กลาวขางตนวัสดุไรเชิง
เสนแบบลัดวิคเทานั้น 

สําหรับวัสดุไรเชิงเสนประเภทอื่นๆนั้น Prathap และ Varadan (1984) ทําการ
วิเคราะหโครงสรางคานยื่นที่ทํามาจากวัสดุไรเชิงเสนแบบแรมเบิรก-ออสกูด (Ramberg-Osgood) 
ซึ่งมีสมการความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียดเปนดังสมการ ( )nE K Eε = σ + σ  
และรับแรงกระทําแบบจุดที่ปลายอิสระ ซึ่งแรงกระทําดังกลาวสามารถแปรเปลี่ยนทิศทางไดตาม
การหมุนของคาน การวิเคราะหใชเทคนิคเชิงตัวเลขในการหาคาปริพันธและเทคนิคการวนซ้ํา 
(iteration) เพื่อหาคําตอบที่เหมาะสมและใชการกําหนดขนาดชวงในการคํานวณเพื่อลด
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ความคลาดเคลื่อนที่อาจเกิดขึ้นจากการคํานวณ จากการศึกษาพบวาโครงสรางจะเขาสูสภาวะ
ความไรเสถียรภาพเมื่อแกนสะเทินของหนาตัดยกตัวขึ้นไปอยูนอกความลึกของคาน 

Kounadis และ Mallis (1984) ทําการศึกษาพฤติกรรมของคานฐานรองรับอยาง
งายซึ่งรับแรงอัดตามแนวแกน โดยพิจารณาวัสดุไรเชิงเสนที่มีความสัมพันธระหวางความเคนและ
ความเครียด ( )2E 1σ = ε −αε  โดยที่คาพารามิเตอร α ใชสําหรับการปรับเปลี่ยนความไรเชิงเสน
ของวัสดุและใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขในการหาผลเฉลย จากการศึกษาพบวาเมื่ออัตราสวนความ
ชะลูด (slenderness ratio) มีคาเพิ่มข้ึน จะสงผลใหคาวิกฤตของความไรเชิงเสนซึ่งเปนคาที่
กําหนดความมีเสถียรภาพของวัสดุมีคาเพิ่มข้ึนตามไปดวย และคารัศมีความโคง (radius of 
curvature) ขณะเกิดการโกงเดาะจะมีคาเพิ่มข้ึนตามคาอัตราสวนความชะลูดของโครงสราง 

ตอมา Vaz  และ Patel (2006) ศึกษาพฤติกรรมหลังการโกงเดาะของคาน
ฐานรองรับอยางงายที่มีความชะลูดสูงและพิจารณาวัสดุซึ่งมีความสัมพันธของโมเมนตดัดและ
ความโคงเปนแบบเชิงเสนคู (bilinear) โดยใชตัวคูณลดกําลังเพื่อลดคาความแข็งเกร็งตอการดัด
ของวัสดุในความสัมพันธระหวางโมเมนตดัดและความโคงของวัสดุชวงที่สอง โดยพิจารณาทั้งกรณี
ที่เพิ่มแรงกระทําและกรณีที่ลดแรงกระทํา (loading และ unloading) โดยในชวงที่เพิ่มแรงกระทํา
นั้นทําการวิเคราะหดวยวิธีเชิงวิเคราะห และในขณะที่ลดแรงกระทําใชการวิเคราะหดวยวิธียิงเปา
และวิธีรัง-คุททา จากการศึกษาพบวาการปรับคาตัวคูณลดกําลังใหไดผลเฉลยที่อยูในชวงที่มี
เสถียรภาพนี้ทําไดยากเพราะชวงของคาตัวคูณลดกําลังที่ใหผลเฉลยอยูในชวงที่มีเสถียรภาพมีชวง
ที่แคบมาก 

จากงานวิจัยในอดีตที่กลาวมาทั้งหมดขางตน โครงสรางที่ทําการศึกษาสวนใหญ
เปนโครงสรางที่ไมซับซอนประกอบดวยชิ้นสวนยอยเพียงชิ้นเดียวและพิจาณาเพียงแคกรณีที่ไมมี
จุดดัดกลับภายในคานซึ่งทําใหการวิเคราะหทําไดงายขึ้น และวัสดุแบบไรเชิงเสนที่นํามาใชในการ
วิเคราะหสวนใหญเปนสมการความสัมพันธของความเคนและความเครียดที่สามารถปรับเปลี่ยน
คาความไรเชิงเสนได ทั้งนี้เพื่อศึกษาถึงผลของความไรเชิงเสนของวัสดุที่มีตอพฤติกรรมการโกงตัว
ของโครงสรางนั่นเอง โดยจากการศึกษาพบวาผลของความไรเชิงเสนเชิงวัสดุตอพฤติกรรมของ
โครงสรางจะปรากฏอยางชัดเจนในขณะที่โครงสรางเกิดการเปลี่ยนรูปมาก นอกจากนี้การศึกษา
ปจจัยความไรเชิงเสนในการวิเคราะหแบบความโคงมากในงานวิจัยในอดีตยังคงจํากัดอยูเพียงแค
วัสดุบางชนิดเทานั้น 
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1.3 วัตถุประสงคของการวิจัย 

งานวิจัยนี้มีวัตถุประสงคเพื่อศึกษาและพัฒนาวิธีการวิเคราะหแบบความโคงมาก
ของโครงสรางที่รับโมเมนตดัดรวมกับแรงตามแนวแกนโดยพิจารณาความไรเชิงเสนเชิงวัสดุแบบ
ทั่วไป และใชระเบียบวิธีที่พัฒนาขึ้นในการศึกษาผลของความไรเชิงเสนเชิงวัสดุที่มีตอพฤติกรรม
ของโครงสรางคานที่มีการเปลี่ยนตําแหนงและการเปลี่ยนรูปมาก 

 

1.4 ขอบเขตของการวิจยั 

งานวิจัยนี้พิจารณาคาน 2 มิติ ซึ่งประกอบดวยคานยื่นและคานชวงเดียวที่มี
ฐานรองรับอยางงายที่มีหนาตัดและคุณสมบัติตางๆ คงที่ตลอดทั้งโครงสราง ไมพิจารณาแรง
กระทําแบบแผ และไมพิจารณาการเปลี่ยนรูปเนื่องจากแรงเฉือนและการยืดหดตามแนวแกน 

 

1.5 ระเบียบวิธวีิจัย 

ระเบียบวิธวีิจยัที่ใชในการศกึษานี้ประกอบดวย 
1. ระเบียบวิธีกึ่งเชิงวิเคราะห (semi-analytical method) สําหรับใชหาผลเฉลยของ

ระบบสมการเชิงอนุพันธไรเชิงเสน โดยใชสมการพื้นฐานทางกลศาสตรโครงสรางใน
การสรางสมการกํากับ และใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขนิวตัน-ราฟสัน (Newton-
Raphson) ในการหาผลเฉลยเชิงตัวเลข 

2. ระเบียบวิธเีกาสควอดราเจอร (Gauss quadrature) เพื่อใชคํานวณคาปริพันธเชิง
ตัวเลขที่ปรากฎ  

3. เทคนิคการแปลงตัวแปร (variable transformation) สําหรับแกปญหาความเปน
เอกฐาน (singularity) ของปริมาณปริพันธที่เกี่ยวของ เพือ่ใหการคํานวณคาปริพันธ
ดวยวิธเีกาสควอดราเจอรมคีวามถกูตองมากยิง่ขึ้น 
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1.6 ประโยชนที่คาดวาจะไดรบั 

1. ไดโปรแกรมคอมพิวเตอรที่มีความสามารถในการวิเคราะหโครงสรางอยางงายที่รับ
โมเมนตดัดรวมกับแรงตามแนวแกน โดยพิจารณาผลของความไรเชิงเสนเชิง
เรขาคณิตซึ่งอางอิงจากสมการจลนศาสตรแบบแมนตรงและผลของความไรเชิงเสน
เชิงวัสดุ 

2. ผลเฉลยที่ไดจากระเบียบวิธีที่พัฒนาขึ้นมีความถูกตองสูงซึ่งสามารถนําไปใชเปน
ผลเฉลยอางอิงสําหรับระเบียบวิธีเชิงตัวเลขอื่นๆได เชน ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
(Finite Element Method; FEM) เปนตน 

3. ผลที่ไดจากงานวิจัยนี้เปนพื้นฐานสําคัญที่สามารถนําไปพัฒนาระเบียบวิธีการรวม
สติฟเนสแบบตรง สําหรับวิเคราะหโครงสรางที่มีเรขาคณิตซับซอนมากยิ่งขึ้นได 
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บทที่  2 
 

สมมติฐานและสมการพื้นฐาน 

 

 
เนื้อหาในบทนี้กลาวถึงสมมติฐาน และการพัฒนาสมการเชิงอนุพันธพื้นฐาน

สําหรับใชสรางสมการกํากับสําหรับใชจําลองปญหาในงานวิจัยนี้  
 

2.1 สมมติฐาน 

ในการสรางแบบจําลองทางคณิตศาสตรและการพัฒนาสมการกํากับเชิงอนุพันธ
สําหรับใชในการอธิบายพฤติกรรมของชิ้นสวนของโครงสรางรับโมเมนตดัดรวมกับแรงตาม
แนวแกน อาศัยสมมติฐานดังตอไปนี้คือ 

1. ชิ้นสวนโครงสรางมีลักษณะตรงและมีหนาตัดคงที่ตลอดทั้งชิ้นสวน 
2. ชิ้นสวนโครงสรางทํามาจากวัสดุยืดหยุนมีคุณสมบัติเหมือนกันทั้งชิ้นสวน

และไมข้ึนอยูกับทิศทาง 
3. ความโคง การขจัด และการหมุนสมัพนัธกันโดยสมการจลนศาสตรแบบ

แมนตรง 
4. สมการสมดุลสรางโดยอางอิงจากเรขาคณิตของโครงสรางหลังการ

เปลี่ยนรูป 
5. ทราบความสัมพันธระหวางโมเมนตดัดและความโคงตลอดทั้งชิ้นสวน 
6. ไมพิจารณาแรงกระทําบนชิ้นสวนโครงสราง 
7. ชิ้นสวนโครงสรางไมมีการยืดหดตัวตามแนวแกน 
8. ไมพิจารณาการเปลี่ยนรูปเนื่องจากผลของแรงเฉือน 
9. ระนาบหนาตัดของชิ้นสวนยังคงความเปนระนาบหลังเกิดการเปลี่ยนรูป 
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2.2 สมการเชิงอนุพันธพืน้ฐาน 

พิจารณาชิ้นสวนโครงสรางซึ่งมีหนาตัดคงที่และมีความยาว L ทํามาจากวัสดุ
ยืดหยุน โดยที่เรขาคณิตของชิ้นสวนกอนการเปลี่ยนรูปและหลังการเปลี่ยนรูปแสดงดังรูปที่ 2.1(a) 
ชิ้นสวนกอนการเปลี่ยนรูปมีลักษณะตรง วางตัวในแนวราบตามแนวแกน x จากพิกัด (0, 0) ถึง 
พิกัด (L, 0) และหลังจากที่รับแรงกระทําภายนอกชิ้นสวนเกิดการเปลี่ยนตําแหนงไปยังสถานะใหม 
พิกัด (x, 0) (x ∈ [0, L]) ที่สถานะกอนการเปลี่ยนรูปเปลี่ยนตําแหนงไปเปนพิกัด (x + u, v) ที่
สถานะหลังการเปลี่ยนรูป โดยที่ u = u(x) และ v = v(x) เปนคาการขจัดของพิกัด (x, 0) ใน
แนวแกน x และ แนวแกน y ตามลําดับ กําหนดให fx = fx(x), fy = fy(x) และ m = m(x) เปนแรง
ภายในตามแนวแกน x แรงภายในตามแนวแกน y และโมเมนตดัดที่หนาตัดซึ่งมีพิกัด (x, 0) ที่
สถานะกอนการเปลี่ยนรูปตามลําดับ โดย fx มีคาเปนบวกเมื่อแรงกระทําในแนวราบกระทําไป
ทางซาย fy มีคาเปนบวกเมื่อแรงกระทําในแนวดิ่งกระทําในทิศทางขึ้นและ m มีคาเปนบวกเมื่อ
โมเมนตดัดมีทิศทางตามเข็มนาฬิกา ดังแสดงในรูปที่ 2.1(b) 

 

 
รูปที่ 2.1 (a) ชิ้นสวนโครงสรางในสถานะกอนและหลงัการเปลี่ยนรูป (b) ผังวัตถุอิสระของชิ้น

สวนยอย ds ทีส่ถานะหลงัการเปลี่ยนรูป 
 

พิจารณาชิ้นสวนยอย dx ที่สถานะกอนการเปลี่ยนรูป และกําหนดให ds เปนชิ้น
สวนยอยเดียวกันที่สถานะหลังการเปลี่ยนรูปดังแสดงในรูปที่ 2.1(a) ชิ้นสวนยอย dx เปนเสนตรงที่
เชื่อมระหวางพิกัด (x, 0) และ พิกัด (x + dx, 0) สวนชิ้นสวนยอย ds เปนเสนโคงที่เชื่อมระหวาง
พิกัด (x + u, v) และพิกัด (x + dx + u + du, v + dv ) จากสมมติฐานขอ 2.1.7 สรุปไดวาชิ้นสวน

fy 

fx+dfx 

fy+dfy 

fx 
m 

m+dm 
ds 

(x,0) (x+dx,0) 

y 

x
dx 

ds 
(x+u,v) 

(x+dx+u+du,v+dv) 

θ 

(a) (b) 
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ยอย dx และชิ้นสวนยอย ds มีความยาวเทากัน (ds = dx) และการขจัด u และ v ที่ตําแหนงใดๆ 
ในชิ้นสวนมีความสัมพันธกับการหมุนที่ตําแหนงนั้น (θ) ดังนี้ 

dvsin
dx

θ =   (2.1) 
ducos 1
dx

θ = +   (2.2) 

เมื่อพิจารณาสภาวะสมดุลของชิ้นสวนยอย ds ที่สถานะหลงัการเปลี่ยนรูปดังแสดงในรูปที ่ 2.1(b) 
รวมกับความสัมพันธ (2.1) และ (2.2) จะไดสมการสมดุลของแรงและโมเมนตดัดดังตอไปนี้ 

xdf 0
dx

=   (2.3) 
ydf

0
dx

=   (2.4) 

x y
dm f sin f cos
dx

= θ+ θ     (2.5) 

จากสมการสมดุล (2.3) และ (2.4) สามารถสรุปไดวาแรงภายใน fx และ fy มีคาคงที่ตลอดทั้ง
ชิ้นสวน และจากสมมติฐานขอ 2.1.2 และ 2.1.9 รวมกับการพิจารณาสภาวะสมดุลของหนาตัด ทํา
ใหสามารถหาความสัมพันธระหวางโมเมนตดัด (m) และความโคง (κ) ที่แตละหนาตัดได อยางไร
ก็ตามการหาความสัมพันธดังกลาวไมอยูในขอบเขตของงานวิจัย (สมมติฐานขอ 2.1.5) สําหรับใน
การศึกษานี้พิจารณาแบบจําลองความสัมพันธระหวางโมเมนตดัดและความโคงสองแบบจําลอง
คือ 

แบบจําลองที่ 1:         
n

p p

m
m

⎛ ⎞κ
= ⎜ ⎟⎜ ⎟κ⎝ ⎠

  (2.6) 

โดยที่ n 1≤  และ pm และ pκ คือคาโมเมนตดัดและความโคงอางอิง 

แบบจําลองที่ 2:         
p p

n
p

p p

                     ;    1
m
m

a b         ;    1

κ κ⎧ ≤⎪κ κ⎪
= ⎨

⎛ ⎞κ κ⎪ + ≥⎜ ⎟⎪ ⎜ ⎟κ κ⎝ ⎠⎩

  (2.7) 

โดยที่ n 1≤ , pm และ pκ  คือคาโมเมนตดัดและความโคงที่จุดพิกัดแปรผันตรงและ n, a, b เปน
คาพารามิเตอรสําหรับใชในการอธิบายแบบจําลอง  
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ความสัมพันธระหวางโมเมนตดัดและความโคงตามแบบจําลองที่ 2 สามารถแบง
ออกเปนกรณียอยๆ ตามคาของพารามิเตอร n, a และ b ดังนี้ 

1. กรณี a b 1+ =  ใหความสัมพันธระหวางโมเมนตดัดและความโคงที่มีความ
ตอเนื่องของคาโมเมนตดัดที่จุด pκ = κ  กราฟแสดงความสัมพันธระหวางโมเมนตดัดและความโคง
เปนดังแสดงในรูปที่ 2.2 

 

 

 

 

 

 

 

 
รูปที่ 2.2 กราฟแสดงความสัมพันธระหวางโมเมนตดัดและความโคงของแบบจําลองที ่2 กรณีที่ 1 

เมื่อคาพารามเิตอร a = 0.3 และ b = 0.7 

 
2. กรณี a b 1+ =  และ n 1=  และ a 0>  ใหความสัมพันธระหวางโมเมนตดัด

และความโคงแบบเชิงเสนคู และมีความตอเนื่องของคาโมเมนตดัดที่จุด pκ = κ  ซึ่งกราฟ
ความสัมพันธระหวางโมเมนตดัดและความโคงเปนดังแสดงในรูปที่ 2.3 

3. กรณี ( )a n 1 n= −  และ b 1 n=  ใหความสัมพันธระหวางโมเมนตดัดและ
ความโคงที่มีความตอเนื่องทั้งคาของโมเมนตดัดและความชันที่จุด pκ = κ  

4. กรณี n 2= − , a 3 2=  และ b 1 2= −  ใหความสัมพันธระหวางโมเมนต
ดัดและความโคงของหนาตัดรูปส่ีเหลี่ยมผืนผาที่ทํามาจากวัสดุที่มีความสัมพันธระหวางความเคน
และความเครียดแบบยืดหยุนพลาสติกสมบูรณ (elastic-perfectly plastic) โดยกรณีที่ 4 เกิดจาก

pκ/κ  

pM/M  

n = 0.1 
n = 0.3 
n = 0.5 
n = 0.7 
n = 0.9 
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การแทนคา n = -2 ในกรณีที่ 3 ซึ่งกราฟความสัมพันธระหวางโมเมนตดัดและความโคงสําหรับ
กรณีที่ 3 และ 4 แสดงในรูปที่ 2.4 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2.3 กราฟแสดงความสัมพันธระหวางโมเมนตดัดและความโคงของแบบจําลองที ่2 กรณีที่ 2  
 

 
 
 
 

 
 

 

 
 
 

รูปที่ 2.4 กราฟแสดงความสัมพันธระหวางโมเมนตดัดและความโคงของแบบจําลองที ่2  
กรณีที่ 3 และ 4 

 

pκ/κ  

pM/M  

n = -2 
n = 0.1 
n = 0.4 
n = 0.7 
n = 1.0 

pκ/κ  

pM/M  

a = 0.00 
a = 0.25 
a = 0.50 
a = 0.75 
a = 1.00 
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ในกรณีที่ n = 1 (และ a = 0 ในกรณีแบบจําลองที่ 2) แบบจําลองทั้งสองใหความสัมพันธระหวาง
โมเมนตดัดและความโคงของหนาตัดเปนแบบเชิงเสน สําหรับแบบจําลองที่ 1 คาความชันของเสน
สัมผัสที่จุดเริ่มตนมีคาเปนอนันต  สําหรับแบบจําลองที่ 2 กรณีที่ 0 n 1< <  ความชันของกราฟมี
คาลดลงเรื่อยๆเมื่อ m > mp แตคาโมเมนตดัดไมลูเขาเมื่อความโคงลูเขาสูคาอนันต กรณีที่ n 0<  
ความชันของกราฟมีคาลดลงเรื่อยๆเมื่อ m > mp และคาโมเมนตดัดลูเขาสูคา pam  เมื่อความโคง
ลูเขาสูคาอนันต  

จากสมมติฐานขอ 2.1.3 และ 2.1.7 จะไดความสัมพันธระหวางมุมหมุนและความโคงดังสมการ 

d d
ds dx
θ θ

κ = =     (2.8) 

โดยใชสมการที่ (2.8) สมการที่ (2.5) สามารถจัดรูปใหมในเทอมของปริมาณไรมิติไดเปน  

x y
ˆ ˆdm d ˆ ˆˆ f sin f cos
ˆd d

κ
κ = θ+ θ

κ θ
    (2.9) 

โดยที่ ˆ Lκ = κ , pm̂ m / m= , x x pf̂ f L m=  และ y y pf̂ f L m=  เมื่อใชความสัมพันธระหวาง
โมเมนตดัดและความโคงตามแบบจําลองที่ 1 และ แบบจําลองที่ 2 รวมกับสมการที่ (2.9) จะได
สมการเชิงอนุพันธในรูปของปริมาณไรมิติดังนี้ 
 

แบบจําลองที่ 1      : ( )
n n

p
x y

ˆ( )d d d ˆ ˆf sin f cos
d d d n

κ⎛ ⎞ ⎛ ⎞θ θ
= θ+ θ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ξ θ ξ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  (2.10) 
 

แบบจําลองที่ 2      : ( )p x y p
d d d ˆ ˆˆ f sin f cos   ;  
d d d

⎛ ⎞ ⎛ ⎞θ θ
= κ θ+ θ κ < κ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ξ θ ξ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

    (2.11) 

                             ( )
n n

p
x y p

ˆ( )d d d ˆ ˆf sin f cos   ;  
d d d nb

κ⎛ ⎞ ⎛ ⎞θ θ
= θ+ θ κ > κ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ξ θ ξ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

    (2.12) 

โดยที่ x Lξ =  และ p pˆ Lκ = κ  สมการที่ (2.10) และสมการที่ (2.11)-(2.12) อยูในรูปแบบที่
สามารถหาปริพันธโดยตรงไดงายและผลที่ไดสุดทายของแตละแบบจําลองแสดงดังสมการ 

แบบจําลองที่ 1      :  ( )
n 1

n
p x y

d n 1 ˆ ˆˆ( ) C f cos f sin
d n

+
⎛ ⎞θ +

= κ − θ+ θ⎜ ⎟ξ⎝ ⎠
           (2.13) 
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แบบจําลองที่ 2      :  ( )
2

p 1 x y p
d ˆ ˆˆ2 C f cos f sin   ;  
d

⎛ ⎞θ
= κ − θ+ θ κ < κ⎜ ⎟ξ⎝ ⎠

                      (2.14) 

                               ( )
n 1 n

p
2 x y p

ˆ(n 1)( )d ˆ ˆC f cos f sin  ;  
d nb

+ + κ⎛ ⎞θ
= − θ+ θ κ > κ⎜ ⎟ξ⎝ ⎠

          (2.15) 

โดยที่ C, C1 และ C2 เปนคาคงที่ที่เกิดจากกระบวนการหาปริพันธ จากความสัมพันธระหวาง
โมเมนตดัดและความโคง เครื่องหมายของความโคงบรรทัดฐาน d dθ ξ  ตองตรงกับเครื่องหมาย
ของโมเมนตดัด ดังนั้นสามารถหาปริมาณ d dξ θ  ไดโดยแกสมการที่ (2.13) และ (2.14)-(2.15) 
และผลเฉลยที่ไดคือ 

แบบจําลองที่ 1       : 
( )

( )
n 1 n

n 1p x y

m̂d n
ˆd n 1 ˆ ˆC f cos f sin

+
+

ϑξ
=

θ + κ − θ+ θ
  (2.16) 

แบบจําลองที่ 2      : 

( )

( )

( )
( )

p

p 1 x y

n 1 pn
n 1p 2 x y

m̂
                    ;  

ˆ ˆˆ2 C f cos f sind
d m̂nb        ;  

ˆn 1 ˆ ˆC f cos f sin
+

+

⎧ ϑ
κ < κ⎪

⎪ κ − θ+ θξ ⎪= ⎨θ ϑ⎪
κ > κ⎪ + κ − θ+ θ⎪⎩

      (2.17) 

โดยที่ ( )m̂ϑ  เปนฟงกชันกําหนดเครื่องหมายซึ่งขึ้นอยูกับเครื่องหมายของโมเมนตดัดและนิยาม
โดย ( )m̂ 1ϑ =  เมื่อ m̂ 0≥  และ ( )m̂ 1ϑ = −  เมื่อ m̂ 0<  เมื่อพิจารณาความสัมพันธที่ (2.1) 
และ (2.2) รวมกับสมการที่ (2.16) และ (2.17) จะไดสมการกํากับเชิงอนุพันธสําหรับการขจัดตาม
แนวแกน x และตามแนวแกน y ดังตอไปนี้ 

แบบจําลองที่ 1       : 
( )

( )
n 1 n

n 1p x y

m̂ sinˆdv n
ˆd n 1 ˆ ˆC f cos f sin

+
+

ϑ θ
=

θ + κ − θ+ θ
  (2.18) 

                              
( )

( )( )
n 1 n

n 1p x y

m̂ cos 1ˆdu n
ˆd n 1 ˆ ˆC f cos f sin

+
+

ϑ θ−
=

θ + κ − θ+ θ
  (2.19) 

 

แบบจําลองที่ 2      : 

( )

( )

( )
( )

p

p 1 x y

n 1 pn
n 1p 2 x y

m̂ sin
                    ;  

ˆ ˆˆ2 C f cos f sinˆdv
d m̂ sinnb        ;  

ˆn 1 ˆ ˆC f cos f sin
+

+

⎧ ϑ θ
κ < κ⎪

⎪ κ − θ+ θ⎪= ⎨θ ϑ θ⎪
κ > κ⎪ + κ − θ+ θ⎪⎩

  (2.20) 
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( )( )

( )

( )
( )( )

p

p 1 x y

n 1 pn
n 1p 2 x y

m̂ cos 1
                    ;  

ˆ ˆˆ2 C f cos f sinˆdu
d m̂ cos 1nb        ;  

ˆn 1 ˆ ˆC f cos f sin
+

+

⎧ ϑ θ−
κ < κ⎪

⎪ κ − θ+ θ⎪= ⎨θ ϑ θ−⎪ κ > κ⎪ + κ − θ+ θ⎪⎩

  (2.21) 

โดยที่ û u / L=  และ v̂ v / L=  สมการเชิงอนุพันธ (2.16)-(2.21) เปนสมการกํากับพื้นฐานที่จะ
นําไปใชในการวิเคราะหแบบความโคงมากของชิ้นสวนโครงสรางที่รับโมเมนตดัดรวมกับแรงตาม
แนวแกน 
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บทที่  3 

 

การประยุกตใชสมการพ้ืนฐานกับปญหาคานยื่น 

 

 

เนื้อหาในสวนนี้กลาวถึงการประยุกตสมการพื้นฐานสมการที่ (2.13)-(2.21) มาใช
วิเคราะหปญหาความโคงมากสําหรับคานยื่นที่รับแรงกระทําและโมเมนตกระทําที่ปลายอิสระ โดย
พิจารณาความสัมพันธระหวางโมเมนตดัดและความโคงทั้งสองแบบจําลองที่กลาวในบทที่ 2 
พรอมทั้งแสดงรายละเอียดการคํานวณคาพิกัดของคานหลังการโกงตัวและการคํานวณคาแรง
ภายในที่เกิดขึ้น 

พิจารณาคานยื่นที่มีความยาว L และมีคุณสมบัติดังที่กลาวในหัวขอ 2.1 คานยื่น
ดังกลาวรับแรงกระทําในทิศทางดิ่งและทิศทางราบ โมเมนตกระทําที่ปลายอิสระดังแสดงในรูปที่ 
3.1 โดยทิศทางของแรงดังแสดงในรูปเปนทิศทางที่มีคาเปนบวก 
 

 
รูปที่ 3.1 คานยื่นรับแรงกระทําและโมเมนตดัดที่ปลายอสิระ 

 

เงื่อนไขขอบเขตแบบจําเปน (Essential boundary conditions) ที่ปลายยึดแนน (x = 0) ของคาน
เขียนไดดังนี้ 

 

x 

L 

y 

*
yf

*
xf

LM

Lv
Lu

Lθ
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û 0=     (3.1) 
v̂ 0=     (3.2) 

0θ =     (3.3)  

และเงื่อนไขเพิ่มเติมที่จุดดัดกลับ (x = xz) ที่มีคามุมหมุน Zθ  บนคานคือ 

( )Z
d 0
d
θ
θ =

ξ
    (3.4) 

3.1 สมการกาํกับสําหรบั M-κ ตามแบบจําลองที่ 1 

ความสัมพันธระหวางโมเมนตดัดและความโคงตามแบบจําลองที่ 1 มีฟงกชัน
ความสัมพันธเพียงฟงกชันเดียวจึงไมมีความจําเปนตองคานออกเปนสวนยอยในขั้นตอนของการ
วิเคราะห ทําใหสามารถแกปญหาไดงายกวาการใชแบบจําลองที่ 2 ที่จะกลาวตอไป เงื่อนไข
ขอบเขตที่ปลายอิสระ (x = L) สําหรับกรณีที่ใชแบบจําลองที่ 1 คือ 

*
*x

x x
p

f Lˆ ˆf f
m

= =     (3.5) 
*
y *

y y
p

f Lˆ ˆf f
m

= − = −        (3.6) 

*L

p

Mˆ ˆm m
m

= =  หรือ ( )
1

* n
p

d ˆ ˆm
d
θ
= κ

ξ
        (3.7) 

โดยที่ p pˆ Lκ = κ   

3.1.1 กรณทีีไ่มเกิดจุดดัดกลับภายในคาน 

  กรณีที่ไมเกิดจุดดัดกลับภายในคานสามารถเกิดขึ้นไดในกรณีที่แรงกระทําใน
แนวดิ่งและโมเมนตมีเครื่องหมายเหมือนกัน หรือในกรณีที่แรงกระทําในแนวดิ่งและโมเมนตดัดมี
เครื่องหมายตางกันแตขนาดของโมเมนตดัดมีคามากจนทําใหคาโมเมนตดัดตลอดความยาวคานมี
เครื่องหมายเหมือนกัน เมื่อพิจารณาสมการพื้นฐาน (2.13) ประกอบกับสมการเงื่อนไขขอบเขตที่
ปลายอิสระ (3.5)–(3.7) ทําใหสามารถหาคาคงที่ C ไดดังนี้ 

( )
n 1

* * * n
x L y L p

nˆ ˆ ˆ ˆC f cos f sin m
n 1

+

= θ + θ + κ
+

    (3.8) 

เมื่อแทนคา C ที่ไดในสมการที่ (2.16), (2.18) และ (2.19) จะไดสมการเชิงอนพุันธตอไปนี้ 
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( ) ( )* * *
n 1 x y L pn

p

d n ˆ ˆ ˆ ˆ F f , f ,m , , , n,
ˆd n 1

+
ξ
= ϑ θ θ κ

θ + κ
    (3.9) 

( ) ( )* * *
n 1 x y L pn

p

ˆdv n ˆ ˆ ˆ ˆ sin F f , f ,m , , , n,
ˆd n 1

+= ϑ θ θ θ κ
θ + κ

  (3.10) 

( ) ( ) ( )* * *
n 1 x y L pn

p

ˆdu n ˆ ˆ ˆ ˆ cos 1 F f , f ,m , , , n,
ˆd n 1

+= ϑ θ− θ θ κ
θ + κ

  (3.11) 

โดยที่ ϑ  เปนคาคงที่ซึง่ขึ้นกับทิศทางของแรงกระทาํในแนวดิ่งทีป่ลายอสิระ ดังสมการ 

*
y

*
y

1 f 0

1 f 0

           ;  

             ;  

⎧− <⎪ϑ = ⎨
≥⎪⎩

  (3.12) 

และ F เปนฟงกชันของแรงกระทําภายนอก คุณสมบัติของวัสดุและมุมหมุนที่ปลายอิสระของดัง
สมการ 

( )
( ) ( ) ( )

* * *
x y L p n 1

* * * nn 1
x L y L p

1ˆ ˆ ˆ ˆF f , f ,m , , , n,
nˆ ˆ ˆ ˆf cos cos f sin sin m

n 1

+
+

θ θ κ =

θ − θ + θ − θ + κ
+

  (3.13) 

จากการแกสมการเชิงอนุพันธ (3.9)-(3.11) ดวยกระบวนการหาปริพันธโดยตรง และใชเงื่อนไข
ขอบเขตที่ปลายยึดแนน (3.1)-(3.3) จะไดความสัมพันธระหวางการขจัดและการหมุนที่ปลายอิสระ 
( Lv̂ , Lû , Lθ ) ดังนี้ 

( ) ( )
L

* * *
n 1 x y L pn

p 0

n ˆ ˆ ˆ ˆ F f , f ,m , , , n, d 1
ˆn 1

θ

+ ϑ θ θ κ θ =
+ κ ∫   (3.14) 

( ) ( )
L

* * *
n 1 x y L p Ln

p 0

n ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ sin F f , f ,m , , , n, d v
ˆn 1

θ

+ ϑ θ θ θ κ θ =
+ κ ∫   (3.15) 

( ) ( )
L

* * *
n 1 x y L p Ln

p 0

n ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ cos F f , f ,m , , , n, d u 1
ˆn 1

θ

+ ϑ θ θ θ κ θ = +
+ κ ∫   (3.16) 

การหมุนที่ปลายอิสระ Lθ  คํานวณไดโดยแกสมการที่ (3.14) หลังจากนั้นการขจัด Lv̂  และ Lû

สามารถคํานวณไดจากสมการที่ (3.15) และ (3.16) ตามลําดับ การขจัดและการหมุนที่ตําแหนง
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อ่ืนๆบนคานสามารถคํานวณไดโดยการหาปริพันธของสมการที่ (3.14), (3.15) และ (3.16) จาก
ปลายยึดแนนถึงพิกัดไรมิติ * *x / Lξ =  ที่ตองการหาการขจัดและการหมุน สมการสําหรับคํานวณ
คาการขจัดและการหมุน ( *v̂ , *û , *θ ) ที่พิกัด ( )*x 0, L∈  เขียนไดเปน 

( ) ( )
*

* * * *
n 1 x y L pn

p 0

n ˆ ˆ ˆ ˆ F f , f ,m , , , n, d
ˆn 1

θ

+ ϑ θ θ κ θ = ξ
+ κ ∫   (3.17) 

( ) ( )
*

* * * *
n 1 x y L pn

p 0

n ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ sin F f , f ,m , , , n, d v
ˆn 1

θ

+ ϑ θ θ θ κ θ =
+ κ ∫   (3.18) 

( ) ( )
*

* * * * *
n 1 x y L pn

p 0

n ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ cos F f , f ,m , , , n, d u
ˆn 1

θ

+ ϑ θ θ θ κ θ = + ξ
+ κ ∫   (3.19) 

โดยจากสมการ (3.17)-(3.19) ทําใหสามารถทราบตําแหนงหลังการเปลี่ยนรูปไดตลอดความยาว
คาน ขอมูลดังกลาวนี้สามารถใชสําหรับหาคาแรงภายในที่พิกัด * *x Lξ = ใดๆ 

 

3.1.2 กรณทีีเ่กิดจุดดัดกลบัภายในชวงคาน 

กรณีที่คานมีจุดดัดกลับอยูภายในชวงคานสามารถเกิดขึ้นไดในกรณีที่แรงกระทํา
ในแนวดิ่งและโมเมนตมีเครื่องหมายตรงขามกัน โดยที่สภาวะสมดุลสุดทายคาของโมเมนตกระทํา
ที่ปลายคานมีคาไมเพียงพอที่จะทําใหคาโมเมนตดัดตลอดชวงคานมีเครื่องหมายเหมือนกัน สงผล
ใหโมเมนตดัดตลอดชวงคานมีทั้งสวนที่เปนโมเมนตดัดลบและโมเมนตดัดบวก ดังนั้นในการ
แกปญหาจําเปนตองมีการกําหนดตัวแปรเพิ่มเติมคือมุมที่จุดดัดกลับ Zθ  ดังแสดงในรูปที่ 3.2 ที่
ตําแหนงจุดดัดกลับนี้ความโคงมีคาเปนศูนย (κ = 0) และความโคงที่จุดทางซายและทางขวาของ
จุดดัดกลับนี้จะมีเครื่องหมายตางกัน โดยที่เครื่องหมายของความโคงที่จุดดานขวาของจุดดัดกลับ
จะเหมือนกับเครื่องหมายของโมเมนตที่กระทําที่ปลายคาน 
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รูปที่ 3.2 คานยื่นรับแรงกระทําและโมเมนตดัดที่ปลาย ในกรณีที่มจีุดดัดกลับภายในชวงคาน 

 

โดยอาศัยเงื่อนไข (3.4) รวมกับสมการ (2.13) คาคงที ่C สามารถหาไดดังนี้คือ 

* *
x Z y Z

ˆ ˆC f cos f sin= θ + θ   (3.20) 

เมื่อแทนคา C ที่ไดในสมการที่ (2.16), (2.18) และ (2.19) จะไดสมการเชิงอนพุันธตอไปนี้ 

( ) ( ) ( )* *
n 1 x y Zn

p

d n ˆ ˆm̂ F f , f , , , n
ˆd n 1

+
ξ
= ϑ θ θ

θ + κ
    (3.21) 

( ) ( ) ( )* *
n 1 x y Zn

p

ˆdv n ˆ ˆm̂ sin F f , f , , , n
ˆd n 1

+= ϑ θ θ θ
θ + κ

    (3.22) 

( ) ( )( ) ( )* *
n 1 x y Zn

p

ˆdu n ˆ ˆm̂ cos 1 F f , f , , , n
ˆd n 1

+= ϑ θ− θ θ
θ + κ

    (3.23) 

โดยที่ F เปนฟงกชันของแรงกระทําภายนอก คุณสมบัติของวัสดุและมุมหมุนที่จุดดัดกลับดัง
สมการ 

( )
( ) ( )

* *
x y Z

* *n 1
x Z y Z

1ˆ ˆF f , f , , , n
ˆ ˆf cos cos f sin sin+

θ θ =
θ − θ + θ − θ

  (3.24) 

ทําการหาปริพันธโดยตรงรวมกับการใชเงื่อนไขขอบเขตที่ปลายทั้งสองทําใหสมการที่ (3.21)-
(3.23) สามารถจัดรูปใหมไดเปน 

x 

L 

y 

*
yf

*
xfLM Lv

Lu

Lθ

Zθ
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( ) ( ) ( )
z L

z

* * * *
n 1 x y Z x y Zn

p 0

n ˆ ˆ ˆ ˆF f , f , , , n d F f , f , , , n d 1
ˆn 1

θ θ

+

θ

⎡ ⎤
ψ − θ θ θ+ θ θ θ =⎢ ⎥

+ κ ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫      (3.25) 

( ) ( ) ( )
z L

z

* * * *
n 1 x y Z x y Z Ln

p 0

n ˆ ˆ ˆ ˆ ˆsin F f , f , , , n d sin F f , f , , , n d v
ˆn 1

θ θ

+

θ

⎡ ⎤
ψ − θ θ θ θ+ θ θ θ θ =⎢ ⎥

+ κ ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫      (3.26) 

( ) ( ) ( )
z L

z

* * * *
n 1 x y Z x y Z Ln

p 0

n ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos F f , f , , , n d cos F f , f , , , n d u 1
ˆn 1

θ θ

+

θ

⎡ ⎤
ψ − θ θ θ θ+ θ θ θ θ = +⎢ ⎥

+ κ ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫  

    (3.27) 

โดยที่ ψ  เปนคาคงที ่ซึ่งขึ้นอยูกับทิศทางของแรงกระทําในแนวดิง่ที่ปลายอิสระดังสมการ 

*
y

*
y

1 f 0

1 f 0

               ;  

             ;  

⎧ <⎪ψ = ⎨
− ≥⎪⎩

  (3.28) 

เมื่อพิจารณาสมการที่ (3.25)-(3.27) จะพบวาปริมาณปริพันธที่เกี่ยวของมีความเปนเอกฐานที่จุด
ดัดกลับดังนั้นจึงจําเปนตองใชวิธีการเปลี่ยนตัวแปรเพื่อกําจัดความเปนเอกฐานดังกลาว เร่ิมตน
โดยกําหนดให 

* *2 *2
s x y

ˆ ˆ ˆf f f= +      (3.29) 
*
x

0 *
s

f̂cos
f̂

θ =      (3.30) 

 
*
y

0 *
s

f̂
sin

f̂
θ =       (3.31) 

เมื่อใชสมการที ่(3.29)-(3.31) รวมกับสมการที ่(3.24) สามารถเขยีนฟงกชัน F ใหมไดเปน 

( )
( ) ( )( )

*
s Z 0

*n 1
s 0 Z 0

1ˆF f , , , , n
f̂ cos cos+

θ θ θ =
θ −θ − θ −θ

  (3.32) 

โดยการนิยามตัวแปรใหมคือ ( )0θ = π− θ −θ  รวมกับการใชเอกลักษณทางตรีโกณมิติ 
( )2cos 1 2sin 2θ = − θ  ในสมการที่ (3.32) จะไดวา 

 ( )*
s Z

* 2 2Zn 1 s

1ˆF f , , , n
ˆ2f sin sin

2 2
+

θ θ =
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞θ θ

−⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

  (3.33) 
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โดยที่  ( )Z 0 Zθ = π− θ −θ  จากนั้ นทํ าการ เปลี่ ยนตั วแปรจาก  θ  เป น  φ  ตามสมการ 
( )psin sin 2φ = θ  โดยที่ ( )Zp sin 2= θ  จะไดฟงกชัน F ดังนี้ 

( )
( )

*
s

* 2 2 2 * 2 2n 1n 1
s s

1 1ˆF f , , p, n
ˆ ˆ2f p p sin 2f p cos++

φ = =
− φ φ

  (3.34) 

จากการเปลี่ยนตัวแปรจากมุมหมุน θ  ไมเปนตัวแปร φ  ดังที่กลาวมาขางตน ทําใหสามารถหา
ความสัมพันธการเปลี่ยนแปลงเชิงอนุพันธไดดังนี้ 

( ) 2 2

2pcos 2pcosdθ dθ d d
cos θ 2 1 p sin

φ φ
= = φ = φ

−ψ − φ
  (3.35) 

เมื่อแทนสมการที่ (3.34) และสมการที่ (3.35) ลงในสมการที่ (3.25)-(3.27) จะไดสมการเชิง
ปริพันธดังตอไปนี้ 

( ) ( )
1

0

2

s 0 0
2

F̂ F ,p,n d F ,p,n d 1
φπ

φ π

⎡ ⎤
φ φ− φ φ =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫      (3.36) 

( ) ( )
1

0

2

s v 0 v 0 L
2

ˆ ˆF F ,p, , n d F ,p, , n d v
φπ

φ π

⎡ ⎤
φ θ φ− φ θ φ =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫      (3.37) 

( ) ( )
1

0

2

s u 0 u 0 L
2

ˆ ˆF F ,p, , n d F ,p, , n d u 1
φπ

φ π

⎡ ⎤
φ θ φ− φ θ φ = +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫      (3.38) 

โดยที่ ( )( )0 0psin sin 2φ = π−θ , ( )( )1 0 Lpsin sin 2φ = π−θ + θ , 
( )

n 1s * n
s p

nF̂ ˆ ˆn 1 2f
+=

+ κ
 

และฟงกชัน F0, Fv และ Fu นิยามโดย 

( )
( )

0 1 n 2 2n 1

2F ,p,n
pcos 1 p sin−+

φ =
φ − φ

    (3.39) 

( )
( )

( )2 2
0

v 0 01 n 2 2n 1

1 2p sin sin2F , p, , n 2p cos sin
1 p sinpcos −+

⎛ ⎞− φ θ
⎜ ⎟φ θ = θ φψ +
⎜ ⎟− φφ ⎝ ⎠

    (3.40) 

( )
( )

( )2 2
0

u 0 01 n 2 2n 1

1 2p sin cos2F ,p, , n 2psin sin
1 p sinpcos −+

⎛ ⎞− φ θ
⎜ ⎟φ θ = − θ φψ +
⎜ ⎟− φφ ⎝ ⎠

    (3.41) 
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จากสมการที่ (3.36)-(3.38) จะพบวาในกรณีที่ n = 1 หรือวัสดุเปนแบบยืดหยุนเชิงเสน ฟงกชันที่
ตองการหาคาปริพันธเปนฟงกชันปกติดังนั้นทําใหสามารถหาคาปริพันธเชิงตัวเลขไดถูกตองดวย
วิธีเกาสควอดราเจอร แตในกรณีที่ 0 n 1< <  ซึ่งวัสดุมีพฤติกรรมแบบไรเชิงเสนฟงกชันที่ตองการ
หาคาปริพันธเปนฟงกชันที่มีความเปนเอกฐานที่ / 2φ = π  เนื่องจากพจน ( )1 ncos −φ  ที่ปรากฎอยู
ใน ทําใหไมสามารถหาคาปริพันธเชิงตัวเลขของปริมาณดังกลาวไดอยางถูกตองดวยวิธีเกาส
ควอดราเจอร เพื่อแกปญหาดังกลาวนี้จึงทําการแปลงตัวแปรเพิ่มเติมดังนี้ 

( )2
α

π − φ = β   (3.42) 

1

d d
α−
α−αβ φ = β   (3.43) 

เมื่อแทนคาสมการที่ (3.42) และ (3.43) ในสมการที่ (3.36)-(3.38) พรอมทั้งกําจัดพจนที่มีความ
เปนเอกฐานโดยการเลือกคา 2n / (n 1)α = +  จะไดสมการสุดทายคือ  

( ) ( )
0 1

s 0 0
0 0

n 1F̂ F ,p,n d F ,p,n d 1
n

β β⎡ ⎤+⎛ ⎞ β β+ β β =⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫     (3.44) 

( ) ( )
0 1

s v 0 v 0 L
0 0

n 1ˆ ˆF F ,p, , n d F ,p, , n d v
n

β β⎡ ⎤+⎛ ⎞ β θ β+ β θ β =⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫     (3.45) 

( ) ( )
0 1

s u 0 u 0 L
0 0

n 1ˆ ˆF F ,p, , n d F ,p, , n d u 1
n

β β⎡ ⎤+⎛ ⎞ β θ β+ β θ β = +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫      (3.46) 

โดยที่ ( )2n (n 1)
0 02 +β = π −φ , ( )2n (n 1)

1 12 +β = π −φ  และฟงกชัน F0, Fv และ Fu นิยามโดย 

( )
n 1
n 1

0 n 1
2 2 2n

pF , p, n K

1 p cos

−
+

+
β =

⎛ ⎞
− β⎜ ⎟

⎝ ⎠

    (3.47) 

( )

n 1
2 2 2n

02n n 1
n 1 2n

v 0 0 1 n n 1
2 2n 1 2n

sin 1 2p cos
F ,p, , n K 2p cos cos

p 1 p cos

+

+
+

− +
+

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟θ − β⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠⎝ ⎠β θ = θ β ψ +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎛ ⎞⎝ ⎠⎜ ⎟− β⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

    (3.48) 
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( )

n 1
2 2 2n

02n n 1
n 1 2n

u 0 0 1 n n 1
2 2n 1 2n

cos 1 2p cos
F , p, , n K 2p sin cos

p 1 p cos

+

+
+

− +
+

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟θ − β⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠⎝ ⎠β θ = − θ β ψ +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎛ ⎞⎝ ⎠⎜ ⎟− β⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

    (3.49) 

โดยที่  
1 nn 1 n 1

2n 2nn 1K sin
−

+ +

+
⎛ ⎞⎛ ⎞

= β β⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 เนื่องจากระบบสมการ (3.44)-(3.45) มีปริมาณไมทราบ

คาทั้งหมด 4 ปริมาณคือ L Z L, , uθ θ และ vL ทําใหไมสามารถแกระบบสมการดังกลาวเพื่อหา
ปริมาณไมทราบคาทั้งหมดได ดังนั้นจึงจําเปนตองพัฒนาสมการเพิ่มเติมโดยใชสมการที่ (3.21) 
รวมกับเงื่อนไขขอบเขตที่ปลายอิสระ (3.7) จะไดสมการเพิ่มเติม 1 สมการคือ 

( ) ( ) ( )
n 1

* n
p* *

x Z L y Z L

ˆ ˆn mˆ ˆf cos cos f sin cos 0
n 1

+

κ
θ − θ + θ − θ + =

+
     (3.50) 

ทําการแกสมการที่ (3.44) และ (3.50) จะไดผลเฉลยของมุมหมุนที่ปลายและมุมหมุนที่ตําแหนง
จุดดัดกลับ ( )L Z,θ θ  หลังจากนั้นสามารถคํานวณคาการขจัดที่ปลายในแนวดิ่งและแนวราบจาก
สมการที่ (3.45) และ (3.46) ตามลําดับ สวนการขจัดและมุมหมุนที่ตําแหนงใดๆบนคานสามารถ
หาไดจากสมการตอไปนี้ 

( )

( ) ( )

0

*

*
0

*
s 0 Z

*

*
s 0 0 Z

0 0

n 1F̂ F ,p,n d                                 ;  0
n

n 1F̂ F ,p,n d F ,p,n d     ; 1
n

β

β

β β

⎧ ⎡ ⎤+⎛ ⎞⎪ β β < ξ ≤ ξ⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦ξ = ⎨

⎡ ⎤⎪ +⎛ ⎞ β β+ β β ξ < ξ ≤⎢ ⎥⎪ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

∫

∫ ∫
     (3.51) 

( )

( ) ( )

0

*

*
0

*
s v 0 Z

*

*
s v 0 0 0 Z

0 0

n 1F̂ F ,p, , n d                                  ;  0
n

v̂
n 1F̂ F ,p, , n d F ,p, , n d  ; 1

n

β

β

β β

⎧ ⎡ ⎤+⎛ ⎞⎪ β θ β < ξ ≤ ξ⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦= ⎨

⎡ ⎤⎪ +⎛ ⎞ β θ β+ β θ β ξ < ξ ≤⎢ ⎥⎪ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

∫

∫ ∫
     (3.52) 

( )

( ) ( )

0

*

*
0

*
s u 0 Z

* *

*
s u 0 u 0 Z

0 0

n 1F̂ F ,p, , n d                                   ;  0
n

û
n 1F̂ F ,p, , n d F ,p, , n d   ; 1

n

β

β

β β

⎧ ⎡ ⎤+⎛ ⎞⎪ β θ β < ξ ≤ ξ⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦+ ξ = ⎨

⎡ ⎤⎪ +⎛ ⎞ β θ β+ β θ β ξ < ξ ≤⎢ ⎥⎪ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

∫

∫ ∫
      (3.53) 
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โดยที่ ( )2n (n 1)* *2
+

β = π − φ , ( )( )* *
0psin sin 2φ = π−θ + θ , * *x Lξ =  คือตําแหนง

บรรทัดฐานใดๆในคาน, *θ  คือคามุมหมุนที่ตําแหนง *ξ  และ Zξ  คือคาตําแหนงบรรทัดฐานบน
คานที่จุดดัดกลับ 

3.1.3 กรณทีีเ่กิดจุดดัดกลบัที่ปลายอิสระของคาน 

กรณีที่จุดดัดกลับอยูที่ปลายอิสระของคานจะเกิดขึ้นเมื่อคาโมเมนตกระทําที่
ปลายอิสระมีคาเทากับศูนย *m̂ 0=  การวิเคราะหปญหาในกรณีนี้จะคลายกับในกรณีที่ 3.1.2 
ตางกันตรงที่ในกรณีนี้ความโคงตลอดทั้งคานมีเครื่องหมายเดียวกัน โดยใชผลที่ไดจากในกรณีที่ 
3.1.2 รวมกับการพิจารณาใหตําแหนงของจุดดัดกลับอยูที่ปลายอิสระ จะได Z Lθ = θ  และฟงกชัน 
F จากสมการที่ (3.24) เขียนใหมไดเปน 

( )
( ) ( )

* *
x y L

* *n 1
x L y L

1ˆ ˆF f , f , , , n
ˆ ˆf cos cos f sin sin+

θ θ =
θ − θ + θ − θ

  (3.54) 

ในทาํนองเดียวกันสมการที่ (3.36)-(3.38) สามารถจัดรูปใหมไดเปน  

( ) ( )
L

* *
n 1 x y Ln

p 0

n ˆ ˆF f , f , , , n d 1
ˆn 1

θ

+−ψ ⋅ θ θ θ =
+ κ ∫     (3.55) 

( ) ( )
L

* *
n 1 x y L Ln

p 0

n ˆ ˆ ˆsin F f , f , , , n d v
ˆn 1

θ

+−ψ ⋅ θ θ θ θ =
+ κ ∫     (3.56) 

( ) ( )
L

* *
n 1 x y L Ln

p 0

n ˆ ˆ ˆcos F f , f , , , n d u 1
ˆn 1

θ

+−ψ ⋅ θ θ θ θ = +
+ κ ∫     (3.57) 

แตเนื่องจากปริมาณปริพันธที่เกี่ยวของยังมีความเปนเอกฐานที่ปลายอิสระจึงจําเปนตองใชเทคนิค
การกําจัดความเปนเอกฐานเชนเดียวกับในกรณี 3.1.2 โดยใชการเปลี่ยนตัวแปรดังตอไปนี้ 

( )sin 2 psinθ = φ , ( )Lp sin 2= θ , ( )L 0 Lθ = π− θ −θ  และ  ( )0θ = π− θ − θ  สมการที่ 
(3.55)-(3.57) กลายเปน 

( )
0

2

s 0F̂  F , p,n d 1
π

φ

φ φ =∫      (3.58) 

( )
0

2

s v 0 L
ˆ ˆF  F ,p, , n d v

π

φ

φ θ φ =∫      (3.59) 
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( )
0

2

s u 0 L
ˆ ˆF  F ,p, , n d u 1

π

φ

φ θ φ = +∫       (3.60) 

โดยที่ ( )( )0 0psin sin 2φ = π−θ  และ 0F , vF  และ uF  คือฟงกชันที่นิยามโดยสมการที่ (3.39)-
(3.41) ตามลําดับ อยางไรก็ตามสมการที่ (3.58)-(3.60) นั้นยังคงมีความเปนเอกฐานที่ / 2φ = π  
อันเนื่องมาจากผลของความไรเชิงเสนเชิงวัสดุ ดังนั้นจึงตองทําการเปลี่ยนตัวแปรอีกขั้นโดยเทคนิค
ที่ใชในกรณีที่ 3.1.2 โดยการเปลี่ยนตัวแปรตามสมการที่ (3.42) โดยที่ ( )2n n 1α = + สามารถ
นํามาใชในการแกปญหาดังกลาว และสมการสุดทายที่ไดคือ  

( )s 0
0

n 1F̂  F ,p,n d 1
n

β+⎛ ⎞ β β =⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∫      (3.61) 

( )s v 0 L
0

n 1ˆ ˆF  F ,p, , n d v
n

β+⎛ ⎞ β θ β =⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∫      (3.62) 

( )s u 0 L
0

n 1ˆ ˆF F ,p, , n d u 1
n

β+⎛ ⎞ β θ β = +⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∫       (3.63) 

โดยที่ ( )2n (n 1)
02 +

β = π −φ  และ 0F , vF  และ uF  คือฟงกชันที่นิยามโดยสมการที่ (3.47)-(3.49) 
ตามลําดับ ในการแกปญหาเริ่มดวยการหาคามุมหมุนที่ปลายจากสมการ (3.61) และหาคาการ
ขจัดในทิศทางดิ่งและราบจากสมการ (3.62) และ (3.63) ตามลําดับ สวนมุมหมุนและการขจัดใน
ทิศทางดิ่งและทิศทางราบที่ตําแหนงใดๆภายในคานหาไดจากสมการ 

( )
*

*
s 0

n 1F̂  F , p, n d
n

β

β

+⎛ ⎞ β β = ξ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∫      (3.64) 

( )
*

*
s v 0

n 1ˆ ˆF  F , p, , n d v
n

β

β

+⎛ ⎞ β θ β =⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∫      (3.65) 

( )
*

* *
s u 0

n 1ˆ ˆF  F , p, , n d u
n

β

β

+⎛ ⎞ β θ β = + ξ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∫       (3.66) 

โดยที่  ( )2n (n 1)* *2
+

β = π −φ , ( )( )* *
0psin sin 2φ = π−θ + θ  และ  *θ  คือค ามุมหมุนที่

ตําแหนง * *x Lξ =  ใดๆภายในคาน 
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3.2 สมการกาํกับสําหรบั M-κ ตามแบบจําลองที่ 2 

เนื่องจากความสัมพันธระหวางโมเมนตดัดและความโคงตามแบบจําลองที่ 2 
ประกอบดวย สวนที่มีพฤติกรรมแบบยืดหยุนเชิงเสนและสวนที่มีพฤติกรรมแบบยืดหยุนไรเชิงเสน 
ทําใหกระบวนการวิเคราะหมีความซับซอนมากกวากรณีที่ใชแบบจําลองที่ 1 ในการวิเคราะห
จําเปนตองตรวจสอบวา ณ สภาวะสมดุลมีสวนใดสวนหนึ่งของคานที่มีคาโมเมนตดัดเกินคา
โมเมนตดัดที่พิกัดแปรผันตรงหรือไม และอาจจําเปนตองแบงคานออกเปนชิ้นสวนยอยๆตาม
พฤติกรรมที่แตกตางกัน ดังแสดงรายละเอียดในกรณียอยตางๆดานลาง 

เงื่อนไขเพิม่เตมิที่ตําแหนงพกิัดแปรผันตรง (x = xp) บนคานยืน่ คือ  

( )p p
d ˆ
d
θ
θ = κ

ξ
  (3.67) 

เงื่อนไขขอบเขตที่ปลายอิสระของคานยื่นสําหรับแบบจาํลองที่ 2 คือ 

*
*x

x x
p

f Lˆ ˆf f
m

= =      (3.68) 
*
y *

y y
p

f Lˆ ˆf f
m

= − = −      (3.69) 

*L

p

Mˆ ˆm m
m

= =  หรือ  
( )

* *
p

1 n* *
p

ˆ ˆ ˆm                          ; m 1d
d ˆ ˆ ˆm a b     ; m 1

⎧ κ <θ ⎪= ⎨ξ ⎡ ⎤− κ >⎪⎣ ⎦⎩

      (3.70) 

3.2.1 กรณีที่ไมเกิดจุดดัดกลับภายในคานและมีการเปลี่ยนพฤติกรรมของ
วัสดุเปน 3 สวน 

ในกรณีนี้พิจารณาคานที่ไมมีจุดดัดกลับอยูภายในและเกิดการเปลี่ยนพฤติกรรม
ของวัสดุบนคานเปน 3 สวนดังแสดงในรูปที่ 3.3 โดยจุด Q1 และ Q2 เปนจุดที่โมเมนตดัดมีคา
เทากับโมเมนตดัดที่พิกัดแปรผันตรงและมีคาการหมุน การขจัดในแนวราบและการขจัดในแนวดิ่ง
เปน { }p1 p1 p1ˆ ˆ, u , vθ  และ { }p2 p2 p2ˆ ˆ, u , vθ  ตามลําดับ ซึ่งสามารถเกิดขึ้นได 2 รูปแบบคือ กรณีที่
วัสดุบริเวณกลางคานมีพฤติกรรมแบบเชิงเสนเมื่อ *m̂ 1>  และกรณีที่วัสดุบริเวณกลางคานมี
พฤติกรรมแบบไรเชิงเสนเมื่อ *m̂ 1<  แตการสรางสมการกํากับทั้งสองกรณีนี้สามารถใช
กระบวนการที่ใกลเคียงกันได 
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รูปที่ 3.3 คานยื่นที่ไมเกิดจุดดัดกลับและมีการเปลี่ยนพฤติกรรมของวัสดุเปน 3 สวน 

 

จากสมการพื้นฐาน (2.14) และ (2.15) รวมกับเงื่อนที่จุดพิกัดแปรผันตรง Q1 
(4.73) สามารถหาคาคงที่ C1 และ C2 ไดเทากับ 

p* *
1 x p1 y p1

ˆˆ ˆC f cos f sin
2
κ

= θ + θ +   (3.71) 

( )
p* *

2 x p1 y p1

ˆnbˆ ˆC f cos f sin
n 1
κ

= θ + θ +
+

  (3.72) 

เมื่อแทนคา C1 และ C2 ที่ไดในสมการที่ (2.17), (2.20) และ (2.21) จะไดสมการเชิงอนุพนัธ 

( )

( )

L x y p1 p p
p

N N x y p1 p p

ˆ ˆ ˆF f , f , , ,                       ;  
d ˆ2
d ˆ ˆ ˆK F f , f , , , , n, b                   ;  

ϑ⎧ θ θ κ κ < κ⎪ξ ⎪ κ= ⎨θ ⎪ϑ θ θ κ κ > κ⎪⎩

     (3.73) 

( )

( )

L x y p1 p p
p

N N x y p1 p p

ˆ ˆ ˆsin F f , f , , ,                 ;  ˆdv ˆ2
d ˆ ˆ ˆK sin F f , f , , , , n, b             ;  

ϑ⎧ θ θ θ κ κ < κ⎪⎪ κ= ⎨θ ⎪ϑ θ θ θ κ κ > κ⎪⎩

     (3.74) 

( ) ( )
( ) ( )

L x y p1 p p
p

N N x y p1 p p

ˆ ˆ ˆcos 1 F f , f , , ,              ;  ˆdu ˆ2
d ˆ ˆ ˆK cos 1 F f , f , , , , n, b         ;  

ϑ⎧ θ− θ θ κ κ < κ⎪⎪ κ= ⎨θ ⎪ϑ θ− θ θ κ κ > κ⎪⎩

     (3.75) 

โดยที่ 
( )n 1N n

p

nbK
ˆn 1

+=
+ κ

 และ FL และ FN คือฟงกชันซึ่งนิยามโดย 

x 

L 

y 
*
xf

LM

Lv

Lu

Lθ
p2θ

p1θ

Q1 

Q2 

*
yf
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( )
( ) ( )

L x y p1 p

x p1 y p1 p

1ˆ ˆ ˆF f , f , , ,
1ˆ ˆ ˆf cos cos f sin sin
2

θ θ κ =
θ − θ + θ − θ + κ

     (3.76) 

( )
( ) ( )

N x y p1 p

n 1
x p1 y p1 p

1ˆ ˆ ˆF f , f , , , , n, b
nbˆ ˆ ˆf cos cos f sin sin

n 1
+

θ θ κ =
θ − θ + θ − θ + κ

+

     (3.77) 

ทําการหาปริพันธสมการที่ (3.73)-(3.75) ตลอดความยาวคานรวมกับเงื่อนไขที่จุดพิกัดแปรผันตรง 
ทั้งสอง ในที่นี้จําเปนตองพิจารณวาวัสดุมีพฤติกรรมแบบไรเชิงเสนอยูในกรณีใดจะไดสมการกํากับ
เชิงปริพันธดังนี้ 

p1 p 2 L

p1 p 2

p1 p 2 L

p1 p 2

*
N N L N N

0 p

*
L N N L

0p p

1 ˆK F d F d K F d 1        ; m 1
ˆ2

1 1 ˆF d K F d F d 1   ; m 1
ˆ ˆ2 2

θ θ θ

θ θ

θ θ θ

θ θ

⎫⎡ ⎤
⎪⎢ ⎥ϑ θ+ θ+ θ = >
⎪κ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎪
⎬

⎡ ⎤ ⎪
⎢ ⎥ϑ θ+ θ+ θ = < ⎪

κ κ⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎭

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
     (3.78) 

p1 p 2 L

p1 p 2

p1 p 2 L

p1 p 2

*
N N L N N L

0 p

*
L N N L L

0p p

1 ˆˆK sin F d sin F d K sin F d v       ; m 1
ˆ2

1 1 ˆˆsin F d K sin F d sin F d v  ; m 1
ˆ ˆ2 2

θ θ θ

θ θ

θ θ θ

θ θ

⎫⎡ ⎤
⎪⎢ ⎥ϑ θ θ+ θ θ+ θ θ = >
⎪κ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎪
⎬

⎡ ⎤ ⎪
⎢ ⎥ϑ θ θ+ θ θ+ θ θ = < ⎪

κ κ⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎭

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
  (3.79) 

p1 p 2 L

p1 p 2

p1 p 2 L

p1 p 2

*
N N L N N L

0 p

*
L N N L L

0p p

1 ˆˆK cos F d cos F d K cos F d u 1      ; m 1
ˆ2

1 1 ˆˆcos F d K cos F d cos F d u 1  ; m 1
ˆ ˆ2 2

θ θ θ

θ θ

θ θ θ

θ θ

⎫⎡ ⎤
⎪⎢ ⎥ϑ θ θ+ θ θ+ θ θ = + >
⎪κ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎪
⎬

⎡ ⎤ ⎪
⎢ ⎥ϑ θ θ+ θ θ+ θ θ = + > ⎪

κ κ⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎭

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
  

   (3.80) 

สําหรับสมการกํากับเพิ่มเติมอีก 2 สมการเพื่อใชในการแกสมการหาตัวแปรไมทราบคา ไดมาจาก
เงื่อนไขขอบเขตที่ปลายอิสระ (3.70) และเงื่อนไขที่จุด Q2 (3.67) ดังนี้ 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n 1
p * *n

x p1 L y p1 L

p *2 *
x p1 L y p1 L

ˆnbˆ ˆ ˆ ˆf cos cos f sin sin 1 m a b 0 ; m 1
n 1
ˆˆ ˆ ˆ ˆf cos cos f sin sin 1 m 0                          ; m 1
2

+ ⎫⎛ ⎞κ
⎡ ⎤θ − θ + θ − θ + − − = > ⎪⎜ ⎟⎣ ⎦⎜ ⎟+ ⎪⎝ ⎠ ⎬

κ ⎪
θ − θ + θ − θ + − = < ⎪⎭

     (3.81) 
( ) ( )x p1 p2 y p1 p2

ˆ ˆf cos cos f sin sin 0θ − θ + θ − θ =   (3.82) 

ในการแกปญหาเริ่มดวยการหาคามุมหมุน { }L p1 p2, ,θ θ θ  จากสมการ (3.78), (3.81) และ (3.82) 
และหาคาการขจัดในทิศทางดิ่งและราบจากสมการ (3.79) และ (3.80) ตามลําดับ สวนมุมหมุน
และการขจัดในทิศทางดิ่งและทิศทางราบที่ตําแหนงใดๆภายในคานหาไดจากสมการตอไปนี้ 

กรณีที่วัสดุบริเวณกลางคานมีพฤติกรรมแบบเชิงเสน ( )*m̂ 1>  

*

*p1

p1

*p1 p 2

p1 p 2

*
N N p1

0

* *
N N L p1 p2

0 p

*
N N L N N p2

0 p

K F d                                                  ; 0

1K F d F d                        ; 
ˆ2

1K F d F d K F d   ; 1
ˆ2

θ

θ θ

θ

θ θ θ

θ θ

⎧
⎪ θ < ξ ≤ ξ
⎪
⎪
⎪

ξ = ϑ θ+ θ ξ < ξ ≤ ξ⎨
κ⎪

⎪
⎪ θ+ θ+ θ ξ < ξ ≤⎪ κ⎩

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

  (3.83) 

*

*p1

p1

p1

p

*
N N p1

0

* *
N N L p1 p2

0 p

N N L
0 p

K sin F d                                                                ; 0

1v̂ K sin F d sin F d                               ; 
ˆ2

1K sin F d sin F d
ˆ2

θ

θ θ

θ

θ

θ

θ θ < ξ ≤ ξ

= ϑ θ θ+ θ θ ξ < ξ ≤ ξ
κ

θ θ+ θ θ
κ

∫

∫ ∫

∫
*p 2

1 p 2

*
N N p2K sin F d   ; 1

θ θ

θ

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ + θ θ ξ < ξ ≤⎪
⎩

∫ ∫

 (3.84) 

*

*p1

p1

p1

*
N N p1

0

* * *
N N L p1 p2

0 p

N N L
0 p

K cos F d                                                                 ; 0

1û K cos F d cos F d                               ; 
ˆ2

1K cos F d cos F
ˆ2

θ

θ θ

θ

θ

θ θ < ξ ≤ ξ

+ ξ = ϑ θ θ+ θ θ ξ < ξ ≤ ξ
κ

θ θ+ θ
κ

∫

∫ ∫

∫
*p 2

p1 p 2

*
N N p2d K cos F d  ; 1

θ θ

θ θ

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ θ+ θ θ ξ < ξ ≤⎪
⎩

∫ ∫

 

 (3.85) 
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และในกรณีทีว่ัสดุบริเวณกลางคานมพีฤติกรรมแบบไรเชิงเสน ( )*m̂ 1<  

*

*p1

p1

*p1 p 2

p1 p 2

*
L p1

0p

* *
L N N p1 p2

0p

*
L N N L p2

0p p

1 F d                                                   ; 0
ˆ2

1 F d K F d                              ; 
ˆ2

1 1F d K F d F d    ; 
ˆ ˆ2 2

θ

θ θ

θ

θ θ θ

θ θ

θ < ξ ≤ ξ
κ

ξ = ϑ θ+ θ ξ < ξ ≤ ξ
κ

θ+ θ+ θ ξ < ξ
κ κ

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ 1

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ ≤⎪
⎩

  (3.86) 

*

*p1

p1

p1

*
L p1

0p

* *
L N N p1 p2

0p

L N
0p

1 sin F d                                                               ; 0
ˆ2

1v̂ sin F d K sin F d                                   ; 
ˆ2

1 sin F d K sin
ˆ2

θ

θ θ

θ

θ

θ θ < ξ ≤ ξ
κ

= ϑ θ θ+ θ θ ξ < ξ ≤ ξ
κ

θ θ+ θ
κ

∫

∫ ∫

∫
*p 2

p1 p 2

*
N L p2

p

1F d sin F d  ; 1
ˆ2

θ θ

θ θ

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ θ+ θ θ ξ < ξ ≤⎪ κ⎩

∫ ∫

  (3.87) 

*

*p1

p1

p1

*
L p1

0p

* * *
L N N p1 p2

0p

L
0p

1 cos F d                                                                ; 0
ˆ2

1û cos F d K cos F d                                    ; 
ˆ2

1 cos F d K
ˆ2

θ

θ θ

θ

θ

θ θ < ξ ≤ ξ
κ

+ ξ = ϑ θ θ+ θ θ ξ < ξ ≤ ξ
κ

θ θ+
κ

∫

∫ ∫

∫
*p 2

p1 p 2

*
N N L p2

p

1cos F d cos F d   ; 1
ˆ2

θ θ

θ θ

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ θ θ+ θ θ ξ < ξ ≤⎪ κ⎩

∫ ∫

  (3.88) 

โดยที่ *θ  คือคามุมหมุนที่พิกัดบรรทัดฐาน * *x Lξ =  ใดๆ ภายในคาน และ p1 p2,ξ ξ  คือคาพิกัด
บรรทัดฐานที่จุดพิกัดแปรผันตรง Q1 และ Q2 ตามลําดับ 
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3.2.2 กรณีที่ไมเกิดจุดดัดกลับภายในคานและมีการเปลี่ยนพฤติกรรมของ
วัสดุเปน 2 สวน 

ในกรณีนี้เปนกรณีที่คานยื่นไมเกิดจุดดัดกลับเชนเดียวกับในกรณีกอนหนาแตเกิด
การเปลี่ยนพฤติกรรมของวัสดุเปน 2 สวนดวยกันดังแสดงในรูปที่ 3.4 ซึ่งสามารถเกิดขึ้นได 2 
รูปแบบคือ กรณีที่วัสดุบริเวณปลายอิสระมีพฤติกรรมแบบไรเชิงเสนเมื่อ *m̂ 1>  และกรณีที่วัสดุ
บริเวณปลายอิสระมีพฤติกรรมแบบเชิงเสนเมื่อ *m̂ 1<   

 

 
รูปที่ 3.4 คานยื่นที่ไมเกิดจุดดัดกลับและมีการเปลี่ยนพฤติกรรมของวัสดุเปน 2 สวน 

 

การสรางสมการกํากับสําหรับกรณีนี้สามารถประยุกตจากสมการกํากับในกรณี 3.2.1 ดวยการ
กําหนดใหจุด Q2 อยูที่ปลายทางขวานั่นคือ p2 Lθ = θ  และ p2 1ξ =  ซึ่งทําใหสมการกํากับ (3.78)-
(3.80) สามารถลดรูปไดเปน 

p1 L

p1

p1 L

p1

*
N N L

0 p

*
L N N

0p

1 ˆK F d F d 1    ; m 1
ˆ2

1 ˆF d K F d 1    ; m 1
ˆ2

θ θ

θ

θ θ

θ

⎫⎡ ⎤
⎪⎢ ⎥ϑ θ+ θ = <
⎪κ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎪
⎬

⎡ ⎤ ⎪
⎢ ⎥ϑ θ+ θ = > ⎪

κ⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎭

∫ ∫

∫ ∫
     (3.89) 

p1 L

p1

p1 L

p1

*
N N L L

0 p

*
L N N L

0p

1 ˆˆK sin F d sin F d v       ; m 1
ˆ2

1 ˆˆsin F d K sin F d v       ; m 1
ˆ2

θ θ

θ

θ θ

θ

⎫⎡ ⎤
⎪⎢ ⎥ϑ θ θ+ θ θ = <
⎪κ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎪
⎬

⎡ ⎤ ⎪
⎢ ⎥ϑ θ θ+ θ θ = > ⎪

κ⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎭

∫ ∫

∫ ∫
  (3.90) 

x 

L 

y 
*
xf

LM

Lv

Lu

Lθ

p1θ

Q1 

*
yf
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p1 L

p1

p1 L

p1

*
N N L L

0 p

*
L N N L

0p

1 ˆˆK cos F d cos F d u 1      ; m 1
ˆ2

1 ˆˆcos F d K cos F d u 1      ; m 1
ˆ2

θ θ

θ

θ θ

θ

⎫⎡ ⎤
⎪⎢ ⎥ϑ θ θ+ θ θ = + <
⎪κ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎪
⎬

⎡ ⎤ ⎪
⎢ ⎥ϑ θ θ+ θ θ = + > ⎪

κ⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎭

∫ ∫

∫ ∫
     (3.91) 

สําหรับสมการกํากับเพิ่มเติมอีก 1 สมการเพื่อใชในการแกสมการหาตัวแปรไมทราบคา ไดมาจาก
เงื่อนไขขอบเขตที่ปลายอิสระ (3.70) ดังนี้ 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

p* * *2 *
x p1 L y p1 L

n 1
p* * * *n

x p1 L y p1 L

ˆˆ ˆ ˆ ˆf cos cos f sin sin 1 m 0                           ; m 1
2

ˆnbˆ ˆ ˆ ˆf cos cos f sin sin 1 m a b 0  ; m 1
n 1

+

κ ⎫
θ − θ + θ − θ + − = < ⎪

⎪
⎬⎛ ⎞κ ⎪⎡ ⎤θ − θ + θ − θ + − − = >⎜ ⎟⎣ ⎦⎜ ⎟ ⎪+ ⎝ ⎠ ⎭

     (3.92) 

ในการแกปญหาเริ่มดวยการหาคามุมหมุน { }L p1,θ θ  จากสมการ (3.89) และ (3.92) และหาคา
การขจัดในทิศทางดิ่งและราบจากสมการ (3.90) และ (3.91) ตามลําดับ สวนมุมหมุนและการขจัด
ในทิศทางดิ่งและทิศทางราบที่ตําแหนงใดๆภายในคานหาไดจากสมการตอไปนี้ 

กรณีที่วัสดุบริเวณปลายอิสระมีพฤติกรรมแบบเชิงเสน ( )*m̂ 1<  

*

*p1

p1

*
N N p1

0*

*
N N L p1

0 p

K F d                                                  ; 0

1K F d F d                        ; 1
ˆ2

θ

θ θ

θ

⎧
θ < ξ ≤ ξ⎪

⎪
ξ = ϑ⎨

⎪ θ+ θ ξ < ξ ≤⎪ κ⎩

∫

∫ ∫
  (3.93) 

*

*p1

p1

*
N N p1

0*

*
N N L p1

0 p

K sin F d                                                                ; 0

v̂
1K sin F d sin F d                              ; 1
ˆ2

θ

θ θ

θ

⎧
θ θ < ξ ≤ ξ⎪

⎪
= ϑ⎨

⎪ θ θ+ θ θ ξ < ξ ≤⎪ κ⎩

∫

∫ ∫
 (3.94) 

*

*p1

p1

*
N N p1

0* *

*
N N L p1

0 p

K cos F d                                                         ; 0

û
1K cos F d cos F d                       ; 1
ˆ2

θ

θ θ

θ

⎧
θ θ < ξ ≤ ξ⎪

⎪
+ ξ = ϑ⎨

⎪ θ θ+ θ θ ξ < ξ ≤⎪ κ⎩

∫

∫ ∫
 (3.95) 



 
 

37

และในกรณีทีว่ัสดุบริเวณปลายอิสระมีพฤติกรรมแบบไรเชิงเสน ( )*m̂ 1>  

*

*p1

p1

*
L p1

0p*

*
L N N p1

0p

1 F d                                                        ; 0
ˆ2

1 F d K F d                                  ; 1
ˆ2

θ

θ θ

θ

⎧
θ < ξ ≤ ξ⎪

κ⎪⎪ξ = ϑ⎨
⎪ θ+ θ ξ < ξ ≤⎪ κ⎪⎩

∫

∫ ∫
  (3.96) 

*

*p1

p1

*
L p1

0p*

*
L N N p1

0p

1 sin F d                                                ; 0
ˆ2

v̂
1 sin F d K sin F d                   ;  1
ˆ2

θ

θ θ

θ

⎧
θ θ < ξ ≤ ξ⎪

κ⎪⎪= ϑ⎨
⎪ θ θ+ θ θ ξ < ξ ≤⎪ κ⎪⎩

∫

∫ ∫
  (3.97) 

*

*p1

p1

*
L p1

0p* *

*
L N N p1

0p

1 cos F d                                        ; 0
ˆ2

û
1 cos F d K cos F d           ;  1
ˆ2

θ

θ θ

θ

⎧
θ θ < ξ ≤ ξ⎪

κ⎪⎪+ ξ = ϑ⎨
⎪ θ θ+ θ θ ξ < ξ ≤⎪ κ⎪⎩

∫

∫ ∫
  (3.98) 

3.2.3 กรณีที่ไมเกิดจุดดัดกลับภายในคานและวัสดุตลอดคานมีพฤติกรรม
เพียงชนิดเดียว 

กรณีที่ไมเกิดจุดดัดกลับบนคานและวัสดุมีพฤติกรรมเพียงชนิดเดียวตลอดทั้งคาน 
สามารถแบงไดเปน 2 กรณียอยคือ เมื่อวัสดุตลอดคานยังคงมีพฤติกรรมแบบยืดหยุนเชิงเสน 
( )m̂ 1<  และเมื่อวัสดุตลอดคานมีพฤติกรรมแบบยืดหยุนไรเชิงเสน ( )m̂ 1>  สมการกํากับทั้ง
สองกรณียอยนั้นใชกระบวนการเชนเดียวกัน โดยแตกตางเพียงการเลือกใชสมการพื้นฐานและ
เงื่อนไขที่ปลายทั้งสองตามพฤติกรรมของวัสดุ 

เร่ิมจากสมการพื้นฐาน (2.14) หรือ (2.15) รวมกับเงื่อนไขขอบเขตที่ปลาย
ดานขวา (3.70) สามารถหาคาคงที่ C1 หรือ C2 ไดเทากับ 

( )

( )

2* *
1 x L y L p

n 1
p * *n

2 x L y L

1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆC f cos f sin m                      ; m 1
2

ˆnbˆ ˆ ˆ ˆC f cos f sin m a b    ; m 1
n 1

+

⎫= θ + θ + κ < ⎪⎪
⎬κ ⎪⎡ ⎤= θ + θ + − >⎣ ⎦ ⎪+ ⎭

    (3.99) 
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เมื่อแทนคา C1 หรือ C2 ที่ไดในสมการที่ (2.17), (2.20) และ (2.21) เฉพาะสวนที่เกี่ยวของกับ
พฤติกรรมของวัสดุ จะได 

( )

( )

* *
L x y L p

p

* *
N N x y L p

1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆF f , f ,m , , ,       ; m 1
d ˆ2
d ˆ ˆ ˆ ˆ ˆK F f , f ,m , , , , n,a, b  ; m 1

⎧ ϑ θ θ κ <⎪ξ ⎪ κ= ⎨θ ⎪ϑ θ θ κ >⎪⎩

   (3.100) 

( )

( )

* *
L x y L p

p

* *
N N x y L p

1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆsin F f , f ,m , , ,      ; m 1ˆdv ˆ2
d ˆ ˆ ˆ ˆ ˆK sin F f , f ,m , , , , n,a, b  ; m 1

⎧ ϑ θ θ θ κ <⎪⎪ κ= ⎨θ ⎪ϑ θ θ θ κ >⎪⎩

   (3.101) 

( ) ( )
( ) ( )

* *
L x y L p

p

* *
N N x y L p

1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos 1 F f , f ,m , , ,       ; m 1ˆdu ˆ2
d ˆ ˆ ˆ ˆ ˆK cos 1 F f , f ,m , , , , n,a, b  ; m 1

⎧ ϑ θ− θ θ κ <⎪⎪ κ= ⎨θ ⎪ϑ θ− θ θ κ >⎪⎩

   (3.102) 

โดยที่ LF และ FN คือฟงกชันซึ่งนิยามโดย 

( )
( ) ( ) ( )

*
L x y L p

2*
x L y L p

1ˆ ˆ ˆ ˆF f , f ,m , , ,
1ˆ ˆ ˆ ˆf cos cos f sin sin m
2

θ θ κ =
θ − θ + θ − θ + κ

   (3.103) 

( )

( ) ( ) ( )

*
N x y L p

n 1
p * nn 1

x L y L

ˆ ˆ ˆ ˆF f , f ,m , , , , n,a, b

1                   
ˆnbˆ ˆ ˆf cos cos f sin sin m a b

n 1

+

+

θ θ κ =

κ ⎡ ⎤θ − θ + θ − θ + −⎣ ⎦+

   (3.104) 

จากการหาปริพันธของสมการ (3.100)-(3.104) โดยตรงตลอดความยาวคาน จะไดสมการกับเชิง
ปริพันธดังนี้  

( )

( )

L

L

* * * *
L x y L p

0p

* * * *
N N x y L p

0

1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ F f , f ,m , , , d         ; m 1
ˆ2

1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆK F f , f ,m , , , , n,a, b d    ; m 1

θ

θ

⎧
θ θ κ θ <⎪

κ⎪= ϑ⎨
⎪

θ θ κ θ >⎪
⎩

∫

∫
   (3.105) 
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( )

( )

L

1

L

1

* * * *
L x y L p

p
L

* * * *
N N x y L p

1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆsin F f , f ,m , , , d      ; m 1
ˆ2

v̂
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆK sin F f , f ,m , , , , n,a, b d   ; m 1

θ

θ

θ

θ

⎧
θ θ θ κ θ <⎪

κ⎪
= ϑ⎨

⎪ θ θ θ κ θ >⎪
⎩

∫

∫
   (3.106) 

( )

( )

L

L

* * * *
L x y L p

0p
L

* * * *
N N x y L p

0

1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos F f , f , m , , , d           ; m 1
ˆ2

û 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆK cos F f , f ,m , , , , n,a, b d      ; m 1

θ

θ

⎧
θ θ θ κ θ <⎪

κ⎪+ = ϑ⎨
⎪

θ θ θ κ θ >⎪
⎩

∫

∫
   (3.107) 

ในการแกปญหาเริ่มดวยการหาคามุมหมุนที่ปลาย { }Lθ  จากสมการ (3.105) และหาคาการขจัด
ในทิศทางดิ่งและราบจากสมการ (3.106) และ (3.107) ตามลําดับ สวนมุมหมุนและการขจัดใน
ทิศทางดิ่งและทิศทางราบที่ตําแหนงใดๆภายในคานหาไดจากสมการตอไปนี้ 

( )

( )

*

*

* * * *
L x y L p

0p*

* * * *
N N x y L p

0

1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆF f , f , m , , , d         ; m 1
ˆ2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆK F f , f ,m , , , , n,a, b d     ; m 1

θ

θ

⎧
θ θ κ θ <⎪

κ⎪
ξ = ϑ⎨

⎪
θ θ κ θ >⎪

⎩

∫

∫
   (3.108) 

( )

( )

*

1

*

1

* * * *
L x y L p

p*

* * * *
N N x y L p

1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆsin F f , f ,m , , , d        ; m 1
ˆ2

v̂
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆK sin F f , f ,m , , , , n,a, b d   ; m 1

θ

θ

θ

θ

⎧
θ θ θ κ θ <⎪

κ⎪
= ϑ⎨

⎪
θ θ θ κ θ >⎪

⎩

∫

∫
   (3.109) 

( )

( )

*

*

* * * *
L x y L p

0p* *

* * * *
N N x y L p

0

1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos F f , f ,m , , , d           ; m 1
ˆ2

û
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆK cos F f , f ,m , , , , n,a, b d      ; m 1

θ

θ

⎧
θ θ θ κ θ <⎪

κ⎪
+ ξ = ϑ⎨

⎪
θ θ θ κ θ >⎪

⎩

∫

∫
   (3.110) 
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3.2.4 กรณีที่เกิดจุดดัดกลับภายในคานและมีการเปลี่ยนพฤติกรรมของ
วัสดุเปน 5 สวน 

กรณีที่เกิดจุดดัดกลับนนคานและเกิดการเปลี่ยนพฤติกรรมของวัสดุเปน 5 สวนนี้
เปนดังแสดงในรูปที่ 3.5 โดยบริเวณเสนสีดํานั้นแสดงบริเวณที่วัสดุมีพฤติกรรมแบบยืดหยุนเชิงเสน
และบริเวณสีแดงแสดงสวนที่วัสดุมีพฤติกรรมแบบไรเชิงเสนตามลําดับ ตําแหนงที่โมเมนตดัดมีคา
เทากับคาโมเมนตดัดที่พิกัดแปรผันตรงมี 4 ตําแหนงดวยกันคือ Q1, Q2, Q3 และ Q4 ซึ่งมุมหมุนที่
เกิดขึ้นที่ตําแหนงทั้งหมดนี้คือ { }pl1 pl2 pr1 pr2, , ,θ θ θ θ  และสําหรับตําแหนงที่เกิดจุดดัดกลับนั้นจะ
อยูระหวาง Q2 และ Q3 ซึ่งเปนบริเวณที่วัสดุมีพฤติกรรมแบบยืดหยุนเชิงเสนดังแสดง 

 

 
รูปที่ 3.5 คานยื่นที่มีจุดดัดกลับอยูภายในและมีการเปลีย่นพฤติกรรมของวัสดุเปน 5 สวน 

 

ในการสรางสมการกํากับนั้นเริ่มดวยการใชสมการพื้นฐาน (2.14) และ (2.15) 
รวมกับเงื่อนไขของจุดดัดกลับ (4.4) และเงื่อนไขของจุดพิกัดแปรผันตรง Q2 ตามลําดับ ทําให
สามารถหาคาคงที่ C1 และ C2 ไดดังนี้ 

* *
1 x Z y Z

ˆ ˆC f cos f sin= θ + θ  (3.111) 

p* *
2 x pl2 y pl2

ˆnbˆ ˆC f cos f sin
n 1
κ

= θ + θ +
+

    (3.112) 

แทนคา C1 และ C2 ในสมการที่ (2.17), (2.20) และ (2.21) จะไดสมการเชิงอนุพนัธดังตอไปนี้ 

x 

L 

y 

*
yf

*
xf

LM Lv

Lu

Lθ
Q1 Q2 

Q3 Q4 
Zθ

pl1θ

pl2θ
pr1θ

pr2θ



 
 

41

( ) ( )
( ) ( )

* *
L x y Z p

p

* *
N N x y pl2 p p

1 ˆ ˆm̂ F f , f , ,               ;  
d ˆ2
d ˆ ˆˆ ˆK m F f , f , , , , n, b      ;  

⎧ ϑ θ θ κ < κ⎪ξ ⎪ κ= ⎨θ ⎪ ϑ θ θ κ κ > κ⎪⎩

  (3.113) 

( ) ( )
( ) ( )

* *
L x y Z p

p

* *
N N x y pl2 p p

1 ˆ ˆm̂ sin F f , f , ,               ;  ˆdv ˆ2
d ˆ ˆˆ ˆK m sin F f , f , , , , n, b      ;  

⎧ ϑ θ θ θ κ < κ⎪⎪ κ= ⎨θ ⎪ ϑ θ θ θ κ κ > κ⎪⎩

   (3.114) 

( )( ) ( )
( )( ) ( )

* *
L x y Z p

p

* *
N N x y pl2 p p

1 ˆ ˆm̂ cos 1 F f , f , ,              ;  ˆdu ˆ2
d ˆ ˆˆ ˆK m cos 1 F f , f , , , , n, b     ;  

⎧ ϑ θ− θ θ κ < κ⎪⎪ κ= ⎨θ ⎪ ϑ θ− θ θ κ κ > κ⎪⎩

   (3.115) 

โดยที่ฟงกชัน FL และ FN นยิามโดย 

( )
( ) ( )

L x y Z
* *
x Z y Z

1ˆ ˆF f , f , ,
ˆ ˆf cos cos f sin sin

θ θ =
θ − θ + θ − θ

   (3.116) 

( )
( ) ( )

N x y pl2 p
p* *n 1

x pl2 y pl2

1ˆ ˆ ˆF f , f , , , , n, b
ˆnbˆ ˆf cos cos f sin sin

n 1
+

θ θ κ =
κ

θ − θ + θ − θ +
+

   (3.117) 

ทําการหาปริพันธสมการที่ (3.113)-(3.115) ตลอดความยาวคานรวมกับเงื่อนไขขอบเขตและความ
ตอเนื่องที่จุดดัดกลับและจุดพิกัดแปรผันตรง จะไดสมการกํากับเบื้องตนดังนี้ 

pl1 pr1 pl2 pr 2Z L

pl2 Z pr 2 pl1 pr1

L L L L N N N
0p

1 F d F d F d F d K F d F d 1
ˆ2

θ θ θ θθ θ

θ θ θ θ θ

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ψ − θ− θ+ θ+ θ + − θ+ θ =⎨ ⎬
κ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

  (3.118) 

pl1 pr1Z L

pl 2 Z pr 2

pl 2 pr 2

pl1 pr1

L L L L
0p

N N N L

1 sin F d sin F d sin F d sin F d
ˆ2

ˆ                                                        K sin F d sin F d v

θ θθ θ

θ θ θ

θ θ

θ θ

⎧ ⎡ ⎤⎪ ⎢ ⎥ψ − θ θ− θ θ+ θ θ+ θ θ⎨
κ ⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

⎫⎡ ⎤⎪⎢ ⎥+ − θ θ+ θ θ =⎬
⎢ ⎥⎪⎣ ⎦⎭

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

  (3.119) 
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pl1 pr1Z L

pl 2 Z pr 2

pl2 pr 2

pl1 pr1

L L L L
0p

N N N L

1 cos F d cos F d cos F d cos F d
ˆ2

ˆ                                                  K cos F d cos F d u 1

θ θθ θ

θ θ θ

θ θ

θ θ

⎧ ⎡ ⎤⎪ ⎢ ⎥ψ − θ θ− θ θ+ θ θ+ θ θ⎨
κ ⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

⎫⎡ ⎤⎪⎢ ⎥+ − θ θ+ θ θ = +⎬
⎢ ⎥⎪⎣ ⎦⎭

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

  (3.120) 

เนื่องจากฟงกชัน FL ที่ปรากฏในสมการ (3.118)-(3.120) มีความเปนเอกฐานที่จุดดัดกลับ ดังนั้น
จึงใชเทคนิคการเปลี่ยนตัวแปรเพื่อกําจัดความเปนเอกฐานดังกลาว โดยมีรายละเอียดดังนี้ 

* *2 *2
s x y

ˆ ˆ ˆf f f= + , * *
0 x s

ˆ ˆcos f fθ =  และ * *
0 y s

ˆ ˆsin f fθ =  เมื่อแทนคาตัวแปรเหลานี้ในสมการ 
(3.116) จะได 

( )
( ) ( )( )

L s Z 0
*
s 0 Z 0

1ˆF f , , ,
f̂ cos cos

θ θ θ =
θ −θ − θ −θ

   (3.121) 

จากนั้นทําการเปลี่ยนตัวแปร ( )0θ = π− θ −θ  และ ( )psin sin 2φ = θ  และใชเอกลักษณทาง
ตรีโกณมิติ ( )2cos 1 2sin 2θ = − θ ฟงกชัน FL ในสมการที่ (3.121) เขียนใหมไดเปน 

( )
( )s

* 2 2 2 * 2 2
s s

1 1ˆF f , , p
ˆ ˆ2f p p sin 2f p cos

φ = =
− φ φ

   (3.122) 

โดยที่ ( )Zp sin 2= θ  และ ( )Z 0 Zθ = π− θ −θ  โดยอาศัยการเปลี่ยนตัวแปรดังกลาว สมการ
ปริพันธ (3.118)-(3.120) สามารถเขียนใหมในรูปของตัวแปร φ  ไดดังนี้ 

( ) ( )

pl1 pl 2 pr 2L

pr 2 pl1 pr1

1

0

L L N N N
0p

2

0 0
*

2s p

1 F d F d K F d F d
ˆ2

1                                            F , p d F ,p d 1
ˆ ˆf

θ θ θθ

θ θ θ

φπ

φ π

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ψ − θ+ θ + − θ+ θ⎨ ⎬
κ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

⎡ ⎤
+ φ φ− φ φ =⎢ ⎥

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
  (3.123) 

( ) ( )

pl1 pl 2 pr 2L

pr 2 pl1 pr1

1

0

L L N N N
0p

2

v 0 v 0 L
*

2s p

1 sin F d sin F d K sin F d sin F d
ˆ2

1 ˆ                                         F , p, d F ,p, d v
ˆ ˆf

θ θ θθ

θ θ θ

φπ

φ π

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ψ − θ θ+ θ θ + − θ θ+ θ θ⎨ ⎬
κ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

⎡ ⎤
+ φ θ φ− φ θ φ =⎢ ⎥

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
  (3.124) 
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( ) ( )

pl1 pl 2 pr 2L

pr 2 pl1 pr1

1

0

L L N N N
0p

2

u 0 u 0 L
*

2s p

1 cos F d cos F d K cos F d cos F d
ˆ2

1 ˆ                                    F , p, d F ,p, d u 1
ˆ ˆf

θ θ θθ

θ θ θ

φπ

φ π

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ψ − θ θ+ θ θ + − θ θ+ θ θ⎨ ⎬
κ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

⎡ ⎤
+ φ θ φ− φ θ φ = +⎢ ⎥

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
(3.125) 

โดยที่ ( )0 pl2psin sin 2φ = θ , ( )1 pr1psin sin 2φ = θ , ( )pl2 0 pl2θ = π− θ −θ  และ 
( )pr1 0 pr1θ = π− θ −θ  และ F0, Fv และ Fu คือฟงกชันซึ่งนิยามโดย 

( )0 2 2

1F ,p
1 p sin

φ =
− φ

   (3.126) 

( ) ( )2 2
0

v 0 0 2 2

1 2p sin sin
F ,p, 2pcos sin

1 p sin

− φ θ
φ θ = θ φψ +

− φ
   (3.127) 

( ) ( )2 2
0

u 0 0 2 2

1 2p sin cos
F ,p, 2psin sin

1 p sin

− φ θ
φ θ = − θ φψ +

− φ
  (3.128) 

จากเงื่อนไขขอบเขตที่ปลายอิสระของคานจะไดสมการกํากับเพิ่มเติม 2 สมการดังตอไปนี้ 

( ) ( )
*2

p* *
x Z L y Z L

ˆ m̂ˆ ˆf cos cos f sin cos 0
2

κ
θ − θ + θ − θ − =    (3.129) 

และจากเงื่อนไขที่จุดพิกัดแปรผันตรงทัง้  4 จะไดสมการกํากับเพิ่มเตมิอีก 4 สมการ คือ 

( ) ( ) p* *
x Z pl2 y Z pl2

ˆˆ ˆf cos cos f sin cos 0
2
κ

θ − θ + θ − θ − =    (3.130) 

( ) ( ) p* *
x Z pr1 y Z pr1

ˆˆ ˆf cos cos f sin cos 0
2
κ

θ − θ + θ − θ − =    (3.131) 

( ) ( )* *
x pl2 pl1 y pl2 pl1

ˆ ˆf cos cos f sin cos 0θ − θ + θ − θ =    (3.132) 

( ) ( )* *
x pl2 pr2 y pl2 pr2

ˆ ˆf cos cos f sin cos 0θ − θ + θ − θ =    (3.133) 

ในการแกปญหาเริ่มดวยการหาคามมุหมนุ { }L Z pl1 pl2 pr1 pr2, , , , ,θ θ θ θ θ θ  จากสมการ (3.123) 
และ (3.129)-(3.133) และหาคาการขจัดในทิศทางดิ่งและราบจากสมการ (3.124) และ (3.125) 
ตามลําดับ สวนมมุหมุนและการขจัดในทศิทางดิง่และทศิทางราบที่ตาํแหนงใดๆภายในคานหาได
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จากสมการตอไปนี้ 
*

*pl1

pl1

*
L pl1

0p

L N N p
0p

*

1 F d                                                                              ;  0
ˆ2

1 F d K F d                                                   ; 
ˆ2

θ

θ θ

θ

−ψ θ < ξ ≤ ξ
κ

⎡ ⎤
⎢ ⎥−ψ θ+ θ ξ

κ⎢ ⎥⎣ ⎦

ξ =

∫

∫ ∫

( )

( ) ( )

*
pl1 pl 2

pl1 0

*
pl1 pl 2

pl1 0

*
l1 pl2

*
L N N 0 pl2 Z

*
0p s p

2

L N N 0 0
*

0 2p s p

1 1F d K F d F , p d                  ; 
ˆ ˆ2 ˆf

1 1F d K F d F ,p d F ,p d
ˆ ˆ2 ˆf

                

θ θ φ

θ φ

θ θ π φ

θ φ π

< ξ ≤ ξ

⎡ ⎤
⎢ ⎥−ψ θ+ θ + φ φ ξ < ξ ≤ ξ

κ⎢ ⎥ κ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥−ψ θ+ θ + φ φ− φ φ⎢ ⎥

κ⎢ ⎥ ⎢ ⎥κ ⎣ ⎦⎣ ⎦

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

*pl1 pl 2

pl1 pr1

*
Z pr1

L N N N
0p

*
s

                                                                                      ; 

1 F d K F d F d
ˆ2

1                                   
f̂

θ θ θ

θ θ

ξ < ξ ≤ ξ

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟−ψ θ+ θ− θ

⎜ ⎟⎢ ⎥κ ⎝ ⎠⎣ ⎦

+

∫ ∫ ∫

( ) ( )

( ) ( )

1

0

*pl1 pl 2 pr 2

pr 2 pl1 pr1

0

2
*

0 0 pr1 pr2
2p

L L N N N
0p

2

0 0
*
s p

F , p d F ,p d    ; 
ˆ

1 F d F d K F d F d
ˆ2

1                                     F , p d F ,p
ˆ ˆf

φπ

φ π

θ θ θθ

θ θ θ

π

φ

⎡ ⎤
φ φ− φ φ ξ < ξ ≤ ξ⎢ ⎥

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟−ψ θ− θ + θ− θ

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥κ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

+ φ φ− φ
κ

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫
1

*
pr2

2

d   ;  1
φ

π

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ ⎡ ⎤

φ ξ < ξ ≤⎪ ⎢ ⎥
⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎩

∫

  (3.134) 
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*

*pl1

pl1

*
L pl1

0p

L N N p
0p

*

1 sin F d                                                                           ;  0
ˆ2

1 sin F d K sin F d                                         ; 
ˆ2

v̂

θ

θ θ

θ

−ψ θ θ < ξ ≤ ξ
κ

⎡ ⎤
⎢ ⎥−ψ θ θ+ θ θ ξ

κ⎢ ⎥⎣ ⎦

=

∫

∫ ∫

( )

( )

*
pl1 pl2

pl1 0

pl1 pl2

pl1 0

*
l1 pl2

*
L N N v 0 pl2 Z

*
0p s p

2

L N N v 0
*

0p s p

1 1sin F d K sin F d F , p, d   ; 
ˆ ˆ2 ˆf

1 1sin F d K sin F d F ,p, d
ˆ ˆ2 ˆf

                          

θ θ φ

θ φ

θ θ π

θ φ

< ξ ≤ ξ

⎡ ⎤
⎢ ⎥−ψ θ θ+ θ θ + φ θ φ ξ < ξ ≤ ξ

κ⎢ ⎥ κ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡
⎢ ⎥−ψ θ θ+ θ θ + φ θ φ⎢

κ⎢ ⎥ ⎢κ ⎣⎣ ⎦

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

( )
*

*pl1 pl 2

pl1 pr1

*
v 0 Z pr1

2

L N N N
0p

v
*
s p

                      F ,p, d                            ; 

1 sin F d K sin F d sin F d
ˆ2

1                              F ,p,
ˆ ˆf

φ

π

θ θ θ

θ θ

⎤
− φ θ φ ξ < ξ ≤ ξ⎥

⎥⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟−ψ θ θ+ θ θ− θ θ

⎜ ⎟⎢ ⎥κ ⎝ ⎠⎣ ⎦

+ φ θ
κ

∫

∫ ∫ ∫

( ) ( )

( )

1

0

*pl1 pl2 pr 2

pr 2 pl1 pr1

0

2
*

0 v 0 pr1 pr2
2

L L N N N
0p

2

v 0
*
s p

d F ,p, d   ; 

1 sin F d sin F d K sin F d sin F d
ˆ2

1                             F ,p, d
ˆ ˆf

φπ

φ π

θ θ θθ

θ θ θ

π

φ

⎡ ⎤
φ − φ θ φ ξ < ξ ≤ ξ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟−ψ θ θ− θ θ + θ θ− θ θ

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥κ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

+ φ θ φ
κ

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ( )
1

*
v 0 pr2

2

F ,p, d    ;  1
φ

π

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ ⎡ ⎤

− φ θ φ ξ < ξ ≤⎪ ⎢ ⎥
⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎩

∫

 (3.145) 
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*

*pl1

pl1

*
L pl1

0p

*
L N N pl1 pl2

0p

* *

1 cos F d                                                                    ;  0
ˆ2

1 cos F d K cos F d                                  ; 
ˆ2

û

θ

θ θ

θ

−ψ θ θ < ξ ≤ ξ
κ

⎡ ⎤
⎢ ⎥−ψ θ θ+ θ θ ξ < ξ ≤ ξ

κ⎢ ⎥⎣ ⎦

−

+ ξ =

∫

∫ ∫

( )

pl1 pl 2

pl1

*

0

pl1 pl 2

pl1

L N N
0p

*
u 0 pl2 Z

*
s p

L N N
*

0p s

1 cos F d K cos F d
ˆ2

1                                                 F , p, d             ; 
ˆ ˆf

1 1cos F d K cos F d
ˆ ˆ2 f

θ θ

θ

φ

φ

θ θ

θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥ψ θ θ+ θ θ

κ⎢ ⎥⎣ ⎦

+ φ θ φ ξ < ξ ≤ ξ
κ

⎡ ⎤
⎢ ⎥−ψ θ θ+ θ θ +

κ⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫

∫

∫ ∫ ( )

( )

0

*

*pl1 pl 2

pl1 pr1

2

u 0

p

*
u 0 Z pr1

2

L N N N
0p

F , p, d
ˆ

                                                       F , p, d               ; 

1 cos F d K cos F d cos F d
ˆ2

    

π

φ

φ

π

θ θ θ

θ θ

⎡
φ θ φ⎢

⎢κ ⎣

⎤
− φ θ φ ξ < ξ ≤ ξ⎥

⎥⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟−ψ θ θ+ θ θ− θ θ

⎜ ⎟⎢ ⎥κ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫

∫

∫ ∫ ∫

( ) ( )
1

0

*pl1 pl 2 pr 2

pr 2 pl1 pr1

2
*

u 0 u 0 pr1 pr2
*

2s p

L L N N N
0p

1                    F ,p, d F ,p, d   ; 
ˆ ˆf

1 cos F d cos F d K cos F d cos F d
ˆ2

                 

φπ

φ π

θ θ θθ

θ θ θ

⎡ ⎤
+ φ θ φ− φ θ φ ξ < ξ ≤ ξ⎢ ⎥

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟−ψ θ θ− θ θ + θ θ− θ θ

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥κ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

( ) ( )
1

0

2
*

u 0 u 0 pr2
*

2s p

1        F , p, d F ,p, d    ;  1
ˆ ˆf

φπ

φ π

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎡ ⎤⎪
+ φ θ φ− φ θ φ ξ < ξ ≤⎢ ⎥⎪

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦⎪⎩
∫ ∫

  (3.146) 

โดยที่ ( )( )* *
0psin sin 2φ = π−θ + θ , *θ  คือคามุมหมุนที่พิกัดบรรทัดฐาน * *x Lξ =  ใดๆ 

ภายในคาน, Zξ  คือคาพิกัดบรรทัดฐานที่จุดดัดกลับ และ { }pl1 pl2 pr1 pr2, , ,ξ ξ ξ ξ  คือคาพิกัดบรรทัด
ฐานที่พิกัดแปรผันตรง Q1, Q2, Q3 และ Q4 ตามลําดับ 
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3.2.5 กรณีที่เกิดจุดดัดกลับภายในคานและมีการเปลี่ยนพฤติกรรมของ
วัสดุเปน 3 สวน และปลายทั้งสองมีพฤติกรรมแบบยืดหยุนเชิงเสน 

ในกรณีนี้พิจารณาคานที่มีจุดดัดกลับภายในและเกิดการเปลี่ยนพฤติกรรมของ
วัสดุโดยที่บริเวณปลายทั้งสองวัสดุมีพฤติกรรมแบบยืดหยุนเชิงเสน สามารถเกิดได 2 กรณีคือ
บริเวณที่วัสดุมีพฤติกรรมแบบไรเชิงเสนอยูทางซายหรือทางขวาของจุดดัดกลับ ดังแสดงในรูปที่ 
3.6(a) และ 3.6(b) ตามลําดับ  
 

 
รูปที่ 3.6 คานยื่นที่มีจุดดัดกลับอยูภายในและมีการเปลีย่นพฤติกรรมของวัสดุเปน 3 สวน และ 

(a) บริเวณที่มพีฤติกรรมแบบยืดหยุนไรเชงิเสนอยูทางซายของจุดดัดกลับ 
(b) บริเวณที่มพีฤติกรรมแบบยืดหยุนไรเชงิเสนอยูทางขวาของจุดดัดกลับ 

 

ซึ่งสมการกํากับสําหรับทั้งสองกรณียอยนี้สามารถพัฒนาจากสมการกํากับในกรณีที่ 3.2.4 โดย
กรณียอย (a) พิจารณาใหจุด Q3 อยูที่ปลายอิสระคือ pr1 Lθ = θ  และ pr1 1ξ =  และในกรณียอย 
(b) กําหนดใหจุด Q2 อยูที่ปลายยึดแนนคือ pl2 0θ =  และ pl2 0ξ =  ซึ่งทําใหสมการกํากับ 
(3.118)-(3.120) สามารถลดรูปไดเปน 

( ) ( )

( ) ( )

pl1 pl 2 1

pl1 0

pr 2L 1

pr 2 pr1 0

2

L N N 0 0
*

0 2p s p

2

L N N 0 0
*

2p s p

1 1F d K F d F ,p d F ,p d   ;  (a)
ˆ ˆ2 ˆf

1
1 1F d K F d F ,p d F ,p d     ;  (b)
ˆ ˆ2 ˆf

θ θ φπ

θ φ π

θθ φπ

θ θ φ π

⎧ ⎧ ⎫ ⎡ ⎤⎪ ⎪⎪−ψ θ+ θ + φ φ− φ φ⎢ ⎥⎨ ⎬
⎪ κ ⎢ ⎥κ⎪ ⎪ ⎣ ⎦⎩ ⎭⎪= ⎨

⎧ ⎫ ⎡ ⎤⎪ ⎪ ⎪ψ θ+ θ + φ φ− φ φ⎢ ⎥⎨ ⎬⎪
κ ⎢ ⎥κ⎪ ⎪⎪ ⎣ ⎦⎩ ⎭⎩

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

  (3.147) 

*
yf

*
xf

LM Lθ
Q1 Q2 

Zθ

pl1θ

pl2θ

*
yf

*
xf

LM Lθ

Q3 Q4 
Zθ

pr1θ

pr2θ

(a) (b) 
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( )

( )

pl1 pl 2

pl1 0

1

pr

2

L N N v 0
*

0p s p

v 0
2

L

L
p

1 1sin F d K sin F d F , p, d
ˆ ˆ2 ˆf

                                                                         F , p, d   ; (a)

v̂
1 sin F d
ˆ2

θ θ π

θ φ

φ

π

θ

⎧ ⎫ ⎡⎪ ⎪−ψ θ θ+ θ θ + φ θ φ⎢⎨ ⎬
κ ⎢κ⎪ ⎪ ⎣⎩ ⎭

⎤
− φ θ φ⎥

⎥⎦=

ψ θ θ
κ

∫ ∫ ∫

∫

( )

( )

pr 2L

2 pr1 0

1

2

N N v 0
*
s p

v 0
2

1K sin F d F ,p, d
ˆ ˆf

                                                                        F , p, d   ; (b)

θθ π

θ φ

φ

π

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨

⎧ ⎫ ⎡⎪ ⎪ ⎪+ θ θ + φ θ φ⎢⎨ ⎬⎪
⎢κ⎪ ⎪⎪ ⎣⎩ ⎭

⎪
⎤⎪

− φ θ φ⎥⎪
⎥⎪ ⎦⎩

∫ ∫ ∫

∫

   (3.148) 

( ) ( )

pl1 pl 2

pl1

1

0

pr 2L

pr 2 pr1

L N N
0p

2

u 0 u 0
*

2s p

L

L N N
p

1 cos F d K cos F d
ˆ2

1                        F , p, d F ,p, d   ;  (a)
ˆ ˆf

û 1
1 cos F d K cos F d
ˆ2

            

θ θ

θ

φπ

φ π

θθ

θ θ

⎧ ⎫⎪ ⎪−ψ θ θ+ θ θ⎨ ⎬
κ⎪ ⎪⎩ ⎭

⎡ ⎤
+ φ θ φ− φ θ φ⎢ ⎥

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦
+ =

⎧ ⎫⎪ ⎪ψ θ θ+ θ θ⎨ ⎬
κ⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

( ) ( )
1

0

2

u 0 u 0
*

2s p

1            F , p, d F , p, d   ;  (b)
ˆ ˆf

φπ

φ π

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪

⎡ ⎤⎪
+ φ θ φ− φ θ φ⎢ ⎥⎪

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦⎪⎩
∫ ∫

  (3.149) 

โดยที่ฟงกชัน FN สําหรับกรณียอย (b) นิยามโดย 

( )
( ) ( )

N x y pr1 p
p* *n 1

x pr1 y pr1

1ˆ ˆ ˆF f , f , , , , n, b
ˆnbˆ ˆf cos cos f sin sin

n 1
+

θ θ κ =
κ

θ − θ + θ − θ +
+

   (3.150) 

และจากเงื่อนไขขอบเขตที่ปลายอิสระของคานและที่พิกดัแปรผันตรงจะไดสมการกํากับเพิ่มเตมิ 3 
สมการดังตอไปนี ้

( ) ( )
*2

p* *
x Z L y Z L

ˆ m̂ˆ ˆf cos cos f sin cos 0
2

κ
θ − θ + θ − θ − =    (3.151) 

( ) ( )

( ) ( )

p* *
x Z pl2 y Z pl2

p* *
x Z pr1 y Z pr1

ˆˆ ˆf cos cos f sin cos 0    ;   (a)
2

ˆˆ ˆf cos cos f sin cos 0    ;   (b)
2

κ
θ − θ + θ − θ − =

κ
θ − θ + θ − θ − =

   (3.152) 
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( ) ( )
( ) ( )

* *
x pl2 pl1 y pl2 pl1

* *
x pr1 pr2 y pr1 pr2

ˆ ˆf cos cos f sin cos 0        ;   (a)

ˆ ˆf cos cos f sin cos 0       ;   (b)

θ − θ + θ − θ =

θ − θ + θ − θ =
   (3.153) 

ในการแกปญหาเริ่มดวยการหาคามุมหมุน { }L Z pl1 pl2, , ,θ θ θ θ  สําหรับกรณียอย (a) และคามุม
หมุน { }L Z pr1 pr2, , ,θ θ θ θ  สําหรับกรณียอย (b) จากสมการ (3.147) และ (3.151)-(3.153) และหา
คาการขจัดในทิศทางดิ่งและราบจากสมการ (3.148) และ (3.149) ตามลําดับ สวนมุมหมุนและ
การขจัดในทิศทางดิ่งและทิศทางราบที่ตําแหนงใดๆภายในคานหาไดจากสมการตอไปนี้  

เมื่อบริเวณทีว่สัดุมีพฤติกรรมแบบไรเชิงเสนอยูทางซายของจุดดัดกลับ (กรณี (a)) 
*

*pl1

pl1

*
L pl1

0p

L N N p
0p

*

1 F d                                                                              ;  0
ˆ2

1 F d K F d                                                   ; 
ˆ2

θ

θ θ

θ

−ψ θ < ξ ≤ ξ
κ

⎡ ⎤
⎢ ⎥−ψ θ+ θ ξ

κ⎢ ⎥⎣ ⎦

ξ =

∫

∫ ∫
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( ) ( )

*
pl1 pl2

pl1 0

*
pl1 pl2

pl1 0

*
l1 pl2

*
L N N 0 pl2 Z

*
0p s p

2

L N N 0 0
*

0 2p s p

1 1F d K F d F ,p d                 ; 
ˆ ˆ2 ˆf

1 1F d K F d F , p d F ,p d
ˆ ˆ2 ˆf

                 

θ θ φ

θ φ

θ θ π φ

θ φ π

< ξ ≤ ξ

⎡ ⎤
⎢ ⎥−ψ θ+ θ + φ φ ξ < ξ ≤ ξ

κ⎢ ⎥ κ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥−ψ θ+ θ + φ φ− φ φ⎢ ⎥

κ⎢ ⎥ ⎢ ⎥κ ⎣ ⎦⎣ ⎦

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
*

Z                                                                                       ; 1

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ ξ < ξ ≤
⎪
⎩

 

 (3.154) 
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*

*pl1

pl1

*
L pl1
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L N N p
0p

*

1 sin F d                                                                           ;  0
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1 sin F d K sin F d                                         ; 
ˆ2
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θ θ
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−ψ θ θ < ξ ≤ ξ
κ

⎡ ⎤
⎢ ⎥−ψ θ θ+ θ θ ξ

κ⎢ ⎥⎣ ⎦

=

∫

∫ ∫

( )
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pl1 pl 2

pl1 0

*
l1 pl2

*
L N N v 0 pl2 Z
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0p s p

2
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*
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ˆ ˆ2 ˆf
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ˆ ˆ2 ˆf

                           

θ θ φ

θ φ

θ θ π

θ φ

< ξ ≤ ξ

⎡ ⎤
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⎡ ⎤ ⎡
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κ⎢ ⎥ ⎢κ ⎣⎣ ⎦

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
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*
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v 0 Z
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                     F , p, d                            ; 1
φ

π

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ ⎤
⎪ − φ θ φ ξ < ξ ≤⎥
⎪ ⎥⎦⎩

∫

 (3.155) 
*
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ˆ2
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θ

θ θ

θ

−ψ θ θ < ξ ≤ ξ
κ

⎡ ⎤
⎢ ⎥−ψ θ θ+ θ θ ξ < ξ ≤ ξ

κ⎢ ⎥⎣ ⎦

−ψ θ
κ

+ ξ =

∫

∫ ∫
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( )
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*

0
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pl1 0
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0

*
u 0 pl2 Z
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L N N u 0
*
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φ
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θ θ
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⎡ ⎤
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⎢ ⎥⎣ ⎦
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κ⎢ ⎥ κ⎣ ⎦

∫ ∫

∫

∫ ∫
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2
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φ
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⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
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⎪
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⎨
⎪
⎪
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⎪
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⎢⎪
⎢⎣⎪

⎪
⎤⎪

− φ θ φ ξ < ξ ≤⎥⎪
⎥⎪ ⎦⎩

∫

∫  
 (4.156) 
เมื่อบริเวณทีว่สัดุมีพฤติกรรมแบบไรเชิงเสนอยูทางขวาของจุดดัดกลับ (กรณี (b)) 
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⎪
⎪
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∫ ∫
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∫ ∫⎪
⎪

  (3.157) 
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⎡ ⎤
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⎡ ⎤
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⎪
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⎪
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 (3.158) 
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⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎡ ⎤⎪
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κ⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩
∫ ∫  

 (3.159) 
 

3.2.6 กรณีที่เกิดจุดดัดกลับภายในคานและมีการเปลี่ยนพฤติกรรมของ
วัสดุเปน 3 สวน และปลายทั้งสองมีพฤติกรรมแบบยืดหยุนไรเชิงเสน 

ในกรณีนี้พิจารณาคานที่มีจุดดัดกลับภายในและบริเวณปลายยึดแนนและปลาย
อิสระนั้นวัสดุมีพฤติกรรมแบบยืดหยุนไรเชิงเสน ดังแสดงในรูปที่ 3.7 โดยบริเวณที่วัสดุมีพฤติกรรม
แบบยืดหยุนเชิงเสนและยืดหยุนไรเชิงเสนนั้นเปนแสดงดวยเสนสีดําและสีแดงตามลําดับ  

 
รูปที่ 3.7 คานยื่นที่มีจุดดัดกลับอยูภายในและมีการเปลีย่นพฤติกรรมของวัสดุเปน 3 สวน และ

ปลายทัง้สองวสัดุมีพฤติกรรมแบบยืดหยุนไรเชิงเสน 
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ซึ่งกระบวนการในการสรางสมการกํากับนั้นคลายกับในกรณีกอนหนาโดยการใชสมการกํากับจาก
กรณีที่ 3.2.4 เปนสมการตนแบบ โดยกําหนดใหจุด Q1 และ Q4 อยูที่ปลายยึดแนนและปลายอิสระ
ของคานตามลําดับ ซึ่งทําใหสมการกํากับ (3.123)-(3.125) สามารถลดรูปไดเปน 

( ) ( )
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2

N N N 0 0
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1K F d F d F ,p d F ,p d 1
ˆ ˆf
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⎡ ⎤ ⎡ ⎤
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⎢ ⎥ ⎢ ⎥κ ⎣ ⎦⎣ ⎦
∫ ∫ ∫ ∫    (3.160) 
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2
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*

0 2s p
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θ φ π

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
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⎢ ⎥ ⎢ ⎥κ ⎣ ⎦⎣ ⎦
∫ ∫ ∫ ∫

   (3.161) 
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pr1

1

0

N N N
0

2

u 0 u 0 L
*

2s p

K cos F d cos F d

1 ˆ                                 F , p, d F , p, d u 1
ˆ ˆf

θ θ

θ

φπ

φ π

⎡ ⎤
⎢ ⎥ψ − θ θ+ θ θ
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
+ φ θ φ− φ θ φ = +⎢ ⎥

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫
   (3.162) 

และจากเงื่อนไขขอบเขตที่ปลายอิสระของคานและที่พิกัดแปรผันตรงจะไดสมการกํากับเพิ่มเติม 3 
สมการดังตอไปนี้ 

( ) ( ) ( )
n 1

p* * * n
x pl2 L y pl2 L

ˆnbˆ ˆ ˆf cos cos f sin sin 1 m a b 0
n 1

+⎛ ⎞κ
⎡ ⎤θ − θ + θ − θ + − − =⎜ ⎟⎣ ⎦⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

  (3.163) 

( ) ( ) p* *
x Z pl2 y Z pl2

ˆˆ ˆf cos cos f sin sin 0
2
κ

θ − θ + θ − θ − =   (3.164) 

( ) ( ) p* *
x Z pr1 y Z pr1

ˆˆ ˆf cos cos f sin sin 0
2
κ

θ − θ + θ − θ − =   (3.165) 

ในการแกปญหาเริ่มดวยการหาคามุมหมุน { }L Z pl2 pr1, , ,θ θ θ θ  จากสมการ (3.160) และ (3.163)-
(3.165) และหาคาการขจัดในทิศทางดิ่งและราบจากสมการ (3.161) และ (3.162) ตามลําดับ 
สวนมุมหมุนและการขจัดในทิศทางดิ่งและทิศทางราบที่ตําแหนงใดๆภายในคานหาไดจากสมการ
ตอไปนี้ 
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( )

*

*
pl2

0

*
N N pl2

0

N N 0 p
*

0 s p
*

K F d                                                                                      ; 0

1K F d F , p d                                                   ; 
ˆ ˆf

θ

θ φ

φ

−ψ θ < ξ ≤ ξ

−ψ θ+ φ φ ξ
κ

ξ =

∫

∫ ∫

( ) ( )

( ) ( )

*
pl2

0

*pl 2 1

pr1 0

*
l2 Z

2
*

N N 0 0 Z pr1
*

0 2s p

2
*

N N N 0 0 pr1
*

0 2s p

1K F d F ,p d F , p d                      ; 
ˆ ˆf

1K F d F d F ,p d F ,p d  ; 1
ˆ ˆf

θ π φ

φ π

θ φπθ

θ φ π

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪ < ξ ≤ ξ⎪
⎪⎪
⎨ ⎡ ⎤⎪−ψ θ+ φ φ− φ φ ξ < ξ ≤ ξ⎢ ⎥⎪ ⎢ ⎥κ ⎣ ⎦⎪
⎪ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎢ ⎥−ψ θ− θ + φ φ− φ φ ξ < ξ ≤⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥κ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎩

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫⎪
⎪

 (3.166) 

( )

*

*
pl2

0

*
N N pl2

0

*
N N v 0 pl2

*
0 s p

*

K sin F d                                                                               ; 0

1K sin F d F ,p, d                                       ; 
ˆ ˆf

v̂

θ

θ φ

φ

−ψ θ θ < ξ ≤ ξ

−ψ θ θ+ φ θ φ ξ < ξ ≤ ξ
κ

=

∫

∫ ∫

( ) ( )

( ) ( )

*
pl2

0

*pl 2

pr1

1

0

Z

2
*

N N v 0 v 0 Z pr1
*

0 2s p

N N N
0

2

v 0 v 0
*

2s p

1K sin F d F , p, d F ,p, d    ; 
ˆ ˆf

K sin F d sin F d

1                            F ,p, d F , p, d
ˆ ˆf

θ π φ

φ π

θ θ

θ

φπ

φ π

⎡ ⎤
−ψ θ θ+ φ θ φ− φ θ φ ξ < ξ ≤ ξ⎢ ⎥

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥−ψ θ θ− θ θ
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
+ φ θ φ− φ θ φ⎢ ⎥

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ *
pr1    ;  1

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

ξ < ξ ≤⎪
⎪⎩

  (3.167) 
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( )

*

*
pl 2

0

pl 2

*
N N pl2

0

*
N N u 0 pl2 Z

*
0 s p

N N
* * 0

K cos F d                                                                   ; 0

1K cos F d F ,p, d                          ; 
ˆ ˆf

1K cos F d
ˆû

θ

θ φ

φ

θ

−ψ θ θ < ξ ≤ ξ

−ψ θ θ+ φ θ φ ξ < ξ ≤ ξ
κ

−ψ θ θ+
+ ξ =

∫

∫ ∫

∫ ( ) ( )
*

0

*pl2

pr1

2

u 0 u 0
*

2s p

*
Z pr1

N N N
0

F ,p, d F ,p, d       
ˆf

                                                                                               ;  

K cos F d cos F d

π φ

φ π

θ θ

θ

⎡ ⎤
φ θ φ− φ θ φ⎢ ⎥

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦

ξ < ξ ≤ ξ

⎡ ⎤
⎢ ⎥−ψ θ θ− θ θ
⎢⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫

( ) ( )
1

0

2
*

u 0 u 0 pr1
*

2s p

1                    F , p, d F ,p, d   ;  1
ˆ ˆf

φπ

φ π

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ ⎥⎪
⎪ ⎡ ⎤⎪ + φ θ φ− φ θ φ ξ < ξ ≤⎢ ⎥⎪ ⎢ ⎥κ ⎣ ⎦⎩

∫ ∫

 

 (3.168) 

3.2.7 กรณีที่เกิดจุดดัดกลับภายในคานและมีการเปลี่ยนพฤติกรรมของ
วัสดุเปนแบบยืดหยุนไรเชิงเสนที่ปลายดานหนึ่ง 

ในกรณีนี้พิจารณาคานที่มีจุดดัดกลับภายในและบริเวณปลายดานใดดานหนึ่ง
วัสดุมีพฤติกรรมแบบยืดหยุนไรเชิงเสน ซึ่งสามารถแยกไดเปน 2 กรณียอยคือ กรณีที่บริเวณปลาย
ยึดแนนมีพฤติกรรมแบบยืดหยุนไรเชิงเสนและกรณีที่บริเวณปลายอิสระมีพฤติกรรมแบบยืดหยุนไร
เชิงเสน ดังแสดงในรูปที่ 3.8(a) และ 3.8(b) ตามลําดับ 

 
รูปที่ 3.8 คานยื่นที่มีจุดดัดกลับอยูภายในและมีการเปลีย่นพฤติกรรมของวัสดุที่ปลายหนึง่โดย 

(a) ปลายยึดแนนมีพฤติกรรมแบบยืดหยุนไรเชิงเสน 
(b) ปลายอิสระมีพฤติกรรมแบบยืดหยุนไรเชิงเสน 

 

*
yf

*
xf

LM
Lθ

Zθ

pl2θ

Q2 
*
yf

*
xf

LM
Lθ

Zθ

pr1θ

Q3 

(a) (b) 
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ซึ่งกระบวนการในการสรางสมการกํากับนั้นสามารถใชสมการกํากับจากกรณีที่ 3.2.5 เปนสมการ
ตนแบบ โดยกําหนดใหจุด Q1 อยูที่ปลายยึดแนนของคาน ( )pl1 pl10, 0θ = ξ =  สําหรับกรณียอย 
(a) และกําหนดใหจุด Q4 อยูที่ปลายอิสระ ( )pr2 L pr2, 1θ = θ ξ =  สําหรับกรณียอย (b) ซึ่งทําให
สมการกํากับ (3.147)-(3.149) สามารถลดรูปไดเปน 

( ) ( )

( ) ( )

pl 2 1

0

L 1

pr1 0

2

N N 0 0
*

0 2s p

2

N N 0 0
*

2s p

1K F d F ,p d F ,p d   ;  (a)
ˆ ˆf

1
1K F d F ,p d F ,p d     ;  (b)

ˆ ˆf

θ φπ

φ π

θ φπ

θ φ π

⎧ ⎡ ⎤
⎪−ψ θ+ φ φ− φ φ⎢ ⎥
⎪ ⎢ ⎥κ ⎣ ⎦⎪= ⎨

⎡ ⎤⎪
ψ θ+ φ φ− φ φ⎢ ⎥⎪

⎢ ⎥κ⎪ ⎣ ⎦⎩

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
  (3.169) 

( ) ( )

( ) ( )

pl 2 1

0

L 1

pr1 0

2

N N v 0 v 0
*

0 2s p

L 2

N N v 0 v 0
*

2s p

1K sin F d F ,p, d F ,p, d   ; (a)
ˆ ˆf

v̂
1K sin F d F ,p, d F ,p, d     ; (b)

ˆ ˆf

θ φπ

φ π

θ φπ

θ φ π

⎧ ⎡ ⎤
⎪−ψ θ θ+ φ θ φ− φ θ φ⎢ ⎥
⎪ ⎢ ⎥κ ⎦⎣⎪= ⎨

⎡ ⎤⎪
ψ θ θ+ φ θ φ− φ θ φ⎢ ⎥⎪

⎢ ⎥κ ⎦⎪ ⎣⎩

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
   (3.170) 

( ) ( )

( ) ( )

pl 2 1

0

L 1

pr1 0

2

N N u 0 u 0
*

0 2s p

L 2

N N u 0 u 0
*

2s p

1K cos F d F ,p, d F ,p, d  ;  (a)
ˆ ˆf

û 1
1K cos F d F ,p, d F ,p, d    ;  (b)

ˆ ˆf

θ φπ

φ π

θ φπ

θ φ π

⎧ ⎡ ⎤
⎪−ψ θ θ+ φ θ φ− φ θ φ⎢ ⎥
⎪ ⎢ ⎥κ ⎣ ⎦⎪+ = ⎨

⎡ ⎤⎪
ψ θ θ+ φ θ φ− φ θ φ⎢ ⎥⎪

⎢ ⎥κ⎪ ⎣ ⎦⎩

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

 (3.171) 

และจากเงื่อนไขขอบเขตที่ปลายอิสระของคานและที่พิกดัแปรผันตรงจะไดสมการกํากับเพิ่มเตมิอีก 
2 สมการคือ 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

*2
p* *

x Z L y Z L

n 1
p* * * n

x pr1 L y pr1 L

ˆ m̂ˆ ˆf cos cos f sin cos 0                                       ;  (a)
2

ˆnbˆ ˆ ˆf cos cos f sin sin 1 m a b 0    ;  (b)
n 1

+

κ
θ − θ + θ − θ − =

⎛ ⎞κ
⎡ ⎤θ − θ + θ − θ + − − =⎜ ⎟⎣ ⎦⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

    

   (3.172) 

( ) ( )

( ) ( )

p* *
x Z pl2 y Z pl2

p* *
x Z pr1 y Z pr1

ˆˆ ˆf cos cos f sin cos 0    ;   (a)
2

ˆˆ ˆf cos cos f sin cos 0    ;   (b)
2

κ
θ − θ + θ − θ − =

κ
θ − θ + θ − θ − =

   (3.173) 
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ในการแกปญหาเริ่มดวยการหาคามุมหมุน { }L Z pl2, ,θ θ θ  สําหรับกรณียอย (a) และคามุมหมุน 
{ }L Z pr1, ,θ θ θ  สําหรับกรณียอย (b) จากสมการ (3.169), (3.172) และ (3.173) และหาคาการ
ขจัดในทิศทางดิ่งและราบจากสมการ (3.170) และ (3.171) ตามลําดับ สวนมุมหมุนและการขจัด
ในทิศทางดิ่งและทิศทางราบที่ตําแหนงใดๆภายในคานหาไดจากสมการตอไปนี้  

เมื่อบริเวณทีว่สัดุมีพฤติกรรมแบบไรเชิงเสนอยูทีป่ลายยดึแนน (กรณี (a)) 

( )

*

*
pl2

0

pl2

*
N N pl2

0

* *
N N 0 pl2 Z

*
0 s p

N N 0
*

0 s p

K F d                                                                     ; 0

1K F d F , p d                                 ; 
ˆ ˆf

1K F d F ,
ˆ ˆf

θ

θ φ

φ

θ

−ψ θ < ξ ≤ ξ

ξ = −ψ θ+ φ φ ξ < ξ ≤ ξ
κ

−ψ θ+ φ
κ

∫

∫ ∫

∫ ( ) ( )
*

0

2
*

0 Z
2

p d F ,p d    ; 1
π φ

φ π

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪

⎡ ⎤⎪
φ− φ φ ξ < ξ ≤⎢ ⎥⎪

⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩
∫ ∫

 (3.174) 

( )

*

*
pl 2

0

*
N N pl2

0

* *
N N v 0 pl2 Z

*
0 s p

N

K sin F d                                                                             ; 0

1v̂ K sin F d F ,p, d                                   ; 
ˆ ˆf

K s

θ

θ φ

φ

−ψ θ θ < ξ ≤ ξ

= −ψ θ θ+ φ θ φ ξ < ξ ≤ ξ
κ

−ψ

∫

∫ ∫

( ) ( )
*

pl 2

0

2
*

N v 0 v 0 Z
*

0 2s p

1in F d F , p, d F ,p, d   ; 1
ˆ ˆf

θ π φ

φ π

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪

⎡ ⎤⎪
θ θ+ φ θ φ− φ θ φ ξ < ξ ≤⎢ ⎥⎪

⎢ ⎥⎪ κ ⎣ ⎦⎩
∫ ∫ ∫

 (3.175) 

( )

*

*
pl 2

0

pl 2

*
N N pl2

0

*
N N u 0 pl2 Z

** * 0 s p

N N
*

0 s

K cos F d                                                                ;  0

1K cos F d F , p, d                       ; 
ˆ ˆfû

1K cos F d
ˆ ˆf

θ

θ φ

φ

θ

−ψ θ θ < ξ ≤ ξ

−ψ θ θ+ φ θ φ ξ < ξ ≤ ξ
κ+ ξ =

−ψ θ θ+
κ

∫

∫ ∫

∫ ( ) ( )
*

0

2

u 0 u 0
2p

*
Z

F ,p, d F , p, d

                                                                                            ; 1

π φ

φ π

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪ ⎤⎡⎪ φ θ φ− φ θ φ⎥⎢⎪ ⎥⎢⎣ ⎦⎪
⎪ ξ < ξ ≤⎩

∫ ∫

 (4.176) 

เมื่อบริเวณทีว่สัดุมีพฤติกรรมแบบไรเชิงเสนอยูทีป่ลายอสิระ (กรณี (b)) 
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( )

( ) ( )

( )

*

0

*

0

0

*
0 Z

*
s p

2
* *

0 0 Z pr1
*

2s p

2

0 0
*
s p

1 F , p d                                                             ;  0
ˆ ˆf

1 F ,p d F , p d                               ; 
ˆ ˆf

1 F ,p d F
ˆ ˆf

φ

φ

π φ

φ π

π

φ

φ φ < ξ ≤ ξ
κ

⎡ ⎤
ξ = φ φ− φ φ ξ < ξ ≤ ξ⎢ ⎥

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦

φ φ− φ
κ

∫

∫ ∫

∫ ( )
*

1

pr1

*
N N pr1

2

, p d K F d       ;  1
φ θ

π θ

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪

⎡ ⎤⎪
φ +ψ θ ξ < ξ ≤⎢ ⎥⎪

⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩
∫ ∫

  (3.177) 

 

( )

( ) ( )

*

0

*

0

*
v 0 Z

*
s p

2
* *

v 0 v 0 Z pr1
*

2s p

1 F ,p, d                                                                     ;  0
ˆ ˆf

1v̂ F , p, d F ,p, d                                  ; 
ˆ ˆf

1

f̂

φ

φ

π φ

φ π

φ θ φ < ξ ≤ ξ
κ

⎡ ⎤
= φ θ φ− φ θ φ ξ < ξ ≤ ξ⎢ ⎥

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦

∫

∫ ∫

( ) ( )
*

1

0 pr1

2
*

v 0 v 0 N N pr1
*

2s p

F , p, d F ,p, d K sin F d   ;  1
ˆ

φπ θ

φ π θ

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪

⎡ ⎤⎪
φ θ φ− φ θ φ +ψ θ θ ξ < ξ ≤⎢ ⎥⎪

⎢ ⎥⎪ κ ⎣ ⎦⎩
∫ ∫ ∫

 (3.178) 

( )

( ) ( )

*

0

*

0

*
u 0 Z

*
s p

2
* * *

u 0 u 0 Z pr1
*

2s p

u
*
s p

1 F , p, d                                                               ;  0
ˆ ˆf

1û F ,p, d F , p, d                            ; 
ˆ ˆf

1 F ,
ˆ ˆf

φ

φ

π φ

φ π

φ θ φ < ξ ≤ ξ
κ

⎡ ⎤
+ ξ = φ θ φ− φ θ φ ξ < ξ ≤ ξ⎢ ⎥

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦

φ
κ

∫

∫ ∫

( ) ( )
*

1

0 pr1

2
*

0 u 0 N N pr1
2

p, d F , p, d K cos F d  ; 1
φπ θ

φ π θ

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪

⎡ ⎤⎪
θ φ− φ θ φ +ψ θ θ ξ < ξ ≤⎢ ⎥⎪

⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩
∫ ∫ ∫

 (3.179) 

3.2.8 กรณีที่เกิดจุดดัดกลับภายในคานและตลอดคานวัสดุมีพฤติกรรม
แบบยืดหยุนเชิงเสน 

ในกรณีนี้พิจารณาคานที่มีจุดดัดกลับอยูภายในและโมเมนตที่ทุกหนาตัดมีคาไม
เกินคาโมเมนตดัดที่พิกัดแปรผันตรง ในที่นี้ใชการสรางสมการกํากับจากสมการกํากับในกรณีที่ 
3.2.7 กรณียอย (a) โดยกําหนดใหจุด Q2 ( )pl2 pl20, 0θ = ξ =  อยูที่ปลายยึดแนน สมการกํากับ 
(3.169)-(3.171) จึงสามารถลดรูปไดเปนดังนี้ 
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( ) ( )
1

0

2

0 0
2s p

1 F ,p d F ,p d 1
ˆ ˆf

φπ

φ π

⎡ ⎤
φ φ− φ φ =⎢ ⎥

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦
∫ ∫    (3.180) 

( ) ( )
1

0

2

v 0 v 0 L
2s p

1 ˆF ,p, d F ,p, d v
ˆ ˆf

φπ

φ π

⎡ ⎤
φ θ φ− φ θ φ =⎢ ⎥

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦
∫ ∫    (3.181) 

( ) ( )
1

0

2

u 0 u 0 L
2s p

1 ˆF ,p, d F ,p, d u 1
ˆ ˆf

φπ

φ π

⎡ ⎤
φ θ φ− φ θ φ = +⎢ ⎥

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦
∫ ∫    (3.182) 

จากเงื่อนไขขอบเขตที่ปลายอิสระของคานจะไดสมการกํากับเพิ่มเติมคือ 

( ) ( )
*2

p
x Z L y Z L

ˆ m̂ˆ ˆf cos cos f sin cos 0
2

κ
θ − θ + θ − θ − =    (3.183) 

ในการแกปญหาเริ่มดวยการหาคามุมหมุน { }L Z,θ θ  จากสมการ (3.180) และ (3.183) และหาคา
การขจัดในทิศทางดิ่งและราบจากสมการ (3.181) และ (3.182) ตามลําดับ สวนมุมหมุนและการ
ขจัดในทิศทางดิ่งและทิศทางราบที่ตําแหนงใดๆภายในคานหาไดจากสมการตอไปนี้  

( )

( ) ( )

*

0

*

0

*
0 Z

s p*

2
*

0 0 Z
2s p

1 F ,p d                                 ;  0
ˆ ˆf

1 F ,p d F ,p d        ; 1
ˆ ˆf

φ

φ

π φ

φ π

⎧ ⎡ ⎤
⎪ φ φ < ξ ≤ ξ⎢ ⎥
⎪ ⎢ ⎥κ ⎣ ⎦⎪ξ = ⎨

⎡ ⎤⎪
φ φ− φ φ ξ < ξ ≤⎢ ⎥⎪

⎢ ⎥κ⎪ ⎣ ⎦⎩

∫

∫ ∫
   (3.184) 

( )

( ) ( )

*

0

*

0

*
v 0 Z

s p*

2
*

v 0 v 0 Z
2s p

1 F ,p, d                                  ;  0
ˆ ˆf

v̂
1 F ,p, d F ,p, d    ; 1
ˆ ˆf

φ

φ

π φ

φ π

⎧ ⎡ ⎤
⎪ φ θ φ < ξ ≤ ξ⎢ ⎥
⎪ ⎢ ⎥κ ⎣ ⎦⎪= ⎨

⎡ ⎤⎪
φ θ φ− φ θ φ ξ < ξ ≤⎢ ⎥⎪

⎢ ⎥κ⎪ ⎣ ⎦⎩

∫

∫ ∫
   (3.185) 

( )

( ) ( )

*

0

*

0

*
u 0 Z

s p* *

2
*

u 0 u 0 Z
2s p

1 F ,p, d                                   ;  0
ˆ ˆf

û
1 F ,p, d F ,p, d     ; 1
ˆ ˆf

φ

φ

π φ

φ π

⎧ ⎡ ⎤
⎪ φ θ φ < ξ ≤ ξ⎢ ⎥
⎪ ⎢ ⎥κ ⎣ ⎦⎪+ ξ = ⎨

⎡ ⎤⎪
φ θ φ− φ θ φ ξ < ξ ≤⎢ ⎥⎪

⎢ ⎥κ⎪ ⎣ ⎦⎩

∫

∫ ∫
    (3.186) 
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3.2.9 กรณีที่เกิดจุดดัดกลับที่ปลายอิสระและมีการเปลี่ยนพฤติกรรมของ
วัสดุเปน 3 สวน 

ในกรณีพิจารณาคานยื่นที่มีจุดดัดกลับที่ปลายอิสระและมีการแบงพฤติกรรมของ
วัสดุเปน 3 สวน ดังแสดงในรูปที่ 4.9 โดยบริเวณที่มีพฤติกรรมแบบยืดหยุนเชิงเสนนั้นแสดงดังเสน
สีดํา และบริเวณที่มีพฤติกรรมแบบยืดหยุนไรเชิงเสนแสดงดังเสนสีแดง ซึ่งกรณีที่พิจารณานี้เปน
กรณีพิเศษของกรณีที่ 3.2.4   

 

 
รูปที่ 3.9 คานยื่นที่มีจุดดัดกลับอยูที่ปลายอิสระและมีการเปลี่ยนพฤตกิรรมของวัสดุเปน 3 สวน 

 

การสรางสมการกํากับในกรณีนี้ทําโดยการนําสมการกํากับในกรณีที่ 3.2.4 เปนสมการตนแบบเพื่อ
พัฒนา โดยใหจุดดัดกลับอยูที่ปลายอิสระ นั่นคือ Z Lθ = θ  และ Z 1ξ =  โดยสมการที่ (3.123)-
(3.125) สามารถลดรูปไดเปน 

( )
pl1 pl2

pl1 0

2

L N N 0
*

0p s p

1 1F d K F d F ,p d 1
ˆ ˆ2 ˆf

θ θ π

θ φ

⎧ ⎫⎪ ⎪−ψ θ+ θ + φ φ =⎨ ⎬
κ κ⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ ∫ ∫   (3.187) 

( )
pl1 pl 2

pl1 0

2

L N N v 0 L
*

0p s p

1 1 ˆsin F d K sin F d F ,p, d v
ˆ ˆ2 ˆf

θ θ π

θ φ

⎧ ⎫⎪ ⎪−ψ θ θ+ θ θ + φ θ φ =⎨ ⎬
κ κ⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ ∫ ∫   (3.188) 

( )
pl1 pl 2

pl1 0

2

L N N u 0 L
*

0p s p

1 1 ˆcos F d K cos F d F ,p, d u 1
ˆ ˆ2 ˆf

θ θ π

θ φ

⎧ ⎫⎪ ⎪−ψ θ θ+ θ θ + φ θ φ = +⎨ ⎬
κ κ⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ ∫ ∫    (3.189) 

x 

L 

y *
xf

Lv
Lu

Lθ

pl2θ

pl1θ
Q1 

Q2 

*
yf
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และจากเงื่อนไขขอบเขตที่ปลายอิสระและที่พิกัดแปรผันตรงจะไดสมการกํากับเพิ่มเติม 2 สมการ
ดังตอไปนี้ 

( ) ( ) p* *
x L pl2 y L pl2

ˆˆ ˆf cos cos f sin cos 0
2
κ

θ − θ + θ − θ − =    (3.190) 

( ) ( )* *
x pl2 pl1 y pl2 pl1

ˆ ˆf cos cos f sin cos 0θ − θ + θ − θ =    (3.191) 

ในการแกปญหาเริ่มดวยการหาคามุมหมุน { }L pl1 pl2, ,θ θ θ  จากสมการ (3.187), (3.190) และ 
(3.191) และหาคาการขจัดในทิศทางดิ่งและราบจากสมการ (3.188) และ (3.189) ตามลําดับ 
สวนมุมหมุนและการขจัดในทิศทางดิ่งและทิศทางราบที่ตําแหนงใดๆภายในคานหาไดจากสมการ
ตอไปนี้ 

*

*pl1

pl1

pl1

*
L pl1

0p

* *
L N N pl1 pl2

0p

L
0p

1 F d                                                               ;  0
ˆ2

1 F d K F d                                     ; 
ˆ2

1 F d K
ˆ2

θ

θ θ

θ

θ

−ψ θ < ξ ≤ ξ
κ

⎡ ⎤
⎢ ⎥ξ = −ψ θ+ θ ξ < ξ ≤ ξ

κ⎢ ⎥⎣ ⎦

−ψ θ+
κ

∫

∫ ∫

∫ ( )
*

pl2

pl1 0

*
N N 0 pl2

*
s p

1F d F , p d   ; 1
ˆ ˆf

θ φ

θ φ

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪

⎡ ⎤⎪
⎢ ⎥θ + φ φ ξ < ξ ≤⎪
⎢ ⎥ κ⎪ ⎣ ⎦⎩

∫ ∫

 (3.192) 

*

*pl1

pl1

*
L pl1

0p

*
L N N p

0p

1 sin F d                                                                           ;  0
ˆ2

1v̂ sin F d K sin F d                                         ; 
ˆ2

θ

θ θ

θ

−ψ θ θ < ξ ≤ ξ
κ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −ψ θ θ+ θ θ ξ

κ⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫ ∫

( )
*

pl1 pl 2

pl1 0

*
l1 pl2

*
L N N v 0 pl2

*
0p s p

1 1sin F d K sin F d F , p, d   ; 1
ˆ ˆ2 ˆf

θ θ φ

θ φ

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ < ξ ≤ ξ⎨
⎪
⎪

⎡ ⎤⎪
⎢ ⎥−ψ θ θ+ θ θ + φ θ φ ξ < ξ ≤⎪

κ⎢ ⎥ κ⎪ ⎣ ⎦⎩
∫ ∫ ∫

   (3.193) 
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*

*pl1

pl1

*
L pl1

0p

*
L N N pl1 pl2

* *
0p

L
p

1 cos F d                                                              ;  0
ˆ2

1 cos F d K cos F d                            ; 
ˆ2û

1 cos F
ˆ2

θ

θ θ

θ

−ψ θ θ < ξ ≤ ξ
κ

⎡ ⎤
⎢ ⎥−ψ θ θ+ θ θ ξ < ξ ≤ ξ

κ⎢ ⎥+ ξ = ⎣ ⎦

−ψ θ
κ

∫

∫ ∫

( )
*

pl1 pl2

pl1 0

N N u 0
*

0 s p

*
pl2

1d K cos F d F , p, d
ˆ ˆf

                                                                                              ; 1

θ θ φ

θ φ

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪ ⎡ ⎤⎪ ⎢ ⎥θ+ θ θ + φ θ φ⎪ ⎢ ⎥ κ⎪ ⎣ ⎦
⎪

ξ < ξ ≤⎪⎩

∫ ∫ ∫

 

   (3.194) 

3.2.10 กรณีที่เกิดจุดดัดกลับที่ปลายอิสระโดยสวนที่อยูติดกับปลาย
ยึดแนนมีพฤติกรรมแบบยืดหยุนไรเชิงเสน 

คานในกรณีนี้เปนกรณีพิเศษของคานกรณีที่ 3.2.9 โดยที่จุด Q1 อยูที่ปลาย
ยึดแนนของคานพอดี ( )pl1 pl10, 0θ = ξ =  ดังนั้นสมการตางๆที่พัฒนาขึ้นในกรณีที่ 3.2.9 สามารถ
ใชกับกรณีนี้ได สมการที่ (3.187)-(3.189) สําหรับกรณีพิเศษนี้ลดรูปไดเปน 

( )
pl 2

0

2

N N 0
*

0 s p

1K F d F ,p d 1
ˆ ˆf

θ π

φ

−ψ θ+ φ φ =
κ

∫ ∫   (3.195) 

( )
pl 2

0

2

N N v 0 L
*

0 s p

1 ˆK sin F d F ,p, d v
ˆ ˆf

θ π

φ

−ψ θ θ+ φ θ φ =
κ

∫ ∫   (3.196) 

( )
pl 2

0

2

N N u 0 L
*

0 s p

1 ˆK cos F d F , p, d u 1
ˆ ˆf

θ π

φ

−ψ θ θ+ φ θ φ = +
κ

∫ ∫      (3.197) 

สวนสมการเพิ่มเติมที่ใชประกอบการหาคามุมหมุนที่ปลายอิสระและมุมหมุนที่จุดพิกัดแปรผันตรง
สามารถหาไดจากเงื่อนไขของจุดพิกัดแปรผันตรงดังนี้ 

( ) ( ) p* *
x L pl2 y L pl2

ˆˆ ˆf cos cos f sin sin 0
2
κ

θ − θ + θ − θ − =    (3.198) 

สมการที่ (3.195) และ (3.198) ใชเปนสมการกํากับสําหรับหาผลเฉลยของ { }pl2 L,θ θ  หลังจาก
นั้นสามารถคํานวณคาการขจัดที่ปลายอิสระไดจากสมการที่ (3.196) และ (3.197) สวนการขจัด
และการหมุนที่ตําแหนง *x  ใดๆภายในคานสามารถคํานวณจากสมการตอไปนี้ 
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( )

*

*
p

0

*
N N p

0*

*
N N 0 p

*
0 s p

K F d                                                        ; 0

1K F d F , p d                     ;  1
ˆ ˆf

θ

θ φ

φ

⎧
−ψ θ < ξ ≤ ξ⎪
⎪⎪ξ = ⎨
⎪−ψ θ+ φ φ ξ < ξ ≤⎪ κ⎪⎩

∫

∫ ∫
   (3.199) 

( )

*

*
p

0

*
N N pl2

0*

*
N N v 0 pl2

*
0 s p

K sin F d                                                ; 0

v̂
1K sin F d F , p, d        ;  1

ˆ ˆf

θ

θ φ

φ

⎧
−ψ θ θ < ξ ≤ ξ⎪
⎪⎪= ⎨
⎪−ψ θ θ+ φ θ φ ξ < ξ ≤⎪ κ⎪⎩

∫

∫ ∫
   (3.200) 

( )

*

*
p

0

*
N N pl2

0* *

*
N N v 0 pl2

*
0 s p

K cos F d                                                 ; 0

û
1K cos F d F ,p, d         ;  1

ˆ ˆf

θ

θ φ

φ

⎧
−ψ θ θ < ξ ≤ ξ⎪
⎪⎪+ ξ = ⎨
⎪−ψ θ θ+ φ θ φ ξ < ξ ≤⎪ κ⎪⎩

∫

∫ ∫
   (3.201) 

3.2.11 กรณีที่เกิดจุดดัดกลับที่ปลายอิสระโดยวัสดุทั้งโครงสรางมี
พฤติกรรมแบบเชิงเสน 

คานในกรณีนี้เปนกรณีพิเศษของคานกรณีที่ 3.2.10 โดยที่จุด Q2 อยูที่ปลาย
ยึดแนนของคานพอดี ( )pl2 pl20, 0θ = ξ =  ดังนั้นสมการตางๆที่พัฒนาขึ้นในกรณีที่ 3.2.10 
สามารถใชกับกรณีนี้ได สมการที่ (3.195)-(3.197) สําหรับกรณีพิเศษนี้ลดรูปไดเปน 

( )
0

2

0
*
s p

1 F ,p d 1
ˆ ˆf

π

φ

φ φ =
κ
∫    (3.202) 

( )
0

2

v 0 L
*
s p

1 ˆF ,p, d v
ˆ ˆf

π

φ

φ θ φ =
κ
∫    (3.203) 

( )
0

2

u 0 L
*
s p

1 ˆF ,p, d u 1
ˆ ˆf

π

φ

φ θ φ = +
κ
∫     (3.204) 

สมการที่ (3.202) ใชเปนสมการกํากับสําหรับหาผลเฉลยของ Lθ  หลังจากนั้นสามารถคํานวณคา
การขจัดที่ปลายอิสระไดจากสมการที่ (3.203) และ (3.204) สวนคาการขจัดและการหมุนที่
ตําแหนงใดๆ ภายในคานสามารถหาไดจากสมการตอไปนี้ 



 
 

64

( )
*

0

*
0

*
s p

1 F ,p d
ˆ ˆf

φ

φ

φ φ = ξ
κ
∫    (3.205) 

( )
*

0

*
v 0

*
s p

1 ˆF ,p, d v
ˆ ˆf

φ

φ

φ θ φ =
κ
∫    (3.206) 

( )
*

0

* *
u 0

*
s p

1 ˆF ,p, d u
ˆ ˆf

φ

φ

φ θ φ = + ξ
κ
∫     (3.207) 

 

3.3 การหาคาแรงภายในที่ตําแหนงใดๆภายในคาน 

จากการพิจารณาสภาวะสมดุลของชิ้นสวนยอยทางขวาของพิกัด * *x / Lξ = ที่
สถานะหลังการเปลี่ยนรูปดังแสดงในรูปที่ 3.5 จะได แรงตามแนวแกน (N) แรงเฉือน (V) และ
โมเมนตดัด (m) ที่ตําแหนง *ξ  ใดๆดังนี้   

 

     
รูปที่ 3.10 ผังวัสดุอิสระของสวนยอยทางขวาของจุด * *x / Lξ =  

 
( )* * * * *

x y
ˆ ˆN̂ f cos f sinξ = θ + θ   (3.208) 

( )* * * * *
x y

ˆ ˆŜ f sin f cosξ = θ − θ   (3.209) 

*u  

Lv  

*v  
Lu  

m  

N  
*θ  

y  

x  

S  
*
xf

*
yf

LM
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( ) ( )( ) ( )( )* * * * * *
x L y L

ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆm f v v f u u mξ = − − ξ + − ξ +   (3.210) 

โดยที่ pN̂ NL m= , pŜ SL m=  และ pm̂ m m=  เปนแรงตามแนวแกนบรรทัดฐาน แรงเฉือน
บรรทัดฐาน และโมเมนตดัดบรรทัดฐานตามลําดับ 
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บทที่  4 
 

การประยุกตใชสมการพ้ืนฐานกับปญหาคานที่มีฐานรองรับอยางงาย 

 

 

เนื้อหาในสวนนี้กลาวถึงการนําสมการพื้นฐานสมการที่ (2.13)-(2.21) มาใช
วิเคราะหปญหาความโคงมากสําหรับคานที่มีฐานรองรับอยางงายซึ่งรับแรงกระทําและโมเมนต
กระทําที่ปลายทั้งสองวัสดุทั้งสองแบบจําลอง โดยพิจารณาความสัมพันธระหวางโมเมนตดัดและ
ความโคงทั้งสองแบบจําลองที่กลาวในบทที่ 2 พรอมทั้งแสดงรายละเอียดการคํานวณคาพิกัดของ
คานหลังการโกงตัวและการคํานวณคาแรงภายในที่เกิดขึ้น  

พิจารณาคานที่มีฐานรองรับอยางงายมีความยาว L และมีคุณสมบัติดังที่กลาว
ในหัวขอ 2.1 คานดังกลาวรับโมเมนตกระทําที่ปลายทั้งสองและรับแรงกระทําในแนวราบที่ปลาย
ดานขวาดังแสดงในรูปที่ 4.1 โดยทิศทางของแรงและโมเมนตตามที่แสดงในรูปเปนทิศทางที่เปน
บวก 

 

รูปที่ 4.1 คานที่มีฐานรองรับอยางงายรับแรงกระทาํและโมเมนตกระทาํที่ปลายทัง้สอง 
 

1M 2M

y

x
2θ

1θ
*
xf

x1f

y1f y2f

Lu

L
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เงื่อนไขขอบเขตแบบจําเปน (Essential boundary conditions) ทีป่ลายทัง้สองของคานในรูปที ่
4.1 คือ 

( )û 0 0ξ = =  (4.1) 
( )v̂ 0 0ξ = =  (4.2) 
( )v̂ 1 0ξ = =  (4.3) 

และเงื่อนไขทีจุ่ดดัดกลับบนคานเปนดังนี ้

( )Z
d 0
d
θ
θ =

ξ
 (4.4) 

4.1 สมการกาํกับสําหรบั M-κ ตามแบบจําลองที่ 1 

ในกรณีนี้พิจารณาความสัมพันธระหวางโมเมนตดัดและความโคงของหนาตัดดัง
สมการที่ (2.6) เงื่อนไขขอบเขตเกี่ยวความโคงและแรงกระทําที่ปลายทั้งสองเปนดังนี้ 

( )
1
n

1 p
d ˆ ˆ0 m
d
θ
ξ = = κ

ξ
 (4.5) 

( )
1
n

2 p
d ˆ ˆ1 m
d
θ
ξ = = κ

ξ
 (4.6) 

( )
*

*x
x x

p

f Lˆ ˆf 1 f
m

ξ = = =  (4.7) 

โดยที่ 1 1 pm̂ M m= , 2 2 pm̂ M m=  และ p pˆ Lκ = κ  เปนปริมาณไรมิติ ในการสรางสมการ
กํากับสําหรับคานที่มีความสัมพันธระหวางโมเมนตดัดและความโคงตามแบบจําลองที่ 1 สามารถ
แบงเปนกรณียอยไดดังนี้ 

4.1.1 กรณทีีไ่มเกิดจุดดัดกลับภายในคาน 

กรณีที่ไมเกิดจุดดัดกลับภายในคานเกิดขึ้นเมื่อโมเมนตที่กระทําที่ปลายทั้งสองมี
ทิศทางตรงขามกัน ซึ่งสงผลใหโครงสรางหลังโกงตัวมีความโคงเดี่ยว (single curvature) ตลอด
ความยาวคาน จากสมการพื้นฐาน (2.13) รวมกับเงื่อนไขขอบเขต (4.6) ทําใหสามารถหาคาคงที่ 
C ไดดังนี้ 
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( )
n 1
n

x 2 y 2 p 2
nˆ ˆ ˆ ˆC f cos f sin m

n 1

+

= θ − θ + κ
+

 (4.8) 

แทนคาคงที ่C ที่ไดในสมการที่ (2.16), (2.18) และ (2.19) จะไดสมการอนุพนัธตอไปนี ้

( ) ( )n 1 x y 2 2 pn
p

d n ˆ ˆ ˆ ˆ F f , f ,m , , , n,
ˆd n 1

+
ξ
= ϑ θ θ κ

θ + κ
    (4.9) 

( ) ( )n 1 x y 2 2 pn
p

ˆdv n ˆ ˆ ˆ ˆ sin F f , f ,m , , , n,
ˆd n 1

+= ϑ θ θ θ κ
θ + κ

  (4.10) 

( ) ( ) ( )n 1 x y 2 2 pn
p

ˆdu n ˆ ˆ ˆ ˆ cos 1 F f , f ,m , , , n,
ˆd n 1

+= ϑ θ− θ θ κ
θ + κ

  (4.11) 

โดยที่ ϑ  เปนคาคงที่ซึ่งขึ้นอยูกับทิศทางของโมเมนตกระทําที่ปลายขวาดังนี้คือ 1ϑ =  เมื่อ 
2m̂ 0≥  และ 1ϑ = −  เมื่อ 2m̂ 0<  และฟงกชัน F นิยามโดย 

( )
( ) ( ) ( )

x y 2 2 p n 1
n 1 n

x 2 y 2 p 2

1ˆ ˆ ˆ ˆF f , f , m , , , n,
nˆ ˆ ˆ ˆf cos cos f sin sin m

n 1

+
+

θ θ κ =
θ − θ − θ − θ + κ

+

 

  (4.12) 

โดยการหาปรพิันธโดยตรงของสมการที่ (4.9)-(4.11) รวมกับเงื่อนไขขอบเขตที่ปลายทั้งสอง จะได 

( ) ( )
2

1

n 1 x y 2 2 pn
p

n ˆ ˆ ˆ ˆ F f , f ,m , , , n, d 1
ˆn 1

θ

+

θ

ϑ θ θ κ θ =
+ κ ∫   (4.13) 

( ) ( )
2

1

n 1 x y 2 2 pn
p

n ˆ ˆ ˆ ˆ sin F f , f ,m , , , n, d 0
ˆn 1

θ

+

θ

ϑ θ θ θ κ θ =
+ κ ∫   (4.14) 

( ) ( )
2

1

n 1 x y 2 2 p Ln
p

n ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ cos F f , f ,m , , , n, d u 1
ˆn 1

θ

+

θ

ϑ θ θ θ κ θ = +
+ κ ∫   (4.15) 

โดยใชเงื่อนไขขอบเขต (4.5) รวมกับสมการที่ (4.9) จะไดสมการกํากบัเพิ่มเติม 

( ) ( ) ( ) ( )
n 1 n 1
n n

x 2 1 y 2 1 p 2 1
nˆ ˆ ˆ ˆ ˆf cos cos f sin sin m m 0

n 1

+ +⎡ ⎤θ − θ − θ − θ + κ − =⎢ ⎥+ ⎣ ⎦
  (4.16) 
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กระบวนการหาผลเฉลยในปญหาคานที่มีฐานรองรับอยางงายมีความแตกตางจากในกรณีปญหา
คานยื่น เนื่องจากตัวแปรไมทราบคาในปญหาคานที่มีฐานรองรับอยางงายมีความแตกตางจาก
กรณีคานยื่น ตัวแปรไมทราบคาประกอบดวยมุมหมุนที่ปลายทั้งสองขาง { }1 2,θ θ  แรงเฉือนไรมิติ 

yf̂  และการขจัดในแนวแกน Lû  สมการที่ (4.16) ใชสําหรับเขียนตัวแปร yf̂  ในรูปของตัวแปรอื่นๆ 
สวนสมการที่ (4.13) และ (4.14) ใชเปนสมการกํากับสําหรับหาผลเฉลยของมุมหมุน { }1 2,θ θ  เมื่อ
หาคามุมหมุนทั้งสองไดแลว ใชสมการที่ (4.16) สําหรับหาคา yf̂  และสมการที่ (4.15) สําหรับหา
คา Lû  สวนแรงปฏิกิริยาที่ฐานรองรับสามารถหาไดจากสมดุลของทั้งคานที่สภาวะหลังการเปลี่ยน
รูปดังสมการ 

*
x1 x

ˆ ˆf f= −                                            (4.17) 

1 2
y1

ˆ ˆm mf̂
d̂
+

=                               (4.18) 

1 2
y2

ˆ ˆm mf̂
d̂
+

= −                             (4.19) 

โดยที่ x1 x1 pf̂ f L m= , y1 y1 pf̂ f L m= , y2 y2 pf̂ f L m=  และ L
ˆ ˆd 1 u= +  สวนคาการขจัดและ

มุมหมุนที่ตําแหนง *x  ใดๆภายในคาน สามารถหาไดโดยการหาปริพันธสมการที่ (4.9)-(4.11) 
จากปลายดานซายของคานถึงตําแหนง *x  ดังสมการ 

( ) ( )
*

1

*
n 1 x y 2 2 pn

p

n ˆ ˆ ˆ ˆ F f , f ,m , , , n, d
ˆn 1

θ

+

θ

ϑ θ θ κ θ = ξ
+ κ ∫   (4.20) 

( ) ( )
*

1

*
n 1 x y 2 2 pn

p

n ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ sin F f , f ,m , , , n, d v
ˆn 1

θ

+

θ

ϑ θ θ θ κ θ =
+ κ ∫   (4.21) 

( ) ( )
*

1

* *
n 1 x y 2 2 pn

p

n ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ cos F f , f ,m , , , n, d u
ˆn 1

θ

+

θ

ϑ θ θ θ κ θ = + ξ
+ κ ∫   (4.22) 

โดยที่ * *x Lξ =  และตัวแปรหรือปริมาณไรมิติอ่ืนๆ นยิามเชนเดียวกับในบทที ่3 
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4.1.2 กรณทีีเ่กิดจุดดัดกลบัภายในชวงความยาวคาน 

จุดดัดกลับภายในคานสามารถเกิดขึ้นไดเมื่อคาโมเมนตที่กระทําที่ปลายทั้งสองมี
ทิศทางเดียวกันและมีคาไมเทากับศูนย การมีจุดดัดกลับภายในคานสงผลใหชิ้นสวนทั้งสองดาน
ของจุดดัดกลับมีเครื่องหมายของความโคงแตกตางกัน ดังนั้นในการวิเคราะหคานในกรณีนี้
จําเปนตองแบงคานออกเปน 2 สวนยอยตามตําแหนงจุดดัดกลับ และผลจากการการแบงคานเปน 
2 สวนนี้ทําใหเกิดตัวแปรไมทราบคาเพิ่มเติม 2 ตัวแปร คือ ตําแหนงของจุดดัดกลับ ( )Z Zx Lξ =  
และมุมหมุนที่จุดดัดกลับ ( )Zθ  

 

 
 

รูปที่ 4.2 คานที่มีฐานรองรับอยางงายในกรณีที่มีจุดดัดกลับภายในชวงความยาวของคาน 
 

โดยใชเงื่อนไข (4.4) รวมกับสมการพืน้ฐาน (2.13) จะไดคาคงที ่C เทากับ 

x Z y Z
ˆ ˆC f cos f sin= θ − θ   (4.23) 

แทนคา C ที่ไดในสมการที่ (2.16), (2.18) และ (2.19) จะไดสมการเชิงอนุพนัธ 

( ) ( ) ( )n 1 x y Zn
p

d n ˆ ˆˆ m F f , f , , , n
ˆd n 1

+
ξ
= ϑ θ θ

θ + κ
  (4.24) 

1M 2M

y

x
2θ

1θ
*
xf

x1f

y1f y2f

Lu

L

Zθ

จุดดัดกลับ 
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( ) ( ) ( )n 1 x y Zn
p

ˆdv n ˆ ˆˆ m sin F f , f , , , n
ˆd n 1

+= ϑ θ θ θ
θ + κ

  (4.25) 

( ) ( )( ) ( )n 1 x y Zn
p

ˆdu n ˆ ˆˆ m cos 1 F f , f , , , n
ˆd n 1

+= ϑ θ− θ θ
θ + κ

  (4.26) 

โดยที่ F คือฟงกชนัซึ่งนิยามโดย 

( )
( ) ( )

x y Z
n 1

x Z y Z

1ˆ ˆF f , f , , , n
ˆ ˆf cos cos f sin sin+

θ θ =
θ − θ − θ − θ

  (4.27) 

หลังจากแกสมการเชิงอนุพันธ (4.24)-(4.26) ดวยการหาปริพันธโดยตรงตลอดความยาวคาน 
รวมกับเงื่อนไขขอบเขตที่ปลายและความตอเนื่องที่จุดดัดกลับจะไดสมการกํากับเชิงอนุพันธดังนี้ 

( ) ( ) ( )
Z 2

1 Z

n 1 x y Z x y Zn
p

n ˆ ˆ ˆ ˆF f , f , , , n d F f , f , , , n d 1
ˆn 1

θ θ

+

θ θ

⎡ ⎤
ψ − θ θ θ+ θ θ θ =⎢ ⎥

+ κ ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫   (4.28) 

( ) ( ) ( )
Z 2

1 Z

n 1 x y Z x y Zn
p

n ˆ ˆ ˆ ˆsin F f , f , , , n d sin F f , f , , , n d 0
ˆn 1

θ θ

+

θ θ

⎡ ⎤
ψ − θ θ θ θ+ θ θ θ θ =⎢ ⎥

+ κ ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫   (4.29) 

( ) ( ) ( )
Z 2

1 Z

n 1 x y Z x y Z Ln
p

n ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos F f , f , , , n d cos F f , f , , , n d u 1
ˆn 1

θ θ

+

θ θ

⎡ ⎤
ψ − θ θ θ θ+ θ θ θ θ = +⎢ ⎥

+ κ ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫  

  (4.30) 
 
โดยที่ ψ  คือคาคงที่ซึง่ขึ้นอยูกับทิศทางของโมเมนตทีก่ระทําที่ปลายทัง้สองของคานดังสมการ  

1 2

1 2

ˆ ˆ1 ; m , m 0
ˆ ˆ1 ; m , m 0

              
                
− <⎧

ψ = ⎨ >⎩
  (4.31) 

ความเปนเอกฐานของฟงกชัน F ที่จุดดัดกลับ สามารถกําจัดไดโดยใชเทคนิคการเปลี่ยนตัวแปร
เชนเดียวกับกรณีจุดดัดกลับในคานยื่นดังที่กลาวในบทที่ 3 ซึ่งเริ่มตนดวยการเปลี่ยนตัวแปรดังนี้ 

2 2
s x y

ˆ ˆ ˆf f f= +   (4.32) 
x

0
s

f̂cos
f̂

θ =   (4.33) 
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y
0

s

f̂
sin

f̂
θ =   (4.34) 

เมื่อแทนคาตัวแปรใหมลงในสมการที ่(4.27) จะได 

( )
( ) ( )( )

s Z 0
n 1

s 0 Z 0

1ˆF f , , , , n
f̂ cos cos+

θ θ θ =
θ + θ − θ + θ

  (4.35) 

จากนั้นใชการเปลี่ยนตัวแปร  ( )0θ = π− θ + θ  รวมกับการใช เอกลักษณทางตรี โกณมิติ 
( )2cos 1 2sin 2θ = − θ  ในสมการที่ (4.35) จะได 

 ( )s Z

2 2Zn 1 s

1ˆF f , , , n
ˆ2f sin sin

2 2
+

θ θ =
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞θ θ

−⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

  (4.36) 

โดยที่ ( )Z 0 Zθ = π− θ + θ  จากนั้นทําการเปลี่ยนตัวแปรอีกครั้งจาก θ  เปน  φ  ดังสมการ 
( )psin sin 2φ = θ  โดยที่ ( )Zp sin 2= θ  จะไดฟงกชัน F ดังนี้ 

( )
( )s

2 2 2 2 2n 1n 1
s s

1 1ˆF f , , p, n
ˆ ˆ2f p p sin 2f p cos++

φ = =
− φ φ

  (4.37) 

จากการเปลี่ยนตัวแปรที่กลาวมาทั้งหมดขางตน จะไดความสัมพันธเชิงอนุพันธระหวางตัวแปร θ
และ φ  ดังนี้ 

( ) 2 2

2pcos 2pcosdθ dθ d d
cos θ 2 1 p sin

φ φ
= − = − φ = − φ

ψ − φ
  (4.38) 

โดยที ่

( ) 2 2cos 2 1 p sinθ = ψ − φ   (4.39) 

เมื่อแทนคา (4.37) และ (4.38) ในสมการที ่(4.28)-(4.30) จะสามารถกาํกับดังตอไปนี ้

( ) ( )
1

0

2

s 0 0
2

F̂ F ,p,n d F ,p,n d 1
φπ

φ π

⎡ ⎤
φ φ− φ φ =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫      (4.40) 
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( ) ( )
1

0

2

s v 0 v 0
2

F̂ F ,p, , n d F ,p, , n d 0
φπ

φ π

⎡ ⎤
φ θ φ− φ θ φ =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫      (4.41) 

( ) ( )
1

0

2

s u 0 u 0 L
2

ˆ ˆF F ,p, , n d F ,p, , n d u 1
φπ

φ π

⎡ ⎤
φ θ φ− φ θ φ = +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫      (4.42) 

โดยที่ ( )0 1psin sin 2φ = θ , ( )1 2psin sin 2φ = θ , ( )1 0 1θ = π− θ + θ , ( )2 0 2θ = π− θ + θ , 

( )
n 1s * n

s p

nF̂ ˆ ˆn 1 2f
+=

+ κ
 และฟงกชนั F0, Fv และ Fu นิยามโดย 

( )
( )

0 1 n 2 2n 1

2F ,p,n
pcos 1 p sin−+

φ =
φ − φ

     (4.43) 

( )
( )

( )2 2
0

v 0 01 n 2 2n 1

1 2p sin sin2F ,p, , n 2pcos sin
1 p sinpcos −+

⎛ ⎞− φ θ
⎜ ⎟φ θ = − θ φψ +
⎜ ⎟− φφ ⎝ ⎠

     (4.44) 

( )
( )

( )2 2
0

u 0 01 n 2 2n 1

1 2p sin cos2F ,p, , n 2psin sin
1 p sinpcos −+

⎛ ⎞− φ θ
⎜ ⎟φ θ = θ φψ +
⎜ ⎟− φφ ⎝ ⎠

  (4.45) 

สําหรับกรณีที่วัสดุมีพฤติกรรมแบบยืดหยุนเชิงเสน (n=1) ฟงกชันที่ตองการหาคาปริพันธเปน
ฟงกชันปกติ (regular function) แตสําหรับกรณีที่วัสดุมีพฤติกรรมแบบยืดหยุนไรเชิงเสน 
( )0 n 1< <  ฟงกชันที่ตองการหาคาปริพันธเปนฟงกชันที่มีความเปนเอกฐานที่ / 2φ = π  
เนื่องจากพจน ( )1 ncos −φ  ที่ยังคงปรากฎอยูในสมการ เพื่อแกปญหาดังกลาวนี้ทําการเปลี่ยนตัว
แปรเพิ่มเติมดังนี้ 

( )2
απ − φ = β   (4.46) 

1

d d
α−
α−αβ φ = β   (4.47) 

เมื่อแทนคา (4.46) และ (4.47) ในสมการที่ (4.40)-(4.42) พรอมทั้งกําจัดพจนที่มีความเปนเอก
ฐานโดยการเลือกคา 2n / (n 1)α = +  จะไดสมการกํากับสุดทายสามสมการดังนี้คือ  

( ) ( )
1

0

0

s 0 0
0

n 1F̂ F ,p,n d F ,p,n d 1
n

β

β

⎡ ⎤+⎛ ⎞ − β β+ β β =⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫     (4.48) 
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( ) ( )
1

0

0

s v 0 v 0
0

n 1F̂ F ,p, , n d F ,p, , n d 0
n

β

β

⎡ ⎤+⎛ ⎞ − β θ β+ β θ β =⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫     (4.49) 

( ) ( )
1

0

0

s u 0 u 0 L
0

n 1ˆ ˆF F ,p, , n d F ,p, , n d u 1
n

β

β

⎡ ⎤+⎛ ⎞ − β θ β+ β θ β = +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫      (4.50) 

โดยที่ ( )2n (n 1)
0 02 +β = π −φ , ( )2n (n 1)

1 12 +β = π −φ  และฟงกชัน F0, Fv และ Fu กลายเปน 

( )
n 1
n 1

0 n 1
2 2 2n

pF , p, n K

1 p cos

−
+

+
β =

⎛ ⎞
− β⎜ ⎟

⎝ ⎠

    (4.51) 

( )

n 1
2 2 2n

02n n 1
n 1 2n

v 0 0 1 n n 1
2 2n 1 2n

sin 1 2p cos
F , p, , n K 2p cos cos

p 1 p cos

+

+
+

− +
+

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟θ − β⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠⎝ ⎠β θ = − θ β ψ +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎛ ⎞⎝ ⎠⎜ ⎟− β⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

    (4.52) 

( )

n 1
2 2 2n

02n n 1
n 1 2n

u 0 0 1 n n 1
2 2n 1 2n

cos 1 2p cos
F , p, , n K 2p sin cos

p 1 p cos

+

+
+

− +
+

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟θ − β⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠⎝ ⎠β θ = θ β ψ +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎛ ⎞⎝ ⎠⎜ ⎟− β⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

    (4.53) 

โดยที่  
1 nn 1 n 1

2n 2nn 1K sin
−

+ +

+
⎛ ⎞⎛ ⎞

= β β⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
  

จากสมการที่ (4.24) รวมกับเงื่อนไขขอบเขตที่ปลายทั้งสอง จะไดสมการกํากับ
เพิ่มเติม 2 สมการ คือ 

( ) ( ) ( )
n 1
n

p 1
x Z 1 y Z 1

ˆ ˆn mˆ ˆf cos cos f sin cos 0
n 1

+

κ
θ − θ + θ − θ − =

+
    (4.54) 

( ) ( ) ( )
n 1
n

p 2
x Z 2 y Z 2

ˆ ˆn mˆ ˆf cos cos f sin cos 0
n 1

+

κ
θ − θ + θ − θ − =

+
     (4.55) 
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สมการที่ (4.55) ใชสําหรับเขียนตัวแปร yf̂  ในรูปของตัวแปรอื่นๆ สมการที่ (4.48), (4.49) และ 
(4.54) ใชเปนสมการกํากับสําหรับหาผลเฉลยของมุมหมุน { }1 2 Z, ,θ θ θ  สวนการขจัดในทิศทาง
ราบที่ปลายดานขวาสามารถคํานวณไดจากสมการที่ (4.50) สวนการขจัดและการหมุนที่ตําแหนง 

* *x Lξ =  ใดๆ ภายในคานสามารถหาไดจากสมการตอไปนี้ 

( )

( ) ( )

*

0

*

0

*
s 0 Z

*

0
*

s 0 0 Z
0

n 1F̂ F ,p,n d                                 ;  0
n

n 1F̂ F ,p,n d F ,p,n d     ; 1
n

β

β

β

β

⎧ ⎡ ⎤+⎛ ⎞⎪ − β β < ξ ≤ ξ⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦ξ = ⎨

⎡ ⎤⎪ +⎛ ⎞ − β β+ β β ξ < ξ ≤⎢ ⎥⎪ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

∫

∫ ∫
     (4.56) 

( )

( ) ( )

*

0

*

0

*
s v 0 Z

*

0
*

s v 0 0 0 Z
0

n 1F̂ F ,p, , n d                                  ;  0
n

v̂
n 1F̂ F ,p, , n d F ,p, , n d  ; 1

n

β

β

β

β

⎧ ⎡ ⎤+⎛ ⎞⎪ − β θ β < ξ ≤ ξ⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦= ⎨

⎡ ⎤⎪ +⎛ ⎞ − β θ β+ β θ β ξ < ξ ≤⎢ ⎥⎪ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

∫

∫ ∫
     (4.57) 

( )

( ) ( )

*

0

*

0

*
s u 0 Z

* *

0
*

s u 0 u 0 Z
0

n 1F̂ F ,p, , n d                                   ;  0
n

û
n 1F̂ F ,p, , n d F ,p, , n d   ; 1

n

β

β

β

β

⎧ ⎡ ⎤+⎛ ⎞⎪ − β θ β < ξ ≤ ξ⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦+ ξ = ⎨

⎡ ⎤⎪ +⎛ ⎞ − β θ β+ β θ β ξ < ξ ≤⎢ ⎥⎪ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

∫

∫ ∫
      (4.58) 

โดยที่ ( )2n (n 1)* *2
+

β = π −φ , ( )( )* *
0psin sin 2φ = π−θ −θ , *θ  คือคามุมหมุนที่พิกัด

บรรทัดฐาน *ξ  และ Zξ  คือคาพิกัดบรรทัดฐานที่จุดดัดกลับ 

4.1.3 กรณีที่เกิดจุดดัดกลบัที่ปลายของคาน 

การเกิดจุดดัดกลับที่ปลายคานพบไดในกรณีที่ไมมีโมเมนตกระท ำที่ปลายนั้น โดย
คาความโคงหรือคาโมเมนตดัดจะมีเครื่องหมายเหมือนกันตลอดทั้งคาน เนื่องจากกระบวนการ
วิเคราะหในกรณีที่ไมมีโมเมนตกระทําที่ปลายดานซายหรือไมมีโมเมนตกระทําที่ปลายดานขวามี
ลักษณะเหมือนกัน ดังนั้นจะแสดงเพียงรายละเอียดการวิเคราะหเฉพาะกรณีที่ไมมีโมเมนตกระทํา
ที่ปลายดานขวาเทานั้น และในกรณีดังกลาวนี้สามารถพิจารณาเปนกรณีพิเศษของกรณีที่ 4.1.2 
ไดโดยการพิจารณาใหจุดดัดกลับอยูที่ปลายดานขวานั่นคือ Z 2θ = θ  และ Z 1ξ =  ดังนั้นฟงกชัน F 
จากสมการ (4.27) จึงเปลี่ยนรูปเปน 
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( )
( ) ( )

x y 2
n 1

x 2 y 2

1ˆ ˆF f , f , , , n
ˆ ˆf cos cos f sin sin+

θ θ =
θ − θ − θ − θ

  (4.59) 

โดยอาศัยสมการ (4.28)-(4.30) และฟงกชัน F จากสมการที่ (4.59) จะไดสมการกํากับสําหรับ
กรณีจุดดัดกลับอยูที่ปลายดานขวาดังนี้ 

( ) ( )
2

1

n 1 x y 2n
p

n ˆ ˆF f , f , , , n d 1
ˆn 1

θ

+

θ

−ψ θ θ θ =
+ κ ∫   (4.60) 

( ) ( )
2

1

n 1 x y 2n
p

n ˆ ˆsin F f , f , , , n d 0
ˆn 1

θ

+

θ

−ψ θ θ θ θ =
+ κ ∫   (4.61) 

( ) ( )
2

1

n 1 x y 2 Ln
p

n ˆ ˆ ˆcos F f , f , , , n d u 1
ˆn 1

θ

+

θ

−ψ θ θ θ θ = +
+ κ ∫   (4.62) 

โดยใชเทคนิคการเปลี่ยนตัวแปรเชนเดียวกับกรณีที่ 4.1.2 นั่นคือใชความสัมพันธตอไปนี้ 
( )sin 2 psinθ = φ , ( )2p sin 2= θ , ( )2 0 2θ = π− θ + θ  และ  ( )0θ = π− θ + θ  สมการที่ 

(4.60)-(4.62) เขียนใหมไดเปน 

( )
0

2

s 0F̂  F ,p,n d 1
π

φ

φ φ =∫      (4.63) 

( )
0

2

s v 0F̂  F ,p, , n d 0
π

φ

φ θ φ =∫      (4.64) 

( )
0

2

s u 0 L
ˆ ˆF  F ,p, , n d u 1

π

φ

φ θ φ = +∫       (4.65) 

โดยที่ ( )( )0 0 1psin sin 2φ = π−θ + θ  และ 0F , vF  และ uF  คือฟงกชันซึ่งนิยามโดยสมการที่ 
(4.43)-(4.45) ตามลําดับ ในกรณีที่ 0 < n < 1 สามารถกําจัดความเปนเอกฐานของฟงกชัน 0F , 

vF , uF  ไดโดยใชการเปลี่ยนตัวแปร (4.46) โดยเลือกคา 2n / (n 1)α = +  ซึ่งหลังจากทําการ
เปลี่ยนตัวดังกลาวจะไดสมการกํากับดังนี้ 

( )
0

s 0
n 1F̂  F ,p,n d 1

n β

+⎛ ⎞− β β =⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∫      (4.66) 
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( )
0

s v 0
n 1F̂  F ,p, , n d 0

n β

+⎛ ⎞− β θ β =⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∫      (4.67) 

( )
0

s u 0 L
n 1ˆ ˆF F , p, , n d u 1

n β

+⎛ ⎞− β θ β = +⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∫       (4.68) 

โดยที่ ( )2n (n 1)
02 +

β = π −φ  และ 0F , vF  และ uF  คือฟงกชันซึ่งนิยามโดยสมการที่ (4.51)-
(4.53) ตามลําดับ จากเงื่อนไขขอบเขตที่ปลายดานซายจะไดสมการกํากับเพิ่มเติมอีก 1 สมการคือ 

( ) ( ) ( )
n 1
n

p 1
x 2 1 y 2 1

ˆ ˆn mˆ ˆf cos cos f sin cos 0
n 1

+

κ
θ − θ + θ − θ − =

+
  (4.69) 

สมการที่ (4.69) ใชสําหรับเขียนตัวแปร yf̂  ในรูปของตัวแปรอื่นๆ สมการที่ (4.66) และ (4.67) ใช
เปนสมการกํากับสําหรับหาผลเฉลยของมุมหมุน { }1 2,θ θ  สวนการขจัดในทิศทางราบที่ปลาย
ดานขวาสามารถคํานวณไดจากสมการที่ (4.68) สวนการขจัดและการหมุนที่ตําแหนง * *x Lξ =  
ใดๆ ภายในคานสามารถหาไดจากสมการตอไปนี้ 

( )
*

*
s 0

n 1F̂  F ,p,n d
n

β

β

+⎛ ⎞− β β = ξ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∫      (4.70) 

( )
*

*
s v 0

n 1ˆ ˆF  F ,p, , n d v
n

β

β

+⎛ ⎞− β θ β =⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∫      (4.71) 

( )
*

* *
s u 0

n 1ˆ ˆF  F , p, , n d u
n

β

β

+⎛ ⎞− β θ β = + ξ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∫       (4.72) 

โดยที่ ( )2n (n 1)* *2
+

β = π −φ , ( )( )* *
0psin sin 2φ = π−θ + θ  และ *θ  คือคามุมหมุนที่พิกัด

บรรทัดฐาน *ξ  ใดๆภายในคาน 

4.2 สมการกาํกับสําหรบั M-κ ตามแบบจําลองที่ 2 

ในกรณีนี้พิจารณาความสัมพันธระหวางโมเมนตดัดและความโคงดังสมการที่ 
(2.6) และเงื่อนไขเพิ่มเติมที่ตําแหนงพิกัดแปรผันตรง (x = xp) บนคาน คือ  

( )p p
d ˆ
d
θ
θ = κ

ξ
 (4.73) 
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และมีเงื่อนไขขอบเขตเกี่ยวกับความโคงและแรงกระทาํที่ปลายทัง้สองเปนดงันี ้

( )
( )

1 p 1

1 n

1 p 1

ˆ ˆ ˆm                          ; m 1d 0
d ˆ ˆ ˆm a b     ; m 1

κ <⎧θ ⎪ξ = = ⎨ξ ⎡ ⎤− κ >⎪⎣ ⎦⎩
  (4.74) 

( )
( )

2 p 2

1 n

2 p 2

ˆ ˆ ˆm                          ; m 1d 1
d ˆ ˆ ˆm a b     ; m 1

κ <⎧θ ⎪ξ = = ⎨ξ ⎡ ⎤− κ >⎪⎣ ⎦⎩
  (4.75) 

( )
*

*x
x x

p

f Lˆ ˆf 1 f
m

ξ = = =   (4.76) 

โดยที่ 1 1 pm̂ M m= , 2 2 pm̂ M m=  และ p pˆ Lκ = κ  ในการพัฒนาสมการกํากับสําหรับคานที่มี
ความสัมพันธระหวางโมเมนตดัดและความโคงตามแบบจําลองที่ 2 สามารถแบงเปนกรณียอยๆ 
ไดดังนี้ 

4.2.1 กรณีที่ไมเกิดจุดดัดกลับภายในคานและมีการเปลี่ยนพฤติกรรมของ
วัสดุเปน 3 สวน 

ในกรณีนี้พิจารณาคานที่ไมมีจุดดัดกลับอยูภายในและเกิดการเปลี่ยนพฤติกรรม
ของวัสดุบนคานเปน 3 สวนดังแสดงในรูปที่ 4.3 โดยจุด Q1 และ Q2 เปนจุดที่โมเมนตดัดมีคา
เทากับโมเมนตดัดที่พิกัดแปรผันตรงและมีคาการหมุน การขจัดในแนวราบและการขจัดในแนวดิ่ง
เปน { }p1 p1 p1ˆ ˆ, u , vθ  และ { }p2 p2 p2ˆ ˆ, u , vθ  ตามลําดับ ซึ่งสามารถเกิดขึ้นได 2 รูปแบบคือ กรณีที่
วัสดุบริเวณกลางคานมีพฤติกรรมแบบเชิงเสน ( )1 2ˆ ˆm ,m 1>  และกรณีที่วัสดุบริเวณกลางคานมี
พฤติกรรมแบบไรเชิงเสน ( )1 2ˆ ˆm ,m 1<  แตการสรางสมการกํากับทั้งสองกรณีนี้สามารถใช
กระบวนการที่ใกลเคียงกันได 
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รูปที่ 4.3 คานที่มีฐานรองรับอยางงายที่ไมเกิดจุดดัดกลับอยูภายในและมีการเปลีย่นพฤตกิรรมของ

วัสดุเปน 3 สวน 
 

จากสมการพื้นฐาน (2.14) และ (2.15) รวมกับเงื่อนที่จุดพิกัดแปรผันตรง Q1 
(4.73) สามารถหาคาคงที่ C1 และ C2 ไดเทากับ 

p
1 x p1 y p1

ˆˆ ˆC f cos f sin
2
κ

= θ − θ +   (4.77) 

( )
p

2 x p1 y p1

ˆˆ ˆC f cos f sin
n 1
κ

= θ − θ +
+

  (4.78) 

เมื่อแทนคา C1 และ C2 ที่ไดในสมการที่ (2.17), (2.20) และ (2.21) จะไดสมการเชิงอนุพนัธ 

( )

( )

L x y p1 p p
p

N N x y p1 p p

ˆ ˆ ˆF f , f , , ,                       ;  
d ˆ2
d ˆ ˆ ˆK F f , f , , , , n, b                   ;  

ϑ⎧ θ θ κ κ < κ⎪ξ ⎪ κ= ⎨θ ⎪ϑ θ θ κ κ > κ⎪⎩

     (4.79) 

( )

( )

L x y p1 p p
p

N N x y p1 p p

ˆ ˆ ˆsin F f , f , , ,                 ;  ˆdv ˆ2
d ˆ ˆ ˆK sin F f , f , , , , n, b             ;  

ϑ⎧ θ θ θ κ κ < κ⎪⎪ κ= ⎨θ ⎪ϑ θ θ θ κ κ > κ⎪⎩

     (4.80) 

1M
2M

y

x
2θ1θ

*
xf

x1f

y1f y2f

Lu

L

p2θp1θ

Q1 Q2 
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( ) ( )
( ) ( )

L x y p1 p p
p

N N x y p1 p p

ˆ ˆ ˆcos 1 F f , f , , ,              ;  ˆdu ˆ2
d ˆ ˆ ˆK cos 1 F f , f , , , , n, b         ;  

ϑ⎧ θ− θ θ κ κ < κ⎪⎪ κ= ⎨θ ⎪ϑ θ− θ θ κ κ > κ⎪⎩

     (4.81) 

โดยที่ 
( )n 1N n

p

nbK
ˆn 1

+=
+ κ

 และ FL และ FN คือฟงกชันซึ่งนิยามโดย 

( )
( ) ( )

L x y p1 p

x p1 y p1 p

1ˆ ˆ ˆF f , f , , ,
1ˆ ˆ ˆf cos cos f sin sin
2

θ θ κ =
θ − θ − θ − θ + κ

     (4.82) 

( )
( ) ( )

N x y p1 p

n 1
x p1 y p1 p

1ˆ ˆ ˆF f , f , , , , n, b
nbˆ ˆ ˆf cos cos f sin sin

n 1
+

θ θ κ =
θ − θ − θ − θ + κ

+

     (4.83) 

ทําการหาปริพันธสมการที่ (4.79)-(4.81) ตลอดความยาวคานรวมกับเงื่อนไขที่จุดพิกัดแปรผันตรง 
ทั้งสอง ในที่นี้จําเปนตองพิจารณวาวัสดุมีพฤติกรรมแบบไรเชิงเสนอยูในกรณีใดจะไดสมการกํากับ
เชิงปริพันธดังนี้ 

p1 p 2 2

1 p1 p 2

p1 p 2 2

1 p1 p 2

N N L N N 1 2
p

L N N L 1 2
p p

1 ˆ ˆK F d F d K F d 1        ; m , m 1
ˆ2

1 1 ˆ ˆF d K F d F d 1   ; m , m 1
ˆ ˆ2 2

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

⎫⎡ ⎤
⎪⎢ ⎥ϑ θ+ θ+ θ = >
⎪κ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎪
⎬

⎡ ⎤ ⎪
⎢ ⎥ϑ θ+ θ+ θ = < ⎪

κ κ⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎭

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
     (4.84) 

p1 p 2 2

1 p1 p 2

p1 p 2 2

1 p1 p 2

N N L N N 1 2
p

L N N L 1 2
p p

1 ˆ ˆK sin F d sin F d K sin F d 0      ; m ,m 1
ˆ2

1 1 ˆ ˆsin F d K sin F d sin F d 0 ; m ,m 1
ˆ ˆ2 2

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

⎫⎡ ⎤
⎪⎢ ⎥ϑ θ θ+ θ θ+ θ θ = >
⎪κ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎪
⎬

⎡ ⎤ ⎪
⎢ ⎥ϑ θ θ+ θ θ+ θ θ = < ⎪

κ κ⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎭

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
  (4.85) 

p1 p 2 2

1 p1 p 2

p1 p 2 2

1 p1 p 2

N N L N N L 1 2
p

L N N L L 1 2
p p

1 ˆ ˆˆK cos F d cos F d K cos F d u 1      ; m , m 1
ˆ2

1 1 ˆ ˆˆcos F d K cos F d cos F d u 1  ; m ,m 1
ˆ ˆ2 2

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

⎫⎡ ⎤
⎪⎢ ⎥ϑ θ θ+ θ θ+ θ θ = + >
⎪κ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎪
⎬

⎡ ⎤ ⎪
⎢ ⎥ϑ θ θ+ θ θ+ θ θ = + > ⎪

κ κ⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎭

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

     (4.86) 
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สําหรับสมการกํากับเพิ่มเติมอีก 3 สมการเพื่อใชในการแกสมการหาตัวแปรไมทราบคา ไดมาจาก
เงื่อนไขขอบเขตที่ปลายทั้งสอง (4.74) และ (4.75) และเงื่อนไขที่จุด Q2 (4.73) ดังนี้ 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n 1
p n

x p1 1 y p1 1 1 1 2

p 2
x p1 1 y p1 1 1 1 2

ˆnbˆ ˆ ˆ ˆ ˆf cos cos f sin sin 1 m a b 0 ; m ,m 1
n 1
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆf cos cos f sin sin 1 m 0                          ; m ,m 1
2

+κ ⎫⎛ ⎞
⎡ ⎤θ − θ − θ − θ + − − = > ⎪⎜ ⎟⎣ ⎦+ ⎪⎝ ⎠ ⎬

κ ⎪θ − θ − θ − θ + − = < ⎪⎭
     (4.87) 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n 1
p n

x p1 2 y p1 2 2 1 2

p 2
x p1 2 y p1 2 2 1 2

ˆnbˆ ˆ ˆ ˆ ˆf cos cos f sin sin 1 m a b 0 ; m ,m 1
n 1
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆf cos cos f sin sin 1 m 0                          ; m ,m 1
2

+κ ⎫⎛ ⎞
⎡ ⎤θ − θ − θ − θ + − − = > ⎪⎜ ⎟⎣ ⎦+ ⎪⎝ ⎠ ⎬

κ ⎪θ − θ − θ − θ + − = < ⎪⎭
     (4.88) 
( ) ( )x p1 p2 y p1 p2

ˆ ˆf cos cos f sin sin 0θ − θ − θ − θ =   (4.89) 

สมการที่ (4.87) ใชสําหรับเขียนตัวแปร yf̂  ในรูปของตัวแปรอื่นๆ สมการที่ (4.84), (4.85), (4.88) 
และ (4.89) ใชเปนสมการกํากับสําหรับหาผลเฉลยของมุมหมุน { }1 2 p1 p2, , ,θ θ θ θ  สวนการขจัดใน
ทิศทางราบที่ปลายดานขวาสามารถคํานวณไดจากสมการที่ (4.86) สวนการขจัดและการหมุนที่
ตําแหนง * *x Lξ =  บนคานสามารถหาไดจากสมการตอไปนี้ 

กรณีที่วัสดุบริเวณกลางคานมีพฤติกรรมแบบเชิงเสน ( )1 2ˆ ˆm ,m 1>  

*

1

*p1

1 p1

*p1 p 2

1 p1 p 2

*
N N p1

* *
N N L p1 p2

p

*
N N L N N p2

p

K F d                                                  ; 0

1K F d F d                        ; 
ˆ2

1K F d F d K F d   ; 1
ˆ2

θ

θ

θ θ

θ θ

θ θ θ

θ θ θ

⎧
⎪ θ < ξ ≤ ξ
⎪
⎪
⎪

ξ = ϑ θ+ θ ξ < ξ ≤ ξ⎨
κ⎪

⎪
θ+ θ+ θ ξ < ξ ≤

κ⎩

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫⎪
⎪

  (4.90) 
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*

1

*p1

1 p1

p1

1

*
N N p1

* *
N N L p1 p2

p

N N L
p

K sin F d                                                                ; 0

1v̂ K sin F d sin F d                               ; 
ˆ2

1K sin F d sin F d
ˆ2

θ

θ

θ θ

θ θ

θ

θ

θ θ < ξ ≤ ξ

= ϑ θ θ+ θ θ ξ < ξ ≤ ξ
κ

θ θ+ θ
κ

∫

∫ ∫

∫
*p 2

p1 p 2

*
N N p2K sin F d   ; 1

θ θ

θ θ

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ θ+ θ θ ξ < ξ ≤⎪
⎩

∫ ∫

 (4.91) 

*

1

*p1

1 p1

p1

1

*
N N p1

* * *
N N L p1 p2

p

N N
p

K cos F d                                                                ; 0

1û K cos F d cos F d                              ; 
ˆ2

1K cos F d cos F
ˆ2

θ

θ

θ θ

θ θ

θ

θ

θ θ < ξ ≤ ξ

+ ξ = ϑ θ θ+ θ θ ξ < ξ ≤ ξ
κ

θ θ+ θ
κ

∫

∫ ∫

∫
*p 2

p1 p 2

*
L N N p2d K cos F d  ; 1

θ θ

θ θ

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ θ+ θ θ ξ < ξ ≤⎪
⎩

∫ ∫

 

 (4.92) 

และในกรณีทีว่ัสดุบริเวณกลางคานมพีฤติกรรมแบบไรเชิงเสน ( )1 2ˆ ˆm ,m 1<  

*

1

*p1

1 p1

*p1 p 2

1 p1 p 2

*
L p1

p

* *
L N N p1 p2

p

L N N L p2
p p

1 F d                                                   ; 0
ˆ2

1 F d K F d                              ; 
ˆ2

1 1F d K F d F d    ; 
ˆ ˆ2 2

θ

θ

θ θ

θ θ

θ θ θ

θ θ θ

θ < ξ ≤ ξ
κ

ξ = ϑ θ+ θ ξ < ξ ≤ ξ
κ

θ+ θ+ θ ξ
κ κ

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ * 1

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ < ξ ≤⎪
⎩

  (4.93) 

*

1

*p1

1 p1

p1

1

*
L p1

p

* *
L N N p1 p2

p

L N
p

1 sin F d                                                              ; 0
ˆ2

1v̂ sin F d K sin F d                                  ; 
ˆ2

1 sin F d K sin
ˆ2

θ

θ

θ θ

θ θ

θ

θ

θ θ < ξ ≤ ξ
κ

= ϑ θ θ+ θ θ ξ < ξ ≤ ξ
κ

θ θ+
κ

∫

∫ ∫

∫
*p 2

p1 p 2

*
N L p2

p

1F d sin F d  ; 1
ˆ2

θ θ

θ θ

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ θ θ+ θ θ ξ < ξ ≤⎪ κ⎩

∫ ∫

  (4.94) 
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*

1

*p1

1 p1

p1

1

*
L p1

p

* * *
L N N p1 p2

p

L
p

1 cos F d                                                                ; 0
ˆ2

1û cos F d K cos F d                                    ; 
ˆ2

1 cos F d
ˆ2

θ

θ

θ θ

θ θ

θ

θ

θ θ < ξ ≤ ξ
κ

+ ξ = ϑ θ θ+ θ θ ξ < ξ ≤ ξ
κ

θ θ
κ

∫

∫ ∫
*p 2

p1 p 2

*
N N L p2

p

1K cos F d cos F d   ; 1
ˆ2

θ θ

θ θ

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ + θ θ+ θ θ ξ < ξ ≤⎪ κ⎩

∫ ∫ ∫

  (4.95) 

โดยที่ *θ  คือคามุมหมุนที่พิกัดบรรทัดฐาน * *x Lξ =  ใดๆ ภายในคาน และ p1 p2,ξ ξ  คือคาพิกัด
บรรทัดฐานที่จุดพิกัดแปรผันตรง Q1 และ Q2 ตามลําดับ 

4.2.2 กรณีที่ไมเกิดจุดดัดกลับภายในคานและมีการเปลี่ยนพฤติกรรมของ
วัสดุเปน 2 สวน 

ในกรณีนี้เปนกรณียอยของกรณีที่ 4.2.1 ซึ่งสมการกํากับในกรณีนี้สามารถสราง
จากการประยุกตสมการกํากับในกรณีที่ 4.2.1 และเนื่องจากกระบวนการวิเคราะหที่คลายกันจะ
แสดงรายละเอียดการพัฒนาสมการกํากับเฉพาะกรณีที่สวนของคานที่อยูติดกับปลายดานซายมี
พฤติกรรมแบบไรเชิงเสนเทานั้น 

 

รูปที่ 4.4 คานที่มีฐานรองรับอยางงายที่ไมเกิดจุดดัดกลับอยูภายในและมีการเปลีย่นพฤตกิรรมของ
วัสดุเปน 2 สวน 

 

1M
2M

y

x
2θ1θ

*
xf

x1f

y1f y2f

Lu

L

p1θ

Q1 
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จากสมการกํากับในกรณีกอนหนา (4.84)-(4.86) ในกรณีที่วัสดุบริเวณกลางคานมีพฤติกรรมแบบ
เชิงเสน ดวยการกําหนดใหจุด Q2 อยูที่ปลายทางขวาจะไดสมการกํากับเชิงปริพันธในกรณีนี้คือ 

p1 2

1 p1

N N L
p

1K F d F d 1
ˆ2

θ θ

θ θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥ϑ θ+ θ =

κ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫      (4.96) 

p1 2

1 p1

N N L
p

1K sin F d sin F d 0
ˆ2

θ θ

θ θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥ϑ θ θ+ θ θ =

κ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫   (4.97) 

p1 2

1 p1

N N L L
p

1 ˆK cos F d cos F d u 1
ˆ2

θ θ

θ θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥ϑ θ θ+ θ θ = +

κ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫       (4.98) 

สําหรับสมการกํากับเพิ่มเติมอีก 2 สมการเพื่อใชในการแกสมการหาตัวแปรไมทราบคา ไดมาจาก
เงื่อนไขขอบเขต (4.74) และ (4.75) ดังนี้ 

( ) ( ) ( )p 2
x p 2 y p 2 2

ˆˆ ˆ ˆf cos cos f sin sin 1 m 0
2
κ

θ − θ − θ − θ + − =      (4.99) 

( ) ( ) ( )
n 1

p n
x p 1 y p 1 1

ˆnbˆ ˆ ˆf cos cos f sin sin 1 m a b 0
n 1

+κ ⎛ ⎞
⎡ ⎤θ − θ − θ − θ + − − =⎜ ⎟⎣ ⎦+ ⎝ ⎠

   (4.100) 

สมการที่ (4.99) ใชสําหรับเขียนตัวแปร yf̂  ในรูปของตัวแปรอื่นๆ สมการที่ (4.96), (4.97) และ 
(4.100) ใชเปนสมการกํากับสําหรับหาผลเฉลยของมุมหมุน { }1 2 p1, ,θ θ θ  สวนการขจัดในทิศทาง
ราบที่ปลายดานขวาสามารถคํานวณไดจากสมการที่ (4.98) สวนการขจัดและการหมุนที่ตําแหนง 

* *x Lξ =  ใดๆ ภายในคานสามารถหาไดจากสมการตอไปนี้ 

*

1

*p1

1 p1

*
N N p1

*

*
N N L p1

p

K F d                                 ; 0

1K F d F d       ;  1
ˆ2

θ

θ

θ θ

θ θ

⎧ ⎡ ⎤
⎪ϑ θ < ξ ≤ ξ⎢ ⎥
⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎪ξ = ⎨

⎡ ⎤⎪
⎢ ⎥ϑ θ+ θ ξ < ξ ≤⎪ κ⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

∫

∫ ∫
   (4.101) 

*

1

*p1

1 p1

*
N N p1

*

*
N N L p1

p

K sin F d                                     ; 0

v̂
1K sin F d sin F d     ; 1
ˆ2

θ

θ

θ θ

θ θ

⎧ ⎡ ⎤
⎪ϑ θ θ < ξ ≤ ξ⎢ ⎥
⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎪= ⎨

⎤⎡⎪
⎥ϑ θ θ+ θ θ ξ < ξ ≤⎢⎪ κ ⎥⎢⎪ ⎣ ⎦⎩

∫

∫ ∫
   (4.102) 
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*

1

*p1

1 p1

*
N N p1

* *

*
N N L p1

p

K cos F d                                    ; 0

û
1K cos F d cos F d   ; 1
ˆ2

θ

θ

θ θ

θ θ

⎧ ⎡ ⎤
⎪ϑ θ θ < ξ ≤ ξ⎢ ⎥
⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎪+ ξ = ⎨

⎤⎡⎪
⎥ϑ θ θ+ θ θ ξ < ξ ≤⎢⎪ κ ⎥⎢⎪ ⎣ ⎦⎩

∫

∫ ∫
    (4.103) 

4.2.3 กรณีที่ไมเกิดจุดดัดกลับภายในคานและวัสดุตลอดคานมีพฤติกรรม
เพียงชนิดเดียว 

กรณีที่ไมเกิดจุดดัดกลับบนคานและวัสดุมีพฤติกรรมเพียงชนิดเดียวตลอดทั้งคาน 
สามารถแบงไดเปน 2 กรณียอยคือ เมื่อวัสดุตลอดคานยังคงมีพฤติกรรมแบบยืดหยุนเชิงเสน 
( )m̂ 1<  และเมื่อวัสดุตลอดคานมีพฤติกรรมแบบยืดหยุนไรเชิงเสน ( )m̂ 1>  สมการกํากับทั้ง
สองกรณียอยนั้นใชกระบวนการเชนเดียวกัน โดยแตกตางเพียงการเลือกใชสมการพื้นฐานและ
เงื่อนไขที่ปลายทั้งสองตามพฤติกรรมของวัสดุ 

เร่ิมจากสมการพื้นฐาน (2.14) หรือ (2.15) รวมกับเงื่อนไขขอบเขตที่ปลาย
ดานขวา (4.74) สามารถหาคาคงที่ C1 หรือ C2 ไดเทากับ 

( )

( )

2
1 x 2 y 2 p 2 1 2

n 1
p n

2 x 2 y 2 2 1 2

1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆC f cos f sin m                    ; m , m 1
2

ˆnbˆ ˆ ˆ ˆ ˆC f cos f sin m a b  ; m ,m 1
n 1

+

⎫= θ − θ + κ < ⎪⎪
⎬κ ⎪⎡ ⎤= θ − θ + − >⎣ ⎦ ⎪+ ⎭

  (4.104) 

เมื่อแทนคา C1 หรือ C2 ที่ไดในสมการที่ (2.17), (2.20) และ (2.21) เฉพาะสวนที่เกี่ยวของกับ
พฤติกรรมของวัสดุ จะได 

( )

( )

L x y 2 2 p 1 2
p

N N x y 2 2 p 1 2

1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆF f , f ,m , , ,       ; m ,m 1
d ˆ2
d ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆK F f , f ,m , , , , n,a, b  ; m ,m 1

⎧ ϑ θ θ κ <⎪ξ ⎪ κ= ⎨θ ⎪ϑ θ θ κ >⎪⎩

   (4.105) 

( )

( )

L x y 2 2 p 1 2
p

N N x y 2 2 p 1 2

1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆsin F f , f ,m , , ,      ; m ,m 1ˆdv ˆ2
d ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆK sin F f , f , m , , , , n,a, b  ; m , m 1

⎧ ϑ θ θ θ κ <⎪⎪ κ= ⎨θ ⎪ϑ θ θ θ κ >⎪⎩

   (4.106) 
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( ) ( )
( ) ( )

L x y 2 2 p 1 2
p

N N x y 2 2 p 1 2

1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos 1 F f , f ,m , , ,       ; m ,m 1ˆdu ˆ2
d ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆK cos 1 F f , f ,m , , , , n,a, b  ; m ,m 1

⎧ ϑ θ− θ θ κ <⎪⎪ κ= ⎨θ ⎪ϑ θ− θ θ κ >⎪⎩

   (4.107) 

โดยที่ LF และ FN คือฟงกชันซึ่งนิยามโดย 

( )
( ) ( ) ( )

L x y 2 2 p
2

x 2 y 2 p 2

1ˆ ˆ ˆ ˆF f , f ,m , , ,
1ˆ ˆ ˆ ˆf cos cos f sin sin m
2

θ θ κ =
θ − θ − θ − θ + κ

   (4.108) 

( )

( ) ( ) ( )

N x y 2 2 p

n 1
p nn 1

x 2 y 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆF f , f ,m , , , , n,a, b

1                   
ˆnbˆ ˆ ˆf cos cos f sin sin m a b

n 1

+
+

θ θ κ =

κ
⎡ ⎤θ − θ − θ − θ + −⎣ ⎦+

   (4.109) 

จากการหาปริพันธของสมการ (4.105)-(4.107) โดยตรงตลอดความยาวคาน จะไดสมการกับเชิง
ปริพันธดังนี้  

( )

( )

2

1

2

1

L x y 2 2 p 1 2
p

N N x y 2 2 p 1 2

1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ F f , f ,m , , , d      ; m ,m 1
ˆ2

1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆK F f , f ,m , , , , n,a, b d  ; m ,m 1

θ

θ

θ

θ

⎧
ϑ θ θ κ θ <⎪

κ⎪
= ⎨
⎪ϑ θ θ κ θ >⎪
⎩

∫

∫
   (4.110) 

( )

( )

2

1

2

1

L x y 2 2 p 1 2
p

N N x y 2 2 p 1 2

1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ sin F f , f ,m , , , d      ; m ,m 1
ˆ2

0
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆK sin F f , f ,m , , , , n,a, b d   ; m ,m 1

θ

θ

θ

θ

⎧
ϑ θ θ θ κ θ <⎪

κ⎪
= ⎨
⎪ϑ θ θ θ κ θ >⎪
⎩

∫

∫
   (4.111) 

( )

( )

2

1

2

1

L x y 2 2 p 1 2
p

L

N N x y 2 2 p 1 2

1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ cos F f , f ,m , , , d       ; m ,m 1
ˆ2

û 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆK cos F f , f ,m , , , , n,a, b d    ; m ,m 1

θ

θ

θ

θ

⎧
ϑ θ θ θ κ θ <⎪

κ⎪
+ = ⎨

⎪ϑ θ θ θ κ θ >⎪
⎩

∫

∫
   (4.112) 

จากเงื่อนไขขอบเขตที่ปลายดานซายของคานและสมการที่ (4.105) จะไดสมการกํากับเพิ่มเติม 1 
สมการ คือ 
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( ) ( ) ( ) ( )2 2
x 2 1 y 2 1 p 2 1

1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆf cos cos f sin sin m m 0
2

⎡ ⎤θ − θ − θ − θ + κ − =⎣ ⎦    (4.113) 

หรือ 

( ) ( ) ( ) ( )
n 1 n 1

p n n
x 2 1 y 2 1 2 1

ˆnbˆ ˆ ˆ ˆf cos cos f sin sin m a b m a b 0
n 1

+ +κ ⎛ ⎞
⎡ ⎤ ⎡ ⎤θ − θ − θ − θ + − − − =⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦+ ⎝ ⎠

 

   (4.114) 

สมการที่ (4.113) หรือ (4.114) ใชสําหรับเขียนตัวแปร yf̂  ในรูปของตัวแปรอื่นๆ สมการที่ (4.110) 
และ (4.111) ใชเปนสมการกํากับสําหรับหาผลเฉลยของมุมหมุน { }1 2,θ θ  สวนการขจัดในทิศทาง
ราบที่ปลายดานขวาสามารถคํานวณไดจากสมการที่ (4.112) สวนการขจัดและการหมุนที่ตําแหนง 

* *x Lξ =  ใดๆ ภายในคานสามารถหาไดจากสมการตอไปนี้ 

( )

( )

*

1

*

1

L x y 2 2 p 1 2
p*

N N x y 2 2 p 1 2

1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ F f , f ,m , , , d      ; m ,m 1
ˆ2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆK F f , f ,m , , , , n,a, b d  ; m ,m 1

θ

θ

θ

θ

⎧
ϑ θ θ κ θ <⎪

κ⎪
ξ = ⎨

⎪
ϑ θ θ κ θ >⎪
⎩

∫

∫
   (4.115) 

( )

( )

*

1

*

1

L x y 2 2 p 1 2
p*

N N x y 2 2 p 1 2

1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ sin F f , f ,m , , , d      ; m ,m 1
ˆ2

v̂
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆK sin F f , f ,m , , , , n,a, b d   ; m ,m 1

θ

θ

θ

θ

⎧
ϑ θ θ θ κ θ <⎪

κ⎪
= ⎨
⎪
ϑ θ θ θ κ θ >⎪
⎩

∫

∫
   (4.116) 

( )

( )

*

1

*

1

L x y 2 2 p 1 2
p* *

N N x y 2 2 p 1 2

1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ cos F f , f , m , , , d       ; m , m 1
ˆ2

û
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆK cos F f , f ,m , , , , n,a, b d    ; m ,m 1

θ

θ

θ

θ

⎧
ϑ θ θ θ κ θ <⎪

κ⎪
+ ξ = ⎨

⎪
ϑ θ θ θ κ θ >⎪
⎩

∫

∫
   (4.117) 

4.2.4 กรณีที่เกิดจุดดัดกลับภายในคานและมีการเปลี่ยนพฤติกรรมของ
วัสดุเปน 5 สวน 

กรณีที่เกิดจุดดัดกลับนนคานและเกิดการเปลี่ยนพฤติกรรมของวัสดุเปน 5 สวนนี้
เปนดังแสดงในรูปที่ 4.5 โดยบริเวณเสนสีดํานั้นแสดงบริเวณที่วัสดุมีพฤติกรรมแบบยืดหยุนเชิงเสน
และบริเวณสีแดงแสดงสวนที่วัสดุมีพฤติกรรมแบบไรเชิงเสนตามลําดับ ตําแหนงที่โมเมนตดัดมีคา
เทากับคาโมเมนตดัดที่พิกัดแปรผันตรงมี 4 ตําแหนงดวยกันคือ Q1, Q2, Q3 และ Q4 ซึ่งมุมหมุนที่
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เกิดขึ้นที่ตําแหนงทั้งหมดนี้คือ { }pl1 pl2 pr1 pr2, , ,θ θ θ θ  และสําหรับตําแหนงที่เกิดจุดดัดกลับนั้นจะ
อยูระหวาง Q2 และ Q3 ซึ่งเปนบริเวณที่วัสดุมีพฤติกรรมแบบยืดหยุนเชิงเสนดังแสดง 

 

 

รูปที่ 4.5 คานที่มีฐานรองรับอยางงายทีม่ีจดุดัดกลับอยูภายในและ 
มีการเปลี่ยนพฤติกรรมของวสัดุเปน 5 สวน 

 

ในการสรางสมการกํากับนั้นเริ่มดวยการใชสมการพื้นฐาน (2.14) และ (2.15) 
รวมกับเงื่อนไขของจุดดัดกลับ (4.4) และเงื่อนไขของจุดพิกัดแปรผันตรง Q2 ตามลําดับ ทําให
สามารถหาคาคงที่ C1 และ C2 ไดดังนี้ 

1 x Z y Z
ˆ ˆC f cos f sin= θ − θ  (4.118) 

p
2 x pl2 y pl2

ˆnbˆ ˆC f cos f sin
n 1
κ

= θ − θ +
+

    (4.119) 

แทนคา C1 และ C2 ในสมการที่ (2.17), (2.20) และ (2.21) จะไดสมการเชิงอนุพันธดังตอไปนี้ 

( ) ( )
( ) ( )

L x y Z p
p

N N x y pl2 p p

1 ˆ ˆm̂ F f , f , ,               ;  
d ˆ2
d ˆ ˆˆ ˆK m F f , f , , , , n, b      ;  

⎧ ϑ θ θ κ < κ⎪ξ ⎪ κ= ⎨θ ⎪ ϑ θ θ κ κ > κ⎪⎩

  (4.120) 

1M 2M

y

x
2θ

1θ
*
xf

x1f

y1f y2f

Lu

L

Zθ

pl1θ

Q1 

pl2θ

pr1θ
pr2θ

Q2 

Q3 

Q4 
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( ) ( )
( ) ( )

L x y Z p
p

N N x y pl2 p p

1 ˆ ˆm̂ sin F f , f , ,               ;  ˆdv ˆ2
d ˆ ˆˆ ˆK m sin F f , f , , , , n, b      ;  

⎧ ϑ θ θ θ κ < κ⎪⎪ κ= ⎨θ ⎪ ϑ θ θ θ κ κ > κ⎪⎩

   (4.121) 

( )( ) ( )
( )( ) ( )

L x y Z p
p

N N x y pl2 p p

1 ˆ ˆm̂ cos 1 F f , f , ,              ;  ˆdu ˆ2
d ˆ ˆˆ ˆK m cos 1 F f , f , , , , n, b     ;  

⎧ ϑ θ− θ θ κ < κ⎪⎪ κ= ⎨θ ⎪ ϑ θ− θ θ κ κ > κ⎪⎩

   (4.122) 

โดยที่ฟงกชัน FL และ FN นยิามโดย 

( )
( ) ( )

L x y Z

x Z y Z

1ˆ ˆF f , f , ,
ˆ ˆf cos cos f sin sin

θ θ =
θ − θ − θ − θ

   (4.123) 

( )
( ) ( )

N x y pl2 p
pn 1

x pl2 y pl2

1ˆ ˆ ˆF f , f , , , , n, b
ˆnbˆ ˆf cos cos f sin sin

n 1
+

θ θ κ =
κ

θ − θ − θ − θ +
+

   (4.124) 

ทําการหาปริพันธสมการที่ (4.117)-(4.120) ตลอดความยาวคานรวมกับเงื่อนไขขอบเขตและความ
ตอเนื่องที่จุดดัดกลับและจุดพิกัดแปรผันตรง จะไดสมการกํากับเบื้องตนดังนี้ 

pl1 pr1 pl2 pr 2Z 2

1 pl 2 Z pr 2 pl1 pr1

L L L L N N N
p

1 F d F d F d F d K F d F d 1
ˆ2

θ θ θ θθ θ

θ θ θ θ θ θ

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ψ − θ− θ+ θ+ θ + − θ+ θ =⎨ ⎬
κ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

  (4.125) 

pl1 pr1Z 2

1 pl 2 Z pr 2

pl2 pr 2

pl1 pr1

L L L L
p

N N N

1 sin F d sin F d sin F d sin F d
ˆ2

                                                        K sin F d sin F d 0

θ θθ θ

θ θ θ θ

θ θ

θ θ

⎧ ⎡ ⎤⎪ ⎢ ⎥ψ − θ θ− θ θ+ θ θ+ θ θ⎨
κ ⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

⎫⎡ ⎤⎪⎢ ⎥+ − θ θ+ θ θ =⎬
⎢ ⎥⎪⎣ ⎦⎭

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

  (4.126) 

pl1 pr1Z 2

1 pl 2 Z pr 2

pl2 pr 2

pl1 pr1

L L L L
p

N N N L

1 cos F d cos F d cos F d cos F d
ˆ2

ˆ                                                  K cos F d cos F d u 1

θ θθ θ

θ θ θ θ

θ θ

θ θ

⎧ ⎡ ⎤⎪ ⎢ ⎥ψ − θ θ− θ θ+ θ θ+ θ θ⎨
κ ⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

⎫⎡ ⎤⎪⎢ ⎥+ − θ θ+ θ θ = +⎬
⎢ ⎥⎪⎣ ⎦⎭

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

  (4.127) 
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เนื่องจากฟงกชัน FL ที่ปรากฏในสมการ (4.125)-(4.127) มีความเปนเอกฐานที่จุดดัดกลับ ดังนั้น
จึงใชเทคนิคการเปลี่ยนตัวแปรเพื่อกําจัดความเปนเอกฐานดังกลาว โดยมีรายละเอียดดังนี้ 

2 2
s x y

ˆ ˆ ˆf f f= + , 0 x s
ˆ ˆcos f fθ =  และ 0 y s

ˆ ˆsin f fθ =  เมื่อแทนคาตัวแปรเหลานี้ในสมการ 
(4.123) จะได 

( )
( ) ( )( )

L s Z 0

s 0 Z 0

1ˆF f , , ,
f̂ cos cos

θ θ θ =
θ + θ − θ + θ

   (4.128) 

จากนั้นทําการเปลี่ยนตัวแปร ( )0θ = π− θ + θ  และ ( )psin sin 2φ = θ  และใชเอกลักษณทาง
ตรีโกณมิติ ( )2cos 1 2sin 2θ = − θ ฟงกชัน FL ในสมการที่ (4.128) เขียนใหมไดเปน 

( )
( )s

2 2 2 2 2
s s

1 1ˆF f , , p
ˆ ˆ2f p p sin 2f p cos

φ = =
− φ φ

   (4.129) 

โดยที่ ( )Zp sin 2= θ  และ ( )Z 0 Zθ = π− θ + θ  โดยอาศัยการเปลี่ยนตัวแปรดังกลาว สมการ
ปริพันธ (4.125)-(4.127) สามารถเขียนใหมในรูปของตัวแปร φ  ไดดังนี้ 

( ) ( )

pl1 pl 2 pr 22

1 pr 2 pl1 pr1

1

0

L L N N N
p

2

0 0
2s p

1 F d F d K F d F d
ˆ2

1                                            F , p d F ,p d 1
ˆ ˆf

θ θ θθ

θ θ θ θ

φπ

φ π

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ψ − θ+ θ + − θ+ θ⎨ ⎬
κ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

⎡ ⎤
+ φ φ− φ φ =⎢ ⎥

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
  (4.130) 

( ) ( )

pl1 pl 2 pr 22

1 pr 2 pl1 pr1

1

0

L L N N N
p

2

v 0 v 0
2s p

1 sin F d sin F d K sin F d sin F d
ˆ2

1                                            F , p, d F ,p, d 0
ˆ ˆf

θ θ θθ

θ θ θ θ

φπ

φ π

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ψ − θ θ+ θ θ + − θ θ+ θ θ⎨ ⎬
κ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

⎡ ⎤
+ φ θ φ− φ θ φ =⎢ ⎥

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
  (4.131) 

( ) ( )

pl1 pl 2 pr 22

1 pr 2 pl1 pr1

1

0

L L N N N
p

2

u 0 u 0 L
2s p

1 cos F d cos F d K cos F d cos F d
ˆ2

1 ˆ                                      F , p, d F ,p, d u 1
ˆ ˆf

θ θ θθ

θ θ θ θ

φπ

φ π

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ψ − θ θ+ θ θ + − θ θ+ θ θ⎨ ⎬
κ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

⎡ ⎤
+ φ θ φ− φ θ φ = +⎢ ⎥

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
(4.132) 
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โดยที่ ( )0 pl2psin sin 2φ = θ , ( )1 pr1psin sin 2φ = θ , ( )pl2 0 pl2θ = π− θ + θ  และ 
( )pr1 0 pr1θ = π− θ + θ  และ F0, Fv และ Fu คือฟงกชันซึ่งนิยามโดย 

( )0 2 2

1F ,p
1 p sin

φ =
− φ

   (4.133) 

( ) ( )2 2
0

v 0 0 2 2

1 2p sin sin
F ,p, 2pcos sin

1 p sin

− φ θ
φ θ = − θ φψ +

− φ
   (4.134) 

( ) ( )2 2
0

u 0 0 2 2

1 2p sin cos
F ,p, 2psin sin

1 p sin

− φ θ
φ θ = θ φψ +

− φ
  (4.135) 

จากเงื่อนไขขอบเขตที่ปลายทั้งสองของคานจะไดสมการกํากับเพิ่มเตมิ 2 สมการดังตอไปนี้ 

( ) ( )
2

p 1
x Z 1 y Z 1

ˆ m̂ˆ ˆf cos cos f sin cos 0
2

κ
θ − θ − θ − θ − =    (4.136) 

( ) ( )
2

p 2
x Z 2 y Z 2

ˆ m̂ˆ ˆf cos cos f sin cos 0
2

κ
θ − θ − θ − θ − =    (4.137) 

และจากเงื่อนไขที่จุดพิกัดแปรผันตรงทัง้  4 จะไดสมการกํากับเพิ่มเตมิอีก 4 สมการ คือ 

( ) ( ) p
x Z pl2 y Z pl2

ˆˆ ˆf cos cos f sin cos 0
2
κ

θ − θ − θ − θ − =    (4.138) 

( ) ( ) p
x Z pr1 y Z pr1

ˆˆ ˆf cos cos f sin cos 0
2
κ

θ − θ − θ − θ − =    (4.139) 

( ) ( )x pl2 pl1 y pl2 pl1
ˆ ˆf cos cos f sin cos 0θ − θ − θ − θ =    (4.140) 

( ) ( )x pl2 pr2 y pl2 pr2
ˆ ˆf cos cos f sin cos 0θ − θ − θ − θ =    (4.141) 

สมการที่ (4.136) ใชสําหรับเขียนตัวแปร yf̂  ในรูปของตัวแปรอื่นๆ สมการที่ (4.130), (4.131) และ 
(4.137)-(4.141) ใชสําหรับหาผลเฉลยของมุมหมุน { }1 2 Z pl1 pl2 pr1 pr2, , , , , ,θ θ θ θ θ θ θ  สวนการขจัด
ในทิศทางราบที่ปลายดานขวาสามารถคํานวณไดจากสมการที่ (4.132) สวนการขจัดและการหมุน
ที่ตําแหนง * *x Lξ =  ใดๆ ภายในคานสามารถหาไดจากสมการตอไปนี้ 
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*

1

*pl1

1 pl1

*
L pl1

p

L N N
p

*

1 F d                                                                              ;  0
ˆ2

1 F d K F d                                                   ; 
ˆ2

θ

θ

θ θ

θ θ

−ψ θ < ξ ≤ ξ
κ

⎡ ⎤
⎢ ⎥−ψ θ+ θ

κ⎢ ⎥⎣ ⎦

ξ =

∫

∫ ∫

( )

( ) ( )

*
pl1 pl 2

1 pl1 0

*
pl1 pl 2

1 pl1 0

*
pl1 pl2

*
L N N 0 pl2 Z

p s p

2

L N N 0 0
2p s p

1 1F d K F d F , p d                  ; 
ˆ ˆ2 ˆf

1 1F d K F d F ,p d F ,p d
ˆ ˆ2 ˆf

              

θ θ φ

θ θ φ

θ θ π φ

θ θ φ π

ξ < ξ ≤ ξ

⎡ ⎤
⎢ ⎥−ψ θ+ θ + φ φ ξ < ξ ≤ ξ

κ⎢ ⎥ κ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥−ψ θ+ θ + φ φ− φ φ⎢ ⎥

κ⎢ ⎥ ⎢ ⎥κ ⎣ ⎦⎣ ⎦

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

*pl1 pl 2

1 pl1 pr1

*
Z pr1

L N N N
p

                                                                                        ; 

1 F d K F d F d
ˆ2

1                                   
ˆ

θ θ θ

θ θ θ

ξ < ξ ≤ ξ

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟−ψ θ+ θ− θ

⎜ ⎟⎢ ⎥κ ⎝ ⎠⎣ ⎦

+

∫ ∫ ∫

( ) ( )

( )

1

0

*pl1 pl 2 pr 2

1 pr 2 pl1 pr1

0

2
*

0 0 pr1 pr2
2s p

L L N N N
p

2

0 0

s p

F , p d F ,p d    ; 
ˆf

1 F d F d K F d F d
ˆ2

1                                     F , p d F
ˆ ˆf

φπ

φ π

θ θ θθ

θ θ θ θ

π

φ

⎡ ⎤
φ φ− φ φ ξ < ξ ≤ ξ⎢ ⎥

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟−ψ θ− θ + θ− θ

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥κ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

+ φ φ− φ
κ

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ( )
1

*
pr2

2

, p d   ;  1
φ

π

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ ⎡ ⎤

φ ξ < ξ ≤⎪ ⎢ ⎥
⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎩

∫

  (4.142) 
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*

1

*pl1

1 pl1

*
L pl1

p

L N N
p

*

1 sin F d                                                                           ;  0
ˆ2

1 sin F d K sin F d                                         ; 
ˆ2

v̂

θ

θ

θ θ

θ θ

−ψ θ θ < ξ ≤ ξ
κ

⎡ ⎤
⎢ ⎥−ψ θ θ+ θ θ

κ⎢ ⎥⎣ ⎦

=

∫

∫ ∫

( )

( )

*
pl1 pl 2

1 pl1 0

pl1 pl 2

1 pl1 0

*
pl1 pl2

*
L N N v 0 pl2 Z

p s p

2

L N N v 0
p s p

1 1sin F d K sin F d F ,p, d   ; 
ˆ ˆ2 ˆf

1 1sin F d K sin F d F ,p, d
ˆ ˆ2 ˆf

                        

θ θ φ

θ θ φ

θ θ π

θ θ φ

ξ < ξ ≤ ξ

⎡ ⎤
⎢ ⎥−ψ θ θ+ θ θ + φ θ φ ξ < ξ ≤ ξ

κ⎢ ⎥ κ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡
⎢ ⎥−ψ θ θ+ θ θ + φ θ φ⎢

κ⎢ ⎥ ⎢κ ⎣⎣ ⎦

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

( )
*

*pl1 pl 2

1 pl1 pr1

*
v 0 Z pr1

2

L N N N
p

v

s p

                        F , p, d                            ; 

1 sin F d K sin F d sin F d
ˆ2

1                              F ,p
ˆ ˆf

φ

π

θ θ θ

θ θ θ

⎤
− φ θ φ ξ < ξ ≤ ξ⎥

⎥⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟−ψ θ θ+ θ θ− θ θ

⎜ ⎟⎢ ⎥κ ⎝ ⎠⎣ ⎦

+ φ
κ

∫

∫ ∫ ∫

( ) ( )

( )

1

0

*pl1 pl2 pr 2

1 pr 2 pl1 pr1

0

2
*

0 v 0 pr1 pr2
2

L L N N N
p

v 0

s p

, d F ,p, d   ; 

1 sin F d sin F d K sin F d sin F d
ˆ2

1                             F , p, d
ˆ ˆf

φπ

φ π

θ θ θθ

θ θ θ θ

π

φ

⎡ ⎤
θ φ− φ θ φ ξ < ξ ≤ ξ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟−ψ θ θ− θ θ + θ θ− θ θ

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥κ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

+ φ θ φ
κ

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

( )
12

*
v 0 pr2

2

F , p, d    ;  1
φ

π

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ ⎡ ⎤

− φ θ φ ξ < ξ ≤⎪ ⎢ ⎥
⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎩

∫ ∫

 (4.143) 
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*

1

*pl1

1 pl1

*
L pl1

p

*
L N N pl1 pl

p

* *

1 cos F d                                                                    ;  0
ˆ2

1 cos F d K cos F d                                  ; 
ˆ2

û

θ

θ

θ θ

θ θ

−ψ θ θ < ξ ≤ ξ
κ

⎡ ⎤
⎢ ⎥−ψ θ θ+ θ θ ξ < ξ ≤ ξ

κ⎢ ⎥⎣ ⎦

+ ξ =

∫

∫ ∫

( )

pl1 pl 2

1 pl1

*

0

pl1 pl 2

1 pl1

2

L N N
p

*
u 0 pl2 Z

s p

L N N
p

1 cos F d K cos F d
ˆ2

1                                                 F , p, d             ; 
ˆ ˆf

1 1cos F d K cos F d
ˆ ˆ2

θ θ

θ θ

φ

φ

θ θ

θ θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥−ψ θ θ+ θ θ

κ⎢ ⎥⎣ ⎦

+ φ θ φ ξ < ξ ≤ ξ
κ

⎡ ⎤
⎢ ⎥−ψ θ θ+ θ θ +

κ⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫

∫

∫ ∫ ( )

( )

0

*

*pl1 pl 2

1 pl1 pr1

2

u 0

s p

*
u 0 Z pr1

2

L N N N
p

F ,p, d
ˆf

                                                       F , p, d               ; 

1 cos F d K cos F d cos F d
ˆ2

 

π

φ

φ

π

θ θ θ

θ θ θ

⎡
φ θ φ⎢

⎢κ ⎣

⎤
− φ θ φ ξ < ξ ≤ ξ⎥

⎥⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟−ψ θ θ+ θ θ− θ θ

⎜ ⎟⎢ ⎥κ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫

∫

∫ ∫ ∫

( ) ( )
1

0

*pl1 pl 2 pr 2

1 pr 2 pl1 pr1

2
*

u 0 u 0 pr1 pr2
2s p

L L N N N
p

1                       F ,p, d F ,p, d   ; 
ˆ ˆf

1 cos F d cos F d K cos F d cos F d
ˆ2

              

φπ

φ π

θ θ θθ

θ θ θ θ

⎡ ⎤
+ φ θ φ− φ θ φ ξ < ξ ≤ ξ⎢ ⎥

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟−ψ θ θ− θ θ + θ θ− θ θ

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥κ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

( ) ( )
1

0

2
*

u 0 u 0 pr2
2s p

1           F , p, d F ,p, d    ;  1
ˆ ˆf

φπ

φ π

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎡ ⎤⎪
+ φ θ φ− φ θ φ ξ < ξ ≤⎢ ⎥⎪

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦⎪⎩
∫ ∫

 (4.144) 

โดยที่ ( )( )* *
0psin sin 2φ = π−θ −θ , *θ  คือคามุมหมุนที่พิกัดบรรทัดฐาน * *x Lξ =  ใดๆ 

ภายในคาน, Zξ  คือคาพิกัดบรรทัดฐานที่จุดดัดกลับ และ { }pl1 pl2 pr1 pr2, , ,ξ ξ ξ ξ  คือคาพิกัดบรรทัด
ฐานที่พิกัดแปรผันตรง Q1, Q2, Q3 และ Q4 ตามลําดับ 
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4.2.5 กรณีที่เกิดจุดดัดกลับภายในคานและมีการเปลี่ยนพฤติกรรมของ
วัสดุเปน 3 สวน และปลายทั้งสองมีพฤติกรรมแบบยืดหยุนเชิงเสน 

ในกรณีนี้พิจารณาคานที่มีจุดดัดกลับภายในและบริเวณปลายทั้งสองวัสดุมี
พฤติกรรมแบบยืดหยุนเชิงเสน โดยบริเวณที่วัสดุมีพฤติกรรมแบบไรเชิงเสนจะอยูทางซายหรือขวา
ของจุดดัดกลับข้ึนอยูกับคาโมเมนตกระทําที่ปลายดานใดมีคามากกวา และเนื่องจากกระบวนการ
วิเคราะหที่คลายกันในที่นี้จะแสดงรายละเอียดสมการกํากับเฉพาะกรณีที่บริเวณที่วัสดุมีพฤติกรรม
แบบยืดหยุนไรเชิงเสนอยูทางซายของจุดดัดกลับเทานั้น ดังแสดงในรูปที่ 4.6 
 

 

รูปที่ 4.6 คานที่มีฐานรองรับอยางงายทีม่ีจดุดัดกลับอยูภายในและมีการเปลี่ยนพฤตกิรรมของวัสดุ
เปน 3 สวน และปลายทั้งสองวัสดุมพีฤตกิรรมแบบยืดหยุนเชิงเสน 

 

สมการกํากับสําหรับกรณีนี้สามารถพัฒนาจากสมการกํากับในกรณีที่ 4.2.4 ได โดยการกําหนดให
จุด Q3 อยูที่ปลายทางดานขวา ซึ่งทําใหสมการกํากับ (4.130)-(4.132) สามารถลดรูปไดเปน 

( ) ( )
pl1 pl 2 1

1 pl1 0

2

L N N 0 0
2p s p

1 1F d K F d F ,p d F ,p d 1
ˆ ˆ2 ˆf

θ θ φπ

θ θ φ π

⎧ ⎫ ⎡ ⎤⎪ ⎪−ψ θ+ θ + φ φ− φ φ =⎢ ⎥⎨ ⎬
κ ⎢ ⎥κ⎪ ⎪ ⎣ ⎦⎩ ⎭
∫ ∫ ∫ ∫   (4.145) 

1M 2M

y

x
2θ

1θ
*
xf

x1f

y1f y2f

Lu

L

Zθ

pl1θ

Q1 

pl2θ

Q2 
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( ) ( )

pl1 pl 2

1 pl1

1

0

L N N
p

2

v 0 v 0
2s p

1 sin F d K sin F d
ˆ2

1                                        F , p, d F , p, d 0
ˆ ˆf

θ θ

θ θ

φπ

φ π

⎧ ⎫⎪ ⎪−ψ θ θ+ θ θ⎨ ⎬
κ⎪ ⎪⎩ ⎭

⎡ ⎤
+ φ θ φ− φ θ φ =⎢ ⎥

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫
   (4.146) 

( ) ( )

pl1 pl 2

1 pl1

1

0

L N N
p

2

u 0 u 0 L
2s p

1 cos F d K cos F d
ˆ2

1 ˆ                                   F , p, d F , p, d u 1
ˆ ˆf

θ θ

θ θ

φπ

φ π

⎧ ⎫⎪ ⎪−ψ θ θ+ θ θ⎨ ⎬
κ⎪ ⎪⎩ ⎭

⎡ ⎤
+ φ θ φ− φ θ φ = +⎢ ⎥

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫
   (4.147) 

โดยที่ ( )0 pl2psin sin 2φ = θ , ( )1 2psin sin 2φ = θ  และ ( )2 0 2θ = π− θ + θ  และจากเงื่อนไข
ขอบเขตที่ปลายทั้งสองของคานและที่พิกัดแปรผันตรงจะไดสมการกํากับเพิ่มเติม 4 สมการ
ดังตอไปนี้ 

( ) ( )
2

p 1
x Z 1 y Z 1

ˆ m̂ˆ ˆf cos cos f sin cos 0
2

κ
θ − θ − θ − θ − =    (4.148) 

( ) ( )
2

p 2
x Z 2 y Z 2

ˆ m̂ˆ ˆf cos cos f sin cos 0
2

κ
θ − θ − θ − θ − =    (4.149) 

( ) ( ) p
x Z pl2 y Z pl2

ˆˆ ˆf cos cos f sin cos 0
2
κ

θ − θ − θ − θ − =    (4.150) 

( ) ( )x pl2 pl1 y pl2 pl1
ˆ ˆf cos cos f sin cos 0θ − θ − θ − θ =    (4.151) 

สมการที่ (4.148) ใชสําหรับเขียนตัวแปร yf̂  ในรูปของตัวแปรอื่นๆ สมการที่ (4.145), (4.146) และ 
(4.149)-(4.151) ใชสําหรับหาผลเฉลยของมุมหมุน { }1 2 Z pl1 pl2, , , ,θ θ θ θ θ  สวนการขจัดในทิศทาง
ราบที่ปลายดานขวาสามารถคํานวณไดจากสมการที่ (4.147) สวนการขจัดและการหมุนที่ตําแหนง 

* *x Lξ =  ใดๆ ภายในคานสามารถหาไดจากสมการตอไปนี้ 
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*

1

*pl1

1 pl1

*
L pl1

p

L N N
p

*

1 F d                                                                              ;  0
ˆ2

1 F d K F d                                                   ; 
ˆ2

θ

θ

θ θ

θ θ

−ψ θ < ξ ≤ ξ
κ

⎡ ⎤
⎢ ⎥−ψ θ+ θ

κ⎢ ⎥⎣ ⎦

ξ =

∫

∫ ∫

( )

( ) ( )

*
pl1 pl2

1 pl1 0

*
pl1 pl2

1 pl1 0

*
pl1 pl2

*
L N N 0 pl2 Z

p s p

2

L N N 0 0
2p s p

1 1F d K F d F ,p d                 ; 
ˆ ˆ2 ˆf

1 1F d K F d F , p d F ,p d
ˆ ˆ2 ˆf

               

θ θ φ

θ θ φ

θ θ π φ

θ θ φ π

ξ < ξ ≤ ξ

⎡ ⎤
⎢ ⎥−ψ θ+ θ + φ φ ξ < ξ ≤ ξ

κ⎢ ⎥ κ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥−ψ θ+ θ + φ φ− φ φ⎢ ⎥

κ⎢ ⎥ ⎢ ⎥κ ⎣ ⎦⎣ ⎦

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
*

Z                                                                                         ; 1

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ ξ < ξ ≤
⎪
⎩

 

 (4.152) 
*

1

*pl1

1 pl1

*
L pl1

p

L N N
p

*

1 sin F d                                                                           ;  0
ˆ2

1 sin F d K sin F d                                         ; 
ˆ2

v̂

θ

θ

θ θ

θ θ

−ψ θ θ < ξ ≤ ξ
κ

⎡ ⎤
⎢ ⎥−ψ θ θ+ θ θ

κ⎢ ⎥⎣ ⎦

=

∫

∫ ∫

( )

( )

*
pl1 pl 2

1 pl1 0

pl1 pl 2

1 pl1 0

*
pl1 pl2

*
L N N v 0 pl2 Z

p s p

2

L N N v 0
p s p

1 1sin F d K sin F d F ,p, d   ; 
ˆ ˆ2 ˆf

1 1sin F d K sin F d F ,p, d
ˆ ˆ2 ˆf

                        

θ θ φ

θ θ φ

θ θ π

θ θ φ

ξ < ξ ≤ ξ

⎡ ⎤
⎢ ⎥−ψ θ θ+ θ θ + φ θ φ ξ < ξ ≤ ξ

κ⎢ ⎥ κ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡
⎢ ⎥−ψ θ θ+ θ θ + φ θ φ⎢

κ⎢ ⎥ ⎢κ ⎣⎣ ⎦

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

( )
*

*
v 0 Z

2

                        F , p, d                            ; 1
φ

π

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ ⎤
⎪ − φ θ φ ξ < ξ ≤⎥
⎪ ⎥⎦⎩

∫

 (4.153) 
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*

1

*pl1

1 pl1

*
L pl1

p

*
L N N pl1 pl2

p

p
* *

1 cos F d                                                                ;  0
ˆ2

1 cos F d K cos F d                              ; 
ˆ2

1
ˆ2

û

θ

θ

θ θ

θ θ

−ψ θ θ < ξ ≤ ξ
κ

⎡ ⎤
⎢ ⎥−ψ θ θ+ θ θ ξ < ξ ≤ ξ

κ⎢ ⎥⎣ ⎦

−ψ
κ

+ ξ =

∫

∫ ∫

( )

pl1 pl2

1 pl1

*

0

pl1 pl2

1 pl1

L N N

*
u 0 pl2 Z

s p

L N N u
p s p

cos F d K cos F d

1                                                 F , p, d         ; 
ˆ ˆf

1 1cos F d K cos F d F ,p,
ˆ ˆ2 ˆf

θ θ

θ θ

φ

φ

θ θ

θ θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥θ θ+ θ θ
⎢ ⎥⎣ ⎦

+ φ θ φ ξ < ξ ≤ ξ
κ

⎡ ⎤
⎢ ⎥−ψ θ θ+ θ θ + φ θ

κ⎢ ⎥ κ⎣ ⎦

∫ ∫

∫

∫ ∫ ( )

( )

0

*

2

0

*
u 0 Z

2

d

                                                      F , p, d           ;   1

π

φ

φ

π

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪

⎡⎪
φ⎢⎪

⎢⎣⎪
⎪

⎤⎪
− φ θ φ ξ < ξ ≤⎥⎪

⎥⎪ ⎦⎩

∫

∫  
 (4.154) 

4.2.6 กรณีที่เกิดจุดดัดกลับภายในคานและมีการเปลี่ยนพฤติกรรมของ
วัสดุเปน 3 สวน และปลายทั้งสองมีพฤติกรรมแบบยืดหยุนไรเชิงเสน 

ในกรณีนี้พิจารณาคานที่มีจุดดัดกลับภายในและบริเวณปลายทั้งสองวัสดุมี
พฤติกรรมแบบยืดหยุนไรเชิงเสน ดังแสดงในรูปที่ 4.7 โดยบริเวณที่วัสดุมีพฤติกรรมแบบยืดหยุน
เชิงเสนและยืดหยุนไรเชิงเสนนั้นเปนแสดงดวยเสนสีดําและสีแดงตามลําดับ  

 

 

 

 

 

 
รูปที่ 4.7 คานที่มีฐานรองรับอยางงายทีม่ีจดุดัดกลับอยูภายในและมีการเปลี่ยนพฤตกิรรมของวัสดุ

เปน 3 สวน และปลายทั้งสองวัสดุมพีฤตกิรรมแบบยืดหยุนไรเชิงเสน 
 

1M 2M

y

x
2θ

1θ
*
xf

x1f

y1f y2f
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L

Zθ

pl2θ

pr1θ

Q3 
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ซึ่งกระบวนการในการสรางสมการกํากับนั้นคลายกับในกรณีกอนหนาโดยการใชสมการกํากับจาก
กรณีที่ 4.2.4 เปนสมการตนแบบ โดยกําหนดใหจุด Q1 และ Q4 อยูที่ปลายทางซายและทางขวา
ของคานตามลําดับ ซึ่งทําใหสมการกํากับ (4.130)-(4.132) สามารถลดรูปไดเปน 

( ) ( )
pl 2 2 1

1 pr1 0

2

N N N 0 0
2s p

1K F d F d F ,p d F ,p d 1
ˆ ˆf

θ θ φπ

θ θ φ π

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ψ − θ+ θ + φ φ− φ φ =⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥κ ⎣ ⎦⎣ ⎦
∫ ∫ ∫ ∫   (4.155) 

( ) ( )
pl 2 2 1

1 pr1 0

2

N N N v 0 v 0
2s p

1K sin F d sin F d F ,p, d F ,p, d 0
ˆ ˆf

θ θ φπ

θ θ φ π

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ψ − θ θ+ θ θ + φ θ φ− φ θ φ =⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥κ ⎣ ⎦⎣ ⎦
∫ ∫ ∫ ∫

  (4.156) 

( ) ( )

pl 2 2

1 pr1

1

0

N N N

2

u 0 u 0 L
2s p

K cos F d cos F d

1 ˆ                                     F , p, d F , p, d u 1
ˆ ˆf

θ θ

θ θ

φπ

φ π

⎡ ⎤
⎢ ⎥ψ − θ θ+ θ θ
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
+ φ θ φ− φ θ φ = +⎢ ⎥

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫
   (4.157) 

โดยที่ ( )0 pl2psin sin 2φ = θ , ( )1 pr1psin sin 2φ = θ  และจากเงื่อนไขขอบเขตที่ปลายทั้งสอง
ของคานและที่พิกัดแปรผันตรงจะไดสมการกํากับเพิ่มเติม 4 สมการดังตอไปนี้ 

( ) ( ) ( )
n 1

p n
x pl2 1 y pl2 1 1

ˆnbˆ ˆ ˆf cos cos f sin sin 1 m a b 0
n 1

+κ ⎛ ⎞
⎡ ⎤θ − θ − θ − θ + − − =⎜ ⎟⎣ ⎦+ ⎝ ⎠

  (4.158) 

( ) ( ) ( )
n 1

p n
x pl2 2 y pl2 2 2

ˆnbˆ ˆ ˆf cos cos f sin sin 1 m a b 0
n 1

+κ ⎛ ⎞
⎡ ⎤θ − θ − θ − θ + − − =⎜ ⎟⎣ ⎦+ ⎝ ⎠

  (4.159) 

( ) ( ) p
x Z pl2 y Z pl2

ˆˆ ˆf cos cos f sin sin 0
2
κ

θ − θ + θ − θ − =   (4.160) 

( ) ( ) p
x Z pr1 y Z pr1

ˆˆ ˆf cos cos f sin sin 0
2
κ

θ − θ + θ − θ − =   (4.161) 

สมการที่ (4.158) ใชสําหรับเขียนตัวแปร yf̂  ในรูปของตัวแปรอื่นๆ สมการที่ (4.155), (4.156) และ 
(4.159)-(4.161) ใชสําหรับหาผลเฉลยของมุมหมุน { }1 2 Z pl2 pr1, , , ,θ θ θ θ θ  สวนการขจัดในทิศทาง
ราบที่ปลายดานขวาสามารถคํานวณไดจากสมการที่ (4.157) สวนการขจัดและการหมุนที่ตําแหนง 

* *x Lξ =  ใดๆ ภายในคานสามารถหาไดจากสมการตอไปนี้ 
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( )

*

1

*
pl2

1 0

*
N N pl2

N N 0

s p
*

K F d                                                                                      ; 0

1K F d F , p d                                                   ; 
ˆ ˆf

θ

θ

θ φ

θ φ

−ψ θ < ξ ≤ ξ

−ψ θ+ φ φ ξ
κ

ξ =

∫

∫ ∫

( ) ( )

( ) ( )

*
pl2

1 0

*pl 2 1

1 pr1 0

*
pl2 Z

2
*

N N 0 0 Z pr1
2s p

2
*

N N N 0 0 pr1
2s p

1K F d F ,p d F , p d                      ; 
ˆ ˆf

1K F d F d F ,p d F ,p d  ; 1
ˆ ˆf

θ π φ

θ φ π

θ φπθ

θ θ φ π

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪ < ξ ≤ ξ⎪
⎪⎪
⎨ ⎡ ⎤⎪−ψ θ+ φ φ− φ φ ξ < ξ ≤ ξ⎢ ⎥⎪ ⎢ ⎥κ ⎣ ⎦⎪
⎪ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

⎢ ⎥−ψ θ− θ + φ φ− φ φ ξ < ξ ≤⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥κ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎩

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫⎪
⎪
⎪

 (4.162) 

( )

*

1

*
pl2

1 0

*
N N pl2

*
N N v 0 pl2

s p

*

K sin F d                                                                               ; 0

1K sin F d F ,p, d                                       ; 
ˆ ˆf

v̂

θ

θ

θ φ

θ φ

−ψ θ θ < ξ ≤ ξ

−ψ θ θ+ φ θ φ ξ < ξ ≤
κ

=

∫

∫ ∫

( ) ( )

( ) ( )

*
pl2

1 0

*pl 2 1

1 pr1 0

Z

2
*

N N v 0 v 0 Z pr1
2s p

2

N N N v 0 v 0
2s p

1K sin F d F , p, d F ,p, d    ; 
ˆ ˆf

1K sin F d sin F d F ,p, d F ,p, d
ˆ ˆf

                           

θ π φ

θ φ π

θ φπθ

θ θ φ π

ξ

⎡ ⎤
−ψ θ θ+ φ θ φ− φ θ φ ξ < ξ ≤ ξ⎢ ⎥

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥−ψ θ θ− θ θ + φ θ φ− φ θ φ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥κ ⎣ ⎦⎣ ⎦

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
*

pr1                                                                                ;  1

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ ξ < ξ ≤
⎪
⎩

  (4.163) 
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( )

*

1

*
pl 2

1 0

pl 2

1

*
N N pl2

*
N N u 0 pl2 Z

s p

N N
* *

K cos F d                                                                   ; 0

1K cos F d F ,p, d                          ; 
ˆ ˆf

K cos F d
û

θ

θ

θ φ

θ φ

θ

θ

−ψ θ θ < ξ ≤ ξ

−ψ θ θ+ φ θ φ ξ < ξ ≤ ξ
κ

−ψ θ θ+
+ ξ =

∫

∫ ∫

∫ ( ) ( )
*

0

*pl2

1 pr1

2

u 0 u 0
2s p

*
Z pr1

N N N

1 F , p, d F ,p, d       
ˆ ˆf

                                                                                               ;  

K cos F d cos F d

π φ

φ π

θ θ

θ θ

⎡ ⎤
φ θ φ− φ θ φ⎢ ⎥

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦

ξ < ξ ≤ ξ

⎡ ⎤
⎢−ψ θ θ− θ θ
⎢⎣

∫ ∫

∫ ∫

( ) ( )
1

0

2
*

u 0 u 0 pr1
2s p

1                    F , p, d F ,p, d   ;  1
ˆ ˆf

φπ

φ π

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪ ⎥⎪ ⎥⎦⎪
⎪ ⎡ ⎤⎪ + φ θ φ− φ θ φ ξ < ξ ≤⎢ ⎥⎪ ⎢ ⎥κ ⎣ ⎦⎪⎩

∫ ∫

 

 (4.164) 
4.2.7 กรณีที่เกิดจุดดัดกลับภายในคานและมีการเปลี่ยนพฤติกรรมของ

วัสดุเปนแบบยืดหยุนไรเชิงเสนที่ปลายดานหนึ่ง 

ในกรณีนี้พิจารณาคานที่มีจุดดัดกลับภายในและบริเวณปลายดานหนึ่งวัสดุมี
พฤติกรรมแบบยืดหยุนไรเชิงเสน โดยบริเวณปลายที่วัสดุมีพฤติกรรมแบบไรเชิงเสนจะอยูดานที่
โมเมนตกระทําที่มีคามากกวา mp และเนื่องจากกระบวนการวิเคราะหที่คลายกันในที่นี้จะแสดง
รายละเอียดสมการกํากับเฉพาะกรณีที่บริเวณปลายทางซายเกิดการเปลี่ยนพฤติกรรมของวสัดุเปน
แบบยืดหยุนไรเชิงเสนเทานั้น ดังแสดงในรูปที่ 4.8 

 

 

 

 

 

 
รูปที่ 4.8 คานที่มีฐานรองรับอยางงายทีม่ีจดุดัดกลับอยูภายในและมีการเปลี่ยนพฤตกิรรมของวัสดุ

เปนแบบยืดหยุนไรเชิงเสนทีป่ลายทางซาย 
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x
2θ

1θ
*
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x1f
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L
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ซึ่งกระบวนการในการสรางสมการกํากับนั้นสามารถใชสมการกํากับจากกรณีที่ 4.2.6 เปนสมการ
ตนแบบ โดยกําหนดใหจุด Q3 อยูที่ปลายทางขวาของคาน ซึ่งทําใหสมการกํากับ (4.155)-(4.157) 
สามารถลดรูปไดเปน 

( ) ( )
pl 2 1

1 0

2

N N 0 0
2s p

1K F d F ,p d F ,p d 1
ˆ ˆf

θ φπ

θ φ π

⎡ ⎤
−ψ θ+ φ φ− φ φ =⎢ ⎥

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦
∫ ∫ ∫   (4.165) 

( ) ( )
pl 2 1

1 0

2

N N v 0 v 0
2s p

1K sin F d F ,p, d F ,p, d 0
ˆ ˆf

θ φπ

θ φ π

⎡ ⎤
−ψ θ θ+ φ θ φ− φ θ φ =⎢ ⎥

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦
∫ ∫ ∫   (4.166) 

( ) ( )
pl2 1

pl1 0

2

N N u 0 u 0 L
2s p

1 ˆK cos F d F ,p, d F ,p, d u 1
ˆ ˆf

θ φπ

θ φ π

⎡ ⎤
−ψ θ θ+ φ θ φ− φ θ φ = +⎢ ⎥

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦
∫ ∫ ∫    (4.167) 

โดยที่ ( )0 pl2psin sin 2φ = θ , ( )1 2psin sin 2φ = θ  และจากเงื่อนไขขอบเขตที่ปลายทั้งสอง
ของคานและที่พิกัดแปรผันตรงจะไดสมการกํากับเพิ่มเติม 3 สมการดังตอไปนี้ 

( ) ( ) ( )
n 1

p n
x pl2 1 y pl2 1 1

ˆnbˆ ˆ ˆf cos cos f sin sin 1 m a b 0
n 1

+κ ⎛ ⎞
⎡ ⎤θ − θ − θ − θ + − − =⎜ ⎟⎣ ⎦+ ⎝ ⎠

  (4.168) 

( ) ( ) p 2
x Z 2 y Z 2 2

ˆˆ ˆ ˆf cos cos f sin sin m 0
2
κ

θ − θ − θ − θ − =   (4.169) 

( ) ( ) p
x Z pl2 y Z pl2

ˆˆ ˆf cos cos f sin sin 0
2
κ

θ − θ − θ − θ − =   (4.170) 

สมการที่ (4.168) ใชสําหรับเขียนตัวแปร yf̂  ในรูปของตัวแปรอื่นๆ สมการที่ (4.165), (4.166), 
(4.169) และ (4.170) ใชสําหรับหาผลเฉลยของมุมหมุน { }1 2 Z pl2, , ,θ θ θ θ  สวนการขจัดในทิศทาง
ราบที่ปลายดานขวาสามารถคํานวณไดจากสมการที่ (4.167) สวนการขจัดและการหมุนที่ตําแหนง 

* *x Lξ =  ใดๆ ภายในคานสามารถหาไดจากสมการตอไปนี้ 
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( )

*

1

*
pl2

1 0

pl2

pl1

*
N N pl2

* *
N N 0 pl2 Z

s p

N N 0

s p

K F d                                                                    ; 0

1K F d F , p d                                 ; 
ˆ ˆf

1K F d F
ˆ ˆf

θ

θ

θ φ

θ φ

θ

θ

−ψ θ < ξ ≤ ξ

ξ = −ψ θ+ φ φ ξ < ξ ≤ ξ
κ

−ψ θ+
κ

∫

∫ ∫

∫ ( ) ( )
*

0

2
*

0 Z
2

, p d F , p d    ; 1
π φ

φ π

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪

⎡ ⎤⎪
φ φ− φ φ ξ < ξ ≤⎢ ⎥⎪

⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩
∫ ∫

 (4.171) 

( )

*

1

*
pl2

1 0

*
N N pl2

* *
N N v 0 pl2 Z

s p

K sin F d                                                                              ; 0

1v̂ K sin F d F , p, d                                     ; 
ˆ ˆf

θ

θ

θ φ

θ φ

−ψ θ θ < ξ ≤ ξ

= −ψ θ θ+ φ θ φ ξ < ξ ≤ ξ
κ

−

∫

∫ ∫

( ) ( )
*

pl2

pl1 0

2
*

N N v 0 v 0 Z
2s p

1K sin F d F , p, d F , p, d   ;  1
ˆ ˆf

θ π φ

θ φ π

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪

⎡ ⎤⎪
ψ θ θ+ φ θ φ− φ θ φ ξ < ξ ≤⎢ ⎥⎪

⎢ ⎥⎪ κ ⎣ ⎦⎩
∫ ∫ ∫

  (4.172) 

( )

*

1

*
pl 2

1 0

*
N N pl2

* * *
N N u 0 pl2 Z

s p

N

K cos F d                                                                          ; 0

1û K cos F d F ,p, d                                 ; 
ˆ ˆf

K co

θ

θ

θ φ

θ φ

−ψ θ θ < ξ ≤ ξ

+ ξ = −ψ θ θ+ φ θ φ ξ < ξ ≤ ξ
κ

−ψ

∫

∫ ∫

( ) ( )
*

pl 2

pl1 0

2
*

N u 0 u 0 Z
2s p

1s F d F ,p, d F ,p, d  ; 1
ˆ ˆf

θ π φ

θ φ π

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪

⎡ ⎤⎪
θ θ+ φ θ φ− φ θ φ ξ < ξ ≤⎢ ⎥⎪

⎢ ⎥⎪ κ ⎣ ⎦⎩
∫ ∫ ∫

   (4.173) 

4.2.8 กรณีที่เกิดจุดดัดกลับภายในคานและตลอดคานวัสดุมีพฤติกรรม
แบบยืดหยุนเชิงเสน 

ในกรณีนี้พิจารณาคานที่มีจุดดัดกลับอยูภายในและโมเมนตที่ทุกหนาตัดมีคาไม
เกินคาโมเมนตดัดที่พิกัดแปรผันตรง ดวยกระบวนการเชนเดียวกับในกรณีที่ 4.2.7 โดยกําหนดให
จุด Q2 อยูที่ปลายทางดานซาย สมการกํากับ (4.165)-(4.167) สามารถลดรูปได  

( ) ( )
1

0

2

0 0
2s p

1 F ,p d F ,p d 1
ˆ ˆf

φπ

φ π

⎡ ⎤
φ φ− φ φ =⎢ ⎥

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦
∫ ∫    (4.174) 
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( ) ( )
1

0

2

v 0 v 0
2s p

1 F ,p, d F ,p, d 0
ˆ ˆf

φπ

φ π

⎡ ⎤
φ θ φ− φ θ φ =⎢ ⎥

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦
∫ ∫    (4.175) 

( ) ( )
1

0

2

u 0 u 0 L
2s p

1 ˆF ,p, d F ,p, d u 1
ˆ ˆf

φπ

φ π

⎡ ⎤
φ θ φ− φ θ φ = +⎢ ⎥

⎢ ⎥κ ⎣ ⎦
∫ ∫    (4.176) 

โดยที่ ( )0 1psin sin 2φ = θ , ( )1 2psin sin 2φ = θ , ( )1 0 1θ = π− θ + θ  จากเงื่อนไขขอบเขตที่
ปลายทั้งสองและเงื่อนไขของคานจะไดสมการกํากับเพิ่มเติม 2 สมการดังตอไปนี้ 

( ) ( )
2

p 1
x Z 1 y Z 1

ˆ m̂ˆ ˆf cos cos f sin cos 0
2

κ
θ − θ − θ − θ − =    (4.177) 

( ) ( )
2

p 2
x Z 2 y Z 2

ˆ m̂ˆ ˆf cos cos f sin cos 0
2

κ
θ − θ − θ − θ − =    (4.178) 

สมการที่ (4.177) ใชสําหรับเขียนตัวแปร yf̂  ในรูปของตัวแปรอื่นๆ สมการที่ (4.174), (4.175) และ 
(4.178) ใชเปนสมการกํากับสําหรับหาผลเฉลยของมุมหมุน { }1 2 Z, ,θ θ θ  สวนการขจัดในทิศทาง
ราบที่ปลายดานขวาสามารถคํานวณไดจากสมการที่ (4.176) สวนการขจัดและการหมุนที่ตําแหนง 

* *x Lξ =  ใดๆ ภายในคานสามารถหาไดจากสมการตอไปนี้ 

( )

( ) ( )

*

0

*

0

*
0 Z

s p*

2
*

0 0 Z
2s p

1 F , p d                                 ;  0
ˆ ˆf

1 F ,p d F ,p d        ; 1
ˆ ˆf

φ

φ

π φ

φ π

⎧ ⎡ ⎤
⎪ φ φ < ξ ≤ ξ⎢ ⎥
⎪ ⎢ ⎥κ ⎣ ⎦⎪ξ = ⎨

⎡ ⎤⎪
φ φ− φ φ ξ < ξ ≤⎢ ⎥⎪

⎢ ⎥κ⎪ ⎣ ⎦⎩

∫

∫ ∫
   (4.179) 

( )

( ) ( )

*

0

*

0

*
v 0 Z

s p*

2
*

v 0 v 0 Z
2s p

1 F , p, d                                  ;  0
ˆ ˆf

v̂
1 F ,p, d F ,p, d    ; 1
ˆ ˆf

φ

φ

π φ

φ π

⎧ ⎡ ⎤
⎪ φ θ φ < ξ ≤ ξ⎢ ⎥
⎪ ⎢ ⎥κ ⎣ ⎦⎪= ⎨

⎡ ⎤⎪
φ θ φ− φ θ φ ξ < ξ ≤⎢ ⎥⎪

⎢ ⎥κ⎪ ⎣ ⎦⎩

∫

∫ ∫
   (4.180) 

( )

( ) ( )

*

0

*

0

*
u 0 Z

s p* *

2
*

u 0 u 0 Z
2s p

1 F , p, d                                   ;  0
ˆ ˆf

û
1 F ,p, d F ,p, d     ; 1
ˆ ˆf

φ

φ

π φ

φ π

⎧ ⎡ ⎤
⎪ φ θ φ < ξ ≤ ξ⎢ ⎥
⎪ ⎢ ⎥κ ⎣ ⎦⎪+ ξ = ⎨

⎡ ⎤⎪
φ θ φ− φ θ φ ξ < ξ ≤⎢ ⎥⎪

⎢ ⎥κ⎪ ⎣ ⎦⎩

∫

∫ ∫
    (4.181) 
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4.2.9 กรณีที่เกิดจุดดัดกลับที่ปลายคานและมีการเปลี่ยนพฤติกรรมของ
วัสดุเปน 3 สวน 

ในกรณีพิจารณาคานที่มีจุดดัดกลับที่ปลายคานและมีการแบงพฤติกรรมของวัสดุ
เปน 3 สวนนั้นเกิดขึ้นเมื่อโมเมนตกระทําที่ปลายดานใดดานหนึ่งมีคาเปนศูนย และที่ปลายอีกดาน
มีโมเมนตกระทําซึ่งมีคานอยกวา mp ดังแสดงในรูปที่ 4.9 และเนื่องจากกระบวนการวิเคราะหคาน
กรณีที่มีโมเมนตกระทําที่ปลายดานซายหรือปลายดานขวามีลักษณะเหมือนกัน ดังนั้นในที่นี้จะ
แสดงรายละเอียดสมการกํากับในกรณีที่มีโมเมนตดัดกระทําที่ปลายดานซายเทานั้น  

 

 
รูปที่ 4.9 คานที่มีฐานรองรับอยางงายทีม่ีจดุดัดกลับอยูทีป่ลายทางขวา 

และมีการเปลีย่นพฤติกรรมของวัสดุเปน 3 สวน 
 

และในกรณีดังกลาวนี้สามารถพิจารณาเปนกรณีพิเศษของกรณี 4.2.4 ไดโดยใหจุดดัดกลับอยูที่
ปลายขวา นั่นคือ Z 2θ = θ  และ Z 1ξ =  โดยสมการที ่(4.125)-(4.127) สามารถลดรูปไดเปน 

pl1 pl 22

1 pl 2 pl1

L L N N
p

1 F d F d K F d 1
ˆ2

θ θθ

θ θ θ

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎢ ⎥−ψ θ+ θ + θ =⎨ ⎬
κ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∫ ∫ ∫   (4.182) 

pl1 pl 22

1 pl 2 pl1

L L N N
p

1 sin F d sin F d K sin F d 0
ˆ2

θ θθ

θ θ θ

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎢ ⎥−ψ θ θ+ θ θ + θ θ =⎨ ⎬
κ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∫ ∫ ∫   (4.183) 

1M

y

x2θ1θ
*
xf

x1f

y1f y2f

Lu

L

pl1θ

Q1 

pl2θ

Q2 
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pl1 pl 22

1 pl 2 pl1

L L N N L
p

1 ˆcos F d cos F d K cos F d u 1
ˆ2

θ θθ

θ θ θ

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎢ ⎥−ψ θ θ+ θ θ + θ θ = +⎨ ⎬
κ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∫ ∫ ∫   (4.184) 

ฟงกชัน FL ในสมการที ่(4.182)-(4.184) นิยามใหมเปน 

( )
( ) ( )

L x y 2

x 2 y 2

1ˆ ˆF f , f , ,
ˆ ˆf cos cos f sin sin

θ θ =
θ − θ − θ − θ

   (4.185) 

จากนั้นใชเทคนิคการเปลี่ยนตัวแปรเชนเดียวกับกรณีที่ 4.2.4 เพื่อกําจัดความเปนเอกฐานของ
ฟงกชัน FL สมการกํากับสุดทายเปนดังนี้ 

( )
pl1 pl 2

1 pl1 0

2

L N N 0
p s p

1 1F d K F d F ,p d 1
ˆ ˆ2 ˆf

θ θ π

θ θ φ

⎧ ⎫⎪ ⎪−ψ θ+ θ + φ φ =⎨ ⎬
κ κ⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ ∫ ∫    (4.186) 

( )
pl1 pl 2

1 pl1 0

2

L N N v 0
p s p

1 1sin F d K sin F d F ,p, d 0
ˆ ˆ2 ˆf

θ θ π

θ θ φ

⎧ ⎫⎪ ⎪−ψ θ θ+ θ θ + φ θ φ =⎨ ⎬
κ κ⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ ∫ ∫    (4.187) 

( )
pl1 pl 2

1 pl1 0

2

L N N u 0 L
p s p

1 1 ˆcos F d K cos F d F ,p, d u 1
ˆ ˆ2 ˆf

θ θ π

θ θ φ

⎧ ⎫⎪ ⎪−ψ θ θ+ θ θ + φ θ φ = +⎨ ⎬
κ κ⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ ∫ ∫    (4.188) 

โดยที่ ( )0 pl2psin sin 2φ = θ  และจากเงื่อนไขขอบเขตที่ปลายทั้งสองของคานและที่พิกัดแปรผัน
ตรงจะไดสมการกํากับเพิ่มเติม 3 สมการดังตอไปนี้ 

( ) ( )
2

p 1
x 2 1 y 2 1

ˆ m̂ˆ ˆf cos cos f sin cos 0
2

κ
θ − θ − θ − θ − =    (4.189) 

( ) ( ) p
x 2 pl2 y 2 pl2

ˆˆ ˆf cos cos f sin cos 0
2
κ

θ − θ − θ − θ − =    (4.190) 

( ) ( )x pl2 pl1 y pl2 pl1
ˆ ˆf cos cos f sin cos 0θ − θ − θ − θ =    (4.191) 

สมการที่ (4.189) ใชสําหรับเขียนตัวแปร yf̂  ในรูปของตัวแปรอื่นๆ สมการที่ (4.186), (4.187), 
(4.190) และ (4.191) ใชสําหรับหาผลเฉลยของมุมหมุน { }1 2 pl1 pl2, , ,θ θ θ θ  สวนการขจัดใน
ทิศทางราบที่ปลายดานขวาสามารถคํานวณไดจากสมการที่ (4.188) สวนการขจัดและการหมุนที่
ตําแหนง * *x Lξ =  ใดๆ ภายในคานสามารถหาไดจากสมการตอไปนี้ 
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*

1

*pl1

1 pl1

pl1

1

*
L pl1

p

* *
L N N pl1 pl2

p

L
p

1 F d                                                               ;  0
ˆ2

1 F d K F d                                     ; 
ˆ2

1 F d
ˆ2

θ

θ

θ θ

θ θ

θ

θ

−ψ θ < ξ ≤ ξ
κ

⎡ ⎤
⎢ ⎥ξ = −ψ θ+ θ ξ < ξ ≤ ξ

κ⎢ ⎥⎣ ⎦

−ψ θ
κ

∫

∫ ∫

( )
*

pl2

pl1 0

*
N N 0 pl2

s p

1K F d F ,p d    ; 1
ˆ ˆf

θ φ

θ φ

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪

⎡ ⎤⎪
⎢ ⎥+ θ + φ φ ξ < ξ ≤⎪
⎢ ⎥ κ⎪ ⎣ ⎦⎩

∫ ∫ ∫

 (4.192) 

*

1

*pl1

1 pl1

*
L pl1

p

*
L N N

p

1 sin F d                                                                           ;  0
ˆ2

1v̂ sin F d K sin F d                                         ; 
ˆ2

θ

θ

θ θ

θ θ

−ψ θ θ < ξ ≤ ξ
κ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −ψ θ θ+ θ θ

κ⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫ ∫

( )
*

pl1 pl 2

1 pl1 0

*
pl1 pl2

*
L N N v 0 pl2

p s p

1 1sin F d K sin F d F ,p, d   ; 1
ˆ ˆ2 ˆf

θ θ φ

θ θ φ

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ ξ < ξ ≤ ξ⎨
⎪
⎪

⎡ ⎤⎪
⎢ ⎥−ψ θ θ+ θ θ + φ θ φ ξ < ξ ≤⎪

κ⎢ ⎥ κ⎪ ⎣ ⎦⎩
∫ ∫ ∫

   (4.193) 
*

1

*pl1

1 pl1

*
L pl1

p

*
L N N pl1 pl2

* *
p

p

1 cos F d                                                              ;  0
ˆ2

1 cos F d K cos F d                            ; 
ˆ2û

1 cos
ˆ2

θ

θ

θ θ

θ θ

−ψ θ θ < ξ ≤ ξ
κ

⎡ ⎤
⎢ ⎥−ψ θ θ+ θ θ ξ < ξ ≤ ξ

κ⎢ ⎥+ ξ = ⎣ ⎦

−ψ θ
κ

∫

∫ ∫

( )
*

pl1 pl2

1 pl1 0

L N N u 0

s p

*
pl2

1F d K cos F d F ,p, d
ˆ ˆf

                                                                                              ; 1

θ θ φ

θ θ φ

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪ ⎡ ⎤⎪ ⎢ ⎥θ+ θ θ + φ θ φ⎪ ⎢ ⎥ κ⎪ ⎣ ⎦
⎪

ξ < ξ ≤⎪⎩

∫ ∫ ∫

 

   (4.194) 

4.2.10 กรณีที่เกิดจุดดัดกลับที่ปลายคานและมีการเปลี่ยนพฤติกรรมของ
วัสดุเปน 2 สวน 

ในกรณีพิจารณาคานที่มีจุดดัดกลับที่ปลายคานและมีการแบงพฤติกรรมของวัสดุ
เปน 2 สวนนั้นเกิดขึ้นเมื่อโมเมนตกระทําที่ปลายดานใดดานหนึ่งมีคาเปนศูนย และที่ปลายอีกดาน
มีโมเมนตกระทําซึ่งมีคามากกวา mp ดังแสดงในรูปที่ 4.10 และเนื่องจากกระบวนการวิเคราะห
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คานกรณีที่มีโมเมนตกระทําที่ปลายดานซายหรือปลายดานขวามีลักษณะเหมือนกัน ดังนั้นในที่นี้
จะแสดงรายละเอียดสมการกํากับในกรณีที่มีโมเมนตดัดกระทําที่ปลายดานซายเทานั้น  

 

 

รูปที่ 4.10 คานที่มฐีานรองรบัอยางงายทีม่จีุดดัดกลับอยูภายในและสวนที่อยูติดกบัปลายดานซาย
มีพฤติกรรมยดืหยุนไรเชงิเสน 

 

ในกรณีดังกลาวนี้สามารถพิจารณาเปนกรณีพิเศษของกรณี 4.2.9 โดยใหจุด Q1 อยูที่ปลายซาย
ของคาน นั่นคือ pl1 1θ = θ  และ pl1 0ξ =  โดยสมการที่ (4.186)-(4.188) สามารถลดรูปไดเปนดังนี้ 

( )
pl2

1 0

2

N N 0

s p

1K F d F ,p d 1
ˆ ˆf

θ π

θ φ

−ψ θ+ φ φ =
κ

∫ ∫    (4.195) 

( )
pl 2

1 0

2

N N v 0

s p

1K sin F d F ,p, d 0
ˆ ˆf

θ π

θ φ

−ψ θ θ+ φ θ φ =
κ

∫ ∫    (4.196) 

( )
pl2

pl1 0

2

N N u 0 L

s p

1 ˆK cos F d F , p, d u 1
ˆ ˆf

θ π

θ φ

−ψ θ θ+ φ θ φ = +
κ

∫ ∫    (4.197) 

และจากเงื่อนไขขอบเขตที่ปลายทั้งสองของคานและที่พิกัดแปรผันตรงจะไดสมการกํากับเพิ่มเติม 
2 สมการดังตอไปนี้ 

( ) ( ) ( )
n 1

p n
x pl2 1 y pl2 1 1

ˆnbˆ ˆ ˆf cos cos f sin cos 1 m a b 0
n 1

+κ ⎛ ⎞
⎡ ⎤θ − θ − θ − θ + − − =⎜ ⎟⎣ ⎦+ ⎝ ⎠

   (4.198) 

1M

y

x2θ1θ
*
xf

x1f

y1f y2f

Lu

L

pl2θ

Q2 
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( ) ( ) p
x 2 pl2 y 2 pl2

ˆˆ ˆf cos cos f sin cos 0
2
κ

θ − θ − θ − θ − =    (4.199) 

สมการที่ (4.198) ใชสําหรับเขียนตัวแปร yf̂  ในรูปของตัวแปรอื่นๆ สมการที่ (4.195), (4.196) และ 
(4.199) ใชสําหรับหาผลเฉลยของมุมหมุน { }1 2 pl2, ,θ θ θ  การขจัดในทิศทางราบที่ปลายดานขวา
สามารถคํานวณไดจากสมการที่ (4.197) สวนการขจัดและการหมุนที่ตําแหนง * *x Lξ =  ใดๆ 
ภายในคานสามารถหาไดจากสมการตอไปนี้ 

( )

*

pl1

*
pl2

pl1 0

*
N N pl2

*

*
N N 0 pl2

s p

K F d                                                              ; 0

1K F d F ,p d                            ; 1
ˆ ˆf

θ

θ

θ φ

θ φ

⎧
−ψ θ < ξ ≤ ξ⎪
⎪⎪ξ = ⎨
⎪−ψ θ+ φ φ ξ < ξ ≤⎪

κ⎪⎩

∫

∫ ∫
 (4.200) 

( )

*

pl1

*
pl2

pl1 0

*
N N pl2

*

*
N N v 0 pl2

s p

K sin F d                                                      ; 0

v̂
1K sin F d F ,p, d              ; 1
ˆ ˆf

θ

θ

θ φ

θ φ

⎧
−ψ θ θ < ξ ≤ ξ⎪
⎪⎪= ⎨
⎪−ψ θ θ+ φ θ φ ξ < ξ ≤⎪

κ⎪⎩

∫

∫ ∫
 (4.201) 

( )

*

pl1

*
pl 2

pl1 0

*
N N pl2

* *

*
N N u 0 pl2

s p

K cos F d                                              ; 0

û
1K cos F d F , p, d      ; 1
ˆ ˆf

θ

θ

θ φ

θ φ

⎧
−ψ θ θ < ξ ≤ ξ⎪
⎪⎪+ ξ = ⎨
⎪−ψ θ θ+ φ θ φ ξ < ξ ≤⎪

κ⎪⎩

∫

∫ ∫
 (4.202) 

4.2.11 กรณีที่เกิดจุดดัดกลับที่ปลายคานและตลอดทั้งคานมีพฤติกรรม
แบบยืดหยุนเชิงเสน 

ในกรณีพิจารณาคานที่มีจุดดัดกลับที่ปลายคานและโมเมนตดัดที่ทุกหนาตัดมีคา
ไมเกินคาโมเมนตดัดที่พิกัดแปรผันตรง mp ซึ่งกรณีดังกลาวนี้เกิดขึ้นเมื่อโมเมนตกระทําที่ปลาย
ดานใดดานหนึ่งมีคาเปนศูนย ซึ่งในที่นี้จะแสดงรายละเอียดสมการกํากับในกรณีที่มีโมเมนต
กระทําที่ปลายดานซายเทานั้น สมการกํากับสําหรับกรณีนี้สามารถพิจารณาเปนกรณีพิเศษของ
กรณี 4.2.10 ได โดยกําหนดใหจุด Q2 อยูที่ปลายซายของคานนั่นคือ pl2 2θ = θ  และ pl2 0ξ =  ซึ่ง
ทําใหสมการกํากับ (4.195)-(4.197) สามารถลดรูปไดเปน 
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( )
0

2

0

s p

1 F , p d 1
ˆ ˆf

π

φ

φ φ =
κ
∫    (4.203) 

( )
0

2

v 0

s p

1 F , p, d 0
ˆ ˆf

π

φ

φ θ φ =
κ
∫    (4.204) 

( )
0

2

u 0 L

s p

1 ˆF , p, d u 1
ˆ ˆf

π

φ

φ θ φ = +
κ
∫    (4.205) 

โดยที่ ( )0 1psin sin 2φ = θ , ( )1 0 1θ = π− θ + θ  จากเงื่อนไขขอบเขตที่ปลายดานซายของคาน 
(4.73) จะไดสมการกํากับเพิ่มเติม 1 สมการ คือ 

( ) ( )
2

p 1
x 2 1 y 2 1

ˆ m̂ˆ ˆf cos cos f sin cos 0
2

κ
θ − θ + θ − θ − =    (4.206) 

สมการที่ (4.206) ใชสําหรับเขียนตัวแปร yf̂  ในรูปของตัวแปรอื่นๆ สมการที่ (4.203) และ (4.204) 
ใชเปนสมการกํากับสําหรับหาผลเฉลยของมุมหมุน { }1 2,θ θ  สวนการขจัดในทิศทางราบที่ปลาย
ดานขวาสามารถคํานวณไดจากสมการที่ (4.205) สวนการขจัดและการหมุนที่ตําแหนง 

* *x Lξ =  ใดๆ ภายในคานสามารถหาไดจากสมการตอไปนี้ 

( )
*

0

*
0

s p

1 F ,p d
ˆ ˆf

φ

φ

ξ = φ φ
κ
∫    (4.207) 

( )
*

0

*
v 0

s p

1v̂ F ,p, d
ˆ ˆf

φ

φ

= φ θ φ
κ
∫    (4.208) 

( )
*

0

* *
u 0

s p

1û F ,p, d
ˆ ˆf

φ

φ

+ ξ = φ θ φ
κ
∫     (4.209) 

 

4.3 การหาคาแรงภายในที่ตําแหนงใดๆ  

จากการพิจารณาสภาวะสมดุลของชิ้นสวนยอยทางซายของจุด * *x / Lξ =  ที่
สถานะหลังการเปลี่ยนรูปดังแสดงในรูปที่ 4.4 จะได แรงตามแนวแกน (N) แรงเฉือน (V) และ
โมเมนตดัด (m) ที่ตําแหนง *ξ  ใดๆดังนี้   
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รูปที่ 4.11 ผังวัสดุอิสระของสวนยอยทางซายของจุด * *x / Lξ =  

 
 

( )* * *
x1 y1

ˆ ˆN̂ f cos f sinξ = − θ − θ   (4.210) 

( )* * *
x1 y1

ˆ ˆŜ f sin f cosξ = − θ + θ   (4.211) 

( ) ( )* * * *
x1 y1 1

ˆ ˆˆ ˆˆ ˆm f v f u mξ = − + ξ + −   (4.212) 

โดยที่ pN̂ NL m= , pŜ SL m=  และ pm̂ m m=  เปนแรงตามแนวแกนบรรทัดฐาน แรงเฉือน
บรรทัดฐาน และโมเมนตดัดบรรทัดฐานตามลําดับ  

 

1θ  
*u  

*v  

*x  

m  
N  

*θ  

y  

x  
S  

x1f

y1f

1M
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บทที่  5 
 

กระบวนการและระเบียบวิธีเชิงตัวเลข 

 

 

เนื้อหาในบทนี้นําเสนอกระบวนการและระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใชในงานวิจัย อาทิ
เชน การหาผลเฉลยเชิงตัวเลขของระบบสมการไรเชิงเสนดวยวิธีนิวตัน-ราฟสัน การหาคาปริพันธ
เชิงตัวเลขของฟงกชันดวยวิธีเกาสควอดราเจอร และเทคนิคการแปลงตัวไมทราบคาสําหรับ
แกปญหาปริพันธเชิงเอกฐาน 

 

5.1 กระบวนการในการแกปญหา 

เนื่องจากสมการกํากับที่พัฒนาขึ้นในบทที่ 3 และบทที่ 4 สําหรับปญหาคานยื่น
และคานที่มีฐานรองรับอยางงาย มีความซับซอนและไมสามารถหาคําตอบเชิงวิเคราะหได 
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขจึงถูกนํามาใชรวมกับการพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อหาผลเฉลยกึ่งเชิง
วิเคราะหของปญหาดังกลาว โดยขั้นตอนในกระบวนการวิเคราะหแบงยอยไดดังนี้ 

1. กําหนดคาแรงกระทําและโมเมนตดัดกระทาํและคุณสมบัติของวัสดุ 
2. แบงยอยแรงกระทําและทําการคํานวณมุมหมุนที่เกิดจากแรงกระทํายอยแรก

ดวยการวิเคราะหแบบเชิงเสน จากนั้นคํานวณหาเสนโคงการโกงตัวของคาน
และแรงภายในที่เกิดขึ้น 

3. พิจารณาวาคานเกิดการเปลี่ยนพฤติกรรมที่บริเวณใด (หากใชวัสดุที่มี
พฤติกรรมตามแบบจําลองที่ 1 ไมจําเปนตองพิจารณา) เลือกใชสมการกํากับ
ในกรณีที่เหมาะสมเพื่อคํานวณผลเฉลยจากแรงกระทํายอยถัดไป โดยนําผล
เฉลยมุมหมุนที่ไดจากแรงกระทํายอยกอนหนามาเปนคาคาดเดาเริ่มตนใน
การคํานวณดวยวิธีนิวตัน-ราฟสัน พรอมทั้งหาเสนโคงการโกงตัวของคาน
และแรงภายในที่เกิดขึ้น 

4. พิจารณาวาแรงกระทํายอยที่คํานวณนั้นมีคาเทากับแรงกระทําที่กําหนดใน
ข้ันตอนที่ 1 หรือไม หากตรงกันผลเฉลยที่ไดจากแรงกระทํายอยสุดทายคือ
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ผลเฉลยของปญหาที่วิเคราะห แตหากแรงกระทํายอยมีคาไมตรงกับแรง
กระทําที่กําหนดในขั้นตอนที่ 1 จะทําตามขั้นตอนที่ 3 และ 4 ตอไปจนคาแรง
กระทํายอยมีคาตรงกับแรงกระทําที่กําหนด 

โดยแผนภูมิสายงานของกระบวนการที่กลาวทั้งหมดเปนดังแสดงในรูปที่ 5.1 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

เร่ิมตน 

กําหนดคาของแรงกระทําและคุณสมบัติของวัสดุ  

เลือกแรงกระทํายอยแรก และหาผลเฉลยมุมหมนุดวยการ
วิเคราะหแบบเชิงเสน จากนัน้ทาํการคํานวณเสนโคงการโกง

ตัวของคานและแรงภายในทีเ่กิดขึ้น 

พิจารณาวาโครงสรางเกิดการเปลี่ยนพฤตกิรรมของวัสดุที่
บริเวณใด (เฉพาะในวัสดุตามแบบจําลองที่ 2) เลือกแรง
กระทํายอยถดัไปและใชสมการกํากับใหเหมาะสม  

ตรวจสอบวาแรงในขั้นตอน
ยอยมีคาเทากบัแรงกระทาํที่

กําหนดหรือไม 

ส้ินสุดการทํางาน 
ใช 

ไมใช 

คํานวณผลเฉลยมุมหมุนดวยวิธนีิวตนั-ราฟสัน โดยใชผลเฉลยที่ไดจาก
ข้ันตอนยอยกอนหนามาเปนคาคาดเดาเริ่มตนในการวเิคราะหดวยวธิีนิว
ตัน-ราฟสนั พรอมทั้งคํานวณเสนโคงการโกงตัวและแรงภายในที่เกิดขึ้น 

รูปที่ 5.1 แผนภูมิสายงานแสดงขั้นตอนกระบวนการแกปญหาที่ใชในงานวิจยั 
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5.2 ระเบียบวิธีเชงิตัวเลขที่ใชในการแกปญหา 

กระบวนการแกปญหาในงานวิจัยนี้ดังที่แสดงในหัวขอ 5.1 ใชระเบียบวิธีทําซ้ํา
ของนิวตัน-ราฟสันในการแกปญหาระบบสมการไรเชิงเสนหลายตัวแปร สมการกํากับที่พัฒนาขึ้น
ยังคงอยูในรูปปริพันธเชิงวงรีหรือในรูปปริพันธที่ใกลเคียงกันทําใหไมสามารถหาคาปริพันธโดยตรง
ได ดังนั้นในงานวิจัยนี้การหาปริพันธเชิงตัวเลขดวยวิธีเกาสควอดราเจอรถูกนํามาใชเพื่อหาคา
ปริพันธเหลานั้น อยางไรก็ตาม ในกรณีที่คานมีจุดดัดกลับอยูภายในปริมาณที่ทําการหาปริพันธ
สวนใหญมีความเปนเอกฐาน ณ จุดดัดกลับและจําเปนตองใชเทคนิคในการเปลี่ยนตัวแปรเพื่อ
กําจัดความเปนเอกฐานเหลานั้นเสียกอนที่จะใชระเบียบวิธีเกาสควอดราเจอรในการหาคาปริพันธ
เชิงตัวเลขอยางถูกตองและประหยัดเวลาในการคํานวณ การทดลองเชิงตัวเลขเกี่ยวกับความมี
ประสิทธิภาพของวิธีเกาสควอดราเจอรกอนและหลังการกําจัดความเปนเอกฐานแสดงในหัวขอ
ถัดไป 

5.2.1 การแกระบบสมการไมเชิงเสนดวยวิธนีิวตัน-ราฟสัน 

ในงานวิจัยนี้จําเปนตองหาผลเฉลยของระบบสมการไรเชิงเสนหลายตัวแปร และ
ผลเฉลยแมนตรง (exact solutions) ของสมการกํากับเหลานี้ไมสามารถหาได ดังนั้นจึงเลือกใช
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขในการหาผลเฉลยโดยประมาณ วิธีนิวตัน-ราฟสันเปนวิธีการที่นิยมใชอยาง
แพรหลายในการหาผลเฉลยของระบบสมการไรเชิงเสน เนื่องจากเปนวิธีที่มีอัตราการลูเขาของผล
เฉลยเชิงตัวเลขสูง ในที่นี้จะกลาวรายละเอียดของระเบียบวิธีนิวตัน-ราฟสันในการแกระบบสมการ
ไรเชิงเสนหลายตัวแปรโดยยอดังนี้ 

สมมติใหระบบสมการไรเชิงเสนที่ตองการหาผลเฉลยคือ 

1 1 2 3 n

2 1 2 3 n

n 1 2 3 n

f (x , x , x ,..., x ) 0
f (x , x , x ,..., x ) 0

f (x , x , x ,..., x ) 0

=
=

=
M

               หรือ        ( ) =f x 0   (5.1) 

โดยที่ n คือจํานวนตัวแปรไมทราบคาและจํานวนสมการกํากับ f = {f1, f2, … , fn}T คือฟงกชันไร
เชิงเสน และ x = {x1, x2, … , xn}T คือตัวแปรไมทราบคา โดยใชอนุกรมการกระจายของเทยเลอร 
(Taylor series expansion) สําหรับฟงกชัน f รอบจุด x0 ใดๆ จะได 
 

0 0 0( ) ( ) ( )( )= + − +ff x f x D x x x  เทอมที่มกีําลงัสูงกวา               (5.2) 
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โดยที่ 0( )fD x คือเมทริกซเกรเดียนท (gradient matrix) ของฟงกชัน f ที่จุด x0 นิยามดังสมการ  

1 1 1

1 2 n

2 2 2

1 2 n

n n n

1 2 n

f f f
x x x
f f f
x x x

f f f
x x x

∂ ∂ ∂⎡ ⎤
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

fD

L

L

M M L M

L

                   (5.3) 

จากความสัมพันธที่ (5.2) ฟงกชันเชิงเสน F ที่ดีที่สุดสําหรับประมาณคาของฟงกชัน f ที่จุด x 
รอบๆจุด x0 คือ 

0 0 0( ) ( ) ( )( )= + −fF x f x D x x x                   (5.4) 

โดยที่ฟงกชันเชิงเสนดังกลาวมีคาของฟงกชันและเมทริกซเกรเดียนทเทากับคาของฟงกชันและเมท
ริกซเกรเดียนทของฟงกชัน f ที่จุด x0 เมื่อใชฟงกชันเชิงเสน F ประมาณคาฟงกชัน f ในสมการที่ 
(5.1) จะไดระบบสมการเชิงเสนดังตอไปนี้ 

0 0 0( )( ) ( )− = −fD x x x f x                   (5.5) 

เมื่อแกระบบสมการเชิงเสน (5.5) จะไดผลเฉลย xapprox ซึ่งเปนผลเฉลยโดยประมาณของระบบ
สมการไรเชิงเสน (5.1) และผลเฉลยดังกลาวนี้อาจมีคาใกลเคียงกับคําตอบที่ถูกตองหรือไมก็ได
ข้ึนอยูกับคาคาดเดาเริ่มตน x0 และระดับความไรเชิงเสนของฟงกชัน f อยางไรก็ตามผลเฉลย
โดยประมาณที่ไดสามารถทําการปรับปรุงใหมีความถูกตองมากยิ่งขึ้นดวยการทําซ้ํา (iteration) 
ดังตอไปนี้คือ หลังจากคํานวณผลเฉลยโดยประมาณ xapprox ไดจากสมการที่ (5.5) แลว ทําการ
สรางฟงกชันเชิงเสน F(x) ใหมโดยแทนคาคาดเดาเริ่มตน x0 ดวย xapprox จากนั้นแกสมการ F(x) 
= 0  หรือ สมการที่ (5.5) ที่ไดจากการแทนคา x0 ดวย xapprox เพื่อหาผลเฉลยโดยประมาณใหม 
ดําเนินการซ้ําแบบนี้จนกระทั่งผลเฉลยโดยประมาณลูเขาสูผลเฉลยที่ตองการ โดยเงื่อนไขที่ใชใน
การตรวจสอบการลูเขาของผลเฉลยคือ    

approx( ) ≤ εf x  (5.6) 
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โดยที่ ||⋅|| คือคาขนาดของฟงกชันแบบแอลทู (L2-norm) และ ε  คือคาความคลาดเคลื่อนที่ยอมให 
รายละเอียดของวิธีนิวตัน-ราฟสันสามารถหาขอมูลเพิ่มไดในหนังสือของ Chapra และ Canale 
(2006) 

5.2.2 การหาปริพันธเชิงตัวเลข (Numerical integration) 

ในขั้นตอนการแกระบบสมการไรเชิงเสนโดยวิธีนิวตัน-ราฟสัน จําเปนตองคํานวณ
คาของฟงกชัน 0( )f x  และเมทริกซเกรเดียนท 0( )fD x  ในขั้นตอนการทําซ้ํา และฟงกชัน 0( )f x  
และ 0( )fD x  ที่เกี่ยวของอยูในรูปของปริมาณเชิงปริพันธที่ไมสามารถหาคาเชิงวิเคราะหได
โดยตรง ดังนั้นในงานวิจัยนี้จึงใชวิธีการหาคาปริพันธเชิงตัวเลขดวยวิธีเกาสควอดราเจอร ซึ่งมี
รายละเอียดดังตอไปนี้  

คาปริพันธของฟงกชัน f(x) จาก x = -1 ถึง x = 1 สามารถประมาณจากผลบวก
จํากัดดังสมการ 

( ) ( )
1 n

i i
i 11

f x dx w f
=−

≈ ξ∑∫  (5.7) 

โดยที่ n คือจํานวนตําแหนงปริพันธ (integration points) iξ  คือคาพิกัดของตําแหนงปริพันธ และ 
iw  คือคาน้ําหนักของตําแหนงปริพันธ คาพิกัดและคาน้ําหนักของตําแหนงปริพันธข้ึนอยูกับ

จํานวนตําแหนงปริพันธที่ใชและสามารถหาไดทั่วไปจากวรรณกรรมในอดีต (Chapra และ 
Canale, 2006) ความผิดพลาดที่เกิดจากสมการประมาณ (5.7) ข้ึนอยูกับลักษณะและความ
ซับซอนของฟงกชัน f และจํานวนตําแหนงปริพันธที่ใช สําหรับฟงกชันที่มีความเรียบเพียงพอ 
(sufficiently smooth functions) การประมาณดังกลาวจะมีความถูกตองมากขึ้นเมื่อเพิ่มจํานวน
ตําแหนงปริพันธ นอกจากนี้หาก f เปนฟงกชันพหุนามสมการที่ (5.7) ใหคาปริพันธที่ถูกตองหากใช
จํานวนตําแหนงปริพันธมากพอ (หากใชจํานวนตําแหนงปริพันธเทากับ n จะสามารถหาคาปริพันธ
ของฟงกชันพหุนามไดถูกตองถึงดีกรีที่ 2n-1) 

สําหรับปริมาณเชิงปริพันธที่มีขอบเขตของการหาปริพันธไมเปนไปตามสมการที่ 
(5.7) สามารถใชวิธีการแปลงตัวแปรแบบเชิงเสน (linear variable transformation) ใหอยูใน
รูปแบบที่เหมาะสมดังตอไปนี้ 

( ) ( )
b 1

a 1

b af x dx f x(u) du
2 −

−⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫  (5.8) 
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โดยที่  

b a b ax(u) u
2 2
+ −⎛ ⎞= + ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (5.9) 

อยางไรก็ตามการหาคาปริพันธเชิงตัวเลขดวยวิธีเกาสควอดราเจอรอาจใหคาที่มีความผิดพลาดสูง
หากฟงกชัน f ที่ตองการหาคาปริพันธมีความเรียบต่ําหรือมีความไมตอเนื่องหรือมีความเปนเอก
ฐานที่บางตําแหนงในชวงขอบเขตของการหาคาปริพันธ ถึงแมวามีการเพิ่มจํานวนตําแหนงปริพันธ
มากขึ้นแลวก็ตาม ยกตัวอยางการหาปริมาณปริพันธดังตอไปนี้ 

2

0

1I d
cos

π

= θ
θ∫   (5.10) 

โดยฟงกชันที่ตองการหาคาปริพันธมีความเปนเอกฐานอยางออน (weakly singular) ที่ 2θ = π  
และคาของปริพันธที่ถูกตองถึงทศนิยมตําแหนงที่ 15 คือ I = 2.622057554292120  เมื่อทําการ
ประมาณคาปริมาณปริพันธนี้เดวยวิธีเกาสควอดราเจอรโดยใชจํานวนตําแหนงปริพันธที่แตกตาง
กัน ไดผลดังแสดงในตารางที่ 5.1  

 
ตารางที่ 5.1 คาปริพันธและความคลาดเคลื่อนจากการประมาณปริมาณปริพันธ 

ตามสมการที่ (5.10) ดวยวิธเีกาสควอดราเจอร 
 

จํานวนตาํแหนง
ปริพันธ (n) 

คาปริพันธ I ที่ไดจากวิธีเกาส
ควอดราเจอร 

ความคลาดเคลื่อน 
(%) 

2 2.183561872128296 16.723 
4 2.379330843218034 9.2571 
8 2.493643684963872 4.8974 

10 2.518112450834718 3.9643 
20 2.568823712598441 2.0302 
50 2.600448530003217 0.8241 
100 2.611199343957245 0.4141 
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ถึงแมวาจะทําการเพิม่จํานวนตําแหนงปริพันธมากขึ้น ความคลาดเคลื่อนของคาปรพิันธยังคงมีคา
มาก ในกรณนีี้ตองใชจาํนวนตําแหนงปริพันธสูงถงึ 100 ตําแหนงเพือ่ใหความเคลื่อนมีคานอยกวา 
0.5 เปอรเซ็นต ซึ่งจะพบวาการประมาณคาปริมาณปริพันธของฟงกชนัลักษณะดังกลาวนี้ดวยวิธี
เกาสควอดราเจอรโดยตรงไมเหมาะสมในแงของการคํานวณ เพื่อปรับปรุงใหสามารถใชวธิีเกาส
ควอดราเจอรในการหาคาปริพันธดงักลาวนี้ไดอยางมีประสิทธิภาพจําเปนตองใชเทคนิคการแปลง
ตัวแปร เพื่อใหฟงกชนัที่ตองการหาคาปริพันธไมมีความเปนเอกฐานภายในขอบเขตของการหาคา
ปริพันธดงัแสดงในหวัขอถัดไป 

5.2.3 เทคนิคการแกปญหาปริพันธเชิงเอกฐาน 

ปริมาณปริพันธสวนใหญที่ปรากฎในสมการกํากับที่พัฒนาขึ้นในบทที่ 3 และบทที่ 
4 เปนปริมาณปริพันธเอกฐานอยางออน ดังนั้นจึงจําเปนตองปรับปรุงวิธีเกาสควอดราเจอรเพื่อให
สามารถคํานวณปริมาณปริพันธดังกลาวไดอยางถูกตองและประหยัดเวลาในการคํานวณ โดย
เทคนิคที่ใชคือ การแปลงตัวแปรที่เหมาะสมเพื่อเปลี่ยนฟงกชันเชิงเอกฐานใหกลายเปนฟงกชัน
ปกติ (regular functions) โดยอาศัยจาโคเบียนของการแปลง (Jacobean of transformation) ใน
การกําจัดสวนของฟงกชันที่มีความเปนเอกฐาน เพื่อใหเขาใจหลักการดังกลาวไดงายขึ้น พิจารณา
ปริมาณปริพันธเชิงเอกฐานในสมการที่ (5.10) โดยเลือกใชการแปลงตัวแปรดังตอไปนี้ 

2

2
π

θ = −β                   (5.11) 

จาโคเบียนของการแปลงดงักลาวคือ 

d 2
d
θ
= − β

β
                  (5.12) 

โดยใชการแปลงตัวแปรตามสมการที ่(5.11) ปริมาณปริพันธในสมการที่ (5.10) เขียนใหมไดเปน 

/ 2

2
0

2I d
sin( )

π β
= β

β
∫                  (5.13) 

จากสมการที่ (5.13) จะพบวาฟงกชันที่ตองการหาอนุพันธเปนฟงกชันปกติในชวงขอบเขตของการ
หาปริพันธ ตารางที่ 5.2 แสดงคาปริพันธและความคลาดเคลื่อนที่ไดจากการหาคาปริพันธจาก
สมการที่ (5.13) ดวยวิธีเกาสควอดราเจอร ผลที่ไดแสดงใหเห็นวาเมื่อใชเทคนิคการแปลงตัวแปร
เพื่อกําจัดความเปนเอกฐานของฟงกชันที่ตองการหาปริพันธกอนคาปริพันธเชิงตัวเลขที่ไดจากวิธี
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เกาสควอดราเจอรมีความถูกตองกวากรณีที่ใชวิธีเกาสควอดราเจอรโดยตรงโดยไมใชเทคนิคการ
แปลงตัวแปร 

 
ตารางที่ 5.2 คาปริพันธและความคลาดเคลื่อนจากการประมาณปริมาณปริพันธ 

ตามสมการที่ (5.13) ดวยวิธเีกาสควอดราเจอร 
 

จํานวนตาํแหนง
ปริพันธ (n) 

คาปริพันธ I ที่ไดจาก 
วิธีเกาสควอดราเจอร 

ความคลาดเคลื่อน 
(%) 

2 2.614583830114627 0.2850 
4 2.622016613548586 0.001561 
8 2.622057552479986 6.911×10-8 

10 2.622057554279322 4.881×10-10 
20 2.622057554292030 3.421×10-12 

 
การแกปญหาปริพันธเชิงเอกฐานที่ปรากฎในของสมการกํากับที่ใชในงานวิจัยนี้อาศัยหลักการ
คลายกัน คือใชเทคนิคการแปลงตัวแปรจนกระทั่งฟงกชันสุดทายที่ตองการหาคาปริพันธเปน
ฟงกชันปกติ ยกตัวอยางเชน ปริมาณปริพันธเชิงเอกฐานที่ปรากฎในสมการที่ (3.25) ดังตอไปนี้ 

( ) ( )

Z

* *n 10 x Z y Z

1I  d
ˆ ˆf cos cos f sin sin

θ

+
= θ

θ − θ + θ − θ
∫   (5.14) 

ฟงกชันที่ตองการหาคาปริพันธมีความเปนเอกฐานที่ตําแหนง Zθ = θ  เพื่อกําจัดความเปนเอก
ฐานดังกลาว ทําการแปลงตัวแปรดังแสดงในหัวขอที่ 3.1.2 โดยกําหนดให * *2 *2

s x y
ˆ ˆ ˆf f f= + , 

* *
0 x s

ˆ ˆcos f fθ = , * *
0 y s

ˆ ˆsin f fθ = , * *
0 x s

ˆ ˆcos f fθ =  และ ( )0θ = π− θ −θ , ( )sin 2 psinθ = φ  
โดยที่ Zp sin( / 2)= θ  และ ( )Z 0 Zθ = π− θ −θ  สมการที่ (5.14) สามารถจัดรูปใหมไดเปน 

( )0

/2 n 1 n

1 n 2 2*n 1
s

2 1I  d
ˆ 1 p sinf pcos

π +

−+φ

= φ
− φφ

∫   (5.15) 
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โดยที่ ( )( )0 0psin 2φ = π−θ  จากสมการที่ (5.15) พบวาในกรณีวัสดุยืดหยุนเชิงเสน ( )n 1=

ฟงกชันที่ตองการหาคาปริพันธเปนฟงกชันปกติและปริมาณปริพันธ I สามารถหาคาไดถูกตองดวย
วิธีเกาสควอดราเจอร แตในกรณีวัสดุยืดหยุนไรเชิงเสน ( )0 n 1< <  ฟงกชันที่ตองการหาคา
ปริพันธยังคงมีความเปนเอกฐานที่ / 2φ = π  เนื่องจากพจน ( )1 ncos −φ  ที่ยังคงปรากฎอยูใน
สมการ ทําใหปริมาณปริพันธ I ดังกลาวยังไมสามารถหาคาเชิงตัวเลขไดอยางมีประสิทธิภาพดวย
วิธีเกาสควอดราเจอร เพื่อแกปญหาดังกลาวนี้ทําการแปลงตัวแปรเพิ่มเติมโดยกําหนดให  

( )2
απ − φ = β  โดยที่ α  คือคาคงที่ โดยอาศัยการแปลงนี้ สมการที่ (5.15) สามารถจัดรูปใหมได

เปน 

( )
1n 1 n

1 n 2 2*0 n 1
s

2 1I  d
ˆ 1 p cosf psin

β −α+ α

− αα+

β
= β

α − ββ
∫   (5.16) 

โดยที่ ( )0 / 2 αβ = π −φ  เพื่อกําจัดพจนที่เปนเอกฐาน เลือกคาคงที่ α  ดังนี้คือ 2n /(n 1)α = +  
เมื่อแทนคา α  ดังกลาวลงในสมการที่ (5.16) จะได 

( )
1 n

n 12n
n 1

n 1* 1 n 2nn 1 2 2 n 12n0s

1 (n 1) 1I  d
nˆ sin2f p 1 p cos

−
β +

+
+−+ +

⎛ ⎞β+ ⎜ ⎟= β
⎜ ⎟β⎝ ⎠ − β

∫   (5.17) 

จากสมการที่ (5.17) จะพบวา ฟงกชันสุดทายที่ทําการหาปริพันธเปนฟงกชันปกติ ตารางที่ 3.3 
แสดงคาและความคลาดเคลื่อนที่ไดจากการหาคาปริพันธ I จากสมการที่ (5.14) และ สมการที่ 
(5.17) ดวยวิธีเกาสควอดราเจอรโดยใชจํานวนตําแหนงปริพันธตางๆกัน จากผลการทดลองเชิง
ตัวเลขดังกลาวจะพบวา การนําเทคนิคการแปลงตัวแปรที่เหมาะสมมาใชทําใหสามารถหาคา
ปริพันธเชิงตัวเลขของปริพันธเอกฐานแบบออนไดอยางถูกตองและประหยัดเวลาในการคํานวณ 
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ตารางที่ 5.3 คาปริพันธและความคลาดเคลื่อนจากการประมาณปริมาณปริพันธ 
ตามสมการที่ (5.14) และสมการที ่(5.17) ดวยวิธีเกาสควอดราเจอรโดยที่ความคลาดเคลื่อน
คํานวณเทียบกับคาปริพนัธที่ไดจากสมการ (5.17) ที่จํานวนตําแหนงปริพันธเทากับ 100  

โดยที่ *
yf̂ 1= , *

xf̂ 0= , Z 1.5θ = และ n = 0.4 
 
จํานวน
ตําแหนง
ปริพันธ 

(n) 

คาปริพันธ I 
จากสมการ (5.14) 

ความคลาด
เคลื่อน (%) 

คาปริพันธ I 
จากสมการ (3.20) 

ความคลาด
เคลื่อน (%) 

2 5.906269491887838 63.838 16.751426693082063 2.5621 
4 8.808178114483901 46.071 16.213625385733899 0.73064 
8 11.159732497767576 31.674 16.333978115452563 6.2272×10-3 

10 11.756318134490320 28.021 16.332262222792156 4.2784×10-3 
20 13.217592880547475 19.074 16.332962040440794 6.2096×10-6 
50 14.473041244917939 11.387 16.332961026229981 2.0664×10-11 
100 15.077890759954402 7.6843 16.332961026226606 - 

 
 
เทคนิคการแปลงตัวแปรดังกลาวสามารถนําไปใชในการหาคาปริพันธเชิงเอกฐานที่ปรากฎใน
สมการที่ (3.26) และสมการที่ (3.27) ไดเชนเดียวกัน  
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บทที่  6 
 

การทวนสอบและผลเฉลยเชิงตัวเลข 

 

 

เนื้อหาสวนแรกของบทนี้กลาวถึงการทวนสอบผลเฉลยที่ไดจากการวิเคราะห โดย
การทวนสอบที่แสดงประกอบดวยการทวนสอบกับผลเฉลยแมนตรงในกรณีที่ปญหามผีลเฉลยแมน
ตรง และการทวนสอบดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขอื่นที่เชื่อถือไดในกรณีปญหาที่มีความซับซอนมาก
ข้ึนและไมสามารถหาผลเฉลยแมนตรงได เพื่อยืนยันความถูกตองของระเบียบวิธีที่พัฒนาขึ้น และ
สวนทายของบทกลาวถึงผลที่ไดจากการวิเคราะหปญหาคานยื่นและคานที่มีฐานรองรับอยางงาย
ในกรณีตางๆเพื่อศึกษาอิทธิพลของความไรเชิงเสนเชิงวัสดุ 

 

6.1 การทวนสอบ 

การตรวจสอบความถูกตองของระเบียบวิธีที่พัฒนาขึ้นแบงเปน 2 สวน คือ การ
ทวนสอบดวยผลเฉลยแมนตรง และการทวนสอบดวยผลเฉลยเชิงตัวเลขจากระเบียบวิธิเชิงตัว
เลขที่นาเชื่อถือ โดยการทวนสอบทั้งหมดเปนการทวนสอบเฉพาะผลเฉลยของการเปลี่ยนรูปราง
ของโครงสรางเทานั้น 

6.1.1 การทวนสอบดวยผลเฉลยแมนตรง 

ผลเฉลยแมนตรงของปญหาความโคงมากมีอยูคอนขางนอยเนื่องจากความ
ซับซอนของปญหาที่เกิดจากความไรเชิงเสนเชิงเรขาคณิต ผลเฉลยสวนใหญมักเขียนอยูในรูปของ
ปริพันธเชิงวงรีหรือในรูปปริพันธที่ใกลเคียงกันซึ่งไมสามารถหาคาปริพันธไดโดยตรง ผลเฉลยแมน
ตรงที่อยูในรูปของฟงกชันอยางงายสามารถพบไดในกรณีที่คาโมเมนตดัดตลอดความยาวคานมี
คาคงที่เทานั้น กลาวคือไมมีแรงในแนวราบและแนวดิ่งกระทําตอคาน ตัวอยางเชน ในคานยื่นรับ
โมเมนตดัดกระทําที่ปลาย หรือในกรณีคานที่มีฐานรองรับอยางงายรับโมเมนตดัดขนาดเทากัน
กระทําในทิศทางตรงขามที่ปลายคานทั้งสองโดยไมมีแรงกระทําในแนวราบ เปนตน 
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6.1.1.1 คานยื่นรับโมเมนตดัดที่ปลายอิสระ 

พิจารณาคานยื่นรับโมเมนตดัด ML ที่ปลายอิสระ ดังแสดงในรูปที่ 6.1  

 
รูปที่ 6.1 คานยื่นความยาว L รับโมเมนตดัด ML ที่ปลายอิสระ 

 

ผลเฉลยแมนตรงสําหรับปญหานี้สามารถหาไดโดยพิจารณาสมการที่ (3.17)-(3.19) สําหรับวัสดุที่
มีพฤติกรรมตามแบบจําลองที่ 1 และสมการที่ (3.108)-(3.110) สําหรับวัสดุที่มีพฤติกรรมตาม
แบบจําลองที่ 2 (โดยพิจารณาคาโมเมนตดัดที่กระทํามีคามากกวาคาโมเมนตดัดที่พิกัดแปรผัน
ตรง)  

ผลเฉลยแมนตรงสําหรับคามุมหมุน *θ  คาการขจัดในทิศทางดิ่ง *v̂  และ
คาการขจัดในทิศทางราบ *û  ที่ตําแหนง *ξ  ใดๆภายในคาน 

( )
1

* * *n
pˆ m̂θ = κ ξ      (6.1) 

( )
*

*
1

* n
p

1 cosv̂
ˆ m̂

− θ
=
κ

  (6.2) 

( )
*

* *
1

* n
p

sinû
ˆ m̂

θ
= − ξ
κ

  (6.3) 

รูปที่ 6.2 แสดงเสนโคงการโกงตัวของคานยื่นที่คาโมเมนตดัดบรรทัดฐาน *m̂ 1.4=  และคา n และ 
pκ̂  ตางๆกัน โดยที่ pˆ 0.1κ =  แทนคานยื่นที่มีความแข็งเกร็งสูง สวน pˆ 1κ =  แทนคานยื่นที่มี

ความออนตัวสูง จากการเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง พบวาผลเฉลยเชิงตัวเลขที่ไดจาก
ระเบียบวิธีพัฒนาขึ้นมีความถูกตองสูงสําหรับทุกคา n และ pκ̂  นอกจากนี้ยังพบวาความโคงของ
คานมีคามากขึ้นเมื่อ n มีคาลดลงเมื่อพิจารณาที่คา pκ̂  เดียวกัน 

y

LM

xL
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รูปที่ 6.2 เสนโคงการโกงตัวของคานยืน่รับโมเมนตดัดที่ปลายอิสระ สําหรับวัสดุทีม่ีพฤติกรรมตาม

แบบจําลองที่ 1 

 
สําหรับวัสดุที่มีพฤติกรรมตามแบบจําลองที่ 2 สามารถหาคาผลเฉลย

แมนตรงสําหรับคามุมหมุน *θ  คาการขจัดในทิศทางดิ่ง *v̂  และคาการขจัดในทิศทางราบ *û  ที่
ตําแหนง *ξ  ใดๆภายในคานไดดังนี้ 

1
* n

* *
p

m̂ aˆ
b

⎛ ⎞−
θ = κ ξ⎜ ⎟

⎝ ⎠
     (6.4) 

1 *n
*

*
p

b 1 cosv̂
ˆ ˆm a

− θ⎛ ⎞= ⎜ ⎟− κ⎝ ⎠
  (6.5) 

1 *n
* *

*
p

b sinû
ˆ ˆm a

θ⎛ ⎞= −ξ⎜ ⎟− κ⎝ ⎠
  (6.6) 

รูปที่ 6.3 แสดงเสนโคงการโกงตัวของคานยื่นที่คาโมเมนตดัดบรรทัดฐาน *m̂ 2=  และคา n และ 
pκ̂  ตางๆกัน จากการเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงพบวาผลเฉลยเชิงตัวเลขที่ไดจากระเบียบวิธี

พัฒนาขึ้นมีความถูกตองสูงสําหรับทุกคา n และ pκ̂  นอกจากนี้ยังพบวาความโคงของคานมีคา
มากขึ้นเมื่อ n มีคาลดลงเมื่อพิจารณาที่คา pκ̂  เดียวกัน 

x L  

y L  
n = 0.2 

n = 0.4 

n = 0.6 
n = 0.8 

n = 1

n = 0.4 

n = 0.2 

n = 0.6 
n = 0.8 

n = 1 

ผลเฉลยแมนตรง 
ผลเฉลยจากระเบยีบวิธีที่นําเสนอ ( )pˆ 1κ =  
ผลเฉลยจากระเบยีบวิธีที่นําเสนอ ( )pˆ 0.1κ =  
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รูปที่ 6.3 เสนโคงการโกงตัวของคานยืน่รับโมเมนตดัดที่ปลายอิสระ สําหรับวัสดุทีม่ีพฤติกรรมตาม
แบบจําลองที่ 2 

 

6.1.1.2 คานที่มีฐานรองรบัอยางงายรบัโมเมนตดัดที่ปลายทั้งสอง 

พิจารณาคานที่มีฐานรองรับอยางงายรับโมเมนตดัดขนาดเทากันทั้งสอง
ปลายมีทิศทางตรงขาม ดังแสดงในรูปที่ 6.4 ในกรณีพิเศษนี้ 1 pm̂ M m= −  และ 2 pm̂ M m=  

 

 
รูปที่ 6.4 คานที่มีฐานรองรับอยางงายรับโมเมนตดัดขนาดเทากันทัง้สองปลาย 

และม ีทิศทางตรงกันขาม  
 

แรงปฎิกิริยาทีฐ่านรองรับทั้งสองของคานสามารถหาไดจากสมการที ่(4.17)-(4.19) คือ  

X 

Y 

MM L

n = 0.6 

n = 0.4 

n = 1 

n = 0.2
n = 0.4

n = 0.6 
n = 0.8 

x L  

y L  

n = 0.2 

n = 0.8 

n = 1 

ผลเฉลยแมนตรง 
ผลเฉลยจากระเบยีบวิธีที่นําเสนอ 

( )pˆ 0.1κ =  
( )pˆ 1κ =  

ผลเฉลยจากระเบยีบวิธีที่นําเสนอ 
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*
x1 x

ˆ ˆf f 0= − =                                             (6.7) 

1 2
y1

ˆ ˆm mf̂ 0
d̂
+

= =                                 (6.8) 

1 2
y2

ˆ ˆm mf̂ 0
d̂
+

= − =                               (6.9) 

จากสมการที่ (6.7)-(6.9) จะไดวาแรงภายในในทิศทางดิ่งและทิศทางราบที่ทุกหนาตัดคานมีคา
เทากับศูนย ( )x y

ˆ ˆf 0, f 0= =   

สําหรับวัสดุที่มีพฤติกรรมตามแบบจําลองที่ 1 เมื่อแทนคา xf̂ 0=  และ 
yf̂ 0=  ลงในสมการที่ (4.13)-(4.14) และทําการหาปริพันธโดยตรงตลอดความยาวคาน จะได
สมการกํากับดังนี้ 

( )
1

n
2 1 p 2ˆ m̂θ −θ = κ   (6.10) 

1 2cos cos 0θ − θ =   (6.11) 

จากนั้นทําการหาคามุมหมุนที่ปลายทั้งสองของคานจากสมการที่ (6.10) และ (6.11) สวนการขจัด
ที่ตําแหนงใดๆบนคานสามารถหาไดจากสมการที่ (4.20)-(4.22) ซึ่งเมื่อทําการหาปริพันธโดยตรง
จากปลายดานซายจนถึงจุดใดๆ ( )* *x Lξ =  จะไดคามุมหมุน *θ  การขจัดในทิศทางดิ่ง *v̂  และ
การขจัดในทิศทางราบ *û  ดังนี้ 

( )
1* *n

p 2 1ˆ m̂θ = κ ξ + θ    (6.12) 

( )

*
* 1

1
n

p 2

cos cosv̂
ˆ m̂

θ − θ
=

κ
  (6.13) 

( )

*
* *1

1
n

p 2

sin sinû
ˆ m̂

θ − θ
= − ξ

κ
  (6.14) 

เสนโคงการโกงตัวที่ไดจากผลเฉลยแมนตรงในกรณีนี้แสดงดังในรูปที่ 6.5 โดยพิจารณาคาโมเมนต
ดัดบรรทัดฐานที่ปลายทั้งสองมีคาเทากับ 1 2ˆ ˆm m 1.5= − = −  และ { }n 0.3,0.6,0.9∈  และ 

{ }pˆ 0.1,1κ ∈  จากรูปที่ 6.5 พบวาผลเฉลยเชิงตัวเลขที่ไดจากระเบียบวิธีที่พัฒนาขึ้นมีคาตรงกับ
ผลเฉลยแมนตรงในทุกกรณี 
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รูปที่ 6.5 เสนโคงการโกงตัวของคานที่มีฐานรองรับอยางงายที่รับโมเมนตดัดที่ปลายทั้งสอง 
สําหรับวัสดุทีม่ีพฤติกรรมตามแบบจําลองที ่1 

 

สําหรับวัสดุที่มีพฤติกรรมตามแบบจําลองที่ 2 เมื่อแทนคา xf̂ 0=  และ 
yf̂ 0=  ลงในสมการที่ (4.110)-(4.111) จะไดสมการกํากับเปนดังนี้ 

( )
1
n

2 1 p 2ˆ m̂ a bθ −θ = κ −⎡ ⎤⎣ ⎦   (6.15) 

1 2cos cos 0θ − θ =   (6.16) 

คามุมหมุนที่ปลายทั้งสองของคานหาไดจากสมการ (6.15) และ (6.16) สวนคามุมหมุน *θ  การ
ขจัดในทิศทางดิ่ง *v̂  การขจัดในทิศทางราบ *û  ที่จุด * *x Lξ =  ใดๆภายในคาน หาไดจาก
สมการตอไปนี้ 

( )
1

* *n
p 2 1ˆ m̂ a bθ = κ − ξ + θ⎡ ⎤⎣ ⎦    (6.17) 

( )

*
* 1

1
n

p 2

cos cosv̂
ˆ m̂ a b

θ − θ
=
κ −⎡ ⎤⎣ ⎦

  (6.18) 

x L  

y L  
n = 0.9 

n = 0.3 n = 0.6

n = 0.3 

n = 0.6 n = 0.9

ผลเฉลยแมนตรง 
ผลเฉลยจากระเบยีบวิธีที่นําเสนอ 

( )pˆ 0.1κ =  
( )pˆ 1κ =  

โครงสรางกอนโกงตัว 

ผลเฉลยจากระเบยีบวิธีที่นําเสนอ 
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( )

*
* *1

1
n

p 2

sin sinû
ˆ m̂ a b

θ − θ
= −ξ
κ −⎡ ⎤⎣ ⎦

  (6.19) 

เสนโคงการโกงตัวจากผลเฉลยแมนตรงในกรณีนี้แสดงดังรูปที่ 6.6 โดยพิจารณาคาโมเมนตดัด
บรรทัดฐานที่ปลายทั้งสองเทากับ 1 2ˆ ˆm m 2= − = −  และ { }n 0.3,0.6,0.9∈  และ { }pˆ 0.1,1κ ∈  
จากรูปที่ 6.6 พบวาผลเฉลยเชิงตัวเลขที่ไดจากระเบียบวิธีที่พัฒนาขึ้นมีคาตรงกับผลเฉลยแมนตรง
เชนเดียวกับกรณีแบบจําลองที่ 1 

 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

 

รูปที่ 6.6 เสนโคงการโกงตัวของคานที่มีฐานรองรับอยางงายที่รับโมเมนตดัดที่ปลายทั้งสอง 
สําหรับวัสดุทีม่ีพฤติกรรมตามแบบจําลองที ่2 

 

จากตัวอยางที่นําเสนอขางตนพบวาระเบียบวิธีที่พัฒนาข้ึนใหผลเฉลยที่มีความถูกตองสูงเมื่อ
เปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง แตเนื่องจากกรณีที่สามารถหาผลเฉลยแมนตรงไดมีอยูคอนขาง
จํากัด ดังนั้นการทวนสอบในกรณีอ่ืนๆที่ไมสามารถหาผลเฉลยแมนตรงไดจึงจําเปนตองทวนสอบ
กับผลเฉลยเชิงตัวเลขที่ไดจากระเบียบวิธีเชิงตัวเลขอื่นๆที่เชื่อถือได 

 

 

n = 0.9 
n = 0.3 

n = 0.6

n = 0.3 

n = 0.6 n = 0.9 

x L  

y L  

ผลเฉลยแมนตรง 
ผลเฉลยจากระเบยีบวิธีที่นําเสนอ 

( )pˆ 0.1κ =  
( )pˆ 1κ =  

โครงสรางกอนโกงตัว 

ผลเฉลยจากระเบยีบวิธีที่นําเสนอ 
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6.1.2 การทวนสอบดวยผลเฉลยจากระเบียบวธิีเชงิตัวเลข 

การทวนสอบในกรณีอ่ืนนอกจากที่กลาวในหัวขอที่ 6.1.1 ใชผลเฉลยเชิงตัวเลข
อางอิงที่ไดจากงานวิจัยที่ผานมาหรือจากระเบียบวิธีไฟไนตอิลิเมนต ดังแสดงในกรณีตางๆ ตอไปนี้ 

6.1.2.1 ปญหาคานยื่นที่ทาํมาจากวัสดุชนิดลัดวิครบัแรงกระทาํใน
แนวดิ่งที่ปลายอิสระ 

ความสัมพันธระหวางโมเมนตดัดและความโคงทีห่นาตดัตามแบบจําลอง
ที่ 1 เกิดจากวัสดุทีม่ีความสัมพนัธระหวางความเคนและความเครยีดแบบกําลังหรือเปนวัสดุชนิด
ลัดวิค ซึ่งมีความสัมพันธระหวางความเคน ( )σ  และความเครียด ( )ε  ดังนี้  

nEσ = ε    (6.20) 

โดยที่ E และ n เปนคาคงที่ของวัสดุ เมื่อพิจารณาหนาตัดคานที่มีความกวาง b และความลึก h จะ
สามารถหาความสัมพันธระหวางโมเมนตดัดและความโคงของหนาตัด ไดดังนี้ 

( )
( )

n 2
n2Eb h 2

M
n 2

+

= κ
+

  (6.21) 

โดยการเปรียบเทียบกับความสัมพันธระหวางโมเมนตดัดและความโคงตามแบบจําลองที่ 1 พบวา 
pκ  และ mp มีความสัมพันธกับ E, b, n และ h ดังนี้ 

p 2 hκ =   (6.22) 

( )
( )

2

p

2Eb h 2
M

n 2
=

+
  (6.23) 

Lewist และ Monasa (1980) ไดทําการศึกษาคานยื่นรับแรงกระทําที่ปลายอิสระ โดยที่คานทํามา
จากทองแดงซึ่งมีความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียดเปน 0.46366500σ = ε  ผลเฉลย
เชิงตัวเลขของมุมหมุน การขจัดในทิศทางดิ่งและราบที่ปลายอิสระที่นําเสนอโดย Lewist และ 
Monasa (1980) ไดถูกนํามาใชเปนผลเฉลยอางอิงและเปรียบเทียบกับผลเฉลยที่ไดจากระเบียบวิธี
ที่พัฒนาขึ้นดังแสดงในตารางที่ 6.1-6.3 โดยทําการเปรียบเทียบผลเฉลยที่สัดสวน ( )n 1 n

nL K+  

ตางๆกัน โดยที่ ( ) ( )( )( )
1

n 2 * n
n yK 2bE h 2 n 2 f+= +  และ *

yf  คือแรงกระทําในแนวดิ่งที่ปลาย
อิสระ และผลตางของผลเฉลยคํานวณไดจากสมการตอไปนี้ 
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ผลตาง (%) c o oR R 100 R= − ×   (6.24) 

โดยที่ Rc คือผลเฉลยที่ไดจากระเบียบวิธีที่พัฒนาขึ้นและ Ro คือผลเฉลยจากงานวิจัยของ Lewist 
และ Monasa (1980) 
 

ตารางที่ 6.1 ผลเฉลยของมุมหมุนที่ปลายคานยืน่ที่ทาํมาจากทองแดง โดยเปรียบเทยีบผลเฉลยที่
ไดจากระเบียบวิธีทีพ่ัฒนาขึน้และผลเฉลยของ Lewist และ Monasa (1980) 

 

( )n 1 n

n

L
K

+

 
( )L 2θ π  

ผลเฉลยจากงานวิจัยของ 
Lewist และ Monasa (1980) 

ผลเฉลยจากระเบียบวธิีที่
พัฒนาขึ้น ผลตาง (%) 

0.25 0.05009 0.05011 3.69×10-2 
0.50 0.09864 0.09866 2.38×10-2

0.75 0.14443 0.14446 1.92×10-2

1.00 0.18675 0.18678 1.61×10-2

2.00 0.32039 0.32042 9.24×10-3

3.00 0.41049 0.41052 7.89×10-3

4.00 0.47437 0.47440 5.91×10-3 
5.00 0.52222 0.52225 4.80×10-3

6.00 0.55967 0.55969 2.68×10-3

7.00 0.58995 0.58998 4.33×10-3

8.00 0.61511 0.61512 2.02×10-3

9.00 0.63642 0.63643 1.38×10-3

10.00 0.65477 0.65478 1.54×10-3

 
 
จากผลการเปรียบเทียบตามตารางที่ 6.1 พบวาผลเฉลยที่ไดจากระเบียบวิธีที่พัฒนาขึ้นมีความ
ใกลเคียงกับผลเฉลยจากงานวิจัยของ Lewist และ Monasa (1980) โดย มีความแตกตางไมเกิน
รอยละ 0.04 นอกจากนี้ยังพบวาผลตางของผลเฉลยมีคาลดลงเมื่อคาของสัดสวน ( )n 1 n

nL K+  มี
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คามากขึ้น การลดลงของผลตางของผลเฉลยสามารถพบไดเชนเดียวกับในกรณีของการขจัดใน
ทิศทางดิ่งที่ปลายคาน ดังแสดงในตารางที่ 6.2 สําหรับในกรณีนี้ผลตางของผลเฉลยมีคาไมเกิน
รอยละ 0.035  

 

ตารางที่ 6.2 ผลเฉลยของการขจัดในแนวดิง่ที่ปลายคานยื่นที่ทาํมาจากทองแดง โดยเปรียบเทยีบ
ผลเฉลยที่ไดจากระเบียบวิธทีี่พัฒนาข้ึนและผลเฉลยของ Leswist และ Monasa (1980) 

 

( )n 1 n

n

L
K

+

 
Lv L  

ผลเฉลยจากงานวิจัยของ 
Lewist และ Monasa (1980) 

ผลเฉลยจากระเบียบวธิีที่
พัฒนาขึ้น ผลตาง (%) 

0.25 0.05973 0.05975 3.38×10-2 
0.50 0.11741 0.11743 1.69×10-2

0.75 0.17142 0.17144 1.38×10-2

1.00 0.22085 0.22088 1.17×10-2

2.00 0.37235 0.37238 7.84×10-3

3.00 0.46910 0.46912 3.82×10-3

4.00 0.53433 0.53435 3.44×10-3 
5.00 0.58115 0.58116 8.54×10-4

6.00 0.61646 0.61647 8.33×10-4

7.00 0.64414 0.64415 1.75×10-3

8.00 0.66652 0.66652 2.50×10-4

9.00 0.68503 0.68503 4.00×10-4

10.00 0.70065 0.70065 2.52×10-4

 

สําหรับผลเฉลยของการขจัดในแนวราบที่ปลายอิสระดังแสดงในตารางที่ 6.3 พบวาผลตางระหวาง
ผลเฉลยทั้งสองมีคาไมเกินรอยละ 0.06 ยกเวนในกรณีที่ ( )n 1 n

nL K 0.50+ =  ผลตางระหวางผล
เฉลยทั้งสองมีคาประมาณรอยละ 2.67  
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ตารางที่ 6.3 ผลเฉลยของการขจัดในแนวราบที่ปลายคานยืน่ทีท่ํามาจากทองแดง โดยเปรียบเทยีบ
ผลเฉลยที่ไดจากระเบียบวิธทีี่พัฒนาข้ึนและผลเฉลยของ Lewist และ Monasa (1980) 

 

( )n 1 n

n

L
K

+

 
Lu L  

ผลเฉลยจากงานวิจัยของ 
Lewist และ Monasa (1980) ผลเฉลยจากเทคนิคทีน่าํเสนอ ผลตาง (%) 

0.25 0.00203 0.00203 5.52×10-2 
0.50 0.00766 0.00787 2.67
0.75 0.01685 0.01686 3.72×10-2

1.00 0.02814 0.02815 3.27×10-2

2.00 0.08241 0.08242 1.76×10-2

3.00 0.13468 0.13470 1.30×10-2

4.00 0.17925 0.17926 6.76×10-3 
5.00 0.21668 0.21669 6.11×10-3

6.00 0.24839 0.24841 6.49×10-3

7.00 0.27562 0.27563 5.22×10-3

8.00 0.29931 0.29932 3.99×10-3

9.00 0.32017 0.32017 1.47×10-3

10.00 0.33871 0.33872 3.86×10-3

 
 

จากผลการเปรียบเทียบในตารางที่ 6.1-6.3 พบวาผลเฉลยที่ไดจากระเบียบวิธีที่พัฒนาขึ้นมีความ
ถูกตองสูงเมื่อทวนสอบกับผลเฉลยอางอิงจากงานวิจัยในอดีตในกรณีคานยื่นที่มีแรงกระทําที่
ปลายอิสระ  

6.1.2.2 คานยื่นที่ทําจากวสัดุที่มีพฤตกิรรมตามแบบจําลองที่ 2 

จากการทวนสอบงานวิจัยในอดีตไมพบงานวิจัยใดที่ใชความสัมพันธ
ระหวางโมเมนตดัดและความโคงตามแบบจําลองที่ 2 ในการวิเคราะหแบบความโคงมากของคาน
ยื่น ดังนั้นในการทวนสอบผลเฉลยสําหรับปญหาคานยื่นที่ทํามาจากวัสดุตามแบบจําลองที่ 2 จึง
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จําเปนตองใชผลเฉลยที่ไดจากระเบียบวิธีไฟไนตอิลิเมนทเปนผลเฉลยอางอิง โดยทําการทวนสอบ
ทั้งในกรณีที่เกิดจุดดัดกลับภายในคานและในกรณีที่เกิดจุดดัดกลับที่ปลายอิสระ  

สําหรับกรณีที่เกิดจุดดัดกลับภายในคาน พิจารณาคานยื่นรับแรงกระทํา
และโมเมนตกระทําที่ปลายอิสระเทากับ * *

x y
ˆ ˆf 1, f 8= − = −  และ *m̂ 3=  เสนโคงการโกงตัวของ

คานที่ไดจากการวิเคราะหโดยระเบียบวิธีที่พัฒนาขึ้นและจากระเบียบวิธีไฟไนตอิลิเมนตแสดงดัง
รูปที่ 6.7 สําหรับ { }n 0.1,0.4,0.7,1∈  และ { }pˆ 0.1,1κ ∈   

 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6.7 เสนโคงการโกงตัวของคานยืน่ในกรณีที่จุดดัดกลับเกิดขึ้นภายในคาน 
 

จากผลที่ไดพบวาเสนโคงการโกงตัวของคานยื่นที่ไดจากการวิเคราะหดวยระเบียบวิธีที่พัฒนาขึ้น
และระเบียบวิธีไฟไนตอิลิเมนทนั้นมีคาใกลเคียงกัน ความแตกตางระหวางผลเฉลยทั้งสองมีคา
มากที่สุดในกรณีที่ n 0.1=  และ pˆ 0.1κ =   

สําหรับกรณีที่คานมีจุดดัดกลับที่ปลายอิสระ พิจารณาคานรับแรงกระทํา
ที่ปลายเทากับ *

xf̂ 1=  และ *
yf̂ 6= −  เสนโคงการโกงตัวที่ไดจากการวิเคราะหดวยระเบียบวิธีที่

พัฒนาข้ึนและวิธีไฟไนตอิลิเมนต แสดงในรูปที่ 6.8 สําหรับ { }n 0.1,0.4,0.7,1∈  และ 
{ }pˆ 0.1,1κ ∈  

n = 0.1 
n = 0.4 

n = 0.7 
n = 1 

n = 0.1 

n = 0.4 
n = 0.7 

n = 1 

y L  

x L  

( )pˆ 1κ =  
( )pˆ 0.1κ =  

ผลเฉลยจากระเบยีบวิธีที่นําเสนอ 
ผลเฉลยที่ไดจาก  FEM 

ผลเฉลยจากระเบยีบวิธีที่นําเสนอ 
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รูปที่ 6.8 เสนโคงการโกงตัวของคานยืน่ในกรณีที่จุดดัดกลับเกิดขึ้นที่ปลายอิสระ 
 

จากผลที่นําเสนอในรูปที่ 6.8 พบวาเสนโคงการโกงตัวของคานยื่นที่ไดจากทั้งสองวิธีมีคาใกลเคียง
กันมากโดยที่ความแตกตางระหวางผลเฉลยทั้งสองไมมีนัยสําคัญ จากการทวนสอบนี้แสดงใหเห็น
วาในกรณีคานยื่นที่ทํามาจากวัสดุตามแบบจําลองที่ 2 ระเบียบวิธีที่พัฒนาขึ้นใหผลเฉลยที่มีความ
ถูกตองสูงเมื่อเปรียบเทียบกับผลเฉลยอางอิงที่ไดจากการวิเคราะหดวยระเบียบวิธีไฟไนตอิลิเมนท
ที่เชื่อถือได 

6.1.2.3 คานที่มีฐานรองรบัอยางงายทีท่ําจากวสัดุทีม่ีพฤติกรรม
ตามแบบจําลองที่ 2 

พิจารณาคานที่มีฐานรองรับอยางงายที่ทําจากวัสดุที่มีพฤติกรรมตาม
แบบจําลองที่ 2 และรับแรงกระทําและโมเมนตดัดกระทําที่ปลายทั้งสองเทากับ 1m̂ 3.5= , 

2m̂ 3.5=  และ *
xf̂ 0.5= −  สําหรับแรงและโมเมนตกระทําดังกลาวสงผลใหเกิดจุดดัดกลับเกิดขึ้น

ภายในคาน เสนโคงการโกงตัวสําหรับกรณีนี้ที่ไดจากการวิเคราะหดวยระเบียบวิธีที่พัฒนาขึ้นและ
ระเบียบวิธีไฟไนตอิลิเมนตแสดงในรูปที่ 6.9 สําหรับ { }n 0.1,0.4,0.7,1∈  และ { }pˆ 0.1,1κ ∈  

  
 
 

y L  

x L  

n = 0.1 

n = 0.4 

n = 0.7 

n = 1 

n = 0.1 

n = 0.4 

n = 0.7 

n = 1 

( )pˆ 1κ =  
( )pˆ 0.1κ =  

ผลเฉลยจากระเบยีบวิธีที่นําเสนอ 
ผลเฉลยที่ไดจาก  FEM 

ผลเฉลยจากระเบยีบวิธีที่นําเสนอ 
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รูปที่ 6.9 เสนโคงการโกงตัวของคานที่มีฐานรองรับอยางงายในกรณีทีม่ีจุดดัดกลับเกิดขึ้นภายใน

คาน 
 

สวนกรณีที่จุดดัดกลับเกิดขึ้นที่ปลายคานพิจารณาโดยใหแรงกระทําและ
โมเมนตดัดกระทําที่ปลายทั้งสองของคานมีคาเทากับ 1 2ˆ ˆm 3,m 0= =  และ *

xf̂ 1=  เสนโคงการ
โกงตัวที่ไดจากระเบียบวิธีที่พัฒนาขึ้นและระเบียบวิธีไฟไนตอิลิเมนตแสดงในรูปที่ 6.10 จากผลที่
ไดในรูปที่ 6.9 และ 6.10 พบวาเสนโคงการโกงตัวที่ไดจากการวิเคราะหดวยระเบียบวิธีที่พัฒาขึ้นมี
คาใกลเคียงกับผลเฉลยที่ไดจากระเบียบวิธีไฟไนตอิลิเมนททั้งในกรณีที่มีจุดดัดกลับอยูภายในคาน
และอยูที่ปลายคาน 

 

 

 

 

 

x L  

y L  

n = 0.4
n = 0.1 

n = 1 

n = 0.7 

n = 1 

n = 0.1 

n = 0.4 

n = 0.7 

โครงสรางกอนการโกงตัว 
( )pˆ 1κ =  
( )pˆ 0.1κ =  ผลเฉลยจากระเบยีบวิธีที่นําเสนอ 

ผลเฉลยที่ไดจาก FEM 

ผลเฉลยจากระเบยีบวิธีที่นําเสนอ 
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รูปที่ 6.10 เสนโคงการโกงตวัของคานที่มฐีานรองรับอยางงายในกรณทีี่มีจุดดัดกลับที่ปลายคาน 

 

จากผลการทวนสอบทั้งหมดที่นําเสนอขางตนแสดงใหเห็นวาระเบียบวิธีที่
พัฒนาข้ึนมีความถูกตองทั้งในกรณีคานยื่นและคานที่มีฐานรองรับอยางงาย รวมทั้งสามารถใช
วิเคราะหคานที่ทํามาจากวัสดุที่มีความสัมพันธระหวางโมเมนตดัดและความโคงตามแบบจําลองที่ 
1 และแบบจําลองที่ 2 ไดอยางถูกตอง 

 

6.2 ผลเฉลยเชิงตัวเลขสําหรับปญหาอืน่ๆ 

ในหัวขอนี้นําเสนอผลการวิเคราะหปญหาคานยื่นและคานที่มีฐานรองรับอยาง
งายรับแรงกระทําและโมเมนตดัดที่ปลายแบบตางๆกันโดยใชระเบียบวิธีที่พัฒนาข้ึน โดยมี
วัตถุประสงคเพื่อศึกษาอิทธิพลของความไรเชิงเสนเชิงวัสดุที่มีตอการโกงตัวและแรงภายในที่
เกิดขึ้นภายในคานที่มีการโกงตัวหรือความโคงมาก 

 

x L  

y L  
n = 0.4

n = 0.1 

n = 1 

n = 0.7 

n = 0.1 

n = 1 

n = 0.7 
n = 0.4 

โครงสรางกอนการโกงตัว 
( )pˆ 1κ =  
( )pˆ 0.1κ =  ผลเฉลยจากระเบยีบวิธีที่นําเสนอ 

ผลเฉลยที่ไดจาก FEM 

ผลเฉลยจากระเบยีบวิธีที่นําเสนอ 
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6.2.1 คานยืน่ 

ผลเฉลยของปญหาคานยื่นรับแรงกระทําและโมเมนตกระทําที่ปลายอิสระแยก
นําเสนอเปน 2 สวนตามชนิดของแบบจําลองความสัมพันธระหวางโมเมนตดัดและความโคงของ
หนาตัด ดังตอไปนี้ 

6.2.1.1 ปญหาคานยื่นและใชวสัดุแบบจําลองที ่1 

สําหรับกรณีคานยื่นที่ทําจากวัสดุที่มีพฤติกรรมตามแบบจําลองที่ 1 
สามารถพิจารณาเปนกรณียอยดังตอไปนี้ 

กรณีที่ไมเกิดจุดดัดกลับภายในคาน กําหนดใหแรงกระทําบรรทัดฐานใน
แนวราบ แรงกระทําบรรทัดฐานในแนวดิ่ง และโมเมนตดัดบรรทัดฐานที่ปลายคานมีคาเทากับ 

*
xf̂ 0.5= , *

yf̂ 1=  และ *m̂ 1.5=  ผลที่ไดจากการวิเคราะหประกอบดวย เสนโคงการโกงตัวของ
คาน  แผนภาพโมเมนตดัด  แผนภาพแรงเฉือน  และแผนภาพแรงตามแนวแกนสําหรับ 

{ }pˆ 0.1,1κ ∈  และ { }n 0.2,0.4,0.6,0.8,1∈  ดังแสดงในรูปที่ 6.11-6.14 เมื่อพิจารณาเสนโคง
การโกงตัวของคานยื่นจากรูปที่ 6.11 พบวาลักษณะการโกงตัวของคานมีความแตกตางกันอยาง
ชัดเจนเมื่อตัวแปรกําหนดความชะลูด ( )pκ̂  มีคาตางกัน โดยคานที่มีความชะลูดต่ํามีความโคง
และการโกงตัวนอยกวาคานที่มีความชะลูดสูงเมื่อพิจารณาที่คา n เทากัน สําหรับอิทธิพลของตัว
แปรกําหนดความไรเชิงเสน (n) พบวาเมื่อวัสดุมีความไรเชิงเสนมากขึ้น n มีคานอยลง สงผลให
ความโคงของคานเพิ่มข้ึน และความแตกตางจากความไรเชิงเสนเชิงวัสดุมีคามากขึ้นโดยเฉพา
อยางยิ่งในคานที่มีความชะลูดต่ํา สําหรับคาโมเมนตดัดตลอดความยาวคานดังแสดงในรูปที่ 6.12 
พบวาเมื่อตัวแปรความชะลูดมีคานอย กราฟที่ไดจะมีลักษณะใกลกับกราฟที่ไดจากการวิเคราะห
แบบเชิงเสน ความไรเชิงเสนเชิงวัสดุสงผลใหโมเมนตดัดที่ปลายยึดแนนมีคาลดลงและมีการ
กระจายเปนแบบไรเชิงเสนมากขึ้น สําหรับคานยื่นที่ทําจากวัสดุที่มีความไรเชิงเสนสูงและมีความ
ชะลูดต่ํานั้นโมเมนตดัดที่ปลายยึดแนนอาจมีคานอยกวาคาโมเมนตกระทําที่ปลายอิสระ เชนใน
เมื่อ n = 0.2 และ pˆ 0.1κ =  
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รูปที่ 6.11 เสนโคงการโกงตวัของคานย ื่นที่ทาํจากวัสดุตามแบบจําลองที ่1  
โดยที่ * *

x y
ˆ ˆf 0.5, f 1= =  และ *m̂ 1.5=  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6.12 แผนภาพโมเมนตดัดของคานยืน่ทีท่ําจากวัสดุตามแบบจําลองที ่1  
โดยที่ * *

x y
ˆ ˆf 0.5, f 1= =  และ *m̂ 1.5=  

 

x L  

y L  

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  n = 0.2 

n = 0.4 
n = 0.6 
n = 0.8 
n = 1 

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

pm m  

x L  

n = 0.2 
n = 0.4 
n = 0.6 
n = 0.8 
n = 1 
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จากแผนภาพแรงเฉือนรูปที่ 6.13 พบวาเมื่อความไรเชิงเสนเชิงวัสดุมีคามากขึ้น (n มีคานอยลง) 
จะสงผลใหคาแรงเฉือนที่ปลายอิสระมีคานอยลง ซึ่งการกระจายของแรงเฉือนตลอดความยาวนั้น
เปนแบบเชิงเสน และในกรณีที่ pˆ 1κ =  และ n = 0.2 นั้นเกิดการลดลงของแรงเฉือนที่บริเวณปลาย
อิสระ นอกจากนั้นหากคานยื่นมีความไรเชิงเสนเชิงวัสดุสูงและความชะลูดต่ําพบวาการกระจาย
ของแรงเฉือนที่ไดมีลักษณะใกลเคียงกับผลจากการวิเคราะหแบบเชิงเสนมาก 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6.13 แผนภาพแรงเฉือนของคานยืน่ที่ทาํจากวัสดุตามแบบจําลองที ่1  
โดยที่ * *

x y
ˆ ˆf 0.5, f 1= =  และ *m̂ 1.5=  

 
และจากแผนภาพแรงตามแนวแกนรูปที่ 6.14 พบวาเมื่อวัสดุมีความไรเชิงเสนมากขึ้นจะสงผลให
การกระจายของแรงตามแนวแกนของคานนั้นมีลักษณะโคงมากขึ้น และแรงตามแนวแกนจะมีคา
เพิ่มข้ึนจากปลายยึดแนนจนถึงคาสูงสุดและลดลงตามลําดับ โดยคาสูงสุดที่เกิดขึ้นนั้นมีคาเทากับ 

*2 *2
x yf f 1.12+ =  ในกรณีที่คานมีความชะลูดสูงและวัสดุมีความไรเชิงเสนสูงจะสงผลใหแรงตาม

แนวแกนที่ปลายเปลี่ยนจากแรงดึงเปนแรงอัด 
 
 
 

n = 0.2 
n = 0.4 
n = 0.6 
n = 0.8 
n = 1 

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

pSL m  

x L  
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รูปที่ 6.14 แผนภาพแรงตามแนวแกนของคานยื่นทีท่ําจากวัสดุตามแบบจําลองที่ 1  
โดยที่ * *

x y
ˆ ˆf 0.5, f 1= =  และ *m̂ 1.5=  

 

กรณีที่เกิดจุดดัดกลับภายในคานกําหนดใหแรงกระทําบรรทัดฐานใน
แนวราบ แรงกระทําบรรทัดฐานในแนวดิ่ง และโมเมนตดัดบรรทัดฐานมีคาเทากับ * *

x y
ˆ ˆf 3, f 5= = −

และ *m̂ 2=  ผลจากการวิเคราะหประกอบดวย เสนโคงการโกงตัว แผนภาพโมเมนตดัด แผนภาพ
แรงเฉือนและแผนภาพแรงตามแนวแกน ดังแสดงในรูปที่ 6.15-6.18 ตามลําดับ เมื่อพิจารณาเสน
โคงการโกงตัวของคานยื่นในรูปที่ 6.15 พบวาการโกงตัวของสวนใหญของคานมีลักษณะคอนขาง
เปนเสนตรงโดยเฉพาะเมื่อคานมีความชะลูดต่ํา ( )pˆ 0.1κ =  เสนการโกงตัวมีลักษณะเกือบเปน
เสนตรงตลอดความยาวคาน แตในกรณีคานที่มีความชะลูดสูง ( )pˆ 1κ =  เสนการโกงตัวมีความ
โคงมากบริเวณปลายทั้งสอง โดยเฉพาะอยางยิ่งเมื่อ n = 0.2 พบวาบริเวณปลายอิสระมีมุมหมุน
คอนขางมากซึ่งแตกตางจากบริเวณสวนกลางของคานที่ยังคงมีลักษณะคลายเสนตรง นอกจากนี้
เมื่อคา n มีคาลดลง (ดีกรีความไรเชิงเสนเชิงวัสดุสูงขึ้น) คานมีแนวโนมเกิดการโกงตัวและการ
หมุนมากขึ้น เสนโคงการโกงตัวที่แตละคา n ของกรณีคานที่มีความชะลูดต่ํา ( )pˆ 0.1κ =  มีความ
แตกตางกันมากกวารณีคานที่มีความชะลูดสูง ( )pˆ 1.0κ =  แตมุมหมุนที่ปลายของคานที่มีความ
ชะลูดสูงมีความแตกตางกันคอนขางชัดเจนที่คา n ตางๆกัน 
 

n = 0.2 
n = 0.4 
n = 0.6 
n = 0.8 
n = 1 

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

pNL m  

x L  
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รูปที่ 6.15 เสนโคงการโกงตวัของคานย ื่นที่ทาํจากวัสดุตามแบบจําลองที ่1  
โดยที่ * *

x y
ˆ ˆf 3, f 5= = − และ *m̂ 2=  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6.16 แผนภาพโมเมนตดัดของคานยืน่ทีท่ําจากวัสดุตามแบบจําลองที ่1  
โดยที่ * *

x y
ˆ ˆf 3, f 5= = − และ *m̂ 2=  

 

 

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

x L  

y L  
n = 0.2 
n = 0.4 
n = 0.6 
n = 0.8 
n = 1 

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

pm m  

x L  

n = 0.2 
n = 0.4 
n = 0.6 
n = 0.8 
n = 1 
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รูปที่ 6.17 แผนภาพแรงเฉือนของคานยืน่ที่ทาํจากวัสดุตามแบบจําลองที ่1  

โดยที่ * *
x y

ˆ ˆf 3, f 5= = − และ *m̂ 2=  
 

จากแผนภาพโมเมนตดัดของคานยื่นในรูปที่ 6.16 พบวาคานที่มีความชะลูดต่ํา ( )pˆ 0.1κ =  กราฟ
ของโมเมนตดัดมีลักษณะเปนเสนตรงและใกลเคียงกับกราฟโมเมนตดัดที่ไดจากการวิเคราะหแบบ
เชิงเสน แตในกรณีคานที่มีความชะลูดสูง ( )pˆ 1κ =  กราฟของโมเมนตดัดที่ไดมีความแตกตางไป
จากกราฟของโมเมนตดัดที่ไดจากการวิเคราะหแบบเชิงเสน โดยคาโมเมนตดัดที่ปลายยึดแนนมีคา
ลดลงเมื่อความไรเชิงเสนเชิงวัสดุมีคามากขึ้น (n มีคาลดลง) ทั้งกรณีคานที่มีความชะลูดสูงและ
ความชะลูดต่ํา ทั้งนี้เนื่องจากเมื่อ n มีคาลดลงการขจัดในทิศทางราบของปลายอิสระของคานมีคา
มากขึ้น ทําใหแขนของโมเมนตดัดมีคาลดลง อยางไรก็ตามจากผลของความไรเชิงเสนเชิงวัสดุที่มี
ตอโมเมนตดัดมีความชัดเจนนอยกวาผลที่มีตอแรงเฉือนในรูปที่ 6.17 เมื่อความไรเชิงเสนเชิงวัสดุมี
คามากขึ้นแรงเฉือนที่เกิดขึ้นบริเวณกลางคานมีคาลดลง โดยบริเวณที่แรงเฉือนมีคานอยที่สุดจะมี
บริเวณกวางมากขึ้นเมื่อความไรเชิงเสนเชิงวัสดุมีคามากขึ้น นอกจากนี้ในกรณีที่คานยื่นมีความ
ชะลูดสูงและวัสดุมีความไรเชิงเสนสูงอาจสงผลใหแรงเฉือนบริเวณปลายอิสระมีคาลดลงอยาง
รวดเร็วดังเชนในกรณีที่ pˆ 1κ =  และ n = 0.2 ซึ่งแรงเฉือนมีคาสูงสุดเทากับ *2 *2

x yf f 5.83+ =  ที่
บริเวณใกลปลายอิสระและแรงเฉือนมีคาลดลงอยางรวดเร็วทําใหแรงเฉือนที่ปลายอิสระมีคานอย
กวาแรงเฉือนบริเวณสวนกลางของคาน 
 

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

pSL m  

x L  

n = 0.2 
n = 0.4 
n = 0.6 
n = 0.8 
n = 1 
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รูปที่ 6.18 แผนภาพแรงตามแนวแกนของคานยื่นทีท่ําจากวัสดุตามแบบจําลองที่ 1  

โดยที่ * *
x y

ˆ ˆf 3, f 5= = − และ *m̂ 2=  
 

จากแผนภาพแรงตามแนวแกนในรูปที่ 6.18 พบวาความไรเชิงเสนเชิงวัสดุสงผลใหแรงตาม
แนวแกนมีคาเพิ่มข้ึนและมีคาคงที่บริเวณสวนกลางของคาน โดยความกวางของบริเวณที่แรงตาม
แนวแกนมีคาคงที่นี้เพิ่มข้ึนตามความไรเชิงเสนเชิงวัสดุ นอกจากนี้ในกรณีคานที่มีความชะลูดสูง
พบวาแรงตามแนวแกนที่ปลายอิสระมีคาลดลงเมื่อความไรเชิงเสนเชิงวัสดุมีคาสูงขึ้น และเมื่อ n มี
คานอย เชน n = 0.2 แรงตามแนวแกนที่บริเวณปลายอิสระจะเปลี่ยนจากแรงดึงเปนแรงอัด 

เพื่อศึกษาพฤติกรรมของคานยื่นเมื่อเพิ่มขนาดของแรงกระทําและ
โมเมนตดัดกระทําที่ปลายอิสระ พิจารณาแรงและโมเมนตดัดกระทําที่เพิ่มข้ึนเปนสัดสวนจากศูนย
จนถึงคาสุดทาย * *

x y
ˆ ˆf 3, f 5= = −  และ *m̂ 2=  เมื่อกําหนดให [ ]0,1λ∈  เปนคาตัวประกอบของ

แรง  จะไดแรงและโมเมนตกระทําที่ สถานะใดๆเปน  * *
x y

ˆ ˆf 3 , f 5= λ = − λ  และ  *m̂ 2= λ  
ความสัมพันธระหวางมุมหมุนที่ปลายอิสระ การขจัดในแนวดิ่ง และการขจัดในแนวราบที่ปลาย
อิสระของคานและคาตัวประกอบของแรง λ  แสดงในรูปที่ 6.19-6.21 ตามลําดับ จากรูปที่ 6.19 
พบวาเมื่อคาตัวประกอบของแรงมีคานอย มุมหมุนที่ปลายอิสระมีคานอยมากจนความชันของ
กราฟที่จุดเริ่มตนเปนอนันตในทุกๆคาความไรเชิงเสนเชิงวัสดุ และบริเวณที่กราฟมีความชันเปน
อนันตจะเพิ่มข้ึนเมื่อความไรเชิงเสนเชิงวัสดุมีคาเพิ่มข้ึน  

pNL m  

x L  

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

n = 0.2 
n = 0.4 
n = 0.6 
n = 0.8 
n = 1 
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รูปที่ 6.19 ความสัมพันธระหวางตัวประกอบของแรง λ  และมุมหมุนที่ปลายอิสระ 

 

สําหรับคานที่มีความชะลูดต่ําลักษณะกราฟมีลักษณะเปนเสนตรงที่มีความชันสูง โดยมุมหมุนจะมี
คานอยลงจนคาตัวประกอบของแรงมีคาเทากับ 1 แตเมื่อความไรเชิงเสนเชิงวัสดุมีคาเพิ่มข้ึน (n มี
คานอยลง) อาจสงผลใหการหมุนที่ปลายมีคาเพิ่มข้ึนเมื่อคาตัวประกอบของแรงมีคาใกล 1 
นอกจากนี้คานที่มีความชะลูดสูง ( )pˆ 1κ =  มุมหมุนที่ปลายอิสระมีการเปลี่ยนทิศทางเมื่อ λ  มีคา
ใกล 1 สําหรับทุกคา n สําหรับการขจัดในแนวดิ่งที่ปลายอิสระดังแสดงในรูปที่ 6.20 พบวาการขจัด
ในแนวดิ่งมีคาเพิ่มข้ึนแบบไรเชิงเสนเมื่อ λ  มีคาเพิ่มมากขึ้นยกเวนในกรณีที่ n = 0.2 และคานมี
ความชะลูดสูงการขจัดในแนวดิ่งเริ่มมีคาลดลงเมื่อ λ  มีคาเขาใกล 1 นอกจากนี้ยังพบวาในชวงที่ 
λ  มีคานอย คาการขจัดในแนวดิ่งเพิ่มข้ึนตามคาของ n แตเมื่อ λ  มีคามากขึ้น การขจัดในแนวดิ่ง
มีคามากขึ้นเมื่อ n ลดลง 
 
 
 
 
 
 

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

λ  

Lθ  

n = 0.2 
n = 0.4 
n = 0.6 
n = 0.8 
n = 1 
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รูปที่ 6.20 ความสัมพันธระหวางตัวประกอบของแรงและการขจัดในแนวดิ่งที่ปลายอิสระ 
 

สวนของการขจัดในแนวราบดังแสดงในรูปที่ 6.21 พบวามีพฤติกรรมเชนเดียวกับในการขจัดใน
แนวดิ่งดังที่ไดกลาวมาแลว แตในกรณีที่ n = 0.2 และคานยื่นมีความชะลูดสูงนั้นการขจัดใน
แนวราบไมมีการลดลงเมื่อ λ  มีคาใกล 1  
 

 

 

 

 

 

 
 
 

รูปที่ 6.21 ความสัมพันธระหวางตัวประกอบของแรงและการขจัดในแนวราบที่ปลายอิสระ 

Lv̂  

λ  

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

n = 0.2 
n = 0.4 
n = 0.6 
n = 0.8 
n = 1 

λ  

Lû  

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

n = 0.2 
n = 0.4 
n = 0.6 
n = 0.8 
n = 1 
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6.2.1.2 คานยื่นที่ทํามาจากวสัดุที่มีพฤติกรรมตามแบบจําลองที่ 2 

พิจารณาคานยื่นที่ทํามาจากวัสดุที่มีพฤติกรรมตามแบบจําลองที่ 2 และ
รับแรงกระทําบรรทัดฐานและโมเมนตดัดบรรทัดฐานเทากับ * *

x y
ˆ ˆf 2, f 9= = −  และ *m̂ 4=  จาก

ผลการวิเคราะหพบวาที่สวนปลายทั้งสองของคานยื่นมีพฤติกรรมเปนแบบไรเชิงเสน จากเสนโคง
การโกงตัวของคานแสดงดังรูปที่ 6.22 พบวาคานที่มีความชะลูดต่ําความไรเชิงเสนเชิงวัสดุสงผล
ใหคานเกิดการโกงตัวมากขึ้น ในคานที่มีความชะลูดสูงพบวาการโกงตัวที่เกิดขึ้นมีความแตกตาง
กันเพียงเล็กนอยสําหรับแตละคา n แตความโคงของคานโดยเฉพาะบริเวณปลายอิสระมีความ
แตกตางอยางชัดเจนสําหรับคา n ตางๆกัน และจากแผนภาพโมเมนตดัดในรูปที่ 6.23 พบวาความ
ไรเชิงเสนเชิงวัสดุมีผลตอคาโมเมนตดัดนอยมากเมื่อเทียบกับผลของความชะลูดของคาน คานที่มี
ความชะลูดสูงการกระจายของโมเมนตดัดตลอดความยาวมีความแตกตางจากโมเมนตดัดที่ได
จากการวิเคราะหแบบเชิงเสน สวนคานที่มีความชะลูดต่ําการกระจายของโมเมนตดัดตลอดความ
ยาวคานไมแตกตางจากโมเมนตดัดที่ไดจากการวิเคราะหแบบเชิงเสนอยางมีนัยสําคัญ 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

รูปที่ 6.22 เสนโคงการโกงตวัของคานย ื่นที่ทาํจากวัสดุตามแบบจําลองที ่2  
โดยที่ * *

x y
ˆ ˆf 2, f 9= = −  และ *m̂ 4=  

 

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

x L  

y L  

n = 0.1 
n = 0.4 
n = 0.7 
n = 1 
FEM 
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รูปที่ 6.23 แผนภาพโมเมนตดัดของคานยืน่ทีท่ําจากวัสดุตามแบบจําลองที ่2  
โดยที่ * *

x y
ˆ ˆf 2, f 9= = −  และ *m̂ 4=  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

รูปที่ 6.24 แผนภาพแรงเฉือนของคานยืน่ที่ทาํจากวัสดุตามแบบจําลองที ่2  
โดยที่ * *

x y
ˆ ˆf 2, f 9= = −  และ *m̂ 4=  

pm m  

x L  

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

n = 0.1 
n = 0.4 
n = 0.7 
n = 1 

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

n = 0.1 
n = 0.4 
n = 0.7 
n = 1 

pSL m  

x L  
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จากแผนภาพแรงเฉือนในรูปที่ 6.24 ความแตกตางดังกลาวยังไมเดนชัดเมื่อเทียบกับความ
แตกตางที่เปนผลเนื่องจากความชะลูดของคาน กลาวคือคานที่มีความชะลูดสูงมีการกระจายของ
แรงเฉือนตลอดชวงคานที่มีความแปรปรวนมาก แรงเฉือนมีคาต่ําสุดสัมพัทธบริเวณกลางคานและ
มีคาสูงสุดสัมพัทธบริเวณปลายอิสระของคาน ในบางกรณีเมื่อ n มีคานอยๆ แรงเฉือนมีคาลดลง
อยางรวดเร็วบริเวณปลายอิสระของคานหลังจากแรงเฉือนมีคาสูงสุด และจากแผนภาพแรงตาม
แนวแกนในรูปที่ 6.25 พบวาเมื่อความไรเชิงเสนเชิงวัสดุมีคาเพิ่มข้ึน (n มีคาลดลง) คาแรงตาม
แนวแกนมีคาเพิ่มข้ึนดวย ผลของความไรเชิงเสนเชิงวัสดุเห็นไดชัดเจนในกรณีของคานที่มีความ
ชะลูดต่ํา สวนคานที่มีความชะลูดสูงพบวาการกระจายของแรงตามแนวแกนมีคาใกลเคียงกัน
สําหรับคา n ตางๆกันแตแรงตามแนวแกนเปลี่ยนจากแรงดึงเปนแรงอัดบริเวณปลายอิสระของคาน 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

รูปที่ 6.25 แผนภาพแรงตามแนวแกนของคานยื่นทีท่ําจากวัสดุตามแบบจําลองที่ 2 โดยที ่
* *
x y

ˆ ˆf 2, f 9= = −  และ *m̂ 4=  
 

จากนั้นทําการศึกษาผลของขนาดของแรงกระทําที่ปลายที่มีตอการขจัดและการหมุนที่ปลายอิสระ 
โดยการเพิ่มแรงกระทําอยางเปนสัดสวนจากศูนยจนถึงคา * *

x y
ˆ ˆf 2, f 9= = −  และ *m̂ 4=  โดยใช

ตัวประกอบของแรง [ ]0,1λ∈  ความสัมพันธระหวางมุมหมุนที่ปลายอิสระ การขจัดในแนวดิ่ง และ
การขจัดในแนวราบและตัวประกอบของแรงแสดงในรูปที่ 6.26-6.28 ตามลําดับ จากรูปที่ 6.28 
พบวาในชวงเริ่มตนขณะที่แรงกระทําและโมเมนตดัดกระทํายังมีคานอยวัสดุตลอดความยาวคาน

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

n = 0.1 
n = 0.4 
n = 0.7 
n = 1 

pNL m  

x L  
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ยังคงมีพฤติกรรมแบบเชิงเสน ดังจะเห็นไดจากเสนกราฟที่ยังคงเปนเสนเดียวกันจนกระทั่งคาตัว
ประกอบของแรงมีคาประมาณ 0.4 หลังจากนั้นผลของความไรเชิงเสนเชิงวัสดุเร่ิมปรากฏชัดเจนทั้ง
กรณีคานที่มีความชะลูดสูงและคานที่มีความชะลูดต่ํา สําหรับคานที่มีความชะลูดต่ําความสัมพันธ
ระหวางตัวประกอบของแรงและมุมหมุนที่ปลายอิสระมีลักษณะใกลเคียงเสนตรง โดยที่ขนาดของ
มุมหมุนมีคามากขึ้น เมื่อความไรเชิงเสนเชิงวัสดุมีคามากขึ้น สวนคานที่มีความชะลูดสูงมุมหมุนที่
ปลายอิสระมีการเปลี่ยนทิศทางเมื่อตัวประกอบของแรงมีคาประมาณ 0.45 โดยมุมหมุนที่ปลาย
อิสระมีคาเพิ่มข้ึนเมื่อความไรเชิงเสนเชิงวัสดุมีคามากขึ้น 
 

 
 
 
 
 

  
 
 
 

 

รูปที่ 6.26 ความสัมพันธระหวางตัวประกอบของแรงและมุมหมุนที่ปลายอิสระ 
 

สําหรับความสัมพันธระหวางการขจัดในแนวดิ่งและตัวประกอบของแรงดังรูปที่ 6.27 พบวา
ความสัมพันธที่ไดมีลักษณะเปนแบบเชิงเสนในชวงแรก (เมื่อ λ  มีคานอยกวา 0.25 โดยประมาณ) 
และผลของความไรเชิงเสนเชิงวัสดุเร่ิมปรากฏชัดเจนเมื่อตัวประกอบของแรงมีคามากกวา 0.3 
โดยประมาณ สําหรับคานที่มีความชะลูดต่ําลักษณะของเสนกราฟมีลักษณะคอนขางเปนเสนตรง
ยกเวนในกรณีที่ n มีคานอยๆความสัมพันธเร่ิมมีลักษณะเปนแบบไรเชิงเสนเมื่อ λ  มีคามากขึ้น 
นอกจากนี้ความไรเชิงเสนเชิงวัสดุยังสงผลใหการขจัดในแนวดิ่งมีคาเพิ่มข้ึนโดยเฉพาะอยางยิ่งเมื่อ
คาตัวประกอบของแรงมีคามากขึ้น สวนคานที่มีความชะลูดสูงความไรเชิงเสนเชิงวัสดุสงผลใหการ

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

n = 0.1 
n = 0.4 
n = 0.7 
n = 1 

Lθ  

λ  
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ขจัดมีคาเพิ่มข้ึนเชนเดียวกันยกเวนในกรณีที่ n = 0.1 ที่การขจัดในแนวดิ่งที่ปลายอิสระมีคาลดลง
เมื่อคาตัวประกอบของแรงมีคาใกล 1  
 

 
 
 
 
 
 
 

   
 
 
 

รูปที่ 6.27 ความสัมพันธระหวางตัวประกอบของแรงและการขจัดในแนวดิ่งที่ปลายอิสระ 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 6.28 ความสัมพันธระหวางตัวประกอบของแรงและการขจัดในแนวราบที่ปลายอิสระ 

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

n = 0.1 
n = 0.4 
n = 0.7 
n = 1 

Lv̂  

λ  

Lû  

λ  

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

n = 0.1 
n = 0.4 
n = 0.7 
n = 1 
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สวนการขจัดในแนวราบในรูปที่ 6.28 พบวากราฟที่ไดมีลักษณะคลายกันทั้งในกรณีคานที่มีความ
ชะลูดสูงและคานที่มีความชะลูดต่ํา ความไรเชิงเสนเชิงวัสดุสงผลใหการขจัดในแนวราบมีคามาก
ข้ึน และผลของความไรเชิงเสน (คา n) ที่มีตอการขจัดในแนวราบเห็นไดชัดเจนมากขึ้นเมื่อตัว
ประกอบของแรงมีคาสูงขึ้น นอกจากนี้การขจัดในแนวราบของปลายคานที่มีความชะลูดสูงมีคา
มากกวาการขจัดในแนวราบของปลายคานที่มีความชะลูดต่ํากวามาก 

พฤติกรรมหลังการโกงเดาะของคานยื่นอันเนื่องมาจากแรงกระทําใน
แนวราบที่เกินกวาคาแรงอัดวิกฤติของคาน พิจารณาโดยใหแรงกระทําบรรทัดฐานในแนวราบมีคา
เทากับ 10 และคาความโคงที่พิกัดยืดหยุนมีคาเทากับ 1 เสนโคงการโกงตัวของคานหลังการโกง
เดาะที่คา n ตางๆกันแสดงในรูปที่ 6.29 จากผลที่ไดพบวาความไรเชิงเสนเชิงวัสดุสงผลให
โครงสรางมีการโกงตัวมากขึ้นทั้งในแนวราบและแนวดิ่ง รวมถึงการหมุนที่ปลายอิสระดวย  
 

 

 

 

 

 

 

 
 

รูปที่ 6.29 เสนโคงการโกงตวัของคานหลงัการโกงเดาะทีค่า n ตางๆกนั 
 

รูปที่ 6.30-6.33 แสดงความสัมพันธระหวางการหมุนที่ปลายอิสระ การขจัดในแนวราบ การขจัดใน
แนวดิ่ง และโมเมนตดัดที่เกิดขึ้นที่ปลายยึดแนนและแรงกระทําบรรทัดฐานในแนวราบ *

xf̂  ที่เกินคา
แรงอัดบรรทัดฐานวิกฤติตามลําดับ จากรูปที่ 6.30 พบวาคานเริ่มเกิดการโกงเดาะเมื่อแรงกระทํา
บรรทัดฐานในแนวราบมีคาประมาณ 2.47 และวัสดุในคานเริ่มมีพฤติกรรมเปนแบบไรเชิงเสนเมื่อ

n = 1 
n = 0.7 
n = 0.4 
n = 0.1 

x L  

y L  
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คาแรงกระทําบรรทัดฐานมีคาประมาณ 2.6 ในชวงแรกพบวามุมหมุนที่ปลายมีคาเพิ่มข้ึนอยาง
รวดเร็วแมวาเพิ่มแรงกระทําเพียงเล็กนอยเทานั้น แตเมื่อแรงกระทําบรรทัดฐานมีคาเกิน 5 มุมหมุน
มีอัตราการเพิ่มข้ึนลดลงเมื่อแรงกระทํามีคาเพิ่มข้ึน และที่แรงกระทําบรรทัดฐานเทากับ 10 ความ
ชันของกราฟมีคาสูงมาก โดยความไรเชิงเสนเชิงวัสดุสงผลใหเกิดมุมหมุนที่ปลายมากขึ้นเมื่อแรง
กระทํายังมีคานอยแตเมื่อแรงกระทํามีคามากขึ้นอิทธิพลของความไรเชิงเสนเชิงวัสดุที่มีตอมุมหมุน
ที่ปลายมีคานอยลง  
 

 

 

 

 

 

 

 
 

รูปที่ 6.30 กราฟแสดงความสัมพนัธระหวางแรงกระทาํบรรทัดฐานในแนวราบและมมุหมนุที่ปลาย
อิสระ 

 

เมื่อพิจารณาการขจัดในแนวราบดังรูปที่ 6.31 พบวาในชวงแรกหลังจากที่คานเกิดการโกงเดาะ
อัตราการเพิ่มของการขจัดในแนวราบมีคามากเมื่อแรงบรรทัดฐาน *

xf̂  เพิ่มข้ึนเพียงเล็กนอย แต
หลังจาก *

xf̂  มีคาเกิน 4 อัตราการเพิ่มข้ึนของการขจัดในแนวราบเริ่มมีคาลดลง สวนความไรเชิง
เสนเชิงวัสดุ (คา n) สงผลใหการขจัดในแนวราบมีคามากขึ้นเมื่อ n มีคาลดลง สําหรับการขจัดใน
แนวดิ่งดังรูปที่ 6.32 พบวาการขจัดในแนวดิ่งมีอัตราการเพิ่มข้ึนอยางรวดเร็วในชวงแรกหลังการ
โกงเดาะ และเมื่อผานจุดที่มีการขจัดสูงสุดแลวการขจัดจะมีคาลดลงอยางชาๆเมื่อเทียบกับการ
เพิ่มข้ึนของแรงกระทํา สวนผลของความไรเชิงเสนเชิงวัสดุพบวาเมื่อ n มีคาลดลงการขจัดใน

n = 1 
n = 0.7 
n = 0.4 
n = 0.1 

Lθ  

*
xf̂  
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แนวดิ่งมีคาเพิ่มข้ึนเมื่อการขจัดยังไมถึงจุดสูงสุด แตหลังจากการขจัดในแนวดิ่งถึงคาสูงสุดการ
ขจัดจะมีคาลดลงมากขึ้นเมื่อ n มีคาลดลง 

 

 

 

 

 

 

 

 
รูปที่ 6.31 กราฟแสดงความสัมพนัธระหวางแรงกระทาํบรรทัดฐานในแนวราบและการขจัดใน

แนวราบที่ปลายอิสระ 
 

 

 

 

 

 

 

 
รูปที่ 6.32 กราฟแสดงความสัมพนัธระหวางแรงกระทาํบรรทัดฐานในแนวราบและการขจัดใน

แนวดิ่งที่ปลายอิสระ 

n = 1 
n = 0.7 
n = 0.4 
n = 0.1 

Lû  

*
xf̂  

n = 1 
n = 0.7 
n = 0.4 
n = 0.1 

Lv̂  

*
xf̂  
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สําหรับคาโมเมนตดัดที่ปลายยึดแนนหลังคานโกงเดาะดังแสดงในรูปที่ 6.33 พบวาในชวงที่วัสดุ
ยังคงมีพฤติกรรมแบบเชิงเสนโมเมนตดัดที่ปลายยึดแนนมีคาเพิ่มข้ึนอยางรวดเร็ว แมแรงกระทํามี
คาเพิ่มข้ึนจากแรงอัดวิกฤติเพียงเล็กนอย เมื่อแรงกระทําบรรทัดฐานมีคามากกวา 4 การเพิ่มข้ึน
ของโมเมนตดัดที่ปลายยึดแนนมีคาลดลงเมื่อ n มีคาลดลง 
 

 

 

 

 

 

 
 
 
รูปที่ 6.33 กราฟแสดงความสัมพนัธระหวางแรงกระทาํบรรทัดฐานในแนวราบและโมเมนตดัดที่

ปลายยึดแนน 

 

6.2.2 คานทีม่ีฐานรองรับอยางงาย 

ผลเฉลยของปญหาคานที่มีฐานรองรับอยางงายรับแรงกระทําและโมเมนตกระทํา
ที่ปลายทั้งสอง แยกนําเสนอเปน 2 สวนตามชนิดของแบบจําลองความสัมพันธระหวางโมเมนตดัด
และความโคงของหนาตัดดังตอไปนี้  

6.2.2.1 คานที่มีฐานรองรบัอยางงายทีท่ํามาจากวัสดุที่มีพฤติกรรม
ตามแบบจําลองที่ 1 

เร่ิมตนพิจารณากรณีที่คานไมมีจุดดัดกลับเกิดขึ้นภายใน โดยกําหนดให
แรงกระทําและโมเมนตกระทําที่ปลายมีคาเทากับ 1 2ˆ ˆm 1.5,m 2= = −  และ *

xf̂ 0.5=  เสนโคงการ

n = 1 
n = 0.7 
n = 0.4 
n = 0.1 

( )m̂ 0ξ =  

*
xf̂  
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โกงตัว แผนภาพโมเมนตดัด แผนภาพแรงเฉือนและแผนภาพแรงตามแนวแกนที่ไดจากการ
วิเคราะห แสดงในรูปที่ 6.34-6.37 ตามลําดับ นอกจากนี้คาแรงปฏิกิริยาที่ฐานรองรับแสดงใน
ตารางที่ 6.4 จากเสนโคงการโกงตัวของคานในรูปที่ 6.34 พบวาความไรเชิงเสนเชิงวัสดุสงผลให
คานมีการโกงตัวมากขึ้น และผลตางของมุมหมุนที่ปลายทั้งสองมีคามากขึ้นเมื่อ n มีคานอย 
ยกตัวอยางเชนในกรณีที่ n = 0.4 มุมหมุนที่ปลายขวาของคานมีคามากกวามุมหมุนที่ปลายซาย
อยางชัดเจน แตสําหรับคานที่มีความชะลูดต่ําอิทธิพลของความไรเชิงเสนเชิงวัสดุมีผลตอการโกง
ตัวของคานนอยมาก   

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6.34 เสนโคงการโกงตวัของคานที่มฐีานรองรับอยางงายทีท่ําจากวัสดุตามแบบจําลองที่ 1  
โดยที่ 1 2ˆ ˆm 1.5,m 2= = −  และ *

xf̂ 0.5=  

 

เมื่อพิจารณาแรงปฏิกิริยาที่เกิดขึ้นที่ฐานรองรับดานซายจากตารางที่ 6.4 พบวาเมื่อ pˆ 0.1κ =  แรง
ปฏิกิริยาสําหรับ n คาตางๆกันมีคาที่ใกลเคียงกันมาก และใกลเคียงกับผลการวิเคราะหแบบเชิง
เสนคือ y1f̂ 0.5= −  แตในกรณีของคานที่มีความชะลูดสูง ( )pˆ 1κ =  พบวาแรงปฏิกิริยาสําหรับแต
ละคาความไรเชิงเสนเชิงวัสดุมีคาแตกตางกันอยางชัดเจนโดยเฉพาะที่คา n = 0.4 แรงปฏิกิริยามี
คามากกวาผลที่ไดจากการวิเคราะหแบบเชิงเสนเกือบถึงสองเทา 

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  n = 0.4 

n = 0.6 
n = 0.8 
n = 1 

โครงสรางกอนโกงตัว 

x L  

y L  
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ตารางที่ 6.4 แรงปฏิกิริยาในแนวดิ่งที่เกิดขึน้ที่ฐานรองรับดานซายของคานที่มีฐานรองรับอยางงาย 
ที่ทาํจากวัสดุตามแบบจําลองที ่1 และรับแรงกระทํา 1 2ˆ ˆm 1.5,m 2= = −  และ *

xf̂ 0.5=  
 

ความไรเชิงเสนเชิงวัสดุ 
(n) 

แรงปฏิกิริยาทีฐ่านรองรับดานซาย ( )y1f̂  

pˆ 1κ =  pˆ 0.1κ =  
0.4 -0.976131280 -0.503326536 
0.6 -0.633484619 -0.501327217 
0.8 -0.583561148 -0.500835890 
1.0 -0.563564806 -0.500633129 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 6.35 แผนภาพโมเมนตดัดของคานทีม่ีฐานรองรับอยางงายทีท่ําจากวัสดุตามแบบจําลองที่ 1  

โดยที่ 1 2ˆ ˆm 1.5,m 2= = −  และ *
xf̂ 0.5=  

 
จากแผนภาพโมเมนตดัดในรูปที่ 6.35 พบวาการกระจายของโมเมนตดัดตลอดชวงคานสําหรับ
คานที่มีความชะลูดต่ํามีลักษณะเหมือนกับการกระจายของโมเมนตดัดที่ไดจากการวิเคราะหแบบ
เชิงเสน นอกจากนี้ยังพบวาในคานที่มีความชะลูดต่ําความไรเชิงเสนเชิงวัสดุมีผลตอการกระจาย
ของโมเมนตดัดตลอดคานนอยมาก สวนคานที่มีความชะลูดสูงพบวาการกระจายของโมเมนตดัดมี

pm m  

x L  

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

n = 0.4 
n = 0.6 
n = 0.8 
n = 1 
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ความแตกตางจากโมเมนตดัดที่ไดจากการวิเคราะหแบบเชิงเสนอยางชัดเจน ความไรเชิงเสนเชิง
วัสดุมีผลตอการกระจายของโมเมนตดัดตลอดชวงคานมากกวาในกรณีที่คานที่มีความชะลูดต่ํา 
โดยเฉพาะอยางยิ่งเมื่อ n มีคานอยๆ สําหรับแผนภาพแรงเฉือนของคานในรูปที่ 6.36 พบวาคานที่
มีความชะลูดต่ํามีการกระจายของแรงเฉือนตลอดชวงคานเหมือนกับแรงเฉือนที่ไดจากการ
วิเคราะหแบบเชิงเสนโดยที่แรงเฉือนมีคาคอนขางคงที่ตลอดความยาวคาน ความไรเชิงเสนเชิงวัสดุ
มีผลตอการกระจายของแรงเฉือนนอยมาก สวนคานที่มีความชะลูดสูงพบวาการกระจายแรงเฉือน
ที่เกิดขึ้นมีลักษณะเปนเสนโคง โดยแรงเฉือนมีคาลดลงและมีคาต่ําสุดที่บริเวณกลางคอนไป
ทางขวาของคาน นอกจากนี้ยังพบวาความไรเชิงเสนเชิงวัสดุมีผลตอการกระจายของแรงเฉือน
ตลอดชวงคานอยางชัดเจน เมื่อ n มีคานอยๆแรงเฉือนมีการเปลี่ยนทิศทางที่บริเวณปลายทั้งสอง
ของคาน (ยกตัวอยางเชน n = 0.4) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6.36 แผนภาพแรงเฉือนของคานทีม่ฐีานรองรับอยางงายทีท่ําจากวัสดุตามแบบจําลองที่ 1  
โดยที่ 1 2ˆ ˆm 1.5,m 2= = −  และ *

xf̂ 0.5=  
 

สําหรับการกระจายของแรงตามแนวแกนในรูปที่ 6.37 พบวาคานที่มีความชะลูดต่ํามีการกระจาย
ของแรงตามแนวแกนเกือบเปนแบบเชิงเสน และใกลเคียงกับแรงตามแนวแกนที่ไดจากการ
วิเคราะหแบบเชิงเสน สวนความไรเชิงเสนเชิงวัสดุมีผลตอการเปลี่ยนแปลงของแรงตามแนวแกน

pSL m  

x L  

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

n = 0.4 
n = 0.6 
n = 0.8 
n = 1 
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นอยมาก สวนกรณีคานที่มีความชะลูดสูงแรงตามแนวแกนที่บริเวณปลายดานซายมีคามากกวา 
*
xf̂  และมีคาลดลงเรื่อยๆจนมีคาเทากับ *

xf̂  ที่บริเวณกึ่งกลางคาน และมีคานอยกวา *
xf̂  ที่บริเวณ

สวนดานขวาของคาน นอกจากนี้ ความไรเชิงเสนเชิงวัสดุมีผลตอการกระจายของแรงตามแนวแกน
อยางชัดเจน โดยเฉพาะอยางยิ่งเมื่อ n มีคานอยๆ แรงตามแนวแกนมีการเปลี่ยนแปลงมากจาก
ปลายดานซายถึงปลายดานขวาของคาน 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

รูปที่ 6.37 แผนภาพแรงตามแนวแกนของคานที่มีฐานรองรับอยางงายทีท่ําจากวัสดุตาม
แบบจําลองที่ 1 โดยที ่ 1 2ˆ ˆm 1.5,m 2= = −  และ *

xf̂ 0.5=  

 

โดยพิจารณาแรงและโมเมนตกระทําที่ปลายทั้งสองเปนสัดสวนโดยตรงจากศูนยจนถึง 1m̂ 1.5= , 
2m̂ 2= − และ *

xf̂ 0.5=  โดยใชตัวประกอบของแรง [ ]0,1λ∈  ไดความสัมพันธระหวางมุมหมุนที่
ปลายทั้งสองและตัวประกอบของแรงดังแสดงในรูปที่ 6.38 จากผลที่ไดพบวาในคานที่มีความ
ชะลูดต่ํามุมหมุนที่ปลายดานซายและดานขวาของคานเพิ่มข้ึนนอยมากเมื่อ λ  มีคามากขึ้น และ
ความไรเชิงเสนเชิงวัสดุมีผลนอยมาก แตคานที่มีความชะลูดสูงพบวามุมหมุนที่ปลายทั้งสองมีคา
มากกวาคานที่มีความชะลูดต่ําเมื่อพิจารณาที่ λ  เดียวกัน นอกจากนี้ความสัมพันธระหวางมุม
หมุนที่ปลายทั้งสองและ λ  มีลักษณะไรเชิงเสนมากขึ้นเมื่อ n มีคาลดลง สําหรับชวงที่ตัวประกอบ

pNL m  

x L  

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

n = 0.4 
n = 0.6 
n = 0.8 
n = 1 
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ของแรงมีคานอยขนาดของมุมหมุนที่ปลายทั้งสองมีคาเพิ่มข้ึนเมื่อ n มีคาเพิ่มข้ึน แตเมื่อ λ  มีคา
มากขึ้นแนวโนมดังกลาวมีลักษณะตรงกันขาม 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

รูปที่ 6.38 ความสัมพันธระหวางตัวประกอบของแรงและการหมุนที่ปลายทัง้สองของคาน 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

รูปที่ 6.39 ความสัมพันธระหวางตัวประกอบของแรงและการขจัดในแนวราบที่ปลายดานขวา 

( )2 pˆ 1θ κ =  
( )2 pˆ 0.1θ κ =  

n = 0.4 
n = 0.6 
n = 0.8 
n = 1 

λ  

θ  

( )1 pˆ 1θ κ =  
( )1 pˆ 0.1θ κ =  

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

n = 0.4 
n = 0.6 
n = 0.8 
n = 1 

λ  

Lû  
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สําหรับความสัมพันธระหวางตัวประกอบของแรงและการขจัดในแนวราบที่ปลายดานขวาของคาน
แสดงในรูปที่ 6.39 จากผลที่ไดดังกลาวพบวาคานที่มีความชะลูดต่ําเกิดการขจัดในแนวราบที่
ปลายดานขวานอยมากและอิทธิพลของความไรเชิงเสนเชิงวัสดุไมมีนัยสําคัญ แตสําหรับคานที่มี
ความชะลูดสูงพบวาเมื่อคาตัวประกอบของแรงมีคานอยกวา 0.58 โดยประมาณ ความไรเชิงเสน
เชิงวัสดุสงผลใหการขจัดที่เกิดขึ้นในแนวราบมีคานอยลง และเมื่อคามีคามากกวา 0.58 การขจัด
ในแนวราบที่ปลายดานขวามีคามากขึ้นเมื่อ n มีคาลดลง นอกจากนี้ความไรเชิงเสนเชิงวัสดุสงผล
อยางชัดเจนตอความสัมพันธระหวางตัวประกอบของแรงและการขจัดในแนวราบในกรณีที่คานมี
ความชะลูดสูง 

กรณีตอไปพิจารณาแรงกระทําและโมเมนตกระทําที่ปลายทั้งสองดังนี้ 
1 2ˆ ˆm 3,m 3= =  และ *

xf̂ 2.5=  ในกรณีนี้คานเกิดจุดดัดกลับที่จุดกึ่งกลางคาน เมื่อพิจารณาเสน
โคงการโกงตัวดังแสดงในรูปที่ 6.40 พบวาการขจัดในทิศทางดิ่งที่จุดดัดกลับมีคาเปนศูนยและเสน
โคงการโกงตัวทางดานขวาและดานซายของจุดดัดกลับมีลักษณะปฏิสมมาตร เมื่อวัสดุมีความไร
เชิงเสนสูงขึ้นคานเกิดการโกงตัวมากขึ้นทั้งในกรณีคานที่มีความชะลูดต่ําและคานที่มีความชะลูด
สูง แตผลของความไรเชิงเสนปรากฏชัดเจนมากกวาในกรณีคานที่มีความชะลูดสูง  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6.40 เสนโคงการโกงตวัของคานที่มฐีานรองรับอยางงายทีท่ําจากวัสดุตามแบบจําลองที่ 1  
โดยที่ 1 2ˆ ˆm 3,m 3= =  และ *

xf̂ 2.5=  

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

n = 0.4 
n = 0.6 
n = 0.8 
n = 1 

โครงสรางกอนโกงตัว 

x L  

y L  
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แรงปฏิกิริยาที่ฐานรองรับดานซายสําหรับคา n ตางๆกันแสดงในตารางที่ 6.5 จากผลที่ไดพบวา
ความไรเชิงเสนเชิงวัสดุสงผลใหแรงปฏิกิริยาที่เกิดขึ้นมีคาเพิ่มข้ึน โดยการเพิ่มข้ึนของแรงปฏิกิริยา
นี้สามารถเห็นไดชัดเจนในคานที่มีความชะลูดสูง แตในคานที่มีความชะลูดต่ําพบวาแรงปฏิกิริยาที่
เกิดข้ึนมีคาใกลเคียงกับผลที่ไดจากการวิเคราะหแบบเชิงเสนซึ่งมีคาเทากับ 6 และมีคาเพิ่มข้ึน
เพียงเล็กนอยเมื่อวัสดุมีความไรเชิงเสนมีมากขึ้น  
 

ตารางที่ 6.5 แรงปฏิกิริยาที่เกิดขึ้นที่ฐานรองรับดานซายของคานที่มีฐานรองรับอยางงาย 
ที่ทาํมาจากวสัดุตามแบบจําลองที่ 1 โดยที่ 1 2ˆ ˆm 3,m 3= =  และ *

xf̂ 2.5=  
 

ความไรเชิงเสนเชิงวัสดุ 
(n) 

แรงปฏิกิริยาทีฐ่านรองรับดานซาย ( )y1f̂  
pˆ 1κ =  pˆ 0.1κ =  

0.4 7.5153292203 6.0106413291 
0.6 6.3002103715 6.0033456980 
0.8 6.1808524804 6.0019810675 
1.0 6.1377470495 6.0014827615 

 

จากแผนภาพโมเมนตดัดของคานดังกลาวดังแสดงในรูปที่ 6.41 พบวาการกระจายของโมเมนตดัด
ทั้งกรณีคานที่มีความชะลูดต่ําและคานที่มีความชะลูดสูงและทุกคา n มีความใกลเคียงกันมาก
และใกลเคียงกับผลการวิเคราะหแบบเชิงเสน สวนแผนภาพแรงเฉือนในรูปที่ 6.42 พบวาคานที่มี
ความชะลูดต่ําแรงเฉือนสําหรับ n คาตางๆมีลักษณะใกลเคียงกันมากและมีคาใกลเคียงกับแรง
เฉือนที่ไดจากการวิเคราะหแบบเชิงเสน แตสําหรับคานที่มีความชะลูดสูงนั้นผลของความไรเชิงเสน
เชิงวัสดุทําใหแรงเฉือนที่บริเวณใกลปลายคานมีคาสูงสุด และมีคาลดลงที่ปลายคานทั้งสองและ
บริเวณกึ่งกลางคาน นอกจากนี้แรงเฉือนที่ปลายทั้งสองอาจมีการเปลี่ยนทิศทางดวยเมื่อ n มีคา
นอยๆ  
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รูปที่ 6.41 แผนภาพโมเมนตดัดของคานทีม่ีฐานรองรับอยางงายทีท่ําจากวัสดุตามแบบจําลองที่ 1  
โดยที่ 1 2ˆ ˆm 3,m 3= =  และ *

xf̂ 2.5=  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6.42 แผนภาพแรงเฉือนของคานทีม่ฐีานรองรับอยางงายทีท่ําจากวัสดุตามแบบจําลองที่ 1  
โดยที่ 1 2ˆ ˆm 3,m 3= =  และ *

xf̂ 2.5=  

pm m  

x L  

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

n = 0.4 
n = 0.6 
n = 0.8 
n = 1 

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

n = 0.4 
n = 0.6 
n = 0.8 
n = 1 

pSL m  

x L  
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รูปที่ 6.43 แผนภาพแรงตามแนวแกนของคานที่มีฐานรองรับอยางงายทีท่ําจากวัสดุตาม
แบบจําลองที่ 1 โดยที ่ 1 2ˆ ˆm 3,m 3= =  และ *

xf̂ 2.5=  

 
เมื่อพิจารณาแผนภาพแรงตามแนวแกนดังรูปที่ 6.43 พบวาในคานที่มีความชะลูดต่ําลักษณะของ
แรงตามแนวแกนที่เกิดขึ้นตลอดชวงคานมีคาใกลเคียงกับ *

xf̂  สําหรับทุกคา n ที่พิจารณา สวน
คานที่มีความชะลูดสูงความไรเชิงเสนเชิงวัสดุสงผลอยางชัดเจนตอการกระจายของแรงตาม
แนวแกนตลอดชวงคาน โดยแรงตามแนวแกนบริเวณกึ่งกลางมีคาคอนขางคงที่และมีชวงคงที่กวาง
ข้ึนเมื่อ n มีคาลดลง นอกจากนี้แรงตามแนวแกนมีคาลดลงอยางรวดเร็วที่บริเวณปลายทั้งสองของ
คานจนเกิดการเปลี่ยนทิศทางของแรงจากแรงดึงเปนแรงอัดที่ปลายทั้งสองของคาน 

เมื่อพิจารณาแรงกระทําและโมเมนตกระทําที่ปลายทั้งสองของคานดังนี้ 
1 2ˆ ˆm 3 , m 3= λ = λ  และ *

xf̂ 2.5= λ  โดยที่ [ ]0,1λ∈  จะไดความสัมพันธระหวางตัวประกอบ
ของแรง λ  และมุมหมุนที่ปลายทั้งสองและมุมหมุนที่จุดดัดกลับดังแสดงในรูปที่ 6.44 เนื่องจาก
โมเมนตดัดที่ปลายทั้งสองมีคาเทากันดังนั้นมุมหมุนที่ปลายทั้งสองจึงมีคาเทากัน สําหรับคานที่มี
ความชะลูดต่ําพบวาการหมุนที่เกิดขึ้นมีคานอยมากจนความไรเชิงเสนเชิงวัสดุมีผลนอยมาก แต
สําหรับคานที่มีความชะลูดสูงพบวาการเพิ่มข้ึนของมุมหมุนที่ปลายทั้งสองของคานและที่จุดดัด
กลับมีพฤติกรรมใกลเคียงกัน คือ ในชวงแรกที่คา λ  มีคานอยๆความไรเชิงเสนเชิงวัสดุสงผลใหมุม
หมุนมีคานอยลง แตเมื่อ λ  มีคามากขึ้นแนวโนมดังกลาวเปลี่ยนไปในลักษณะตรงกันขาม  

pNL m  

x L  

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

n = 0.4 
n = 0.6 
n = 0.8 
n = 1 
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รูปที่ 6.44 ความสัมพันธระหวางตัวประกอบของแรงและมุมหมุนที่ปลายทัง้สองและที่จุดดัดกลับ 
 
 

 

 
 
 
 

 

 
 
 

 
รูปที่ 6.45 ความสัมพันธระหวางตัวประกอบของแรงและการขจัดในแนวราบที่ปลายดานขวา 

 

λ  

θ  

n = 0.4 
n = 0.6 
n = 0.8 
n = 1 

( )1 2 pˆ, 1θ θ κ =  
( )1 2 pˆ, 0.1θ θ κ =  

( )Z pˆ 1θ κ =  
( )Z pˆ 0.1θ κ =  

λ  

Lû  

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

n = 0.4 
n = 0.6 
n = 0.8 
n = 1 
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สวนความสัมพันธระหวางตัวประกอบของแรงและการขจัดในแนวราบแสดงในรูปที่ 6.45 จากผลที่
ไดดังกลาวพบวาการขจัดที่เกิดขึ้นในคานที่มีความชะลูดต่ํามีคานอยมากและความไรเชิงเสนเชิง
วัสดุไมสงผลตอคาการขจัด สําหรับคานที่มีความชะลูดสูงในชวงเริ่มตนซึ่ง λ  มีคานอยการขจัดใน
แนวราบมีคานอยมาก แตเมื่อตัวประกอบของแรงมีคาเกินกวา 0.48 โดยประมาณ ผลของความไร
เชิงเสนเชิงวัสดุปรากฏอยางชัดเจนและคาการขจัดในแนวราบมีคามากขึ้น เมื่อ n มีคาลดลงเมื่อ
พิจารณามีคา λ  เดียวกัน 

กรณีสุดทายพิจารณาคานที่มีฐานรองรับอยางงายที่รับโมเมนตบรรทัด
ฐานกระทําคงที่ทั้งสองปลายมีคาเทากับ 1.5 ดังแสดงในรูปที่ 6.46 โดยทําการศึกษาพฤติกรรม
ของคานเมื่อเปลี่ยนคาแรงอัดบรรทัดฐานในแนวราบ pP̂ PL M=  ความสัมพันธระหวางมุมหมุน
ที่ปลายทั้งสอง มุมหมุนที่จุดดัดกลับ การขจัดในแนวราบที่ปลายดานขวา และแรงตามแนวแกน
และแรงอัดบรรทัดฐานแสดงในรูปที่ 6.47-6.49 ตามลําดับ 

 

 
รูปที่ 6.46 คานที่มฐีานรองรบัอยางงายทีม่โีมเมนตกระทาํคงทีท่ี่ปลายทั้งสองของคาน 

และรับแรงอัดที่ปลายดานขวา 
 

เมื่อพิจารณาการหมุนที่ปลายและที่จุดดัดกลับจากรูปที่ 6.47 พบวากราฟที่ไดสวนใหญมีลักษณะ
เปนเสนตรงในแนวดิ่ง ซึ่งบงชี้วาแรงกระทําในแนวราบนั้นสงผลตอการหมุนที่ปลายและที่จุดดัด
กลับนอยมาก สําหรับคานที่มีความชะลูดสูงสามารถเห็นผลของความไรเชิงเสนเชิงวัสดุไดชัดเจน
มากขึ้น โดยสงผลใหความสัมพันธระหวางแรงกระทํา P̂  และการหมุนที่เกิดขึ้นมีลักษณะไรเชิง
เสนมากขึ้นเมื่อ n มีคานอยๆ และการเพิ่มข้ึนของแรงอัดในแนวราบสงผลใหมุมหมุนที่ปลายทั้ง
สองและที่จุดดัดกลับมีคามากขึ้น 

 

 

X 

Y 

2m̂ 1.5=
1m̂ 1.5=

P̂
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รูปที่ 6.47 ความสัมพันธระหวางแรงอัดกระทําในแนวราบและการหมุนทีป่ลายทัง้สองของคานและ
ที่จุดดัดกลับ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

รูปที่ 6.48 ความสัมพันธระหวางแรงอัดกระทําในแนวราบและการขจดัในแนวราบทีป่ลายดานขวา 

 

( )1 2 pˆ, 1θ θ κ =  
( )1 2 pˆ, 0.1θ θ κ =  

P̂  

θ  

( )Z pˆ 1θ κ =  
( )Z pˆ 0.1θ κ =  

n = 0.2 
n = 0.4 
n = 0.6 
n = 0.8 
n = 1 

n = 0.2 
n = 0.4 
n = 0.6 
n = 0.8 
n = 1 

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

P̂  

Lû  
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เมื่อพิจารณาการขจัดในแนวราบที่ปลายดานขวาของคานดังรูปที่ 6.48 พบวาคานที่มีความชะลูด
ต่ําเกิดการขจัดในแนวราบที่นอยมากและชวงของแรงอัดที่พิจารณาไมสงผลตอการขจัดในแนวราบ
ที่ทุกคา n ที่พิจารณา สวนคานที่มีความชะลูดสูงนั้นหากความไรเชิงเสนเชิงวัสดุยังมีคาไมมากพอ 
(n มีคาใกลเคียง 1) แรงอัดตามแนวแกนสงผลตอการขจัดในแนวราบนอยมาก แตหากความไรเชิง
เสนเชิงวัสดุมีคามากเพียงพอดังเชนในกรณีที่ n = 0.2 แรงกระทําในแนวราบทําใหการขจัดใน
แนวราบมีคาสูง 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

รูปที่ 6.49 ความสัมพันธระหวางแรงอัดกระทําในแนวราบและแรงตามแนวแกนที่ปลายดานขวา 
 

ผลของแรงอัดกระทําในแนวราบที่มีตอแรงตามแนวแกนที่ปลายดานขวาของคานแสดงดังรูปที่ 
6.49 ซึ่งพบวาเมื่อแรงอัดมีคาเพิ่มข้ึนสงผลใหแรงตามแนวแกนที่ปลายดานขวามีคามากขึ้นและ
กราฟความสัมพันธมีลักษณะเปนเสนตรงยกเวนกรณี pˆ 1κ =  และ n = 0.2 โดยความชันของ
กราฟที่ไดเกือบทั้งหมดมีคาใกลเคียงกันเนื่องจากการเปลี่ยนแปลงของการหมุนมีคานอยมาก ทํา
ใหการเพิ่มข้ึนของแรงตามแนวแกนเปนสัดสวนโดยตรงกับแรงกระทําในแนวราบ แตในกรณีที่คาน
เกิดการหมุนที่ปลายมากเชนกรณี n = 0.2 และ pˆ 1κ =  พบวาในชวงเริ่มตนที่ P̂  มีคานอย
ความสัมพันธระหวาง P̂  และ N̂  มีลักษณะเปนเสนตรง แตเมื่อ P̂  มีคามากขึ้นสงผลใหเกิดการ
หมุนมากขึ้นซึ่งทําใหการเพิ่มข้ึนของแรงตามแนวแกนที่ปลายคานมีคาลดลง 

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

P̂  

N̂  

n = 0.2 
n = 0.4 
n = 0.6 
n = 0.8 
n = 1 
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6.2.2.2 คานที่มีฐานรองรบัอยางงายทีท่ํามาจากวัสดุที่มีพฤติกรรม
ตามแบบจําลองที่ 2 

สําหรับปญหาคานที่มีฐานรองรับอยางงายที่ทํามาจากวัสดุที่มีพฤติกรรม
ตามแบบจําลองที่ 2 เริ่มตนดวยการพิจารณาแรงกระทําและโมเมนตกระทําที่ปลายดังนี้ 

1 2ˆ ˆm 3,m 3.5= =  และ *
xf̂ 0.5=  สําหรับแรงกระทําดังกลาวนี้ทําใหเกิดจุดดัดกลับภายในคาน

โดยเสนโคงการโกงตัว แผนภาพโมเมนตดัด แผนภาพแรงเฉือนและแผนภาพแรงตามแนวแกน
แสดงในรูปที่ 6.50-6.53 ตามลําดับ เมื่อพิจารณาเสนโคงการโกงตัวของคานพบวาคานที่มีความ
ชะลูดต่ําเกิดการโกงตัวเพียงเล็กนอยเทานั้นและความไรเชิงเสนเชิงวัสดุนั้นมีผลนอยมาก แตคานที่
มีความชะลูดสูงเกิดการโกงตัวมากขึ้นและผลของความไรเชิงเสนเชิงวัสดุปรากฏชัดเจนขึ้น โดย
พบวาความไรเชิงเสนเชิงวัสดุสงผลใหเกิดการโกงตัวมากขึ้น โดยเฉพาะอยางยิ่งที่ปลายดานที่
โมเมนตกระทํามีคามาก 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

รูปที่ 6.50 เสนโคงการโกงตวัของคานที่มฐีานรองรับอยางงายทีท่ําจากวัสดุตามแบบจําลองที่ 2  
โดย 1 2ˆ ˆm 3,m 3.5= =  และ *

xf̂ 0.5=  
 
 
 
 

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

x L  

y L  

โครงสรางกอนโกงตัว n = 0.1 
n = 0.4 
n = 0.7 
n = 1 FEM 



 
 
169

ตารางที่ 6.6 แรงปฏิกิริยาที่เกิดขึ้นที่ฐานรองรับดานซายของคานที่มีฐานรองรับอยางงาย 
ที่ทาํมาจากวสัดุตามแบบจําลองที่ 2 และรับแรงกระทํา 1 2ˆ ˆm 3,m 3.5= =  และ *

xf̂ 0.5=  
 

ความไรเชิงเสนเชิงวัสดุ 
(n) 

แรงปฏิกิริยาทีฐ่านรองรับดานซาย ( )y1f̂  

pˆ 1κ =  pˆ 0.1κ =  
0.1 7.1642672234 6.5044773614 
0.4 6.8381022845 6.5030537758 
0.7 6.7558441110 6.5024269939 
1.0 6.7142377178 6.5020713555 

 

แรงปฏิกิริยาที่ฐานรองรับที่ปลายดานซายของคานที่ไดจากการวิเคราะหแสดงในตารางที่ 6.6 
เนื่องจากคานที่มีความชะลูดต่ํามีความแตกตางของการโกงตัวของคานที่คา n ตางๆกันนอยดังนั้น
แรงปฏิกิริยาที่เกิดขึ้นจึงมีความแตกตางกันนอยเชนกัน และแรงปฏิกิริยาที่เกิดขึ้นดังกลาวมีคา
ใกลเคียงมากกับแรงปฏิกิริยาที่ไดจากการวิเคราะหแบบเชิงเสน (แรงปฏิกิริยาที่ไดจากการ
วิเคราะหแบบเชิงเสนมีคาเทากับ 6.5) แตในคานที่มีความชะลูดสูงพบวาแรงปฏิกิริยาที่ไดมีคา
มากกวาผลที่ไดจากการวิเคราะหแบบเชิงเสนและมีคาเพิ่มข้ึนเมื่อความไรเชิงเสนเชิงวัสดุมีคามาก
ข้ึน สําหรับแผนภาพโมเมนตดัดในรูปที่ 6.51 พบวาการกระจายตัวของโมเมนตดัดสําหรับคานที่มี
ความชะลูดสูงและคานที่มีความชะลูดต่ําที่คา n ตางๆกันมีคาใกลเคียงกันมาก โดยโมเมนตดัดมี
ลักษณะการกระจายตัวแบบเชิงเสนตลอดความยาวคาน และผลของความไรเชิงเสนเชิงวัสดุที่มีตอ
คาโมเมนตดัดในกรณีคานที่มีความชะลูดสูงและ n มีคานอยๆเทานั้น 
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รูปที่ 6.51 แผนภาพโมเมนตดัดของคานทีม่ีฐานรองรับอยางงายทีท่ําจากวัสดุตามแบบจําลองที่ 2  
โดยที่ 1 2ˆ ˆm 3,m 3.5= =  และ *

xf̂ 0.5=  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 6.52 แผนภาพแรงเฉือนของคานทีม่ฐีานรองรับอยางงายทีท่ําจากวัสดุตามแบบจําลองที่ 2  

โดยที่ 1 2ˆ ˆm 3,m 3.5= =  และ *
xf̂ 0.5=  

 

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

n = 0.1 
n = 0.4 
n = 0.7 
n = 1 

x L  

pm m  

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

n = 0.1 
n = 0.4 
n = 0.7 
n = 1 

x L  

pSL m  
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จากการกระจายของแรงเฉือนตลอดชวงคานดังแสดงในรูปที่ 6.52 แสดงใหเห็นวาแรงเฉือนภายใน
คานที่มีความชะลูดต่ํามีคาคงที่ตลอดความยาวคานและความไรเชิงเสนเชิงวัสดุมีผลตอการ
กระจายของแรงเฉือนนอยมาก แตในกรณีคานที่มีความชะลูดสูงนั้นการกระจายของแรงเฉือน
ตลอดชวงคานมีความแปรปรวนสูงกวามาก โดยที่แรงเฉือนมีคาลดลงบริเวณกึ่งกลางคานและที่
บริเวณสวนปลายคานดานที่รับโมเมนตกระทํามาก ความไรเชิงเสนเชิงวัสดุมีผลตอลักษณะการ
กระจายของแรงเฉือนตลอดคานอยางชัดเจนโดยเฉพาะอยางยิ่งเมื่อ n มีคานอยๆ 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 6.53 แผนภาพแรงตามแนวแกนของคานที่มีฐานรองรับอยางงายทีท่ําจากวัสดุตาม

แบบจําลองที่ 2 โดยที ่ 1 2ˆ ˆm 3,m 3.5= =  และ *
xf̂ 0.5=  

 

จากแผนภาพแรงตามแนวแกนในรูปที่ 6.53 พบวาในคานที่มีความชะลูดต่ํานั้นแรงตามแนวแกนมี
คาใกลศูนยที่ปลายทั้งสอง และที่บริเวณกึ่งกลางคานแรงตามแนวแกนมีคาใกลเคียงกับแรงดึงที่
กระทํา เชนเดียวกับกรณีของแรงเฉือนความไรเชิงเสนเชิงวัสดุมีผลตอคาแรงตามแนวแกนนอยมาก 
สวนคานที่มีความชะลูดสูงแรงตามแนวแกนมีความแปรปรวนสูงตลอดชวงคาน โดยที่แรงตาม
แนวแกนมีคาสูงสุดบริเวณกลางคานและที่บริเวณปลายทั้งสองมีการเปลี่ยนทิศทางของแรงตาม
แนวแกน และผลของความไรเชิงเสนเชิงวัสดุที่มีตอการกระจายของแรงตามแนวแกนปรากฏ
ชัดเจนมากขึ้นเมื่อ n มีคาลดลง  

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

x L  

pNL m  

n = 0.1 
n = 0.4 
n = 0.7 
n = 1 
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นอกจากนี้ยังพิจารณาผลของขนาดของแรงกระทําที่มีตอคามุมหมุนและ
การขจัดในแนวราบที่ปลายคาน โดยพิจารณาแรงกระทําและโมเมนตกระทําเพิ่มข้ึนเปนสัดสวน
โดยตรงจากศูนยดังนี้คือ 1 2ˆ ˆm 3 , m 3.5= λ = λ  และ *

xf̂ 0.5= λ  โดยที่ [ ]0,1λ∈  ความสัมพันธ
ระหวางมุมหมุนที่ปลายที่ปลายทั้งสองและมุมหมุนที่จุดดัดกลับและการขจัดในแนวราบและตัว
ประกอบของแรง λ  แสดงในรูปที่ 6.54 และ 6.55 ตามลําดับ จากรูปที่ 6.54 พบวามุมหมุนที่ทั้ง
สามตําแหนงของคานที่มีความชะลูดต่ํามีคาเพิ่มข้ึนนอยมากเมื่อเปรียบเทียบกับคานที่มีความ
ชะลูดสูงและความไรเชิงเสนเชิงวัสดุมีผลตอมุมหมุนนอยมาก สวนคานที่มีความชะลูดสูงพบวามุม
หมุนที่ตําแหนงทั้งสามมีคามากขึ้นเมื่อ λ  มีคามากขึ้น และที่คา λ  เดียวกันมุมหมุนมีคามากขึ้น
เมื่อ n มีคานอยลง โดยผลของความไรเชิงเสนเชิงวัสดุเร่ิมปรากฏชัดเมื่อคาตัวประกอบของแรงมี
คาเกินกวา 0.5 โดยประมาณ 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 6.54 ความสัมพันธระหวางตัวประกอบของแรงและการหมุนที่ปลายทัง้สองของคาน 

และที่จุดดัดกลับ 

 
จากรูปที่ 6.55 พบวาคานที่มีความชะลูดต่ํามีการขจัดในแนวราบนอยมากจนกราฟที่ไดมีลักษณะ
เปนเสนตรงในแนวดิ่ง และไมสามารถสังเกตเห็นผลของความไรเชิงเสนเชิงวัสดุได แตสําหรับคาน
ที่มีความชะลูดสูงพบวาความสัมพันธระหวางการขจัดในแนวราบและตัวประกอบของแรงเปนแบบ

λ  

θ  

( )1 pˆ 1θ κ =  

( )Z pˆ 1θ κ =  ( )2 pˆ 1θ κ =  

( )1 pˆ 0.1θ κ =  

( )Z pˆ 0.1θ κ =  ( )2 pˆ 0.1θ κ =  

n = 0.1 
n = 0.4 
n = 0.7 
n = 1 
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ไรเชิงเสน โดยที่การขจัดในแนวราบมีคามากขึ้นเมื่อ n มีคาลดลงสําหรับชวงที่ตัวประกอบของแรง
มีคามาก  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6.55 ความสัมพันธระหวางตัวประกอบของแรงและการขจัดในแนวราบที่ปลายดานขวาของ
คาน 

 

สุดทายพิจารณาคานรับแรงกระทําและโมเมนตกระทําดังนี้ 1m̂ 0= , 
2m̂ 3.5=  และ *

xf̂ 3=  ในกรณีนี้คานเกิดจุดดัดกลับที่ปลายดานซาย เสนโคงการโกงตัว แผนภาพ
โมเมนตดัด แผนภาพแรงเฉือนและแผนภาพแรงตามแนวแกนแสดงในรูปที่ 6.56-6.59 ตามลําดับ
และแรงปฏิกิริยาที่ฐานรองรับดานซายแสดงในตารางที่ 6.7 จากเสนโคงการโกงตัวของคานในรูปที่ 
6.56 พบวาคานที่มีความชะลูดต่ําเกิดการโกงตัวนอยมาก เชนเดียวกับระยะการขจัดในแนวราบที่
ปลายดานขวาของคาน และความไรเชิงเสนเชิงวัสดุมีผลตอการโกงตัวและการขจัดในแนวราบที่
ปลายดานขวานอยมาก สวนคานที่มีความชะลูดสูงเสนโคงการโกงตัวบริเวณปลายที่มีโมเมนต
กระทํามีความโคงของคานมากกวาคานที่มีความชะลูดต่ํา และการขจัดในแนวราบที่ทางปลาย
ดานขวาของคานมีคามากกวาคานที่มีความชะลูดต่ํามาก เมื่อพิจารณาผลของความไรเชิงเสนเชิง
วัสดุพบวาการโกงตัวและการขจัดในแนวราบที่ปลายดานขวามีคามากขึ้นเมื่อ n มีคาลดลง ซึ่งผล
ของความไรเชิงเสนเห็นไดชัดเจนในกรณีของคานที่มีความชะลูดสูง 

 

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

λ  

Lû  

n = 0.1 
n = 0.4 
n = 0.7 
n = 1 
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รูปที่ 6.56 เสนโคงการโกงตวัของคานที่มฐีานรองรับอยางงายทีท่ําจากวัสดุตามแบบจําลองที่ 2  
โดยที่ 1m̂ 0= , 2m̂ 3.5=  และ *

xf̂ 3=  
 

สําหรับผลของความไรเชิงเสนเชิงวัสดุที่มีตอแรงปฏิกิริยาที่ฐานรองรับดานซายของคานที่แสดงใน
ตารางที่ 6.7 แสดงใหเห็นวาคานที่มีความชะลูดต่ําแรงปฏิกิริยาที่เกิดขึ้นมีคาใกลเคียงกับผลที่ได
จากการวิเคราะหแบบเชิงเสน ( y1f̂ 3.5= ) ความไรเชิงเสนเชิงวัสดุทําใหคาแรงปฏิกิริยามีคา
เพิ่มข้ึนเพียงเล็กนอยเทานั้น สวนคานที่มีความชะลูดสูงแรงปฏิกิริยาที่เกิดขึ้นมีคาสูงกวาแรง
ปฏิกิริยาที่ไดจากการวิเคราะหแบบเชิงเสนและมีคาเพิ่มมากขึ้นเมื่อ n มีคาลดลง 
 

ตารางที่ 6.7 แรงปฏิกิริยาที่เกิดขึ้นที่ฐานรองรับดานซายของคานที่มีฐานรองรับอยางงาย 
ที่ทาํจากวัสดุตามแบบจําลองที ่2 โดยที่ 1m̂ 0= , 2m̂ 3.5=  และ *

xf̂ 3=  
 

ความไรเชิงเสนเชิงวัสดุ 
(n) 

แรงปฏิกิริยาทีฐ่านรองรับดานซาย ( )y1f̂  
pˆ 1κ =  pˆ 0.1κ =  

0.1 4.4248049176 3.5098280518 
0.4 3.9918776481 3.5067011305 
0.7 3.8910352861 3.5053052354 
1.0 3.8386096918 3.5045107504 

n = 0.1 
n = 0.4 
n = 0.7 
n = 1 

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

x L  

y L  

โครงสรางกอนโกงตัว 

FEM 
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เมื่อพิจารณาแผนภาพโมเมนตดัดที่แสดงในรูปที่ 6.57 พบวาคานที่มีความชะลูดต่ํามีการกระจาย
ของโมเมนตดัดเปนแบบเชิงเสนเชนเดียวกับผลที่ไดจากการวิเคราะหแบบเชิงเสน โดยความ
แตกตางของแผนภาพโมเมนตดัดสําหรับคา n ตางๆกันไมมีนัยสําคัญ คานที่มีความชะลูดสูงนั้น
การกระจายของโมเมนตดัดตลอดคานมีลักษณะเปนเสนโคงมากขึ้น โดยความไรเชิงเสนเชิงวัสดุ
สงผลใหคาโมเมนตดัดมีคามากขึ้นตลอดความยาวของคาน 
 

 

 

 

 

 

 
 

รูปที่ 6.57 แผนภาพโมเมนตดัดของคานทีม่ีฐานรองรับอยางงายทีท่ําจากวัสดุตามแบบจําลองที่ 2  
โดยที่ 1m̂ 0= , 2m̂ 3.5=  และ *

xf̂ 3=  
 

สําหรับแรงเฉือนภายนคานดังแสดงในรูปที่ 6.58 พบวาแรงเฉือนในความชะลูดต่ํามีคาเพิ่มข้ึนจาก
ปลายดานซายและมีคาสูงสุดที่ปลายดานขวา ความไรเชิงเสนเชิงวัสดุมีผลตอการกระจายของแรง
เฉือนมาก แตสําหรับคานที่มีความชะลูดสูงพบวาแรงเฉือนมีคาเพิ่มข้ึนจากปลายดานซายและ
คาสูงสุดบริเวณใกลปลายดานขวา หลังจากนั้นแรงเฉือนมีคาลดลงเรื่อยๆจนถึงปลายดานขวา 
ความไรเชิงเสนเชิงวัสดุมีผลตอคาสูงสุดของแรงเฉือนและตําแหนงที่เกิดคาสูงสุด นอกจากนี้ยังมี
ผลตอการลดลงของแรงเฉือนที่ปลายดานขวาดวย สวนการกระจายของแรงตามแนวแกนดังแสดง
ในรูปที่ 6.55 พบวาแรงตามแนวแกนมีคาคอนขางคงที่ในคานที่มีความชะลูดต่ํา โดยแรงตาม
แนวแกนมีคาลดลงเพียงเล็กนอยที่บริเวณปลายดานขวาของคาน นอกจากนี้ผลที่ไดยังชี้ใหเห็นวา
ความไรเชิงเสนเชิงวัสดุแทบจะไมมีผลตอการกระจายของแรงตามแนวแกนเมื่อคานมีความชะลูด
ต่ํา สวนคานที่มีความชะลูดสูงแรงเฉือนมีคาลดลงอยางชัดเจนจากปลายดานซายถึงปลาย

n = 0.1 
n = 0.4 
n = 0.7 
n = 1 

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

x L  

pm m  
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ดานขวาของคาน และแรงตามแนวแกนเปลี่ยนจากแรงดึงเปนแรงอัดที่บริเวณปลายดานขวาของ
คาน 
 

 

 

 

 

 

 
 

รูปที่ 6.58 แผนภาพแรงเฉือนของคานทีม่ฐีานรองรับอยางงายทีท่ําจากวัสดุตามแบบจําลองที่ 2  
โดยที่ 1m̂ 0= , 2m̂ 3.5=  และ *

xf̂ 3=  
 

 

 

 

 

 

 

 
รูปที่ 6.59 แผนภาพแรงตามแนวแกนของคานที่มีฐานรองรับอยางงายทีท่ําจากวัสดุตาม

แบบจําลองที่ 2 โดยที ่ 1m̂ 0= , 2m̂ 3.5=  และ *
xf̂ 3=     

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

x L  

pSL m  

n = 0.1 
n = 0.4 
n = 0.7 
n = 1 

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

x L  

pNL m  

n = 0.1 
n = 0.4 
n = 0.7 
n = 1 
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นอกจากนี้ยังพิจารณาผลของขนาดของแรงกระทําที่มีตอคามุมหมุนและการขจัดในแนวราบที่
ปลายคาน โดยพิจารณาแรงกระทําและโมเมนตกระทําเพิ่มข้ึนเปนสัดสวนโดยตรงจากศูนยดังนี้คือ 

2m̂ 3.5= λ  และ *
xf̂ 3= λ  โดยที่ [ ]0,1λ∈  ความสัมพันธระหวางมุมหมุนที่ปลายที่ปลายทั้งสอง

และการขจัดในแนวราบและตัวประกอบของแรง λ  แสดงในรูปที่ 6.60 และ 6.61 ตามลําดับ  
   

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

รูปที่ 6.60 ความสัมพันธระหวางตัวประกอบของแรงและการหมุนที่ปลายทัง้สองของคาน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

รูปที่ 6.61 ความสัมพันธระหวางตัวประกอบของแรงและการขจัดในแนวราบ 
ที่ปลายดานขวาของคาน 

( )1 pˆ 1θ κ =  
( )2 pˆ 1θ κ =  

λ  

θ  

( )1 pˆ 0.1θ κ =  
( )2 pˆ 0.1θ κ =  

n = 0.1 
n = 0.4 
n = 0.7 
n = 1 

n = 0.1 
n = 0.4 
n = 0.7 
n = 1 

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

λ  

Lû  
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จากรูปที่ 6.60 พบวามุมหมุนที่ทั้งสองปลายของคานที่มีความชะลูดต่ํามีคาเพิ่มข้ึนนอยมากเมื่อ
เปรียบเทียบกับคานที่มีความชะลูดสูงและความไรเชิงเสนเชิงวัสดุมีผลตอมุมหมุนนอยมาก สวน
คานที่มีความชะลูดสูงพบวามุมหมุนที่ปลายทั้งสองมีคามากขึ้นเมื่อ λ  มีคามากขึ้น และที่คา λ  
เดียวกันมุมหมุนมีคามากขึ้นเมื่อ n มีคานอยลง โดยผลของความไรเชิงเสนเชิงวัสดุเร่ิมปรากฏชัด
เมื่อคาตัวประกอบของแรงมีคาเกินกวา 0.5 โดยประมาณ โดยเฉพาะอยางยิ่งในปลายคานดานที่มี
โมเมนตกระทํา 

สําหรับปญหาสุดทายที่พิจารณาคือคานที่มีฐานรองรับอยางงายรับ
โมเมนตบรรทัดฐานกระทําคงที่ที่ปลายดานดานขวาเทากับ 2.5 และรับโมเมนตกระทําคาใดๆที่
ปลายดานซายดังแสดงในรูปที่ 6.62   
 

 
รูปที่ 6.62 คานที่มฐีานรองรบัอยางงายรับโมเมนตกระทาํคงทีท่ี่ปลายดานขวา 

และรับโมเมนตกระทําใดๆทีท่ี่ปลายดานซาย 
 

กราฟแสดงความสัมพันธระหวางมุมหมุนที่ปลายทั้งสองของคานและโมเมนตกระทําบรรทัดฐานที่
ปลายดานซายแสดงในรูปที่ 6.63 ผลที่ไดพบวามุมที่ปลายดานซายมีคาเพิ่มข้ึนจากคาลบและ
กลายเปนคาบวกเมื่อ 1m̂  มีคาเพิ่มมากขึ้น สวนมุมที่ปลายดานขวาจะมีคาลดลงเมื่อ 1m̂  มีคาเพิ่ม
มากขึ้น และมุมที่ปลายทั้งสองนี้มีคาเทากันเมื่อคาโมเมนตดัดบรรทัดฐานที่ปลายดานซายมีคา
เทากับ 2.5 ซึ่งเทากับคาโมเมนตดัดบรรทัดฐานที่กระทําที่ปลายดานขวา สําหรับคานที่มีความ
ชะลูดต่ําพบวากราฟของมุมหมุนที่ปลายดานซายและปลายดานขวามีลักษณะเปนเสนตรง และ
ความไรเชิงเสนเชิงวัสดุมีผลตอมุมหมุนที่ปลายทั้งสองนอยมาก สวนคานที่มีความชะลูดสูงนั้น
พบวากราฟสวนใหญจะมีลักษณะเปนเสนตรงจนกระทั่งคาโมเมนตกระทําบรรทัดฐานที่ปลายซาย
มีคาประมาณ 2 มุมหมุนที่ปลายดานซายมีคาเพิ่มมากขึ้นและมีความสัมพันธกับโมเมนตกระทํา
แบบไรเชิงเสนมากขึ้น และมุมหมุนที่ปลายดานขวามีคาลดลงและความสัมพันธกับโมเมนตกระทํา

X 

Y 

2m̂ 2.5=
1m̂
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เปนแบบไรเชิงเสนมากขึ้นเมื่อ 1m̂  มีคาสูงขึ้น สําหรับการขจัดในแนวราบที่ปลายดานขวาของคาน
เมื่อโมเมนตกระทําที่ปลายดานซายมีคาเพิ่มข้ึนแสดงในรูปที่ 6.64 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 6.63 ความสัมพันธระหวางโมเมนตกระทําที่ปลายดานซายและการหมุนที่ปลายทัง้สองของ

คาน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
รูปที่ 6.64 ความสัมพันธระหวางโมเมนตกระทําที่ปลายดานซายและการขจัดในแนวราบที่ปลาย

ดานขวา 

( )1 pˆ 1θ κ =  
( )2 pˆ 1θ κ =  

1m̂  

θ  

( )1 pˆ 0.1θ κ =  
( )2 pˆ 0.1θ κ =  

n = 0.1 
n = 0.4 
n = 0.7 
n = 1 

pˆ 1κ =  
pˆ 0.1κ =  

1m̂  

Lû  

n = 0.1 
n = 0.4 
n = 0.7 
n = 1 
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และจากรูปที่ 6.64 ผลจากการวิเคราะหพบวาการขจัดในแนวราบของคานที่มีความชะลูดต่ํามีคา
นอยมากทําใหผลของความไรเชิงเสนเชิงวัสดุไมมีนัยสําคัญ สวนคานที่มีความชะลูดสูงพบวาการ
ขจัดในแนวราบที่ปลายดานขวามีคาลดลงเมื่อคาโมเมนตบรรทัดฐานกระทําที่ปลายดานซายมีคา
นอยกวา 2.4 โดยประมาณและมีคาเพิ่มข้ึนเมื่อโมเมนตบรรทัดฐานกระทํามีคาเกิน 2.4 นอกจากนี้
ความไรเชิงเสนเชิงวัสดุสงผลใหการขจัดในแนวราบมีคามากขึ้นเมื่อ n มีคาลดลง 
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บทที่  7 
 

สรุปผลการวิจัยและขอจํากัดของงานวิจัย 

 

 

7.1 สรุปผลการวิจยั 

งานวิจัยนี้นําเสนอระเบียบวิธีกึ่งเชิงวิเคราะหเพื่อใชวิเคราะหแบบความโคงมาก
โดยพิจารณาผลของความไรเชิงเสนเชิงวัสดุ สมการกํากับพัฒนาขึ้นโดยพิจารณาสมการสมดุล
ของโครงสรางหลังการเปลี่ยนรูปความสัมพันธจนลศาสตรแบบแมนตรงและความสัมพันธระหวาง
โมเมนตดัดและความโคงแบบไรเชิงเสน การหาผลเฉลยเชิงตัวเลขของสมการกํากับที่พัฒนาขึ้นใช
วิธีนิวตัน-ราฟสันในการแกระบบสมการไรเชิงเสน ใชวิธีเกาสควอดราเจอรในการหาปริพันธเชิง
ตัวเลข และใชเทคนิคการแปลงตัวแปรในการแกปญหาปริพันธเชิงเอกฐาน เนื่องจากในขั้นตอน
การพัฒนาสมการกํากับไมมีการประมาณรูปแบบผลเฉลย ดังนั้นผลเฉลยที่ไดจึงมีความถูกตอง
แมนยําสูงเทียบเทาผลเฉลยแมนตรง ปญหาที่พิจารณาในงานวิจัยนี้ประกอบดวยคานยื่นที่รับแรง
กระทําในแนวดิ่ง แรงกระทําในแนวราบและโมเมนตกระทําที่ปลายอิสระ และคานที่มีฐานรองรับ
อยางงายที่รับโมเมนตกระทําที่ปลายทั้งสองและรับแรงกระทําในแนวราบที่ปลายดานขวาของคาน 
ความสัมพันธแบบไรเชิงเสนของโมเมนตดัดและความโคงของหนาตัดที่พิจารณาในงานวิจัยนี้
ประกอบดวย 2 แบบจําลอง แบบจําลองแรกมีความสัมพันธระหวางโมเมนตดัดและความโคงที่
อธิบายไดดวยสมการเดียวและเปนความสัมพันธแบบกําลัง สวนแบบจําลองที่สองมีความสัมพันธ
ระหวางโมเมนตดัดและความโคงซึ่งประกอบดวยสองสวน คือ สวนที่มีความสัมพันธแบบเชิงเสน
และสวนที่มีความสัมพันธแบบไรเชิงเสน  

เนื่องจากสมการกํากับสวนใหญที่ใชในงานวิจัยนี้เปนสมการไรเชิงเสนและอยูใน
รูปของปริพันธเชิงวงรีหรือในรูปปริพันธที่ใกลเคียงกันซึ่งไมสามารถหาคาปริพันธโดยตรงได จึง
จําเปนตองใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขดังที่ไดกลาวมาแลวในข้ันตอนการแกปญหา ความแตกตางใน
การแกปญหาความโคงมากของวัสดุทั้งสองแบบจําลองนั้นวัสดุตามแบบจําลองที่ 1 สงผลให
สมการกํากับเกิดความเปนเอกฐานขึ้นจึงจําเปนตองใชเทคนิคในการแกปญหาปริพันธเชิงเอกฐาน
เพิ่มเติม แตในวัสดุแบบจําลองที่ 2 ซึ่งมีพฤติกรรมสองสวนประกอบกันมีความจําเปนตองแบงยอย
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แรงกระทํา เพื่อพิจารณาวาในแตละขั้นตอนยอยเกิดการเปลี่ยนพฤติกรรมของวัสดุที่บริเวณใดบน
คานจากนั้นจึงเลือกใชสมการกํากับใหตรงกับกรณีที่เกิดขึ้น ซึ่งจากบทที่ 3 และบทที่ 4 จะเห็นวา
สมการกํากับสําหรับวัสดุตามแบบจําลองที่ 2 มีจํานวนกรณีมากกวาสมการกํากับสําหรับวัสดุ
แบบจําลองที่ 1 มาก 

จากผลการวิจัยที่ไดในบทที่ 6 สามารถสรุปผลไดพอสังเขป คือ ในคานยื่นผลของ
ความไรเชิงเสนเชิงวัสดุทั้งสองแบบจําลองสงผลใหโครงสรางเกิดการโกงตัวและการหมุนมากขึ้น 
และความแตกตางจากความไรเชิงเสนเชิงวัสดุดานการโกงตัวและแรงภายในปรากฏชัดในคานยื่น
มีความชะลูดต่ํา แตสําหรับความแตกตางดานมุมหมุนปรากฏชัดในคานที่มีความชะลูดสูง และ
ความแตกตางจากความไรเชิงเสนเชิงวัสดุปรากฏชัดในคานยื่นที่มีความชะลูดต่ํา เนื่องจาก
โครงสรางมีการโกงตัวนอยกวาจึงทําใหระยะแขนของโมเมนตมีคามากกวาเชนเดียวกับคาโมเมนต
ดัดที่เกิดขึ้น เมื่อคาโมเมนตดัดที่เกิดขึ้นมีคามากสงผลใหเห็นความแตกตางจากความไรเชิงเสนเชิง
วัสดุไดชัดเจน โดยหากวัสดุมีความไรเชิงเสนสูงและความชะลูดสูงพบวาแรงภายในที่เกิดขึ้นมี
ความแปรปรวนเพิ่มข้ึนอยางมีนัยสําคัญ สําหรับความสัมพันธระหวางพฤติกรรมที่ปลายอิสระของ
คานและตัวประกอบของแรงพบวาพฤติกรรมที่เกิดขึ้นจากวัสดุทั้งสองชนิดมีความแตกตางกันมาก
ในชวงตน กลาวคือในวัสดุที่มีพฤติกรรมตามแบบจําลองที่ 1 เมื่อตัวประกอบของแรงยังคงมีคา
นอยการหมุนหรือการขจัดที่เกิดขึ้นจะมีคานอยมากจนกราฟที่ไดมีความชันเปนอนันต แตในวัสดุที่
มีพฤติกรรมตามแบบจําลองที่ 2 การขจัดและการหมุนที่เกิดขึ้นยังคงมีคาเทากับคานที่ทําจากวัสดุ
ยืดหยุนเชิงเสนจนกระทั่งเกิดการเปลี่ยนพฤติกรรมของวัสดุ สําหรับคานที่มีฐานรองรับอยางงาย
นั้นความไรเชิงเสนเชิงวัสดุสงผลใหคานมีการหมุนและการขจัดมากขึ้น นอกจากนี้แรงปฏิกิริยาที่
ฐานรองรับมีคาเพิ่มข้ึนตามความไรเชิงเสนเชิงวัสดุเชนกัน สําหรับการกระจายของแรงภายในมี
ความแปรปรวนมากขึ้นเมื่อความไรเชิงเสนเชิงวัสดุมีคาเพิ่มข้ึน และความสัมพันธระหวางการขจัด
และการหมุนที่เกิดขึ้นตอตัวประกอบของแรงพบวามีลักษณะเชนเดียวกับในคานยื่น 

จากที่กลาวมาพบวาอิทธิพลของตัวแปรทั้งสองมีความแตกตางกัน คือ ตัวแปร
กําหนดความไรเชิงเสนเชิงวัสดุสงผลในดานความออนตัวของโครงสราง เมื่อความไรเชิงเสนเชิง
วัสดุมีคามากคานมีความออนตัวมากขึ้นและสงผลใหเกิดการเปลี่ยนรูปรางมากขึ้น สําหรับตัวแปร
กําหนดความชะลูดของคานซึ่งแปรผกผันกับความลึกของคานที่พิจารณา โดยหากคานที่พิจารณา
นั้นมีความลึกมากคานจะมีความชะลูดต่ํา การโกงตัวของคานที่มีความชะลูดต่ําจะมีคานอยกวา
ในคานที่มีความชะลูดสูงและความชะลูดนั้นสงผลตอแรงภายใน โดยคานที่มีความชะลูดสูงการ
กระจายของแรงภายในที่เกิดขึ้นมีความแปรปรวนมากกวา  
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7.2 ขอจํากัดของงานวิจัย 

เนื่องจากผลเฉลยเชิงตัวเลขกรณีที่คานทําจากวัสดุที่มีพฤติกรรมตามแบบจําลอง
ที่ 2 ในงานวิจัยนี้แสดงผลเพียงกรณีที่คาตัวแปรของแบบจําลองเปนดังกรณีที่ 3 เทานั้น ซึ่งวัสดุ
ตามแบบจําลองที่ 2 นี้ยังสามารถแสดงพฤติกรรมของคานที่พิจารณาใชวัสดุในอีก 3 กรณีที่ได
กลาวในบทที่ 2 ไดเชนกัน  

และจากสมมติฐานที่วาคานไมยืดหดตัวตามแนวแกน จึงไมสามารถวิเคราะห
ปญหาที่คานเกิดการโกงตัวและการยืดหดตามแนวแกนประกอบกันได ซึ่งอาจเกิดในกรณีที่
พื้นที่หนาตัดของคานมีคานอยเมื่อเทียบกับแรงกระทําตามแนวแกน สงผลใหผลเฉลยที่ไดมีความ
คลาดเคลื่อนหรืออาจใหผลเฉลยที่ผิดพลาดไดหากการยืดหดตัวตามแนวแกนมีคาสูงมาก 

สุดทายคืองานวิจัยนี้ยังคงพิจารณาเฉพาะโครงสรางที่เปนคานยื่นและคานที่มี
ฐานรองรับอยางงายซึ่งเปนโครงสรางที่มีชิ้นสวนยอยเพียงชิ้นเดียว จึงไมสามารถวิเคราะหปญหา
ความโคงมากสําหรับโครงสรางที่มีหลายชิ้นสวนยอยได หากนําสมการกํากับนี้ประยุกตสราง
เมตริกซสติฟเนสและใชวิธีการรวมสติฟเนสแบบตรงจะสามารถวิเคราะหปญหาที่โครงสราง
ประกอบดวยชิ้นสวนยอยหลายชิ้นได  
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