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 ��'���$��$��&ก��ก)��������ก��� �"��	�������'���1$�	����������'(�

�)��'��ก����)���*����ก��ก)�������"�ก�"��'���1$ ��$� �	���"
�	� �	����%�� ����

ก&2� ��<�'G���J,/� �'(�#�� ��<+��!�ก�	����������&����&�"��'��ก�� ��)� �����;�#�&��ก��

'��ก�� (Pre-fabrication) $&+�������"�������#��#

� (Installation) $&+���������� �&�
����
ก��� 

���$

��)��#)�ก��F)���������&ก���� ��ก�����	������"�ก����ก����	����������

� #���%*����
�

��)����ก����<+��	����&��;&��1�% �"�	�����@������������	������� ��
��)�����	
.�����
�

�)��������1�%�
�ก")��	<� ����	
���
� (Bracing System)  

����	
���
��'(��)������	�������$&+�&����$&+�%�+�	�����@���� (Strength) �"�	����&

��;&��1�% (Stability) ����ก)�	��������"
ก �%<+���������;�
��
����
ก���$�ก���#��$&+��ก��� 

����	
���
������;���������������"��"
ก,/� ��)� �����ก���
����"���<����$����������   

���'G��ก
�ก�����#
����	����<��	��;
ก    ���'G��ก
�ก���ก)����� (Buckling) �����
��)���
�

����
�   ���$

��)����ก��#���$������5)������� �'(�#�� 

!�ก��#�5"����#�� �����!
��&
!*��"@���@�;*�	������	
.�������	
���
� ���!��*ก,���

�����	
���
���ก���������	��;
ก���%�!��/�5"���	�����)�������� (Nonlinearity) �"�

	�����)���-�/�#

�#��$&+!��#)� (Initial imperfection) $

��&
��<+��!�ก ก�����	������	��;
ก�������

���� �&���!��ก
��)� �	��������ก��ก����&��-'���� �
����&%9#�ก��������"��#�ก���������"���ก��

����"%�!��/�$&+#�����)�ก)��ก���'"&+���-'����	������� (Undeformed configuration) F*+�ก��

����� &ก�����	������������������� $&+	���*�;*�����	/�#����	������� �"�	����
�%
� �����)��

	����	���"�	����	�&��$&+��)�'(���������      !����5""
% ��ก"��	&��ก
�%9#�ก���!������

�	���������กก�)� �)��	)�	�����)����-/�#

�#�� !��)�5"��������	
���
��'"&+���'"��'

��<+��!�กก���'"&+���'"�������!��#)� F*+���!�)�5"#)�	)��
�'����$ �4	���'"��1
� (Safety 

factor) ��ก����ก���"�"�  
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��)����ก@#�� ก��ก������-'���	�����)����-/�#

�#��$&+!��#)��%<+������ก��	����/�$�

�'(��'��)�����$��'C��
#� ��+���")��&
�'(���+�$&+��)�����;	��������")������ ��)� 	�����)���-�/�$&+

�ก��!�กก��ก)������$&+������� ��<�	�����)���-�/��
���<+����!�กก���#�&��ก��'��ก����

������ �'(�#��   �����!
��&
!*����
��� &$���;�#��������)����)��-'���	�����)���-�/�#

�#��$&+!��

#)��%<+��������	
���
���ก$&+��� ���$��ก����)�#
���)��$

���� 20,000 #
���)�� 5"!�กก���*ก,�

!����������@�;*� 	����#ก#)�����	)������	
���
�$&+���!�ก�� &ก�����	������	����������#)��I 

�"���$ �%"���	�����)����-/�#

�#��$&+�&#)������	
���
�  

 

1.2  �
#;�'����	���������!
�  

1. �*ก,�$9,B&�"��� &ก�����	������	��;
ก�����#�������������"������������  

2. %
7���'��ก��	��%���#��������
����	������	��;
ก�����#�$&+�&%9#�ก����������

�����"������������    �"�����''����ก#�������	������������	
���
�$������������� 

�	��;
ก�������  

3.    �*ก,�5"����� &ก�����	������	����������#)��I#)������	
���
� 

4.    �*ก,�5"���	�����)���-�/�#

�#��#)������	
���
� 

 

1.3  �����#��������!
�  

1. ก�����	������	��������������������� '��ก������ ��������������$������	/�# 

�������������� $���
��� �"���������������5��  

2. �
���$�ก��
��&	�/���
#������"&��&� (Bi-linear material) 

3. ����	�����)���-�/�#

�#���&	)���ก$&+����$)�ก
� L/500 #�����ก����� AISC 2005 

4. ��)%�!��/�%9#�ก����"
�ก���ก)���������	������� (Post buckling) ก���ก)�����

��<+��!�กก���
������
��)�� (flexural buckling) �"� ก���ก)������8%����)�       

(Local buckling)  

5. �
����
ก���$�ก1����กก��$��$&+!��#)��������+��$)��

� 

6. !��#)�$

�����'(�����*����� 
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1.4  �

�#���"��� &ก��������������!
� 

1.   �*ก,������!
�����&# 

            2.   �*ก,�$9,B&ก�����	������	���������������������$������	/�# $���
��� �"����   

5�� �*ก,�$9,B&��;&��1�% �"��*ก,��� &ก����)�	�����)���-�/�#

�#�� 

3.   �*ก,�����&���� &ก������#
��"��"�1�,�!����%<+������ก����&���'��ก�� 

4.   %
7���'��ก��	��%���#����%<+�������	������	������� 

5.   #��!���	���;-ก#�������'��ก��ก
������!
�����&# 

6.   ���	�����'=.��#
���)�� (Case studies) 

7.   �������"����'5"ก����!
� 

8.   !
�$����$����%� � 
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����� 2 
�����	������ก��� 
 

��<
����$�&
ก")��;*������!
�����&# ���!����ก��ก�'(� 2 ก"�)���.) 	<� �����!
�$&+

�ก&+������ก
�	
���
� �"������!
�$&+�ก&+������ก
�ก"���#��ก��	����/ 

 

2.1  �����!
�$&+�ก&+������ก
�	
���
� 

Winter G. [9] �*ก,���	)��#�>������	
���
�$&+�1���	
���
��#@�$&+ (Full bracing) 	<� 

�1���$&+$���������ก��ก���ก)���������)���)��	
���
��"��ก��	)�����
���ก9#�-���� %��)�

	����
�%
� �����)������
���ก9#ก
�	)��#�>���	
���
����)��ก)���ก��%9#�ก������	
���
��#@�$&+ 

!��&	����
�%
� �ก
������������ �"�	)��#�>������	
���
�$&+$������ก���1���	
���
��#@�$&+

%�!��/�!�ก�������-/� 	<� 2Pe/L �
��-'$&+ 2.1  

 

     �-'$&+ 2.1 	����
�%
� �����)������
���ก9#�ก
�	)��#�>������	
���
� [9] 

#)������$��ก��$�"���
������	
���
�$�����������%<+��'�&���$&��ก
�5"$��$9,B& 

%��)�	)��#�>���$&+$������ก���1���	
���
��#@�$&+#��$9,B&�

� ��)�%&��%�$&+!�$������ก���1���	
��

�
��#@�$&+��	����'(�!���   ��<+��!�ก����&	�����)����-/�#

�#�� (Initial imperfection) �ก����-) 

���!*�%
7����ก���*
����)���%�!��/�5"���	�����)����-/�#

�#�� %��)�	)��#�>������	
��

�
�$&+�%&��%�!�$���������ก��ก���ก)���������)��	
���
��

�	���&	)���)����ก�)� 2 �$)����ก�/&���

����-/� �"����	)������	
���
���ก$&+����$)�ก
� 0.8% �������
���ก9#� �
��-'$&+ 2.2  

 



      �-'$&+ 2.2 	����
�%
� �����)������
���ก9#�ก
�	)�ก����&��-'�"�

Yura J.A. [11] �*ก,�

�������#�����ก��$�����

 

 

 

 

 

 

                 

 

 

 

 

 

 

�-'$&+ 2.4 ก��>����	����
�%
� �����)���� &ก���������#���ก
�	)�5"�8"���)�#��

�-'$&+ 2.4 ����'

��ก9#�ก
��#�>������	
���
�

�����;'����/%9#�ก���ก)��	
���


	����
�%
� �����)������
���ก9#�ก
�	)�ก����&��-'�"�

�*ก,�%9#�ก������	
���
�ก)��;*��1���	
���
��#@�$&+

�������#�����ก��$�����   ก�/&�*ก,��'(����$&+;-ก	
���
� 3 #�����)� �
��-'$&+ 

                  
�-'$&+ 2.3 ���$&+;-ก	
���
� 3 #�����)� [11] 

ก��>����	����
�%
� �����)���� &ก���������#���ก
�	)�5"�8"���)�#��

����'��	<�����!�ก���!��"������#���  ���ก����	����
�%
� ��������
�

��ก9#�ก
��#�>������	
���
�$����������$&"�����   �"��"�ก��������#)"�	��#����<+��ก
�

�����;'����/%9#�ก���ก)��	
���
��#@�$&+��� ����'�!�ก!��$&+ 1;*�!��$&+ 2 
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	����
�%
� �����)������
���ก9#�ก
�	)�ก����&��-'�"������	
���
� [9] 

	
���
��#@�$&+ ���������!��"��

#�����)� �
��-'$&+ 2.3   

ก��>����	����
�%
� �����)���� &ก���������#���ก
�	)�5"�8"���)�#�� [11] 

���ก����	����
�%
� ��������
�

$����������$&"�����   �"��"�ก��������#)"�	��#����<+��ก
�!�

2 	<�	����
�%
� ����



����
���ก9#ก
��#�>������	
���
�$����������������$&+ 

����'�!�ก!��$&+ 5 ;*�!��$&+ 

	<�����!�ก5"�8"���)�#

�ก"��	&��ก
�  

%��/�1� �����
#�� �"� 

�����������	����"@ก�����@!�-'�������'K� 

����'K�$&+�����ก��$�"�� 	<� ����

��'=!!��
� �-���"���&��#���-'$&+

 

 

 

 

 

 

 

       �-'$&+ 
 

 

 

���!��"��ก��$����

$

�������� F*+��&���ก��$��

�
��-'$&+ 2.6 �"� �-'$&+ 2.7 

 

 

 

�-'$&+ 2.6 ���!��"��ก��$������������ 

24 ft

Side view

����
���ก9#ก
��#�>������	
���
�$����������������$&+ 1    ����'�!�ก!��$&+ 

;*�!��$&+ 6 	<�	����
�%
� ��������$&+ 2 �"� 3 #��"���
� ���/�$&+����$*� 

!�ก5"�8"���)�#�� (Exact solution)   ��<+��'�&���$&��5"ก�����	�����%��)����	)�$&+

%��/�1� �����
#�� �"� '��ก�! �'�� ���ก� [2] �*ก,�%9#�ก���ก���ก)�����$��

�����������	����"@ก�����@!�-'�������'K� (Open web steel joist) ���	����"@ก�����@!�-'���

����'K�$&+�����ก��$�"�� 	<� ���� 12K1 (�'(���
�$&+�����ก�������	�������@!�-'$&+�&ก��5"�#ก
�

��'=!!��
� �-���"���&��#���-'$&+ 2.5)  

�-'$&+ 2.5   ��
�$&+�����ก�������	�������@!�-'$&+�&ก��5"�#

!��"��ก��$�����'(�?������
�����*�������)���)�� (Simple support) 

���ก��$��ก��!��#"��'3ก")�� �"�;-ก	
���
�$&+ก*+�ก"��	��$

�'3ก���"�'3ก")��

2.7 #��"���
�     

                                                                                                                             
 

���!��"��ก��$������������ [2]         �-'$&+ 2.7   ก��#��#

�	
���
�

24 ft 

Side view 

Lower flange brace 

6 

 

����'�!�ก!��$&+ 3 ;*�!��$&+ 4 �"�

#��"���
� ���/�$&+����$*� 

ก�����	�����%��)����	)�$&+

�*ก,�%9#�ก���ก���ก)�����$��

���	����"@ก�����@!�-'���

�'(���
�$&+�����ก�������	�������@!�-'$&+�&ก��5"�#ก
�

��
�$&+�����ก�������	�������@!�-'$&+�&ก��5"�#  

(Simple support) $&+'"��

�"�;-ก	
���
�$&+ก*+�ก"��	��$

�'3ก���"�'3ก")��

                                                                                                                             

ก��#��#

�	
���
� [2] 

Upper flange brace 



7 

 

ก�/&�*ก,���)���ก�'(� 3 ก�/& 	<� ก�/&$&+��)�&	
���
� ก�/&$&+	
���
��&	)�	�����@��ก�)� 

(Stiffness) �$)�ก
�16 lb/in, 32 lb/in #��"���
� ���$��ก���
���� 2 ���� 	<� ����
���ก9# �"�

�����	
���
� �
�#����$&+ 2.1 �"��-'$&+ 2.8 #��"���
�  

#����$&+ 2.1 	)�����
���ก9#$&+�
�!�กก��$�"�� 

Critical Load (Uniform load ,Ib/ft) 

First Mode Test1(Unbraced) Test2(k=16Ib/in) Test3(k=32Ib/in) Second Mode 

600 500 820 950 1810 

 

 

 

�-'$&+ 2.8 	����
�%
� �����)������
���ก9#ก
������	
���
�$&+�#�>��� 16 Ib/in, 32 Ib/in [2] 

!�ก#����$&+ 2.1 %��)�  	����"@ก�����@!�-'ก�/&��)�&	
���
� 	)�����
���ก9#$&+�
�����&	)�

����ก�)�����
���ก9##��$9,B&���ก���ก)�����������$&+ 1 (�ก)������-'	�*+�"-ก	"<+�)  �)��ก��

$�"��$&+ 2 �"� 3  	)�����
���ก9#$&+�
�����&	)�����)���)��ก���ก)�����������$&+ 1 �"� 2 ����

�)�	)�	�����@��ก�)����	
���
��

�����ก�)�	)�	�����@��ก�)�������	#�#��$9,B&�������#���  

�)�����1����	
���
�$&+�
�!�กก��$�"��!��&	)�#+��ก�)�����#��� $&+�1��� P ≤ Pcr �#)��ก

%�!��/�$&+�1����"
�ก���ก)���������	�������!��&	)���กก�)�$9,B&�������#��� �
��-'$&+ 2.8  

�
��

���ก#���ก����ก��������	
���
����	"��	"��;*�%9#�ก����"
�ก���ก)������"��	�����

�����	
���
� �$)�ก
� 2�$)����$9,B&����#���                                                    

AISC [5] 	<���#�?��$&+ก�����ก����	)������	
���
� �)��&	)��$)�ก
� 1% ����
�#��

����ก� ���+�!�ก�*ก,���	)��#�>������	
���
�������	#� (Ideal stiffness) $&+��ก��� ���

�"
กก��%<
�?���������#��� %��)� ��<+�$��ก���%�+�!�����	
���
��*
���<+��I 	)�	�����@��ก�)����
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���
�������	#� !��&	)�"-)���� 4Pcr/L  �
��-'$&+ 2.9 	)��
�ก")������������	����/�������	
��

�
���������ก�� F = 2Ki x D ��<+� Ki 	<� 	)�	�����@��ก�)�������	#����	
���
� �"� D 	<�	)� 

ก����&��-'$&+��ก$&+��� / !��	
���
� F*+�	)�ก����&��-'�
�ก")��!��&	)���ก�����)�ก�� L/500 ��ก

��ก���	
���
�����&	)��#�>�����กก�)���<��$)�ก
� 2Ki [10] ������#��&
	)����$&+��ก$&+���$&+

�����;�ก���*
������	
���
�!*��&	)���)�ก�� 1.6% �������
�#������ก�  

 

�-'$&+ 2.9 	����
�%
� �����)��!�����	
���
�ก
�	)�	�����@��ก�)�������	#����	
���
�  

Iwicki P. [16] �����!
��&
$��ก���'�&���$&����;&��1�%	����������	��;
ก$&+;-ก	
���
�

$����������)�����!��"���������#��� ก
� ก�����	������������������������#� �
��-'$&+ 2.10  

 

�-'$&+ 2.10 ���!��"��ก�����	������������������������#� �"� ���!��"���������#��� [16] 

 

�-'$&+ 2.11 5"ก�����	������������������������#�ก
����!��"���������#��� [16] 



5"ก���*ก,���)���ก�'(� 

���$�ก��ก9#ก
�	)��#�>������	
���
� 

��<+�	)��#�>����-��*
� ก�����	�����

	����������	��;
ก�-�ก�)�ก�����	������������������������#�

����	��;
ก�"
ก �)��$&+ 2 

	
���
� %��)� 	)��#�>����$)�ก
� 

ก���ก)���������)���)��	
���
� 

2.2   �����!
�$&+�ก&+������ก
�ก"���#��ก��	����/

 �� �&��
�#� �"�	/� 

��#���������������$������	/�#����1�,�>����$�� 

ก��	����/��ก��"-)�������	��#�� 5""
% �$&+���

(Energy Method)  

              Ahmed B. [6]  ก")��;*�

���	�����'=.���������������� ����)�� �� &���#
�

2.13 #��"���
�  �� &���#
�

�)����ก��	����/��กก�)� �#)�&���!��ก
�	<� ��ก	��#�����������ก�� ��-)�ก"�ก
�!����ก9# 

(Critical point)��<��&	)���กก�)�!����ก9#�

%9#�ก����"
�ก���ก)�����

Arc-length �$�  �
��-'$&+ 

 

 

 

 

         
 

 

        �-'$&+ 2.12 �� &ก�� ���#
�

��)���ก�'(� 2 �)�� 	<� �)��$&+ 1 ก")��;*�	����
�%
� �����)���
����
ก

���$�ก��ก9#ก
�	)��#�>������	
���
� %��)� ก�����	�����$

����������5""
% �$&+�#ก#)��ก
�

��<+�	)��#�>����-��*
� ก�����	������������!��"���������#���!����	)���)������
���ก9#���

����	��;
ก�-�ก�)�ก�����	������������������������#� ��<+��!�กก���ก)����������
��)��

2 ก")��;*�	����
�%
� �����)��	)� effective length 

	
���
� %��)� 	)��#�>����$)�ก
� 4Pcro/Lo��)�����;$�����ก�����	������������������������#�

ก���ก)���������)���)��	
���
� �
��-'$&+ 2.11 

�����!
�$&+�ก&+������ก
�ก"���#��ก��	����/ 

�&��
�#� �"�	/� [3] �����!
��&
���$��ก��%
7���'��ก�����	������	���������

��#���������������$������	/�#����1�,�>����$�� (Fortan) �������� &ก��������#
���>�
���

"-)�������	��#�� 5""
% �$&+����'�&���$&��ก
�ก�����	����������� &%"
���� 

ก")��;*�ก���'�&���$&������&���� &����#
��"� (Numerical method) 

�������� ����)�� �� &���#
�-��>�
� ก
� �� & arc-length 

�� &���#
�-��>�
� ������ก)ก������������ก��"-)�������	��#���%����&	���

�)����ก��	����/��กก�)� �#)�&���!��ก
�	<� ��ก	��#�����������ก�� ��-)�ก"�ก
�!����ก9# 

��&	)���กก�)�!����ก9#� ก����	��#��!��'(��'�����ก

%9#�ก����"
�ก���ก)����� (Post buckling) ����	������� �'(�#�� !�#����������&���� & 

�$�  �
��-'$&+ 2.12 �"� 2.13 #��"���
� 

�� &ก�� ���#
�-��>�
� [6]                    �-'$&+ 2.13 �� &ก�� arc
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ก")��;*�	����
�%
� �����)���
����
ก

%��)� ก�����	�����$

����������5""
% �$&+�#ก#)��ก
� 

!����	)���)������
���ก9#���

��<+��!�กก���ก)����������
��)��

effective length ก
�	)��#�>������

ก�����	������������������������#��ก��

���'��ก�����	������	������������

�������� &ก��������#
���>�
���

�'�&���$&��ก
�ก�����	����������� &%"
���� 

(Numerical method) $&+���

length  �
��-'$&+ 2.12 �"� 

��>�
� ������ก)ก������������ก��"-)�������	��#���%����&	���

�)����ก��	����/��กก�)� �#)�&���!��ก
�	<� ��ก	��#�����������ก�� ��-)�ก"�ก
�!����ก9# 

ก����	��#��!��'(��'�����ก ��)� ก�����	�����

����	������� �'(�#�� !�#����������&���� &        

arc-length method [6] 



               Ivanco V. [19]

	<� 1. �� &�%�+�$&"��

� �� &�&
!���)��
����
ก���$�ก1����ก��ก�'(��)���)�� 

�ก���	��#�����#)"��)�� F*+�	����/�)���#)��&���"���กก�)��� &�<+�

���$�ก1����ก����"@ก%�

���$
+��' !�����#�>����
�5
�ก��$��F
��

!��������ก��$��F
������ ���$���	<�

	��#��	"���ก
��� &���#
�

�'(�	)�	�$&+   F*+�!��)��'����
���"���ก��	����/ �#)!��������ก��$��

��กก�)� �����
��-'$&+ 2.14, 2.15, 2.16 

 

 

 

 

 

 

�-'$&+ 2.14 �� &Incremental method

 

 

 

 

                       
 

 

�-'$&+ 

�
7��
� ���$ �ก�

�������1�,�!����"��"
กก���>��#���"����#� �%<+��'(��&ก$���"<�ก��*+������
�5-���ก�����<�

5-�%
7���'��ก�� ��)� �
ก��!
� �
ก�*ก,���<�����ก� �'(�#�� ���

�ก�'=.��ก�����	������	����������"��	�������@������#�������������;�#��

Ivanco V. [19] $�$������&���� &����#
��"������
��ก�������ก����������������

"��

� �� &�&
!���)��
����
ก���$�ก1����ก��ก�'(��)���)�� 

�ก���	��#�����#)"��)�� F*+�	����/�)���#)��&���"���กก�)��� &�<+� ��<+��!�ก#�����)��)���
��

���$�ก1����ก����"@ก%��%<+�����ก��	)�	���	"���	"<+����������$&+��� 

!�����#�>����
�5
�ก��$��F
�����#)"��)��ก��	����/ �'(��� &$&+������ก��<+��!�ก���

!��������ก��$��F
������ ���$���	<� �� &���#
�-��>�
�����
��'"� �� &�&
�&�

�#����ก����

	��#��	"���ก
��� &���#
�-��>�
����$
+��' #)��ก
�#��	)��#�>����
�5
�$&+���	����/!�ก�����

�'(�	)�	�$&+   F*+�!��)��'����
���"���ก��	����/ �#)!��������ก��$��

2.14, 2.15, 2.16 #��"���
� 

 

Incremental method [19]           �-'$&+ 2.15 �� & Standard Newton

�-'$&+ 2.16 �� & Modified Newton-Raphson method [19]

�
7��
� ���$ �ก� [20] �����!
��&
�������F�>���������
����	������	�������$&+%
7���*
�

�������1�,�!����"��"
กก���>��#���"����#� �%<+��'(��&ก$���"<�ก��*+������
�5-���ก�����<�

5-�%
7���'��ก�� ��)� �
ก��!
� �
ก�*ก,���<�����ก� �'(�#�� ����'��ก���
�ก")��;-ก%
7���%<+�

�ก�'=.��ก�����	������	����������"��	�������@������#�������������;�#��
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����&���� &����#
��"������
��ก�������ก���������������� 3 �� &

"��

� �� &�&
!���)��
����
ก���$�ก1����ก��ก�'(��)���)�� �"�������ก����������

��<+��!�ก#�����)��)���
����
ก

����ก��	)�	���	"���	"<+����������$&+��� 2. �� &���#
�-��>�
�

�� &$&+������ก��<+��!�ก���

��>�
�����
��'"� �� &�&
�&�

�#����ก����

$&+���	����/!�ก�����

�'(�	)�	�$&+   F*+�!��)��'����
���"���ก��	����/ �#)!��������ก��$��F
�� (Iteration) !�

Standard NewtonGRaphson [19]  

[19] 

�����!
��&
�������F�>���������
����	������	�������$&+%
7���*
�

�������1�,�!����"��"
กก���>��#���"����#� �%<+��'(��&ก$���"<�ก��*+������
�5-���ก�����<�

��ก���
�ก")��;-ก%
7���%<+�

�ก�'=.��ก�����	������	����������"��	�������@������#�������������;�#��
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����� 3 
�!�"����#ก����$%�� 

 

3.1  ก�����	������	��;
ก 3 ��#������������ (Linear analysis) 

ก�����	������	��;
ก 3 ��#������������ !����
��� &ก������#�>������#�� ��<+��!�ก

�����;����ก�'=.���	�������$

������&�$�������#�"�����&�$�������#�����)���'(������"��&

�

�#��$&+��)���!*��'(��� &$&+�������)����+������
�ก�����	������	�������������.)������
�

	��%���#��� [21] 

3.1.1  ก�����	������	������������� &��#��กF� (Matrix analysis) 

1) ��ก������"���!��#)� (Node equilibrium equation) �'(���ก��$&+����

	����
�%
� �����)�����1����ก ก
����1������
��)�����	������� 

{P}= [N]
 T
 {F}                                                                  (3.1)

 

��<+� 

 [N]
 T
 	<� ��#��กF�ก���'"&+��#�����)� 

{F} 	<� ��ก�#������1���������
��)��                                     

2) 	����
�%
� �����)�����ก
�ก���	"<+��$&+����#)"���
��)�� (Constitutive Equation) 

                                                  {F} = [K] {∆}                                                                  (3.2) 

��<+� 

[K] 	<� ��#��กF���"��#�ก�#�>��� (Elastic Stiffness Matrix) 

{∆} 	<� ��ก�#���ก��ก��!
������
��)�� 

3) "
ก,/�	����
�%
� �����	������� (Compatibility Equation) 

{Δ} = [N] {δ}                                                                   (3.3)               

	����
�%
� ��
�ก")�������;�������&����-)���-'��#��กF� 	<�
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 (3.4) 

 

��<+�  

                                     [N]    

 
 
 
 
 
 
  

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

n n n
11 12 1j

n n n
21 22 1j

=

n n n
i1 i1 ij

                                                   (3.5)

     

���$&+ Δi   	<�   ก��ก��!
�$&+!��#)� 

δi   	<�   ก���<���#
�������ก������
��)��  

[N] 	<�   ��#��กF�ก���'"�%�ก
� (Transformation matrix) �-���
���� 3.1.2 

��ก��$&+ (3.3) ����	����
�%
� �����)��ก���<���������ก������
��)�� ก
�ก��

ก��!
�$&+!��#)�����	�������       F*+�!����	)�$&+;-ก#�����<+��	��������ก��ก����&��-'���� �"���ก

�����ก���&
�$�����ก�� (3.2) !������;��&��	����
�%
� �����)����ก�#�������
����
ก

���$�ก1����ก {P} ก
���ก�#���ก��ก��!
�$&+!��#)� { δ } ����
��&
 

{P} = [N]
 T
 [K] [N] {δ}                                                              (3.6) 

��<� 

{P} = [KE] {δ}                                                                       (3.7) 

 

	����
�%
� ������ก��#)��I ����)���
����
ก���$�ก1����ก ก��ก��!
�$&+!��#)� ���

1������
��)������	������� �"�ก���<���#������ก������
��)���	������� �����;��&��

	����
�%
� �����
��-'$&+ 3.1   

                                               

δ

δ

δ

 ∆   
    
 ∆   
    
    
    ∆      

⋯

⋯

⋮ ⋮⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

n n n
11 12 1j1 1

n n n
21 22 1j2 2

=

n n n
n ni1 i1 ij
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          �-'$&+  3.1 �5�1�%�� &ก���#�>������#�� [1] 

 

3.1.2  ก������#��กF�ก���'"�%�ก
� (Transformation matrix) 

��<+��!�ก����%�ก
���
��)������	���������-)��$��$��#)��Iก
� !*���)�����;$��ก�����

��ก�#���������$&+'"����
��)���#)"��
�(���#������ก��������%�ก
���
��)��)������#��  

8��

��%<+���������;�������"�ก���'"&+��#�����)�����#)"���
��)��������#���"�� !*�#����&

ก���'"&+������%�ก
���
��)��(Local coordinate system) ����'(�����%�ก
����ก)�� F*+�

	����
�%
� ��������%�ก
�$

���������
��-'$&+ 3.2 

 

 

 

 

 

 

 

 

                
 

ก. ����%�ก
������
��)��                                         �.����%�ก
���� 

 

�-'$&+ 3.2 ก���'"�%�ก
���
��)���'(�����%�ก
���� 

 

 

δzi 
δxi ∆i n 

m 
l 

δzj 

δxj 

δyj 

δyi 

{P} 

��ก������"  {P}= [N]
 T
 {F} 

 

{P} = [KE] {δ} 

	������	"���$������	/�#     

{∆} = [N] {δ} 

กB��)�%9#�ก����
���        
{F} = [K] {∆} 

{F} 

{∆} 

{δ} 

∆j 
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!�ก�-'!���@��)� 

                                               

∆ δ θ δ θ δ θ

∆ δ θ δ θ δ θ

= cos + cos + cos
i xi x yi y zi z

= cos + cos + cos
j xj x yj y zj z

                                         (3.8) 

�
��

� ��#��กF��'"�%�ก
� !�ก����%�ก
�����'(�����%�ก
��8%�� �����;��&����-)���-' 

                                       [N] =  
 
 

l m n 0 0 0

0 0 0 l m n

                                          (3.9) 

��<+�                                        

l = cosθx = (x
j
-x
i
)/L
ij
, m = cosθy = (y

j
-y
i
)/L
ij
, n = cosθz = (z

j
-z
i
)/L
ij
 	<��	�F��$��$��

����������)������%�ก
��"
กก
�����%�ก
���
��)�� �"� L
ij 
= ((x

j
-x
i
)
 2
 + (y

j
-y
i
)
 2
+ (z

j
-z
i
)
 2
)
0.5 	<� 

	��������
��)������	�������  

3.1.3  ก������"��#�ก�#�>�����#��กF������
��)���	��������������#� 

�#�>�����#��กF������
��)���	���������$&+���#
������������#��"�#)�����!���*�����  

                                                  [K
E
] = [N]

 T
 [K] [N]                                                     (3.10) 

�����;��&�����-'��� 

 [K
E
] =  

AA AA

K - K

E E

AA AA

- K K

E E

        
 
 
        

                                             (3.11) 

��<+�                      

                         

   

2

2

2

AA

K

E

l lm ln

lm m mn

ln mn n

 
   =   
  
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!���@�����)��&"��#�ก�#�>�����#��กF������*+���
��)�� �&���� 6x6 F*+��$)�ก
�!����� 

���
��

����& (Degree of freedom) �����
��)���

�  

3.1.4 ก������&"��#�ก�#�>�����#��กF������
��)���'(��&"��#�ก�#�>�����#��กF����

�	�������  

 

    
 

 

 

 

          
 

 

 

   �-'$&+ 3.3. �	�������#
���)���%<+�����ก�������"��#�ก�#�>�������	������� 

!�ก�-'$&+ 3.3. �����;��&��ก�������"��#�ก�#�>�������	������� ����
��&
  

                                          

            
 
        
               

 
    
        

AA AA
1 1
K - K 0

E E

AA AA AA AA
1 1 2 2

- K K + K - K

E E E E

AA AA
2 2

0 - K K

E E

                            (3.12) 

��<+���������# : !��#)� 1 �"� 3 ��)�&ก���	"<+�� �����;"��-'��ก������
��&
     

   

                    

2 2

2 2

2 2

P (x) (x)
AA AA

1 1
P (y) K K (y)

E E

P (z) (z)

δ

δ

δ

   
                         

= +

   

                              (3.13) 

 

δ3x 

δ2y 

1 

δ2y 

δ2x δ2x 

δ2z 
δ2z 

δ3y 

δ3z 

δ1y 

δ1x 

δ1z 

P 

1 2 2 
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3.2  ก�����	������	��;
ก 3 ��#��������������� (Nonlinear analysis) 

ก�����	������	������������� &������������

�;-ก����������)��ก�������� $

��&
��<+��!�ก

�����;��	��#������)���"�	)�	���;-ก#�����-)�����
�$&+����
���� 1���#�����#�?���)�         

1) %�!��/���ก������"ก)��ก���'"&+���-'����	������� 2) %9#�ก�������
����'(������������ 

3) 	����
�%
� �����)��ก���'"&+���-'�"�ก��ก��!
�$&+!��#)��'(��������� �#)1���#����!��ก
�

��")��&
 $�������)�����;���	�����'=.����;&��1�%����	������� '=.��$&+�ก&+������ก
��	�������

������.) '=.���	���������$&+�&"
ก,/��ก"�!��ก"�ก���
#� ��<� '=.���	������������#<
���� 

�
��

�ก������� &ก�����	�������������������!*��&�
����	
. 

��$��'C��
#� ก�����	������	�������$&+�&%9#�ก����������������������� &�������	����� 

(Analytical Method) �

��$��'(��'��)��� ��<+��!�ก�	�������$&+�&������.)!��ก&+������ก
�

��ก��$��	/�#���#��$&+�&	�����)���กF
�F�����ก !*�!���'(�#�������� &ก��	����/����#
��"� 

(Numerical Method) �������)����ก�����	����� F*+��� &��*+�$&+�'(�$&+���������ก	<� �� &������#
�-

��>�
� (�-�
���� 4.1)  

ก�����	������������������� !������ &����&���#�>���$��#��F*+����
�	������	"���

�1�������"�"	)��#�>����
�5
�����#)"���
��)���%<+������������ก���#�>����
�5
����$

�

�	��������
���ก��$&+ (3.14) [12] 

                                                 {dP} = [KT] {dδ}                                                           (3.14) 

��<+� {dP} 	<� ��ก�#���ก���'"&+���'"��
�����$�ก$&+!��#)� 

[KT] 	<� ��#��กF��#�>����
�5
�����	�������������%�ก
���� 

{dδ} 	<� ��ก�#���ก���'"&+���'"�ก��ก��!
�$&+!��#)� 

3.2.1  ก�����	�������������������$������	/�# (Geometric nonlinear analysis) 

��ก�����	������	������������� &������������������$������	/�#�

� %��)���<+��	�������

�ก��ก���	"<+��$&+ !�$�����%�ก
�����	��������'"&+���' �)�5"��� N���)≠ N���� (��#��กF� [N] �'(�
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>=�ก��
�%�ก
�����	�������) �
��

�����#�?�����ก�����	����������������$&+�)� N���)≈N���� ��

��ก�� {P} = [N]
 T
 {F} �"���ก�� {Δ} = [N] {δ} !��ก��	���	"���	"<+����ก [3] 

�����
�ก�����	�������������������$������	/�# !���&����ก��$&+ (3.14) ���)�����-)���-' 

{P0} G [N
j

T
] {F
j
} = [K 

Ej
 + K

Gj
] {Δδ

j
}                                    (3.15) 

��<+� {P0} 	<� ��ก�#����
����
ก���$�ก1����ก 

[N
j

T
] 	<� ��#��กF�ก���'"&+��#�����)�$&+�1���������� j ��I 

{Fj} 	<� ��ก�#������1������
��)��$&+�1���������� j ��I  

                         �&	)��$)�ก
� EA (L
i
-L0)/L0 

{Δδj} 	<� ��ก�#���ก��ก��!
�$&+�1���������� j ��I 

[KG] 	<� !&����#��กF��#�>��������
��)���	�����������%�ก
��"
ก 

              �&	)��$)�ก
�   

        
 
 
    
    

AA AA

K - K
G G

AA AA

- K K
G G

                                                    

             ��<+�  

 
 
 

   
   

 
  

2
1-(n) -(n) (n) -(n) (n)

x x y x z

AA F 2
K = -(n) (n) 1-(n) -(n) (n)
G y x y y zL

2
-(n) (n) -(n) (n ) 1-(n)

z x z i y z

    (���"���&������1�	5��ก ก.)                    

 3.2.2  ก�����	�������������������$���
��� (Material nonlinear analysis) 

	��������������$���
����ก����<+��!�ก�
���$&+'��ก���*
��'(��)���	��������#)"���
��)��

�

� �&�&�!��ก
���ก���
����$&+�&%9#�ก���������������%&���)����*+��$)��

� F*+���&�ก�)��)����"��#�ก 

�"
�!�ก�

���ก�	��������
��
�����%�+�#)� �
����
�ก")��!��ก��	��ก $�����	����
�%
� �����)��

	����	��ก
�	����	�&����)�'(��������� F*+���&�ก�)��)�������"��#�ก ����������!
���
��&
���

	����
�%
� ��
�ก")���'(������������	-) (Bilinear material) �
��������-'$&+ 3.4 



18 

 

  

 

 

 

�-'$&+ 3.4 	����
�%
� �����)��	)�	����	��ก
�	����	�&����� bi-linear 

!�ก��ก��$&+ (3.14) �����;��&������"$&+!��#)����ก�����	�������������������$���
���

����
���ก��$&+ (3.16) [4] 

   {P0} G [N0
T
] {F
j
} = [K

T
 (ε )

 j
] {Δδj}                                           (3.16) 

��<+�  

[N0
T
]   	<� ��#��กF�ก���'"&+��#�����)�$&+�1���#

�#�� 

{Fj}   	<� ��ก�#���������1����$&+�1���������� j ��I F*+��&	)��$)�ก
� 

            = AE1ε    ;��
y

ε ε≤   

 = A [E1ε
y

+E2 (ε -ε
y

)] ;�� 
y

ε ε>  

[K
T
 (ε )

 j
] 	<� �#�>����
�5
��	�������$&+�'(�>=�ก��
+����	)�	����	�&�� / �1���    

������� j ��I  

      =    
    

E A
T2
N N

0 0L

0

  ;�� 
y

ε ε≤      

     =    
    

E A
T2
N N

0 0L

0

  ;�� 
y

ε ε>                                                                                                                              

 

3.2.3  ก�����	�������������������5�� (Geometric and material nonlinear analysis) 

ก����������������5�� �ก��!�ก	��������������$

�������� 	<� 	��������������$��

����	/�# ก
�	��������������$���
��� $&+%�!��/�$

�5"ก���'"&+���-'��ก����	��������"�

Stress 

σy 

εy 

E2 

E1 

Strain 
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	����
�%
� �����)��	����	���"�	����	�&��$&+��)�'(��������� F*+������;��&����ก�� (3.14) 

���)�����-)�-'��ก�� [14] 

{P0} G [N
j

T
] {F
j
} = [K

Ej 
(ε ) +K

 Gj
] {Δδ

j
}                                      (3.17) 

�

�#��ก��	����/ก�����	�������������������$

�������� !�ก")�����$$&+ 5 

3.3 ก�����	�������;&��1�%����	������� (Structural stability) 

ก��	����/��;&��1�%����	������� �����;��)�ก�����	�������ก�'(� 2 ����	<� ก��

���	�������;&��1�%����������� ���ก�����	�������;&��1�%��������������  

3.3.1  ก�����	�������;&��1�%����������� (Eigen Buckling) 

ก�����	�������;&��1�%����������� ����� &ก����	)��!��!� (Eigenvalue problem) F*+�

	)����ก���"-�
�ก")���'(��
�'����$ �4$&+�)��&
�
��)��	)��
����
ก���$�ก��ก9#�#)��
����
ก���$�ก$&

ก��$��!������	�������  

��ก������"$&+�����ก�����	����������;��&������
��&
 

{ }P K K
E G

λ λ ψ = +
 

                                              (3.18) 

F*+������;��!��$&+$������	������������;&��1�% ��<��	���������)�&�#�>��� !�ก�&�$������$� 

(Determinant) ��� K K
E G
λ +

 
 �&	)��'(��-��� �
���ก��$&+ 3.19 

λ 
 

det K + K =0

E G

                                                  (3.19) 

��<+� λ  	<�    #
�	-/�
����
ก���$�ก��ก9# 	<�	)����ก���"- (Critical elastic load factor) 

ψ  	<�    ����ก���ก)����� (Mode shape) F*+�	<�	)���ก�#����!��!�  

�
��

�	)��
����
ก���$�ก��ก9#����<����)� (Critical elastic load) 	<� 

{ } { }P = P
cr 0
λ                                                           
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3.3.2  ก�����	�������;&��1�%�������������� (Nonlinear buckling analysis)  

ก�����	�������;&��1�%�������������� �

�!������ &ก���%�+��

��
����
ก���$�ก1����ก

!�ก��$
+��	�������;*�!���&�!��ก
� (Limit point) F*+��'(�!�����+�#��$&+�	��������-.��&���;&��1�% 

�����;�
��ก#���!�ก	)����$��������#��กF��#�>����
�5
� (Tangent stiffness) ��)������

��*+�#
��&	)��'(�"���<��-��� �������-'$&+ 3.5  

 

 

 

 

 

 

�-'$&+ 3.5 ก���'�&���$&��%9#�ก��������;&��1�%������������"������������  
 

 

 

 

 

 

Unstable region 

U Post buckling Pre buckling 

Limit point 

F 

Eigenvalue 

buckling 
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����� 4 

�������	
��ก
���
���	��� 

 

4.1  �$	��	ก���ก�������ก���������������� 

��'=!!��
�ก���ก�������ก������������������������&���� &����#
��"��&�"�ก�"���� &  

�
���������ก���������� [6,8,19,22] F*+��#)"��� &�&$

�����&�����&��"��-'�����ก���#ก#)��ก
�

�' ��)� �� &�%�+�$&"��

� (Incremental method) �� &�&
��)��)���
����
ก���$�ก1����ก (Load 

increment) ��ก�'(��)���"@กI �"������ก��������������ก���ก����	��#�����#)"��)�� F*+��'(�

�� &$&+����ก�����@� �#)�&�����&�	<�ก����)��
����
ก���$�ก�

�#�����)��)������"@ก%��%<+���)���

	��#����ก��ก����$������" (Equilibrium path) !*�$�������&���"���ก��	����/��กก�)��� &

�<+� �&ก�� &��*+�	<��� &ก��ก��$��F
��������#
�-��>�
� �� &�&
����
����
ก���$�ก�'(�#
�	��	�� F*+�

��)��)���'(� �� &���#
�-��>�
�$
+��' 	<�����#�>����
�5
�ก��$��F
�����#)"��)���%<+�"-)�����-)

����$������" �)���� &���#
�-��>�
�����
��'"� !����	)��#�>�
�5
����+�#��#"��ก��ก��$��F
��

ก��"-)�����-)����$������" ����� &�&
���!��������ก��$��F
����กก�)�ก�/&��ก  �'(�#�� 

4.2  �� &ก��ก��$��F
��  

��$&+�&
ก�������� i = !������
�!������)�� j = !������
�ก��ก��$��F
��!�;*��#)"��)�� i 

�"� k = ���������"���
��)���	������� F*+��&�

�#��ก��	����/�
��&
 [18] 

1. 	����/��	)��
����
ก��)����" (Unbalance Load) !�ก��ก�� 

{P’j} i = {Pi}-[Nj]i
T
 {Fj}  

2. 	����/��	)���ก�#���ก��ก��!
�$&+!��#)�����	������� 

[KEj+KGj] I {Δδj} i = {P’j} i 

3. �'"&+��%�ก
�����	����������)!�ก	)�ก���	"<+��$&+ δ $&+���!�ก�

�$&+ 2 ���$&+ 
{Rj} i = {Rj-1} i + {Δδj} i 

4. 	����/����ก�#���ก��ก��!
�$

���� 

{δj} i = {δj-1} i + {Δδj-1} i 
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5. 	����/�����1������
��)�� F*+������!�กก���'"&+���'"�	������$&+�$�!���!�ก

%�ก
����) ����	������� 

 

{Fj} k = EAk
k

k

L

L

∆
 

6. 	����/#

��#)��� 1 ���) !�ก��$
+�	)�"-)�����-)	��#�� �
+�	<� 	)���ก�#����
����
ก��)

����" (Unbalance force)!�"�"���<+��I !�ก��$
+��&	)��ก"��	&���-��� F*+�!�$�����

��ก�� 

{P} = [N]
 T
 {F}  

 �'(�!��� �����
�ก�����ก��ก��$��F
��������<+����

�!�%�!��/�!�กก��#��!���ก��"-)

�������	��#�� �
��������
����;
��' �#);��%��)�	��#���

���)�����;"-)�����-)����$������"���  

��)� �&����#���!�กก����)��
����
ก���$�ก$&+�����ก���' ��<� 	��#����-)�ก"�ก
�!�����
#�  �'(�#�� 

!������ &#
�	-/�'"&+���'"�ก����)��
����
ก���$�ก�
#���
#� (Auto time stepping) �%<+��)��

�ก�'=.���
�ก")�� 

4.3  ก��#��!���ก��"-)�������	��#�����ก���ก�������ก���������������� 

�� &ก��"-)�������	��#������"�ก�"���� & ����ก) �� &�-	"&��&������������ก�#���������	�

	��� �� &�-	"&��&����������ก��ก��!
��)��$&+�'"&+�� �'(�#�� ��������!
��&
!������ &�-	"&��&��   

����������ก�#���������	�	�����ก��#��!���ก��"-)�������	��#��  

�� &$&+1 �� &�-	"&��&������������ก�#���������	�	��� (Euclidian residual norm) 

'
2

2

|| P ||
*100%

|| P || Rε≤  

�� &$&+2 �� &�-	"&��&����������ก��ก��!
��)��$&+�'"&+�� 

2

2

|| ||
*100%

|| || U

δ
ε

δ

∆
≤  

�����!
��&
ก�����	)� Rε  �$)�ก
� 0.01% ��ก���ก���	��#��;-ก#�����ก�*
� �����;

ก�����	)��������ก�)��&
��� �#)��!�ก��	�����
��'"<�����  
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4.4  #
�	-/ก���'"&+���'"��
����
ก���$�ก�
#���
#� (Automatic Time Stepping) 

ก�/&ก����)��)���
����
ก���$�ก1����ก$&+ก�������)�����;��ก��"-)����	��#�����  

�'��ก����)!���'(�#�������ก��$�����$
�$& �#)!������ &�
�ก")���%<+�'�
�"�ก����)��)���
����
ก

���$�ก1����ก  �"��"��$��F
�����) ��ก�
���)�����;"-)����	��#������&ก  !�$��ก��"�#
�	-/ก��

�'"&+���'"��
����
ก#)�  �"�$��F
����)���&
�'��<+�� ก��$
+�;*�#
�	-/ก���'"&+���'"��
����
ก

�
#���
#��-����$&+#

����!*�����$����� [13] �'��ก��$&+%
7���*
� #

�	)�#
�	-/ก���'"&+���'"�

�
����
ก�
#���
#� �$)�ก
� 0.5 �"�ก�����	)��-����ก�����#
�	-/ก���'"&+���'"��
����
ก�
#���
#� 

�$)�ก
� 6 ��� 

#
���)����)� ��กก��ก��$��F
�����$&+ i ��)�����;"-)����	��#����� #
�	-/ก���'"&+���'"�

�
����
ก�
#���
#� (=0.5) !�;-ก�����	-/ก
��
����
ก���$�ก �"��"��$��F
�����) ��ก�
���)�����;"-)

�����-)	��#����� ก@!�"�#
�	-/"��&ก (=0.25) $����)��&
#)��'��<+��I ���!�$��ก�������'��ก��

��<+�;*�!������-����ก�����#
�	-/�"���
���)�����;"-)����	��#����� 

4.5 �$	��	ก���ก�'=.��ก�����	�������;&��1�%��������������  

	)��
����
ก���$�ก��ก9#�����;�����!�กก���%�+��

��
����
ก���$�ก1����ก%�������

�� &ก�����	������������������� $���'��<+��!�;*�!���&�!��ก
� (Limit point) F*+������	�

�ก��

���	������
�ก")����)�����;���
����
ก���$�ก��ก9#���;-ก#��� $

��&
�%���ก����)�	)��
����
ก

���$�ก1����ก$&+�����ก���' �%<+��"&ก�"&+��'=.���
�ก")�� !*��������������� &#
�	-/ก��

�'"&+���'"��
����
ก���$�ก�
#���
#� (Automatic Time Stepping) �)��ก
� �� &ก����)�	�*+��)�� 

(Bisection method) �����;�)��!�ก�
���� 4.4. �"� 4.6. #��"���
�  

4.6  ����&���� &ก����)�	�*+��)�� (Bisection method) 

����&���� &ก����)�	�*+��)�� �
��-'$&+ 4.1 ;-ก�����'����ก#�����%<+���	)��
����
ก���$�ก��ก9# 

��<+��!�ก�'(��� &$&+�)�� �"�"-)������	��#����)��� ������
�$9,B&�$�
��&
 

ก����� f 	<� >=�ก��
�����)���
����
ก���$�ก1����กก
�ก��ก��!
�$&+#)���<+�����)�� [a, b]  

a 	<� �����##+����� �"� b 	<� �����#�-���� !������;��	)��&�!��ก
����#���

�#���
��&
  [18] 
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 �-'$&+ 4.1 �� &��)�	�*+��)�� [19] 

1. %�!��/��)�� [a,b] ��>=�ก��
�	����
�%
� �����)���
����
ก���$�กก
�ก��ก��!
�$&+

#)���<+�� ���$&+ f (a).f(b) < 0 �����)�	)�	��#����-)���)���
�ก")�� 

2. ��)�	�*+��)�� [a,b] ���	)� x1 ��� x1 = (a+b)/2 !�ก�

������<+�����
�ก")������")����

ก��#��!���ก����	)�	��#���
��&
 

-ก�/& f (a).f(x1) < 0 ����	����)�	)��
����
ก���$�ก��ก9#�

���-)���)�� a �"� x1 F*+�

!��$�   	)� b �������� x1 �"��$��F
����	)����) !�ก (a+ x1)/2 �"��#��!����)�����

��<+����ก�/&�� 

-ก�/& f (b).f(x1) < 0 ����	����)�	)��
����
ก���$�ก��ก9#�

���-)���)�� b �"� x1 

F*+�!��$�	)� a �������� x1 �"��$��F
����	)����) !�ก (b+ x1)/2 �"��#��!����)�����

��<+����ก�/&�� 

3. ����ก��	����/��<+� |xr-xr+1| < ε  

!�ก�

�#��ก��	����/%��)��)��	"��	"��ก����	)��&�!��ก
�!��	�"� !����$������

	)��
����
ก���$�ก��ก9# 

4.7 �$	��	ก���ก�'=.��ก����	)����ก���!��!���ก9# 

'=.��	)����ก�� ;-ก�������������$����������ก�����)����ก��� ��)� ก��������ก��

�
+�#
� (modes of vibration) ����	������� ก��������ก���ก)����� (Buckling) ����	������� 

�'(�#�� ���ก���ก�'=.��	)����ก���

��&�"�ก�"���� & ��)� �� &ก�������#�� (Direct Method) 

b a x1 

Limit point 

δ 

P 
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�� &ก��"
� (Power method) �� &�)��ก"
�ก��"
� (Inverse Power Method) �'(�#�� F*+������!
��&
���

�� &�)��ก"
�ก��"
� (Inverse Power Method) ��ก���ก�'=.�� ���"���&���%�+��#���)�����!�ก

��ก���������� [18] 

�� &ก��"
��'(��� &ก��ก��$��F
���%<+���	)����ก����"-$&+��ก��� !�ก��ก�� (-KG
-1
KE) x = λ x   

F*+������;���'�'(��

�#��ก��	����/����
��&
  

1. ����#�	)����ก����ก�#������+�#�� x
(0) ����&	)���*+���)�� 

2. �������#��กF�ก��	-/ (-KG
-1
KE) x

(0)
=y
(1)

  

3. �*�	)������-���� y(1) $�����ก����ก�#�������&	)��-�����$)�ก
���*+���)��  y(1) = 
(1)
λ x

(1)
  

4. $��ก��	����/F
��#

��#)�

�#��$&+ 2 ���) !�"-)�����-)	��#�� F*+�	��#��$&+���	<�	)����ก��

��"-�-���� �"�	)����ก����ก�#���$&+���	"���ก
�	)����ก����"-�

�I 

�#)�� &�)��ก"
�ก��"
� �'(��� &ก����	)����ก����"-#+����� F*+��

�#��ก��	����/���<��ก
��� &

ก��"
� �#)#)��ก
�$&+	)� (-KG
-1
KE) #����'(� (-KG

-1
KE)

-1 �"�	)����ก����"-$&+�����#�����������)��

ก"
� �-���!�ก�$%��-!�� 

�$%��-!�� 

%�!��/�'=.��	)����ก�����$
+��' ��� Ax = λ x 

	-/	)� A-1 $

���ก�� !�����)� A-1Ax (= Ix=x) = λ  A
-1
x       

!
��-'�����ก�����) �����-)���-'���'=.�����ก��  A-1x = 
1
λ
−

x
1

x
λ

 
= 

 
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����� 5 

 ก��	
���
���ก�� 

 

5.1  �$��� 

 �'��ก�����	������	�������$&+%
7���*
��������!
��&
�&%<
�?����!�ก1�,�!����"�

F�>���� JSM [20] F*+�����"
กก����&���'��ก����������
#;� (Object-oriented programming) 

�#)�����'��ก�� JSM ;-ก%
7���*
������
����	������	����������"��	�������@������#��������

�����;�#�� $&+'��ก������	"��#)��I �
��������-'$&+ 5.1  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

�-'$&+ 5.1 ��	�'��ก������'��ก�� [20] 

	"�� Hinge �"� 	"�� Joint �'(�	"���)�����	"�� Node $������$&+!��"��!��#)�

����	��������� �"��	�������@�#��"���
� �)��	"�� Link $������$&+!��"����
��)������	�����

���� �"�	"�� Beam �&����$&+!��"����
��)������	�������@� �����!
��&
$��ก��%
7��#)�!�ก

�'��ก�� JSM �%<+����	������	��������������#�$

�������������"���������������#)��I ����ก)   

��������������$������	/�#(Geometric nonlinear) ��������������$���
��� (Material nonlinear) 

�"���������������5�� (Combination of material and geometric nonlinear)   ���	�����

��;&��1�%����	�������$

�������������"������������ ���;*�	����/��	)�	�����)����-/�#

�#��

����	�������   

 

Node 

Joint Hinge 

Element 

UDE Structure Beam Etc. Link 

Material 
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5.2  �)��'��ก���"��

�#��ก��$���������'��ก�� 

�'��ก��$&+%
7���*
�'��ก������ 3 �)���"
ก 	<� �)��ก���
�����-" (Input) �)��

'����"5" (Process) �"��)������5""
% � (Output) �
��������-'$&+ 5.2 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

�-'$&+ 5.2 �)��'��ก������'��ก�� 

5.2.1  �)��'G������-"  

�)��'G������-"$������$&+�
�����-"!�ก5-�������-'����>"��
ก,� (1�,�!���) F*+�5-����#���

ก����� "
ก,/��-'�)��$

�!��#)��"���
��)������	������� 	�/���
#�����
��� �
����
ก���$�ก

1����ก$&+ก��$��ก
��	������� ��<+���������# !������

�ก����)��
����
ก���$�ก1����ก �"�

'���1$ก�����	������	������� ��)� ���	���������������� ���	�������������������$���
��� �'(�#�� 

5.2.2  �)��'����"5"  

�)��'����"5"$������$&+���	�����5""
% � F*+���)�ก��	����/�'(� 3 �)���"
ก 	<� ก��

���	������	��������������#�������������"������������ ก�����	�������;&��1�%����	�������

������������"������������ �"�ก����)�	)�	�����)����-/�#

�#������	��������� ����

�#��ก��

	����/$

����������-)���-'����5�1-�������� (Flow chart) #)��'�&
 

Input 

Process 

Output 

P             Structural 

analysis 

      δ 

P            Structural   

stability 

      δ 

Random Initial      

Imperfection 

Pattern 
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Calculate internal force vector {F
j
}
 i
 

Yes 

No 

                            i = 1 to m           Form                                   

P
i
                        P

i
=               Load increment                       

             δ                                       

5.2.2.1 �5�1-��������ก�����	������	��������������#� 

ก�����	������	��������������#� ��)���ก�'(� 2 �)�� 	<� ก�����	���������������� �"�

����������� �
��������-'$&+ 5.3-5.4 #��"���
� F*+�	���������������
�ก")���&�

�#���"
ก��ก��

$��������<��ก
� �#)�&�

�#��ก��������#�>����
�5
��"�ก�������1������
��)��#)��ก
� 

(�����;�)�����"���&�����$$&+ 3) �*
���-)ก
��������	�������������� #���

�#���)�� A �"� B 

�
��������-'$&+ 5.5-5.7 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

                                       �-'$&+ 5.3 �5�1-��������ก�����	���������������� 

P
m 

          

P
i
       

P
1
 

Input  

      Define                               

DOF, element, 

 Section, material                   

boundary cont. 

�
.
.
 

START 

                                          Elastic stiffness 

[K
E
]
 i
=                                         Matrix 

�
.
.
 

..... 

..... 

Solve displacement vector increment {∆δj} i
 

Displacement vector {δj} I = {δj-1} i+ {∆δ j} i 

�
.
.
 

END Output 

i=i+1 i<=m 
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�-'$&+ 5.4 �5�1-��������ก�����	������������������� 

Yes 

Yes 

Input  

      Define                              

DOF, element         

        Section, material                   

boundary cont. 

                            i = 1 to m           Form                               

      
                         P

i
=              Load increment                       

1
              δ          

�
.
.
 

                                         Tangent stiffness 

[K
T
]
 i
=                                         Matrix 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

�
.
.
 

..... 

..... 

Solve displacement vector increment {∆δj} i 

Displacement vector {δj} I = {δj-1} i+ {∆δ j} i 

Calculate internal force vector {F
j
}
 i
 

Calculate unbalanced force {P’j} 

�
.
.
 

'
2

2

|| P ||
*100%

|| P || Rε≤

END 

Output 

i=i+1 

No 

B 

A 

START 

P
m 

          

P
i
       

P
1
 

  i ≤ m 
No 
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�-'$&+ 5.4 �����

�#��ก��$������"
ก���ก�����	�������������������#������&���� &���

#
�-��>�
� F*+�ก�����	�������������������#)��I !��&�

�#��ก��	����/���)���&
���<��ก
� 

'��ก�������

�#���)�� �
��&
  

1. ��)��

��
����
ก���$�ก1����ก (Load step) $&+ก��$��#)��	������� 

2. 	����/��	)���#��กF��#�>����
�5
�����	������� 

3. 	����/��ก��ก��!
��)���%�+��"���ก��ก��!
�$&+!��#)�����	������� 

4. 	����/�����1������
��)���	������� �"��
����
ก���$�ก��)����" 

5. #��!���	)�	���	"���	"<+��!�ก�-	"&��&������������)�����	�	��� 

6. ;��	)�	"���	"<+����กก�)�	)�$&+������ $��F
��#

��#)��� 2 ;*� 6 �#);������ก�)��'���8 

7. #��!���!�����ก���%�+��

��
����
ก���$�ก1����ก ��ก�&	)�����ก�)��

��
����
ก

���$�ก1����ก$&+ก����� ����%�+��

��
����
ก���$�ก1����ก �"��ก��$��F
�� ��� 2-7  

 

        

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                                             
 

 

 

�-'$&+ 5.5 �5�1-�������

�#���)�� (A), (B) ���ก�����	�������������������$������	/�# 

 

Start: subroutine A 

σ               Material property                                            

               ε     
“Linear” 

Calculate element stiffness matrix 

Update transformation matrix 

∆1 

∆2 

δ1x 
δ1y 

δ1z 

δ2z 

δ2x 

δ2y 

 

 

 

 

Assemble KT=KE+KG 

 

…
.
.
 

…
.
.
 

....

. 

....

. 
KT= 

DofxDof 

Yes 

 All elements 

 

END: subroutine A 

No 

Start: subroutine B 

F1 

F2 

F=EA∆L/L 

END: subroutine B 

Yes 

No  All elements 
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           �-'$&+ 5.6 �5�1-�������

�#���)�� (A), (B) ���ก�����	�������������������$���
��� 
 

 

�
.
.
 

Yes 

No 

Start: subroutine A 

σ                         Material property                                                    

                 

ε 

“Bilinear material” 

Yes No 
ε<=εy 

E=E1 E=E2 

Calculate element stiffness matrix 

Initial transformation matrix 

δ2y 

δ2x 
δ2z

 

δ1z 

δ1y 

δ1x 

∆2 

∆1 

 

 

 

 

Assemble 

KT=KE+KG 

 

…
.
.
 

…
.
.
 

....

. 

....

. 

DofxDof 

KT= 

Yes 

All elements 

 

END: subroutine A 

No 

ε<=εy    

ε=N0δ/L0 

F=EA∆L/L σ 

ε 

E1 

F1 F2 

σ                         

         E      

ε 

F=A [E1εy+E2 (ε-εy)] E2 

F1 F

END: subroutine B 

Yes 

No  All elements 

 

Start: subroutine B 

Yes No 
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           �-'$&+ 5.7 �5�1-�������

�#���)�� (A), (B) ���ก�����	�������������������5�� 

Start: subroutine A 

σ                         Material property                                                    

                 
“Bilinear material” 

Yes No 
ε<=εy 

E=E1 E=E2 

Calculate element stiffness matrix 

Update transformation matrix 

δ2y 

δ2x 

δ2z

 

δ1z 

δ1y 

δ1x 

∆2 

∆1 

ε 

 

 

 

 

Assemble 
KT=KE+KG 

 

…
.
.
 

…
.
.
 

....

. 

....

. 

DofxDof 

KT= 

Yes 

All elements 

 

END: subrotine A 

No 

ε<=εy   

ε=∆L/L0 

F=EA∆L/L 
σ 

ε 

E1 

F1 F2 

σ                         

    E1      

ε 

F=A [E1εy+E2 (ε-εy)] 
E2 

F1 F2 

END: subroutine B 

Yes 

No All elements 

 

Start: subroutine B 

Yes No 



33 

 

5.2.2.2 �5�1-��������ก�����	�������;&��1�%����	������� (Structural stability) 

ก�����	�������;&��1�%����	������� ��)���ก�'(� 2 ���� 	<� ก�����	�������;&��1�%
������������"��������������� �
��������-'$&+ 5.8 �"� 5.9 #��"���
� 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

          

�-'$&+ 5.8 �5�1-������ก�����	�������;&��1�%����������� 

�-'$&+ 5.8 ����ก��	����/���
����
ก���$�ก��ก9# F*+�'��ก������ 4 �

�#���)�� 	<� 

1. ���	������	������������� &ก������������� 

2. ���	)����1������
��)���"�ก��ก��!
�$&+!��#)� !�ก��� 1  ��	)�!&����$��กF��#�>��� 

3. 	����/��	)�#
�	-/�
����
ก���$�ก��ก9#����������&���� &�)��ก"
�ก��"
� 

Input data 

START 

Linear analysis 

Calculate Geometric stiffness 
�

.
.
 

....

DofxDof 

KG= 

Calculate eigenvalue 

          

                        Det (KE+λKG) =0 

        1Power method4 

Calculate critical load      

                                  

P
0

cr=λ
0
P 

δ 

P Critical point 

END 

Output 

�
.
.
 

....

....
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�-'$&+ 5.9 �5�1-������ก�����	�������;&��1�%�������������� 

Input 

START 

    Define DOF, element                          

section, material                   

boundary cont. 

                                       

Load increment and Auto time stepping 

                                       Tangent stiffness 

[KT] i=                                         Matrix …
.
.
 

..... 

…
.
.
 

A 

..... 

Solve displacement vector increment {∆δj} i 

Displacement vector {δj} I = {δj-1} i+ {∆δ j} i 

Calculate internal force vector {Fj} i 

Calculate unbalanced force {P’j} 

Yes 

Yes 

No '
2

2

|| P ||
*100%

|| P || Rε≤

No 

                       Bisection method 

a Pm b 

Pm= (a+b)/2 

Calculate tangent stiffness 

Solve displacement vector 

Calculate internal force vector 

Calculate unbalanced force {P’j} 

A 

B 

  K diagonal<=0 

Pm=b Pm=a 

No 

No 

No 

Yes 

Yes 

 

B 

Output 

 δ 

P 

 δ 

P 

Yes 

'
2

2

|| P ||
*100%

|| P || Rε≤

  K diagonal<=0 

DofxDof 

(Pm
new

-Pm
old

)/Pm
old

<= ε 

ε 
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�-'$&+ 5.9 ����ก��	����/���
����
ก���$�ก��ก9# !�กก�����	�������;&��1�%�������������� F*+�

'��ก������ 13 �

�#���)�� 	<� 

1. �%�+��
����
ก���$�ก1����ก�'(��

�I 

2. 	����/��	)���#��กF��#�>����
�5
�����	������� 

3. 	����/��ก��ก��!
��)���%�+��"���ก��ก��!
�$&+!��#)�����	������� 

4. 	����/��	)����1������
��)���	������� 

5. 	����/���
����
ก���$�ก��)����" (Unbalanced force) 

6. #��!���	)�	���	"���	"<+��!�ก�-	"&��&������������)�����	�	��� 

7. ;��	)�	"���	"<+����กก�)�	)�$&+������ $��F
��#

��#)��� 2 ;*� 6 �#);������ก�)��'���8 

8. #��!���	)����$�������#�>����
�5
� ��ก�&	)��'(���ก ���ก"
��'$��F
����� 1 �#)

;���&��)������ 1 	)�#��"���<��'(��-����'��� 9 

9. ����� &��)�	�*+��)�� 	<� ก������
����
ก���$�ก1����ก $&+�����#")��ก
������#����

�8"&+�ก
��%<+��&��)��	��#�� (�

�#���&
!�����
����
ก���$�ก1����ก���)) 

10. $��F
���

�#��$&+ 2-6 

11. ��ก	)�	"���	"<+����กก�)�	)�$&+������ ก"
��'��� 10 ;������ก�)����#��!���	)����

$�������#�>����
�5
� ��ก�&	)��'(���ก ก���������
����
ก���$�ก1����ก�
�ก")��

�'(�	)������#")�� �#);��#��"����ก������'(������#�� 

12. #��!���	)�	���	"���	"<+��!�ก�
����
ก���$�ก1����กก)������ก
�'=!!��
� ��ก�&

	)���กก�)�	)�$&+������ �'��� 9 �#);������ก�)��'��� 13 

13. 	)��
����
ก���$�ก1����ก���$���$&+��� 	<�	)��
����
ก���$�ก��ก9#�������������� 

 

 

 

 

 

 

 



36 

 

5.2.2.3 �5�1-��������ก����)�	)�	�����)����-/�#

�#������	���������   

	)�	�����)����-/�#

�#����$&+�&
�'(�	)�	�����)����-/�#

�#��$&+!��#)� ������ก����)����

ก��!����+������  �����

�#��ก��$����� �
��-'$&+ 5.10 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                   
 

�-'$&+ 5.10 �5�1-��������ก����)�	)�	�����)����-/�#

�#�� 

!�ก�-'$&+ 5.10 '��ก������ 3 �

�#���)�� 	<� 

1. ��)�	)�	�����)����-/�#

�#��$&+!��#)�$�ก!�� �����)�	)�����)�� L/500 ;*� GL/500 

2. ���	)�$&+���!�ก��� 1 �'��กก
�%�ก
�#

�#�� !��������	/�#����	����������) 

3. �"<�ก�� &ก�����	������	�������  

Input 

START 

    Define DOF, element                          

section, material                   

boundary cont. 

Random initial imperfection pattern (ρ) 

New coordinate    

u=u + ρ                     

v=v + ρ                             

w=w + ρ 

 

Linear analysis  Nonlinear analysis 

 Material   Geometric   Combined 
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����� 6 

��ก����ก�� 

 

��$����%� ��&
 $��ก�����	�����'=.��#
���)��$

���� 4 #
���)�� ���#
���)����ก�'(�

ก��#��!���	���;-ก#�������'��ก��$&+%
7���*
� #
���)��$&+��"<��'(�ก�/&�*ก,�ก�����	�����

�������	
���
������%��"���	��;
ก  

6.1 �	���������$����� (Reticulated truss dome) 

#
���)���&
�&�
#;�'����	��%<+�#��!���	���;-ก#�������'��ก��$&+%
7���*
� ���

�'�&���$&��5""
% �ก
������!
�����&#��� Grecoa M. [15] F*+��'(��	���������$����� 13 

��
��)�� $&+�&	�/���
#�$���
��������"���#%"��#�ก �
��-'$&+ 6.1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                         �-'$&+ 6.1 ���"���&���	���������$����� 

Node 
coordinate (cm.) 

x y z 

1 0 0 0 

2 0 25 2 

3 -21.7 12.5 2 

4 -21.7 -12.5 2 

5 0 2 2 

6 21.65 -12.5 2 

7 21.65 12.5 2 

8 -25 43.3 8.216 

9 -50 0 8.216 

10 -2 -43.3 8.216 

11 25 -43.3 8.216 

12 50 0 8.216 

13 25 43.3 8.216 

TOP VIEW 

STRESS-STRAIN CURVE 

12 

7 
13 

8 

2 

6 

5 

3 4 

11 

10 

9 

1 
σy 

σy 

σ 

εy 

εy 

43.3 cm. 43.3 cm. 
25 cm. 25 cm. 

ε 

8.216 cm. 

2 cm. 

SIDE VIEW 
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ก�������� 

1. ��������#
������
��)��$

�����&	)��$)�ก
� 3.17 F�2

 

2. 	)�ก��"
��
�����*�$&+!��	��ก�$)�ก
� 200 ���#
�/F�2

 

3. 	�/���
#��
����'(������"���#%"��#�ก �&	)���"��#�ก���-"
� (E1) �"�	)������"��#�ก

���-"
� (E2) �$)�ก
� 300,000 �"� 0 ���#
�/F�2

 #��"���
�  

4. ?������
�$

�����'(�����*����� 

5. ���	������	�������!�;*��1���ก���ก)����������� &ก����������������$������	/�#�"�

��������������5�� 

6.  	)�	���	"���	"<+�����ก��$��F
��(Iteration) �$)�ก
� 0.01 %  

!�ก5"ก�����	�����%��)�	)��
����
ก���$�ก��ก9#������ &ก�����	�������������������$��

����	/�#�"���������������5��!�ก�'��ก��$&+%
7���*
� �&	)��$)�ก
� 300.2 ���#
��"� 239.18 

���#
� #��"���
� �"���<+��'�&���$&��5""
% ��
�ก")��ก
������!
�����&# %��)��&	)�$&+�ก"��	&��

ก
���ก �
��-'$&+ 6.2 

 

�-'$&+ 6.2 5"ก�����	������	���������$����������� &ก������������� �����������$������	/�# 
�"���������������5�� 
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6.2 �	���������$��%&�����  

#
���)���&
�&�
#;�'����	��%<+�#��!���	���;-ก#�������'��ก��$&+%
7���*
��$&��ก
� 

�'��ก�� ANSYS �	�������#
���)��ก���������'(��	���������$��%&�����$&+�&	�/���
#�$���
���

�����"���&� �
��-'$&+ 6.3 

 

 

 

 

 

 

�-'$&+ 6.3 ���"���&���	���������$��%&����� 

ก�������� 

1. ��������#
������
��)��$

�����&	)��$)�ก
� 0.001 �2

 

2. 	)�ก��"
��
�����*�$&+!��	��ก�$)�ก
� 240 MPa 

3. 	�/���
#��
����'(������"���&� �&	)���"��#�ก���-"
�(E1) �"�	)������"��#�ก���-"
� 

(E2) �$)�ก
� 205 GPa �"� 10.25 GPa #��"���
�  

4. ?������
�$

�����'(�����*����� 

5. ���	������	������������� &ก������������� ��������������$������	/�# �"�����������

�������5�� !�;*��
����
ก���$�ก��ก9# 

6. 	)�	���	"���	"<+�����ก��$��F
��(Iteration) �$)�ก
� 0.01 %  

5"ก�����	��������������#����$&+ 6.1-6.3 %��)�	)��
����
ก���$�ก��ก9# ก��ก��!
�$&+

���� 5 �"����1������
��)������	������� !�ก�'��ก��$&+%
7���*
��$&��ก
��'��ก�� 

ANSYS �

� 5""
% �$&+���#)��ก
���)�ก�� 0.2% F*+�;<��)��ก��	���	"���	"<+��������ก 

 

P 

1 (0, 0, 0) �. 2 (10, 0, 0) �. 

4 (10, 10, 0) �. 2 (0, 10, 0) �. 
5 (5, 5, 2) �. 

Stress 

 
σy 

 

εy 

 

E
1
 

 
Strain 

 

E
2
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#����$&+6.1 ก���'�&���$&���
����
ก���$�ก��ก9# 

�� &ก�����	����� 
�
����
ก���$�ก��ก9# (���#
�) 

ANSYS �����!
��&
 	)�	"���	"<+�� (%) 

�������� 17,853,984 17,854,059 0.0004 

�����������$������	/�# 3,304,000 3,305,223 0.0370 

��������������5�� 329,005 329,259.1 0.0772 

 

#����$&+ 6.2 5"ก�����	�����ก��ก��!
�����$&+ 5 / �
����
ก���$�ก��ก9#  

�� &ก�����	����� 

  ก��ก��!
� (�.) 

  ANSYS �����!
��&
 	)�	"���	"<+�� (%) 

�������� 2.1590 2.1600 0.0463 

�����������$������	/�# 0.8596 0.8598 0.0226 

��������������5�� 0.5760 0.5749 0.1862 

 

#����$&+ 6.3 5"ก�����	��������1������
��)�� / �
����
ก���$�ก��ก9# 

�� &ก�����	����� 

 ���1���� (���#
�) 

 ANSYS �����!
��&
 	)�	"���	"<+�� (%) 

�������� 16,399,949 16,400,000 0.0003 

�����������$������	/�# 5,189,599 5,190,462 0.0166 

��������������5�� 416,800 416,624.2 0.0422 

 

5"!�กก���*ก,�#
���)��$&+ 6.1 �"� 6.2 $&+�&	�/���
#�$���
��� "
ก,/�$������	/�# 

�"�ก���'�&���$&���� &$&+#)��ก
� 	<� ก���$&��ก
������!
�����&# [15] �"��'��ก�� ANSYS 

%��)�5""
% �$&+	����/���!�ก�'��ก��$&+%
7���*
��������!
��&
 �&	)����	"��� �"��&	���

;-ก#����'(�$&+�)�%��! 
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6.3 ��%��"���	��������� 

#
���)���&
�&�
#;�'����	��%<+��'�&���$&��5"����� &ก�����	������	����������#)��I#)�

�����	
���
�  ก�/&�*ก,��'(���%��"���	���������$&+�&	����-� 3 ��#� ก���� 2.5 ��#� �"�

	������$

���� 36 ��#� �
����
ก���$�ก1����ก ก��$��$&+!��#)����	����")�� �"�	�/���
#�

����
����'(������"���&� �
��-'$&+ 6.4 ก�����	������	���������)��'(� 2 �1��� 	<� �1��������� 

(P=50,000 N) �"��1����
����
ก���$�ก��ก9# ������ &ก�����	���������������� �����������$��

����	/�# �"���������������5��  

 

   
�-'$&+ 6.4 ���"���&����%��"���	��������� 

ก�������� 

1. ก��"
��
�����*�$&+!��	��ก �$)�ก
� 240 MPa  

2. 	)���"��#�ก���-"
� �$)�ก
� 205 GPa �"�	)������"��#�ก���-"
� �$)�ก
� 10.25 GPa 
   

3. ?������
�$

�����'(�����*����� 

4. ���	������	�������$&+�1����	����������-�/� (Perfect system) ������ &ก��

���	�����$

������������  �����������$������	/�# �"���������������5�� 

5. ��������#
������
��)����)���ก�'(� 5 ก"�)� �
�#����$&+ 6.4 

  #����$&+ 6.4 ��������#
������
��)����%��"���	��������� 

��
��)�� Lower chord Upper chord vertical truss Diagonal bracing Strut bracing 

����#
�(�2) 0.00772 0.00772 0.003031 0.000753 0.003031 
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�'��ก��$&+%
7���*
��������!
��&
��������
����	������	��������������#��$)��

� ��	���

�'(�!����	���������%��"���&
�&%9#�ก���5������)���	�������@�ก
��	��������� !*���)�����;

���	������	��������
�ก")������ก�����	������	��������������#�������#�� �%���!��ก��	�����)

�&��;&��1�%�*
� ��ก'���!�ก��
��)��	
���
�$&+'"����%��$

�������� �
��-'$&+ 6.5  

 

 

 

 

�-'$&+ 6.5 ก��!��"��	
���
�$&+'"����%�� 

ก������#���������#
�	
���
�$&+��
��)��'"����%�� �����
�#����$&+ 6.4 �"��-'$&+ 6.6 

%��)� ��������#
����	
���
�$&+'"����
��)���&��$ �%"#)��
����
ก���$�ก��ก9#���������$)��

� ���

�)����������#
� 1.0E-09 �2 ;*� 1.0E-04 �2 %��)�	)��
����
ก���$�ก��ก9#��������!��&�
#��ก��

�%�+��*
���<+��&ก���%�+���������#
� �"
�!�ก�

�$&+��������#
���กก�)���<��$)�ก
� 1.0E-03 �2 

�
#��ก���%�+�	)��I"�"�!��&	)�	�$&+ �
��

���������#
����	
���
�$&+'"����%��$&+�������	<� 

1.0E-03 �2    

#����$&+ 6.5 ��������#
�	
���
�$&+'"����
��)��#)��
����
ก���$�ก��ก9#  

����#
� (�2

) 
�
����
ก���$�ก��ก9# (���#
�) 

�������� �����������$������	/�# �����������5�� 

1.0E-09 10,452 38,100,000 628,962 

1.0E-08 33,079 38,100,000 628,962 

1.0E-07 103,583 38,100,000 628,962 

1.0E-06 315,029 38,100,000 628,962 

1.0E-05 854,355 38,100,000 628,962 

1.0E-04 1,570,335 38,100,000 628,961 

1.0E-03 1,834,109 38,000,000 628,963 

1.0E-02 1,864,277 37,800,000 628,970 

1.0E-01 1,865,107 37,700,000 628,973 
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�-'$&+ 6.6 ก��>	����
�%
� �����)������#
����	
���
�$&+'"����
��)��#)��
����
ก���$�ก��ก9# 

 

5"ก�����	�������%��"���	���������$&+�1����
����
ก���$�ก������ �����
�#����$&+  

6.6 %��)� 	)�ก��ก��!
� �������
��)������	��;
ก�"
ก �"� �����	
���
� $&+���!�กก�����	�����

������ &�������� �����������$������	/�# �"���������������5�� ���	)�$&+�#ก#)��ก
�������ก 

��<+��!�ก�
����
ก���$�ก�
�ก")���&	)�������)�)�5"#)�ก���'"&+���-'����	��������"��
����
���)

�ก��ก��	��ก  

#����$&+ 6.6 5"ก�����	�������%��"���	���������$&+�
����
ก���$�ก������  

5""
% � 
�� &ก�����	����� 

�������� 
�����������$��

����	/�# 

�����������
5�� 

ก�ก��!
� (�.) -0.005058 -0.005060 -0.005060 

���1�����	��;
ก�"
ก 
����
� (���#
�) -126,011.0 -125,975.3 -125,975.3 

����*� (���#
�) 189,267.8 189,318.8 189,318.8 

���1����	
���
� 
����
� (���#
�) -8,854.6 -8,856.4 -8,856.4 

����*� (���#
�) 12,656.0 12,659.7 12,659.7 

 

5"ก�����	�������%��"���	���������!�;*��1����
����
ก���$�ก��ก9# �����
��-'$&+ 

6.7-6.11 %��)� 	)�ก��ก��!
� ����
��"�����*���	
���
�$&+���!�กก�����	����������� &�����������

1

10

100

1,000

10,000

100,000

1,000,000

10,000,000

100,000,000

1.E-09 1.E-07 1.E-05 1.E-03 1.E-01

����
��

�ก�
		


�ก
��


�
�ก

 (�
���

��)

����������� (�2)


���
���
���
���
������
�������
���
���
������



�����������$������	/�#

�
����
ก���$�ก1����ก'����/ 

����
������
��)���	��;
ก�"
ก

���<��ก
� �#)ก�����	�������������������$������	/�#!�#)����ก�' 	<���<+��	����������+��ก"�;*�

!���&�!��ก
� ก���%�+��
����
ก��

�
��-'$&+ 6.10 �"�	)�����*�����
��)���	��;
ก�"
ก!�กก�����	�����$

������ &���	)��$)�ก
���� 

�����)���)�&5"���ก���'"&+���-'$������	/�#�"�	�����)������������
��� �
��-'$&+ 

              �-'$&+ 6.7 ก��>	����
�%
� �����)��

                        �-'$&+ 6.8

1,000

10,000

100,000

1,000,000

10,000,000

100,000,000

0.001

����
��

�ก�
		


�ก
��


�
�ก

 (�
���

��)

1,000

10,000

100,000

1,000,000

10,000,000

100,000,000

1,000

����
��

�ก�
		


�ก
��


�
�ก

 (
���

���
)

�����������$������	/�# �"���������������5�����	)��ก"��	&��ก
���ก 

�
����
ก���$�ก1����ก'����/ 6 �$)��
����
ก���$�ก������ �
��-'$&+ 6.7-6.9 

�	��;
ก�"
ก ก�����	����������� &���������"���������������5�����	)�$&+

���<��ก
� �#)ก�����	�������������������$������	/�#!�#)����ก�' 	<���<+��	����������+��ก"�;*�

��
ก���$�ก1����ก!��)�5"#)�	��������;��ก���
���������
��)�� 

�"�	)�����*�����
��)���	��;
ก�"
ก!�กก�����	�����$

������ &���	)��$)�ก
���� 

�����)���)�&5"���ก���'"&+���-'$������	/�#�"�	�����)������������
��� �
��-'$&+ 

	����
�%
� �����)���
����
ก���$�ก1����กก
�ก��ก��!
�

8 ก��>	����
�%
� �����)���
����
ก���$�ก1����กก
�

0.01 0.1

ก��ก����������� (
���)

Linear 

Geometric nonlinear

Combined nonlinear

10,000 100,000 1,000

��������������� !�"�� (��#���)

Linear

Geometric nonlinear

Combined nonlinear
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 !�#)��ก
��"@ก����$&+

6.9 #��"���
� �)��	)�

���������"���������������5�����	)�$&+

���<��ก
� �#)ก�����	�������������������$������	/�#!�#)����ก�' 	<���<+��	����������+��ก"�;*�

�$�ก1����ก!��)�5"#)�	��������;��ก���
���������
��)��  

�"�	)�����*�����
��)���	��;
ก�"
ก!�กก�����	�����$

������ &���	)��$)�ก
���� 

�����)���)�&5"���ก���'"&+���-'$������	/�#�"�	�����)������������
��� �
��-'$&+ 6.11 

 

����กก
�ก��ก��!
��-����$&+!��#)� 

 

����กก
�����
���	
���
�  

1 10

Linear 

Geometric nonlinear

Combined nonlinear

000,000 10,000,000

Linear

Geometric nonlinear

Combined nonlinear



                         �-'$&+ 6.9

               �-'$&+ 6.10 ก��>

               �-'$&+ 6.11 ก��>	����
�%
� �����)���
����
ก���$�ก

10,000

100,000

1,000,000

10,000,000

100,000,000

1,000����
��

�ก�
		


�ก
��


�
�ก

 (
���

���
)

10,000

100,000

1,000,000

10,000,000

100,000,000

10,000����
��

�ก�
		


�ก
��


�
�ก

 (�
���

��)

10,000

100,000

1,000,000

10,000,000

100,000,000

10,000����
��

�ก�
		


�ก
��


�
�ก

 (�
���

��)

6.9 ก��>	����
�%
� �����)���
����
ก���$�ก1����กก
�����*���	
��

ก��>	����
�%
� �����)���
����
ก���$�ก1����กก
�����
����	��;
ก�"
ก

�>	����
�%
� �����)���
����
ก���$�ก1����กก
����

10,000 100,000 1,000,000 10

����$���������� !�"�� (��#���)

Linear

Geometric nonlinear

Combined nonlinear

100,000 1,000,000 10,000

����������	�
��
����ก���ก (������)

Linear

Geometric nonlinear

Combined nonlinear

100,000 1,000,000 10,000,000 100

����������	�
��
����ก���ก (������)

Linear

Geometric nonlinear

Combined nonlinear
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����กก
�����*���	
���
� 

 

����กก
�����
����	��;
ก�"
ก 

1����กก
�����*����	��;
ก�"
ก  

10,000,000 100,000,000

Linear

Geometric nonlinear

Combined nonlinear

000,000 100,000,000

)

Linear

Geometric nonlinear

Combined nonlinear

100,000,000 1,000,000,000

)

Linear

Geometric nonlinear

Combined nonlinear
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�����
�5"ก�����	�������;&��1�%����	������� %��)�	)��
����
ก���$�ก��ก9#����5��

���	)�������� �$)�ก
� 600,000 ���#
� �)��	)��
����
ก���$�ก��ก9#�������������"�������������&

	)�'����/ 1.8 "������#
� �"� 37 "������#
� #��"���
� �-'�)��ก���ก)���������	�������!�ก

ก�����	���������������� �����������$������	/�# �"������������5�� �����
��-'$&+    6.12-6.14  

 

�-'$&+ 6.12 �-'�)��ก���ก)���������������� 

 

�-'$&+ 6.13 �-'�)��ก���ก)�������������������$������	/�# 

 

�-'$&+ 6.14 �-'�)��ก���ก)�������������������5�� 
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6.4 5"���	�����)���-�/�#

�#��#)������	
���
� 

#
���)���&
�&�
#;�'����	��%<+��*ก,�5"���	�����)���-�/�#

�#��#)������	
���
� ������

�	�������#
���)��$&+ 6.3 �'(�ก�/&�*ก,�  F*+���$��'C��
#�ก��ก������-'���	�����)���-�/�#

�

#���

��$��'(��'��)��� ��+���")��&
�'(���+�$&+��)�����;	��������")������!��ก���*
�1���"
�!�ก$&+

��ก����"��$

���
�   �
��

� ก�����-'���	�����)���-�/�#

�#��$&+$������ก�������	
���
���ก

$&+��� !*��&	������	
.#)�ก����ก�������	
���
�  ��'=.��	
���
����'���1$�����;��

�-'���$&+$������ก��	)������	
���
��-��������)�� ��)� ก�/&���$&+;-ก	
���
�#��ก*+�ก"��	������ 1 

#�����)� �#)�����
��	�������$&+�&	
���
���กก�)� 1 #
��*
��' �'(�ก����ก!�#
�����!����)��-'���

	�����)���-�/�#

�#�������$&+$������ก��	)������	
���
���ก$&+��� 

�����!
��&
!*����
��� &$���;�#��������)����)��-'���	�����)���-�/�#

�#�� ก��������	)�

	�����)���-�/�#

�#���
�ก")���ก���*
�$&+!��#)�#)��I���$

����$��$�� 	<� x, y, z F*+��'(�"
ก,/�

ก����&��-'#

�#��$&+�ก���*
����!���������)��ก��ก)������ �"����ก����)��'(����ก��!����+������ 

(Uniform distribution) ����)���)�� -8 ��. ;*� 8 ��. 	)�	�����)���-�/�#

�#���
�ก")���&
�'(�

	)�$&+ก������������#�?�� AISC �&	)��-������)�ก�� 1/500 ���	�������)�� 

5"!�กก����)�	)�	�����)���-�/�#

�#��$&+!��#)��"�$��ก�����	������	������������� &ก��

���	���������������� �"���������������5�� %��)�ก����)�#
���)�����)�� 1 ;*� 10,000 #
���)�� 

	)�����*��"��
���	
���
��&��������%�+��*
�#��!�����ก����)�#
���)�� �"
�!�ก�

�����������

���$&+�ก���*
���	
���
�$

�����*��"�����
����+��&	)�	�$&+��<+��&ก���%�+�!�����ก����)�#
���)��!�;*� 

20,000 #
���)�� �
��������-'$&+ 6.15-6.16 �
��

�!�����ก����)�#
���)��$&+ 20,000 #
���)�� !*�

�'(�	)�$&+�������$&+;-ก����������ก���*ก,� 

 

 



48 

 

 

�-'$&+ 6.15 ก��>	����
�%
� �����)��	)�����*���	
���
�ก
�!�����ก����)�#
���)�� 

	)�	�����)���-�/�#

�#�� 

 

�-'$&+ 6.16 ก��>	����
�%
� �����)��	)�����
���	
���
�ก
�!�����ก����)�#
���)�� 

	)�	�����)���-�/�#

�#�� 

6.4.1  5"ก�����	���������������� 

�-'$&+ 6.17 ����	)�����*���	
���
�!�กก�����	�������������������ก����)�	)�	�����)

���-�/�#

�#��$&+!��#)� 20,000 #
���)�� %��)�	)�	�����)���-�/�#

�#�������;�%�+���<�"������

	
���
���� �#)ก�/&$&+!��ก�������	
���
�$&+�&	)�#+��ก�)�ก�����	����������)%�!��/�5"���	�����)

���-�/��

��&������ก �&�%&�� 6 #
���)�� ���	)�����*���	
���
�!�กก�����	����������)%�!��/�
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5"���	�����)���-�/�#

�#���&	)��$)�ก
� 12,656 N  �/�$&+ก�����	��������%�!��/�5"	�����)

���-�/�#

�#��!��ก��	)�����)���)�� 12,630 N ;*� 14,500 N 	���'(� 25-29% ����
����
ก���$�ก

$&+�1��������� F*+�	)�����*���	
���
�$&+ 13,077 N �"� 14,492  N �'(�	)�����*���	
���
�$&+�&

��ก���ก����ก$&+����"��&�����-���� ��กก�)�ก�����	����������)%�!��/�	�����)���-�/�#

�

#��'����/ 15% #��"���
� 

 
���������	
��
� (����
�) ������� (��
	�) 

12650 6 

12705 328 

12788 1202 

12884 1890 

12979 2417 

13077 2578 

13173 2501 

13270 2421 

13368 1994 

13464 1509 

13562 1081 

13660 826 

13758 567 

13854 314 

13949 189 

14048 98 

14150 39 

14238 22 

14331 14 

14441 4 

�-'$&+ 6.17 	)�����*���	
���
�!�กก����)�	)�	�����)���-�/�#

�#�� 20,000 #
���)�� 

����ก�����	���������������� 

�-'$&+ 6.18 ����	)�����
���	
���
�!�กก�����	�������������������ก����)�	)�	�����)

���-�/�#

�#��$&+!��#)� 20,000 #
���)�� %��)�	)�	�����)���-�/�#
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���
������)���&��ก��������*���	
���
� �&�%&�� 88 #
���)��$&+	)�����
���	
���
�#+��ก�)�ก��

���	����������)%�!��/�5"���	�����)���-�/� ���	)�����
���	
���
�!�กก�����	����������)

%�!��/�5"���	�����)���-�/�#

�#���&	)��$)�ก
� 8,855 N  �/�$&+ก�����	��������%�!��/�5"

	�����)���-�/�#

�#��!����	)�����)���)�� 8,670 N ;*� 10,635 N 	���'(� 17-21% ����
����
ก

���$�ก$&+�1��������� F*+�	)�����
���	
���
�$&+ 9,212 N �"� 10,633 N �'(�	)�����
���	
���
�$&+�&

��ก���ก����ก$&+����"��&�����-���� ��กก�)�ก�����	����������)%�!��/�	�����)���-�/�#

�

#��'����/ 20% #��"���
� 

 
����
����	
��
� (����
�) �������(��
	�) 

8732 6 

8838 82 

8929 446 

9022 1359 

9117 2593 

9212 3474 

9309 3439 

9407 2842 

9502 2091 

9600 1371 

9698 895 

9759 555 

9890 361 

9994 239 

10094 120 

10187 64 

10290 39 

10393 15 

10493 7 

10633 2 

�-'$&+ 6.18 	)�����
���	
���
�!�กก����)�	)�	�����)���-�/�#

�#�� 20,000 #
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6.4.2 5"ก�����	������������������� 

�-'$&+ 6.19 ����	)�����*���	
���
�!�กก�����	����������������������ก����)�	)�	�����)

���-�/�#

�#��$&+!��#)� 20,000 #
���)�� %��)��&"
ก,/�	"���ก
�5"ก�����	���������������� 

ก")��	<� 	)�	�����)���-�/�#

�#�������;�%�+���<�"������	
���
���� �#)ก�/&$&+!��ก�������	
��

�
�$&+�&	)�#+��ก�)�ก�����	����������)%�!��/�5"���	�����)���-�/��

��&������ก ���	)�����*�

$&+%�!��/�5"	�����)���-�/�#

�#��!��ก��	)����)�� 12,650 N ;*� 14,450 N 	���'(� 25-29% 

����
����
ก���$�ก$&+�1��������� F*+�	)�����*���	
���
�$&+ 13,091 N �"� 14,463 N �'(�	)�����*�

��	
���
�$&+�&��ก���ก����ก$&+����"��&�����-���� ��กก�)�ก�����	����������)%�!��/�	�����)

���-�/�#

�#��'����/ 14% #��"���
� 

 
���������	
��
� (����
�) ������� (��
	�) 

12602 9 

12711 254 

12794 1233 

12890 2070 

12990 2516 

  13091 2745 

13192 2729 

13379 2422 

13395 1811 

13497 1485 

13596 1047 

13696 742 

13797 424 

13900 257 

14001 125 

14107 73 

14193 36 

14313 14 

14413 8 

�-'$&+ 6.19 	)�����*���	
���
�!�กก����)�	)�	�����)���-�/�#
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�-'$&+ 6.20 ����	)�����
���	
���
�!�กก�����	����������������������ก����)�	)�	�����)

���-�/�#

�#��$&+!��#)� 20,000 #
���)�� %��)��&	)�	�����)���-�/�#

�#�������;�%�+���<�"����

��	
���
���� �&�%&�� 20 #
���)��$&+	)�����
���	
���
�#+��ก�)�ก�����	����������)%�!��/�5"���

	�����)���-�/� ���	)�����
�!�กก��	��5"	�����)���-�/�#

�#����-)����)���)�� 8,725 N ;*� 

13,206 N 	���'(� 18-26% ����
����
ก���$�ก$&+�1��������� F*+�	)�����
���	
���
�$&+ 9,314 N 

�"� 13,206 N �'(�	)�����*���	
���
�$&+�&��ก���ก����ก$&+����"��&�����-���� ��กก�)�ก��

���	����������)%�!��/�	�����)���-�/�#

�#��'����/ 49% #��"���
� �
��

�	)�����
���	
��

�
�$&+�%�+���ก�*
��&
�����;�)�5"#)�ก��"�"����	)��
�'����$ �4	���'"��1
���ก����ก������ 

 
����
����	
��
� (����
�) �������(��
	�) 

8848 20 

8916 180 

9106 2179 

9314 3983 

9543 3144 

9783 2438 

10018 1947 

10255 1630 

10488 1250 

10724 1069 

10959 705 

11195 593 

11427 356 

11666 214 

11897 134 

12124 78 

12372 39 

12641 22 

12790 14 

13051 5 

                �-'$&+ 6.20 	)�����
���	
���
�!�กก����)�	)�	�����)���-�/�#
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6.4.3 ก�����	�����5"$���;�#� 

����-"!�ก�
���� 6.4.2 �����;��������	�����	����)�!��'(�$&+�����	
���
�!�กก����)�

	�����)���-�/�#

�#��!��&	)���กก�)�ก�����	��������'ก#� (��)%�!��/�	�����)���-�/�) ���

�
�#����$&+ 6.7 

#����$&+ 6.7 	����)�!��'(�$&+�����	
���
�!�กก��	��5"	�����)���-�/�#

�#��!��&	)�
��กก�)�ก�����	��������'ก#� 

5"#)�������� (%) 
	����)�!��'(� (��������) 	����)�!��'(� (�����������) 

����*� ����
� ����*� ����
� 

0-5 0.62 0.46 0.63 0.20 

5-10 0.36 0.47 0.31 0.31 

10-15 0.20 0.06 0.06 0.20 

>15 0.00 0.01 0.00 0.29 

  

           !�ก#���� %��)� 	)�����*���	
���
�!�กก��	��5"	�����)���-�/�#

�#������ก��

���	�����������������"������������ !��&	)���กก�)�ก�����	��������'ก#� 0-5% �&��ก���ก����ก

��� '����/ 62% ���#
���)��$

���� �#)�����
�����
���	
���
���ก����ก���ก����ก$&+��� 	<� 

5-10%  

��)����ก@#����ก��$&+����*��"�����
���	
���
�!�กก��	��5"	�����)���-�/�#

�#��

������ &���	���������������� !��&	)���กก�)� 15% ���ก�����	��������'ก#��

��&������ก 

'����/ 0% �"�1% #��"���
� �#)�����
�ก�����	�������������������%��)� 	����)�!��'(�$&+

����
���	
���
�!��&	)���กก�)� 15% ���ก�����	��������'ก#� �&�-�;*� 0.3 �"�$&��&�� �"�

	����)�!��'(�$&+�����	
���
�!��&��ก���-�ก�)�ก�����	��������'ก#�;*� 49% �&'����/ 

0.0002 
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����� 7  
���	
���
���������
 

 

7.1  ���'5"ก����!
� 

�����!
��&
�*ก,�ก�����������
��)��	
���
���ก���������	��������� ������ &ก��

���	���������������� �"������������$

�$���
����"�$������	/�# ���$

�%�!��/�5"���	�����)

���-�/�#

�#��$&+!��#)� �������'��ก�����	������	�������$&+%
7���*
���ก����	��#�� �&ก$

�

�'��ก���
�ก")���
������;	����/�
����
ก���$�ก��ก9#�������������"����������������&ก���� F*+�

ก��	����/ก��"-)�������	��#�����ก�����	�������������������!������ &ก�����#
�-��>�
� ����� &

��)��
����
ก���$�กก��$����ก�'(��
����
ก���$�ก�)���%�+� (Load increment) �"�#��!���ก��

"-)����!�ก	)��-	"&��&������������ก�#������	�	��� �)��ก��	����/���
����
ก���$�ก��ก9#����

�������� !������ &ก��	����/��	)����ก��F*+��'(��
�'����$ �4����
����
ก���$�ก��ก9# !�ก����&��

�� &�)��ก"
�ก��"
� (Inverse power method) ���/�$&+ก��	����/���
����
ก���$�ก��ก9#�������

���������

�!��������&���� &ก���%�+��
����
ก���$�ก�
#���
#� (Auto time stepping) �)��ก
��� &��)�

	�*+��)�� (Bisection method) !�ก��$
+�	)��#�>�����#��กF������$����&	)��'(�"� F*+��'(�

�1���$&+�	������������;&��1�% 

��ก�����	�����ก�/&�*ก,� #
���)��$&+ 1 �	���������$������"�#
���)��$&+ 2 �	�����

����$��%&����� ;-ก����������ก�����	������%<+�#��!���	���;-ก#�������'��ก��   $

��&


��<+��!�ก �	��������
�ก")�������;���������@�;*�%9#�ก�������������������)��
� !�ก"
ก,/�

$������	/�#����	�������$&+��-)���1�%ก"�กก�����
#���<��ก"�ก"�กก�����
#� (Mechanism or 

Near mechanism) ���	�/���
#��
������#
���)��$&+ 1 �"�#
���)��$&+ 2 �'(������"���#%��#�ก 

(Elasto-plastic) �"������������	-) (Bi-linear material) #��"���
� 5"ก�����	�����#
���)��$&+ 1 

�$&��ก
������!
�����&#��� Grecoa M. �"�ก�����	�����#
���)��$&+ 2 �$&��ก
�ก�����	���������

�'��ก�� ANSYS %��)�	)�5""
% ����ก��ก��!
� ���1������
��)���"�	)��
����
ก���$�ก��ก9#� 

�&	)�	"���	"<+������ก�)� 0.2% !*������;���'����)��'��ก��$&+%
7���*
�  �&	)�	���;-ก#����'(�

$&+�)�%��! 

 



55 

 

#
���)��$&+ 3 �'(���%��"���	���������$&+�&	�/���
#�$���
��������������	-) ���ก��

���	�����!���)%�!��/�5"���	�����)���-�/�#

�#�� 5"ก�����	�����%��)� $&+�1����
����
ก

���$�ก�������"�$&+�1����
����
ก���$�ก��ก9# 	)������	
���
�$&+���!�กก�����	���������������� 

�����������$������	/�# �"���������������5���

��&	)��ก"��	&��ก
� ��<+��!�ก"
ก,/�$��

����	/�#����	�����������%��"���&	�����@��ก�)��-� ���	)��
����
ก���$�ก��ก9#$&+���!�ก

ก�����	�������������������5�� �&	)�������� �$)�ก
� 600,000 ���#
� �)��	)��
����
ก���$�ก��ก9#�

������������"�������������&	)�'����/ 1.8 "������#
� �"� 37 "������#
� #��"���
� 

#
���)��$&+ 4 �'(�ก�����#
���)��$&+ 3 �����	��������%�!��/�	�����)���-�/�#

�#�� 

�����)�ก�����	�������ก�'(� 2 ���� 	<� ���	���������������� �"���������������5�� $&+�&ก����)�

	)�	�����)���-�/�#

�#��!����� 20,000 #
���)�����ก��!����+������ �%<+�	����/�������

	
���
�$&+��ก$&+��� F*+�!������
�ก")���'(�!�����$&+���	������"���)�	)������	
���
����+��&	)�	�$&+��<+�

�&ก���%�+�!�����ก����)�#
���)�� ���ก��������	�����)���-�/�#

�#���ก��$&+!��#)�#)��I���$

�

$��$�� x, y, z �"��&������ก�����)�ก�� -8 ��. ;*� 8 ��. (L/500) #����#�?�� AISC !�ก5"

ก���*ก,�%��)� ก�����	������	������������������$&+%�!��/�5"	�����)���-�/�#

�#��!����

	)�����*��"�����
���	
���
���กก�)�ก�����	������	�������$&+���-�/�'����/ 15% �"� 20% 

#��"���
� ���/�$&+ก�����	������������������� !����	)�	)�����*��"�����
���	
���
���กก�)�

'����/ 14% �"� 49% #��"���
� �
�#����$&+ 7.1 

#����$&+ 7.1  ก���'�&���$&��	)�����*��"�����
���	
���
�!�ก�� &ก�����	��������#)��I 

�����	������� 
����*���	
���
� (���#
�) ����
���	
���
� (���#
�) 

�������� �����������5�� �������� �����������5�� 

�	����������-�/� 12,656 12,660 8,855 8,856 

�	�������$&+�&	�����)���-�/�#

�#�� 14,492 14,463 10,633 13,206 

	����#ก#)�� (%) 15 14 20 49 

!�กก�/&�*ก,��������!
��&
!����'����)� ��ก�	��������'(��	����������-�/��"�� ก��

	����/�������	
���
���ก����� ��)�)�!������� &ก�����	������������������<������������!�

���5""
% ��ก"��	&��ก
� �#)!�#)��ก
�;���	��������ก��	)�	�����)���-�/�#

�#���*
� �
��

�ก��
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%�!��/�	)�	�����)���-�/�#

�#��$&+!��#)�����	������� ;<�����)��'(�'=!!
�$&+���	
. ��<+��!�ก

'=!!
��
�ก")�������;�%�+�	)�����
���	
���
������ก;*� 49% F*+�	)�$&+�%�+��*
���!�)�5"���

�
#���)��'"��1
�����	�������"�"� ;*����	����)�!��'(�$&+�����	
���
�!��&	)��
�ก")���&�%&�� 

0.0002 ��<�	���'(� 0.02% �$)��

� �)��	)�����*���	
���
�!��&	)���กก�)�ก�����	��������'ก#�

'����/ 15% ��)����ก@#��	)�	�����)���-�/�#

�#��ก@�����;$����������	
���
�"�"����

��)�ก
��#)��ก���ก���*
�������ก'����/ 1% �"�5"!�กก����)�	)�	�����)���-�/�#

�#���
�

%��)���ก��$&+����
�!���กก�)�ก�����	��������'ก#� 0-5% �&��ก$&+��� '����/ 12600 

#
���)�� ��<�	���'(� 63% ���#
���)��$

���� ���/�$&+��ก��!�����*���	
���
���กก�)�ก��

���	��������'ก#� 10-15% �&;*� 9400 #
���)�� ��<�	���'(� 47% ���#
���)��$

����  

7.2  ���������� 

1.   ก���ก�������ก�����������������������!
��&
����� &ก��	��	���
����
ก���$�ก ���

���#
�-��>�
� F*+��� &�
�ก")����)�����;���	�����	��#��$&+�"��&�!��ก
���<�%9#�ก���

�"
�ก���ก)���������	���������� �
��

�!*�	����� �� & Arc-length method F*+��'(��� &

$&+�&'����$ �1�%��ก���ก�'=.���
�ก")�� �&ก$

������;�)�����ก��"-)�������	��#��

$&+�ก"��1���ก���ก)������'(��'����)�� 

2.   #
��'��ก��$&+%
7���*
������;���	�����	�����)������������
��������"&��&�

�$)��

� F*+�	��%
7���������
�	�����)��������$���
������-'��� multilinear ��1��

1�	�����%<+����5"ก�����	������&	)�	���;-ก#�����ก��+��*
� 

3.   	��%�!��/�	�����)���-�/�#

�#���<+�I��)� 	�����)���-�/�#

�#��$������#
� 

	�����)���-�/�#

�#��$��	�/���
#�$���
�����)�	)� �
����-"
� F*+�	)�	�����)

���-�/��
�ก")���'(�'=!!
�$&+��)�����;�-�")��������ก����ก�����)�ก
� �"�

�����;$��������$&+�ก���ก���*
���	
���
�5
��'��'!�กก��	����/��� 

4.   �'��ก��$&+%
7���*
��&���!��ก
�	<� ��)�����;!��"����
��)���	�������@���<�	��     

F*+��)����.)�	�������'���1$ ��%�� ��<� �"
�	�!��&��
��)���
�ก")�������-)���� 

�
��

�ก��!��"��������<��ก
�%9#�ก���!�������	������� !*�	��ก�������
��)��

	�������'(�	��#)���<+��  



57 

 

���ก��������� 
 

[1]  '/� �� "
ก	�/'����$ �4. ก�����	������	�������. ก����$%����	� : 1�	��������ก����� � 

	/�����ก������#�� !�2�"�ก�/������$��"
�, 2539. 

[2]  %��/�1� �����
#�� �"� '��ก�! �'�� ���ก�. ก��$�"���
������	
���
������������	��

��"@ก�����@!�-'. ก��'���������ก������ก����� ���)���#� 	�

�$&+5 (2542) : 63-68. 

[3]  �� �&��
�#� �"�	/�. ก�����	������	�������������#���������������.  �	��������
�

'��..�#�&. 1�	����ก����� �  	/�����ก������#��  �����$��"
�%��!���ก"��

 ����&, 2542. 

[4]  Ghali A., Neville A.M. and Brown T.G. Structural Analysis A Unified Classical and   

Matrix Approach 5
th

. New York: Spon Press, 2003. 

[5]  American Institute of Steel Construction (AISC). Specification for Structural Steel 

Building. USA, 2005. 

[6]  Ahmed B.  Arc-Length Technique for Nonlinear Finite Element Analysis. Journal of 

Zhejiang University SCIENCE  5 (2004) : 618-628.   

[7]  George E.B. Large Deformation Analysis of Inelastic Space Truss Structures. Journal 

of Structural Engineering 122(4) (April 1996) : 407-415. 

[8]  Glenn A.H. Geometrically Nonlinear Static Analysis of 3D Trusses Using Arc-Length 

Method. USA : NASA Langley Research Center, 2000. 

[9]  Winter G. Lateral bracing of columns and beams. Proc. ASCE 84(ST2) (1958) : 

1561-1-1561-22. 

[10]  Elishakoff I. Probabilistic Theory of Structures 2
nd

 Edition. Mineola: Dover 

Publication, 1999. 

[11]  Yura J.A. Winter's bracing approach revisited. Engineering Structure 18(10) (1996): 

821-825. 

[12] Connor J. Structural Analysis and Control. Massachusetts Institute of Technology   : 

Free Graduate Level MIT Course on Structural Systems Analysis, 2009. 

 



58 

 

[13]  Bathe K.J. and Dvorkin E.N. On The Automatic Solution of Nonlinear Finite Element 

Equations. Computers & Structures 17(5-6) (1983) : 871-879. 

[14]  Ghassemieh and Kukreti A.R. An algorithm for the analysis of problem with 

combined material and geometric nonlinearities. Computers & Structures 35(5) 

(1990) : 579-591 

[15]  Grecoa M., Gesualdoa F.A.R., Venturinib W.S. and Codab H.B. Nonlinear positional 

formulation for space truss analysis. Finite Elements in Analysis and Design 

(2006) : 1079G1086. 

[16]  Iwicki P. Comparison of classical WinterEs bracing requirements of compressed 

truss chord with stability analysis of 3D truss-model. Proc. Appl. Math. Mech 9(1) 

(2009) : 247-248. 

[17]  Levy R.  Analysis of Geometrically Nonlinear Structures. Kluwer Academic 

Publishers, 2003. 

[18]  Chapra S.C. and Canale R.P. Numerical Method for Enngineer 5
th

 Edition. New 

York: McGraw Hill, 2006. 

[19]  Ivanco.V. Nonlinear Finite Element Analysis.  University of KosiceEs, 2006. 

[20]  Smittakorn W. JSM as a Toolbox for Structural Analysis and Design Application. 

The 13th National Convention on Civil Engineering (2008) 

[21]  McGuire W., Gallagher R.H.  and Ziemian R.D. Matrix Structural Analysis 2
nd

Edition. 

New York: John Wiley & Sons, 2000. 

[22]  Weaver W. and Paul R.J. Finite Elements for Structural Analysis. Prentice-Hall,1983. 

 

 

 



59 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

���
��ก 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



60 

 

���
��ก ก 
ก����������������ก� ���!��� 

 

��ก������"$&+!��#)���ก�����	���������������� [N]
T

{F} = {P} ��<+��
����
ก���$�กก��

��ก �&ก���'"&+���'"� !������;�����$&+�'"&+���'"����!�ก���%
� ������ก��������กB"-ก�F) 

!�����)�              
      d[N

T

] {F} + [N
T

]d{F} = d{P}                                                (ก.1) 

���%!�� [NT

]d{F} �'(��$��ก���'"&+���'"����1������
��)���"� [N] �&	)�	�$&+ �
��

� 

                                                 [NT

] d {F} = [K
E
] {δ}                                                       (ก.2) 

%!�� d[N
T

] {F} �

� {F} !��&	)�	�$&+ �)���$����� [N] �&ก���'"&+���'"� F*+�!�����;*�!&����$

��กF��#�>��� �
��

� 

          d[N
T

] {F} = [K
G
] {δ}                                                         (ก.3) 

��ก��$&+(ก.3) �����;��&����-)���-'��#��กF��ก���&����� 	<� 

                                                        d

dx

f
f∇ =  

�
��

�!�����)�                                     
T

N Ff =  

         
( T

N )F K
G

f∇ = ∇ =                                                                (ก.4) 

��<+��!�ก NT

 �'(�>=�ก��
����%�ก
� x
A
, y

A
, z

A
 �"� x

A
, y

A
, z

A
 !�กกB���"-ก�F)!�����)�  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ) ( )
T T T T T T

A A A C C C

A A A C C C

N N N N N NT T
dN F N .dx F dx dy dz ) dx dy dz F

x y z x y z

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = ∇ = + + + + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

��<+�                                        

                                

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

δ δ

δ δ

δ δ

dx = ;dx =
A A C Cx x

dy = ;dy =
A A C Cy y

dz = ;dz =
A A C Cz z

                                                                  (ก.5) 



61 

 

�'(�ก���'"&+��%�ก
��������;*�ก���'"&+��#�����)����!��#)� !�����)� 

 

( ) ( ) ( ). δ ( ) δ ( δ ) δ δ )

T T T T T T
N N N N N N

T T
dN F N F ( ) ) ( ( ) ( F

A A C C Cx y z x y z
A A A C C C

A
δ δ

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
   = ∇ = + + + + +
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

  

  (ก.6) 

�%���8��

�!&����#��กF��#�>��� �����;��&������
��&
 

                                                         colA              colC  

           

             

( (
( (

( (

T AA T AC
N ) N )

rowAT
K )= N F) F
G T CA T CC rowC

N ) N )

 ∇ −∇
 ∇ =  
−∇ ∇  

                                      (ก.7) 

 

���$&+��#��กF��)������#)"��$�� �'(�ก����	)����1��������#)"�!��#)� ���ก��

%�!��/�����&ก!����*+������
��)����&��ก
��ก��ก���'"&+��#�����)���*+���)�� �
��

�	)�$&+���!�ก

��#��กF��ก���&��$������ก������"���!��#)��#)"�!�������ก��$&+(ก.7) �����
�#)��'�&
 

 

     

( ,

(n) (n) (n)
x x x

x y z
A A A

(n) (n) (n)
y y yT AA

N )
x y z
A A A

(n) (n) (n)
z z z

x y z
A A A

∂ ∂ ∂ 
 
∂ ∂ ∂ 

 
∂ ∂ ∂ 

∇ =  
∂ ∂ ∂ 

 
∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂
 

    

(

(n) (n) (n)
x x x

x y z
C C C

(n) (n) (n)
y y yT AC

N )
x y z
C C C

(n) (n) (n)
z z z

x y z
C C C

∂ ∂ ∂ 
 
∂ ∂ ∂ 

 
∂ ∂ ∂ 

∇ =  
∂ ∂ ∂ 

 
∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂  
 

 

( ( (

( , (

( ( (

(n) (n) (n) n) n) n)
x x x x x x

x y z x y z
C C C A A A

(n) (n) (n) (n) (n) (n)
y y y y y yT CC T CA

N ) N )
x y z x y z
C C C A A A

(n) (n) (n)n) n) n)
z z zz z z

x y zx y z
A A AC C C

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
  
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

  
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

∇ = − ∇ = −  
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

  
∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂  

   ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂    











               (ก.8)                                                                              

%!��#)��I����ก��$&+ (ก.8) �����;������
��&
 



62 

 

%�!��/�%!�� (n)
x

  

( ) ( ) ( ) ( )
1/2

2 2 2

n =(x -x )/ x -x + y -y + z -z
x A C A C A C A C

 
 
 

                                    (ก.9) 

 

$��ก�������%
� ��)�������ก��$&+( ก.9) �$&��ก
� x y
A, A

 �"� z
A

 ����
�#)��'�&
 

  

                       
( ) ( )/

( /

1 1 3
(n) x = - x -x /L 2 x -x
x A A C A CL 2

12
n) x = 1-(n)
x A x L

 ∂ ∂
  

 ∂ ∂
  

                                               (ก.10)    

                         
( ) ( )/

/

1 1 3
(n) y = - x -x /L 2 y -y
x A A C A CL 2

1
(n) y = (n) (n)
x A x y L

 ∂ ∂
  

 ∂ ∂
  

                                                (ก.11) 

                        
( ) ( )/

/

1 1 3
(n) z = - x -x /L 2 z -z
x A A C A CL 2

1
(n) z = (n) (n)
x A x z L

 ∂ ∂
  

 ∂ ∂
  

                                                (ก.12)  

 

%!�� (n)
y

�"� (n)
Z

 $�����<��ก
�%!�� (n)
X

�
��

� �����ก�� (ก.8)-(ก.12) �$�"���ก�� (ก.7) !�

�����;��	)�!&����$��กF��#�>��������	���	��������%�ก
��"
ก �
���ก�� (ก.13) �"�(ก.14) 

                            

AA AA

K - K
G G

K =
G AA AA

- K K
G G

           
   

        

                                                           (ก.13) 

 

                   

2
1-(n) -(n) (n) -(n) (n)

x x y x z

AA F 2
K = -(n) (n) 1-(n) -(n) (n)
G y x y y zL

2
-(n) (n) -(n) (n ) 1-(n)

z x z i y z

 
 
 

   
   

 
  

                                                 (ก.14)  

 



63 

 

��������	
��
������������� 
 

������ ��� � ���!�ก�""���# �ก���
�$&+ 9 #�"�	� %.�. 2528 $&+!
���
�ก����$%����	� 
�����@!ก���*ก,����
�'��;��*ก,�!�ก�����&����!����&��$�� !
���
�ก����$%����	� �����@!
ก���*ก,����
��
 ���*ก,� !�ก�����&����������$��"
� !
���
�ก����$%����	� �����@!
ก���*ก,����
�'��..�����ก������#��
/0�# ������������ก����� � 1�	��������ก����� � 
	/�����ก������#�� !�ก�����$��"
��$	���"�&%��!���ก"�� ����& ��'3ก���*ก,� %.�.2549 
�"������*ก,�#)����"
ก�-#�����ก������#�����
/0�# ������������ก����� � 1�	����
����ก����� � 	/�����ก������#�� !�2�"�ก�/������$��"
� ��<+� %.�. 2550 

 

 

 

 


	ปกภาษาไทย 
	ปกภาษาอังกฤษ 
	หน้าอนุมัติ 
	บทคัดย่อภาษาไทย 
	บทคัดย่อภาษาอังกฤษ 
	กิตติกรรมประกาศ 
	สารบัญ 
	บทที่ 1 บทนำ
	1.1 ความเป็นมา
	1.2 วัตถุประสงค์ของงานวิจัย
	1.3 ขอบเขตของงานวิจัย
	1.4 ขั้นตอนและวิธีการดำเนินงานวิจัย

	บทที่ 2 ปริทัศน์วรรณกรรม
	2.1 งานวิจัยที่เกี่ยวข้องกับค้ำยัน
	2.2 งานวิจัยที่เกี่ยวข้องกับกลศาสตร์การคำนวณ

	บทที่ 3 ทฤษฏีที่เกี่ยวข้อง
	3.1 การวิเคราะห์โครงถักสามมิติแบบเชิงเส้น
	3.2 การวิเคราะห์โครงถักสามมิติแบบไร้เชิงเส้น
	3.3 การวิเคราะห์เสถียรภาพของโครงสร้าง

	บทที่ 4 ระเบียบวิธีการเชิงตัวเลข
	4.1 เทคนิคการแก้ระบบสมการแบบไร้เชิงเส้น
	4.2 วิธีการกระทำซ้ำ
	4.3 การตรวจสอบการลู่เข้าของคำตอบของการแก้ระบบสมการแบบไร้เชิงเส้น
	4.4 ตัวคูณการเปลี่ยนแปลงน้ำหนักบรรทุกอัตโนมัติ
	4.5 เทคนิคการแก้ปัญหาการวิเคราะห์เสถียรภาพแบบไร้เชิงเส้น
	4.6 ระเบียบวิธีการแบ่งครึ่งช่วง
	4.7 เทคนิคการแก้ปัญหาการหาค่าไอเก้นเจาะจงวิกฤต

	บทที่ 5 การพัฒนาโปรแกรม
	5.1 บทนำ
	5.2 ส่วนประกอบและขั้นตอนการทำงานของโปรแกรม

	บทที่ 6 ผลการศึกษา
	6.1 โครงข้อหมุนทรงโดม
	6.1 โครงข้อหมุนทรงพีรามิค
	6.3 สะพานลอยโครงข้อหมุน
	6.4 ผลของความไม่สมบูรณ์ตั้งต้นต่อแรงในค้ำยัน

	บทที่ 7 สรุปผลและข้อเสนอแนะ
	7.1 สรุปผลการวิจัย
	7.2 ข้อเสนอแนะ

	รายการอ้างอิง
	ภาคผนวก  
	ประวัติผู้เขียน



