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 This research is an attempt to extend Lee and Yu‘s work (1995) in study bulk 
effective nonlinear coefficient of strongly nonlinear cylindrical dielectric composites.   
They consist of strongly nonlinear cylindrical dielectric inclusions randomly embedded 
in another strongly nonlinear dielectric host medium.  In methodology of this research, 
the variational method is applied to solve electrostatic boundary-value problems and the 
effective medium theory (EMT) according to Hashin‘s theoretical model is used to 
calculate bulk effective nonlinear coefficient of strongly nonlinear cylindrical dielectric 
composites ( eχ ).   Our results show the upper and lower bounds of eχ  when inclusion 
packing fraction i(v )  is varied.  We also find that the greater the difference between the 
nonlinear coefficient of the inclusion and of host medium, the larger the gap between the 
upper and lower bounds.   In addition, our results are compared with the approximation 
of eχ  by Lee and Yu using Bruggeman’s model.  We find that the estimations of eχ by 
upper and lower bounds according to Hashin’s model cover Lee and Yu’s result fairly 
well when the nonlinear coefficient of the components are great contrasts.  Furthermore, 
this research also improves the calculation of eχ  more accurately by using the 
improved trial potentials with higher order terms and variational parameters added to 
simple trial potentials.  We find that the upper and lower bounds for eχ  calculated by 
the improved trial potentials are slightly below those calculated by using simple trial 
potentials for entire range of iv . 
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บทที่  1 
 

บทนํา 
 

เนื่องจากสารประกอบไมเชิงเสน (nonlinear composite materials) มีศักยภาพในเชิง
ประยุกตในทางวิศวกรรมและฟสิกส เชน สารประกอบไมเชิงเสนเชิงแสง (optical nonlinear 
composite materials) ถูกนําไปใชปรับปรุงการทํางานของอุปกรณโฟโตนิก (photonic device) 
[1]    นอกจากนั้น  สารไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน (nonlinear dielectrics) ยังไดถูกนําไปใชรวมในการ
พัฒนากลองจุลทัศนแบบสแกน (scanning nonlinear dielectric microscope) ซึ่งใหความ
ละเอียดถึงระดับนาโนเมตรเพื่ อนําไปใช ในการสั ง เกตการเกิดโพลาไรเซชันของสาร                  
เฟอรโรอิเล็กทริก (ferroelectric polarization) [2]    รวมถึงในทางพอลิเมอร  สารพอลิเมอรรวม 
(copolymer) เชน  PVDF – TrFE (polyvinylidenefluoride – trifluoroethylene) [3] ก็เปน       
สารประกอบไมเชิงเสนเชนกัน     ดังนั้นจึงเปนประโยชนอยางยิ่งที่จะศึกษาและวิจัยสารประกอบ
ดังกลาว       

เน่ืองจากสารประกอบไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนและสารประกอบนําไฟฟาไมเชิงเสนมีสมการ
พื้นฐานที่อธิบายสนามไฟฟาเปนสมการอนุพันธยอยไมเชิงเสนที่ซับซอน   จึงทําใหไมสามารถหา
ผลเฉลยในรูปของฟงกชันคณิตศาสตร (exact closed form solution)  ดังนั้นวิธีประมาณตาง ๆ 
จึงถูกนํามาใชแกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตเพื่อคํานวณหาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผล
ของสารประกอบซึ่งอธิบายการตอบสนองตอสนามไฟฟาของสารประกอบ   โดยมีลําดับความ
เปนมาดังนี้    ในป ค.ศ. 1992  Gu และ Yu  ไดนําวิธีเพอรเทอรเบชัน (perturbation method) 
[4,5] ไปใชแกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตของสารประกอบนําไฟฟาไมเชิงเสนเพื่อคํานวณหา
สัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบที่มีคาสัดสวนเชิงปริมาตรของสารฝงกระจายตอ
ชิ้นสารแบบเบาบาง (low concentration of inclusions) ซึ่งขอจํากัดของวิธีนี้คือไมสามารถ
แกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตของกรณีตัวกลางไมเชิงเสนอยางแรงได (strongly nonlinear 
medium)   ในชวงเวลาตอมาในป ค.ศ. 1993   Yu  ไดนําวิธีการแกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิต
วิธีใหมคือ  วิธีการแปรผันฟงกชันนอลพลังงาน [6-9] ไปใชแกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตเพื่อ
คํานวณหาสภาพยอมทางไฟฟายังผลและสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ     
ไดอิเล็กทริกเชิงเสนและไมเชิงเสนทั้งชนิดอยางออน (weakly nonlinear medium) และอยางแรง 
(strongly nonlinear medium) ตามลําดับ  และเพื่อขยายผลการคํานวณคาสัมประสิทธิ์ความไม
เชิงเสนยังผลของสารประกอบ ( eχ ) ที่มีคาสัดสวนเชิงปริมาตรของสารฝงกระจายในชิ้นสารแบบ
เบาบางไปสูกรณีคาสัดสวนเชิงปริมาตรของสารฝงกระจายในชิ้นสารแบบใด ๆ   ในป ค.ศ. 1995  
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Lee และ Yu ไดนําวิธีการประมาณตัวกลางยังผล  หรือ อี เอ็ม เอ (effective medium 
approximation, EMA) [10,11]  ตามแบบจําลองของ Bruggeman [12]  คํานวณคา eχ  ของ 
สารประกอบนําไฟฟาไมเชิงเสนอยางแรง   นอกจากนั้น  ในป ค.ศ. 1996  Yu และคณะ ไดพบ
ทางเลือกใหมในการแกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตของสารประกอบไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยาง
แรงอีกวิธีหนึ่งคือ  วิธีการประมาณแบบแยกสวน (decoupling technique) [13,14]  โดยเปนวิธีที่
แปลงผลที่ไดจากรณีปญหาตัวกลางเชิงเสนไปสูปญหาตัวกลางไมเชิงเสนโดยมีระบบระดับจุลภาค
คลายคลึงกัน (identical microstructure)     ในงานวิจัยนี้เปนความพยายามที่จะขยาย
ผลงานวิจัยของ Lee และ Yu [10,11]  ใหมีความสมบูรณมากยิ่งขึ้นในการศึกษาสัมประสิทธิค์วาม
ไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบไดอิเล็กทริกทรงกระบอกไมเชิงเสนอยางแรง ( eχ ) ซึ่งอธิบายการ
ตอบสนองตอสนามไฟฟาของสารประกอบ   โดยใชแบบจําลองของ Hashin [15]  คํานวณคา eχ  
ซึ่งการคํานวณคา eχ  โดยใชแบบจําลองของ Bruggeman ของ Lee และ Yu นั้นเปนกรณพิเศษ
กรณีหนึ่งของการคํานวณคา eχ  ตามแบบจําลองของ Hashin 

โดยรายละเอียดของงานวิจัยเลมนี้เร่ิมตนดวยการกลาวถึงการนําหลักการแปรผันไป
ประยุกตใชในทางไฟฟาสถิต   โดยเปรียบเทียบกับภาคผนวก ก  ใหเห็นวา   ในกรณีของตัวกลาง
ไดอิเล็กทริกเชิงเสนและไมเชิงเสน  ฟงกชันนอลและฟงกชันทดลองในทางไฟฟาสถิตคืออะไร  และ
แสดงใหเห็นวาฟงกชันนอลดังกลาวสามารถนําไปสูสมการพื้นฐานของปญหาในแตละชนิดของ  
ตัวกลาง   โดยรายละเอียดไดกลาวไวในบทที่  2  บทที่  3  เปนการทบทวนทฤษฎีตัวกลางยังผล
ของ Hashin [15] ซึ่งใชคํานวณสภาพนําไฟฟายังผลของสารประกอบนําไฟฟาเชิงเสน ที่
ประกอบดวยตัวกลางตางชนิดกัน 2 ชนิด (two-phase materials)  โดยกลาวถึงแบบจําลองในการ
แกปญหา   การแกปญหาคาขอบโดยหาผลเฉลยของสมการลาปลาซโดยตรง   พรอมทั้ง
เปรียบเทียบผลการคํานวณกับวิธีอ่ืนคือ  วิธีการแปรผันฟงกชันนอลพลังงาน  เพื่อแสดงใหเห็นวา
การคํานวณโดย 2 วิธีดังกลาวใหผลตรงกัน    โดยแนวคิดทฤษฎีของ Hashin [15] และวิธีการแปร
ผัน    ฟงกชันนอลพลังงานจะถูกนําไปประยุกตใชกบัปญหาสารประกอบไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนใน      
บทที่ 5 ตอไป     บทที่ 4  เปนการศึกษางานวิจัยของ Lee และ Yu [10,11] ที่ศึกษาสารประกอบ
นําไฟฟาไมเชิงเสนอยางแรงซึ่งมีคาสัดสวนเชิงปริมาตรของสารฝงกระจายเปนคาใด ๆ  โดยเนื้อหา
ในบทนี้เปนการศึกษาสารประกอบไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงซึ่งมีลักษณะของสารประกอบ
เหมือนกับลักษณะของสารประกอบนาํไฟฟาไมเชิงเสนอยางแรงที่ Lee และ Yu ไดทําการศึกษาไว
นั่นคือ เปนการศึกษาสารประกอบไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงที่มีสวนประกอบที่คละกันอยาง
สุม  กลาวคือ  ไมมีสวนประกอบใดฝงอยูในอีกสวนประกอบหนึ่งอยางเดนชัด  แตสวนประกอบทั้ง
สองกระจายอยางสุมรวมกันจนไมสามารถระบุไดชัดเจนวาสารชนิดใดเปนสารฝงกระจาย 
(inclusion) สารชนิดใดเปนตัวกลาง (host medium) ซึ่งการแกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิต
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เลือกใชวิธีการแปรผันฟงกชันนอลพลังงาน และคํานวณสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของ          
สารประกอบ ( eχ ) โดยใชแบบจําลองของ Bruggeman [12]   อีกทั้งไดใชแนวความคิดของ Lee 
และ Yu [11] ในการปรับปรุงผลการคํานวณคา eχ  ใหมีความถูกตองมากยิ่งขึ้นโดยการใช      
ศักยทดลองแบบปรับปรุงดวยการเพิ่มจํานวนพจนและพารามิเตอรของการแปรผันในศักยทดลอง
เดิม    บทที่ 5  เปนงานวิจัยของวิทยานิพนธเร่ืองนี้ที่พยายามจะขยายผลงานวิจัยของ Lee และ 
Yu [10,11] ดังไดกลาวในรายละเอียดในบทที่  4  ใหมีความสมบูรณมากยิ่งขึ้น   โดยเนื้อหาของ
บทนี้เปนการศึกษาสารประกอบไดอิเล็กทริกทรงกระบอกไมเชิงเสนอยางแรงที่ประกอบดวยสารฝง
กระจายเสนใยไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงชนิดหนึ่งฝงกระจายอยางสุมในตัวกลางไดอิเลก็ทรกิ
ไมเชิงเสนอยางแรงที่ตางชนิดกัน ซึ่งมีคาสัดสวนเชิงปริมาตรของสารฝงกระจายตอปริมาตรของ 
ชิ้นสารเปนคาใด ๆ   ทํานองเดียวกัน  วิธีการแปรผันฟงกชันนอลพลังงานถูกเลือกนํามาใช
แกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิต  และคํานวณคา eχ  โดยใชทฤษฎีตัวกลางยังผลตามแบบจําลอง
ของ Hashin [15]    ซึ่งการคํานวณคา eχ  ตามแบบจําลองของ Bruggeman [12]  ดังไดกลาวใน
รายละเอียดในบทที่  4  เปนกรณีพิเศษกรณีหนึ่งของการคํานวณคา eχ  ตามแบบจําลองของ 
Hashin พรอมทั้งปรับปรุงผลการคํานวณใหมีความถูกตองมากยิ่งขึ้นดวยการใชแนวความคิดของ 
Lee และ Yu [11]  ในการปรับปรุงผลการคํานวณคา eχ  ใหมีความถูกตองมากยิ่งขึ้นโดยการใช
ศักยทดลองแบบปรับปรุงดวยการเพิ่มจํานวนพจนและพารามิเตอรของการแปรผันในศักยทดลอง
เดิม และในบทสุดทาย คือ บทที่  6  เปนการสรุปและวิเคราะหผลการวิจัย 

 
 



บทที่ 2 
 

การประยุกตหลักการแปรผันในทางไฟฟาสถิต 
 

 ในภาคผนวก ก  ไดกลาวถึงหลักการแปรผันและความหมายของฟงกชันนอล  โดยฟงกชัน
ทดลอง (trial function) ที่ทําใหฟงกชันนอลมีคานอยที่สุดเปนผลเฉลยของปญหาการแปรผนั   โดย
สามารถหาผลเฉลยดังกลาวไดจากการแกสมการออยเลอร – ลากรางโดยตรง หรืออาจหาไดจาก
วิธีตรงของริทซ  ซึ่งเปนวิธีที่สะดวกกวาในทางปฏิบัติ   ในบทนี้ไดกลาวถึงการนาํหลักการแปรผัน
ไปประยุกตใชในทางไฟฟาสถิต  โดยเปรียบเทียบกับภาคผนวก  ก ใหเห็นวา   ในกรณีของตัวกลาง
ไดอิเล็กทริกเชิงเสนและไมเชิงเสน  ฟงกชันนอลและฟงกชันทดลองในทางไฟฟาสถิตคืออะไร  และ
แสดงใหเห็นวาฟงกชันนอลดังกลาวสามารถนําไปสูสมการพื้นฐานของปญหาในแตละชนิดของ  
ตัวกลาง 
 
2.1 โพลาไรเซชันและไดโพลโมเมนตเหนี่ยวนํา (Polarization and Induced Dipole      

Moments) 
  2.1.1 ไดโพลเหนี่ยวนํา (Induced Dipoles)  

 
เมื่ออะตอมที่มีสภาพเปนกลางถูกนําไปวางไวในสนามไฟฟา  อิทธิพลของสนามไฟฟาทํา

ใหกลุมหมอกอิเล็กตรอน (electron cloud) และนิวเคลียสแยกออกจากกัน  โดยจะเกิดสมดุลก็
ตอเมื่อแรงที่สนามไฟฟาทําใหกลุมหมอกอิเล็กตรอนและนิวเคลียสแยกออกจากกันมีขนาดเทากับ
แรงที่กลุมหมอกอิเล็กตรอนและนิวเคลียสดึงดูดซึ่งกันและกัน   ซึ่งสภาพดังกลาวอะตอมถูก
โพลาไรซ  และเหตุการณดังกลาวจะทําใหเกิดไดโพลเหนี่ยวนํา (induced dipole) ซึ่งมีทิศเดียวกับ       
สนามไฟฟา [25] ซึ่งเปนไปตามสมการ 

 
    p = α E

vv            (2.1) 
             

 โดย   pv      แทนไดโพลโมเมนต (dipole moment) 
                     E

v     แทนสนามไฟฟา 
                     α     แทนสภาพโพลาไรซของอะตอม (atomic polarizability) 
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แตสําหรับโมเลกุลแลวอาจจะไมงายเหมือนกับกรณีของอะตอมที่มีสภาพเปนกลาง  เนื่องจาก
โมเลกุลมีสภาพโพลาไรซในบางทิศมากกวาทิศอ่ืน เชน โมเลกุลของคารบอนไดออกไซด (co2) มี
สภาพโพลาไรซ (polarizability) -404.5×10  C2.m/N  เมื่อเราใสสนามไฟฟาตามแนวแกนของ
โมเลกุล  ในขณะเดียวกันถาเราใสสนามไฟฟาตั้งฉากกับแกนโมเลกุล  พบวาสภาพโพลาไรซจะ
เทากับ 402 10−×  C2.m/N แตถาเราใสสนามไฟฟาโดยทํามุมใด ๆ กับแกนของโมเลกุล  เราจะตอง
แกปญหาโดยแยกคิดสนามไฟฟาเปนสวนประกอบในแนวขนานและตั้งฉากกับแกนของโมเลกุล   
และคูณสนามไฟฟาแตละสวนประกอบดวยสภาพโพลาไรซที่เหมาะสมกัน 
 
              p = α  E  + α  E⊥ ⊥ � �

v vv           (2.2) 
 
จากตัวอยางนี้จะเห็นวาไดโพลโมเมนตเหนี่ยวนํา  อาจจะไมไดมีทิศเดียวกับสนามไฟฟา  สําหรับ
โม เลกุลของคารบอนไดออกไซด  เปนตั วอย า งที่ ง าย เพราะอะตอมในโม เลกุ ลของ
คารบอนไดออกไซดจัดเรียงเปนเสนตรง  แตสําหรับโมเลกุลที่มีความไมสมมาตรโดยสมบูรณ 
(completely asymmetrical molecule)  ความสัมพันธเชิงเสนระหวางสนามไฟฟาและไดโพล
โดยทั่วไปจะถูกเขียนอยูในรูป 
 

x xx x xy y xz zp  = α  E + α  E + α  E  
 

y yx x yy y yz zp  = α  E + α  E + α  E    (2.3) 
 

z zx x zy y zz zp  = α  E + α  E + α  E  
 
โดยเซตของ ijα  ประกอบกันเปนเทนเซอรของสภาพโพลาไรซ (polarizability tensor)  ซึ่งคาของ
สมาชิกตาง ๆ ในเทนเซอรของสภาพโพลาไรซจะขึ้นอยูกับการวางตัวของแกนมุขสําคัญ   
(principal axis) ที่เราเลือก  ซึ่งเราสามารถที่จะเลือกแกนมุขสําคัญที่ทําใหสมาชิกที่ไมอยูในแนว
เสนทแยงมุม (off – diagonal element) หายไปเหลือแตเพียงสมาชิกที่อยูในแนวเสนทแยงมุม 
(diagonal element) เทานั้น 
 

2.1.2 การวางตัวของโมเลกุลมีขั้ว (Alignment of Polar Molecules)  
 
สําหรับอะตอมที่มีสภาพเปนกลาง    จะไมมีไดโพลโมเมนตตั้งแตตอนเริ่มตน     แตจะเกิด 
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ไดโพลโมเมนตเหนี่ยวนํา ในขณะที่ใสสนามไฟฟาเขาไป  แตสําหรับพวกโมเลกุลมีขั้ว (polar 
molecules) จะมีไดโพลโมเมนตถาวร เชน โมเลกุลของน้ํา (H2O) ซึ่งจะมีการจับกลุมของ
อิเล็กตรอนรอบอะตอมของออกซิเจน  และเนื่องจากโมเลกุลมีการโคงงอเปนมุม 105° ซึ่งจะทําให
ประจุลบไปรวมอยูที่ยอดหนึ่งและประจุบวกจะไปรวมอยูที่อีกยอดหนึ่งที่ตรงกันขามกัน  ซึ่งจะทํา
ใหเกิดไดโพลโมเมนตขึ้น  เมื่อโมเลกุลมีข้ัวถูกวางอยูในสนามไฟฟาที่สม่ําเสมอ  ถึงแมวาแรงไฟฟา
บนประจุบวก  จะหักลางอยางพอดีกับแรงไฟฟาบนประจุลบ  ทอรคก็ยังจะเกิดขึ้นอยู  ซึ่งทอรคที่
เกิดขึ้นทําใหไดโพลโมเมนตหมุนอยางอิสระจนกระทั่งชี้ไปทิศเดียวกับสนามไฟฟาที่ใสเขามา  แต
ถาสนามไฟฟาไมสม่ําเสมอ  แรงไฟฟาบนประจุบวกจะหักลางไมพอดีกับแรงไฟฟาบนประจุลบ  ซึ่ง
ทําใหเกิดแรงลัพธตอไดโพลนอกเหนือไปจากทอรคที่เกิดขึ้นอยูแลว 

 
           รูปที่  2.1   แสดงไดโพลโมเมนตของโมเลกุลน้ํา (H2O) 
 

 
รูปที่ 2.2  แสดงการเกิดทอรคบนโมเลกุลมีข้ัว 

 
โดยการที่ไดโพลโมเมนตจํานวนมากมายชี้ไปทิศเดียวกับสนามไฟฟา  เหตุการณนี้เรียกวา วัสดุถูก
โพลาไรซ   และคาไดโพลโมเมนตตอหนึ่ งหนวยปริมาตร  ถูกเ รียกวา  โพลาไรเซชัน  Pv  
(polarlization)  
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2.2   ตัวกลางไดอิเล็กทริก (Dielectric Media) 
 
  2.2.1  ตัวกลางไดอิเล็กทริกเชิงเสน (Linear  Dielectrics)  
 

พิจารณาความสัมพันธระหวางการกระจัดทางไฟฟา (electric  displacement, D
v ) และ

โพลาไรเซชัน (polarization, Pv ) 
 
    0D = ε E + P

v v v      (2.4) 
 
โดย 0ε  แทนสภาพยอมทางไฟฟาของสุญญากาศ (permittivity of free space)  
สําหรับวัสดุหลายชนิด โพลาไรเซชันแปรผันตรงกับสนามไฟฟาในกรณีที่สนามไฟฟาที่ใหกับวัสดไุม
แรงมากจนเกินไป 
 
         0P = ε  χ  E′

v v                 (2.5) 
 
โดย   χ′   แทนสภาพรับไวไดทางไฟฟาของตัวกลาง (electric susceptibility)   และ 0ε  ที่ถูกเติม
เขามาเพื่อทําให χ′  ไมมีหนวย  โดยวัสดุที่เปนไปตามสมการ (2.5) เรียกวา ตัวกลางไดอิเล็กทริก
แบบเชิงเสน  ในกรณีของวัสดุไมเชิงเสน สมการ (2.5)  จะมีพจนอ่ืน ๆ บวกเขามา  โดยพจนที่สอง 
โพลาไรเซชันก็จะเปนฟงกชันของสนามไฟฟา Ev  ซึ่งสมการ (2.5) อาจจะพิจารณาวาเปนพจนแรก
ในการกระจายแบบเทยเลอรของโพลาไรเซชันในรูปของสนามไฟฟา 
 สําหรับตัวกลางที่มีสมบัติเหมือนกันหมดทุกทิศทาง  ตัวกลางดังกลาวถูกเรียกวาเปน     
ตัวกลางไอโซโทรปก (isotropic medium) โดยสมการ (2.5) เปนสมการของตัวกลางชนิดที่เปน   
ไอโซโทรปก  ในทางตรงกันขาม   สําหรับตัวกลางที่ไมโอโซโทรปก  เชน ผลึก  โดยผลึกมีความ       
โพลาไรซในแตละทิศไมเทากัน   ดังนั้นสมการ (2.5) จะถูกแทนดวยความสัมพันธทั่วไป คือ 
      

x 0 xx x xy y xz zP  =  ε ( χ  E + χ  E + χ  E  )′ ′ ′  
 

y 0 yx x yy y yz zP  =  ε ( χ  E + χ  E + χ  E  )′ ′ ′   (2.6) 
 

z 0 zx x zy y zz zP  =  ε ( χ  E + χ  E + χ  E  )′ ′ ′  
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 โดยสัมประสิทธิ์ 9 ตัว xx xy zzχ , χ ,..., χ′ ′ ′  จะประกอบกันเปนเทนเซอรของสภาพรับไวได
ของตัวกลาง (susceptibility tensor) จะเห็นวาสมการ (2.5) เปนกรณีพิเศษของสมการ (2.6) 
โดยทั่วไปแลวนักฟสิกสมักจะประหยัดคําพูดเวลาที่พูดถึงตัวกลางไดอิเล็กทริกแบบเชิงเสน (linear 
dielectrics) ซึ่ง ณ ที่นี้จะหมายถึง ตัวกลางไดอิเล็กทริกแบบเชิงเสนที่ไอโซโทรปก (isotropic 
linear dielectric) หรือบางทีอาจจะหมายถึง ตัวกลางไดอิเล็กทริกแบบเชิงเสนที่โอโซโทรปกและ
เปนเนื้อเดียวกัน (homogeneous isotropic linear dielectric) [25] 
จากสมการ (2.4) และ (2.5) จะได 
 

D = ε E
v v      (2.7) 

 
โดย   0ε = ε (1 + χ  )′     แทนคาสภาพยอมทางไฟฟาของตัวกลาง (permittivity of material) 

         r
0

εε =
ε

     แทนคาสภาพยอมทางไฟฟาสัมพัทธของตัวกลางหรือคาคงที่ไดอิเล็กทริก     

(relative permittivity or dielectric constant)  
 
จากสมการ (2.7) จะเห็นวาสําหรับตัวกลางไดอิเล็กทริกเชิงเสน  การกระจัดทางไฟฟาแปรผันตรง
กับสนามไฟฟากําลังหนึ่ง 
 

2.2.2  ตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน (Nonlinear Dielectrics) 
 
จากที่ไดกลาวไวในหัวขอที่แลววา  กรณีที่ใหสนามไฟฟาไมแรงมากเกินไปกับวสัดุ

โพลาไรเซชันจะแปรผันตรงกับสนามไฟฟาดังสมการ (2.5)  ในขณะเดียวกันพบวาเมื่อใหสนาม   
ไฟฟาอยางแรงประมาณ 106 V/m หรือมากกวา กับวัสดุนั้น ๆ ตัวกลางไดอิเล็กทริกจะแสดงความ
ไมเชิงเสนออกมา [26]  โดยมีความสัมพันธระหวางโพลาไรเซชันกับสนามไฟฟาดังนี้ [24] 

 
i ij j ijk j k ijkl j k l

j j,k j,k,l
P  = χ  E + d  E E + f  E E E′∑ ∑ ∑   (2.8) 

 
โดยที่ ijkd และ ijklf  เปนเทนเซอรแสดงความไมเชิงเสนของตัวกลางในแตละพจนที่เพิ่มเขามา   
 
หมายเหตุ ส่ิงที่ใชแยกตัวกลางไดอิเล็กทริกเชิงเสนและตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน คือ  
โพลาไรเซชันที่เกิดขึ้นในขณะที่ใหสนามไฟฟากับตัวกลางไดอิเล็กทริกนั่นเอง 
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โดยสมการขางตนเปนความสัมพันธทั่วไประหวางโพลาไรเซชันกับสนามไฟฟาของ        
ตัวกลางไดอิเล็กทริกแบบไมเชิงเสนชนิดที่ไมไอโซโทรปก (anisotropic medium) โดยเราสามารถ
เลือกแกนมุขสําคัญ (principal axis) ที่ทําใหสมาชิกของเทนเซอรที่ไมไดอยูในแนวเสนทแยงมุม 
(off – diagonal element) เปนศูนยได  ในกรณีที่ตัวกลางหรือวัสดุมีสมบัติไอโซโทรปก  เทนเซอร
เหลานั้นจะมีสมาชิกในแนวเสนทแยงมุม (diagonal element) เทากันหมด  ซึ่งอาจมองวาเปน
คาคงที่คาหนึ่งคูณกับเมทริกซเอกลักษณ   โดยในการคํานวณตอนแกปญหาเราจะพิจารณาวาเปน
คาคงที่คา ๆ หนึ่งเทานั้น  เนื่องจากสารไดอิเล็กทริกมีสมบัติสมมาตรผกผัน (inversion symmetry) 
นั่ นคื อ   เมื่ อกลับทิศสนามไฟฟา โพลาไร เซชันก็ จะกลับทิศตามด วย เชนกัน  นั่ นคื อ 
P( E )  =  - P(- E )
v v v v   ดังนั้นพจนที่เปนกําลังคูของขนาดของสนามไฟฟาในสมการ (2.8) จึงตอง
เปนศูนย [24]   ดังนั้นจะไดวา 
 

2
P = χ  E + χ E E +....′
v v v v    (2.9) 
 

โดย   χ′   แทนสภาพรับไวไดทางไฟฟาของตัวกลาง (electric susceptibility) 
         χ    แทนสภาพรับไวไดทางไฟฟาไมเชิงเสนของตัวกลาง (nonlinear electric susceptibility) 
 
ดังนั้น  แทนสมการ (2.9) ลงในสมการ (2.4) จะไดวา 
 

2
D = ε E + χ E E +...
v v v v     (2.10) 

 
โดย  0ε = ε + χ′   แทนคาสภาพยอมทางไฟฟาของตัวกลาง 
 
ในที่นี้ตองการพิจารณาความไมเชิงเสนของสนามไฟฟาถึงแคเพียงกําลังสามของสนามไฟฟา      
นั่นคือ 

2
D = ε E + χ E E
v v v v     (2.11) 

 
โดยในกรณีที่ 2

χ E   <<  ε 
v  เปนกรณีของตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางออน (weakly 

nonlinear dielectrics) สวนในกรณีที่ 2
χ E   >>  ε 
v  จนสามารถละพจนแรกทางขวามือของ 

สมการ (2.11) ได หรือ 2
D χ E E≅
v v v  เปนกรณีของตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรง 

(strongly nonlinear dielectrics) 
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2.3  สมการพื้นฐานของปญหาตัวกลางไดอิเล็กทริก 
 

2.3.1 สมการพื้นฐานของปญหาตัวกลางไดอิเล็กทริกเชิงเสน 
 
เร่ิมตนพิจารณาจากสมการแมกซเวลล  โดยตัวกลางไดอิเล็กทริกเชิงเสนเปนไป

ตามความสัมพันธของกฎของเกาส (Gauss’s law) 
 

f . D  =  ρ∇
v v      (2.12) 

 
โดย   Dv    แทนการกระจัดทางไฟฟา (electric displacement) 
      fρ    แทนความหนาแนนของประจุอิสระเชิงปริมาตร (volume free charge density) 
       
แทนสมการ (2.7) ลงในสมการ (2.12)  ไดเปน 
 

f . ( ε E )  =  ρ∇
v v     (2.13) 

 
จากความสัมพันธ E = 0∇×

v v  ทําใหสามารถเขียนไดวา E  φ= − ∇
v v  เพราะฉะนั้นสมการ (2.13)  

สามารถเขียนไดเปน 
 

2 fρφ  =  - 
ε

∇      (2.14) 
 

ในที่นี้พิจารณากรณีที่ไมมีประจุอิสระนั่นคือ fρ = 0   ดังนั้นจากสมการ (2.14)  จะไดวา 
 

2φ  =  0∇      (2.15) 
 

โดยสมการ (2.15) เรียกวา  สมการของลาปลาซ (Laplace’s equation) ซึ่งเปนสมการพื้นฐาน
สําหรับปญหาตัวกลางเชิงเสน   
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2.3.2  สมการพื้นฐานของปญหาตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน 
 
ในทํานองเดียวกัน  สําหรับตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน  เมื่อแทนสมการ (2.11) ลงใน

สมการแมกซเวลล (2.12) และพิจารณากรณีที่ไมประจุอิสระ f( ρ = 0 )  จะไดวา 
 

2
 . ( ε E + χ E E )  =  0∇

v v v v     (2.16) 
 

จาก  E = φ−∇
v v   ทําใหเขียนไดวา 

2
 . [ ε ( φ) χ φ φ ] = 0∇ ∇ + ∇ ∇

v v v v      (2.17) 
 
นั่นคือ สมการ (2.17) นี้เปนสมการพื้นฐานของปญหาตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน  โดยสมการ
ดังกลาวเปนสมการอนุพันธยอยไมเชิงเสน (nonlinear partial differential equation) ซึ่งไม
สามารถแกปญหาเพื่อหาผลเฉลยที่อยูในรูปฟงกชันคณิตศาสตร (closed form solution)  ดังนั้น
ในการแกปญหาดั งกล าว  วิธีประมาณต าง  ๆ  จึ งถู กนํ ามาใช ในการแกปญหา  เช น                        
วิธีเพอรเทอรเบชัน [4,5], วิธีเทคนิคการแยก (Decoupling technique) [13,14] วิธีการแปรผัน
ฟงกชันนอลพลังงาน [6-9] ซึ่งในแตละวิธีก็จะถูกเลือกมาใชใหเหมาะสมกับชนิดของปญหา 
 
2.4  ฟงกชันนอลพลังงานและการประยุกตหลักการแปรผัน 
 

2.4.1 ฟงกชันนอลพลังงานและการประยุกตหลักการแปรผันในตัวกลาง          
ไดอิเล็กทริกเชิงเสน   

 
จากฟงกชันนอลพลังงาน (energy functional) สําหรับตัวกลางไดอิเล็กทริก  

เชิงเสน [6]                                                                                                                            
 

2

v

1W[φ]  =  ε φ  dv
2

∇∫
v    (2.18) 

 
โดย   ε    แทนคาสภาพยอมทางไฟฟาของตัวกลาง (permittivity of material) 
 φ   แทนศักยทดลอง (trial potential) 
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โดยตอไปนี้จะแสดงใหเห็นวาฟงกชันนอลพลังงานสําหรับตัวกลางไดอิเล็กทริกเชิงเสนตามสมการ 
(2.18) สามารถนําไปสูสมการลาปลาซ (Laplace ‘s equation) ซึ่งเปนสมการพื้นฐานของปญหา        
ตัวกลางเชิงเสน   เร่ิมจาก 
    

2 2 2 2 φ  φ  φφ   ( )  ( )  ( )
x  y  z

∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂

v   (2.19) 

 
เปรียบเทียบสมการ (2.18) กับสมการ (ก.10) ในภาคผนวก ก จะไดวา W[φ]  ในที่นี้คือ 
J[u(x,y,z)]  และพจนที่อยูภายในเครื่องหมายอินทิเกรตในสมการ (2.18) คือ 

x y zF (x,y,z,u,u ,u ,u )  นั่นเอง   ดังนั้นจึงไดวา 
 

2 2 2
x y z x y z

1F (x,y,z,u,u ,u ,u )  =  ε (φ  + φ  + φ )
2

  (2.20) 
 

โดย x x
 φu  = φ  = 
x

∂
∂

,  y y
 φu  = φ  = 
y

∂
∂

,  z z
 φu  = φ  = 
z

∂
∂

 

 
เมื่อนําสมการ (2.20) ไปแทนใน  สมการออยเลอร – ลากราง (ก.17)   ไดเปน 
 

xx yy zz- ε (φ + φ + φ )  =  0  
 

หรือ    2φ  =  0∇      
 

ดังนัน้จึงสรุปไดวา  การประยุกตหลักการแปรผันในการแกปญหาทางไฟฟาสถิตนัน้สามารถนําไป 
สูสมการลาปลาซ  ซึ่งเปนสมการพืน้ฐานของปญหาตวักลางเชิงเสนเชนเดียวกับสมการ (2.15) 
 

  2.4.2 ฟงกชันนอลพลังงานและการประยุกตหลักการแปรผันในตัวกลาง         
ไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน  

 
จากฟงกชันนอลพลังงานสําหรับตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน [6]  

 
2 4

v v

1 1W[φ]  ε(x) φ(x)  dv  χ(x) φ(x)  dv
2 4

= ∇ + ∇∫ ∫
v v   (2.21) 
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โดย χ  แทนสภาพรับไวไดทางไฟฟาไมเชิงเสนของตัวกลาง (nonlinear electric susceptibility) 
หรือ  เรียกอีกอยางวา  สัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนของตัวกลาง (nonlinear coefficient)  
 
ทํานองเดียวกัน  จะแสดงใหเห็นวาฟงกชันนอลพลังงานสําหรับตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนตาม
สมการ (2.21)  สามารถนําไปสูสมการพื้นฐานของปญหาตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนตาม     
สมการ (2.17)    โดยเมื่อเปรียบเทียบสมการ (2.21) กับสมการ (ก.10)  ในภาคผนวก  ก  จะไดวา 
 

 2 2 2 2 2 2 2
x y z x y z x y z

1 1F(x,y,z,u ,u ,u ) = ε (φ  + φ  + φ ) + χ (φ  + φ  + φ )
2 4

   
          (2.22) 
 

โดย   x x
 φu = φ =
 x

∂
∂

,  y y
 φu = φ =
y

∂
∂

, z z
 φu = φ =
z

∂
∂

 

 
เมื่อนําสมการ (2.22) ไปแทนในสมการออยเลอร-ลากราง  ตามสมการ (ก.17)  ไดเปน 
 

2 2 2 2 2 2 2 2 2
x x y z y x y z z x y zχ [ φ (φ + φ + φ ) φ (φ + φ + φ ) φ (φ + φ + φ )] 

 x  y  z
∂ ∂ ∂

+ +
∂ ∂ ∂  

yx z φ φ  φ+ ε ( )    0
 x  y  z

∂∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
  

 
หรือ   2

. [  φ  φ φ]  0∇ ∇ + ∇ ∇ =
v v v v

ε χ          (2.23) 
 

จะเห็นไดวาสมการ (2.23) นี้เปนสมการเดียวกับสมการ (2.17) ซึ่งเปนสมการพื้นฐานของปญหา
ตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน  ดังนั้นจึงสรุปไดวา  การประยุกตหลักการแปรผันในการแกปญหา
คาขอบทางไฟฟาสถิตของกรณีตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน  สามารถนําไปสูสมการพื้นฐานของ
ปญหาไดเชนเดียวกัน  โดยศักยที่ทําใหฟงกชันนอลมีคานอยที่สุดเปนผลเฉลยของปญหาคาขอบ
ทางไฟฟาสถิต  ซึ่งในการแกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตโดยใชวิธีของริทซ (ดูในภาคผนวก  ก)   
ศักยทดลอง ( trial potential )  จะถูกเลือกใหสอดคลองกับลักษณะเงื่อนไขขอบของปญหาและติด
คาพารามิเตอรของการแปรผันที่ไมทราบคาไว  โดยคาพารามิเตอรของการแปรผันที่ทําให
ฟงกชันอลมีคานอยที่สุดหาไดจากการหาอนุพันธฟงกชันนอลพลังงานเทียบกับพารามิเตอร
เหลานั้น   นั่นคือ 
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i

 W     0
 α

∂
=

∂
   (i =1,2,3,…,n)    (2.24) 

 
โดย iα  แทนพารามิเตอรของการแปรผันที่ถูกกําหนดในศักยทดลอง 
 
ซึ่งในกรณีที่อนุพันธอันดับสองของฟงกชันนอลพลังงานเทียบกับพารามิเตอรของการแปรผันมีคา

มากกวาศูนย 
2

i j

W( 0)
α α
∂

>
∂ ∂

  แสดงวาฟงกชันนอลพลังงานมีคาต่ําสุด   ในทางตรงกันขามถา

อนุพันธอันดับสองของฟงกชันนอลพลังงานเทียบกับพารามิเตอรของการแปรผัน มีคานอยกวา

ศูนย 
2

i j

W( 0)
α α
∂

<
∂ ∂

 แสดงวาฟงกชันอลพลังงานมีคามากที่สุด  แตถาอนุพันธอันดับสองของ

ฟงกชันนอลพลังงานเทียบกับพารามิเตอรของการแปรผัน มีคาเทากับศูนย 
2

i j

W( 0)
α α
∂

=
∂ ∂

 จะไม

สามารถระบุไดวาฟงกชันนอลพลังงานมีคาสูงสุดหรือตํ่าสุด  และเมื่อนําคาพารามิเตอรของการ
แปรผันเหลานั้นกลับลงไปแทนลงในศักยทดลองก็จะไดผลเฉลยของปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิต   
 
 
 
 
 



บทที่ 3 
 

สภาพนําไฟฟายังผลของสารประกอบนําไฟฟาเชิงเสน 
 
 
 ในบทนี้เปนการทบทวนปญหาสารประกอบนําไฟฟาเชิงเสนที่สถานะคงที่  ซึ่งสมการ    
พื้นฐานที่อธิบายฟสิกสของสารมี รูปแบบคณิตศาสตรสอดคลองกับสมการพื้นฐานของ             
สารประกอบไดอิเล็กทริกเชิงเสนในกรณีที่ไมมีประจุอิสระ  ดังนี้ 
 

สารประกอบไดอิเล็กทริกเชิงเสน     สารประกอบนําไฟฟาเชิงเสน 
  

 . D  =  0∇
v v      . J  =  0∇

v v  
 

  E  =  0∇ ×
v v       E  =  0∇ ×

v v  
 

   D  =  ε E
v v                          J  =  σ E

v v  
 
โดยที่  J

v  แทนความหนาแนนกระแส (current density) 
           Ev     แทนสนามไฟฟา  (electric  field) 
           σ   แทนสภาพนําไฟฟา (electric  conductivity) 
 
โดยในบทนี้เปนการทบทวนทฤษฎีของ Hashin [15] ซึ่งใชคํานวณสภาพนําไฟฟายังผลของ      
สารประกอบนําไฟฟาเชิงเสน ที่ประกอบดวยตัวกลางตางชนิดกัน 2 ชนิด (two-phase materials) 
โดยกลาวถึงแบบจําลองในการแกปญหา การแกปญหาคาขอบโดยหาผลเฉลยของสมการลาปลาซ
โดยตรง  พรอมทั้งเปรียบเทียบผลการคํานวณกับวิธีอ่ืนคือ  วิธีการแปรผันฟงกชันนอลพลังงาน  
เพื่อแสดงใหเห็นวาการคํานวณโดย 2 วิธีดังกลาวใหผลตรงกัน   โดยแนวคิดทฤษฎีของ Hashin 
และวิธีการแปรผันฟงกชันนอลพลังงานจะถูกนําไปประยุกตใชกับปญหาสารประกอบไดอิเล็กทริก
ไมเชิงเสนในบทที่ 5 ตอไป 
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3.1 ลักษณะปญหาและแบบจําลองของ Hashin 
 

พิจารณาสารประกอบนําไฟฟาเชิงเสน  ซึ่งเปนไปตามความสัมพันธ 
 
                                J =  σ E

v v      (3.1) 
 
เนื่องจากตองการดูการตอบสนองตอสนามไฟฟาของสารประกอบ  เราจึงใหสนามไฟฟาสม่ําเสมอ
ภายนอก 0E

v  กับช้ินสาร  โดยสารประกอบดังกลาวประกอบไปดวยอนุภาคตัวนําทรงกลม 
(spherical  conducting  particle) ที่มีรัศมีคาตาง ๆ กัน  สภาพนําไฟฟาเปน iσ    และ อัตราสวน
เชิงปริมาตรเปน iv  ฝงกระจายอยางสุมในตัวกลางนําไฟฟาอีกชนิดหนึ่ง (host  medium) ที่มี
สภาพนําไฟฟาเปน mσ  และอัตราสวนเชิงปริมาตรเปน m iv =1-v   โดยที่ตัวกลางแตละชนิดมี
สมบัติเปนเนื้อเดียวกันและไอโซโทรปก (homogeneous and isotropic medium) 

ในการคํานวณสภาพนําไฟฟาเชิงเสนยังผลของสารประกอบ  ซึ่งใชอธิบายการตอบสนอง
ตอสนามไฟฟาของสารประกอบตามแบบจําลองของ Hashin [15] อนุภาคตัวนําทรงกลมรัศมี a 
สภาพนําไฟฟา iσ  ถูกมองวาถูกลอมรอบดวยชั้นของตัวกลางนําไฟฟาอีกชนิดหนึ่งซึ่งมีรัศมี b 
สภาพนําไฟฟา mσ  โดยอนุภาคตัวนําทรงกลมแตละชิ้นที่ถูกลอมรอบดวยชั้นของตัวกลางนําไฟฟา
ที่ตางชนิดกันถูกพิจารณาวาเปนเซลล ๆ หนึ่ง  ซึ่งสัดสวนโดยปริมาตรของตัวนําทรงกลมตอเซลล 

3 3(a / b )  มีคาโดยประมาณเทากันสําหรับทุก ๆ เซลล  และในการนิยามสภาพนําไฟฟายังผลของ
สารประกอบ (effective conductivity)   นั้น   เซลลตัวแทนอันหนึ่ง (representative cell) จะถูก
เลือกนํามาพิจารณา  และเซลลอ่ืน ๆ ที่ลอมรอบเซลลตัวแทนจะถูกแทนที่ดวยตัวกลางที่เสมือน
เปนเนื้อเดียวกัน (homogeneous medium) ที่มีสภาพนาํไฟฟาเชิงเสนยังผล eσ  ดังแสดงในรูปที่ 
3.1  โดยสําหรับคา eσ เปนปริมาณที่ยังไมทราบคาและถูกกําหนดใหมีความสัมพันธดังนี้ 
 

e e 0J   =  σ E   =  σ E
v v v     (3.2) 

 
โดยเครื่องหมาย       แทนการเฉลี่ยเชิงปริมาตร (volume average) 
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รูปที่ 3.1  แสดงแบบจําลองของ Hashin ซึ่งใหอนุภาคตัวนําทรงกลม iσ  ถูกลอมรอบดวยตัวกลาง  

นําไฟฟาชนิด  mσ                 
 
3.2  การแกปญหาโดยหาผลเฉลยสมการลาปลาซ 
 
        จากสมการอนุรักษประจุ (continuity equation) 
 

      ρ . J     0
t

∂
∇ + =

∂

v v     (3.3) 
 

พิจารณาที่สถานะคงที่ (steady state)  นั่นคือ   ρ 0
t

∂
=

∂
  ดังนั้นจากสมการ (3.3) จะได 

 
.  J  0∇ =

v v       ( 3.4 ) 
 

แทนสมการ (3.1) ลงในสมการ (3.4) จะได 
 

 . (σE)  0∇ =
v v      (3.5) 

 
จากสมการพื้นฐานของแมกซเวลล 
 

 E  0∇ × =
v v      (3.6) 

 
ทําใหสามารถเขียนไดวา 
 

E φ= −∇
v v       (3.7) 
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โดย E
v    แทนสนามไฟฟา    และ    φ    แทนศักยไฟฟา 

 
แทนสมการ (3.7) ลงในสมการ (3.5)  จะทําใหได 
 

2φ  0∇ =       (3.8) 
 

ดังนั้น สมการพื้นฐานสําหรับปญหาตัวกลางนําไฟฟาเชิงเสน คือสมการลาปลาซของศักยไฟฟา   
ซึ่ง ณ ที่นี้จะสังเกตไดวาสอดคลองกับกรณีปญหาตัวกลางไดอิเล็กทริกเชิงเสนกรณีที่ไมมีประจุ
อิสระซึ่งก็มีสมการลาปลาซของศักยไฟฟาเปนสมการพื้นฐานของปญหาเชนกัน 
 ในรูปที่ (3.1) เราใหสนามไฟฟาสม่ําเสมอภายนอก 0E

v  กับอนุภาคตัวนําทรงกลม และ
กําหนดใหแกน z ของพิกัดทรงกลมอยูในแนวเดียวกับสนามไฟฟาภายนอกสม่ําเสมอ  ดังนั้น
ศักยไฟฟาจะมีความสมมาตรรอบมุมแอซิมัท (azimuthal symmetry) ซึ่งจะไดวาผลเฉลยของ
สมการ (3.8)  จะขึ้นกับพิกัด r   และ  θ   เทานั้น  โดยมีรูปแบบดังตอไปนี้ 
 

n -(n+1)
n n n

0

φ(r,θ)  [A r  + B r ] P (cosθ)
n

∞

=

= ∑     (3.9) 

 
พิจารณารูปแบบศักยไฟฟาในแตละตัวกลางจากเงื่อนไขขอบ  ที่จุดศูนยกลางของทรงกลม 
(r 0)→    ศักยไฟฟาจะตองมีคาจํากัดคาหนึ่ง   ดังนั้น จากสมการ (3.9) สัมประสิทธิ์ nB  =  0  
ทุกคาของ n สําหรับศักยภายในทรงกลม i(φ )   ในทํานองเดียวกัน ที่ไกลจากทรงกลมมาก ๆ 
(r )→∞  ศักยไฟฟาจะมีคาเทากับ 0- E r cosθ + c  โดยที่ c เปนคาคงที่  สามารถที่จะเลือก
เปนศูนยได  โดยไมมีผลตอการคํานวณหาคาสนามไฟฟา  เพราะฉะนั้น 1 0 nA  =  - E  , A  =  0  
เมื่อ n 2≥  สําหรับศักยไฟฟาภายนอกเซลลที่ขอบบริเวณ r →∞    เนื่องจากสนามไฟฟา
ภายนอกที่เราใหกับระบบของสารประกอบขึ้นกับ cos θ   หรือ 1P (cos θ)      ดังนั้นจะไดวา 
สําหรับทุก ๆ บริเวณมีศักยไฟฟาขึ้นกับ nP (cos  θ)  โดยจะพิจารณาเฉพาะพจนอันดับ n = 1

เทานั้น   ดังนั้นจะไดวา  
 

iφ (r,θ)   =  A r cosθ      (3.10) 

m 2

Cφ (r,θ)  =  ( B r +  ) cosθ
r

    (3.11) 

e 0 2

Dφ (r,θ)  =  ( - E  r +  ) cosθ
r

    (3.12) 
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ทําการหาผลเฉลยของศักยไฟฟาในแตละตัวกลางจากการพิจารณาเงื่อนไขขอบระหวางตัวกลาง
เพื่อหาคาคงที่ A, B, C และ D  ในสมการขางตน 
 
1) สวนประกอบแนวสัมผัส (tangential component) ของสนามไฟฟา tE  ณ บริเวณรอยตอ

ระหวางตัวกลางทั้งสองมีคาตอเนื่องกัน นั่นคือ 1t 2tE  =  E  ซึ่งจะไดวาศักยที่ผิวรอยตอ
ระหวางตัวกลางทั้งสองก็ตอเนื่องกันดวย  ดังนั้นจากรูปแบบศักยไฟฟาตามสมการ (3.10) -
(3.12)  จะไดเปน 

 
i mφ ( r=a , θ)    =    φ ( r=a , θ)    (3.13) 

 
m eφ ( r=b , θ )    =    φ ( r=b , θ)     (3.14) 

 
2) สวนประกอบในแนวตั้งฉาก (normal component)  ของความหนาแนนกระแส J

v  ที่ผิว 
รอยตอระหวางตัวกลางทั้งสองมีคาตอเนื่องกัน นั่นคือ 1n 2nJ  =  J หรือ 1 1r 2 2rσ E   =  σ E  
ดังนั้นจะไดวา 

i
i

 φσ
 r

∂
∂     r a=  m

m
 φ  σ

r
∂

=
∂ r = a     (3.15) 

m
m

 φσ
 r

∂
∂ r = b     e

e
 φ  σ

r
∂

=
∂ r = b     (3.16) 

 
จากสมการ (3.13) - (3.16) จะไดสมการ (3.17) - (3.20)  ตามลําดับ 
 

3

CA  =  B + 
a

       (3.17) 
 

 03 3

C DB +   =  - E  + 
b b

     (3.18) 
 

        i m 3

2Cσ A  =  σ (B - )
a

    (3.19) 
 

                 m e 03 3

2C 2Dσ ( B - )  =  - σ ( E  +  )
b b

   (3.20) 
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แทนสมการ (3.17) ลงในสมการ (3.19) จะไดวา 
 

3

- p CB  =  
a

      (3.21) 
 

โดยที่ i m

i m

σ  + 2σp  =  
σ  - σ

 

 
นําสมการ  (3.21) แทนสมการ (3.18) และ (3.20)   จะไดวา 
 

03 3 3

1 p D(  - ) C  =  - E  + 
b a b

    (3.22) 
 
              e

m e 03 3 3

σ2 p- σ (  + ) C  =  - σ E  - 2 D
b a b

  (3.23) 
 
นํา  e( -2σ × (3.22) ) - (3.23)   จะไดวา 
 

3
m e m e e 0[(2σ -2σ ) c  + (σ +2σ ) p] C  =  3σ a E′   (3.24) 

 

โดยที่   
3

3

ac =
b

′   และ   i m

i m

σ  + 2σp  =  
σ  - σ

 

 
จัดรูปสมการ (3.24) ใหมจะไดเปน 

 
3

e i m 0

2 i i
m e m

m m

3σ (σ  - σ ) a  EC  =  σ σσ [2(1- c ) + (2c +1)] + 2σ σ [(2+c )+ (1-c )]
σ σ

′ ′ ′ ′
     (3.25) 

 
นําสมการ (3.25) แทนลงในสมการ (3.21) จะได 
 

e i m 0

2 i i
m e m

m m

- 3σ (σ  + 2 σ ) EB  =  σ σσ [2(1- c ) + (2c +1)] + 2σ σ [(2+c )+ (1-c )]
σ σ

′ ′ ′ ′
   (3.26) 
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จากนั้น นําสมการ (3.25) และ (3.26) แทนลงในสมการ (3.17) จะได 
 

e m 0

2 i i
m e m

m m

- 9 σ σ  EA  =  σ σσ [2(1- c ) + (2c +1)] + 2σ σ [(2+c )+ (1-c )]
σ σ

′ ′ ′ ′
   (3.27) 

 
จากสมการ (3.25), (3.26) และ(3.27) สามารถจัดรูปใหมไดเปน 
 

0 - 9 κ EA  =  
[2(1- c ) +  β (2c +1)] + 2 κ [(2+c ) + β(1-c )]′ ′ ′ ′

      (3.28) 

 
 

0 - 3 κ (β+2) EB  =  
[2(1- c ) +  β (2c +1)] + 2 κ [(2+c ) + β(1-c )]′ ′ ′ ′

   (3.29) 

 
 

3
0 3 κ (β-1) a  EC  =  

[2(1- c ) +  β (2c +1)] + 2 κ [(2+c ) + β(1-c )]′ ′ ′ ′
    (3.30) 

 

โดย 
3

i
3

m

a σc  =  ,  β = 
b σ

′  และ e

m

σκ = 
σ

 

 
จากสมการ (3.28) – (3.30) สังเกตเห็นวาสัมประสิทธิ์ A, B และ C ถูกเขียนอยูในรูปของสภาพ 
นําไฟฟายังผล eσ  ซึ่งไมทราบคา   ดังนั้น ทําการหาสภาพนําไฟฟายังผล eσ  ไดจากสมการ (3.2)  
 

(i) (m)
e 0 i i z m m zσ E   =  v  σ E  + v  σ E    (3.31) 

 
โดยที่ดัชนีลาง z แทนสวนประกอบในแนวแกน z ของสนามไฟฟา 
หมายเหต ุ  คาเฉลี่ยของสวนประกอบในแนวแกน x และ y ของสนามไฟฟาแตละบริเวณมีคาเปน     

ศูนย 
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สําหรับวัสดุหรือตัวกลางที่ไมเปนเนื้อเดียวกัน (inhomogeneous medium) ภายใตเงื่อนไขขอบ
สนามไฟฟาสม่ําเสมอ 0E

v   สนามไฟฟาเฉลี่ย ทั้งชิ้นสารจะเทากับสนามไฟฟาที่ใหกับชิ้นสารนั้น ๆ 
[15]  นั่นคือ 

0E   =  E
v v       (3.32) 

 
ดังนั้น จากสมการ (3.32) จะไดวา 
 

(i) (m)
0 i z m zE   =  v E   +  v E    (3.33) 

 
ทําการกําจัดพจน (m)

zE   ในสมการ (3.31) โดยใชสมการ (3.33)  ได 
 

(i)
e 0 m 0 i i m zσ E   =  σ E  +  v (σ  - σ ) E    (3.34) 

 
นั่นคือ  ถาเรารูสนามไฟฟาเฉลี่ยของตัวกลางเดียว  ก็เพียงพอที่จะหาสภาพนําไฟฟายังผล eσ ได 
 
ทําการหา  (i)

zE  ซึ่งจะได 
 
    (i)

zE   =  - A            (3.35) 
 
นําสมการ (3.35) และคา A ที่ไดจากสมการ (3.28) แทนลงในสมการ (3.34)   จะไดผลเฉลยทัว่ไป
คือ 
 

i 9 v (β 1) κκ  =  1 + 
[2(1- c ) +  β (2c +1)] + 2 κ [(2+c ) + β(1-c )]

−
′ ′ ′ ′

   (3.36 ) 

 

เมื่อ e i

m m

σ σκ =  , β = 
σ σ

  และ  
3

3

ac  = 
b

′    

 
ซึ่ง c′  ถูกจํากัดอยูในชวง c c 1′≤ ≤   โดยที่ c คือคาสัดสวนเชิงปริมาตรของอนุภาคตัวนํา     
ทรงกลมทั้งหมดที่ฝงกระจายในชิ้นสาร   โดย ณ ที่นี้เห็นไดวา c′  มีคาไดมากที่สุดเทากับ 1  
เนื่องจากรัศมีของเซลลตัวแทนเล็กไดมากที่สุดเทากับรัศมีของอนุภาคตัวนําทรงกลม (b=a)   ใน
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ขณะเดียวกัน c′  มีคานอยที่สุดไดเทากับคาสัดสวนเชิงปริมาตรของอนุภาคตัวนําทรงกลมทั้งหมด
ที่ฝงกระจายในชิ้นสารเนื่องจากขณะนี้เรากําลังพิจารณาเซลลตัวแทนซึ่งใชแทนระบบของ
สารประกอบที่กําลังพิจารณานั่นเอง 

ในที่นี้จะพิจารณา 2 กรณีที่ c′  มีคาสูงสุดและต่ําสุด คือ กรณีที่ 1.1 ic  = v′  และกรณีที่ 
1.2 c  = 1′   ซึ่งจะไดวา 

 
กรณีที่ 1.1   c′  เทากับคาสัดสวนเชิงปริมาตรของอนุภาคตัวนําทรงกลม iσ  ทั้งหมดที่ฝงในชิ้น  

สาร ( ic  = v′  )  
 
เมื่อแทน ic  = v′  ลงในสมการ (3.36) และจัดรูปสมการจะไดเปน 
 

2
i i i i i i2[(2+v ) + β(1-v )] κ  -  [(2-5v ) + β(1+5v )] κ - [2(1-v ) + β(1+2v )]  =  0  

  
(3.37 ) 

ทําการแกสมการ (3.37) จะไดรากของ e

m

σκ = 
σ

 ที่เปนทั้งคาบวกและคาลบ  แตเนื่องจากราก

ของ e

m

σκ = 
σ

 ที่เปนคาลบผิดความหมายทางฟสิกส  ดังนั้นรากที่เปนคาบวกจะถูกนํามา

พิจารณาเทานั้น  ซึ่งจะได 
 

e i

m i

σ (2 + β) + 2 (β - 1) vκ  =  =  
σ (2 + β) + (1 - β) v

    (3.38 ) 

เมื่อ   i

m

σβ = 
σ

 

 
ในสมการ (3.38) คือ ผลเฉลยของปญหากรณีที่ ic  = v′  
 
กรณีที่ 1.2  c  = 1′  
 
เมื่อแทน c  = 1′  ลงในสมการ (3.36) จะได 
 

                   i9 v (β - 1) κκ  =  1 + 
3(β + 2κ)

                (3.39) 
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แทน  e

m

σκ =   
σ

และ  i

m

σβ = 
σ

  ลงในสมการ (3.39) และจัดรูปสมการ จะได 

 
 2

e e m e i i e m i e m i e i i e i i m-2σ + 2σ σ - σ σ - 2v σ σ - v σ σ + 2v σ σ + v σ σ + σ σ   =  0            
(3.40) 

เนื่องจาก  i mv  + v   =  1 ดังนั้นจะไดวา 
 
              2

i m e e m e i m e m i e m i e i-2(v +v ) σ + 2σ σ - σ σ - 2(1-v ) σ σ - v σ σ + 2v σ σ  
              m e i i m i m+ (1-v ) σ σ + (v +v ) σ σ   =  0                     

(3.41) 
จัดรูปสมการ (3.41) จะได 
 
    i i e m e m m e i ev (σ - σ )(σ + 2σ ) + v (σ - σ )(σ + 2σ )  =  0                                 (3.42) 
 
นํา i e m e(σ + 2σ )(σ + 2σ )  หารตลอดสมการ (3.42) จะได 
 

   i e m e
i m

i e m e

σ  - σ σ - σv ( ) + v ( )  =  0
σ  + 2σ σ + 2σ

  (3.43) 

 
โดยสมการ (3.43) นี้คือ ผลเฉลยของปญหากรณีที่ c =1′  ซึ่งสอดคลองกับผลของ Landauer [16] 
 
สําหรับกรณีตรงขามกับที่กลาวมาแลวในรูปที่ 3.1 คือ ใหสารประกอบนําไฟฟาเชิงเสนประกอบไป
ดวยอนุภาคตัวนําทรงกลม  ที่มีรัศมีคาตาง ๆ กันมี  สภาพนําไฟฟาเปน mσ  อัตราสวนเชิง
ปริมาตร mv  ฝงกระจายอยางสุมในตัวกลางนําไฟฟาอีกชนิดหนึ่ง (host medium) มีสภาพนํา  
ไฟฟาเปน iσ  อัตราสวนเชิงปริมาตร i mv  = 1- v  และแกปญหาตามแบบจําลองของ Hashin 
นั่นคืออนุภาคตัวนําทรงกลมที่มีรัศมี a สนามไฟฟา mσ  ถูกลอมรอบดวยชั้นของตัวกลางนําไฟฟา
อีกชนิดหนึ่งที่มีรัศมี b สภาพนําไฟฟา iσ  โดยทั้งหมดนี้ถูกลอมรอบดวยตัวกลางยังผล eσ  และ
กําหนดใหอัตราสวนของ a / b  สําหรับทุก ๆ อนุภาคตัวนําทรงกลมมีคาเทากันหมด ดังรูปที่ 3.2 
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รูปที่ 3.2 แสดงแบบจําลองของ Hashin ซึ่งใหอนุภาคตัวนําทรงกลม mσ  ถูกลอมรอบดวย

ตัวกลางนําไฟฟา iσ   
 
โดยลักษณะของการแกปญหาทางคณิตศาสตรตามรูปที่ 3.2  เหมือนกับที่ไดกลาวมาแลวใน
ตอนตนตามรูปที่ 3.1   ซึ่งจะไดผลเฉลยทั่วไปทํานองเดียวกับสมการ (3.36) เพียงแตสลับคา
ระหวาง iσ  กับ mσ   และ  iv  กับ mv   คือ 
 

 m9 v (β - 1) κκ  =  1 + 
[2(1- c ) + β(2c +1)] + 2κ [(2+c )+β(1-c )]′ ′ ′ ′

    (3.44) 

 

โดยในที่นี้ e m

i i

σ σκ =  , β = 
σ σ

  และ 
3

3

ac  = 
b

′  

 
ในที่นี้พิจารณาคา c′  ที่สูงสุดและต่ําสุดเชนกัน คือ กรณีที่ 2.1 c′  เทากับคาสัดสวนเชิงปริมาตร
ของอนุภาคตัวนําทรงกลม mσ ทั้งหมดที่ฝงในชิ้นสาร  นั่นคือ mc  = v′  และกรณีที่ 2.2  c  = 1′  
ซึ่งจะไดวา 
 
กรณีที่ 2.1  c′  เทากับคาสัดสวนเชิงปริมาตรของอนุภาคตัวนําทรงกลม mσ  ทั้งหมดที่ฝงในชิ้น  

สาร ( mc  = v′ ) 
 
 เมื่อแทน  mc  = v′  ลงในสมการ (3.44) และจัดรูปสมการจะไดเปน 
 
 2

m m m m m m2[(2+v ) + β(1-v )] κ - [(2-5v ) + β(1+5v )] κ - [2(1-v ) + β(1+2v )]  =  0   
 
(3.45) 
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เชนเดียวกันเมื่อแกสมการ (3.45) จะไดรากที่เปนทั้งคาบวกและคาลบ  แตเนื่องจากรากที่เปนคา
ลบไมมีความหมายทางฟสิกส  ดังนั้น  รากที่เปนคาบวก จะถูกนํามาพิจารณาเทานั้น  ซึ่งจะได 
 

   e m

i m

σ  ( 2+β ) + 2 (β-1 )vκ  =  =  
σ ( 2+β ) + (1-β)v

    (3.46) 

 

โดยในที่นี้   m

i

σβ = 
σ

 

 
โดยสมการ (3.46) นี้คือ ผลเฉลยของปญหากรณีที่ mc  = v′  
 
กรณีที่ 2.2  c  = 1′  
 
เมื่อแทน c  = 1′  ลงในสมการ (3.44) และจัดรูปสมการจะได 
 

m e i e
m i

m e i e

σ - σ σ  - σ v ( )  +  v ( )   =   0
σ + 2σ σ  + 2σ

   (3.47) 

 
จะเห็นวาสมการ (3.47) และสมการ (3.43) เหมือนกัน  โดยเปนการสลับที่ระหวาง iv  กับ mv  
และ iσ  กับ mσ  นั่นเอง  ทั้งที่ในการคํานวณเริ่มจากรูปแบบจําลองรูปที่ 3.2 และ 3.1 ตามลําดับ 
นั่นคือผลเฉลยของปญหาทั้ง 2 กรณี เมื่อ c  = 1′  จะมาพองกันหรือประจวบกัน (coincide) ซึ่งจะ
อธิบายใหเขาใจมากยิ่งขึ้นในหัวขอถัดไป 

 
 
3.3  วิเคราะหและสรุปผลการคํานวณ 
 

เมื่อนําสมการ (3.38), (3.43), (3.46) และ (3.47) มาเขียนกราฟระหวางคาสภาพนําไฟฟา
ยังผล eσ กับคาสัดสวนเชิงปริมาตรของสารตัวนําชนิด iσ   แทนดวย iv  ไดรูปที่ (3.3) 
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รูปที่ 3.3 แสดงขอบเขตบนและขอบเขตลางของสภาพนําไฟฟายังผล eσ [15] 
 

จากรูปที่ (3.3) ไดกําหนดให i mσ  > σ  โดยในกรณีที่ 1.1 เมื่ออนุภาคตัวนําทรงกลม iσ  ถูก
ลอมรอบดวยตัวกลาง mσ  และกําหนดให ic  = v′    ผลการคํานวณไดเสนที่เปนขอบเขตลาง 
(lower bound) ของคาสภาพนําไฟฟายังผล  ในขณะที่  กรณีที่ 2.1 เมื่อนุภาคตัวนําทรงกลม mσ  
ถูกลอมรอบดวยตัวกลาง iσ   และกําหนดให mc  = v′  ผลการคํานวณไดเสนที่เปนขอบเขตบน 
(upper bound) ของคาสภาพนําไฟฟายังผล eσ  นอกจากนี้เมื่อเขียนกราฟของสมการ (3.43) 
และ (3.47) ไดเสนกราฟ 2 เสนที่ทับกันพอดี  ซึ่งอยูระหวางเสนที่เปนขอบเขตบนและขอบเขตลาง
ของ     สภาพนําไฟฟายังผล eσ  โดยสามารถอธิบายไดวา สําหรับเสนขอบเขตบนหรือเสนที่ได
จากสมการ (3.46) หากเปลี่ยนแปลงคา c′  ทีละนอยจากคา mc  = v′  ไปสูคา c  = 1′  จะไดเสน
ดังกลาวลูต่ําลงมาอยูตรงกลางระหวางคาเสนขอบเขตบนและเสนขอบเขตลาง  ในทํานองเดียวกัน
สําหรับเสนขอบเขตลาง หรือเสนที่ไดจากสมการ (3.38) หากทําการเปลี่ยนแปลงคา c′  ทีละนอย  
จากคา ic  = v′  ไปสูคา c  = 1′  เสนดังกลาวจะลูขึ้นมาอยูตรงกลางระหวางเสนขอบเขตบนและ
เสนขอบเขตลาง  โดยซอนทับกับเสนที่ไดจากสมการ (3.47) พอดี   ซึ่งเสนที่ไดจากสมการ (3.43) 
หรือ (3.47) นี้ สอดคลองกับผลการคํานวณของ Landauer [16] ซึ่งแกปญหาตามแบบจําลองของ 
Bruggeman ในกรณีสารประกอบที่มีสวนประกอบตางชนิดคละกันอยางสุมรวมกันจนไมสามารถ
ระบุไดวา  สารใดเปนสารฝงกระจาย (inclusion) สารใดเปนตัวกลาง (host medium)  นั่นคือ   
สารฝงกระจายเปนไปไดทั้ง iσ  และ mσ นั่นเอง (statistically symmetrical components)  
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รูปที่ 3.4 แสดงผลการคํานวณทางทฤษฎี และผลทางการทดลองของคาสภาพนําไฟฟาของ

สารประกอบ Mg2Pb – Pb [17] 

จากรูปที่ (3.4) [15] แสดงผลทางทฤษฎีและผลการทดลองของคาสภาพนําไฟฟาของสารประกอบ 
Mg2Pb – Pb  โดยผลการทดลอง [17] แทนดวยสัญลักษณวงกลม ( ο )  จากกราฟจะเห็นไดวา   
ผลการทดลองจะอยูระหวางเสนขอบเขตบน (3.46) และเสนขอบเขตลาง (3.38)  โดยเสนประ    
ตรงกลางแทนผลการคํานวณทางทฤษฎีของ Landauer [16] ซึ่ง Hashin [15] ไดสรุปและ
วิเคราะหไววา “ ผลการทดลองทั้งหมดไมสามารถถูกแทนไดเปนอยางดีดวยผลการคํานวณทาง
ทฤษฎีของ Landauer หรือผลการคํานวณทางทฤษฎีตามสมการ (3.37) และ (3.45)  เนื่องจากคา
แมนตรง (rigorous value) ของสภาพนําไฟฟายังผลของสารประกอบขึ้นอยูกับการจัดตัวทาง
เรขาคณิตของสวนประกอบไมใชแคเพียงสัดสวนเชิงปริมาตรของสารฝงกระจาย (inclusion) ใน
ชิ้นสาร  ถึงกระนั้นก็ตามผลการคํานวณทางทฤษฎีตามสมการ (3.38) และ (3.46) ก็ยังเปน
ขอบเขตที่ดีที่สุดที่เปนไปไดสําหรับคาสภาพนําไฟฟาเชิงเสนยังผลที่มีการจัดตัวทางเรขาคณิตของ
สวนประกอบเปนแบบใด ๆ  นอกจากนี้ ยังสามารถคาดการณผลการทดลองไดวา  ในกรณีที่
อนุภาคตัวนําทรงกลม iσ  ฝงอยูในตัวกลางนําไฟฟาอีกชนิดหนึ่งที่มีสภาพนําไฟฟาเปน mσ  ผล
การทดลองควรอยูระหวางเสนประ (3.43) และเสนขอบเขตลาง (3.38)   ในทํานองเดียวกันกรณีที่
อนุภาคตัวนําทรงกลม mσ  ฝงอยูในตัวกลางนําไฟฟาอีกชนิดหนึ่งซึ่งมีสภาพนําไฟฟา iσ  ผลการ
ทดลองควรอยูระหวางเสนประ  (3.43) และเสนขอบเขตบน (3.46)   โดยถาผลการทดลองมีขอมูล
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จํานวนมากจะทําใหสามารถหาพารามิเตอร c′  ที่เปนตัวแทนของผลการทดลอง (fitting 
parameter) ได  “ 

 
3.4   การแกปญหาโดยวิธีการแปรผันฟงกชันนอลพลังงาน 
 

จากหัวขอที่ 3.2 เราไดหาศักยไฟฟาโดยหาผลเฉลยของสมการลาปลาซของศักยโดยตรง
รวมกับเงื่อนไขคาขอบของสนามไฟฟาที่ผิวรอยตอของตัวนําตางชนิดกัน  ในหัวขอนี้  เราหาผล
เฉลยของสมการลาปลาซโดยใชวิธีการแปรผันฟงกชันนอลพลังงานตามแนวคิดของริทซ ซึ่ง
รายละเอียดของการคํานวณดวยโปรแกรมสําเร็จรูป MATHEMATICA ไดแสดงไวในในภาคผนวก 
ข   และจะเปรียบเทียบใหเห็นวาการคํานวณโดยสองวิธีดังกลาวใหผลตรงกัน   
 เร่ิมตนจากสมการฟงกชันนอลพลังงานของระบบสารประกอบนําไฟฟาเชิงเสน  [6] 
 

v

1W[φ]  =    J . E  dv 
2 ∫

v v     (3.48) 

 
เมื่อ    J = σ E,  E = - φ∇

v v v v   และ   φ    แทนศักยทดลอง 
 
ในการแกปญหาเริ่มตนจากการเลือกศักยทดลองในแตละบริเวณของตัวกลาง  โดยในที่นี้จะเลือก
ศักยทดลองที่มีรูปแบบคณิตศาสตรสอดคลองกับผลเฉลยของสมการลาปลาซ และเงื่อนไขขอบ
ของปญหา  นั่นคือ 
 

i 0φ (r,θ)  =  - c E r cosθ    , 0 < r < a  (3.49) 
3

m 0 2

aφ (r,θ)  =  - E (f r - g ) cosθ
r

   , a < r < b  (3.50) 
3

e 0 2

bφ (r,θ)  =  - E (r - d ) cosθ
r

 , r > b   (3.51) 
 
โดย i mφ  , φ  และ eφ  แทนศักยทดลองบริเวณอนุภาคตัวนําทรงกลม iσ  ตัวกลางนําไฟฟา mσ  
ที่ลอมรอบอนุภาคตัวนําทรงกลม  และตัวกลางยังผล eσ  ตามลําดับ จากสมการ (3.49) – 
(3.51)   จะเห็นวามีพารามิเตอรของการแปรผัน 4 คา คือ c , f , g ,  และ d ที่ผันคาไปเพื่อทําให
ฟงกชันนอลพลังงานของระบบมีคาสุดขีด (extremum)    และเพื่อสะดวกในการคํานวณ   ทําการ
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ลดพารามิเตอรโดยใชเงื่อนไขศักยไฟฟาที่ผิวรอยตอระหวางตัวกลางทั้งสองตองตอเนื่อง ดังสมการ 
(3.13) และ (3.14)  จะได 
 

c  =  f - g      (3.52) 
 

d  =  1 - f  + g c′     (3.53) 

โดยที่  
3

3

ac  = 
b

′  
 
เนื่องจาก J = σ E

v v  และ E = φ−∇
v v  ดังนั้น  จากสมการ (3.48) จะได 

 

i m e

2 2 2
i i m m e e s

v v v

1W[φ]   [ σ ( φ ) dv  σ ( φ ) dv  σ ( φ ) dv]  W
2

= ∇ + ∇ + ∇ +∫ ∫ ∫
v v v  

(3.54) 
 

โดยพจน sW   คือพลังงานที่พื้นผิว (surface energy term) ซึ่งถูกนําเขามาพิจารณาดวย
เนื่องจากในการอินทิเกรตคลอบคลุมปริมาตรที่ใหญมาก ๆ แตมีคาจํากัด (finite) และเงื่อนไขขอบ
ที่ศักยไมทําใหผลการอินทิเกรตของพจนพลังงานที่พื้นผิวเปนศูนย  [27] 
 
ทําการหาเกรเดียนทของศักยทดลองในแตละตัวกลางในสมการ (3.49) – (3.51)  ซึ่งจะได 
 

i 0
ˆˆφ c E [cosθ r - sinθ θ]∇ = −

v     (3.55) 
3 3

m 0 3 3

a a ˆˆφ = - E  [(f+2g ) cosθ r - (f-g ) sinθ θ]
r r

∇
v   (3.56) 

3 3

e 0 3 3

b b ˆˆφ = - E [(1+2d ) cosθ r - (1- d ) sinθ θ]
r r

∇
v   (3.57) 

 
นําสมการ (3.55) – (3.57)  แทนลงในสมการ  (3.54) จะไดผลลัพธเปน 
 

6
2 3 2 3 2 3 2 2 3 2

0 i m 3

1 4 4 4 8 a 8W[φ]  =  E  [ π a ε c + ε (- π a f + π b f - π g + π a g )
2 3 3 3 3 b 3

 

              
6

2 3 3 2 3
e s3

8 b 4 8 4+ ε (- π d - π b + π b d + π R ) + W ]
3 R 3 3 3

 (3.58)  
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เนื่องจากปริมาตรของตัวกลางยังผลใหญกวาปริมาตรของตัวกลางนําไฟฟา mσ มาก ๆ (R >> b)   
ดังนั้นจะไดวา 
 

2 2
2 2 2 2 2

0 i m e e s
f 1 2dW[φ]  E V [p ε c + pε (-f + - 2c g + 2g ) + p ε (- + ) + ε ] + 2W
c c c

′≅
′ ′ ′

          (3.59) 
 

โดย 
3 3

3 3

a ap =  ,  c  = 
R b

′  
 

แทนพจนพลังงานที่พื้นผิว  2
s 0 e

dW  = E V p ε
c′

 ซึ่งไดพิสูจนไวในโครงการการเรียนการสอนเพื่อ
เสริมประสบการณของ ยอดชาย จอมพล [27] จะได 
 

2 2
2 2 2 2 2

0 i m e e
f 1 2d 2dW[φ] = E V [p ε c + pε (-f + - 2c g + 2g ) + p ε (- + ) + ε ] 
c c c c

′ +
′ ′ ′ ′

 
(3.60) 
 

กําจัดพารามิเตอร c และ d  โดยใชสมการ (3.52)  และ  (3.53)  แทนลงในสมการ (3.60)   หาคา  
f  และ g  ที่ทําใหฟงกชันนอลพลังงานมีคาสุดขีด (extremum) ไดจากความสัมพันธ 
 

i m e
 W 2f 6 4f  =  p [2σ (f - g) + σ (-2f + ) + σ (- + - 4g)]  =  0
 f c c c

∂
′ ′ ′∂

  (3.61) 
 

i m e
 W   =  p [-2σ (f - g) + σ (4g - 4c g) + σ (6 - 4f + 4c g)]  =  0
 g

∂ ′ ′
∂

  (3.62) 

 
ทําการแกสมการ (3.61) และ (3.62)  จะได 
 

e i m
2 2

e i e m i m m e i e m i m m

3 σ (σ +2σ )f  =  
2σ σ + 4σ σ + σ σ + 2σ - 2σ σ c  + 2σ σ c  + 2σ σ c  - 2σ c′ ′ ′ ′

 

(3.63)  
 



 32

e i m
2 2

e i e m i m m e i e m i m m

3 σ (σ - σ )g  =  
2σ σ + 4σ σ + σ σ + 2σ - 2σ σ c  + 2σ σ c  + 2σ σ c  - 2σ c′ ′ ′ ′

 

(3.64)  
 

จัดรูปสมการ  (3.63) และ (3.64)  ใหมจะไดเปน 
 

e i m

2 i i
m e m

m m

3σ (σ +2σ )f  =  σ σσ [2(1- c ) + (2c +1)] + 2σ σ [(2+c )+ (1- c )]
σ σ

′ ′ ′ ′
  (3.65) 

 
e i m

2 i i
m e m

m m

3σ (σ - σ )g  =  σ σσ [2(1- c ) + (2c +1)] + 2σ σ [(2+c )+ (1- c )]
σ σ

′ ′ ′ ′
   (3.66) 

 
นําสมการ (3.65) และ (3.66) แทนลงในสมการ (3.52)   จะได 
 

e m

2 i i
m e m

m m

9 σ σc  =  σ σσ [2(1- c ) + (2c +1)] + 2σ σ [(2+c )+ (1- c )]
σ σ

′ ′ ′ ′
  (3.67) 

 
เมื่อนําคา c , f และ g   จากสมการ (3.65) – (3.67) แทนลงในศักยทดลองในสมการ (3.49) – 
(3.51)  จะไดผลเฉลยของศักยไฟฟาในแตละบริเวณของตัวกลางตรงกับผลเฉลยของศักยไฟฟาที่
ไดจากการแกปญหาโดยหาผลเฉลยจากสมการลาปลาซโดยตรง  ซึ่งรายละเอียดแสดงการเทียบ
คา c, f, และ g ไดแสดงไวในโครงการการเรียนการสอนเพื่อเสริมประสบการณของ                  
ยอดชาย  จอมพล [27]  ทั้งนี้สังเกตวาพารามิเตอร c, f  และ g ถกูเขียนอยูในรูปสภาพนําไฟฟา 
ยังผล eσ  ซึ่งสามารถหาไดจากสมการ (3.2) ทํานองเดียวกับที่กลาวมาแลวขางตนดังในหัวขอที่ 
(3.2) 
 ดังนั้น   ในบทนี้สามารถสรุปไดวา  สําหรับสารประกอบใด ๆ ขอบเขตบนและขอบเขตลาง
ของตัวกลางยังผลของสารประกอบสามารถหาไดจากแบบจําลองของ Hashin ในการแกปญหา   
อีกทั้งในการคํานวณโดยหาผลเฉลยของสมการลาปลาซโดยตรงกับวิธีการแปรผันฟงกชันนอล 
พลังงานใหผลเฉลยของปญหาที่ตรงกัน   โดยในกรณีของปญหาตัวกลางไมเชิงเสน วิธีการแปรผัน     
ฟงกชันนอลพลังงานจะถูกนํามาใชในการแกปญหา   ซึ่งจะกลาวในรายละเอียดในบทถัดไป 



บทที่  4 
 

สัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ                                   
ไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรง 

 
สารประกอบนําไฟฟาเชิงเสนที่มีสวนประกอบที่คละกันอยางสุมนั่นคือ ไมมี              

สวนประกอบใดฝงอยูในอีกสวนประกอบหนึ่งอยางเดนชัด  แตสวนประกอบทั้งสองกระจายอยาง
สุมรวมกัน   ถูกนํามาศึกษาโดย  Landauer  [16]  ซึ่งใชแบบจําลองของ  Bruggeman  ในการ
แกปญหา   ในบทนี้เปนผลงานวิจัยซึ่งไดขยายผลการศกึษาสารประกอบไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนที่มี
คาสัดสวนเชิงปริมาตรของสวนประกอบอยางเบาบาง (dilute – limite composites) [9] ไปสูกรณี 
สารประกอบที่มีคาสัดสวนเชิงปริมาตรเปนคาใด ๆ ตามแนวคิดของ Lee และ Yu [10,11]    โดย
งานวิจัยนี้  ไดศึกษาสารประกอบไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงที่มีสวนประกอบที่คละกันอยาง
สุมโดยใชแบบจําลองของ Bruggeman [12] ในการแกปญหา  ซึ่งแบบจําลองของ Bruggeman 
เปนกรณีพิเศษของการคํานวณโดยการแกปญหาตามแบบจําลองของ Hashin [15] คือกรณีที่ 
c  = 1′   (ดูรายละเอียดในหัวขอ 3.1)   โดยในการคํานวณใชวิธีการแปรผันฟงกชันนอลพลังงาน  
พรอมทั้งปรับปรุงผลการคํานวณใหมีความถูกตองมากยิ่งขึ้นดวยการเพิ่มจํานวนพจนและ      
พารามิเตอรของการแปรผันในศักยทดลอง 
 
4.1  ลักษณะปญหาและการประมาณตัวกลางยังผลของ  Bruggeman 
 

พิจารณาสารประกอบไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงซึ่งเปนไปตามความสัมพันธ 
 

D = 
v

χ
2

E E
v v         (4.1) 

 
โดยที่   D

v       แทนการกระจัดทางไฟฟา (electric displacement) 
 E

v  แทนสนามไฟฟา (electric field) 
χ  แทนสภาพรับไวไดทางไฟฟาไมเชิงเสน (nonlinear electric susceptibility) หรือ

เ รียกอีกอยางว า  สัมประสิทธิ์ ความไม เชิ ง เสนของตัวกลาง  (nonlinear 
coefficient) 
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ถูกวางอยูในสนามไฟฟาสม่ําเสมอ โดยสารประกอบดังกลาวประกอบไปดวยไดอิเล็กทริก           
ไมเชิงเสนอยางแรงที่มีสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนเปน iχ  อัตราสวนเชิงปริมาตร iv  และ          
ไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงอีกชนิดหนึ่งที่มีสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนเปน mχ   อัตราสวน 
เชิงปริมาตร mv  = 1 – iv   โดยสวนประกอบทั้งสองตางฝงกระจายอยางสุมรวมกัน  และสารแต
ละชนิดมีสมบัติเปนเนื้อเดียวกันและไอโซโทรปก (homogeneous and isotropic medium)           
ดังรูปที่  4.1 

 
รูปที่  4.1   แสดงภาคตัดขวางของสารประกอบที่มีสวนประกอบ 2 ชนิดที่ตางกัน  
                (two – component composites) [18] 

 
ในการนิยามสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบเปน eχ  (effective nonlinear 
coefficient)  สารประกอบทั้งชิ้นถูกมองเปนเนื้อเดียวกันและถูกแทนดวยสัมประสิทธิ์ความไมเชิง
เสนยังผลเปน eχ  ดังรูปที่ 4.2  

รูปที่  4.2  แสดงการนิยามสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ 
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ในการแกปญหาตามแบบจําลองของ Bruggeman   พิจารณาสวนประกอบแตละชิ้นที่ประกอบ
รวมกันจนเปนสารประกอบดังรูปที่ 4.1 มีลักษณะเปนเสนใยยาวและประมาณใหมีลักษณะเปน
ทรงกระบอกยาวรัศมี a ซึ่งมีคานอยเมื่อเทียบกับรัศมีของชิ้นสารและมีสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสน
ของตัวกลางแตละชนิดเปน αχ (α  = i, m  ซึ่ง i และ m  แทนแตละชนิดของสวนประกอบของ 
สารประกอบ)   โดยที่แตละชิ้นของสวนประกอบไมไดฝงอยูในสิ่งแวดลอมจริง ๆ ของมัน  แตใหฝง
อยูในตัวกลางยังผลที่มีสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสน eχ  และมีปริมาตรใหญกวามาก ๆ โดย
สนามไฟฟาสม่ําเสมอถูกใหในแนวตั้งฉากกับแกนทรงกระบอกซึ่งมีความยาวมากเมื่อเทียบกับรัศมี 
a พอที่จะพิจารณาปญหาเปนแบบสองมิติดังรูปที่  4.3 

 
รูปที่  4.3  แสดงแบบจําลองของ Bruggeman ในการประมาณสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผล
ของสารประกอบ [18] 
 
จากรูปที่ 4.3 นี้เปนการพิจารณาปญหาทั้ง 2 กรณีไปพรอมกัน  เนื่องจากลักษณะการแกปญหา
ทางคณิตศาสตรเหมือนกัน  โดยกรณีที่ 1 ไดอิเล็กทริกทรงกระบอกไมเชิงเสนอยางแรง iχ  ฝง
กระจายอยูในตัวกลางยังผล eχ  และกรณีที่  2 ไดอิเล็กทริกทรงกระบอกไมเชิงเสนอยางแรง mχ  
ฝงอยูในตัวกลางยังผล eχ  และในการประมาณตัวกลางยังผล หรือ อี เอ็ม เอ  (effective medium 
approximation, EMA) ตามแบบจําลองของ Bruggeman จะใชเงื่อนไขที่แสดงความสอดคลองใน
ตัวมันเอง (self – consistency condition) โดยเงื่อนไขกลาววา “ คาเฉลี่ยเชิงปริมาตรของ
สนามไฟฟาเฉพาะที่ (local electric field) จะเทากับสนามไฟฟาที่ใหกับชิ้นสารนั้น ๆ “      ซึ่ง
เปนไปตามความสัมพันธ 
 

α 0E  = E
v v      (4.2) 
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เครื่องหมาย    แทนการเฉลี่ยเชิงปริมาตร  (volume average)       และ α  เปนดัชนีซึ่งแสดง
ตัวกลางแตละชนิด 
 
4.2  อี เอ็ม เอ แบบพื้นฐาน (simple EMA) 
 

ในการแกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตไดเลือกใชวิธีการแปรผันฟงกชันนอลพลังงานใน
การคํานวณหาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ โดยเริ่มตนจากสมการ    
ฟงกชันนอลพลังงานของระบบสารประกอบไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรง  จากสมการ (2.21) 
[6] 
 

[ ]
41W φ  =    φ    dv

4
∇∫
v

χ   (4.3) 
 
ในการประมาณตัวกลางยังผลแบบพื้นฐาน  หรือ อี เอ็ม เอ แบบพื้นฐาน (simple EMA) เร่ิมตน
จากการเลือกศักยทดลองแบบงายในแตละบริเวณของตัวกลาง   โดย ณ ที่นี้ศักยทดลองที่เลือกให
เปนผลเฉลยของสมการลาปลาซของกรณีปญหาตัวกลางเชิงเสนในระบบพิกัดทรงกระบอก  
เนื่องจากศักยทดลองที่เปนผลเฉลยของสมการลาปลาซสอดคลองกับเงื่อนไขขอบของปญหา (ดู
รายละเอียดการแกปญหาการแปรผันโดยวิธีตรงของริทซ  ในภาคผนวก  ก)  นั่นคือ 
 

α α 0φ (r,θ) = - c  E  r cos θ ,                  r < a  (4.4) 
2

e 0 α
aφ (r,θ) = - E  ( r - b  ) cos θ
r

,      r > a (4.5) 
 

โดย αφ  และ eφ แทนศักยทดลองของตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรง α  (α = i, m )χ

และตัวกลางไมเชิงเสนยังผล  eχ  ตามลําดับ  จากสมการ (4.4) และ (4.5) จะเห็นวามีพารามเิตอร
ของการแปรผัน 2 คาคือ αb  และ αc  ที่ผันคาไปเพื่อทําใหฟงกชันนอลพลังงานของระบบมีคาสุด
ขีด (extremum) และเพื่อสะดวกในการคํานวณ   ทําการลดพารามิเตอรโดยใชเงื่อนไขศักยไฟฟาที่
ผิวรอยตอระหวางตัวกลางทั้งสองตองตอเนื่องจากความสัมพันธ 
 

α eφ (r = a, θ) = φ (r = a, θ)    (4.6) 
 

ดังนั้นจากสมการ (4.6) จะได 
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α αc = 1 - b      (4.7) 
 
จากสมการ (4.3)  จะไดวา 
 

[ ]
α e

4 4

α α e e s
V V

1W φ  = [  φ  dv +   φ  dv ] + W
4

∇ ∇∫ ∫
v v

χ χ    (4.8) 

 
โดยพจน SW   คือพลังงานที่พื้นผิว (surface energy) ซึ่งถูกนําเขามาพิจารณาในการแกปญหา
ดวย  เนื่องจากในการอินทิเกรตคลอบคลุมปริมาตรที่ใหญมาก ๆ แตมีคาจํากัด (finite) และ    
เงื่อนไขขอบที่ศักยไมทําใหผลการอินทิเกรตของพจนพลังงานที่พื้นผิวเปนศูนย [27] ดงัไดกลาวใน
หัวขอ 3.4    
 
ทําการหาเกรเดียนทของศักยทดลองในแตละตัวกลางในสมการ (4.4) และ (4.5)  ซึ่งจะได 
 

α α 0
ˆˆφ  = - c E ( cos θ r - sin θ θ )∇

v      (4.9) 
2 2

e 0 α α2 2

a a ˆˆφ  = - E [ (1 b )cosθ r  - (1- b )sinθ θ ]
r r

∇ +
v   (4.10) 

 
นําสมการ (4.9) และ (4.10)  แทนลงในสมการ (4.8)   ดังนั้นจะได 
 

8 4
4 4 4 22 2

α 0 α α e α α6 2

2 42 2 2
α α s

1 1 a aW [φ] = E [ π a c ( b π 4b π πa
4 3 R R

1              4b πa b πa +πR )] W
3

+ − − −

+ + +

χ χ
  (4.11) 

 
เนื่องจากปริมาตรของตัวกลางไมเชิงเสนยังผลใหญกวาปริมาตรของไดอิเล็กทริกทรงกระบอกไม
เชิงเสนอยางแรง αχ  มาก ๆ  ( R >> a ) ดังนั้นจากสมการ (4.11) สามารถประมาณไดเปน 
 

4 4 2 42 2 2 2 2
0 α α e α α s

1 1W[φ]  E  [ πa c  + ( -πa 4b πa + b πa πR ) ]+ W
4 3

≅ + +χ χ  
 

         4 4 2 4
0 α α α α e α α e s

1 1  = E Ω [ v c  + v ( -1+4b + b ) + ] + W
4 3

χ χ χ   (4.12) 
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เมื่อ 2Ω = πR   โดยที่ 
2

α
πav  = 
Ω

แทนอัตราสวนเชิงปริมาตรของไดอิเล็กทริกทรงกระบอกไมเชิง 
เสนอยางแรง αχ  ที่ฝงในตัวกลางไมเชิงเสนยังผล eχ  
แทนพจนพลังงานที่พื้นผิว [6]  4

s 0 α e αW  = E Ω v bχ   ลงในสมการ (4.12)   จะได 
 

4 4 2 4
0 α α α α e α α α e

1 1  W[φ]= E Ω [ v c  + v ( -1+4b +4b + b ) + ]
4 3

χ χ χ   (4.13) 
  
กําจัดพารามิเตอร αc  โดยใชสมการ (4.7) แทนลงในสมการ (4.13) และหาคา αb  ที่ทําให 

ฟงกชันนอลพลังงานมีคาสุดขีด (extremum) ไดจากความสัมพันธ 
α

 W =  0
 b

∂
∂

  ซึ่งจะได 

 
33

α α e α α
4 4(1 b ) (4 8b b ) =  0
3

χ χ− − + + +    (4.14)  
 

จัดรูปสมการ (4.14) ใหมจะได 
 

3 2
α α α α α α α(1 3y )b  - 9 y b 3(2 3y )b 3(1 y )  =  0+ + + + −   (4.15) 

 

โดย  α
α

e

y  = χ
χ

 

 
ทําการแกสมการ (4.15) เพื่อหารากจริงของ αb  ซึ่งจะเปนฟงกชันของ αy  จะได 
 

α
α α

α

3yb (y ) = 
1+3y

 

 

    
1/3

α
2 2 1/3

α α α α α α

2 (18+81y )

3(1+3y )(-81-891y -2430y +27(1+3y ) 41+384y +900y )
−  

 

   
2 2 1/3

α α α α α
1/3

α

(-81-891y -2430y +27(1+3y ) 41+384y +900y )
3 2 (1+3y )

+   (4.16) 
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ทําการหาสัมประสิทธความไมเชิงเสนยังผล eχ  จากเงื่อนไขที่แสดงความสอดคลองในตัวมันเอง 
 (self – consistency condition) ดังสมการ (4.2) จะไดวา 
 

(i) (m)
i x i x 0v E +(1-v ) E   =  E    (4.17) 

 
โดยเครื่องหมาย  แทนการเฉลี่ยเชิงปริมาตร  และดัชนี x แทนสวนประกอบในแนวแกน x ของ
สนามไฟฟา 
หมายเหตุ คาเฉลี่ยของสวนประกอบในแนวแกน y และ z ของสนามไฟฟาแตละบริเวณมีคา    

เปนศูนย 
 
โดยคาเฉลี่ยของสนามไฟฟาเฉพาะที่ (local electric field) ของตัวกลางไมเชิงเสนอยางแรงชนิดα  
สามารถหาไดจากสมการที่ (4.9)  ซึ่งจะได 
 

2π a
(α) (α)
x x2

0 0

1E   =   (E )  r dr dθ
πa ∫ ∫  

 
หรือ (α)

x α 0E   =  c  E    (4.18) 
 
แทนสมการ (4.18) และ (4.7) ลงในสมการ (4.17) จะได 
 

i i i i m mv  b (y ) + (1-v ) b (y )  =  0   (4.19)  
 
ทําการกําหนดตัวแปรใหม  โดยกําหนดให 
 

i i m
i

e m e

yy     = 
x

χ χ χ
χ χ χ

= =  

 

และ m
m

e

1y    
x

χ
χ

= =  

เมื่อ i

m

y  χ
χ

=  และ e

m

x  χ
χ

=  
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เพราะฉะนั้นจากสมการ (4.19) จะได 
 

i i i m
y 1v b ( ) (1-v )b ( )  =  0
x x

+   (4.20) 
 
เนื่องจากสมการที่ (4.20) เปนสมการไมเชิงเสน  ซึ่งไมสามารถแกสมการเพื่อหาสัมประสิทธิ์ความ
ไมเชิงเสนยังผลสัมพัทธ x e m/= χ χ  ที่แสดงผลในรูปของฟงกชันคณิตศาสตร (closed form)    
ดังนั้นการคํานวณเชิงตัวเลขจึงถูกนํามาใชในการแกปญหาโดย ณ ที่นี้เลือกใชโปรแกรมสําเร็จรูป  
Mathematica ชวยในการคํานวณ  ซึ่งในสวนของโปรแกรมแสดงอยูในภาคผนวก ค1 
 
 
4.3   อี เอ็ม เอ แบบปรับปรุง (improved EMA) 
 

จากการประมาณตัวกลางยังผลแบบพื้นฐาน หรือ อี เอ็ม เอ แบบพื้นฐาน (simple EMA)     
ดวยศักยทดลองแบบงายตามสมการ (4.4) และ(4.5) ซึ่งเปนผลเฉลยของสมการลาปลาซของกรณี
ปญหาตัวกลางเชิงเสนในระบบพิกัดทรงกระบอก   โดยศักยทดลองดังกลาวเปนผลเฉลยของ
ปญหาตัวกลางไมเชิงเสนอยางแรงที่คอนขางไมสมบูรณ  เพื่อใหการประมาณตัวกลางยังผลและ
ผลเฉลยของปญหาตัวกลางไมเชิงเสนอยางแรงมีความถูกตองและสมบูรณมากยิ่งขึ้น  จึงทําการ
เลือกศักยทดลองใหมโดยเพิ่มจํานวนพจนและพารามิเตอรของการแปรผันมากยิ่งขึ้นในฟงกชัน
ศักยทดลองเดิม   โดยการประมาณตัวกลางยังผลแบบปรับปรุง หรือ อี เอ็ม เอ แบบปรับปรุง               
(improved EMA) เร่ิมตนจากการเลือกศักยทดลองแบบปรับปรุงที่ไดจากการสังเกตผลเฉลยของ
ปญหาสารประกอบนําไฟฟาไมเชิงเสนอยางออน [4]    โดยศักยทดลองที่เลือกจะตองสอดคลอง
กับเงื่อนไขขอบ  นั่นคือ αφ (r,θ)  จะตองมีคาจํากัดเมื่อ r เขาใกลศูนย  และ eφ (r,θ)  มีคา 

0E  r cosθ  เมื่อ r เขาสูคาอนันต     นอกจากนั้น  ยังตองสอดคลองกับความสมมาตรของปญหา
ตามรูปที่ 4.3 นั่นคือ  เมื่อใหสนามไฟฟากับสารไดอิเล็กทริก ประจุโพลาไรซที่ผิว (surface 
polarized charge)  ที่เกิดขึ้น ณ คามุม θ = 0  และคามุม θ = π  จะตองมีคาของประจุโพลาไรซ
ที่มีขนาดเทากันและมีเครื่องหมายตรงกันขามกัน  ดังนั้นศักยทดลองใหมที่เลือกขึ้นมาจึงมีไดแต
เพียงเฉพาะพจน cos nθ  เมื่อ n เปนเลขคี่เทานั้น นั่นคือ 
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3 5 3 5
α α α α α α

α 0 11 13 15 31 33 352 4 2 4

r r r rφ (r,θ) =  E [(c r  + c  + c ) cosθ + (c r + c  + c ) cos3θ
a a a a

 

     
3 5

α α α
51 53 552 4

r r+ (c r + c  + c ) cos5θ]
a a

,    0 < r < a (4.21) 
 

2 4 6
α α α

e 0 11 13 153 5

a a aφ (r,θ) =  E [(r cosθ + (b  + b  + b ) cosθ 
r r r

 

     
2 4 6

α α α
31 33 353 5

a a a+ ( b  + b  + b ) cos3θ
r r r

 

   
2 4 6

α α α
51 53 553 5

a a a + (b  + b  + b ) cos5θ]
r r r

,      r > a  (4.22) 
 

โดย αφ  และ eφ  แทนศักยทดลองของตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรง αχ  (α = i, m)

และของตัวกลางไมเชิงเสนยังผล  eχ  ตามลําดับ 
จากสมการ (4.21) และ (4.22) จะเห็นวามีพารามิเตอรของการแปรผัน 18 คา คือ 
α α α α α
11 13 15 53 55c , c , c ,...,b , b  โดยการผันคาพารามิเตอรเหลานั้นไปเพื่อทําใหฟงกชันนอลพลังงาน

ของระบบตามสมการ (4.8) มีคาสุดขีด (extremum) และเพื่อใหงายขึ้นในการคํานวณ  ทําการลด
พารามิเตอรโดยใชเงื่อนไขศักยไฟฟาที่ผิวรอยตอระหวางตัวกลางตองตอเนื่องตามความสัมพันธ 
(4.6) จะได 

α α α α α α
11 13 15 11 13 15c + c + c   =  1 + b + b + b     (4.23) 
α α α α α α
31 33 35 31 33 35c + c + c   =  b + b + b     (4.24) 
α α α α α α
51 53 55 51 53 55c + c + c   =  b + b + b     (4.25) 

 
ทําการหาเกรเดียนทของศักยทดลองในแตละตัวกลางในสมการ (4.21) และ (4.22)   ซึ่งจะได 

2 4 2 4
α α α α α α

α α 0 11 13 15 31 33 352 4 2 4

r r r rˆE φ E [ r{(c + 3c + 5c ) cosθ + (c +3c +5c ) cos3θ
a a a a

= ∇ =
v v  

                     
2 4 3 5

α α α α α α
51 53 55 11 13 152 4 2 4

ˆr r θ r r+ (c + 3c + 5c ) cos5θ} +  {(c r + c + c )(-sinθ)
a a r a a

 

                   
3 5 3 5

α α α α α α
31 33 35 51 53 552 4 2 4

r r r r+ (c r + c + c )(-3sin3θ) + (c r + c + c )(-5sin5θ)}]
a a a a

 
(4.26) 

2 4 6
α α α

e e 0 11 13 152 4 6

a a aˆE φ E [ r{1- b  - 3b - 5b ) cosθ
r r r

= ∇ =
v v  

   
2 4 6 2 4 6

α α α α α α
31 33 35 51 53 552 4 6 2 4 6

a a a a a a+(-b - 3b - 5b ) cos3θ + (-b - 3b - 5b ) cos5θ}
r r r r r r
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2 4 6

α α α
11 13 153 5

θ̂ a a a+ {(r + b  + b  + b )(- sinθ)
r r r r

 

   
2 4 6

α α α
31 33 353 5

a a a+ ( b  + b  + b ) (-3sin3θ)
r r r

 

   
2 4 6

α α α
51 53 553 5

a a a+ (b  + b  + b ) (-5sin5θ)}]
r r r

    (4.27) 
 

นําสมการ (4.26) กับ (4.27) และพจนพลังงานที่พื้นผิว [6]    4 α
s 0 α e 11W = -E Ω v χ b       แทนลง

ในสมการ (4.8) จะได 
 

4 α α 2 α 4
α 0 e α e 11 11 11

1W [φ] = E Ω [ χ + v χ {-1 - 4b + 4(b ) + (b )  +...}
3

   

   α 4 α 3 α α 2 α 2
α α 11 11 13 11 13

28+ v χ {(c )  + 4(c ) c  + (c ) (c )  +...}]
3

  (4.28) 
 

เมื่อ 
2

2
α

πaΩ = πR , v  = 
Ω

 โดยที่ αv  แทนอัตราสวนเชิงปริมาตรของไดอิเล็กทริกทรงกระบอก
ไมเชิงเสนอยางแรงชนิด αχ  ที่ฝงในตัวกลางไมเชิงเสนยังผล eχ  
จัดรูปสมการ (4.28) ใหมจะได 
 

4 α α 2 α 4
α 0 α α α α 11 11 11

1W [φ] = E Ω  [ y + v  y {-1 - 4b + 4(b ) + (b )  +...}
3

′ ′χ  

                α 4 α 3 α α 2 α 2
α 11 11 13 11 13

28+ v  {(c )  + 4(c ) c  + (c ) (c )  +...}]
3

   (4.29)  

โดย  e
α

α

y′ =
χ
χ

 

 
เพื่อใหสะดวกในการคํานวณมากยิ่งขึ้น   ทําการกําจัดพารามิเตอร    α α

11 31c  , c  และ α
51c      โดยใช 

สมการ (4.23) – (4.25)     ดังนั้นจากสมการ (4.30) จะทําใหไดฟงกชันนอลพลังงานที่ขึ้นกับ   
พารามิเตอรของการแปรผัน  α α α α α α α α α α α α α α

11 13 15 31 33 35 51 53 55 13 15 33 35 53b , b , b , b , b , b , b , b , b , c , c , c , c , c  
และ α

55c  ทําการหาพารามิเตอรของการแปรผันที่ทําใหฟงกชันนอลพลังงงานมีคาสุดขีด           
(extremum) ไดจากการหาอนุพันธของฟงกชันนอลพลังงานเทียบกับพารามิเตอรเหลานั้น 
 

α α α α
11 13 15 53

 W  W  W  W =  0 ,  =  0 ,  =  0 ,...,  =  0
 b  b  b  c

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

 และ α
55

 W =  0
 c

∂
∂

 (4.30) 
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ดังนั้นจากสมการ (4.30) เราจะไดสมการคูควบ (couple equation) 15 สมการที่จะตองแกสําหรับ
ตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงชนิด α ( α = i,m)  โดยพารามิเตอร α α α

11 13 53b ,b ,...,c  และ 
α
55c  ที่ไดจากการแกสมการคูควบตามสมการ (4.30) จะเปนฟงกชันของ α e αy /′ = χ χ    แต

เนื่องจากสมการคูควบเหลานี้เปนสมการไมเชิงเสนที่มีความซับซอนมาก  ซึ่งไมสามารถแกสมการ
เพื่อหาพารามิเตอรที่แสดงผลในรูปของฟงกชันคณิตศาสตร (closed form) ของ αy′ ได 
จาก α e αy /  (α=i,m)′ = χ χ  ทําการกําหนดตัวแปรใหม  จะไดวา 
 

e e m
i

i m i

xy
y

′ = = =
χ χ χ
χ χ χ

 

e
m

m

y x′ = =
χ
χ

 

โดย i

m

y χ
χ

=  และ  e

m

x χ
χ

=  

 
ดังนั้นจากสมการ (4.30) เราจะได 30 สมการคูควบ  ในที่นี้จะทําการคํานวณเชิงตัวเลขโดย

กําหนดคา y i

m

=
χ
χ

 แลวหาคา x e

m

=
χ
χ

    เนื่องจากเรามี 30 สมการคูควบ แตมี 31 ตัวแปร คือ 
α α α α
11 13 53 55b , b ,..., c , c  และ x (α = i, m)  เพราะฉะนั้นเราจะใชเงื่อนไขที่แสดงความสอดคลองใน

ตัวมันเอง (self – consistency condition) จากสมการ (4.2) มาชวยลดตัวแปร  โดยทําการหา
คาเฉลี่ยเชิงปริมาตรของสนามไฟฟาเฉพาะที่ (local electric field) ของตัวกลางไดอิเล็กทริก           
ไมเชิงเสนอยางชนิด α  นั่นคือ 
 

2π a
(α) (α)
x x2

0 0

1E   =   (E )  r dr dθ
πa ∫ ∫  

ซึ่งจะได 
 

(α) α α α
x 11 13 15 0E  =  (c + c + c ) E    (4.31) 

 
หมายเหตุ คาเฉลี่ยของสวนประกอบในแนวแกน y และ z ของสนามไฟฟาแตละบริเวณมีคา

เปนศูนย 
 
นําสมการ (4.31) แทนลงในสมการ (4.17) จะได 
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i i i m m m
i 11 13 15 i 11 13 15v (c + c + c ) + (1-v )(c + c + c )  =  1  (4.32) 

 
นําสมการ (4.23) แทนลงในสมการ (4.32)   จะได 

 
i i i m m m

i 11 13 15 i 11 13 15v (1+ b + b + b ) + (1-v )(1+ b + b + b )  =  1  (4.33) 
 
ดังนั้นจากสมการ (4.30) และ (4.33)    เรามีสมการคูควบ 31 สมการ 31 ตัวแปร  ซึ่ง

สามารถแกปญหาโดยวิธีการคํานวณเชิงตัวเลขได  โดย ณ ที่นี้ เลือกใชโปรแกรมสําเร็จรูป 
Mathematica ชวยในการคํานวณ  ซึ่งในสวนของโปรแกรมแสดงอยูในภาคผนวก  ค2  
 
4.4  สรุปและวิเคราะหผลการคํานวณสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ 
 
 ในหัวขอนี้  เปนการแสดงผลการคํานวณสัมประสิทธิ์ความไม เชิงเสนยังผลของ             
สารประกอบไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรง  โดยวิธีการประมาณตัวกลางยังผลแบบพื้นฐาน  หรือ    
อี เอ็ม เอ แบบพื้นฐาน (simple EMA) ดวยศักยทดลองแบบงาย  และการประมาณตัวกลางยังผล
แบบปรับปรุง  หรือ อี เอ็ม เอ แบบปรับปรุง (improved EMA) ดวยศักยทดลองที่ไดรับการปรับปรุง
โดยการเพิ่มจํานวนพจนและพารามิเตอรของการแปรผัน  โดยใชโปรแกรม Mathematica ชวยใน
การคํานวณ 
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รูปที่  4.4  แสดงคา e m/χ χ กับอัตราสวนเชิงปริมาตร iv  ของวิธีการประมาณตัวกลางยังผลแบบ
พื้นฐาน ( ⎯ ) และผลการจําลองโดยวิธีเชิงตัวเลข ( υ ) เมื่ออัตราสวนระหวางคาสัมประสิทธิ์

ความไมเชิงเสนของสวนประกอบทั้งสองของสารประกอบ i

m

= 0.5, 0.1, 0.01χ
χ

และ 0.001   

โดยลําดับจากเสนบนสุดไปหาเสนลางสุดตามลําดับ 
 
จากรูปที่ 4.4  จะเห็นไดวา  สัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลสัมพัทธ e mx /χ χ=  ที่ไดจากการ
คํานวณโดยวิธีการประมาณตัวกลางยังผลแบบพื้นฐาน (simple EMA) ใหผลสอดคลองอยางดี
เยี่ยมกับผลการจําลองโดยวิธีเชิงตัวเลข (numerical simulation) [19,20] ทุก ๆ คาอัตราสวนเชิง
ปริมาตร iv  เมื่อสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนของสวนประกอบทั้งสองของสารประกอบมีคา

แตกตางกันไมมาก ( i

m

y = 0.1≥
χ
χ

) ในขณะที่สัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลสัมพัทธ 

e mx /χ χ=  ที่ไดจากการคํานวณโดยวิธีการประมาณตัวกลางยังผลแบบพื้นฐานใหผลที่
สอดคลองกับผลการจําลองโดยวิธีเชิงตัวเลขเมื่อสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนของสวนประกอบทั้ง

สองของสารประกอบมีคาแตกตางกันมาก ( i

m

y = 0.01≤
χ
χ

)  
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รูปที่  4.5  (a), (b) และ (c)   แสดงคา e m/χ χ กับอัตราสวนเชิงปริมาตร iv  ของวิธีการประมาณ
ตัวกลางยังผลแบบพื้นฐาน  หรือ อี เอ็ม เอ แบบพื้นฐาน ( - - - )  การประมาณตัวกลางยังผลแบบ
ปรับปรุง หรือ อี เอ็ม เอ แบบปรับปรุง ( ⎯ ) และผลการจําลองโดยวิธีเชิงตัวเลข (υ) เมื่อ
อัตราสวนระหวางคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนของสวนประกอบทั้งสองของสารประกอบในรูป                  
( a ) i m/ 0.1χ χ = , ( b ) i m/ 0.01χ χ =  , ( c ) i m/ 0.001χ χ =  
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รูปที่  4.5  แสดงใหเห็นวาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลสัมพัทธ e mx /χ χ=  ที่ไดจากการ
คํานวณโดยวิธีการประมาณตัวกลางยังผลแบบปรับปรุง (improved EMA) ใหผลที่ดีกวาการ
คํานวณโดยวิธีการประมาณตัวกลางยังผลแบบพื้นฐาน (simple EMA) เมื่อถูกนําไปเปรียบเทียบ
กับผลการจําลองโดยวิธีเชิงตัวเลข (numerical simulation)  โดยเฉพาะเมื่อคาสัมประสิทธิ์ความไม

เชิงเสนของสวนประกอบทั้งสองของสารประกอบมีคาแตกตางกันมาก i

m

= 0.01,χ
χ

0.001         

 
                                    

ผลการทดลอง ของเหลว 
(3) (3)
glass fluid/χ χ  (3) (3)

eff fluid/χ χ  
ผลการคํานวณเชิงทฤษฎ ี

(3) (3)
eff fluid/χ χ  

เมทานอล 0.62 0.80 0.750 
คารบอนเตตระคลอไรด 0.32 0.51 0.51 
คารบอนไดซัลไฟด 0.00 0.25 0.231 
ไดไอโอโดมีเทน 0.03 0.20 0.222 

 
ตารางที่  4.1  แสดงการเปรียบเทียบคาสภาพรับไวไดไมเชิงเสนอันดับที่สาม (third – order 
nonlinear susceptibility , (3)χ ) ของสารประกอบเชิงแสงไมเชิงเสน (nonlinear optical 
composite materials)  ระหวางผลการทดลอง และผลการคํานวณเชิงทฤษฎีตามแนวคิดของ 
Bruggeman [21] 
 
 
 เนื่องจากสารประกอบเชิงแสง  (optical composite materials)    จัดวาเปนสารประกอบ
ไดอิเล็กทริกชนิดหนึ่ง  และมีผูทําการทดลองในทางทัศนศาสตรไดนําการประมาณตัวกลางยังผล
ตามแบบจําลองของ Bruggeman ไปทํานายคาสภาพรับไวไดไมเชิงเสนอันดับที่สาม (third – 
order nonlinear susceptibility , (3)χ ) ของสารประกอบแกวพรุนเชิงแสงไมเชิงเสน [21] 
(nonlinear optical porous – glass – based composite materials)      ซึ่งสารประกอบดังกลาว
ถูกเตรียมโดยการนํา  Corning Vycor glass  ซึ่งเปนแกวพรุนที่มีชองวางประมาณ 28 เปอรเซนต
ของปริมาตร  และมีเสนผานศูนยกลางของรูโดยประมาณ 4 นาโนเมตร  มาทําความสะอาดโดย
การนําลงไปแชในสารละลายไฮโดรเจนเปอรออกไซดที่มีความเขมขน 30 เปอรเซ็นต  และใหความ
รอนกับแกวประมาณ 100 องศาเซลเซียส   หลังจากนั้น Vycor glass ถูกนําไปลางดวยน้ําที่ถูกทํา
ใหไมมีไอออน (deionized water)  และถูกนําไปอบใหแหงภายใตอุณหภูมิหอง     อุณหภูมิของ
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เตาอบจะถูกเพิ่มอยางชา ๆ จากอุณหภูมิหองไปจนถึง 100 องศาเซลเซียส  ดวยอัตรา 1          
องศาเซลเซียส ตอ 1 นาที  เพื่อทําใหน้ําออกจากแกวโดยปราศจากทําใหแกวเสียหาย   หลังจาก
นั้นสารตัวอยาง (sample) จะถูกอบ ณ อุณหภูมินี้เปนเวลา 1 ชั่วโมง  และอุณหภูมิจะถูกเพิม่ไปถกู
ไปสู 300  องศาเซลเซียสทันที  และแกวจะถูกอบ ณ อุณหภูมินี้เปนเวลา 2 – 3 ชั่วโมง หลังจากนั้น
ส่ิงตัวอยางจะถูกทําใหเย็นและถูกนําลงไปจุมในของเหลวไมเชิงเสน (nonlinear fluid) ทันทีเพื่อ
หลีกเลี่ยงการปนเปอนจากสิ่งอ่ืน โดยแกวจะดูดของเหลวอยางรวดเร็วและจะอิ่มตัวอยางสมบูรณ
ภายในหลายนาทีหลังจากการจุม  โดยปริมาตรของรูพรุนในแกวถูกแทนที่ดวยปริมาตรของ
ของเหลว 
 จากตารางที่ 4.1 เปนการวัดคาสภาพรับไวไดไมเชิงเสนอันดับที่สาม ( (3)

effχ ) ของ         
สารประกอบแกวพรุนเชิงแสงไมเชิงเสนที่ตางชนิดกัน  โดยสารประกอบแกวพรุนเชิงแสงไมเชิงเสน
ที่ตางชนิดกัน  ถูกเตรียมโดยการเปลี่ยนชนิดของของเหลวดังแสดงในคอลัมนที่สอง  และผลของ
การวัดคา (3)

effχ  ถูกแสดงในคอลัมนที่สาม  จะเห็นไดวาผลการทํานายคาสภาพรับไวไดไมเชิงเสน
อันดับสาม (3)

effχ  ของสารประกอบในเชิงทฤษฎีตามแบบจําลองของ Bruggeman ใหผลที่
สอดคลองอยางดีและใกลเคียงกับผลการทดลอง  ซึ่งผลเหลานี้มีสวนสําคัญในการยืนยันวาการ
ประมาณตัวกลางยังผลตามแบบจําลองของ Bruggeman เปนไปไดที่จะทํานายการสราง         
สารประกอบเชิงแสงไมเชิงเสนที่มีการตอบสนองไมเชิงเสนเพิ่มมากยิ่งขึ้นโดยการลือก             
สวนประกอบที่เหมาะสม ซึ่งถูกนํามาใชในการสรางสารประกอบเชิงแสงที่เปนประโยชนตอการ
ปรับปรุงการทํางานของอุปกรณโฟโตนิก (photonic device) 
 



บทที่  5 
 

ทฤษฎีตัวกลางยังผลของสารประกอบไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรง 
 

ในบทนี้เปนงานวิจัยของวิทยานิพนธเร่ืองนี้ที่ไดขยายงานวิจัยของ Lee และ Yu [10,11] 
ดังไดกลาวในรายละเอียดไวในบทที่ 4 ใหมีความสมบูรณมากยิ่งขึ้น  โดยเนื้อหาในบทนี้เปน
การศึกษาสารประกอบไดอิเล็กทริกทรงกระบอกไมเชิงเสนอยางแรงที่มีคาสัดสวนเชิงปริมาตรของ  
สวนประกอบเปนคาใด ๆ  โดยใชทฤษฎีตัวกลางยังผล  หรือ อี เอ็ม ที (effective medium theory, 
EMT)  ตามแบบจําลองของ Hashin [15]  ซึ่งไดกลาวในรายละเอียดในบทที่  3  แกปญหา   โดย
ในการคํานวณคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบตามแบบจําลองของ 
Bruggeman   ซึ่งไดกลาวในรายละเอียดในบทที่  4  เปนกรณีพิเศษกรณีหนึ่งของการคํานวณคา
สัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบตามแบบจําลองของ Hashin คือ กรณีที่ 
c  = 1′  จึงทําใหผลการคํานวณคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบตาม
แบบจําลอง Hashin ที่ได คลอบคลุมกรณีที่คํานวณโดยใชแบบจําลองของ Bruggeman แกปญหา  
และจากผลการคํานวณทําใหไดขอบเขตบนและขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสน 
ยังผลของสารประกอบ โดยในการคํานวณเลือกใชวิธีการแปรผันฟงกชันนอลพลังงาน พรอมทั้ง    
ปรับปรุงผลการคํานวณใหมีความถูกตองมากยิ่งขึ้นดวยการเพิ่มจํานวนพจนและพารามิเตอรของ
การแปรผันในศักยทดลอง 
 
5.1 ลักษณะปญหาและแบบจําลองของ Hashin 
 
 พิจารณาสารประกอบไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรง  ซึ่งเปนไปตามความสัมพันธ 
 
    2

D E E=
v v v

χ      (5.1) 
 
 โดย    Dv      แทนการกระจัดทางไฟฟา (electric displacement) 
           Ev      แทนสนามไฟฟา (electric field) 
                     χ     แทนสภาพรับไวไดทางไฟฟาไมเชิงเสน (nonlinear electric susceptibility)     

หรือ เรียกวา สัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนของตัวกลาง (nonlinear 
coefficient)           
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ถูกวางอยูในสนามไฟฟาสม่ําเสมอ   โดยสารประกอบดังกลาวประกอบไปดวยสารฝงกระจาย   
เสนใยไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงยาวมาก  ซึ่งประมาณใหมีลักษณะทรงกระบอกยาวที่มีคา
สัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนเปน iχ  และอัตราสวนเชิงปริมาตรเปน iv  ฝงตัวกระจายอยางสุมใน
ตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงอีกชนิดหนึ่งที่มีสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนเปน mχ  และ
อัตราสวนเชิงปริมาตรเปน m iv  1 v= −  โดยที่ตัวกลางแตละชนิดมีสมบัติเปนเนื้อเดียวกันและ  
ไอโซโทรปก (homogeneous and isotropic medium)  ดังรูปที่  5.1  

รูปที่  5.1 แสดงภาคตัดขวางของสารฝงกระจายเสนใยไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนเปน iχ  ฝง
กระจายในตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอีกชนิดหนึ่งเปน mχ  

 
 ในการคํานวณสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบโดยใชทฤษฎีตัวกลาง 
ยังผล  หรือ อี เอ็ม ที (effective medium theory, EMT)  ตามแบบจําลองของ Hashin [15] ดังได
กลาวไวในบทที่  3   สารฝงกระจายเสนใยไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนเปน iχ  ยาวมาก  รัศมี a  ถูกมอง
วาถูกลอมรอบดวยชั้นของตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอีกชนิดหนึ่งเปน mχ  รัศมี b   โดยสารฝง
กระจายเสนใยแตละเสนที่ถูกลอมรอบดวยชั้นของตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนที่ตางชนิดกัน
พิจารณาวาเปนเซลล ๆ หนึ่ง   ซึ่งสัดสวนเชิงปริมาตรของสารฝงกระจายเสนใยตอเซลล 

2 2(c  = a /b )′  มีคาเทากันสําหรับทุก ๆ เซลล  และในการนิยามสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผล
ของสารประกอบนั้น  เซลลตัวแทนอันหนึ่ง (representative cell)  จะถูกนํามาพิจารณา  และเซลล  
อ่ืน ๆ ที่ลอมรอบเซลลตัวแทนจะถูกแทนที่ดวยตัวกลางที่เสมือนเปนเนื้อเดียวกัน (homogeneous 
medium) ที่มีสัมประสิทธ์ิความไมเชิงเสนของตัวกลางเปน eχ  และมีปริมาตรใหญกวาเซลล     
ตัวแทนมาก ๆ  โดยสนามไฟฟาสม่ําเสมอถูกใหในแนวตั้งฉากกับแกนของสารฝงกระจายรูป     
ทรงกระบอกยาวมาก (เมื่อเทียบกับรัศมีของสารฝงกระจาย) พอที่จะพิจารณาปญหาเปนแบบสอง
มิติดังรูปที่  5.2  โดยสําหรับคา eχ  เปนปริมาณที่ยังไมทราบคาและถูกกําหนดใหมีความสัมพันธ
ดังนี้ 
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ecell
E   =    E
v v     (5.2) 

 
โดยเครื่องหมาย  แทนการเฉลี่ยเชิงปริมาตร (volume average) 

 
 
รูปที่  5.2  แสดงแบบจําลองของ Hashin ของสารฝงกระจายเสนใยไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนเปน iχ

ฝงกระจายในตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอีกชนิดหนึ่งเปน mχ  
 
เนื่องจากคา c′  ถูกจํากัดอยูในชวง c c 1′≤ ≤  (ดูคําอธิบายในหัวขอที่  3.2)   โดยที่ c   คือคา  
สัดสวนเชิงปริมาตรของสารฝงกระจายเสนใยทั้งหมดที่ฝงกระจายในชิ้นสารประกอบ    ซึ่งกรณีคา 
c  = 1′  เปนการคํานวณคา eχ  ตามแบบจําลองของ Bruggeman โดยการคํานวณดังกลาว
เรียกวา อี เอ็ม เอ (effective medium approximation, EMA) ดังไดกลาวในรายละเอียดในบทที่  
4  สําหรับบทนี้เปนการคํานวณหาคา eχ  ในกรณีที่ c′  เทากับคาสัดสวนเชิงปริมาตรของสาร        
ฝงกระจายเสนใยทั้งหมดที่ฝงกระจายในชิ้นสารประกอบ 
 
5.2  อี เอ็ม ที แบบพื้นฐาน (Simple EMT) 
 
 ในการคํานวณหาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบดวยศักยทดลองแบบ
งาย  หรือ อี เอ็ม ที แบบพื้นฐาน (simple EMT)    วิธีการแปรผันฟงกชันนอลพลังงานถูกเลือก
นํามาใชในการแกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิต  โดยเริ่มตนจากสมการฟงกชันนอลพลังงานของ
ระบบสารประกอบไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรง  ซึ่งเปนไปตามสมการ (4.3) [6]  โดยเริ่มตนการ
แกปญหาดวยการเลือกศักยทดลองแบบงายในแตละบริเวณของตัวกลาง  โดย ณ ที่นี้ ศักยทดลอง
ที่เลือกมีลักษณะพื้นฐานรูปแบบคณิตศาสตรของผลเฉลยเหมือนกับผลเฉลยของสมการลาปลาซ
ของกรณีปญหาตัวกลางเชิงเสนในระบบพิกัดทรงกระบอก เนื่องจากรูปแบบศักยทดลองดังกลาว
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สอดคลองกับเงื่อนไขขอบของปญหา(ดูรายละเอียดการแกปญหาการแปรผันโดยวิธีตรงของริทซ  
ในภาคผนวก  ก)  นั่นคือ 
 

i 0φ (r,θ)  =  - c E r cosθ ,    0 < r < a  (5.3) 
2

m 0
aφ (r,θ)  =  - E (f r - g ) cosθ
r

,    a < r < b  (5.4) 
2

e 0
bφ (r,θ)  =  - E (r - d ) cosθ
r

,        r > b  (5.5) 
 

โดย i mφ ,   φ  และ eφ  แทนศักยทดลองของเสนใยทรงกระบอกไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน iχ         
ตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน mχ  ที่ลอมรอบทรงกระบอก  และตัวกลางไมเชิงเสนยังผล eχ  
ตามลําดับ    จากสมการ (5.3) – (5.5)  จะเห็นวามีพารามิเตอรของการแปรผัน 4 คา คือ c, f, g 
และ d  ที่ผันคาไปเพื่อทําใหฟงกชันนอลพลังงานของระบบมีคาสุดขีด (extremum)  และเพื่อ
สะดวกในการคํานวณ  ทําการลดพารามิเตอรโดยใชเงื่อนไขศักยไฟฟาที่ผิวรอยตอระหวางตัวกลาง
ทั้งสองตองตอเนื่อง  จากความสัมพันธ 
 

i mφ ( r=a , θ)    =    φ ( r=a , θ)    (5.6) 
 

m eφ ( r=b , θ )    =    φ ( r=b , θ)     (5.7) 
 
ดังนั้นจากสมการ (5.6) และ (5.7) จะได 
 

c  =  f - g      (5.8) 
 

d  =  1 - f  + g c′     (5.9) 

โดยที่ 
2

2

ac  = 
b

′  
จากสมการ (4.3)  จะไดวา 
 

i m e

4 4 4

i i m m e e s
v v v

1W[φ]   [ φ dv  φ dv  φ dv]  W
4

= ∇ + ∇ + ∇ +∫ ∫ ∫
v v v

χ χ χ  

(5.10) 
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โดยพจน s W   คือพลังงานที่พื้นผิว (surface energy) ซึ่งถูกนําเขามาพิจารณาในการแกปญหา
ดวยดังที่อธิบายไวในหัวขอที่  4.2  
 
ทําการหาเกรเดียนทของศักยทดลองในแตละตัวกลางในสมการ (5.3) – (5.5)  ซึ่งได 
 

i 0
ˆˆφ c E [cosθ r - sinθ θ]∇ = −

v     (5.11) 
2 2

m 0 2 2

a a ˆˆφ = - E  [(f+g ) cosθ r - (f-g ) sinθ θ]
r r

∇
v   (5.12) 

2 2

e 0 2 2

b b ˆˆφ = - E [(1+d ) cosθ r - (1- d ) sinθ θ]
r r

∇
v   (5.13) 

 
นําสมการ (5.11) – (5.13)  แทนลงในสมการ (5.10)  ดังนั้นไดเปน 
 

4 8
4 4 2 4 2 2 2 2 2 2 4 4 2

0 m 2 6

1 πa 1 πa 1 W[φ] = E  [ χ ( -f πa + f πb - 4f g + 4f g πa - g + g πa )
4 b 3 b 3

     
8 4

4 2 2 2 2 4 2 2 4 2
e i s6 2

1 πb πb 1+ χ (- d - 4d - πb  + 4d πb  + d πb +πR ) + χ c πa  + W
3 R R 3

 
 (5.14) 

เนื่องจากปริมาตรของตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนยังผลใหญกวาปริมาตรของเซลลทรงกระบอก
ตัวแทนมาก ๆ ( R  >> b )     ดังนั้นจากสมการ (5.14)  สามารถประมาณไดเปน 
 

2 2 6
4 4 2 4 2 2 2 2 2 2 2 4 2

0 m 2 2 6

1 b a 1 a W[φ]  E  [ χ ( -f πa + f πa - 4f g πa + 4f g πa - g πa
4 a b 3 b

     

≅   

                             4 21+ g πa )
3

2 2 2
2 2 2 4 2 2

e 2 2 2

b b 1 b+ χ (- πa  + 4d πa  + d πa +πR )
a a 3 a

 
               

                 4 2
i s+ χ c πa  ] + W    

 
4

4 4 4 2 2 2 2 4 3 4
0 i m

1 f 1 1= E  [p χ c  + p χ ( -f + - 4f g c + 4f g - g (c ) g )
4 c 3 3

     

′ ′Ω +
′  

                 
2 4

e e s
1 4d 1 d+  pχ (-  +  + ) + ] + W
c c 3 c′ ′ ′

χ   (5.15)   
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เมื่อ 2 = π RΩ , 
2

2

ac  =
b

′  และ  
2

2

ap = 
R

 

แทนพจนพลังงานที่พื้นผิว [6]  
2

4
s 0 e 2

b W E  p  d
a

= Ω χ   ลงในสมการ (5.15)  จะได 
 

4
4 4 4 2 2 2 2 4 3 4

s 0 i m
1 f 1 1W   =   E  [p χ c  + p χ ( -f + - 4f g c + 4f g - g (c ) g )
4 c 3 3

     

′ ′Ω +
′   

                            
2 4

e e
1 4d 4d 1 d+  pχ (-  +  +  + ) + ] 
c c c 3 c′ ′ ′ ′

χ        (5.16) 
 
กําจัดพารามิเตอร c และ d  โดยใชสมการ (5.8) และ (5.9)  แทนลงในสมการ (5.16)  และหา
คาพารามิเตอร  f และ g  ที่ทําใหฟงกชันนอลพลังงานมีคาสุดขีด (extremum) ไดจาก

ความสัมพันธ  W 0
 f

∂
=

∂
  และ  W 0

 g
∂

=
∂

   ซึ่งจะได 

 
3

3 2 2 3 3 2 2 W 4fy ( 4 f -12 f g + 12 f g - 4 g ) + (- 4 f + 8 f g + - 8 f g  c  )
 f c

∂ ′=
′∂

 

                  
2 3

2 240 12f 4f 4f+ x (-12 g + 8 f g - 4 f g -  +  - + - 4 g c
3c c c 3c

′
′ ′ ′ ′

 

                  2 3 24+ 4f g  c  - g (c )  )  =  0 
3

′ ′      (5.17) 
 

3
3 2 2 3 2 2 3 3 W 4 g 4y( - 4 f + 12 f g - 12 f g + 4 g  ) + ( 8 f g + - 8 f g c  - g (c ) )

 g 3 3
∂ ′ ′=
∂

 

             
3

2 2 2 240 4f+ x (  - 12 f + 4 f - + 12 g c  - 8 f g c  + 4 f g c  + 4 g  (c )
3 3

′ ′ ′ ′  

              2 2 3 34- 4 f g (c ) + g (c ) )  =  0
3

′ ′      (5.18) 
 

เมื่อ e

m

x = χ
χ

  และ  i

m

y = χ
χ

 

 
เนื่องจากสมการ (5.17) และ (5.18) เปนสมการไมเชิงเสน  จึงไมสามารถแกสมการเพื่อหา f และ 
g  ที่แสดงผลในรูปของฟงกชันคณิตศาสตร (closed form)   ดังนั้นการคํานวณเชิงตัวเลขจึงถูก
นํามาใชในการแกปญหา  โดยทําการกําหนดคา y  และ c′   (x เปนตัวแปรที่ไมทราบคา)  ซึ่งจะ
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พบวาเมื่อกําหนดคา y  และ c′   จะเหลือตัวแปรสามตัว  คือ  f, g  และ x  แตเนื่องจากเรามีสอง   
สมการคูควบ  เพราะฉะนั้นเราจะใชเงื่อนไขที่แสดงความสอดคลองในตัวมันเอง (self – 
consistency condition) ดังสมการ (5.2) มาชวยกําจัดตัวแปร  ซึ่งจะไดวา 
 

(e) (i) (m)
x i x m xE   =  v  E  + v  E    (5.19) 

 
โดยเครื่องหมาย  แทนการเฉลี่ยเชิงปริมาตร  และดัชนีลาง  x  แทนสวนประกอบในแนวแกน x 
ของสนามไฟฟา 
 
หมายเหตุ   คาเฉลี่ยของสวนประกอบในแนวแกน y และ z ของสนามไฟฟาแตละบริเวณมีคาเปน     

ศูนย 
 
ทําการหา (i)

xE , (m)
xE และ (e)

xE   ไดจากสมการ (5.11) - (5.13) ซึ่งได 
 

(i)
x 0E   =  c E     (5.20) 

 
(m)
x 0E   =  f E     (5.21) 

 
(e)
x 0E   =   E      (5.22) 

 
แทนสมการ (5.8) และ (5.20) - (5.22)  ลงในสมการ (5.19)  ซึ่งไดเปน 
 

if  = 1 + v g      (5.23) 
 

เพราะฉะนั้น  เมื่อแทนสมการ (5.23) ลงในสมการ (5.17) และ (5.18) จะทําใหไดสมการคูควบ 2 
สมการ 2 ตัวแปร ซึ่งสามารถแกปญหาโดยวิธีการคํานวณเชิงตัวเลขได  โดยในการคํานวณ  ได
กําหนดคา c′  เทากับคาสัดสวนเชิงปริมาตรของสารฝงกระจายเสนใยไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน iχ  ที่
ฝงกระจายอยางสุมในชิ้นสารประกอบ  หรือ ic  = v′  ซึ่งโปรแกรมการคํานวณเชิงตัวเลขแสดงอยู
ในภาคผนวก ง1 
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 สําหรับกรณีตรงขามกับที่กลาวมาแลวในรูปที่ 5.1 นั่นคือ ใหสารประกอบดังกลาว
ประกอบไปดวยสารฝงกระจายเสนใยไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนยาวมาก ซึ่งประมาณใหมีลักษณะเปน
ทรงกระบอกยาวที่มีคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนเปน mχ  และอัตราสวนเชิงปริมาตรเปน mv  
ฝงกระจายอยางสุมในตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงอีกชนิดหนึ่งที่มีคาคาสัมประสิทธิ์
ความไมเชิงเสนเปน iχ  และอัตราสวนเชิงปริมาตรเปน i mv  = 1-v  โดยที่ตัวกลางแตละชนิดมี
สมบัติเปนเนื้อเดียวกันและไอโซโทรปกดังรูปที่  5.3  และแกปญหาตามแบบจําลองของ Hashin 
นั่นคือ  สารฝงกระจายเสนใยทรงกระบอกไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนเปน mχ   รัศมี a  ถูกลอมรอบ
ดวยชั้นของตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอีกชนิดหนึ่งเปน iχ  รัศมี  b  โดยทั้งหมดนี้ถูกลอมรอบ
ดวยชั้นของตัวกลางไมเชิงเสนยังผล eχ  และกําหนดอัตราสวนของ a / b  สําหรับทุก ๆ สารฝง
กระจายเสนใยทรงกระบอกมีคาเทากันหมดดังรูปที่ 5.4 

 
รูปที่  5.3  แสดงภาคตัดขวางของสารฝงกระจายเสนใยไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนเปน mχ  ฝงกระจาย 

ในตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอีกชนิดหนึ่งเปน iχ  

 
รูปที่  5.4  แสดงแบบจําลองของ Hashin ของสารฝงกระจายเสนใยไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนเปน mχ

ฝงกระจายในตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอีกชนิดหนึ่งเปน iχ  
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โดยลักษณะของการแกปญหาทางคณิตศาสตรตามรูปที่  5.4  เหมือนกับที่ไดกลาวมาแลวใน
ตอนตนตามรูปที่ 5.2 และในการคํานวณคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ  
กําหนดใหคา c′  เทากับคาสัดสวนเชิงปริมาตรของสารฝงกระจายเสนใยไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน 

mχ  ทั้งหมดที่ฝงกระจายอยางสุมในชิ้นสารประกอบ หรือ mc  = v′  ทั้งนี้ผลการคํานวณคา
สัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ eχ   ทั้งสองกรณีไดแสดงไวในหัวขอ 5.4 ตอไป 
 
5.3 อี เอ็ม ที แบบปรับปรุง (improved EMT)  
 

ในหัวขอที่ผานมาเปนการคํานวณคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ
ดวยศักยทดลองแบบงาย  หรือ  อี เอ็ม ที แบบพื้นฐาน (simple EMT) ตามสมการ (5.3) – (5.5)  
ซึ่งมีลักษณะพื้นฐานรูปแบบคณิตศาสตรของผลเฉลยเหมือนกับผลเฉลยของสมการลาปลาซของ
กรณีปญหาตัวกลางเชิงเสนในระบบพิกัดทรงกระบอก  เพื่อใหผลเฉลยของปญหาตัวกลางไมเชิง
เสนอยางแรงมีความถูกตองมากยิ่งขึ้นจึงทําการเลือกศักยทดลองใหมในแตละบริเวณของ       
ตัวกลาง  โดยเพิ่มจํานวนพจนและพารามิเตอรของการแปรผันมากยิ่งขึ้นในฟงกชันศักยทดลอง
เดิม  ซึ่งการคํานวณคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบดวยศักยทดลองแบบ     
ปรับปรุง  ถูกเรียกวา  อี เอ็ม ที แบบปรับปรุง (improved EMT)   

โดยศักยทดลองที่เลือกจะตองสอดคลองกับเงื่อนไขขอบ  นั่นคือ iφ (r,θ)  จะตองมีคา
จํากัดเมื่อ r เขาใกลศูนย  และ eφ (r,θ)  มีคา 0E  r cosθ  เมื่อ r เขาสูคาอนันต     นอกจากนั้น  
ยังตองสอดคลองกับความสมมาตรของปญหาตามรูปที่ 5.2   นั่นคือ  เมื่อใหสนามไฟฟากับสาร  
ไดอิเล็กทริก   ประจุโพลาไรซที่ผิว (surface polarized charge)  ที่เกิดขึ้น ณ คามุม θ = 0  และ
คามุม θ = π  จะตองมีคาของประจุโพลาไรซที่มีขนาดเทากันและมีเครื่องหมายตรงกันขามกัน   
ดังนั้นศักยทดลองใหมที่เลือกขึ้นมาจึงมีไดแตเพียงเฉพาะพจน cos nθ  เมื่อ n เปนเลขคี่เทานั้น 
นั่นคือ 

3 5 3 5

i 0 11 13 15 31 33 352 4 2 4

r r r rφ (r,θ) =  E [( c r  + c  + c ) cos θ + ( c r + c  + c ) cos 3θ
a a a a

 

     
3 5

51 53 552 4

r r+ ( c r + c  + c ) cos 5θ ]
a a

,    0 < r < a (5.24) 
 

3 5 3 5

m 0 11 13 15 31 33 352 4 2 4

r r r rφ (r,θ) = E [( f r + f + f ) cos θ + ( f r + f + f ) cos 3θ
b b b b

 

                  
3 5 2 4 6

51 53 55 11 13 152 4 3 5

r r a a a+ ( f r + f + f ) cos 5θ + ( g + g + g ) cos θ
b b r r r
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2 4 6 2 4 6

31 33 35 51 53 553 5 3 5

a a a a a a+ ( g + g + g ) cos 3θ + (g + g + g ) cos 5θ ]
r r r r r r

, 
 

a < r < b    (5.25) 
 

2 4 6

e 0 11 13 153 5

b b bφ (r,θ) =  E [ ( r cos θ + ( d  + d  + d ) cos θ 
r r r

 

     
2 4 6

31 33 353 5

b b b+ ( d  + d  + d ) cos 3θ
r r r

 

   
2 4 6

51 53 553 5

b b b + ( d  + d  + d ) cos 5θ]
r r r

,         r > a (5.26) 
 

 
โดย iφ , mφ  และ eφ  แทนศักยทดลองของเสนใยทรงกระบอกไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน iχ          
ตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน mχ  ที่ลอมรอบทรงกระบอก  และตัวกลางไมเชิงเสนยังผล eχ  
ตามลําดับ 
 

จากสมการ (5.24) – (5.26) จะเห็นวามีพารามิเตอรของการแปรผัน 36 คา คือ 11c , 13c , 
15c ,…, 53g และ 55g    โดยพารามิเตอรเหลานี้ผันคาไปเพื่อทําใหฟงกชันนอลพลังงานของระบบ
ตามสมการ (5.10) มีคาสุดขีด (extremum) และเพื่อใหงายขึ้นในการคํานวณ    ทําการกําจัด 
พารามิเตอรโดยใชเงื่อนไขศักยไฟฟาที่ผิวรอยตอระหวางตัวกลางทั้งสองตองตอเนื่องตามสมการ 
(5.6) และ (5.7) จะได 
 

2
11 13 15 11 13 15 11 13 15c + c + c   =   f + f c  + f (c ) + g + g + g′ ′   (5.27) 

 
2

31 33 35 31 33 35 31 33 35c + c + c   =   f + f c  + f (c ) + g + g + g′ ′    (5.28) 
 

2
51 53 55 51 53 55 51 53 55c + c + c   =   f + f c  + f (c ) + g + g + g′ ′    (5.29) 

 
       2 3

11 13 15 11 13 15 11 13 151+ d + d + d   =  f + f + f + g c  + g (c )  + g (c )′ ′ ′   (5.30)   
 
            2 3

31 33 35 31 33 35 31 33 35d + d + d   =  f + f + f + g c  + g (c )  + g (c )′ ′ ′       (5.31) 
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2 3
51 53 55 51 53 55 51 53 55d + d + d   =  f + f + f + g c  + g (c )  + g (c )′ ′ ′   (5.32) 

 

โดย 
2

2

ac  = 
b

′  
ทําการหาเกรเดียนทของศักยทดลองในแตละตัวกลางในสมการ (5.24) – (5.26)  ซึ่งจะได 
 

2 4 2 4

i i 0 11 13 15 31 33 352 4 2 4

r r r rˆE φ E [ r{(c + 3c + 5c ) cosθ + (c +3c +5c ) cos3θ
a a a a

= ∇ =
v v  

                    
2 4 3 5

51 53 55 11 13 152 4 2 4

ˆr r θ r r+ (c + 3c + 5c ) cos5θ} +  {(c r + c + c )(-sinθ)
a a r a a

 

                   
3 5 3 5

31 33 35 51 53 552 4 2 4

r r r r+ (c r + c + c )(-3sin3θ) + (c r + c + c )(-5sin5θ)}]
a a a a

 
(5.33) 
 

2 4 2 4

m m 0 11 13 15 31 33 352 4 2 4

r r r rˆE = φ =E [ r { ( f +3f +5f ) cos θ + ( f +3f +5f ) cos 3θ
b b b b

∇
v v  

                   
2 4 2 4 6

51 53 55 11 13 152 4 2 4 6

r r a a a+ ( f +3f +5f ) cos 5θ + ( -g -3g -5g ) cos θ
b b r r r

 

              
2 4 6 2 4 6

31 33 35 51 53 552 4 6 2 4 6

a a a a a a+ ( -g -3g -5g ) cos 3θ + ( -g -3g -5g ) cos 5θ}
r r r r r r

 

    
3 5 3 5

11 13 15 31 33 352 4 2 4

θ̂ r r r r{( f r + f + f ) (-sin θ) + ( f r + f + f ) (-3 sin 3θ)
r b b b b

+  

    
3 5 2 4 6

51 53 55 11 13 152 4 3 5

r r a a a+ ( f r + f + f ) (-5sin 5θ) + ( g + g + g ) (-sin θ)
b b r r r

 
2 4 6 2 4 6

31 33 35 51 53 553 5 3 5

a a a a a a+ ( g + g + g ) (-3sin 3θ) + (g + g + g ) (-5sin 5θ)} ]
r r r r r r

           
(5.34) 

2 4 6

e e 0 11 13 152 4 6

b b bˆE φ E [ r{1- d  - 3d - 5d ) cos θ
r r r

= ∇ =
v v  

        
2 4 6

31 33 352 4 6

b b b+(-d - 3d - 5d ) cos3θ 
r r r

 

        
2 4 6

51 53 552 4 6

b b b+ (-d - 3d - 5d ) cos5θ}
r r r

 

        
2 4 6

11 13 153 5

θ̂ b b b+ {(r + d  + d  + d )(- sinθ)
r r r r
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2 4 6

31 33 353 5

b b b+ ( d  + d  + d ) (-3sin3θ)
r r r

 

        
2 4 6

51 53 553 5

b b b+ (d  + d  + d ) (-5sin5θ)}]
r r r

    
(5.35) 

 

นําสมการ (5.33) - (5.35) และพจนพลงังานที่พืน้ผิว [6] 
2

4
s 0 e 11 2

bW  =  - E Ω p χ  d
a

 แทนลงใน
สมการ (5.10) จะได 
 

4 4 3 2 2 4 2 2 4
0 m 11 11 13 11 13 11 11 31 31

1 28W E Ω [ p y (c + 4 c c + c c +...) + p (- f - 20 f f - 33 f +...)
4 3

≅s χ   

          
2 4

11 11 111 4d 4d d p x (- - + + +...) x]
c c c 3c

+ +
′ ′ ′ ′

         (5.36) 
 

เมื่อ 2Ω = π R , 
2

2

ap =
R

 , i

m

y = χ
χ

, e

m

x = χ
χ

 

 
เพื่อสะดวกในการคํานวณมากยิ่งขึ้น  ทําการลดพารามิเตอร 11c , 31c , 51c , 11d , 31d และ 51d โดย
ใชสมการ (5.27) – (5.32)    ดังนั้นจากสมการ (5.36) จะทําใหไดสมการฟงกชันนอลพลังงานที่
ขึ้นกับพารามิเตอรของการแปรผัน 30 คา คือ 13c , 15c , 33c , 35c , 53c , 55c , 13d , 15d , 33d , 35d , 

53d , 55d , 11f , 13f , 15f , 31f , 33f , 35f , 51f , 53f , 55f , 11g , 13g , 15g , 31g , 33g , 35g , 51g , 53g  
และ 55g  
 

ทําการหาคาพารามิเตอรของการแปรผันทีท่ําใหฟงกชนันอลพลงังานมีคาสุดขีด (extremum) ได
จากการหาอนพุันธเทยีบกับพารามเิตอรของการแปรผันเหลานั้น 
 

13

 W   0
 c
∂

=
∂

, 
15

 W  0
 c
∂

=
∂

, 
33

 W   0
 c
∂

=
∂

,…,
53

 W  0
 g
∂

=
∂

, 
55

 W  0
 g
∂

=
∂

  (5.37) 

 
ดังนั้นจากสมการ (5.37) เราจะไดสมการคูควบ (couple equation) 30 สมการ   โดยพารามิเตอร

13c , 15c , 33c ,…, 53g  และ  55g   ที่ไดจากการแกสมการคูควบตามสมการ (5.37)  จะเปนฟงกชัน
ของ c′ , y  และ x   แตเนื่องจากสมการคูควบเหลานี้  เปนสมการไมเชิงเสน   จึงไมสามารถแก 
สมการเพื่อหาพารามิเตอรเหลานั้นที่แสดงผลในรูปของฟงกชันคณิตศาสตร (closed form)        
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ดังนั้นการคํานวณเชิงตัวเลขจึงถูกนํามาใชในการแกปญหา  โดยทําการกําหนดคา y  และคา c′   
(x เปนตัวแปรที่ไมทราบคา)  ซึ่งจะพบวาเมื่อกําหนดคา y  และ c′   แลวจะเหลือตัวแปร 31      
ตัวแปร คือ 13c , 15c , 33c ,…, 53g , 55g  และ x   แตเนื่องจากเรามี 30 สมการคูควบ  เพราะฉะนั้น
เราจะใชเงื่อนไขที่แสดงความสอดคลองในตัวมันเอง (self – consistency condition) ดังสมการ 
(5.2) มาชวยกําจัดตัวแปร   ดังนั้นจากสมการ (5.19) ทําการหา (i)

xE , (m)
xE และ (e)

xE    ได
จากสมการ (5.33) – (5.35)  ซึ่งไดเปน 
 

(i)
x 11 13 15 0E  =  ( c + c + c ) E       (5.38) 

 
(m) 2 2
x 11 13 15 13 15 0E  =  (f + f (1+c ) + f (1+ c +(c ) ) - g c - g (c  + (c ) ) )E′ ′ ′ ′ ′ ′  

(5.39) 
2 2 2 2

(e) 13
x 15 02 4

d b b (R + b )E  = (1- - d ) E
R R

     (5.40) 
 
โดยที่ดัชนีลาง  x  แทนสวนประกอบในแนวแกน x ของสนามไฟฟา 
หมายเหต ุ  คาเฉลี่ยของสวนประกอบในแนวแกน y และ z ของสนามไฟฟาแตละบริเวณมีคาเปน     

ศูนย 
 
แตเนื่องจากปริมาตรของตัวกลางไมเชิงเสนยังผลใหญกวาปริมาตรของเซลลทรงกระบอกตัวแทน
มาก ๆ (R b)>>    ดังนัน้จากสมการ (5.40) จึงสามารถไดเปน 
 

(e)
x 0E    E≅      (5.41) 

 
นําสมการ (5.27), (5.38), (5.39) และ (5.41) แทนลงในสมการ (5.19) ซึ่งไดวา 
 

2
11 i 13 15 11 13 15f   =   1- v { f  c  + f (c ) + g + g + g } ′ ′  

            2 2
i 13 15 13 15- (1- v ) { f (1+c ) + f (1 + c  + (c ) ) - g c  - g (c  + (c ) ) }′ ′ ′ ′ ′ ′  

(5.42) 
 

เพราะฉะนัน้เมื่อแทนสมการ (5.42) ลงในสมการ (5.37) จะทาํใหไดสมการคูควบ 30 สมการ 30 
ตัวแปร   ซึง่สามารถแกปญหาโดยวิธกีารคํานวณเชิงตัวเลขได  โดยในการคํานวณ  จะกําหนดให
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c′  เทากับคาสัดสวนเชงิปริมาตรของสารฝงกระจายเสนใยไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน iχ  ที่ฝงกระจาย
อยางสุมในช้ินสารประกอบ   หรือ ic  =  v′   ซึ่งโปรแปรมการคํานวณเชิงตัวเลขแสดงในภาคผนวก  
ง2 
 สําหรับกรณีตรงขามกับที่กลาวมาแลวในรูปที่ 5.1 นั่นคือ ใหสารประกอบดังกลาว
ประกอบไปดวยสารฝงกระจายเสนใยไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนยาวมากซึ่งประมาณใหมีลักษณะเปน
ทรงกระบอกยาวที่มีคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนเปน mχ  และอัตราสวนเชิงปริมาตรเปน mv ฝง
กระจายอยางสุมในตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงอีกชนิดหนึ่งที่มีคาคาสัมประสิทธิ์
ความไมเชิงเสนเปน iχ  และอัตราสวนเชิงปริมาตรเปน i mv  = 1 - v   โดยที่ตัวกลางแตละชนิดมี
สมบัติเปนเนื้อเดียวกันและไอโซโทรปกดังรูปที่  5.3  และแกปญหาตามแบบจําลองของ Hashin 
นั่นคือ  สารฝงกระจายเสนใยทรงกระบอกไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนเปน mχ  รัศมี a  ถูกลอมรอบดวย
ชั้นของตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอีกชนิดหนึ่งเปน iχ  รัศมี  b  โดยทั้งหมดนี้ถูกลอมรอบดวย
ชั้นของตัวกลางไมเชิงเสนยังผล eχ  และกําหนดอัตราสวนของ a / b  สําหรับทุก ๆ สารฝงกระจาย
เสนใยทรงกระบอกมีคาเทากันหมดดังรูปที่ 5.4  โดยลักษณะของการแกปญหาทางคณิตศาสตร
ตามรูปที่  5.4  เหมือนกับที่ไดกลาวมาแลวในตอนตนตามรูปที่ 5.2  และในการคํานวณคา       
สัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ  กําหนดใหคา c′  เทากับคาสัดสวนเชิง
ปริมาตรของสารฝงกระจายเสนใยไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน mχ  ทั้งหมดที่ฝงกระจายอยางสุมใน
ชิ้นสารประกอบ  หรือ mc  = v′   
 
5.4  ผลการคํานวณสัมประสทิธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ 
 

ในหัวขอนี้ เปนการแสดงผลการคาดคะเนสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของ           
สารประกอบไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรง  โดยใชทฤษฎีตัวกลางยังผลที่คํานวณไดจากศักย
ทดลองแบบงายและศักยทดลองแบบปรับปรุง  ดวยการเพิ่มจํานวนพจนและพารามิเตอรของการ
แปรผันโดยใชโปรแกรมสําเร็จรูป Mathematica ชวยในการคํานวณพรอมทั้งเปรียบเทียบผลการ
คาดคะเนกับผลการประมาณสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลตามแบบจําลองของ Bruggeman  
และการจําลองโดยใชวิธีเชิงตัวเลข (numerical simulation) [19,20]  

 
5.4.1 ขอบเขตบนและขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผล 
 

เนื่องจากขอมูลที่เราทราบเกี่ยวกับสารประกอบมีเพียงอยางเดียวก็คือ  คาสัดสวนเชิง
ปริมาตรของสวนประกอบตาง ๆ ในสารประกอบ  แตในขณะเดียวกันเราไมทราบถึงลักษณะการ
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จัดตัวทางเรขาคณิตของสวนประกอบตาง ๆ ในสารประกอบ  ซึ่ง Hashin [15]  ใหความเห็นวา
ลักษณะการจัดตัวทางเรขาคณิตของสวนประกอบตาง ๆ ของสารประกอบมีผลตอคาสัมประสิทธิ์
ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ  ดังนั้นจึงทําใหเราไมสามารถหาคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิง
เสนยังผลของสารประกอบไดอยางแมนตรง     ผลงานวิจัยนี้เราไดคาขอบเขตบนและขอบเขตลาง
ของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบไดอิเล็กทริกทรงกระบอกไมเชิงเสนอยาง
แรงจากกรณีสารประกอบสองรูปแบบตามลําดับคือ  กรณีที่สารไดอิเล็กทริกทรงกระบอกที่มี
สัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสน iχ  ฝงกระจายในสารไดอิเล็กทริกที่มีสัมประสิทธความไมเชิงเสน mχ   
กับกรณีตรงขามคือ  สารไดอิเล็กทริกทรงกระบอกที่มีสัมประสิทธความไมเชิงเสน mχ  ฝงกระจาย
ในสารไดอิเล็กทริกที่มีสัมประสิทธความไมเชิงเสน iχ   ดวยเหตุผลอันเนื่องมาจากถาสารประกอบ
ทั้งกอนเปนตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรง iχ  เพียงชนิดเดียว  คาสัมประสิทธิ์ความไม
เชิงเสนยังผลของสารประกอบก็ควรเทากับ iχ     ในทํานองเดียวกันถาสารประกอบทั้งกอนเปน  
ตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรง mχ  เพียงชนิดเดียว   คาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยัง
ผลของสารประกอบก็ควรเทากับ mχ   เพราะฉะนั้น   ในกรณีที่สารประกอบประกอบดวยตัวกลาง
ทั้งสองชนิดคือตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรง iχ  และ mχ    คาสัมประสิทธิ์ความไมเชิง
เสนยังผลของสารประกอบก็ควรอยูระหวางคา iχ  และ mχ       โดยจากรูป 5.5(a) และ 5.5(b) 
เปนผลการคาดคะเนสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบดวยวิธี อี เอ็ม ที แบบ   
พื้นฐาน (simple EMT) (⎯⎯) และวิธี อี เอ็ม เอ แบบพื้นฐาน (simple EMA) (- - - -)   ซึ่งผล
การคาดคะเนคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยาง
แรงดวยวิธี อี เอ็ม ที พื้นฐาน เกิดขึ้นในลักษณะทํานองเดียวกับกรณีปญหาสารประกอบนําไฟฟา
เชิงเสนในบทที่ 4     นั่นคือ   จากรูป 5.5(a) คือกรณีที่กําหนดให i m>χ χ  และจากรูป 5.5(b) คือ
กรณีที่กําหนดให i m<χ χ  ซึ่งพบวาในกรณีแรก i m/χ χ  มีคามากกวาหนึ่งนั้น  เมื่อใหสาร      
ไดอิเล็กทริกทรงกระบอกไมเชิงเสนอยางแรง iχ  เปนชิ้นสารที่ฝงกระจายในตัวกลางไดอิเล็กทริก
ไมเชิงเสนอยางแรงอีกชนิดหนึ่งคือ mχ  ไดเสนที่เปนขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิง
เสนยังผลของสารประกอบ  ในขณะที่เมื่อใหสารไดอิเล็กทริกทรงกระบอกไมเชิงเสนอยางแรง mχ  
เปนชิ้นสารที่ฝงกระจายในตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงอีกชนิดหนึ่ง iχ   ผลที่ไดเปน
ขอบเขตบนของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ      

ในทางตรงขาม  สําหรับรูป 5.5(b)  กรณี i m/χ χ  มีคานอยกวาหนึ่งนั้น  เมื่อใหสาร      
ไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรง iχ  เปนสารที่ฝงกระจายในตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยาง
แรงอีกชนิดหนึ่ง mχ  ผลที่ไดเปนขอบเขตบนของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของ        
สารประกอบ  และในขณะที่เมื่อใหสารไดอิเล็กทริกทรงกระบอกไมเชิงเสนอยางแรง mχ  เปน
ชิ้นสารที่ฝงกระจายในตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงอีกชนิดหนึ่ง iχ  ผลที่ไดเปน
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ขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ  โดยเสนประตรงกลาง
ระหวางขอบเขตบนและขอบเขตลางเปนผลการคาดคะเนคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของ       
สารประกอบโดยวิธี อี เอ็ม เอ แบบพื้นฐาน ตามแบบจําลองของ Bruggeman ซึ่งเปนกรณีพิเศษ
กรณีหนึ่งการคํานวณคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลตามแบบจําลองของ Hashin คือกรณีที่ 
c  = 1′  (ดูรายละเอียดในหัวขอที่ 4.2) โดยกรณีที่ c  = 1′ เปนกรณีของสารประกอบที่ไมมี
สวนประกอบใดฝงอยูในอีกสวนประกอบหนึ่งอยางเดนชัด  แตสวนประกอบทั้งสองกระจายอยาง
สุมรวมกันดังรูปที่ 4.1  

จากรูป 5.5(a) สามารถคาดการณผลการทดลองไดวา  กรณีที่สารฝงกระจายเสนใย    
ไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนเปน iχ  ฝงอยูในตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนเปน mχ  ผลการทดลองควร
อยูระหวางเสนประและเสนขอบเขตลาง  ในขณะที่ถาสารฝงกระจายเสนใยไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน
เปน mχ  ฝงอยูในตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนเปน iχ    ผลการทดลองควรอยูระหวางเสนประ
และเสนขอบเขตบน  และสําหรับรูป 5.5(b) สามารถอธิบายไดทํานองเดียวกัน     นอกจากนั้น  ใน
กรณีที่คา iχ  เทากับคา mχ  นั่นก็หมายความวา  ชิ้นสารประกอบประกอบไปดวยสารเพียงชนิด
เดียว  ดังนั้นคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบก็ตองเทากับคา iχ  หรือ mχ  
นั่นเองซึ่งจะไดกราฟเปนเสนตรงบนแกนนอน     โดยจากรูป 5.5(a) และ 5.5(b) จะเห็นไดวาเสน
ขอบเขตบนและเสนขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบจะมา
บรรจบกันเมื่อคาสัดสวนเชิงปริมาตร iv 0=  และ iv 1=  เนื่องจากในกรณีดังกลาวสารประกอบ
ทั้งกอนประกอบไปดวยตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงเพียงชนิดเดียวเทานั้น  ดังนั้นไมวา
ในกรณีที่ไดอิเล็กทริกทรงกระบอกไมเชิงเสนอยางแรง i m( )χ χ  เปนชิ้นสารที่ฝงกระจายใน
ตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงอีกชนิดหนึ่ง m i( )χ χ  ก็ไดคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสน
ยังผลของสารประกอบทั้งสองกรณีเปนคาเดียวกัน  ทํานองเดียวกันในกรณีที่คาสัดสวนเชิง
ปริมาตร iv 1=  สามารถสื่อความหมายไดวาสารประกอบทั้งกอนประกอบไปดวยตัวกลางไดอิ
เล็กทริก   ไมเชิงเสนอยางแรง iχ  เพียงชนิดเดียวเทานั้น  ซึ่งเปนกรณีที่ไมมีจริงในทางปฎิบัติ    
ดังนั้นในสองกรณีที่กลาวไปแลวในขางตนยอมตองใหผลของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผล
ของสารประกอบเปนคาเดียวกันหรือเทากันนั่นเอง  ซึ่งจากรูปสังเกตไดวา  เมื่อคาสัมประสิทธิ์
ความไม เชิง เสนของสวนประกอบทั้ งสองของสารประกอบมีคาไมแตกตางกันมากนัก 

i m( / 10=χ χ , 5 , 0.2 , 0.1)  ขอบเขตบนและขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสน
ยังผลของสารประกอบจะใกลกัน   ในขณะที่เมื่อคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนของสวนประกอบ
ทั้งสองของสารประกอบมีคาแตกตางกันมาก i m( / 100,  0.01)=χ χ  ขอบเขตบนและขอบเขต
ลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบจะหางออกจากกันมากขึ้น 
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รูปที่ 5.5  แสดงขอบเขตบนและขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ 
ความไมเชิงเสนยังผล eχ  กรณี (a) i mχ >χ   (b) i mχ <χ  
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5.4.2 ผลการคํานวณดวยศักยทดลองแบบปรับปรุง 
 

จากรูปที่ 5.6(a) และ 5.6(b) แสดงขอบเขตบนและขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความ    
ไมเชิงเสนยังผลที่คํานวณไดจากศักยทดลองแบบงาย ( − − − ) และศักยทดลองแบบปรับปรุง  
( ⎯⎯ ) โดยใชทฤษฎีตัวกลางยังผลตามแบบจําลองของ Hashin [15]   โดยจากรูป 5.6(a) 
และ 5.6(b) พบวาเสนขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบที่
คํานวณไดจากศักยทดลองแบบปรับปรุง อยูต่ํากวาเสนขอบเขตลางที่คํานวณไดจากศักยทดลอง
แบบงายเพียงเล็กนอย  ทํานองเดียวกันเสนขอบเขตบนของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผล
ของสารประกอบที่คํานวณไดจากศักยทดลองแบบปรับปรุงอยูต่ํากวาเสนขอบเขตบนที่คํานวณ
ไดจากศักยทดลองแบบงายเพียงเล็กนอยเชนเดียวกัน  ซึ่งผลการคาดคะเนดวยศักยทดลองแบบ
ปรับปรุงใหผลในลักษณะเดียวกับผลการทดลองดวยศักยทดลองแบบงายนั่นคือ  เมื่อคา
สัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนของสวนประกอบทั้งสองของสารประกอบมีคาไมแตกตางกันมากนัก 

i m( / 10,  5,  0.2,  0.1 )=χ χ  ขอบเขตบนและขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิง
เสนยังผลของสารประกอบจะใกลกัน  ในขณะที่เมื่อคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนของ         
สวนประกอบทั้งสองของสารประกอบมีคาแตกตางกันมาก i m( / 100,  0.01 )=χ χ  ขอบเขต
บนและขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบจะหางจากกันมาก
ขึ้น 
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5.4.3  ผลการเปรียบเทียบกบัวธิีอ่ืน ๆ  
 

รูปที่ 5.7(a) และ 5.7(b) แสดงการเปรียบเทียบผลการคาดคะเนคา e m/χ χ  เมื่อคา       
สัดสวนเชิงปริมาตรของสารชนิด iχ  คือ iv  เปนคาใด ๆ ระหวางวิธี อี เอ็ม ที แบบปรับปรุง           
( ⎯⎯ )   วิธี อี เอ็ม เอ แบบปรับปรุง ตามแนวคิดของ Bruggeman ( - - - ) และผลการจําลอง
โดยวิธีเชิงตัวเลข  ( υ )   โดยจากรูป 5.7(a) คือกรณีที่ i m/ 0.1=χ χ  จะเห็นไดวาผลการทํานาย
คาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลตามแนวคิดของ Bruggeman (สําหรับกรณีที่สารฝงกระจาย 
(inclusion) เปนไดทั้ง i χ  และ mχ ) จะมีบางชวงเทานั้นที่อยูระหวางขอบเขตบนและขอบเขต
ลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ  นอกจากนั้นจะเห็นไดวาผลการ
จําลองโดยวิธีเชิงตัวเลข ( numerical simulation )  [19,20]  ใหผลที่คอนขางใกลเคียงกับวิธี อี 
เอ็ม เอ แบบปรับปรุง เนื่องจากลักษณะปญหาของการจําลองชิ้นสารคลายคลึงกับโครงสรางของ
สารประกอบที่ Bruggeman พิจารณาและผลการจําลองโดยวิธีเชิงตัวเลขดังกลาวไมไดนําการจัด
ตัวทางเรขาคณิตของสวนประกอบตาง ๆ ในสารประกอบเขามารวมพิจารณาดวยเชนกัน  ในขณะ
ที่รูป 5.7(b) คือกรณีที่ i m / 0.01=χ χ  ผลการทํานายคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลตาม
แนวคิดของ Bruggeman เกือบทั้งหมดจะอยูระหวางขอบเขตบนและขอบเขตลางของคา
สัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ  ซึ่งเกิดขึ้นในลักษณะทํานองเดียวกับกรณี
ปญหาสารประกอบนําไฟฟาเชิงเสนในบทที่ 3 นั่นเอง  และยังเห็นไดวาผลการจําลองโดยวิธีเชิง  
ตัวเลข (numerical simulation) อยูระหวางขอบเขตบนและขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความ
ไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบดวยเชนกัน 
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ดังนั้นจึงสามารถสรุปไดวา  การทํานายและคาดคะเนตัวกลางยังผลไมเชิงเสนดวย

ขอบเขตบนและขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลตามแนวคิดของ Hashin มี
ความสมบูรณมากกวาการประมาณตัวกลางยังผลของสารประกอบตามแนวคิดของ 
Bruggeman เนื่องจากคลอบคลุมกรณีของลักษณะการจัดตัวของสารประกอบเปนแบบใด ๆ 
โดยในทางปฎิบัติถามีขอมูลของผลการทดลองจํานวนมากก็จะทําใหสามารถหาคาพารามิเตอร 
c′  ที่เปนตัวแทนของผลการทดลองได ( fitting parameter ) 

 
 
 
 

 
 
  



บทที่  6 
 

สรุปและวิเคราะหผลการวิจัย 
 

 เนื่องจากสารประกอบไมเชิงเสน (nonlinear composite materials) มีศักยภาพในเชิง
ประยุกตในทางวิศวกรรมและฟสิกส  ดังนั้นจึงเปนประโยชนอยางยิ่งที่จะศึกษาและวิจัย           
สารประกอบดังกลาว     งานวิจัยนี้เปนการศึกษาสารประกอบไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรง  
โดยมีสมการพื้นฐานที่อธิบายสนามไฟฟาเปนสมการอนพุันธยอยไมเชิงเสนที่ซับซอน  จึงทําใหไม
สามารถหาผลเฉลยที่อยูในรูปของฟงกชันคณิตศาสตรไดลงตัว (exact closed form solution)   
ดังนั้นวิธีประมาณตาง ๆ จึงถูกนํามาใชในการแกปญหา  ไดแก  วิธีเพอรเทอรเบชัน (perturbation 
method) [4,5]    ซึ่งเปนวิธีหนึ่งที่ถูกนํามาใชแกปญหาตัวกลางไมเชิงเสน  แตขอจํากัดของวิธีนี้คือ
ไมสามารถใชแกปญหาของกรณีปญหาตัวกลางไมเชิงเสนอยางแรงได (strongly nonlinear 
medium)       วิธีการประมาณแบบแยกสวน (decoupling technique) [13,14]   เปนวิธีประมาณ
อีกวิธีหนึ่ง  โดยเปนวิธีที่แปลงผลที่ไดจากกรณีปญหาตัวกลางเชิงเสนไปสูปญหาตัวกลาง           
ไมเชิงเสนโดยมีระบบระดับจุลภาคคลายคลึงกัน (identical microstructure)   นอกจากนี้วิธี
ประมาณอีกวิธีหนึ่งคือ  วิธีการแปรผันฟงกชันนอลพลังงาน (energy functional) [6-9] เปนวิธีที่
ถูกนํามาใชแกปญหาตัวกลางเชิงเสนและปญหาตัวกลางไมเชิงเสนท้ังชนิดอยางออน (weakly 
nonlinear medium) และอยางแรง (strongly nonlinear medium)  ซึ่งในงานวิจัยนี้เลือกใชวิธีการ
แปรผันฟงกชันนอลพลังงานเพื่อแกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตและใชทฤษฎีตัวกลางยังผล  หรือ 
อี เอ็ม ที (effective medium theory, EMT) ตามแบบจําลองของ Hashin [15] คํานวณคา
สัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ 

ลําดับแรกของการวิจัยเริ่มตนจากการทบทวนงานวิจัยของ Hashin ซึ่งเปนการคํานวณ
สภาพนําไฟฟายังผลของสารประกอบนําไฟฟาเชิงเสน  โดยสารประกอบดังกลาวประกอบไปดวย
สารฝงกระจายอนุภาคตัวนําทรงกลม (spherical  conducting  particle inclusion) ที่มีรัศมีคา
ตาง ๆ กัน  สภาพนําไฟฟาเปน iσ    และอัตราสวนเชิงปริมาตรเปน iv  ฝงกระจายอยางสุมใน   
ตัวกลางนําไฟฟาอีกชนิดหนึ่ง (host  medium) ที่มีสภาพนําไฟฟาเปน mσ  และอัตราสวนเชิง
ปริมาตรเปน m iv =1-v   โดยที่ตัวกลางแตละชนิดมีสมบัติเปนเนื้อเดียวกันและไอโซโทรปก 
(homogeneous and isotropic medium)  และในการคํานวณสภาพนําไฟฟาเชิงเสนยังผลของ
สารประกอบตามแบบจําลองของ Hashin [15]  สารฝงกระจายอนุภาคตัวนําทรงกลมรัศมี a 
สภาพนําไฟฟา iσ  ถูกมองวาถูกลอมรอบดวยชั้นของตัวกลางนําไฟฟาอีกชนิดหนึ่งซึ่งมีรัศมี b 
สภาพนําไฟฟา mσ  โดยอนุภาคตัวนําทรงกลมแตละชิ้นที่ถูกลอมรอบดวยชั้นของตัวกลางนําไฟฟา
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ที่ตางชนิดกันถูกพิจารณาวาเปนเซลล ๆ หนึ่ง  ซึ่งสัดสวนโดยปริมาตรของตัวนําทรงกลมตอเซลล 
3 3(c  = a / b )′  มีคาโดยประมาณเทากันสําหรับทุก ๆ เซลล  และในการนิยามสภาพนําไฟฟายัง

ผลของสารประกอบ (effective conductivity) นั้น       เซลลตัวแทนอันหนึ่ง (representative cell) 
จะถูกเลือกนํามาพิจารณา  และเซลลอ่ืน ๆ ที่ลอมรอบเซลลตัวแทนจะถูกแทนที่ดวยตัวกลางที่
เสมือนเปนเนื้อเดียวกัน (homogeneous medium) ที่มีสภาพนาํไฟฟาเชิงเสนยังผล eσ     ซึ่ง c′  
ถูกจํากัดอยูในชวง c c 1′≤ ≤      โดยที่  c  คือคาสัดสวนเชิงปริมาตรของสารฝงกระจายอนุภาค
ตัวนําทรงกลมทั้งหมดที่ฝงกระจายในชิ้นสาร   โดย ณ ที่นี้เห็นไดวา c′  มีคาไดมากที่สุดเทากับ 1  
เนื่องจากรัศมีของเซลลตัวแทนเล็กไดมากที่สุดเทากับรัศมีของอนุภาคตัวนําทรงกลม (b=a)   ใน
ขณะเดียวกัน c′  มีคานอยที่สุดไดเทากับคาสัดสวนเชิงปริมาตรของสารฝงกระจายอนุภาคตัวนํา
ทรงกลมทั้งหมดที่ฝงกระจายในชิ้นสารเนื่องจากขณะนี้เรากําลังพิจารณาเซลลตัวแทนซึ่งใชแทน
ระบบของสารประกอบที่กําลังพิจารณานั่นเอง  ในที่นี้ Hashin ไดพิจารณากรณีที่ c′  มีคาสูงสุด
และต่ําสุด คือ กรณีที่  ic  = v′  และ c  = 1′   ซึ่งจากผลการคํานวณคา eσ  Hashin  พบวา  เมื่อ
สารฝงกระจายอนุภาคตัวนําทรงกลม iσ  ถูกลอมรอบดวยตัวกลาง mσ  และกําหนดให ic  = v′    
ผลการคํานวณไดเสนที่เปนขอบเขตลาง (lower bound) ของคาสภาพนําไฟฟายังผล  ในทาง
ตรงกันขามถากําหนดใหสารฝงกระจายอนุภาคตัวนําทรงกลมเปน mσ  ถูกลอมรอบดวยตัวกลาง 

iσ   และกําหนดให  c′  เทากับคาสัดสวนเชิงปริมาตรของสารฝงกระจายอนุภาคตัวนําทรงกลม
ชนิด mσ  ที่ฝงกระจายในชิ้นสาร  หรือ mc  = v′  ซึ่งผลการคํานวณไดเสนที่เปนขอบเขตบน (upper 
bound) ของคาสภาพนําไฟฟายังผล eσ  โดยเสนที่อยูตรงกลางระหวางขอบเขตบนและขอบเขต
ลางคือผลการคํานวณคา eσ  กรณีที่ c  = 1′   ซึ่งสอดคลองกับผลการคํานวณคา eσ  ของ 
Landauer [16]  ซึ่งเปนการศึกษาสารประกอบที่ไมมีสวนประกอบใดฝงอยูในอีกสวนประกอบหนึ่ง
อยางเดนชัด  แตสวนประกอบทั้งสองกระจายอยางสุมรวมกันโดยเปนการคํานวณคา eσ         
ตามแบบจําลองของ Bruggeman [12]   และจากการเปรียบเทียบผลการคํานวณเชิงทฤษฎีและ
ผลการทดลอง Hashin ไดสรุปและวิเคราะหไววา  “ ผลการทดลองทั้งหมดไมสามารถถูกแทนได
เปนอยางดีดวยผลการคํานวณทางทฤษฎีของ Landauer หรือขอบเขตบนและขอบเขตลางของคา 

eσ  เนื่องจากคาแมนตรง (rigorous value) ของสภาพนําไฟฟายังผลของสารประกอบขึ้นอยูกับ
การจัดตัวทางเรขาคณิตของสวนประกอบไมใชแคเพียงสัดสวนเชิงปริมาตรของสารฝงกระจาย 
(inclusion)  ในชิ้นสาร  ถึงกระนั้นก็ตาม  ขอบเขตบนและขอบเขตลางของคา eσ  ก็ยังเปน
ขอบเขตที่ดีที่สุดที่เปนไปไดสําหรับคาสภาพนําไฟฟาเชิงเสนยังผลที่มีการจัดตัวทางเรขาคณิตของ
สวนประกอบเปนแบบใด ๆ  โดยถาผลการทดลองมีขอมูลจํานวนมากจะทําใหสามารถหา      
พารามิเตอร c′  ที่เปนตัวแทนของผลการทดลอง (fitting parameter) ได  ”  
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ดังนั้นเห็นไดวา  การทํานายและคาดคะเนสภาพนําไฟฟายังผลดวยขอบเขตบนและ
ขอบเขตลางของ Hashin มีความสมบูรณและครอบคลุมทุกกรณีของสารประกอบที่มีการจัดตัว
ทางเรขาคณิตของสวนประกอบเปนแบบใด ๆ  ดวยเหตุนี้ในงานวิจัยจึงไดใชแบบจําลองของ 
Hashin  คํานวณคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ   ซึ่งสารประกอบที่ศึกษา
เปนสารประกอบไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงที่ประกอบดวยสารฝงกระจายเสนใยไดอิเล็กทริก
ไมเชิงเสนอยางแรง  ซึ่งสามารถประมาณใหมีลักษณะทรงกระบอกยาว  มีคาสัมประสิทธิ์ความไม
เชิงเสนเปน iχ  และอัตราสวนเชิงปริมาตรเปน iv  ฝงตัวกระจายอยางสุมในตัวกลางไดอิเล็กทริก
ไมเชิงเสนอยางแรงอีกชนิดหนึ่งที่มีสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนเปน mχ  และอัตราสวนเชิงปริมาตร
เปน m iv  1 v= −  โดยที่ตัวกลางแตละชนิดมีสมบัติเปนเนื้อเดียวกันและไอโซโทรปก 
(homogeneous and isotropic medium)      ในการคํานวณสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผล
ของสารประกอบโดยใชทฤษฎีตัวกลางยังผล  หรือ อี เอ็ม ที (effective medium theory, EMT)  
ตามแบบจําลองของ Hashin   สารฝงกระจายเสนใยไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนเปน iχ   ยาวมาก  รัศม ี
a  ถูกมองวาถูกลอมรอบดวยชั้นของตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอีกชนิดหนึ่งเปน mχ  รัศมี b   
โดยสารฝงกระจายเสนใยแตละเสนที่ถูกลอมรอบดวยชั้นของตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนที่ตาง
ชนิดกันพิจารณาวาเปนเซลล ๆ หนึ่ง  ซึ่งสัดสวนเชิงปริมาตรของสารฝงกระจายเสนใยตอเซลล 

2 2(c  = a /b )′  มีคาเทากันหมดสําหรับทุก ๆ เซลล  และในการนิยามสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสน
ยังผลของสารประกอบนั้น  เซลลตัวแทนอันหนึ่ง (representative cell)  จะถูกนํามาพิจารณา  
และเซลลอ่ืน ๆ ที่ลอมรอบเซลลตัวแทนจะถูกแทนที่ดวยตัวกลางที่เสมือนเปนเนื้อเดียวกัน 
(homogeneous medium) ท่ีมีสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนของตัวกลางเปน eχ   ซึ่งคา  c′  ถูก
จํากัดอยูในชวง c c 1′≤ ≤  ดังไดอธิบายในขางตน  โดยผลการคํานวณคา eχ  ดวยศักยทดลอง
แบบงาย  หรือ  อี เอ็ม ที แบบพื้นฐาน ใหผลในลักษณะทํานองเดียวกับกรณีปญหาสารประกอบ
นําไฟฟาเชิงเสน   นั่นคือ   กรณีที่กําหนดให i m>χ χ  เมื่อใหสารไดอิเล็กทริกทรงกระบอกไมเชิง
เสนอยางแรง iχ  เปนชิ้นสารที่ฝงกระจายในตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงอีกชนิดหนึ่ง
คือ mχ  และกําหนดให  ic  = v′   ไดเสนที่เปนขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสน   
ยังผลของสารประกอบ   ในขณะที่เมื่อใหสารไดอิเล็กทริกทรงกระบอกไมเชิงเสนอยางแรง mχ  
เปนชิ้นสารที่ฝงกระจายในตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงอีกชนิดหนึ่ง iχ  และกําหนดให 
c′  เทากับคาสัดสวนเชิงปริมาตรของสารฝงกระจายชนิด mχ   ที่ฝงกระจายในชิ้นสารประกอบ  
หรือ  mc  = v′   ผลที่ไดเปนขอบเขตบนของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ      

ในทางตรงขาม  กรณีที่กาํหนดให i m<χ χ  เมื่อใหสารไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรง 
iχ  เปนสารที่ฝงกระจายในตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงอกีชนิดหนึ่ง mχ  และ

กําหนดให ic  = v′  ผลที่ไดเปนขอบเขตบนของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชงิเสนยังผลของ
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สารประกอบ  และในขณะที่เมื่อใหสารไดอิเล็กทริกทรงกระบอกไมเชิงเสนอยางแรง mχ  เปน
ชิ้นสารที่ฝงกระจายในตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงอีกชนิดหนึง่ iχ  และกําหนดให 

mc  = v′  ผลที่ไดเปนขอบเขตลางของคาสัมประสทิธิ์ความไมเชงิเสนยังผลของสารประกอบ โดย
เมื่อคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนของสวนประกอบทั้งสองของสารประกอบมีคาแตกตางกนัไม
มากนัก i m( / 10=χ χ , 5 , 0.2 , 0.1)  ขอบเขตบนและขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความไม
เชิงเสนยังผลของสารประกอบจะใกลกนั   ในขณะที่เมื่อคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนของสวน 
ประกอบทัง้สองของสารประกอบมีคาแตกตางกนัมาก i m( / 100,  0.01)=χ χ  ขอบเขตบนและ
ขอบเขตลางของคาสัมประสทิธิ์ความไมเชงิเสนยังผลของสารประกอบจะหางออกจากกันมากขึน้ 

สําหรับการคํานวณคา eχ  กรณี c  = 1′  เปนการคํานวณคา eχ  ของสารประกอบที่มี
สวนประกอบที่คละกันอยางสุม  กลาวคือ  ไมมีสวนประกอบใดฝงอยูในอีกสวนประกอบหนึ่งอยาง
เดนชัด  แตสวนประกอบทั้งสองกระจายอยางสุมรวมกัน  ดังนั้นสารฝงกระจายจึงเปนไดทั้งชนิด 

iχ  และ mχ  ดังรูปที่  4.1  และในการคํานวณคา eχ  ใชแบบจําลองของ Bruggeman  ในการ
คํานวณ  ซึ่งแบบจําลองของ Bruggeman เปนกรณีพิเศษกรณีหนึ่งของการคํานวณคา eχ  ตาม
แบบจําลองของ Hashin  โดยผลการคํานวณดังกลาวพบวา   เมื่อสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนของ
สวนประกอบของสารประกอบมีคาไมแตกตางกันมาก i m( / 0.1 )=χ χ  จะเห็นไดวาผลการ
ทํานายคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลตามแนวคิดของ Bruggeman จะมีบางชวงเทานั้นที่
อยูระหวางขอบเขตบนและขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ  
โดยใหผลการคํานวณใกลเคียงกับผลการจําลองโดยวิธีเชิงตัวเลข (numerical simulation)  
[19,20]  เนื่องจากลักษณะปญหาของการจําลองชิ้นสารคลายคลึงกับโครงสรางของสารประกอบที่
พิจารณา  ในขณะที่เมื่อสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนของสวนประกอบของสารประกอบมีคา
แตกตางกันมาก i m( / 0.01 )=χ χ  ผลการทํานายคา eχ ตามแนวคิดของ Bruggeman เกือบ
ทั้งหมดจะอยูระหวางขอบเขตบนและขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของ    
สารประกอบ  ซึ่งเกิดขึ้นในลักษณะทํานองเดียวกับกรณีปญหาสารประกอบนําไฟฟาเชิงเสนดังที่
กลาวมาตอนตน  และยังเห็นไดวาผลการจําลองโดยวิธีเชิงตัวเลข (numerical simulation) อยู
ระหวางขอบเขตบนและขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบดวย
เชนกัน    โดยผลการทํานายคา eχ  กรณี c  = 1′  นี้ถูกนําไปใชทํานายคาสภาพรับไวไดไมเชิงเสน
อันดับที่สาม (third – order nonlinear susceptibility)  ของสารประกอบแกวพรุนเชิงแสงไมเชิง
เสน (nonlinear – optical porous – glass based composites materials) [21]  โดยใหผลการ
คํานวณเชิงทฤษฎีใกลเคียงกับผลการทดลอง 

นอกจากนี้   ในงานวิจัยไดใชแนวความคิดของ Lee และ Yu [11]  ในการปรับปรุงผลการ
คํานวณคา eχ  ใหมีความถูกตองมากยิ่งขึ้นโดยใชศักยทดลองแบบปรับปรุงดวยการเพิ่มจํานวน
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พจนและพารามิเตอรของการแปรผันในฟงกชันศักยทดลองเดิม  ซึ่งผลการคํานวณใหผลใน
ลักษณะทํานองเดียวกับการคาดคะเนคา eχ  ดวยศักยทดลองแบบงาย   โดยพบวาเสนขอบเขต
ลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบที่คํานวณไดจากศักยทดลองแบบ
ปรับปรุงอยูต่ํากวาเสนขอบเขตลางที่คํานวณไดจากศักยทดลองแบบงายเพียงเล็กนอย  ทํานอง
เดียวกันเสนขอบเขตบนของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบที่คํานวณไดจาก
ศักยทดลองแบบปรับปรุงอยูต่ํากวาเสนขอบเขตบนที่คํานวณไดจากศักยทดลองแบบงายเพียง
เล็กนอยเชนเดียวกัน  ซึ่งผลการคาดคะเนดวยศักยทดลองแบบปรับปรุงใหผลในลักษณะเดียวกับ
ผลการทดลองดวยศักยทดลองแบบงายนั่นคือ  เมื่อคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนของ
ส ว น ป ร ะ ก อ บ ทั้ ง ส อ ง ข อ ง ส า ร ป ร ะ ก อ บ มี ค า ไ ม แ ต ก ต า ง กั น ม า ก นั ก 

i m( / 10,  5,  0.2,  0.1 )=χ χ  ขอบเขตบนและขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสน
ยังผลของสารประกอบจะใกลกัน  ในขณะที่เมื่อคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนของสวนประกอบ
ทั้งสองของสารประกอบมีคาแตกตางกันมาก i m( / 100,  0.01 )=χ χ  ขอบเขตบนและขอบเขต
ลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบจะหางจากกันมากขึ้น    
 

ดังนั้นจึงสามารถสรุปไดวา  การทํานายและคาดคะเนตัวกลางยังผลไมเชิงเสนดวย
ขอบเขตบนและขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลตามแนวคิดของ Hashin มี
ความสมบูรณมากกวาการประมาณตัวกลางยังผลของสารประกอบตามแนวคิดของ 
Bruggeman  เนื่องจากคลอบคลุมกรณีของลักษณะการจัดตัวของสารประกอบเปนแบบใด ๆ  
โดยในทางปฎิบัติถามีขอมูลของผลการทดลองจํานวนมากก็จะทําใหสามารถหาคาพารามิเตอร 
c′  ที่เปนตัวแทนของผลการทดลองได (fitting parameter) 

นอกจากนี้ สําหรับปญหาตอไปที่ผูวิจัยเองใหความสนใจที่จะศึกษาก็คือ ปญหา            
สารประกอบไดอิเล็กทริกเชิงเสนและไมเชิงเสนชนิดที่ไมไอโซโทรปก  ซึ่งการคํานวณคาสัมประสิทธิ์  
ตัวกลางยังผลของสารประกอบจะถูกคํานวณในทิศขนานและตั้งฉากกับสนามไฟฟาที่ใหกับ     
สารประกอบ   รวมถึงกรณีปญหาที่ศักยไฟฟารูปไซน (sinusoidal voltage) ถูกใหกับสารประกอบ
ไดอิเล็กทริก  ซึ่งทําใหกระบวนการเกิดโพลาไรเซชันในสารขึ้นกับความถี่ดวย   ดังนั้นสมบัติของ
สารประกอบนอกจากจะขึ้นกับสวนประกอบแลวยังขึ้นกับความถี่ของศักยที่ใหกับสารประกอบ  
โดยสภาพยอมทางไฟฟาเชิงซอน (complex permittivity) จําเปนตองถูกนํามาบรรยายระบบดัง
กลาวถึงจะเพียงพอในการอธิบายสารประกอบไดอิเล็กทริก  ซึ่งปญหาดังกลาวถามีโอกาสจะ
ทําการศึกษาตอไป  
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ภาคผนวก   
 



ภาคผนวก  ก 
 

หลักการแปรผัน 
 

วิชาแคลคูลัสของการแปรผัน   เปนสวนหนึ่งของวิชาแคลคูลัสของฟงกชันนอล  ซึ่ง ณ ที่นี้
จะกลาวเฉพาะการหาคาสุดขีด (extremum) ของฟงกชันนอลเทานั้น  ซึ่งโดยปกติแลวคงจะคุนเคย
ในการหาคาสูงสุด (maximum  value)  หรือต่ําสุด (minimum  value)  ของฟงกชัน y = f(x)   
แตสําหรับวิชาแคลคูลัสของการแปรผันเบื้องตน [23,28]  จะพิจารณาเงื่อนไขจําเปน (necessary  
condition) สําหรับฟงกชันที่ทําใหฟงกชันนอลมีคาสุดขีด  ซึ่งจะนําไปสูสมการออยเลอร-ลากราง 
(Euler-Lagrange equation)  
 
ก.1  ฟงกชันนอลและการแปรผันแบบงาย 
 
 ฟงกชันนอล  คือ  โอเปอรเรเตอรที่เปลี่ยน (map) ฟงกชันไปเปนจํานวน (number)  
ในขณะที่ฟงกชัน  คือ  โอเปอรเรเตอรที่เปลี่ยนจํานวนไปเปนจํานวน    ตัวอยางของฟงกชันนอล  
เชน   ถาให y(x)  เปนฟงกชันตอเนื่องใด ๆ ที่สามารถหาอนุพันธได  และสามารถหาคาบนชวงปด 
[a,b] แลว 
 

b
2

a

d y(x)J[y]  =  [(  y(x) ) +  ] dx
dx 3∫  

 
จะเปนฟงกชันนอลบนเซตของฟงกชัน y(x)  ใด ๆ      จากตัวอยางจะเห็นวาฟงกชัน y(x)  จะตอง
หาอนุพันธไดและจะตองหาคาไดบนชวงปด [a,b]  จึงจะทําใหสามารถหาคาฟงกชันนอล J[y]  ได 
   
ก.2  สมการออยเลอร – ลากราง ในกรณี 1 ตัวแปร 
 
พิจารณาฟงกชันนอล 
 

b

a

J[y]  =   F ( x, y(x), y (x) )  dx′∫    (ก.1) 
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ให  F ( x, y(x), y (x) )′  เปนฟงกชันซึ่งมีอนุพันธยอย (partial derivative) อันดับหนึ่งและอันดับ
สองเทียบกับตัวแปร x เปนฟงกชันตอเนื่อง  โดยที่ฟงกชัน y(x)  เปนฟงกชันที่มีอนุพันธและเปน
ฟงกชันที่ตอเนื่องในชวงปด [a,b] โดยจะตองสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (boundary condition) 
 
   y(a)  =   A     และ   y(b)  =   B    (ก.2) 
 
 

 
 
รูป ก -1  แสดงการผันของเสนทาง y(x)  ที่ทําใหฟงกชันนอล J[y(x)]  มีคาสุดขีด (extremum) 
 
เราจะหาฟงกชัน y(x)  ที่ทําใหฟงกชันนอล J[y(x)]  มีคาสุดขีด (extremum)   โดยสมมุติให  
y(x)  เปนฟงกชันหรือเสนโคงที่ทําใหฟงกชันนอลตามสมการ (ก.1) มีคาสุดขีด  และใหฟงกชัน 
y(x)  มีสวนที่เปลี่ยนแปลง α h(x)  โดยที่ α  มีคาเล็ก ๆ (infinitesimal value) ซึ่งฟงกชัน 
y(x) + α h(x)  นี้จะตองสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตที่กําหนดไวในสมการ (ก.2) ดังรูปที่ ก -1 
นั่นคือ 
 
  y(a) + α h(a)  =  A     และ   y(b) + α h(b)  =  B  
 
แตเงื่อนไขขอบเขตตามสมการ (ก.2) จะทําใหไดเงื่อนไขขอบเขตของ α h(x)  คือ 
 
 α h(a)  =  α h(b)  =  0  เมื่อ α  เปนคาคงตัวใด ๆ      (ก.3) 
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จากรูป ก -1 เปนกราฟแสดงการผันของเสนทาง y(x)  ซึ่งแทนดวยเสนประที่ผันคาไปเพื่อใหได
เสนทางที่ทําใหฟงกชันนอล J[y(x)]  มีคาสุดขีด และเสนโคงหรือฟงกชัน y(x)  ซึ่งแทนดวยเสน
ทึบเปนเสนทางที่ทําใหฟงกชันนอล J[y(x)]  มีคาสุดขีด   โดยจะเห็นวาจุดปลายทั้งสองจุดของ
เสนโคงทั้งสองเปนจุดเดียวกัน  นั่นก็คือ เปนไปตามเงื่อนไขขอบเขตดังสมการ (ก.3)   และเมื่อ 
y(x)มีสวนที่เปลี่ยนแปลง α h(x)    สวนที่เปลี่ยนแปลงที่สมนัยของฟงกชันนอลในสมการ (ก.1)  
คือ 
 

∆J[h(x)]  =  J[y(x) + αh(x)] - J[y(x)]         
b

a

=  [F(x, y + α h, y  + α h  ) - F(x, y, y )]  dx′ ′ ′∫    (ก.4) 

 
ใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor’s Series) กระจายพจนแรกจะได 
 

b

a

∆J[h(x)] = [(F(x,y,y ) + αh F(x,y,y ) + αh F(x,y,y ) +...) - F(x,y,y )]  dx
 y  y
∂ ∂′ ′ ′ ′ ′

′∂ ∂∫  

          (ก.5) 
 
โดยทั่วไป ∆J[h(x)]  จะเปนฟงกชันนอลของ h(x)  ซึ่งโดยทั่วไปแลวจะไมเปนฟงกชันนอลเชิงเสน 
(nonlinear functional)   สมมุติวา ∆J[h(x)] [h(x)] + ε hφ=  เมื่อ [h(x)]φ  เปนฟงกชัน
นอลเชิงเสนและ ε 0→  เมื่อ 0h →   แลวจะเรียกฟงกชันนอล J[y(x)]  วาเปน  ฟงกชนันอลที่
หาอนุพันธได  และเรียกสวนที่เปนเชิงเสนหลัก (principal linear part) ของสวนที่เปลี่ยนแปลง 
∆J[h(x)]  ซึ่งในที่นี้คือฟงกชันนอลเชิงเสน [h(x)]φ  วาเปนการแปรผัน (variation) หรืออนุพันธ
ของ J[y(x)]  เขียนแทนดวย δJ[h(x)]  [28] 
 
ดังนั้นจากสมการ (ก.5) จะไดวา 
  

∆J  =  δJ + ...  
 

ในที่นี้จุดไขปลาแทนพจนที่มีกําลังมากกวาหนึ่งของ h และ h’ ซึ่งประมาณคาวานอยมาก           
ดังนั้นจะได 

b

a

δJ  =   [αh F(x,y,y ) + α h F(x,y,y )]  dx
 y  y
∂ ∂′ ′ ′

′∂ ∂∫     (ก.6) 
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นั่นคือ δJ เปนการแปรผันของฟงกชันนอล J[y(x)]  และโดยการอินทิเกรตที่ละสวนของพจนหลัง
ของสมการ (ก.6) จะได 
 

bb

a a

 F d  F  FδJ [ ( )] α h(x)  dx + α h(x)
 y d  y  yx

∂ ∂ ∂
= −

′ ′∂ ∂ ∂∫     (ก.7) 

 
ใชเงื่อนไขในสมการ (ก.3) จะได 
 

b

a

 F d  FδJ = [ - ( )] α h(x)  dx
 y dx  y

∂ ∂
′∂ ∂∫      (ก.8) 

 
เงื่อนไขจําเปนสําหรับ J[y(x)]  ที่มีคาสูงสุดหรือต่ําสุดคือ δJ = 0  และเนื่องจาก α h(x)  เปน
ฟงกชันใด ๆ  จะไดวา 
 

 F d  F- ( )  =  0
 y dx  y

∂ ∂
′∂ ∂

   (ก.9) 

 
จากสมการ (ก.9) เรียกวา  สมการออยเลอร – ลากราง (Euler – Lagrange ‘s equation) โดยที่ผล
เฉลยของสมการออยเลอร – ลากราง y(x)  จะเปนเงื่อนไขที่ทําใหฟงกชันนอล J[y(x)]  มีคาสุด
ขีด  หรืออาจกลาวในอีกแงหนึ่งที่วา y(x)  เปนเสนทางหรือเสนโคงที่ทาํใหฟงกชนันอล J[y(x)]  มี
คาสุดขีด 
 
ก.3  สมการออยเลอร-ลากรางในกรณีหลายตัวแปร 
 
 ในหัวขอ ก.2 ไดพิจารณาปญหาการแปรผันของฟงกชันนอล ซึ่งขึ้นอยูกับฟงกชันหนึ่ง    
ตัวแปรคือ ขึ้นอยูกับเสนโคง แตในหัวขอนี้จะกลาวถึงปญหาที่ฟงกชนันอลขึ้นอยูกับฟงกชันหลาย
ตัวแปรคือ ข้ึนอยูกับปริมาตร ซึ่งจะทําการหาเงื่อนไขจําเปนสําหรับปญหาการแปรผันฟงกชันนอล
ซึ่งขึ้นอยูกับปริมาตร 
 พิจารณาฟงกชันนอลในรูปแบบ 
 

x y z
v

J[u(x,y,z)]  =  F (x, y, z, u, u , u , u ) dxdydz∫∫∫     (ก.10) 
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เมื่อ x y zF(x, y, z, u, u , u , u )  เปนฟงกชันซึ่งมีอนุพันธยอยอันดับหนึ่งและอันดับสอง เมื่อเทียบ
กับตัวแปรทุกตัวและเปนฟงกชันตอเนื่องในปริมาตร V ซึ่งเปนปริมาตรปดซึ่งปดลอมดวยพื้นที่ผิว

Γ  
 ทําการหาฟงกชันหรือปริมาตร u(x,y,z)  ซึ่งสอดคลองกับเงื่อนไขตอไปนี้ 
 
1. u(x,y,z)  และอนุพันธยอยอันดับหนึ่งและอันดับสอง เมื่อเทียบกับ x, y และ z เปนฟงกชัน

ตอเนื่องในปริมาตร V 
2. u(x,y,z)  จะตองมีคาเทากับที่กําหนดใหบนขอบเขตพื้นผิว Γ ของปริมาตร V 
3. u(x,y,z)  จะตองทําใหฟงกชันนอลในสมการ (ก.10) มีคาสุดขีด (extremum) 
 

สมมุติให u(x,y,z)  เปนฟงกชันที่ทําใหฟงกชันนอล J[u(x,y,z)]  มีคาสุดขีด และ
u(x,y,z) + α η(x,y,z)  เปนฟงกชันที่ผันไป  โดยที่ α  เปนคาเล็กๆ (infinitesimal value) และ 
u(x,y,z)  เปนฟงกชันที่ไมเจาะจงซึ่งมีอนุพันธยอยอันดับหนึ่งและอันดับสองในปริมาตร V เปน
ฟงกชันตอเนื่องและ η(x,y,z) = 0  บนขอบเขตของปริมาตร V   ดังนั้นสวนที่เปลี่ยนไปของ
ฟงกชันนอล J[u(x,y,z)]  คือ 

 
∆J[η(x,y,z)]  =  J[u(x,y,z) + α η(x,y,z)] - J[u(x,y,z)]  
 

          x x y y z z
v

=  F(x, y, z, u+αη, u +αη , u +αη , u +αη )  dxdydz∫∫∫  

                                    x y z
v

-  F(x, y, z, u, u , u , u )  dx dy dz∫∫∫   (ก.11) 

โดยกําหนดให  
ix

i

 uu =
 x
∂
∂

  และ  
ix

i

 ηη =
x

∂
∂

        เมื่อ i=1,2,3  แทน x, y และ z ตามลําดับ 

ใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor’s series) กระจายพจนแรกทางขวามือของสมการ (ก.11) จะได 
 

x y z x y z
x y zv

 F  F  F  F∆J= [F(x,y,z,u,u ,u ,u )+αη +αη +αη +αη +...]  dxdydz
 u  u  u  u

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂∫∫∫  

        x y z
v

- F(x,y,z,u,u ,u ,u )  dxdydz∫∫∫  

 
โดยจุดไขปลาแทนพจนที่มีกําลังมากกวาหนึ่งของ x yη, η , η  และ zη  
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ดังนั้น การแปรผัน δJ  คือ 
 

x y z
x y zv

 F  F  F  FδJ  =  (αη + αη + αη + αη )  dxdydz
 u  u  u  u

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂∫∫∫   (ก.12) 

 
จากสมการ (ก.12) สามารถจัดรูปใหมไดเปน 
 

x y zv

 F  F  FδJ  =   [ (αη ) + (αη ) + (αη )
x  u y  u z  u
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∫∫∫  

. 

x y z

 F  F  F  F+ { - ( ) - ( ) - ( )} αη ]  dxdydz
 u x  u y  u z  u

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

  (ก.13) 

 

ให Gv  เปนเวกเตอรซึ่งมีสวนประกอบ (component) เปน 
xi

i

u
x

FF =
u
∂
∂

   เมื่อ ix   แทน x, y และ 

z ตามลําดับ 
ดังนั้นจากสมการ (ก.13) จะไดวา 
 

x y zv

 F  F  F  FδJ = [ . (G αη) + { - ( )- ( )- ( )} αη]  dxdydz
 u x  u y  u z  u

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∫∫∫
vv  

          (ก.14) 
 
ใชทฤษฎีบทของไดเวอรเจนซ (divergence theorem) ดังนั้นพจนแรกทางขวามือของสมการ 
(ก.14) จะไดวา 
 

x y zv

 F  F  F  FˆδJ = (G αη).n ds { - ( ) - ( ) - ( )} αη  dxdydz
 u x  u y  u z  uΓ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∫ ∫∫∫
v  

          (ก.15) 
 
และใชเงื่อนไขที่วา α η(x,y,z) = 0  บนขอบเขตพื้นผิว Γ ของปริมาตร V  ดังนั้นสมการ (ก.15) 
จะไดวา 
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x y zv

 F  F  F  FδJ = { - ( ) - ( ) - ( )} αη  dxdydz
 u x  u y  u z  u

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∫∫∫   (ก.16) 

 
เงื่อนไขที่ทําใหฟงกชันนอล J[u(x,y,z)]  มีคาสุดขีด (extremum)  คือ δJ = 0  และเนื่องจาก 
α η(x,y,z)  เปนฟงกชันใด ๆ     ดังนั้นจากสมการ (ก.16) จะไดวา 
 

x y z

 F  F  F  F- ( ) - ( ) - ( )  =  0
 u x  u y  u z  u

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

   (ก.17) 

 
สมการ (ก.17) เรียกวา  สมการออยเลอร-ลากราง (Euler-Lagrange ’s equation) ซึ่งผลเฉลย
u(x,y,z)  ของสมการ (ก.17) นี้เปนฟงกชันปริมาตรที่ทําใหฟงกชันนอลมีคาสุดขีด (extremum) 
นั่นเอง 
 เนื่องจากการแกปญหาการแปรผัน   ผลเฉลยของสมการออยเลอร-ลากราง หาไดจากการ
แกสมการอนุพันธ แตเนื่องจากสมการออยเลอร-ลากราง จะหาผลเฉลยไดงายเปนบางกรณีเทานั้น 
ดังนั้นจึงตองหาวิธีอ่ืนเพื่อนํามาแกปญหาการแปรผันเหลานี้  ซึ่งวิธีหน่ึงที่นิยมใชกันเรียกวา วิธีตรง 
(direct method) ซึ่งวิธีตรงมีหลายวิธีดวยกัน   ในที่นี้จะขอกลาววิธีของริทซเทานั้น 
 
ก.4  วิธีของริทซ (Ritz method) 
 

พิจารณาปญหาของการหาคาสูงสุด หรือต่ําสุดของฟงกชันนอล J[y(x)]  โดย
แนวความคิดของริทซ [23,28] ก็คือ พิจารณาฟงกชันนอล J[y(x)]  ซึ่งเปนฟงกชันนอลที่ไมขึ้นกับ
เสนโคงทั่วไป แตเจาะจงใหข้ึนกับฟงกชันหรือเสนโคงที่ถูกเขียนอยูในรูปของผลบวกเชิงเสน (linear  
combination )  

 
n

n i i
i=1

y (x)   α (x)φ= ∑      (ก.18) 

 
ซึ่ง iα  เปนคาคงที่ที่ยังไมทราบคา  ถาให ny (x) เปนฟงกชันที่ตองการแลว i (x)φ จะตอง
สอดคลองกับเงื่อนไขขอบที่โจทยกําหนด   ดังนั้นเมื่อใชฟงกชันในสมการ (ก.18) แลว ฟงกชันนอล

nJ[y (x)]  จะกลายเปนฟงกชันนอลที่ขึ้นกับสัมประสิทธ 1 2 3 nα , α , α ,..., α  นั่นคือ 
 

n 1 2 3 nJ[y (x)]  =  (α , α , α ,..., α )φ       (ก.19) 
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ดังนั้นจะทําการเลือก 1 2 3 nα , α , α ,..., α  โดยทําให 1 2 3 n(α ,α ,α ,...,α )φ  มีคาสูงสุดหรือต่ําสุด   
นั่นก็คือ   ทําใหฟงกชันนอล nJ[y (x)]  มีคาสุดขีดนั่นเอง (extremum)  โดย iα  หาไดจากสมการ 
 

n
i i

  = J[y (x)]  =  0
 α α
φ∂ ∂

∂ ∂
  (i=1, 2, 3, …, n) (ก.20) 

 
เมื่อแทนคา iα  ลงในสมการ (ก.20) ก็จะไดลําดับ n{y (x)}   ในกรณีที่ลําดับ n{y (x)}  เปนลําดับ
ที่ทําใหคาของฟงกชันนอล nJ[y (x)]ลูเขาสูคาต่ําสุด หรือลูเขาสูขอบเขตลางสุด (the greatest 
lower bound)  ของคาฟงกชันนอล J[y(x)]  นั่นคือ 
 

nn
lim   J[y (x)]  =  min  J[y(x)]
→∞

   (ก.21) 
 

ลําดับ n{y (x)}  ดังกลาวจะถูกเรียกวาเปนลําดับที่ใหคานอยที่สุด (minimizing sequence)  และ
ถาลําดับ n{y (x)}  มีฟงกชันลิมิต (limit function) เปน ŷ  จะทําใหสามารถเขียนไดวา 
 

n  n
ˆJ[y] =  lim  J[y (x)]  =  min J[y(x)]

→∞
     (ก.22) 

 
นั่นคือ   n nn n

J[ lim  y (x)]  =  lim  J[y (x)]
→∞ →∞

      (ก.23) 
    
และ ŷ  ก็จะเปนผลเฉลยของปญหาการแปรผัน   โดยในกรณีที่ถาไมทําครบขบวนการลิมิต   นั่น
คือ  ใชเฉพาะ  n  พจนแรกดังในสมการ (ก.18)   ลําดับที่ใหคานอยที่สุดก็จะเปนผลเฉลย
โดยประมาณของการแปรผันนั้น ๆ     นอกจากนี้   ความแตกตางระหวางคาของฟงกชันนอล 
 

b

n
a

J[y (x)]  =   F(x, y(x), y (x) )  dx′∫  

และ      
b

a

J[y(x)]  =   F(x, y(x), y (x) )  dx′∫  

 
อาจจะนอยมากในกรณีเมื่อ ny (x)  และ y(x)  ใกลเคียงกันมากในชวงการอินทิเกรต (a,b)  
ถึงแมวาในบางชวงเล็ก ๆ ใน (a,b)  ฟงกชัน ny (x)  และ y(x)  และอนุพันธของฟงกชันทั้งสองจะ
แตกตางกันบางก็ตาม 
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 ในการหาคาต่ําสุดของฟงกชันนอลโดยวิธีการนี้   คาที่แทจริงของคาต่ําสุดของฟงกชนันอล
นี้จะถูกประมาณคาจากคาของขางบนลงมาขางลาง   ในทํานองเดียวกัน  วิธีของริทซนี้สามารถใช
หาคาสูงสุดของฟงกชันนอลไดโดยการประมาณคาจากขางลางขึ้นไป     นอกจากนี้ วิธีของริทซนั้น
สามารถประยุกตใชกับการหาคาสูงสุด หรือคาต่ําสุดของฟงกชันนอล 1 2 3 nJ[z(x ,x ,x ,...,x )]  ซึ่ง
ขึ้นอยูกับฟงกชันของหลายตัวแปรได  โดยที่ { }iφ  จะตองเปนฟงกชันของตัวแปรตน  

1 2 3 nx ,x ,x ,...,x  ดวยเชนกัน 
 
หมายเหต ุ  ถึงแมวาในปญหาการแปรผัน  ลําดับที่ใหคานอยที่สุด( minimizing sequence) จะมกี็
ตาม   นั่นคือ   
    nn

lim   J[y (x)]  =  min  J[y(x)]
→∞

 
 
แตไมไดหมายความวา  ลําดับที่ใหคานอยที่สุด  จะตองมีฟงกชันลิมิต ŷ  เสมอไป [23]    
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โปรแกรมการแกปญหาการแปรผันของสารประกอบนําไฟฟาเชิงเสน
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- ผูชวยสอนวิชาปฏิบัติการฟสิกสทั่วไป 1-2 

- รวมเสนอผลงานเชิงวิชาการในการประชุมวิชาการวิทยาศาสตรและเทคโนโลยีแหง
ประเทศไทย (วทท.) คร้ังที่  29 

- รวมเสนอผลงานเชิงวิชาการในการประชุมวิชาการครั้งที่ 9 ประจําป 2544           
คณะวิทยาศาสตร  จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย 
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