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 This research is an attempt to extend Lee and Yu‘s work (1995) in study bulk 
effective nonlinear coefficient of strongly nonlinear cylindrical dielectric composites.   
They consist of strongly nonlinear cylindrical dielectric inclusions randomly embedded 
in another strongly nonlinear dielectric host medium.  In methodology of this research, 
the variational method is applied to solve electrostatic boundary-value problems and the 
effective medium theory (EMT) according to Hashin‘s theoretical model is used to 
calculate bulk effective nonlinear coefficient of strongly nonlinear cylindrical dielectric 
composites ( eχ ).   Our results show the upper and lower bounds of eχ  when inclusion 
packing fraction i(v )  is varied.  We also find that the greater the difference between the 
nonlinear coefficient of the inclusion and of host medium, the larger the gap between the 
upper and lower bounds.   In addition, our results are compared with the approximation 
of eχ  by Lee and Yu using Bruggeman’s model.  We find that the estimations of eχ by 
upper and lower bounds according to Hashin’s model cover Lee and Yu’s result fairly 
well when the nonlinear coefficient of the components are great contrasts.  Furthermore, 
this research also improves the calculation of eχ  more accurately by using the 
improved trial potentials with higher order terms and variational parameters added to 
simple trial potentials.  We find that the upper and lower bounds for eχ  calculated by 
the improved trial potentials are slightly below those calculated by using simple trial 
potentials for entire range of iv . 
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บทที่  1 
 

บทนํา 
 

เนื่องจากสารประกอบไมเชิงเสน (nonlinear composite materials) มีศักยภาพในเชิง
ประยุกตในทางวิศวกรรมและฟสิกส เชน สารประกอบไมเชิงเสนเชิงแสง (optical nonlinear 
composite materials) ถูกนําไปใชปรับปรุงการทํางานของอุปกรณโฟโตนิก (photonic device) 
[1]    นอกจากนั้น  สารไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน (nonlinear dielectrics) ยังไดถูกนําไปใชรวมในการ
พัฒนากลองจุลทัศนแบบสแกน (scanning nonlinear dielectric microscope) ซึ่งใหความ
ละเอียดถึงระดับนาโนเมตรเพื่ อนําไปใช ในการสั ง เกตการเกิดโพลาไรเซชันของสาร                  
เฟอรโรอิเล็กทริก (ferroelectric polarization) [2]    รวมถึงในทางพอลิเมอร  สารพอลิเมอรรวม 
(copolymer) เชน  PVDF – TrFE (polyvinylidenefluoride – trifluoroethylene) [3] ก็เปน       
สารประกอบไมเชิงเสนเชนกัน     ดังนั้นจึงเปนประโยชนอยางยิ่งที่จะศึกษาและวิจัยสารประกอบ
ดังกลาว       

เน่ืองจากสารประกอบไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนและสารประกอบนําไฟฟาไมเชิงเสนมีสมการ
พื้นฐานที่อธิบายสนามไฟฟาเปนสมการอนุพันธยอยไมเชิงเสนที่ซับซอน   จึงทําใหไมสามารถหา
ผลเฉลยในรูปของฟงกชันคณิตศาสตร (exact closed form solution)  ดังนั้นวิธีประมาณตาง ๆ 
จึงถูกนํามาใชแกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตเพื่อคํานวณหาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผล
ของสารประกอบซึ่งอธิบายการตอบสนองตอสนามไฟฟาของสารประกอบ   โดยมีลําดับความ
เปนมาดังนี้    ในป ค.ศ. 1992  Gu และ Yu  ไดนําวิธีเพอรเทอรเบชัน (perturbation method) 
[4,5] ไปใชแกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตของสารประกอบนําไฟฟาไมเชิงเสนเพื่อคํานวณหา
สัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบที่มีคาสัดสวนเชิงปริมาตรของสารฝงกระจายตอ
ชิ้นสารแบบเบาบาง (low concentration of inclusions) ซึ่งขอจํากัดของวิธีนี้คือไมสามารถ
แกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตของกรณีตัวกลางไมเชิงเสนอยางแรงได (strongly nonlinear 
medium)   ในชวงเวลาตอมาในป ค.ศ. 1993   Yu  ไดนําวิธีการแกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิต
วิธีใหมคือ  วิธีการแปรผันฟงกชันนอลพลังงาน [6-9] ไปใชแกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตเพื่อ
คํานวณหาสภาพยอมทางไฟฟายังผลและสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ     
ไดอิเล็กทริกเชิงเสนและไมเชิงเสนทั้งชนิดอยางออน (weakly nonlinear medium) และอยางแรง 
(strongly nonlinear medium) ตามลําดับ  และเพื่อขยายผลการคํานวณคาสัมประสิทธิ์ความไม
เชิงเสนยังผลของสารประกอบ ( eχ ) ที่มีคาสัดสวนเชิงปริมาตรของสารฝงกระจายในชิ้นสารแบบ
เบาบางไปสูกรณีคาสัดสวนเชิงปริมาตรของสารฝงกระจายในชิ้นสารแบบใด ๆ   ในป ค.ศ. 1995  
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Lee และ Yu ไดนําวิธีการประมาณตัวกลางยังผล  หรือ อี เอ็ม เอ (effective medium 
approximation, EMA) [10,11]  ตามแบบจําลองของ Bruggeman [12]  คํานวณคา eχ  ของ 
สารประกอบนําไฟฟาไมเชิงเสนอยางแรง   นอกจากนั้น  ในป ค.ศ. 1996  Yu และคณะ ไดพบ
ทางเลือกใหมในการแกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตของสารประกอบไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยาง
แรงอีกวิธีหนึ่งคือ  วิธีการประมาณแบบแยกสวน (decoupling technique) [13,14]  โดยเปนวิธีที่
แปลงผลที่ไดจากรณีปญหาตัวกลางเชิงเสนไปสูปญหาตัวกลางไมเชิงเสนโดยมีระบบระดับจุลภาค
คลายคลึงกัน (identical microstructure)     ในงานวิจัยนี้เปนความพยายามที่จะขยาย
ผลงานวิจัยของ Lee และ Yu [10,11]  ใหมีความสมบูรณมากยิ่งขึ้นในการศึกษาสัมประสิทธิค์วาม
ไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบไดอิเล็กทริกทรงกระบอกไมเชิงเสนอยางแรง ( eχ ) ซึ่งอธิบายการ
ตอบสนองตอสนามไฟฟาของสารประกอบ   โดยใชแบบจําลองของ Hashin [15]  คํานวณคา eχ  
ซึ่งการคํานวณคา eχ  โดยใชแบบจําลองของ Bruggeman ของ Lee และ Yu นั้นเปนกรณพิเศษ
กรณีหนึ่งของการคํานวณคา eχ  ตามแบบจําลองของ Hashin 

โดยรายละเอียดของงานวิจัยเลมนี้เร่ิมตนดวยการกลาวถึงการนําหลักการแปรผันไป
ประยุกตใชในทางไฟฟาสถิต   โดยเปรียบเทียบกับภาคผนวก ก  ใหเห็นวา   ในกรณีของตัวกลาง
ไดอิเล็กทริกเชิงเสนและไมเชิงเสน  ฟงกชันนอลและฟงกชันทดลองในทางไฟฟาสถิตคืออะไร  และ
แสดงใหเห็นวาฟงกชันนอลดังกลาวสามารถนําไปสูสมการพื้นฐานของปญหาในแตละชนิดของ  
ตัวกลาง   โดยรายละเอียดไดกลาวไวในบทที่  2  บทที่  3  เปนการทบทวนทฤษฎีตัวกลางยังผล
ของ Hashin [15] ซึ่งใชคํานวณสภาพนําไฟฟายังผลของสารประกอบนําไฟฟาเชิงเสน ที่
ประกอบดวยตัวกลางตางชนิดกัน 2 ชนิด (two-phase materials)  โดยกลาวถึงแบบจําลองในการ
แกปญหา   การแกปญหาคาขอบโดยหาผลเฉลยของสมการลาปลาซโดยตรง   พรอมทั้ง
เปรียบเทียบผลการคํานวณกับวิธีอ่ืนคือ  วิธีการแปรผันฟงกชันนอลพลังงาน  เพื่อแสดงใหเห็นวา
การคํานวณโดย 2 วิธีดังกลาวใหผลตรงกัน    โดยแนวคิดทฤษฎีของ Hashin [15] และวิธีการแปร
ผัน    ฟงกชันนอลพลังงานจะถูกนําไปประยุกตใชกบัปญหาสารประกอบไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนใน      
บทที่ 5 ตอไป     บทที่ 4  เปนการศึกษางานวิจัยของ Lee และ Yu [10,11] ที่ศึกษาสารประกอบ
นําไฟฟาไมเชิงเสนอยางแรงซึ่งมีคาสัดสวนเชิงปริมาตรของสารฝงกระจายเปนคาใด ๆ  โดยเนื้อหา
ในบทนี้เปนการศึกษาสารประกอบไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงซึ่งมีลักษณะของสารประกอบ
เหมือนกับลักษณะของสารประกอบนาํไฟฟาไมเชิงเสนอยางแรงที่ Lee และ Yu ไดทําการศึกษาไว
นั่นคือ เปนการศึกษาสารประกอบไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงที่มีสวนประกอบที่คละกันอยาง
สุม  กลาวคือ  ไมมีสวนประกอบใดฝงอยูในอีกสวนประกอบหนึ่งอยางเดนชัด  แตสวนประกอบทั้ง
สองกระจายอยางสุมรวมกันจนไมสามารถระบุไดชัดเจนวาสารชนิดใดเปนสารฝงกระจาย 
(inclusion) สารชนิดใดเปนตัวกลาง (host medium) ซึ่งการแกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิต
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เลือกใชวิธีการแปรผันฟงกชันนอลพลังงาน และคํานวณสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของ          
สารประกอบ ( eχ ) โดยใชแบบจําลองของ Bruggeman [12]   อีกทั้งไดใชแนวความคิดของ Lee 
และ Yu [11] ในการปรับปรุงผลการคํานวณคา eχ  ใหมีความถูกตองมากยิ่งขึ้นโดยการใช      
ศักยทดลองแบบปรับปรุงดวยการเพิ่มจํานวนพจนและพารามิเตอรของการแปรผันในศักยทดลอง
เดิม    บทที่ 5  เปนงานวิจัยของวิทยานิพนธเร่ืองนี้ที่พยายามจะขยายผลงานวิจัยของ Lee และ 
Yu [10,11] ดังไดกลาวในรายละเอียดในบทที่  4  ใหมีความสมบูรณมากยิ่งขึ้น   โดยเนื้อหาของ
บทนี้เปนการศึกษาสารประกอบไดอิเล็กทริกทรงกระบอกไมเชิงเสนอยางแรงที่ประกอบดวยสารฝง
กระจายเสนใยไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงชนิดหนึ่งฝงกระจายอยางสุมในตัวกลางไดอิเลก็ทรกิ
ไมเชิงเสนอยางแรงที่ตางชนิดกัน ซึ่งมีคาสัดสวนเชิงปริมาตรของสารฝงกระจายตอปริมาตรของ 
ชิ้นสารเปนคาใด ๆ   ทํานองเดียวกัน  วิธีการแปรผันฟงกชันนอลพลังงานถูกเลือกนํามาใช
แกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิต  และคํานวณคา eχ  โดยใชทฤษฎีตัวกลางยังผลตามแบบจําลอง
ของ Hashin [15]    ซึ่งการคํานวณคา eχ  ตามแบบจําลองของ Bruggeman [12]  ดังไดกลาวใน
รายละเอียดในบทที่  4  เปนกรณีพิเศษกรณีหนึ่งของการคํานวณคา eχ  ตามแบบจําลองของ 
Hashin พรอมทั้งปรับปรุงผลการคํานวณใหมีความถูกตองมากยิ่งขึ้นดวยการใชแนวความคิดของ 
Lee และ Yu [11]  ในการปรับปรุงผลการคํานวณคา eχ  ใหมีความถูกตองมากยิ่งขึ้นโดยการใช
ศักยทดลองแบบปรับปรุงดวยการเพิ่มจํานวนพจนและพารามิเตอรของการแปรผันในศักยทดลอง
เดิม และในบทสุดทาย คือ บทที่  6  เปนการสรุปและวิเคราะหผลการวิจัย 

 
 



บทที่ 2 
 

การประยุกตหลักการแปรผันในทางไฟฟาสถิต 
 

 ในภาคผนวก ก  ไดกลาวถึงหลักการแปรผันและความหมายของฟงกชันนอล  โดยฟงกชัน
ทดลอง (trial function) ที่ทําใหฟงกชันนอลมีคานอยที่สุดเปนผลเฉลยของปญหาการแปรผนั   โดย
สามารถหาผลเฉลยดังกลาวไดจากการแกสมการออยเลอร – ลากรางโดยตรง หรืออาจหาไดจาก
วิธีตรงของริทซ  ซึ่งเปนวิธีที่สะดวกกวาในทางปฏิบัติ   ในบทนี้ไดกลาวถึงการนาํหลักการแปรผัน
ไปประยุกตใชในทางไฟฟาสถิต  โดยเปรียบเทียบกับภาคผนวก  ก ใหเห็นวา   ในกรณีของตัวกลาง
ไดอิเล็กทริกเชิงเสนและไมเชิงเสน  ฟงกชันนอลและฟงกชันทดลองในทางไฟฟาสถิตคืออะไร  และ
แสดงใหเห็นวาฟงกชันนอลดังกลาวสามารถนําไปสูสมการพื้นฐานของปญหาในแตละชนิดของ  
ตัวกลาง 
 
2.1 โพลาไรเซชันและไดโพลโมเมนตเหนี่ยวนํา (Polarization and Induced Dipole      

Moments) 
  2.1.1 ไดโพลเหนี่ยวนํา (Induced Dipoles)  

 
เมื่ออะตอมที่มีสภาพเปนกลางถูกนําไปวางไวในสนามไฟฟา  อิทธิพลของสนามไฟฟาทํา

ใหกลุมหมอกอิเล็กตรอน (electron cloud) และนิวเคลียสแยกออกจากกัน  โดยจะเกิดสมดุลก็
ตอเมื่อแรงที่สนามไฟฟาทําใหกลุมหมอกอิเล็กตรอนและนิวเคลียสแยกออกจากกันมีขนาดเทากับ
แรงที่กลุมหมอกอิเล็กตรอนและนิวเคลียสดึงดูดซึ่งกันและกัน   ซึ่งสภาพดังกลาวอะตอมถูก
โพลาไรซ  และเหตุการณดังกลาวจะทําใหเกิดไดโพลเหนี่ยวนํา (induced dipole) ซึ่งมีทิศเดียวกับ       
สนามไฟฟา [25] ซึ่งเปนไปตามสมการ 

 
    p = α E

vv            (2.1) 
             

 โดย   pv      แทนไดโพลโมเมนต (dipole moment) 
                     E

v     แทนสนามไฟฟา 
                     α     แทนสภาพโพลาไรซของอะตอม (atomic polarizability) 
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แตสําหรับโมเลกุลแลวอาจจะไมงายเหมือนกับกรณีของอะตอมที่มีสภาพเปนกลาง  เนื่องจาก
โมเลกุลมีสภาพโพลาไรซในบางทิศมากกวาทิศอ่ืน เชน โมเลกุลของคารบอนไดออกไซด (co2) มี
สภาพโพลาไรซ (polarizability) -404.5×10  C2.m/N  เมื่อเราใสสนามไฟฟาตามแนวแกนของ
โมเลกุล  ในขณะเดียวกันถาเราใสสนามไฟฟาตั้งฉากกับแกนโมเลกุล  พบวาสภาพโพลาไรซจะ
เทากับ 402 10−×  C2.m/N แตถาเราใสสนามไฟฟาโดยทํามุมใด ๆ กับแกนของโมเลกุล  เราจะตอง
แกปญหาโดยแยกคิดสนามไฟฟาเปนสวนประกอบในแนวขนานและตั้งฉากกับแกนของโมเลกุล   
และคูณสนามไฟฟาแตละสวนประกอบดวยสภาพโพลาไรซที่เหมาะสมกัน 
 
              p = α  E  + α  E⊥ ⊥

v vv           (2.2) 
 
จากตัวอยางนี้จะเห็นวาไดโพลโมเมนตเหนี่ยวนํา  อาจจะไมไดมีทิศเดียวกับสนามไฟฟา  สําหรับ
โม เลกุลของคารบอนไดออกไซด  เปนตั วอย า งที่ ง าย เพราะอะตอมในโม เลกุ ลของ
คารบอนไดออกไซดจัดเรียงเปนเสนตรง  แตสําหรับโมเลกุลที่มีความไมสมมาตรโดยสมบูรณ 
(completely asymmetrical molecule)  ความสัมพันธเชิงเสนระหวางสนามไฟฟาและไดโพล
โดยทั่วไปจะถูกเขียนอยูในรูป 
 

x xx x xy y xz zp  = α  E + α  E + α  E  
 

y yx x yy y yz zp  = α  E + α  E + α  E    (2.3) 
 

z zx x zy y zz zp  = α  E + α  E + α  E  
 
โดยเซตของ ijα  ประกอบกันเปนเทนเซอรของสภาพโพลาไรซ (polarizability tensor)  ซึ่งคาของ
สมาชิกตาง ๆ ในเทนเซอรของสภาพโพลาไรซจะขึ้นอยูกับการวางตัวของแกนมุขสําคัญ   
(principal axis) ที่เราเลือก  ซึ่งเราสามารถที่จะเลือกแกนมุขสําคัญที่ทําใหสมาชิกที่ไมอยูในแนว
เสนทแยงมุม (off – diagonal element) หายไปเหลือแตเพียงสมาชิกที่อยูในแนวเสนทแยงมุม 
(diagonal element) เทานั้น 
 

2.1.2 การวางตัวของโมเลกุลมีขั้ว (Alignment of Polar Molecules)  
 
สําหรับอะตอมที่มีสภาพเปนกลาง    จะไมมีไดโพลโมเมนตตั้งแตตอนเริ่มตน     แตจะเกิด 
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ไดโพลโมเมนตเหนี่ยวนํา ในขณะที่ใสสนามไฟฟาเขาไป  แตสําหรับพวกโมเลกุลมีขั้ว (polar 
molecules) จะมีไดโพลโมเมนตถาวร เชน โมเลกุลของน้ํา (H2O) ซึ่งจะมีการจับกลุมของ
อิเล็กตรอนรอบอะตอมของออกซิเจน  และเนื่องจากโมเลกุลมีการโคงงอเปนมุม 105° ซึ่งจะทําให
ประจุลบไปรวมอยูที่ยอดหนึ่งและประจุบวกจะไปรวมอยูที่อีกยอดหนึ่งที่ตรงกันขามกัน  ซึ่งจะทํา
ใหเกิดไดโพลโมเมนตขึ้น  เมื่อโมเลกุลมีข้ัวถูกวางอยูในสนามไฟฟาที่สม่ําเสมอ  ถึงแมวาแรงไฟฟา
บนประจุบวก  จะหักลางอยางพอดีกับแรงไฟฟาบนประจุลบ  ทอรคก็ยังจะเกิดขึ้นอยู  ซึ่งทอรคที่
เกิดขึ้นทําใหไดโพลโมเมนตหมุนอยางอิสระจนกระทั่งชี้ไปทิศเดียวกับสนามไฟฟาที่ใสเขามา  แต
ถาสนามไฟฟาไมสม่ําเสมอ  แรงไฟฟาบนประจุบวกจะหักลางไมพอดีกับแรงไฟฟาบนประจุลบ  ซึ่ง
ทําใหเกิดแรงลัพธตอไดโพลนอกเหนือไปจากทอรคที่เกิดขึ้นอยูแลว 

 
           รูปที่  2.1   แสดงไดโพลโมเมนตของโมเลกุลน้ํา (H2O) 
 

 
รูปที่ 2.2  แสดงการเกิดทอรคบนโมเลกุลมีข้ัว 

 
โดยการที่ไดโพลโมเมนตจํานวนมากมายชี้ไปทิศเดียวกับสนามไฟฟา  เหตุการณนี้เรียกวา วัสดุถูก
โพลาไรซ   และคาไดโพลโมเมนตตอหนึ่ งหนวยปริมาตร  ถูกเ รียกวา  โพลาไรเซชัน  Pv  
(polarlization)  
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2.2   ตัวกลางไดอิเล็กทริก (Dielectric Media) 
 
  2.2.1  ตัวกลางไดอิเล็กทริกเชิงเสน (Linear  Dielectrics)  
 

พิจารณาความสัมพันธระหวางการกระจัดทางไฟฟา (electric  displacement, D
v ) และ

โพลาไรเซชัน (polarization, Pv ) 
 
    0D = ε E + P

v v v      (2.4) 
 
โดย 0ε  แทนสภาพยอมทางไฟฟาของสุญญากาศ (permittivity of free space)  
สําหรับวัสดุหลายชนิด โพลาไรเซชันแปรผันตรงกับสนามไฟฟาในกรณีที่สนามไฟฟาที่ใหกับวัสดไุม
แรงมากจนเกินไป 
 
         0P = ε  χ  E′

v v                 (2.5) 
 
โดย   χ′   แทนสภาพรับไวไดทางไฟฟาของตัวกลาง (electric susceptibility)   และ 0ε  ที่ถูกเติม
เขามาเพื่อทําให χ′  ไมมีหนวย  โดยวัสดุที่เปนไปตามสมการ (2.5) เรียกวา ตัวกลางไดอิเล็กทริก
แบบเชิงเสน  ในกรณีของวัสดุไมเชิงเสน สมการ (2.5)  จะมีพจนอ่ืน ๆ บวกเขามา  โดยพจนที่สอง 
โพลาไรเซชันก็จะเปนฟงกชันของสนามไฟฟา Ev  ซึ่งสมการ (2.5) อาจจะพิจารณาวาเปนพจนแรก
ในการกระจายแบบเทยเลอรของโพลาไรเซชันในรูปของสนามไฟฟา 
 สําหรับตัวกลางที่มีสมบัติเหมือนกันหมดทุกทิศทาง  ตัวกลางดังกลาวถูกเรียกวาเปน     
ตัวกลางไอโซโทรปก (isotropic medium) โดยสมการ (2.5) เปนสมการของตัวกลางชนิดที่เปน   
ไอโซโทรปก  ในทางตรงกันขาม   สําหรับตัวกลางที่ไมโอโซโทรปก  เชน ผลึก  โดยผลึกมีความ       
โพลาไรซในแตละทิศไมเทากัน   ดังนั้นสมการ (2.5) จะถูกแทนดวยความสัมพันธทั่วไป คือ 
      

x 0 xx x xy y xz zP  =  ε ( χ  E + χ  E + χ  E  )′ ′ ′  
 

y 0 yx x yy y yz zP  =  ε ( χ  E + χ  E + χ  E  )′ ′ ′   (2.6) 
 

z 0 zx x zy y zz zP  =  ε ( χ  E + χ  E + χ  E  )′ ′ ′  
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 โดยสัมประสิทธิ์ 9 ตัว xx xy zzχ , χ ,..., χ′ ′ ′  จะประกอบกันเปนเทนเซอรของสภาพรับไวได
ของตัวกลาง (susceptibility tensor) จะเห็นวาสมการ (2.5) เปนกรณีพิเศษของสมการ (2.6) 
โดยทั่วไปแลวนักฟสิกสมักจะประหยัดคําพูดเวลาที่พูดถึงตัวกลางไดอิเล็กทริกแบบเชิงเสน (linear 
dielectrics) ซึ่ง ณ ที่นี้จะหมายถึง ตัวกลางไดอิเล็กทริกแบบเชิงเสนที่ไอโซโทรปก (isotropic 
linear dielectric) หรือบางทีอาจจะหมายถึง ตัวกลางไดอิเล็กทริกแบบเชิงเสนที่โอโซโทรปกและ
เปนเนื้อเดียวกัน (homogeneous isotropic linear dielectric) [25] 
จากสมการ (2.4) และ (2.5) จะได 
 

D = ε E
v v      (2.7) 

 
โดย   0ε = ε (1 + χ  )′     แทนคาสภาพยอมทางไฟฟาของตัวกลาง (permittivity of material) 

         r
0

εε =
ε

     แทนคาสภาพยอมทางไฟฟาสัมพัทธของตัวกลางหรือคาคงที่ไดอิเล็กทริก     

(relative permittivity or dielectric constant)  
 
จากสมการ (2.7) จะเห็นวาสําหรับตัวกลางไดอิเล็กทริกเชิงเสน  การกระจัดทางไฟฟาแปรผันตรง
กับสนามไฟฟากําลังหนึ่ง 
 

2.2.2  ตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน (Nonlinear Dielectrics) 
 
จากที่ไดกลาวไวในหัวขอที่แลววา  กรณีที่ใหสนามไฟฟาไมแรงมากเกินไปกับวสัดุ

โพลาไรเซชันจะแปรผันตรงกับสนามไฟฟาดังสมการ (2.5)  ในขณะเดียวกันพบวาเมื่อใหสนาม   
ไฟฟาอยางแรงประมาณ 106 V/m หรือมากกวา กับวัสดุนั้น ๆ ตัวกลางไดอิเล็กทริกจะแสดงความ
ไมเชิงเสนออกมา [26]  โดยมีความสัมพันธระหวางโพลาไรเซชันกับสนามไฟฟาดังนี้ [24] 

 
i ij j ijk j k ijkl j k l

j j,k j,k,l
P  = χ  E + d  E E + f  E E E′∑ ∑ ∑   (2.8) 

 
โดยที่ ijkd และ ijklf  เปนเทนเซอรแสดงความไมเชิงเสนของตัวกลางในแตละพจนที่เพิ่มเขามา   
 
หมายเหตุ ส่ิงที่ใชแยกตัวกลางไดอิเล็กทริกเชิงเสนและตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน คือ  
โพลาไรเซชันที่เกิดขึ้นในขณะที่ใหสนามไฟฟากับตัวกลางไดอิเล็กทริกนั่นเอง 
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โดยสมการขางตนเปนความสัมพันธทั่วไประหวางโพลาไรเซชันกับสนามไฟฟาของ        
ตัวกลางไดอิเล็กทริกแบบไมเชิงเสนชนิดที่ไมไอโซโทรปก (anisotropic medium) โดยเราสามารถ
เลือกแกนมุขสําคัญ (principal axis) ที่ทําใหสมาชิกของเทนเซอรที่ไมไดอยูในแนวเสนทแยงมุม 
(off – diagonal element) เปนศูนยได  ในกรณีที่ตัวกลางหรือวัสดุมีสมบัติไอโซโทรปก  เทนเซอร
เหลานั้นจะมีสมาชิกในแนวเสนทแยงมุม (diagonal element) เทากันหมด  ซึ่งอาจมองวาเปน
คาคงที่คาหนึ่งคูณกับเมทริกซเอกลักษณ   โดยในการคํานวณตอนแกปญหาเราจะพิจารณาวาเปน
คาคงที่คา ๆ หนึ่งเทานั้น  เนื่องจากสารไดอิเล็กทริกมีสมบัติสมมาตรผกผัน (inversion symmetry) 
นั่ นคื อ   เมื่ อกลับทิศสนามไฟฟา โพลาไร เซชันก็ จะกลับทิศตามด วย เชนกัน  นั่ นคื อ 
P( E )  =  - P(- E )
v v v v   ดังนั้นพจนที่เปนกําลังคูของขนาดของสนามไฟฟาในสมการ (2.8) จึงตอง
เปนศูนย [24]   ดังนั้นจะไดวา 
 

2
P = χ  E + χ E E +....′
v v v v    (2.9) 
 

โดย   χ′   แทนสภาพรับไวไดทางไฟฟาของตัวกลาง (electric susceptibility) 
         χ    แทนสภาพรับไวไดทางไฟฟาไมเชิงเสนของตัวกลาง (nonlinear electric susceptibility) 
 
ดังนั้น  แทนสมการ (2.9) ลงในสมการ (2.4) จะไดวา 
 

2
D = ε E + χ E E +...
v v v v     (2.10) 

 
โดย  0ε = ε + χ′   แทนคาสภาพยอมทางไฟฟาของตัวกลาง 
 
ในที่นี้ตองการพิจารณาความไมเชิงเสนของสนามไฟฟาถึงแคเพียงกําลังสามของสนามไฟฟา      
นั่นคือ 

2
D = ε E + χ E E
v v v v     (2.11) 

 
โดยในกรณีที่ 2

χ E   <<  ε 
v  เปนกรณีของตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางออน (weakly 

nonlinear dielectrics) สวนในกรณีที่ 2
χ E   >>  ε 
v  จนสามารถละพจนแรกทางขวามือของ 

สมการ (2.11) ได หรือ 2
D χ E E≅
v v v  เปนกรณีของตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรง 

(strongly nonlinear dielectrics) 
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2.3  สมการพื้นฐานของปญหาตัวกลางไดอิเล็กทริก 
 

2.3.1 สมการพื้นฐานของปญหาตัวกลางไดอิเล็กทริกเชิงเสน 
 
เร่ิมตนพิจารณาจากสมการแมกซเวลล  โดยตัวกลางไดอิเล็กทริกเชิงเสนเปนไป

ตามความสัมพันธของกฎของเกาส (Gauss’s law) 
 

f . D  =  ρ∇
v v      (2.12) 

 
โดย   Dv    แทนการกระจัดทางไฟฟา (electric displacement) 
      fρ    แทนความหนาแนนของประจุอิสระเชิงปริมาตร (volume free charge density) 
       
แทนสมการ (2.7) ลงในสมการ (2.12)  ไดเปน 
 

f . ( ε E )  =  ρ∇
v v     (2.13) 

 
จากความสัมพันธ E = 0∇×

v v  ทําใหสามารถเขียนไดวา E  φ= − ∇
v v  เพราะฉะนั้นสมการ (2.13)  

สามารถเขียนไดเปน 
 

2 fρφ  =  - 
ε

∇      (2.14) 
 

ในที่นี้พิจารณากรณีที่ไมมีประจุอิสระนั่นคือ fρ = 0   ดังนั้นจากสมการ (2.14)  จะไดวา 
 

2φ  =  0∇      (2.15) 
 

โดยสมการ (2.15) เรียกวา  สมการของลาปลาซ (Laplace’s equation) ซึ่งเปนสมการพื้นฐาน
สําหรับปญหาตัวกลางเชิงเสน   
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2.3.2  สมการพื้นฐานของปญหาตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน 
 
ในทํานองเดียวกัน  สําหรับตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน  เมื่อแทนสมการ (2.11) ลงใน

สมการแมกซเวลล (2.12) และพิจารณากรณีที่ไมประจุอิสระ f( ρ = 0 )  จะไดวา 
 

2
 . ( ε E + χ E E )  =  0∇

v v v v     (2.16) 
 

จาก  E = φ−∇
v v   ทําใหเขียนไดวา 

2
 . [ ε ( φ) χ φ φ ] = 0∇ ∇ + ∇ ∇

v v v v      (2.17) 
 
นั่นคือ สมการ (2.17) นี้เปนสมการพื้นฐานของปญหาตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน  โดยสมการ
ดังกลาวเปนสมการอนุพันธยอยไมเชิงเสน (nonlinear partial differential equation) ซึ่งไม
สามารถแกปญหาเพื่อหาผลเฉลยที่อยูในรูปฟงกชันคณิตศาสตร (closed form solution)  ดังนั้น
ในการแกปญหาดั งกล าว  วิธีประมาณต าง  ๆ  จึ งถู กนํ ามาใช ในการแกปญหา  เช น                        
วิธีเพอรเทอรเบชัน [4,5], วิธีเทคนิคการแยก (Decoupling technique) [13,14] วิธีการแปรผัน
ฟงกชันนอลพลังงาน [6-9] ซึ่งในแตละวิธีก็จะถูกเลือกมาใชใหเหมาะสมกับชนิดของปญหา 
 
2.4  ฟงกชันนอลพลังงานและการประยุกตหลักการแปรผัน 
 

2.4.1 ฟงกชันนอลพลังงานและการประยุกตหลักการแปรผันในตัวกลาง          
ไดอิเล็กทริกเชิงเสน   

 
จากฟงกชันนอลพลังงาน (energy functional) สําหรับตัวกลางไดอิเล็กทริก  

เชิงเสน [6]                                                                                                                            
 

2

v

1W[φ]  =  ε φ  dv
2

∇∫
v    (2.18) 

 
โดย   ε    แทนคาสภาพยอมทางไฟฟาของตัวกลาง (permittivity of material) 
 φ   แทนศักยทดลอง (trial potential) 
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โดยตอไปนี้จะแสดงใหเห็นวาฟงกชันนอลพลังงานสําหรับตัวกลางไดอิเล็กทริกเชิงเสนตามสมการ 
(2.18) สามารถนําไปสูสมการลาปลาซ (Laplace ‘s equation) ซึ่งเปนสมการพื้นฐานของปญหา        
ตัวกลางเชิงเสน   เร่ิมจาก 
    

2 2 2 2 φ  φ  φφ   ( )  ( )  ( )
x  y  z

∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂

v   (2.19) 

 
เปรียบเทียบสมการ (2.18) กับสมการ (ก.10) ในภาคผนวก ก จะไดวา W[φ]  ในที่นี้คือ 
J[u(x,y,z)]  และพจนที่อยูภายในเครื่องหมายอินทิเกรตในสมการ (2.18) คือ 

x y zF (x,y,z,u,u ,u ,u )  นั่นเอง   ดังนั้นจึงไดวา 
 

2 2 2
x y z x y z

1F (x,y,z,u,u ,u ,u )  =  ε (φ  + φ  + φ )
2

  (2.20) 
 

โดย x x
 φu  = φ  = 
x

∂
∂

,  y y
 φu  = φ  = 
y

∂
∂

,  z z
 φu  = φ  = 
z

∂
∂

 

 
เมื่อนําสมการ (2.20) ไปแทนใน  สมการออยเลอร – ลากราง (ก.17)   ไดเปน 
 

xx yy zz- ε (φ + φ + φ )  =  0  
 

หรือ    2φ  =  0∇      
 

ดังนัน้จึงสรุปไดวา  การประยุกตหลักการแปรผันในการแกปญหาทางไฟฟาสถิตนัน้สามารถนําไป 
สูสมการลาปลาซ  ซึ่งเปนสมการพืน้ฐานของปญหาตวักลางเชิงเสนเชนเดียวกับสมการ (2.15) 
 

  2.4.2 ฟงกชันนอลพลังงานและการประยุกตหลักการแปรผันในตัวกลาง         
ไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน  

 
จากฟงกชันนอลพลังงานสําหรับตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน [6]  

 
2 4

v v

1 1W[φ]  ε(x) φ(x)  dv  χ(x) φ(x)  dv
2 4

= ∇ + ∇∫ ∫
v v   (2.21) 
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โดย χ  แทนสภาพรับไวไดทางไฟฟาไมเชิงเสนของตัวกลาง (nonlinear electric susceptibility) 
หรือ  เรียกอีกอยางวา  สัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนของตัวกลาง (nonlinear coefficient)  
 
ทํานองเดียวกัน  จะแสดงใหเห็นวาฟงกชันนอลพลังงานสําหรับตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนตาม
สมการ (2.21)  สามารถนําไปสูสมการพื้นฐานของปญหาตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนตาม     
สมการ (2.17)    โดยเมื่อเปรียบเทียบสมการ (2.21) กับสมการ (ก.10)  ในภาคผนวก  ก  จะไดวา 
 

 2 2 2 2 2 2 2
x y z x y z x y z

1 1F(x,y,z,u ,u ,u ) = ε (φ  + φ  + φ ) + χ (φ  + φ  + φ )
2 4

   
          (2.22) 
 

โดย   x x
 φu = φ =
 x

∂
∂

,  y y
 φu = φ =
y

∂
∂

, z z
 φu = φ =
z

∂
∂

 

 
เมื่อนําสมการ (2.22) ไปแทนในสมการออยเลอร-ลากราง  ตามสมการ (ก.17)  ไดเปน 
 

2 2 2 2 2 2 2 2 2
x x y z y x y z z x y zχ [ φ (φ + φ + φ ) φ (φ + φ + φ ) φ (φ + φ + φ )] 

 x  y  z
∂ ∂ ∂

+ +
∂ ∂ ∂  

yx z φ φ  φ+ ε ( )    0
 x  y  z

∂∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
  

 
หรือ   2

. [  φ  φ φ]  0∇ ∇ + ∇ ∇ =
v v v v

ε χ          (2.23) 
 

จะเห็นไดวาสมการ (2.23) นี้เปนสมการเดียวกับสมการ (2.17) ซึ่งเปนสมการพื้นฐานของปญหา
ตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน  ดังนั้นจึงสรุปไดวา  การประยุกตหลักการแปรผันในการแกปญหา
คาขอบทางไฟฟาสถิตของกรณีตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน  สามารถนําไปสูสมการพื้นฐานของ
ปญหาไดเชนเดียวกัน  โดยศักยที่ทําใหฟงกชันนอลมีคานอยที่สุดเปนผลเฉลยของปญหาคาขอบ
ทางไฟฟาสถิต  ซึ่งในการแกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตโดยใชวิธีของริทซ (ดูในภาคผนวก  ก)   
ศักยทดลอง ( trial potential )  จะถูกเลือกใหสอดคลองกับลักษณะเงื่อนไขขอบของปญหาและติด
คาพารามิเตอรของการแปรผันที่ไมทราบคาไว  โดยคาพารามิเตอรของการแปรผันที่ทําให
ฟงกชันอลมีคานอยที่สุดหาไดจากการหาอนุพันธฟงกชันนอลพลังงานเทียบกับพารามิเตอร
เหลานั้น   นั่นคือ 
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i

 W     0
 α

∂
=

∂
   (i =1,2,3,…,n)    (2.24) 

 
โดย iα  แทนพารามิเตอรของการแปรผันที่ถูกกําหนดในศักยทดลอง 
 
ซึ่งในกรณีที่อนุพันธอันดับสองของฟงกชันนอลพลังงานเทียบกับพารามิเตอรของการแปรผันมีคา

มากกวาศูนย 
2

i j

W( 0)
α α
∂

>
∂ ∂

  แสดงวาฟงกชันนอลพลังงานมีคาต่ําสุด   ในทางตรงกันขามถา

อนุพันธอันดับสองของฟงกชันนอลพลังงานเทียบกับพารามิเตอรของการแปรผัน มีคานอยกวา

ศูนย 
2

i j

W( 0)
α α
∂

<
∂ ∂

 แสดงวาฟงกชันอลพลังงานมีคามากที่สุด  แตถาอนุพันธอันดับสองของ

ฟงกชันนอลพลังงานเทียบกับพารามิเตอรของการแปรผัน มีคาเทากับศูนย 
2

i j

W( 0)
α α
∂

=
∂ ∂

 จะไม

สามารถระบุไดวาฟงกชันนอลพลังงานมีคาสูงสุดหรือตํ่าสุด  และเมื่อนําคาพารามิเตอรของการ
แปรผันเหลานั้นกลับลงไปแทนลงในศักยทดลองก็จะไดผลเฉลยของปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิต   
 
 
 
 
 



บทที่ 3 
 

สภาพนําไฟฟายังผลของสารประกอบนําไฟฟาเชิงเสน 
 
 
 ในบทนี้เปนการทบทวนปญหาสารประกอบนําไฟฟาเชิงเสนที่สถานะคงที่  ซึ่งสมการ    
พื้นฐานที่อธิบายฟสิกสของสารมี รูปแบบคณิตศาสตรสอดคลองกับสมการพื้นฐานของ             
สารประกอบไดอิเล็กทริกเชิงเสนในกรณีที่ไมมีประจุอิสระ  ดังนี้ 
 

สารประกอบไดอิเล็กทริกเชิงเสน     สารประกอบนําไฟฟาเชิงเสน 
  

 . D  =  0∇
v v      . J  =  0∇

v v  
 

  E  =  0∇ ×
v v       E  =  0∇ ×

v v  
 

   D  =  ε E
v v                          J  =  σ E

v v  
 
โดยที่  J

v  แทนความหนาแนนกระแส (current density) 
           Ev     แทนสนามไฟฟา  (electric  field) 
           σ   แทนสภาพนําไฟฟา (electric  conductivity) 
 
โดยในบทนี้เปนการทบทวนทฤษฎีของ Hashin [15] ซึ่งใชคํานวณสภาพนําไฟฟายังผลของ      
สารประกอบนําไฟฟาเชิงเสน ที่ประกอบดวยตัวกลางตางชนิดกัน 2 ชนิด (two-phase materials) 
โดยกลาวถึงแบบจําลองในการแกปญหา การแกปญหาคาขอบโดยหาผลเฉลยของสมการลาปลาซ
โดยตรง  พรอมทั้งเปรียบเทียบผลการคํานวณกับวิธีอ่ืนคือ  วิธีการแปรผันฟงกชันนอลพลังงาน  
เพื่อแสดงใหเห็นวาการคํานวณโดย 2 วิธีดังกลาวใหผลตรงกัน   โดยแนวคิดทฤษฎีของ Hashin 
และวิธีการแปรผันฟงกชันนอลพลังงานจะถูกนําไปประยุกตใชกับปญหาสารประกอบไดอิเล็กทริก
ไมเชิงเสนในบทที่ 5 ตอไป 
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3.1 ลักษณะปญหาและแบบจําลองของ Hashin 
 

พิจารณาสารประกอบนําไฟฟาเชิงเสน  ซึ่งเปนไปตามความสัมพันธ 
 
                                J =  σ E

v v      (3.1) 
 
เนื่องจากตองการดูการตอบสนองตอสนามไฟฟาของสารประกอบ  เราจึงใหสนามไฟฟาสม่ําเสมอ
ภายนอก 0E

v  กับช้ินสาร  โดยสารประกอบดังกลาวประกอบไปดวยอนุภาคตัวนําทรงกลม 
(spherical  conducting  particle) ที่มีรัศมีคาตาง ๆ กัน  สภาพนําไฟฟาเปน iσ    และ อัตราสวน
เชิงปริมาตรเปน iv  ฝงกระจายอยางสุมในตัวกลางนําไฟฟาอีกชนิดหนึ่ง (host  medium) ที่มี
สภาพนําไฟฟาเปน mσ  และอัตราสวนเชิงปริมาตรเปน m iv =1-v   โดยที่ตัวกลางแตละชนิดมี
สมบัติเปนเนื้อเดียวกันและไอโซโทรปก (homogeneous and isotropic medium) 

ในการคํานวณสภาพนําไฟฟาเชิงเสนยังผลของสารประกอบ  ซึ่งใชอธิบายการตอบสนอง
ตอสนามไฟฟาของสารประกอบตามแบบจําลองของ Hashin [15] อนุภาคตัวนําทรงกลมรัศมี a 
สภาพนําไฟฟา iσ  ถูกมองวาถูกลอมรอบดวยชั้นของตัวกลางนําไฟฟาอีกชนิดหนึ่งซึ่งมีรัศมี b 
สภาพนําไฟฟา mσ  โดยอนุภาคตัวนําทรงกลมแตละชิ้นที่ถูกลอมรอบดวยชั้นของตัวกลางนําไฟฟา
ที่ตางชนิดกันถูกพิจารณาวาเปนเซลล ๆ หนึ่ง  ซึ่งสัดสวนโดยปริมาตรของตัวนําทรงกลมตอเซลล 

3 3(a / b )  มีคาโดยประมาณเทากันสําหรับทุก ๆ เซลล  และในการนิยามสภาพนําไฟฟายังผลของ
สารประกอบ (effective conductivity)   นั้น   เซลลตัวแทนอันหนึ่ง (representative cell) จะถูก
เลือกนํามาพิจารณา  และเซลลอ่ืน ๆ ที่ลอมรอบเซลลตัวแทนจะถูกแทนที่ดวยตัวกลางที่เสมือน
เปนเนื้อเดียวกัน (homogeneous medium) ที่มีสภาพนาํไฟฟาเชิงเสนยังผล eσ  ดังแสดงในรูปที่ 
3.1  โดยสําหรับคา eσ เปนปริมาณที่ยังไมทราบคาและถูกกําหนดใหมีความสัมพันธดังนี้ 
 

e e 0J   =  σ E   =  σ E
v v v     (3.2) 

 
โดยเครื่องหมาย       แทนการเฉลี่ยเชิงปริมาตร (volume average) 
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รูปที่ 3.1  แสดงแบบจําลองของ Hashin ซึ่งใหอนุภาคตัวนําทรงกลม iσ  ถูกลอมรอบดวยตัวกลาง  

นําไฟฟาชนิด  mσ                 
 
3.2  การแกปญหาโดยหาผลเฉลยสมการลาปลาซ 
 
        จากสมการอนุรักษประจุ (continuity equation) 
 

      ρ . J     0
t

∂
∇ + =

∂

v v     (3.3) 
 

พิจารณาที่สถานะคงที่ (steady state)  นั่นคือ   ρ 0
t

∂
=

∂
  ดังนั้นจากสมการ (3.3) จะได 

 
.  J  0∇ =

v v       ( 3.4 ) 
 

แทนสมการ (3.1) ลงในสมการ (3.4) จะได 
 

 . (σE)  0∇ =
v v      (3.5) 

 
จากสมการพื้นฐานของแมกซเวลล 
 

 E  0∇ × =
v v      (3.6) 

 
ทําใหสามารถเขียนไดวา 
 

E φ= −∇
v v       (3.7) 
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โดย E
v    แทนสนามไฟฟา    และ    φ    แทนศักยไฟฟา 

 
แทนสมการ (3.7) ลงในสมการ (3.5)  จะทําใหได 
 

2φ  0∇ =       (3.8) 
 

ดังนั้น สมการพื้นฐานสําหรับปญหาตัวกลางนําไฟฟาเชิงเสน คือสมการลาปลาซของศักยไฟฟา   
ซึ่ง ณ ที่นี้จะสังเกตไดวาสอดคลองกับกรณีปญหาตัวกลางไดอิเล็กทริกเชิงเสนกรณีที่ไมมีประจุ
อิสระซึ่งก็มีสมการลาปลาซของศักยไฟฟาเปนสมการพื้นฐานของปญหาเชนกัน 
 ในรูปที่ (3.1) เราใหสนามไฟฟาสม่ําเสมอภายนอก 0E

v  กับอนุภาคตัวนําทรงกลม และ
กําหนดใหแกน z ของพิกัดทรงกลมอยูในแนวเดียวกับสนามไฟฟาภายนอกสม่ําเสมอ  ดังนั้น
ศักยไฟฟาจะมีความสมมาตรรอบมุมแอซิมัท (azimuthal symmetry) ซึ่งจะไดวาผลเฉลยของ
สมการ (3.8)  จะขึ้นกับพิกัด r   และ  θ   เทานั้น  โดยมีรูปแบบดังตอไปนี้ 
 

n -(n+1)
n n n

0

φ(r,θ)  [A r  + B r ] P (cosθ)
n

∞

=

= ∑     (3.9) 

 
พิจารณารูปแบบศักยไฟฟาในแตละตัวกลางจากเงื่อนไขขอบ  ที่จุดศูนยกลางของทรงกลม 
(r 0)→    ศักยไฟฟาจะตองมีคาจํากัดคาหนึ่ง   ดังนั้น จากสมการ (3.9) สัมประสิทธิ์ nB  =  0  
ทุกคาของ n สําหรับศักยภายในทรงกลม i(φ )   ในทํานองเดียวกัน ที่ไกลจากทรงกลมมาก ๆ 
(r )→∞  ศักยไฟฟาจะมีคาเทากับ 0- E r cosθ + c  โดยที่ c เปนคาคงที่  สามารถที่จะเลือก
เปนศูนยได  โดยไมมีผลตอการคํานวณหาคาสนามไฟฟา  เพราะฉะนั้น 1 0 nA  =  - E  , A  =  0  
เมื่อ n 2≥  สําหรับศักยไฟฟาภายนอกเซลลที่ขอบบริเวณ r →∞    เนื่องจากสนามไฟฟา
ภายนอกที่เราใหกับระบบของสารประกอบขึ้นกับ cos θ   หรือ 1P (cos θ)      ดังนั้นจะไดวา 
สําหรับทุก ๆ บริเวณมีศักยไฟฟาขึ้นกับ nP (cos  θ)  โดยจะพิจารณาเฉพาะพจนอันดับ n = 1

เทานั้น   ดังนั้นจะไดวา  
 

iφ (r,θ)   =  A r cosθ      (3.10) 

m 2

Cφ (r,θ)  =  ( B r +  ) cosθ
r

    (3.11) 

e 0 2

Dφ (r,θ)  =  ( - E  r +  ) cosθ
r

    (3.12) 
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ทําการหาผลเฉลยของศักยไฟฟาในแตละตัวกลางจากการพิจารณาเงื่อนไขขอบระหวางตัวกลาง
เพื่อหาคาคงที่ A, B, C และ D  ในสมการขางตน 
 
1) สวนประกอบแนวสัมผัส (tangential component) ของสนามไฟฟา tE  ณ บริเวณรอยตอ

ระหวางตัวกลางทั้งสองมีคาตอเนื่องกัน นั่นคือ 1t 2tE  =  E  ซึ่งจะไดวาศักยที่ผิวรอยตอ
ระหวางตัวกลางทั้งสองก็ตอเนื่องกันดวย  ดังนั้นจากรูปแบบศักยไฟฟาตามสมการ (3.10) -
(3.12)  จะไดเปน 

 
i mφ ( r=a , θ)    =    φ ( r=a , θ)    (3.13) 

 
m eφ ( r=b , θ )    =    φ ( r=b , θ)     (3.14) 

 
2) สวนประกอบในแนวตั้งฉาก (normal component)  ของความหนาแนนกระแส J

v  ที่ผิว 
รอยตอระหวางตัวกลางทั้งสองมีคาตอเนื่องกัน นั่นคือ 1n 2nJ  =  J หรือ 1 1r 2 2rσ E   =  σ E  
ดังนั้นจะไดวา 

i
i

 φσ
 r

∂
∂     r a=  m

m
 φ  σ

r
∂

=
∂ r = a     (3.15) 

m
m

 φσ
 r

∂
∂ r = b     e

e
 φ  σ

r
∂

=
∂ r = b     (3.16) 

 
จากสมการ (3.13) - (3.16) จะไดสมการ (3.17) - (3.20)  ตามลําดับ 
 

3

CA  =  B + 
a

       (3.17) 
 

 03 3

C DB +   =  - E  + 
b b

     (3.18) 
 

        i m 3

2Cσ A  =  σ (B - )
a

    (3.19) 
 

                 m e 03 3

2C 2Dσ ( B - )  =  - σ ( E  +  )
b b

   (3.20) 
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แทนสมการ (3.17) ลงในสมการ (3.19) จะไดวา 
 

3

- p CB  =  
a

      (3.21) 
 

โดยที่ i m

i m

σ  + 2σp  =  
σ  - σ

 

 
นําสมการ  (3.21) แทนสมการ (3.18) และ (3.20)   จะไดวา 
 

03 3 3

1 p D(  - ) C  =  - E  + 
b a b

    (3.22) 
 
              e

m e 03 3 3

σ2 p- σ (  + ) C  =  - σ E  - 2 D
b a b

  (3.23) 
 
นํา  e( -2σ × (3.22) ) - (3.23)   จะไดวา 
 

3
m e m e e 0[(2σ -2σ ) c  + (σ +2σ ) p] C  =  3σ a E′   (3.24) 

 

โดยที่   
3

3

ac =
b

′   และ   i m

i m

σ  + 2σp  =  
σ  - σ

 

 
จัดรูปสมการ (3.24) ใหมจะไดเปน 

 
3

e i m 0

2 i i
m e m

m m

3σ (σ  - σ ) a  EC  =  σ σσ [2(1- c ) + (2c +1)] + 2σ σ [(2+c )+ (1-c )]
σ σ

′ ′ ′ ′
     (3.25) 

 
นําสมการ (3.25) แทนลงในสมการ (3.21) จะได 
 

e i m 0

2 i i
m e m

m m

- 3σ (σ  + 2 σ ) EB  =  σ σσ [2(1- c ) + (2c +1)] + 2σ σ [(2+c )+ (1-c )]
σ σ

′ ′ ′ ′
   (3.26) 
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จากนั้น นําสมการ (3.25) และ (3.26) แทนลงในสมการ (3.17) จะได 
 

e m 0

2 i i
m e m

m m

- 9 σ σ  EA  =  σ σσ [2(1- c ) + (2c +1)] + 2σ σ [(2+c )+ (1-c )]
σ σ

′ ′ ′ ′
   (3.27) 

 
จากสมการ (3.25), (3.26) และ(3.27) สามารถจัดรูปใหมไดเปน 
 

0 - 9 κ EA  =  
[2(1- c ) +  β (2c +1)] + 2 κ [(2+c ) + β(1-c )]′ ′ ′ ′

      (3.28) 

 
 

0 - 3 κ (β+2) EB  =  
[2(1- c ) +  β (2c +1)] + 2 κ [(2+c ) + β(1-c )]′ ′ ′ ′

   (3.29) 

 
 

3
0 3 κ (β-1) a  EC  =  

[2(1- c ) +  β (2c +1)] + 2 κ [(2+c ) + β(1-c )]′ ′ ′ ′
    (3.30) 

 

โดย 
3

i
3

m

a σc  =  ,  β = 
b σ

′  และ e

m

σκ = 
σ

 

 
จากสมการ (3.28) – (3.30) สังเกตเห็นวาสัมประสิทธิ์ A, B และ C ถูกเขียนอยูในรูปของสภาพ 
นําไฟฟายังผล eσ  ซึ่งไมทราบคา   ดังนั้น ทําการหาสภาพนําไฟฟายังผล eσ  ไดจากสมการ (3.2)  
 

(i) (m)
e 0 i i z m m zσ E   =  v  σ E  + v  σ E    (3.31) 

 
โดยที่ดัชนีลาง z แทนสวนประกอบในแนวแกน z ของสนามไฟฟา 
หมายเหต ุ  คาเฉลี่ยของสวนประกอบในแนวแกน x และ y ของสนามไฟฟาแตละบริเวณมีคาเปน     

ศูนย 
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สําหรับวัสดุหรือตัวกลางที่ไมเปนเนื้อเดียวกัน (inhomogeneous medium) ภายใตเงื่อนไขขอบ
สนามไฟฟาสม่ําเสมอ 0E

v   สนามไฟฟาเฉลี่ย ทั้งชิ้นสารจะเทากับสนามไฟฟาที่ใหกับชิ้นสารนั้น ๆ 
[15]  นั่นคือ 

0E   =  E
v v       (3.32) 

 
ดังนั้น จากสมการ (3.32) จะไดวา 
 

(i) (m)
0 i z m zE   =  v E   +  v E    (3.33) 

 
ทําการกําจัดพจน (m)

zE   ในสมการ (3.31) โดยใชสมการ (3.33)  ได 
 

(i)
e 0 m 0 i i m zσ E   =  σ E  +  v (σ  - σ ) E    (3.34) 

 
นั่นคือ  ถาเรารูสนามไฟฟาเฉลี่ยของตัวกลางเดียว  ก็เพียงพอที่จะหาสภาพนําไฟฟายังผล eσ ได 
 
ทําการหา  (i)

zE  ซึ่งจะได 
 
    (i)

zE   =  - A            (3.35) 
 
นําสมการ (3.35) และคา A ที่ไดจากสมการ (3.28) แทนลงในสมการ (3.34)   จะไดผลเฉลยทัว่ไป
คือ 
 

i 9 v (β 1) κκ  =  1 + 
[2(1- c ) +  β (2c +1)] + 2 κ [(2+c ) + β(1-c )]

−
′ ′ ′ ′

   (3.36 ) 

 

เมื่อ e i

m m

σ σκ =  , β = 
σ σ

  และ  
3

3

ac  = 
b

′    

 
ซึ่ง c′  ถูกจํากัดอยูในชวง c c 1′≤ ≤   โดยที่ c คือคาสัดสวนเชิงปริมาตรของอนุภาคตัวนํา     
ทรงกลมทั้งหมดที่ฝงกระจายในชิ้นสาร   โดย ณ ที่นี้เห็นไดวา c′  มีคาไดมากที่สุดเทากับ 1  
เนื่องจากรัศมีของเซลลตัวแทนเล็กไดมากที่สุดเทากับรัศมีของอนุภาคตัวนําทรงกลม (b=a)   ใน
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ขณะเดียวกัน c′  มีคานอยที่สุดไดเทากับคาสัดสวนเชิงปริมาตรของอนุภาคตัวนําทรงกลมทั้งหมด
ที่ฝงกระจายในชิ้นสารเนื่องจากขณะนี้เรากําลังพิจารณาเซลลตัวแทนซึ่งใชแทนระบบของ
สารประกอบที่กําลังพิจารณานั่นเอง 

ในที่นี้จะพิจารณา 2 กรณีที่ c′  มีคาสูงสุดและต่ําสุด คือ กรณีที่ 1.1 ic  = v′  และกรณีที่ 
1.2 c  = 1′   ซึ่งจะไดวา 

 
กรณีที่ 1.1   c′  เทากับคาสัดสวนเชิงปริมาตรของอนุภาคตัวนําทรงกลม iσ  ทั้งหมดที่ฝงในชิ้น  

สาร ( ic  = v′  )  
 
เมื่อแทน ic  = v′  ลงในสมการ (3.36) และจัดรูปสมการจะไดเปน 
 

2
i i i i i i2[(2+v ) + β(1-v )] κ  -  [(2-5v ) + β(1+5v )] κ - [2(1-v ) + β(1+2v )]  =  0  

  
(3.37 ) 

ทําการแกสมการ (3.37) จะไดรากของ e

m

σκ = 
σ

 ที่เปนทั้งคาบวกและคาลบ  แตเนื่องจากราก

ของ e

m

σκ = 
σ

 ที่เปนคาลบผิดความหมายทางฟสิกส  ดังนั้นรากที่เปนคาบวกจะถูกนํามา

พิจารณาเทานั้น  ซึ่งจะได 
 

e i

m i

σ (2 + β) + 2 (β - 1) vκ  =  =  
σ (2 + β) + (1 - β) v

    (3.38 ) 

เมื่อ   i

m

σβ = 
σ

 

 
ในสมการ (3.38) คือ ผลเฉลยของปญหากรณีที่ ic  = v′  
 
กรณีที่ 1.2  c  = 1′  
 
เมื่อแทน c  = 1′  ลงในสมการ (3.36) จะได 
 

                   i9 v (β - 1) κκ  =  1 + 
3(β + 2κ)

                (3.39) 
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แทน  e

m

σκ =   
σ

และ  i

m

σβ = 
σ

  ลงในสมการ (3.39) และจัดรูปสมการ จะได 

 
 2

e e m e i i e m i e m i e i i e i i m-2σ + 2σ σ - σ σ - 2v σ σ - v σ σ + 2v σ σ + v σ σ + σ σ   =  0            
(3.40) 

เนื่องจาก  i mv  + v   =  1 ดังนั้นจะไดวา 
 
              2

i m e e m e i m e m i e m i e i-2(v +v ) σ + 2σ σ - σ σ - 2(1-v ) σ σ - v σ σ + 2v σ σ  
              m e i i m i m+ (1-v ) σ σ + (v +v ) σ σ   =  0                     

(3.41) 
จัดรูปสมการ (3.41) จะได 
 
    i i e m e m m e i ev (σ - σ )(σ + 2σ ) + v (σ - σ )(σ + 2σ )  =  0                                 (3.42) 
 
นํา i e m e(σ + 2σ )(σ + 2σ )  หารตลอดสมการ (3.42) จะได 
 

   i e m e
i m

i e m e

σ  - σ σ - σv ( ) + v ( )  =  0
σ  + 2σ σ + 2σ

  (3.43) 

 
โดยสมการ (3.43) นี้คือ ผลเฉลยของปญหากรณีที่ c =1′  ซึ่งสอดคลองกับผลของ Landauer [16] 
 
สําหรับกรณีตรงขามกับที่กลาวมาแลวในรูปที่ 3.1 คือ ใหสารประกอบนําไฟฟาเชิงเสนประกอบไป
ดวยอนุภาคตัวนําทรงกลม  ที่มีรัศมีคาตาง ๆ กันมี  สภาพนําไฟฟาเปน mσ  อัตราสวนเชิง
ปริมาตร mv  ฝงกระจายอยางสุมในตัวกลางนําไฟฟาอีกชนิดหนึ่ง (host medium) มีสภาพนํา  
ไฟฟาเปน iσ  อัตราสวนเชิงปริมาตร i mv  = 1- v  และแกปญหาตามแบบจําลองของ Hashin 
นั่นคืออนุภาคตัวนําทรงกลมที่มีรัศมี a สนามไฟฟา mσ  ถูกลอมรอบดวยชั้นของตัวกลางนําไฟฟา
อีกชนิดหนึ่งที่มีรัศมี b สภาพนําไฟฟา iσ  โดยทั้งหมดนี้ถูกลอมรอบดวยตัวกลางยังผล eσ  และ
กําหนดใหอัตราสวนของ a / b  สําหรับทุก ๆ อนุภาคตัวนําทรงกลมมีคาเทากันหมด ดังรูปที่ 3.2 
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รูปที่ 3.2 แสดงแบบจําลองของ Hashin ซึ่งใหอนุภาคตัวนําทรงกลม mσ  ถูกลอมรอบดวย

ตัวกลางนําไฟฟา iσ   
 
โดยลักษณะของการแกปญหาทางคณิตศาสตรตามรูปที่ 3.2  เหมือนกับที่ไดกลาวมาแลวใน
ตอนตนตามรูปที่ 3.1   ซึ่งจะไดผลเฉลยทั่วไปทํานองเดียวกับสมการ (3.36) เพียงแตสลับคา
ระหวาง iσ  กับ mσ   และ  iv  กับ mv   คือ 
 

 m9 v (β - 1) κκ  =  1 + 
[2(1- c ) + β(2c +1)] + 2κ [(2+c )+β(1-c )]′ ′ ′ ′

    (3.44) 

 

โดยในที่นี้ e m

i i

σ σκ =  , β = 
σ σ

  และ 
3

3

ac  = 
b

′  

 
ในที่นี้พิจารณาคา c′  ที่สูงสุดและต่ําสุดเชนกัน คือ กรณีที่ 2.1 c′  เทากับคาสัดสวนเชิงปริมาตร
ของอนุภาคตัวนําทรงกลม mσ ทั้งหมดที่ฝงในชิ้นสาร  นั่นคือ mc  = v′  และกรณีที่ 2.2  c  = 1′  
ซึ่งจะไดวา 
 
กรณีที่ 2.1  c′  เทากับคาสัดสวนเชิงปริมาตรของอนุภาคตัวนําทรงกลม mσ  ทั้งหมดที่ฝงในชิ้น  

สาร ( mc  = v′ ) 
 
 เมื่อแทน  mc  = v′  ลงในสมการ (3.44) และจัดรูปสมการจะไดเปน 
 
 2

m m m m m m2[(2+v ) + β(1-v )] κ - [(2-5v ) + β(1+5v )] κ - [2(1-v ) + β(1+2v )]  =  0   
 
(3.45) 
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เชนเดียวกันเมื่อแกสมการ (3.45) จะไดรากที่เปนทั้งคาบวกและคาลบ  แตเนื่องจากรากที่เปนคา
ลบไมมีความหมายทางฟสิกส  ดังนั้น  รากที่เปนคาบวก จะถูกนํามาพิจารณาเทานั้น  ซึ่งจะได 
 

   e m

i m

σ  ( 2+β ) + 2 (β-1 )vκ  =  =  
σ ( 2+β ) + (1-β)v

    (3.46) 

 

โดยในที่นี้   m

i

σβ = 
σ

 

 
โดยสมการ (3.46) นี้คือ ผลเฉลยของปญหากรณีที่ mc  = v′  
 
กรณีที่ 2.2  c  = 1′  
 
เมื่อแทน c  = 1′  ลงในสมการ (3.44) และจัดรูปสมการจะได 
 

m e i e
m i

m e i e

σ - σ σ  - σ v ( )  +  v ( )   =   0
σ + 2σ σ  + 2σ

   (3.47) 

 
จะเห็นวาสมการ (3.47) และสมการ (3.43) เหมือนกัน  โดยเปนการสลับที่ระหวาง iv  กับ mv  
และ iσ  กับ mσ  นั่นเอง  ทั้งที่ในการคํานวณเริ่มจากรูปแบบจําลองรูปที่ 3.2 และ 3.1 ตามลําดับ 
นั่นคือผลเฉลยของปญหาทั้ง 2 กรณี เมื่อ c  = 1′  จะมาพองกันหรือประจวบกัน (coincide) ซึ่งจะ
อธิบายใหเขาใจมากยิ่งขึ้นในหัวขอถัดไป 

 
 
3.3  วิเคราะหและสรุปผลการคํานวณ 
 

เมื่อนําสมการ (3.38), (3.43), (3.46) และ (3.47) มาเขียนกราฟระหวางคาสภาพนําไฟฟา
ยังผล eσ กับคาสัดสวนเชิงปริมาตรของสารตัวนําชนิด iσ   แทนดวย iv  ไดรูปที่ (3.3) 
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รูปที่ 3.3 แสดงขอบเขตบนและขอบเขตลางของสภาพนําไฟฟายังผล eσ [15] 
 

จากรูปที่ (3.3) ไดกําหนดให i mσ  > σ  โดยในกรณีที่ 1.1 เมื่ออนุภาคตัวนําทรงกลม iσ  ถูก
ลอมรอบดวยตัวกลาง mσ  และกําหนดให ic  = v′    ผลการคํานวณไดเสนที่เปนขอบเขตลาง 
(lower bound) ของคาสภาพนําไฟฟายังผล  ในขณะที่  กรณีที่ 2.1 เมื่อนุภาคตัวนําทรงกลม mσ  
ถูกลอมรอบดวยตัวกลาง iσ   และกําหนดให mc  = v′  ผลการคํานวณไดเสนที่เปนขอบเขตบน 
(upper bound) ของคาสภาพนําไฟฟายังผล eσ  นอกจากนี้เมื่อเขียนกราฟของสมการ (3.43) 
และ (3.47) ไดเสนกราฟ 2 เสนที่ทับกันพอดี  ซึ่งอยูระหวางเสนที่เปนขอบเขตบนและขอบเขตลาง
ของ     สภาพนําไฟฟายังผล eσ  โดยสามารถอธิบายไดวา สําหรับเสนขอบเขตบนหรือเสนที่ได
จากสมการ (3.46) หากเปลี่ยนแปลงคา c′  ทีละนอยจากคา mc  = v′  ไปสูคา c  = 1′  จะไดเสน
ดังกลาวลูต่ําลงมาอยูตรงกลางระหวางคาเสนขอบเขตบนและเสนขอบเขตลาง  ในทํานองเดียวกัน
สําหรับเสนขอบเขตลาง หรือเสนที่ไดจากสมการ (3.38) หากทําการเปลี่ยนแปลงคา c′  ทีละนอย  
จากคา ic  = v′  ไปสูคา c  = 1′  เสนดังกลาวจะลูขึ้นมาอยูตรงกลางระหวางเสนขอบเขตบนและ
เสนขอบเขตลาง  โดยซอนทับกับเสนที่ไดจากสมการ (3.47) พอดี   ซึ่งเสนที่ไดจากสมการ (3.43) 
หรือ (3.47) นี้ สอดคลองกับผลการคํานวณของ Landauer [16] ซึ่งแกปญหาตามแบบจําลองของ 
Bruggeman ในกรณีสารประกอบที่มีสวนประกอบตางชนิดคละกันอยางสุมรวมกันจนไมสามารถ
ระบุไดวา  สารใดเปนสารฝงกระจาย (inclusion) สารใดเปนตัวกลาง (host medium)  นั่นคือ   
สารฝงกระจายเปนไปไดทั้ง iσ  และ mσ นั่นเอง (statistically symmetrical components)  
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รูปที่ 3.4 แสดงผลการคํานวณทางทฤษฎี และผลทางการทดลองของคาสภาพนําไฟฟาของ

สารประกอบ Mg2Pb – Pb [17] 

จากรูปที่ (3.4) [15] แสดงผลทางทฤษฎีและผลการทดลองของคาสภาพนําไฟฟาของสารประกอบ 
Mg2Pb – Pb  โดยผลการทดลอง [17] แทนดวยสัญลักษณวงกลม ( ο )  จากกราฟจะเห็นไดวา   
ผลการทดลองจะอยูระหวางเสนขอบเขตบน (3.46) และเสนขอบเขตลาง (3.38)  โดยเสนประ    
ตรงกลางแทนผลการคํานวณทางทฤษฎีของ Landauer [16] ซึ่ง Hashin [15] ไดสรุปและ
วิเคราะหไววา “ ผลการทดลองทั้งหมดไมสามารถถูกแทนไดเปนอยางดีดวยผลการคํานวณทาง
ทฤษฎีของ Landauer หรือผลการคํานวณทางทฤษฎีตามสมการ (3.37) และ (3.45)  เนื่องจากคา
แมนตรง (rigorous value) ของสภาพนําไฟฟายังผลของสารประกอบขึ้นอยูกับการจัดตัวทาง
เรขาคณิตของสวนประกอบไมใชแคเพียงสัดสวนเชิงปริมาตรของสารฝงกระจาย (inclusion) ใน
ชิ้นสาร  ถึงกระนั้นก็ตามผลการคํานวณทางทฤษฎีตามสมการ (3.38) และ (3.46) ก็ยังเปน
ขอบเขตที่ดีที่สุดที่เปนไปไดสําหรับคาสภาพนําไฟฟาเชิงเสนยังผลที่มีการจัดตัวทางเรขาคณิตของ
สวนประกอบเปนแบบใด ๆ  นอกจากนี้ ยังสามารถคาดการณผลการทดลองไดวา  ในกรณีที่
อนุภาคตัวนําทรงกลม iσ  ฝงอยูในตัวกลางนําไฟฟาอีกชนิดหนึ่งที่มีสภาพนําไฟฟาเปน mσ  ผล
การทดลองควรอยูระหวางเสนประ (3.43) และเสนขอบเขตลาง (3.38)   ในทํานองเดียวกันกรณีที่
อนุภาคตัวนําทรงกลม mσ  ฝงอยูในตัวกลางนําไฟฟาอีกชนิดหนึ่งซึ่งมีสภาพนําไฟฟา iσ  ผลการ
ทดลองควรอยูระหวางเสนประ  (3.43) และเสนขอบเขตบน (3.46)   โดยถาผลการทดลองมีขอมูล
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จํานวนมากจะทําใหสามารถหาพารามิเตอร c′  ที่เปนตัวแทนของผลการทดลอง (fitting 
parameter) ได  “ 

 
3.4   การแกปญหาโดยวิธีการแปรผันฟงกชันนอลพลังงาน 
 

จากหัวขอที่ 3.2 เราไดหาศักยไฟฟาโดยหาผลเฉลยของสมการลาปลาซของศักยโดยตรง
รวมกับเงื่อนไขคาขอบของสนามไฟฟาที่ผิวรอยตอของตัวนําตางชนิดกัน  ในหัวขอนี้  เราหาผล
เฉลยของสมการลาปลาซโดยใชวิธีการแปรผันฟงกชันนอลพลังงานตามแนวคิดของริทซ ซึ่ง
รายละเอียดของการคํานวณดวยโปรแกรมสําเร็จรูป MATHEMATICA ไดแสดงไวในในภาคผนวก 
ข   และจะเปรียบเทียบใหเห็นวาการคํานวณโดยสองวิธีดังกลาวใหผลตรงกัน   
 เร่ิมตนจากสมการฟงกชันนอลพลังงานของระบบสารประกอบนําไฟฟาเชิงเสน  [6] 
 

v

1W[φ]  =    J . E  dv 
2 ∫

v v     (3.48) 

 
เมื่อ    J = σ E,  E = - φ∇

v v v v   และ   φ    แทนศักยทดลอง 
 
ในการแกปญหาเริ่มตนจากการเลือกศักยทดลองในแตละบริเวณของตัวกลาง  โดยในที่นี้จะเลือก
ศักยทดลองที่มีรูปแบบคณิตศาสตรสอดคลองกับผลเฉลยของสมการลาปลาซ และเงื่อนไขขอบ
ของปญหา  นั่นคือ 
 

i 0φ (r,θ)  =  - c E r cosθ    , 0 < r < a  (3.49) 
3

m 0 2

aφ (r,θ)  =  - E (f r - g ) cosθ
r

   , a < r < b  (3.50) 
3

e 0 2

bφ (r,θ)  =  - E (r - d ) cosθ
r

 , r > b   (3.51) 
 
โดย i mφ  , φ  และ eφ  แทนศักยทดลองบริเวณอนุภาคตัวนําทรงกลม iσ  ตัวกลางนําไฟฟา mσ  
ที่ลอมรอบอนุภาคตัวนําทรงกลม  และตัวกลางยังผล eσ  ตามลําดับ จากสมการ (3.49) – 
(3.51)   จะเห็นวามีพารามิเตอรของการแปรผัน 4 คา คือ c , f , g ,  และ d ที่ผันคาไปเพื่อทําให
ฟงกชันนอลพลังงานของระบบมีคาสุดขีด (extremum)    และเพื่อสะดวกในการคํานวณ   ทําการ
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ลดพารามิเตอรโดยใชเงื่อนไขศักยไฟฟาที่ผิวรอยตอระหวางตัวกลางทั้งสองตองตอเนื่อง ดังสมการ 
(3.13) และ (3.14)  จะได 
 

c  =  f - g      (3.52) 
 

d  =  1 - f  + g c′     (3.53) 

โดยที่  
3

3

ac  = 
b

′  
 
เนื่องจาก J = σ E

v v  และ E = φ−∇
v v  ดังนั้น  จากสมการ (3.48) จะได 

 

i m e

2 2 2
i i m m e e s

v v v

1W[φ]   [ σ ( φ ) dv  σ ( φ ) dv  σ ( φ ) dv]  W
2

= ∇ + ∇ + ∇ +∫ ∫ ∫
v v v  

(3.54) 
 

โดยพจน sW   คือพลังงานที่พื้นผิว (surface energy term) ซึ่งถูกนําเขามาพิจารณาดวย
เนื่องจากในการอินทิเกรตคลอบคลุมปริมาตรที่ใหญมาก ๆ แตมีคาจํากัด (finite) และเงื่อนไขขอบ
ที่ศักยไมทําใหผลการอินทิเกรตของพจนพลังงานที่พื้นผิวเปนศูนย  [27] 
 
ทําการหาเกรเดียนทของศักยทดลองในแตละตัวกลางในสมการ (3.49) – (3.51)  ซึ่งจะได 
 

i 0
ˆˆφ c E [cosθ r - sinθ θ]∇ = −

v     (3.55) 
3 3

m 0 3 3

a a ˆˆφ = - E  [(f+2g ) cosθ r - (f-g ) sinθ θ]
r r

∇
v   (3.56) 

3 3

e 0 3 3

b b ˆˆφ = - E [(1+2d ) cosθ r - (1- d ) sinθ θ]
r r

∇
v   (3.57) 

 
นําสมการ (3.55) – (3.57)  แทนลงในสมการ  (3.54) จะไดผลลัพธเปน 
 

6
2 3 2 3 2 3 2 2 3 2

0 i m 3

1 4 4 4 8 a 8W[φ]  =  E  [ π a ε c + ε (- π a f + π b f - π g + π a g )
2 3 3 3 3 b 3

 

              
6

2 3 3 2 3
e s3

8 b 4 8 4+ ε (- π d - π b + π b d + π R ) + W ]
3 R 3 3 3

 (3.58)  
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เนื่องจากปริมาตรของตัวกลางยังผลใหญกวาปริมาตรของตัวกลางนําไฟฟา mσ มาก ๆ (R >> b)   
ดังนั้นจะไดวา 
 

2 2
2 2 2 2 2

0 i m e e s
f 1 2dW[φ]  E V [p ε c + pε (-f + - 2c g + 2g ) + p ε (- + ) + ε ] + 2W
c c c

′≅
′ ′ ′

          (3.59) 
 

โดย 
3 3

3 3

a ap =  ,  c  = 
R b

′  
 

แทนพจนพลังงานที่พื้นผิว  2
s 0 e

dW  = E V p ε
c′

 ซึ่งไดพิสูจนไวในโครงการการเรียนการสอนเพื่อ
เสริมประสบการณของ ยอดชาย จอมพล [27] จะได 
 

2 2
2 2 2 2 2

0 i m e e
f 1 2d 2dW[φ] = E V [p ε c + pε (-f + - 2c g + 2g ) + p ε (- + ) + ε ] 
c c c c

′ +
′ ′ ′ ′

 
(3.60) 
 

กําจัดพารามิเตอร c และ d  โดยใชสมการ (3.52)  และ  (3.53)  แทนลงในสมการ (3.60)   หาคา  
f  และ g  ที่ทําใหฟงกชันนอลพลังงานมีคาสุดขีด (extremum) ไดจากความสัมพันธ 
 

i m e
 W 2f 6 4f  =  p [2σ (f - g) + σ (-2f + ) + σ (- + - 4g)]  =  0
 f c c c

∂
′ ′ ′∂

  (3.61) 
 

i m e
 W   =  p [-2σ (f - g) + σ (4g - 4c g) + σ (6 - 4f + 4c g)]  =  0
 g

∂ ′ ′
∂

  (3.62) 

 
ทําการแกสมการ (3.61) และ (3.62)  จะได 
 

e i m
2 2

e i e m i m m e i e m i m m

3 σ (σ +2σ )f  =  
2σ σ + 4σ σ + σ σ + 2σ - 2σ σ c  + 2σ σ c  + 2σ σ c  - 2σ c′ ′ ′ ′

 

(3.63)  
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e i m
2 2

e i e m i m m e i e m i m m

3 σ (σ - σ )g  =  
2σ σ + 4σ σ + σ σ + 2σ - 2σ σ c  + 2σ σ c  + 2σ σ c  - 2σ c′ ′ ′ ′

 

(3.64)  
 

จัดรูปสมการ  (3.63) และ (3.64)  ใหมจะไดเปน 
 

e i m

2 i i
m e m

m m

3σ (σ +2σ )f  =  σ σσ [2(1- c ) + (2c +1)] + 2σ σ [(2+c )+ (1- c )]
σ σ

′ ′ ′ ′
  (3.65) 

 
e i m

2 i i
m e m

m m

3σ (σ - σ )g  =  σ σσ [2(1- c ) + (2c +1)] + 2σ σ [(2+c )+ (1- c )]
σ σ

′ ′ ′ ′
   (3.66) 

 
นําสมการ (3.65) และ (3.66) แทนลงในสมการ (3.52)   จะได 
 

e m

2 i i
m e m

m m

9 σ σc  =  σ σσ [2(1- c ) + (2c +1)] + 2σ σ [(2+c )+ (1- c )]
σ σ

′ ′ ′ ′
  (3.67) 

 
เมื่อนําคา c , f และ g   จากสมการ (3.65) – (3.67) แทนลงในศักยทดลองในสมการ (3.49) – 
(3.51)  จะไดผลเฉลยของศักยไฟฟาในแตละบริเวณของตัวกลางตรงกับผลเฉลยของศักยไฟฟาที่
ไดจากการแกปญหาโดยหาผลเฉลยจากสมการลาปลาซโดยตรง  ซึ่งรายละเอียดแสดงการเทียบ
คา c, f, และ g ไดแสดงไวในโครงการการเรียนการสอนเพื่อเสริมประสบการณของ                  
ยอดชาย  จอมพล [27]  ทั้งนี้สังเกตวาพารามิเตอร c, f  และ g ถกูเขียนอยูในรูปสภาพนําไฟฟา 
ยังผล eσ  ซึ่งสามารถหาไดจากสมการ (3.2) ทํานองเดียวกับที่กลาวมาแลวขางตนดังในหัวขอที่ 
(3.2) 
 ดังนั้น   ในบทนี้สามารถสรุปไดวา  สําหรับสารประกอบใด ๆ ขอบเขตบนและขอบเขตลาง
ของตัวกลางยังผลของสารประกอบสามารถหาไดจากแบบจําลองของ Hashin ในการแกปญหา   
อีกทั้งในการคํานวณโดยหาผลเฉลยของสมการลาปลาซโดยตรงกับวิธีการแปรผันฟงกชันนอล 
พลังงานใหผลเฉลยของปญหาที่ตรงกัน   โดยในกรณีของปญหาตัวกลางไมเชิงเสน วิธีการแปรผัน     
ฟงกชันนอลพลังงานจะถูกนํามาใชในการแกปญหา   ซึ่งจะกลาวในรายละเอียดในบทถัดไป 



บทที่  4 
 

สัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ                                   
ไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรง 

 
สารประกอบนําไฟฟาเชิงเสนที่มีสวนประกอบที่คละกันอยางสุมนั่นคือ ไมมี              

สวนประกอบใดฝงอยูในอีกสวนประกอบหนึ่งอยางเดนชัด  แตสวนประกอบทั้งสองกระจายอยาง
สุมรวมกัน   ถูกนํามาศึกษาโดย  Landauer  [16]  ซึ่งใชแบบจําลองของ  Bruggeman  ในการ
แกปญหา   ในบทนี้เปนผลงานวิจัยซึ่งไดขยายผลการศกึษาสารประกอบไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนที่มี
คาสัดสวนเชิงปริมาตรของสวนประกอบอยางเบาบาง (dilute – limite composites) [9] ไปสูกรณี 
สารประกอบที่มีคาสัดสวนเชิงปริมาตรเปนคาใด ๆ ตามแนวคิดของ Lee และ Yu [10,11]    โดย
งานวิจัยนี้  ไดศึกษาสารประกอบไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงที่มีสวนประกอบที่คละกันอยาง
สุมโดยใชแบบจําลองของ Bruggeman [12] ในการแกปญหา  ซึ่งแบบจําลองของ Bruggeman 
เปนกรณีพิเศษของการคํานวณโดยการแกปญหาตามแบบจําลองของ Hashin [15] คือกรณีที่ 
c  = 1′   (ดูรายละเอียดในหัวขอ 3.1)   โดยในการคํานวณใชวิธีการแปรผันฟงกชันนอลพลังงาน  
พรอมทั้งปรับปรุงผลการคํานวณใหมีความถูกตองมากยิ่งขึ้นดวยการเพิ่มจํานวนพจนและ      
พารามิเตอรของการแปรผันในศักยทดลอง 
 
4.1  ลักษณะปญหาและการประมาณตัวกลางยังผลของ  Bruggeman 
 

พิจารณาสารประกอบไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงซึ่งเปนไปตามความสัมพันธ 
 

D = 
v

χ
2

E E
v v         (4.1) 

 
โดยที่   D

v       แทนการกระจัดทางไฟฟา (electric displacement) 
 E

v  แทนสนามไฟฟา (electric field) 
χ  แทนสภาพรับไวไดทางไฟฟาไมเชิงเสน (nonlinear electric susceptibility) หรือ

เ รียกอีกอยางว า  สัมประสิทธิ์ ความไม เชิ ง เสนของตัวกลาง  (nonlinear 
coefficient) 
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ถูกวางอยูในสนามไฟฟาสม่ําเสมอ โดยสารประกอบดังกลาวประกอบไปดวยไดอิเล็กทริก           
ไมเชิงเสนอยางแรงที่มีสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนเปน iχ  อัตราสวนเชิงปริมาตร iv  และ          
ไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงอีกชนิดหนึ่งที่มีสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนเปน mχ   อัตราสวน 
เชิงปริมาตร mv  = 1 – iv   โดยสวนประกอบทั้งสองตางฝงกระจายอยางสุมรวมกัน  และสารแต
ละชนิดมีสมบัติเปนเนื้อเดียวกันและไอโซโทรปก (homogeneous and isotropic medium)           
ดังรูปที่  4.1 

 
รูปที่  4.1   แสดงภาคตัดขวางของสารประกอบที่มีสวนประกอบ 2 ชนิดที่ตางกัน  
                (two – component composites) [18] 

 
ในการนิยามสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบเปน eχ  (effective nonlinear 
coefficient)  สารประกอบทั้งชิ้นถูกมองเปนเนื้อเดียวกันและถูกแทนดวยสัมประสิทธิ์ความไมเชิง
เสนยังผลเปน eχ  ดังรูปที่ 4.2  

รูปที่  4.2  แสดงการนิยามสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ 
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ในการแกปญหาตามแบบจําลองของ Bruggeman   พิจารณาสวนประกอบแตละชิ้นที่ประกอบ
รวมกันจนเปนสารประกอบดังรูปที่ 4.1 มีลักษณะเปนเสนใยยาวและประมาณใหมีลักษณะเปน
ทรงกระบอกยาวรัศมี a ซึ่งมีคานอยเมื่อเทียบกับรัศมีของชิ้นสารและมีสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสน
ของตัวกลางแตละชนิดเปน αχ (α  = i, m  ซึ่ง i และ m  แทนแตละชนิดของสวนประกอบของ 
สารประกอบ)   โดยที่แตละชิ้นของสวนประกอบไมไดฝงอยูในสิ่งแวดลอมจริง ๆ ของมัน  แตใหฝง
อยูในตัวกลางยังผลที่มีสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสน eχ  และมีปริมาตรใหญกวามาก ๆ โดย
สนามไฟฟาสม่ําเสมอถูกใหในแนวตั้งฉากกับแกนทรงกระบอกซึ่งมีความยาวมากเมื่อเทียบกับรัศมี 
a พอที่จะพิจารณาปญหาเปนแบบสองมิติดังรูปที่  4.3 

 
รูปที่  4.3  แสดงแบบจําลองของ Bruggeman ในการประมาณสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผล
ของสารประกอบ [18] 
 
จากรูปที่ 4.3 นี้เปนการพิจารณาปญหาทั้ง 2 กรณีไปพรอมกัน  เนื่องจากลักษณะการแกปญหา
ทางคณิตศาสตรเหมือนกัน  โดยกรณีที่ 1 ไดอิเล็กทริกทรงกระบอกไมเชิงเสนอยางแรง iχ  ฝง
กระจายอยูในตัวกลางยังผล eχ  และกรณีที่  2 ไดอิเล็กทริกทรงกระบอกไมเชิงเสนอยางแรง mχ  
ฝงอยูในตัวกลางยังผล eχ  และในการประมาณตัวกลางยังผล หรือ อี เอ็ม เอ  (effective medium 
approximation, EMA) ตามแบบจําลองของ Bruggeman จะใชเงื่อนไขที่แสดงความสอดคลองใน
ตัวมันเอง (self – consistency condition) โดยเงื่อนไขกลาววา “ คาเฉลี่ยเชิงปริมาตรของ
สนามไฟฟาเฉพาะที่ (local electric field) จะเทากับสนามไฟฟาที่ใหกับชิ้นสารนั้น ๆ “      ซึ่ง
เปนไปตามความสัมพันธ 
 

α 0E  = E
v v      (4.2) 
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เครื่องหมาย    แทนการเฉลี่ยเชิงปริมาตร  (volume average)       และ α  เปนดัชนีซึ่งแสดง
ตัวกลางแตละชนิด 
 
4.2  อี เอ็ม เอ แบบพื้นฐาน (simple EMA) 
 

ในการแกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตไดเลือกใชวิธีการแปรผันฟงกชันนอลพลังงานใน
การคํานวณหาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ โดยเริ่มตนจากสมการ    
ฟงกชันนอลพลังงานของระบบสารประกอบไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรง  จากสมการ (2.21) 
[6] 
 

[ ]
41W φ  =    φ    dv

4
∇∫
v

χ   (4.3) 
 
ในการประมาณตัวกลางยังผลแบบพื้นฐาน  หรือ อี เอ็ม เอ แบบพื้นฐาน (simple EMA) เร่ิมตน
จากการเลือกศักยทดลองแบบงายในแตละบริเวณของตัวกลาง   โดย ณ ที่นี้ศักยทดลองที่เลือกให
เปนผลเฉลยของสมการลาปลาซของกรณีปญหาตัวกลางเชิงเสนในระบบพิกัดทรงกระบอก  
เนื่องจากศักยทดลองที่เปนผลเฉลยของสมการลาปลาซสอดคลองกับเงื่อนไขขอบของปญหา (ดู
รายละเอียดการแกปญหาการแปรผันโดยวิธีตรงของริทซ  ในภาคผนวก  ก)  นั่นคือ 
 

α α 0φ (r,θ) = - c  E  r cos θ ,                  r < a  (4.4) 
2

e 0 α
aφ (r,θ) = - E  ( r - b  ) cos θ
r

,      r > a (4.5) 
 

โดย αφ  และ eφ แทนศักยทดลองของตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรง α  (α = i, m )χ

และตัวกลางไมเชิงเสนยังผล  eχ  ตามลําดับ  จากสมการ (4.4) และ (4.5) จะเห็นวามีพารามเิตอร
ของการแปรผัน 2 คาคือ αb  และ αc  ที่ผันคาไปเพื่อทําใหฟงกชันนอลพลังงานของระบบมีคาสุด
ขีด (extremum) และเพื่อสะดวกในการคํานวณ   ทําการลดพารามิเตอรโดยใชเงื่อนไขศักยไฟฟาที่
ผิวรอยตอระหวางตัวกลางทั้งสองตองตอเนื่องจากความสัมพันธ 
 

α eφ (r = a, θ) = φ (r = a, θ)    (4.6) 
 

ดังนั้นจากสมการ (4.6) จะได 
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α αc = 1 - b      (4.7) 
 
จากสมการ (4.3)  จะไดวา 
 

[ ]
α e

4 4

α α e e s
V V

1W φ  = [  φ  dv +   φ  dv ] + W
4

∇ ∇∫ ∫
v v

χ χ    (4.8) 

 
โดยพจน SW   คือพลังงานที่พื้นผิว (surface energy) ซึ่งถูกนําเขามาพิจารณาในการแกปญหา
ดวย  เนื่องจากในการอินทิเกรตคลอบคลุมปริมาตรที่ใหญมาก ๆ แตมีคาจํากัด (finite) และ    
เงื่อนไขขอบที่ศักยไมทําใหผลการอินทิเกรตของพจนพลังงานที่พื้นผิวเปนศูนย [27] ดงัไดกลาวใน
หัวขอ 3.4    
 
ทําการหาเกรเดียนทของศักยทดลองในแตละตัวกลางในสมการ (4.4) และ (4.5)  ซึ่งจะได 
 

α α 0
ˆˆφ  = - c E ( cos θ r - sin θ θ )∇

v      (4.9) 
2 2

e 0 α α2 2

a a ˆˆφ  = - E [ (1 b )cosθ r  - (1- b )sinθ θ ]
r r

∇ +
v   (4.10) 

 
นําสมการ (4.9) และ (4.10)  แทนลงในสมการ (4.8)   ดังนั้นจะได 
 

8 4
4 4 4 22 2

α 0 α α e α α6 2

2 42 2 2
α α s

1 1 a aW [φ] = E [ π a c ( b π 4b π πa
4 3 R R

1              4b πa b πa +πR )] W
3

+ − − −

+ + +

χ χ
  (4.11) 

 
เนื่องจากปริมาตรของตัวกลางไมเชิงเสนยังผลใหญกวาปริมาตรของไดอิเล็กทริกทรงกระบอกไม
เชิงเสนอยางแรง αχ  มาก ๆ  ( R >> a ) ดังนั้นจากสมการ (4.11) สามารถประมาณไดเปน 
 

4 4 2 42 2 2 2 2
0 α α e α α s

1 1W[φ]  E  [ πa c  + ( -πa 4b πa + b πa πR ) ]+ W
4 3

≅ + +χ χ  
 

         4 4 2 4
0 α α α α e α α e s

1 1  = E Ω [ v c  + v ( -1+4b + b ) + ] + W
4 3

χ χ χ   (4.12) 
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เมื่อ 2Ω = πR   โดยที่ 
2

α
πav  = 
Ω

แทนอัตราสวนเชิงปริมาตรของไดอิเล็กทริกทรงกระบอกไมเชิง 
เสนอยางแรง αχ  ที่ฝงในตัวกลางไมเชิงเสนยังผล eχ  
แทนพจนพลังงานที่พื้นผิว [6]  4

s 0 α e αW  = E Ω v bχ   ลงในสมการ (4.12)   จะได 
 

4 4 2 4
0 α α α α e α α α e

1 1  W[φ]= E Ω [ v c  + v ( -1+4b +4b + b ) + ]
4 3

χ χ χ   (4.13) 
  
กําจัดพารามิเตอร αc  โดยใชสมการ (4.7) แทนลงในสมการ (4.13) และหาคา αb  ที่ทําให 

ฟงกชันนอลพลังงานมีคาสุดขีด (extremum) ไดจากความสัมพันธ 
α

 W =  0
 b

∂
∂

  ซึ่งจะได 
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α α e α α
4 4(1 b ) (4 8b b ) =  0
3

χ χ− − + + +    (4.14)  
 

จัดรูปสมการ (4.14) ใหมจะได 
 

3 2
α α α α α α α(1 3y )b  - 9 y b 3(2 3y )b 3(1 y )  =  0+ + + + −   (4.15) 

 

โดย  α
α

e

y  = χ
χ

 

 
ทําการแกสมการ (4.15) เพื่อหารากจริงของ αb  ซึ่งจะเปนฟงกชันของ αy  จะได 
 

α
α α

α

3yb (y ) = 
1+3y

 

 

    
1/3

α
2 2 1/3

α α α α α α

2 (18+81y )

3(1+3y )(-81-891y -2430y +27(1+3y ) 41+384y +900y )
−  

 

   
2 2 1/3

α α α α α
1/3

α

(-81-891y -2430y +27(1+3y ) 41+384y +900y )
3 2 (1+3y )

+   (4.16) 
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ทําการหาสัมประสิทธความไมเชิงเสนยังผล eχ  จากเงื่อนไขที่แสดงความสอดคลองในตัวมันเอง 
 (self – consistency condition) ดังสมการ (4.2) จะไดวา 
 

(i) (m)
i x i x 0v E +(1-v ) E   =  E    (4.17) 

 
โดยเครื่องหมาย  แทนการเฉลี่ยเชิงปริมาตร  และดัชนี x แทนสวนประกอบในแนวแกน x ของ
สนามไฟฟา 
หมายเหตุ คาเฉลี่ยของสวนประกอบในแนวแกน y และ z ของสนามไฟฟาแตละบริเวณมีคา    

เปนศูนย 
 
โดยคาเฉลี่ยของสนามไฟฟาเฉพาะที่ (local electric field) ของตัวกลางไมเชิงเสนอยางแรงชนิดα  
สามารถหาไดจากสมการที่ (4.9)  ซึ่งจะได 
 

2π a
(α) (α)
x x2

0 0

1E   =   (E )  r dr dθ
πa ∫ ∫  

 
หรือ (α)

x α 0E   =  c  E    (4.18) 
 
แทนสมการ (4.18) และ (4.7) ลงในสมการ (4.17) จะได 
 

i i i i m mv  b (y ) + (1-v ) b (y )  =  0   (4.19)  
 
ทําการกําหนดตัวแปรใหม  โดยกําหนดให 
 

i i m
i

e m e

yy     = 
x

χ χ χ
χ χ χ

= =  

 

และ m
m

e

1y    
x

χ
χ

= =  

เมื่อ i

m

y  χ
χ

=  และ e

m

x  χ
χ

=  
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เพราะฉะนั้นจากสมการ (4.19) จะได 
 

i i i m
y 1v b ( ) (1-v )b ( )  =  0
x x

+   (4.20) 
 
เนื่องจากสมการที่ (4.20) เปนสมการไมเชิงเสน  ซึ่งไมสามารถแกสมการเพื่อหาสัมประสิทธิ์ความ
ไมเชิงเสนยังผลสัมพัทธ x e m/= χ χ  ที่แสดงผลในรูปของฟงกชันคณิตศาสตร (closed form)    
ดังนั้นการคํานวณเชิงตัวเลขจึงถูกนํามาใชในการแกปญหาโดย ณ ที่นี้เลือกใชโปรแกรมสําเร็จรูป  
Mathematica ชวยในการคํานวณ  ซึ่งในสวนของโปรแกรมแสดงอยูในภาคผนวก ค1 
 
 
4.3   อี เอ็ม เอ แบบปรับปรุง (improved EMA) 
 

จากการประมาณตัวกลางยังผลแบบพื้นฐาน หรือ อี เอ็ม เอ แบบพื้นฐาน (simple EMA)     
ดวยศักยทดลองแบบงายตามสมการ (4.4) และ(4.5) ซึ่งเปนผลเฉลยของสมการลาปลาซของกรณี
ปญหาตัวกลางเชิงเสนในระบบพิกัดทรงกระบอก   โดยศักยทดลองดังกลาวเปนผลเฉลยของ
ปญหาตัวกลางไมเชิงเสนอยางแรงที่คอนขางไมสมบูรณ  เพื่อใหการประมาณตัวกลางยังผลและ
ผลเฉลยของปญหาตัวกลางไมเชิงเสนอยางแรงมีความถูกตองและสมบูรณมากยิ่งขึ้น  จึงทําการ
เลือกศักยทดลองใหมโดยเพิ่มจํานวนพจนและพารามิเตอรของการแปรผันมากยิ่งขึ้นในฟงกชัน
ศักยทดลองเดิม   โดยการประมาณตัวกลางยังผลแบบปรับปรุง หรือ อี เอ็ม เอ แบบปรับปรุง               
(improved EMA) เร่ิมตนจากการเลือกศักยทดลองแบบปรับปรุงที่ไดจากการสังเกตผลเฉลยของ
ปญหาสารประกอบนําไฟฟาไมเชิงเสนอยางออน [4]    โดยศักยทดลองที่เลือกจะตองสอดคลอง
กับเงื่อนไขขอบ  นั่นคือ αφ (r,θ)  จะตองมีคาจํากัดเมื่อ r เขาใกลศูนย  และ eφ (r,θ)  มีคา 

0E  r cosθ  เมื่อ r เขาสูคาอนันต     นอกจากนั้น  ยังตองสอดคลองกับความสมมาตรของปญหา
ตามรูปที่ 4.3 นั่นคือ  เมื่อใหสนามไฟฟากับสารไดอิเล็กทริก ประจุโพลาไรซที่ผิว (surface 
polarized charge)  ที่เกิดขึ้น ณ คามุม θ = 0  และคามุม θ = π  จะตองมีคาของประจุโพลาไรซ
ที่มีขนาดเทากันและมีเครื่องหมายตรงกันขามกัน  ดังนั้นศักยทดลองใหมที่เลือกขึ้นมาจึงมีไดแต
เพียงเฉพาะพจน cos nθ  เมื่อ n เปนเลขคี่เทานั้น นั่นคือ 
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3 5 3 5
α α α α α α

α 0 11 13 15 31 33 352 4 2 4

r r r rφ (r,θ) =  E [(c r  + c  + c ) cosθ + (c r + c  + c ) cos3θ
a a a a

 

     
3 5

α α α
51 53 552 4

r r+ (c r + c  + c ) cos5θ]
a a

,    0 < r < a (4.21) 
 

2 4 6
α α α

e 0 11 13 153 5

a a aφ (r,θ) =  E [(r cosθ + (b  + b  + b ) cosθ 
r r r

 

     
2 4 6

α α α
31 33 353 5

a a a+ ( b  + b  + b ) cos3θ
r r r

 

   
2 4 6

α α α
51 53 553 5

a a a + (b  + b  + b ) cos5θ]
r r r

,      r > a  (4.22) 
 

โดย αφ  และ eφ  แทนศักยทดลองของตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรง αχ  (α = i, m)

และของตัวกลางไมเชิงเสนยังผล  eχ  ตามลําดับ 
จากสมการ (4.21) และ (4.22) จะเห็นวามีพารามิเตอรของการแปรผัน 18 คา คือ 
α α α α α
11 13 15 53 55c , c , c ,...,b , b  โดยการผันคาพารามิเตอรเหลานั้นไปเพื่อทําใหฟงกชันนอลพลังงาน

ของระบบตามสมการ (4.8) มีคาสุดขีด (extremum) และเพื่อใหงายขึ้นในการคํานวณ  ทําการลด
พารามิเตอรโดยใชเงื่อนไขศักยไฟฟาที่ผิวรอยตอระหวางตัวกลางตองตอเนื่องตามความสัมพันธ 
(4.6) จะได 

α α α α α α
11 13 15 11 13 15c + c + c   =  1 + b + b + b     (4.23) 
α α α α α α
31 33 35 31 33 35c + c + c   =  b + b + b     (4.24) 
α α α α α α
51 53 55 51 53 55c + c + c   =  b + b + b     (4.25) 

 
ทําการหาเกรเดียนทของศักยทดลองในแตละตัวกลางในสมการ (4.21) และ (4.22)   ซึ่งจะได 

2 4 2 4
α α α α α α

α α 0 11 13 15 31 33 352 4 2 4

r r r rˆE φ E [ r{(c + 3c + 5c ) cosθ + (c +3c +5c ) cos3θ
a a a a

= ∇ =
v v  

                     
2 4 3 5

α α α α α α
51 53 55 11 13 152 4 2 4

ˆr r θ r r+ (c + 3c + 5c ) cos5θ} +  {(c r + c + c )(-sinθ)
a a r a a

 

                   
3 5 3 5

α α α α α α
31 33 35 51 53 552 4 2 4

r r r r+ (c r + c + c )(-3sin3θ) + (c r + c + c )(-5sin5θ)}]
a a a a

 
(4.26) 

2 4 6
α α α

e e 0 11 13 152 4 6

a a aˆE φ E [ r{1- b  - 3b - 5b ) cosθ
r r r

= ∇ =
v v  

   
2 4 6 2 4 6

α α α α α α
31 33 35 51 53 552 4 6 2 4 6

a a a a a a+(-b - 3b - 5b ) cos3θ + (-b - 3b - 5b ) cos5θ}
r r r r r r
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2 4 6

α α α
11 13 153 5

θ̂ a a a+ {(r + b  + b  + b )(- sinθ)
r r r r

 

   
2 4 6

α α α
31 33 353 5

a a a+ ( b  + b  + b ) (-3sin3θ)
r r r

 

   
2 4 6

α α α
51 53 553 5

a a a+ (b  + b  + b ) (-5sin5θ)}]
r r r

    (4.27) 
 

นําสมการ (4.26) กับ (4.27) และพจนพลังงานที่พื้นผิว [6]    4 α
s 0 α e 11W = -E Ω v χ b       แทนลง

ในสมการ (4.8) จะได 
 

4 α α 2 α 4
α 0 e α e 11 11 11

1W [φ] = E Ω [ χ + v χ {-1 - 4b + 4(b ) + (b )  +...}
3

   

   α 4 α 3 α α 2 α 2
α α 11 11 13 11 13

28+ v χ {(c )  + 4(c ) c  + (c ) (c )  +...}]
3

  (4.28) 
 

เมื่อ 
2

2
α

πaΩ = πR , v  = 
Ω

 โดยที่ αv  แทนอัตราสวนเชิงปริมาตรของไดอิเล็กทริกทรงกระบอก
ไมเชิงเสนอยางแรงชนิด αχ  ที่ฝงในตัวกลางไมเชิงเสนยังผล eχ  
จัดรูปสมการ (4.28) ใหมจะได 
 

4 α α 2 α 4
α 0 α α α α 11 11 11

1W [φ] = E Ω  [ y + v  y {-1 - 4b + 4(b ) + (b )  +...}
3

′ ′χ  

                α 4 α 3 α α 2 α 2
α 11 11 13 11 13

28+ v  {(c )  + 4(c ) c  + (c ) (c )  +...}]
3

   (4.29)  

โดย  e
α

α

y′ =
χ
χ

 

 
เพื่อใหสะดวกในการคํานวณมากยิ่งขึ้น   ทําการกําจัดพารามิเตอร    α α

11 31c  , c  และ α
51c      โดยใช 

สมการ (4.23) – (4.25)     ดังนั้นจากสมการ (4.30) จะทําใหไดฟงกชันนอลพลังงานที่ขึ้นกับ   
พารามิเตอรของการแปรผัน  α α α α α α α α α α α α α α

11 13 15 31 33 35 51 53 55 13 15 33 35 53b , b , b , b , b , b , b , b , b , c , c , c , c , c  
และ α

55c  ทําการหาพารามิเตอรของการแปรผันที่ทําใหฟงกชันนอลพลังงงานมีคาสุดขีด           
(extremum) ไดจากการหาอนุพันธของฟงกชันนอลพลังงานเทียบกับพารามิเตอรเหลานั้น 
 

α α α α
11 13 15 53

 W  W  W  W =  0 ,  =  0 ,  =  0 ,...,  =  0
 b  b  b  c

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

 และ α
55

 W =  0
 c

∂
∂

 (4.30) 
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ดังนั้นจากสมการ (4.30) เราจะไดสมการคูควบ (couple equation) 15 สมการที่จะตองแกสําหรับ
ตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงชนิด α ( α = i,m)  โดยพารามิเตอร α α α

11 13 53b ,b ,...,c  และ 
α
55c  ที่ไดจากการแกสมการคูควบตามสมการ (4.30) จะเปนฟงกชันของ α e αy /′ = χ χ    แต

เนื่องจากสมการคูควบเหลานี้เปนสมการไมเชิงเสนที่มีความซับซอนมาก  ซึ่งไมสามารถแกสมการ
เพื่อหาพารามิเตอรที่แสดงผลในรูปของฟงกชันคณิตศาสตร (closed form) ของ αy′ ได 
จาก α e αy /  (α=i,m)′ = χ χ  ทําการกําหนดตัวแปรใหม  จะไดวา 
 

e e m
i

i m i

xy
y

′ = = =
χ χ χ
χ χ χ

 

e
m

m

y x′ = =
χ
χ

 

โดย i

m

y χ
χ

=  และ  e

m

x χ
χ

=  

 
ดังนั้นจากสมการ (4.30) เราจะได 30 สมการคูควบ  ในที่นี้จะทําการคํานวณเชิงตัวเลขโดย

กําหนดคา y i

m

=
χ
χ

 แลวหาคา x e

m

=
χ
χ

    เนื่องจากเรามี 30 สมการคูควบ แตมี 31 ตัวแปร คือ 
α α α α
11 13 53 55b , b ,..., c , c  และ x (α = i, m)  เพราะฉะนั้นเราจะใชเงื่อนไขที่แสดงความสอดคลองใน

ตัวมันเอง (self – consistency condition) จากสมการ (4.2) มาชวยลดตัวแปร  โดยทําการหา
คาเฉลี่ยเชิงปริมาตรของสนามไฟฟาเฉพาะที่ (local electric field) ของตัวกลางไดอิเล็กทริก           
ไมเชิงเสนอยางชนิด α  นั่นคือ 
 

2π a
(α) (α)
x x2

0 0

1E   =   (E )  r dr dθ
πa ∫ ∫  

ซึ่งจะได 
 

(α) α α α
x 11 13 15 0E  =  (c + c + c ) E    (4.31) 

 
หมายเหตุ คาเฉลี่ยของสวนประกอบในแนวแกน y และ z ของสนามไฟฟาแตละบริเวณมีคา

เปนศูนย 
 
นําสมการ (4.31) แทนลงในสมการ (4.17) จะได 
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i i i m m m
i 11 13 15 i 11 13 15v (c + c + c ) + (1-v )(c + c + c )  =  1  (4.32) 

 
นําสมการ (4.23) แทนลงในสมการ (4.32)   จะได 

 
i i i m m m

i 11 13 15 i 11 13 15v (1+ b + b + b ) + (1-v )(1+ b + b + b )  =  1  (4.33) 
 
ดังนั้นจากสมการ (4.30) และ (4.33)    เรามีสมการคูควบ 31 สมการ 31 ตัวแปร  ซึ่ง

สามารถแกปญหาโดยวิธีการคํานวณเชิงตัวเลขได  โดย ณ ที่นี้ เลือกใชโปรแกรมสําเร็จรูป 
Mathematica ชวยในการคํานวณ  ซึ่งในสวนของโปรแกรมแสดงอยูในภาคผนวก  ค2  
 
4.4  สรุปและวิเคราะหผลการคํานวณสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ 
 
 ในหัวขอนี้  เปนการแสดงผลการคํานวณสัมประสิทธิ์ความไม เชิงเสนยังผลของ             
สารประกอบไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรง  โดยวิธีการประมาณตัวกลางยังผลแบบพื้นฐาน  หรือ    
อี เอ็ม เอ แบบพื้นฐาน (simple EMA) ดวยศักยทดลองแบบงาย  และการประมาณตัวกลางยังผล
แบบปรับปรุง  หรือ อี เอ็ม เอ แบบปรับปรุง (improved EMA) ดวยศักยทดลองที่ไดรับการปรับปรุง
โดยการเพิ่มจํานวนพจนและพารามิเตอรของการแปรผัน  โดยใชโปรแกรม Mathematica ชวยใน
การคํานวณ 
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รูปที่  4.4  แสดงคา e m/χ χ กับอัตราสวนเชิงปริมาตร iv  ของวิธีการประมาณตัวกลางยังผลแบบ
พื้นฐาน ( ⎯ ) และผลการจําลองโดยวิธีเชิงตัวเลข ( υ ) เมื่ออัตราสวนระหวางคาสัมประสิทธิ์

ความไมเชิงเสนของสวนประกอบทั้งสองของสารประกอบ i

m

= 0.5, 0.1, 0.01χ
χ

และ 0.001   

โดยลําดับจากเสนบนสุดไปหาเสนลางสุดตามลําดับ 
 
จากรูปที่ 4.4  จะเห็นไดวา  สัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลสัมพัทธ e mx /χ χ=  ที่ไดจากการ
คํานวณโดยวิธีการประมาณตัวกลางยังผลแบบพื้นฐาน (simple EMA) ใหผลสอดคลองอยางดี
เยี่ยมกับผลการจําลองโดยวิธีเชิงตัวเลข (numerical simulation) [19,20] ทุก ๆ คาอัตราสวนเชิง
ปริมาตร iv  เมื่อสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนของสวนประกอบทั้งสองของสารประกอบมีคา

แตกตางกันไมมาก ( i

m

y = 0.1≥
χ
χ

) ในขณะที่สัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลสัมพัทธ 

e mx /χ χ=  ที่ไดจากการคํานวณโดยวิธีการประมาณตัวกลางยังผลแบบพื้นฐานใหผลที่
สอดคลองกับผลการจําลองโดยวิธีเชิงตัวเลขเมื่อสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนของสวนประกอบทั้ง

สองของสารประกอบมีคาแตกตางกันมาก ( i

m

y = 0.01≤
χ
χ

)  
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รูปที่  4.5  (a), (b) และ (c)   แสดงคา e m/χ χ กับอัตราสวนเชิงปริมาตร iv  ของวิธีการประมาณ
ตัวกลางยังผลแบบพื้นฐาน  หรือ อี เอ็ม เอ แบบพื้นฐาน ( - - - )  การประมาณตัวกลางยังผลแบบ
ปรับปรุง หรือ อี เอ็ม เอ แบบปรับปรุง ( ⎯ ) และผลการจําลองโดยวิธีเชิงตัวเลข (υ) เมื่อ
อัตราสวนระหวางคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนของสวนประกอบทั้งสองของสารประกอบในรูป                  
( a ) i m/ 0.1χ χ = , ( b ) i m/ 0.01χ χ =  , ( c ) i m/ 0.001χ χ =  
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รูปที่  4.5  แสดงใหเห็นวาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลสัมพัทธ e mx /χ χ=  ที่ไดจากการ
คํานวณโดยวิธีการประมาณตัวกลางยังผลแบบปรับปรุง (improved EMA) ใหผลที่ดีกวาการ
คํานวณโดยวิธีการประมาณตัวกลางยังผลแบบพื้นฐาน (simple EMA) เมื่อถูกนําไปเปรียบเทียบ
กับผลการจําลองโดยวิธีเชิงตัวเลข (numerical simulation)  โดยเฉพาะเมื่อคาสัมประสิทธิ์ความไม

เชิงเสนของสวนประกอบทั้งสองของสารประกอบมีคาแตกตางกันมาก i

m

= 0.01,χ
χ

0.001         

 
                                    

ผลการทดลอง ของเหลว 
(3) (3)
glass fluid/χ χ  (3) (3)

eff fluid/χ χ  
ผลการคํานวณเชิงทฤษฎ ี

(3) (3)
eff fluid/χ χ  

เมทานอล 0.62 0.80 0.750 
คารบอนเตตระคลอไรด 0.32 0.51 0.51 
คารบอนไดซัลไฟด 0.00 0.25 0.231 
ไดไอโอโดมีเทน 0.03 0.20 0.222 

 
ตารางที่  4.1  แสดงการเปรียบเทียบคาสภาพรับไวไดไมเชิงเสนอันดับที่สาม (third – order 
nonlinear susceptibility , (3)χ ) ของสารประกอบเชิงแสงไมเชิงเสน (nonlinear optical 
composite materials)  ระหวางผลการทดลอง และผลการคํานวณเชิงทฤษฎีตามแนวคิดของ 
Bruggeman [21] 
 
 
 เนื่องจากสารประกอบเชิงแสง  (optical composite materials)    จัดวาเปนสารประกอบ
ไดอิเล็กทริกชนิดหนึ่ง  และมีผูทําการทดลองในทางทัศนศาสตรไดนําการประมาณตัวกลางยังผล
ตามแบบจําลองของ Bruggeman ไปทํานายคาสภาพรับไวไดไมเชิงเสนอันดับที่สาม (third – 
order nonlinear susceptibility , (3)χ ) ของสารประกอบแกวพรุนเชิงแสงไมเชิงเสน [21] 
(nonlinear optical porous – glass – based composite materials)      ซึ่งสารประกอบดังกลาว
ถูกเตรียมโดยการนํา  Corning Vycor glass  ซึ่งเปนแกวพรุนที่มีชองวางประมาณ 28 เปอรเซนต
ของปริมาตร  และมีเสนผานศูนยกลางของรูโดยประมาณ 4 นาโนเมตร  มาทําความสะอาดโดย
การนําลงไปแชในสารละลายไฮโดรเจนเปอรออกไซดที่มีความเขมขน 30 เปอรเซ็นต  และใหความ
รอนกับแกวประมาณ 100 องศาเซลเซียส   หลังจากนั้น Vycor glass ถูกนําไปลางดวยน้ําที่ถูกทํา
ใหไมมีไอออน (deionized water)  และถูกนําไปอบใหแหงภายใตอุณหภูมิหอง     อุณหภูมิของ
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เตาอบจะถูกเพิ่มอยางชา ๆ จากอุณหภูมิหองไปจนถึง 100 องศาเซลเซียส  ดวยอัตรา 1          
องศาเซลเซียส ตอ 1 นาที  เพื่อทําใหน้ําออกจากแกวโดยปราศจากทําใหแกวเสียหาย   หลังจาก
นั้นสารตัวอยาง (sample) จะถูกอบ ณ อุณหภูมินี้เปนเวลา 1 ชั่วโมง  และอุณหภูมิจะถูกเพิม่ไปถกู
ไปสู 300  องศาเซลเซียสทันที  และแกวจะถูกอบ ณ อุณหภูมินี้เปนเวลา 2 – 3 ชั่วโมง หลังจากนั้น
ส่ิงตัวอยางจะถูกทําใหเย็นและถูกนําลงไปจุมในของเหลวไมเชิงเสน (nonlinear fluid) ทันทีเพื่อ
หลีกเลี่ยงการปนเปอนจากสิ่งอ่ืน โดยแกวจะดูดของเหลวอยางรวดเร็วและจะอิ่มตัวอยางสมบูรณ
ภายในหลายนาทีหลังจากการจุม  โดยปริมาตรของรูพรุนในแกวถูกแทนที่ดวยปริมาตรของ
ของเหลว 
 จากตารางที่ 4.1 เปนการวัดคาสภาพรับไวไดไมเชิงเสนอันดับที่สาม ( (3)

effχ ) ของ         
สารประกอบแกวพรุนเชิงแสงไมเชิงเสนที่ตางชนิดกัน  โดยสารประกอบแกวพรุนเชิงแสงไมเชิงเสน
ที่ตางชนิดกัน  ถูกเตรียมโดยการเปลี่ยนชนิดของของเหลวดังแสดงในคอลัมนที่สอง  และผลของ
การวัดคา (3)

effχ  ถูกแสดงในคอลัมนที่สาม  จะเห็นไดวาผลการทํานายคาสภาพรับไวไดไมเชิงเสน
อันดับสาม (3)

effχ  ของสารประกอบในเชิงทฤษฎีตามแบบจําลองของ Bruggeman ใหผลที่
สอดคลองอยางดีและใกลเคียงกับผลการทดลอง  ซึ่งผลเหลานี้มีสวนสําคัญในการยืนยันวาการ
ประมาณตัวกลางยังผลตามแบบจําลองของ Bruggeman เปนไปไดที่จะทํานายการสราง         
สารประกอบเชิงแสงไมเชิงเสนที่มีการตอบสนองไมเชิงเสนเพิ่มมากยิ่งขึ้นโดยการลือก             
สวนประกอบที่เหมาะสม ซึ่งถูกนํามาใชในการสรางสารประกอบเชิงแสงที่เปนประโยชนตอการ
ปรับปรุงการทํางานของอุปกรณโฟโตนิก (photonic device) 
 



บทที่  5 
 

ทฤษฎีตัวกลางยังผลของสารประกอบไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรง 
 

ในบทนี้เปนงานวิจัยของวิทยานิพนธเร่ืองนี้ที่ไดขยายงานวิจัยของ Lee และ Yu [10,11] 
ดังไดกลาวในรายละเอียดไวในบทที่ 4 ใหมีความสมบูรณมากยิ่งขึ้น  โดยเนื้อหาในบทนี้เปน
การศึกษาสารประกอบไดอิเล็กทริกทรงกระบอกไมเชิงเสนอยางแรงที่มีคาสัดสวนเชิงปริมาตรของ  
สวนประกอบเปนคาใด ๆ  โดยใชทฤษฎีตัวกลางยังผล  หรือ อี เอ็ม ที (effective medium theory, 
EMT)  ตามแบบจําลองของ Hashin [15]  ซึ่งไดกลาวในรายละเอียดในบทที่  3  แกปญหา   โดย
ในการคํานวณคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบตามแบบจําลองของ 
Bruggeman   ซึ่งไดกลาวในรายละเอียดในบทที่  4  เปนกรณีพิเศษกรณีหนึ่งของการคํานวณคา
สัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบตามแบบจําลองของ Hashin คือ กรณีที่ 
c  = 1′  จึงทําใหผลการคํานวณคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบตาม
แบบจําลอง Hashin ที่ได คลอบคลุมกรณีที่คํานวณโดยใชแบบจําลองของ Bruggeman แกปญหา  
และจากผลการคํานวณทําใหไดขอบเขตบนและขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสน 
ยังผลของสารประกอบ โดยในการคํานวณเลือกใชวิธีการแปรผันฟงกชันนอลพลังงาน พรอมทั้ง    
ปรับปรุงผลการคํานวณใหมีความถูกตองมากยิ่งขึ้นดวยการเพิ่มจํานวนพจนและพารามิเตอรของ
การแปรผันในศักยทดลอง 
 
5.1 ลักษณะปญหาและแบบจําลองของ Hashin 
 
 พิจารณาสารประกอบไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรง  ซึ่งเปนไปตามความสัมพันธ 
 
    2

D E E=
v v v

χ      (5.1) 
 
 โดย    Dv      แทนการกระจัดทางไฟฟา (electric displacement) 
           Ev      แทนสนามไฟฟา (electric field) 
                     χ     แทนสภาพรับไวไดทางไฟฟาไมเชิงเสน (nonlinear electric susceptibility)     

หรือ เรียกวา สัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนของตัวกลาง (nonlinear 
coefficient)           
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ถูกวางอยูในสนามไฟฟาสม่ําเสมอ   โดยสารประกอบดังกลาวประกอบไปดวยสารฝงกระจาย   
เสนใยไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงยาวมาก  ซึ่งประมาณใหมีลักษณะทรงกระบอกยาวที่มีคา
สัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนเปน iχ  และอัตราสวนเชิงปริมาตรเปน iv  ฝงตัวกระจายอยางสุมใน
ตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงอีกชนิดหนึ่งที่มีสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนเปน mχ  และ
อัตราสวนเชิงปริมาตรเปน m iv  1 v= −  โดยที่ตัวกลางแตละชนิดมีสมบัติเปนเนื้อเดียวกันและ  
ไอโซโทรปก (homogeneous and isotropic medium)  ดังรูปที่  5.1  

รูปที่  5.1 แสดงภาคตัดขวางของสารฝงกระจายเสนใยไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนเปน iχ  ฝง
กระจายในตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอีกชนิดหนึ่งเปน mχ  

 
 ในการคํานวณสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบโดยใชทฤษฎีตัวกลาง 
ยังผล  หรือ อี เอ็ม ที (effective medium theory, EMT)  ตามแบบจําลองของ Hashin [15] ดังได
กลาวไวในบทที่  3   สารฝงกระจายเสนใยไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนเปน iχ  ยาวมาก  รัศมี a  ถูกมอง
วาถูกลอมรอบดวยชั้นของตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอีกชนิดหนึ่งเปน mχ  รัศมี b   โดยสารฝง
กระจายเสนใยแตละเสนที่ถูกลอมรอบดวยชั้นของตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนที่ตางชนิดกัน
พิจารณาวาเปนเซลล ๆ หนึ่ง   ซึ่งสัดสวนเชิงปริมาตรของสารฝงกระจายเสนใยตอเซลล 

2 2(c  = a /b )′  มีคาเทากันสําหรับทุก ๆ เซลล  และในการนิยามสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผล
ของสารประกอบนั้น  เซลลตัวแทนอันหนึ่ง (representative cell)  จะถูกนํามาพิจารณา  และเซลล  
อ่ืน ๆ ที่ลอมรอบเซลลตัวแทนจะถูกแทนที่ดวยตัวกลางที่เสมือนเปนเนื้อเดียวกัน (homogeneous 
medium) ที่มีสัมประสิทธ์ิความไมเชิงเสนของตัวกลางเปน eχ  และมีปริมาตรใหญกวาเซลล     
ตัวแทนมาก ๆ  โดยสนามไฟฟาสม่ําเสมอถูกใหในแนวตั้งฉากกับแกนของสารฝงกระจายรูป     
ทรงกระบอกยาวมาก (เมื่อเทียบกับรัศมีของสารฝงกระจาย) พอที่จะพิจารณาปญหาเปนแบบสอง
มิติดังรูปที่  5.2  โดยสําหรับคา eχ  เปนปริมาณที่ยังไมทราบคาและถูกกําหนดใหมีความสัมพันธ
ดังนี้ 
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ecell
E   =    E
v v     (5.2) 

 
โดยเครื่องหมาย  แทนการเฉลี่ยเชิงปริมาตร (volume average) 

 
 
รูปที่  5.2  แสดงแบบจําลองของ Hashin ของสารฝงกระจายเสนใยไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนเปน iχ

ฝงกระจายในตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอีกชนิดหนึ่งเปน mχ  
 
เนื่องจากคา c′  ถูกจํากัดอยูในชวง c c 1′≤ ≤  (ดูคําอธิบายในหัวขอที่  3.2)   โดยที่ c   คือคา  
สัดสวนเชิงปริมาตรของสารฝงกระจายเสนใยทั้งหมดที่ฝงกระจายในชิ้นสารประกอบ    ซึ่งกรณีคา 
c  = 1′  เปนการคํานวณคา eχ  ตามแบบจําลองของ Bruggeman โดยการคํานวณดังกลาว
เรียกวา อี เอ็ม เอ (effective medium approximation, EMA) ดังไดกลาวในรายละเอียดในบทที่  
4  สําหรับบทนี้เปนการคํานวณหาคา eχ  ในกรณีที่ c′  เทากับคาสัดสวนเชิงปริมาตรของสาร        
ฝงกระจายเสนใยทั้งหมดที่ฝงกระจายในชิ้นสารประกอบ 
 
5.2  อี เอ็ม ที แบบพื้นฐาน (Simple EMT) 
 
 ในการคํานวณหาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบดวยศักยทดลองแบบ
งาย  หรือ อี เอ็ม ที แบบพื้นฐาน (simple EMT)    วิธีการแปรผันฟงกชันนอลพลังงานถูกเลือก
นํามาใชในการแกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิต  โดยเริ่มตนจากสมการฟงกชันนอลพลังงานของ
ระบบสารประกอบไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรง  ซึ่งเปนไปตามสมการ (4.3) [6]  โดยเริ่มตนการ
แกปญหาดวยการเลือกศักยทดลองแบบงายในแตละบริเวณของตัวกลาง  โดย ณ ที่นี้ ศักยทดลอง
ที่เลือกมีลักษณะพื้นฐานรูปแบบคณิตศาสตรของผลเฉลยเหมือนกับผลเฉลยของสมการลาปลาซ
ของกรณีปญหาตัวกลางเชิงเสนในระบบพิกัดทรงกระบอก เนื่องจากรูปแบบศักยทดลองดังกลาว
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สอดคลองกับเงื่อนไขขอบของปญหา(ดูรายละเอียดการแกปญหาการแปรผันโดยวิธีตรงของริทซ  
ในภาคผนวก  ก)  นั่นคือ 
 

i 0φ (r,θ)  =  - c E r cosθ ,    0 < r < a  (5.3) 
2

m 0
aφ (r,θ)  =  - E (f r - g ) cosθ
r

,    a < r < b  (5.4) 
2

e 0
bφ (r,θ)  =  - E (r - d ) cosθ
r

,        r > b  (5.5) 
 

โดย i mφ ,   φ  และ eφ  แทนศักยทดลองของเสนใยทรงกระบอกไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน iχ         
ตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน mχ  ที่ลอมรอบทรงกระบอก  และตัวกลางไมเชิงเสนยังผล eχ  
ตามลําดับ    จากสมการ (5.3) – (5.5)  จะเห็นวามีพารามิเตอรของการแปรผัน 4 คา คือ c, f, g 
และ d  ที่ผันคาไปเพื่อทําใหฟงกชันนอลพลังงานของระบบมีคาสุดขีด (extremum)  และเพื่อ
สะดวกในการคํานวณ  ทําการลดพารามิเตอรโดยใชเงื่อนไขศักยไฟฟาที่ผิวรอยตอระหวางตัวกลาง
ทั้งสองตองตอเนื่อง  จากความสัมพันธ 
 

i mφ ( r=a , θ)    =    φ ( r=a , θ)    (5.6) 
 

m eφ ( r=b , θ )    =    φ ( r=b , θ)     (5.7) 
 
ดังนั้นจากสมการ (5.6) และ (5.7) จะได 
 

c  =  f - g      (5.8) 
 

d  =  1 - f  + g c′     (5.9) 

โดยที่ 
2

2

ac  = 
b

′  
จากสมการ (4.3)  จะไดวา 
 

i m e

4 4 4

i i m m e e s
v v v

1W[φ]   [ φ dv  φ dv  φ dv]  W
4

= ∇ + ∇ + ∇ +∫ ∫ ∫
v v v

χ χ χ  

(5.10) 
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โดยพจน s W   คือพลังงานที่พื้นผิว (surface energy) ซึ่งถูกนําเขามาพิจารณาในการแกปญหา
ดวยดังที่อธิบายไวในหัวขอที่  4.2  
 
ทําการหาเกรเดียนทของศักยทดลองในแตละตัวกลางในสมการ (5.3) – (5.5)  ซึ่งได 
 

i 0
ˆˆφ c E [cosθ r - sinθ θ]∇ = −

v     (5.11) 
2 2

m 0 2 2

a a ˆˆφ = - E  [(f+g ) cosθ r - (f-g ) sinθ θ]
r r

∇
v   (5.12) 

2 2

e 0 2 2

b b ˆˆφ = - E [(1+d ) cosθ r - (1- d ) sinθ θ]
r r

∇
v   (5.13) 

 
นําสมการ (5.11) – (5.13)  แทนลงในสมการ (5.10)  ดังนั้นไดเปน 
 

4 8
4 4 2 4 2 2 2 2 2 2 4 4 2

0 m 2 6

1 πa 1 πa 1 W[φ] = E  [ χ ( -f πa + f πb - 4f g + 4f g πa - g + g πa )
4 b 3 b 3

     
8 4

4 2 2 2 2 4 2 2 4 2
e i s6 2

1 πb πb 1+ χ (- d - 4d - πb  + 4d πb  + d πb +πR ) + χ c πa  + W
3 R R 3

 
 (5.14) 

เนื่องจากปริมาตรของตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนยังผลใหญกวาปริมาตรของเซลลทรงกระบอก
ตัวแทนมาก ๆ ( R  >> b )     ดังนั้นจากสมการ (5.14)  สามารถประมาณไดเปน 
 

2 2 6
4 4 2 4 2 2 2 2 2 2 2 4 2

0 m 2 2 6

1 b a 1 a W[φ]  E  [ χ ( -f πa + f πa - 4f g πa + 4f g πa - g πa
4 a b 3 b

     

≅   

                             4 21+ g πa )
3

2 2 2
2 2 2 4 2 2

e 2 2 2

b b 1 b+ χ (- πa  + 4d πa  + d πa +πR )
a a 3 a

 
               

                 4 2
i s+ χ c πa  ] + W    

 
4

4 4 4 2 2 2 2 4 3 4
0 i m

1 f 1 1= E  [p χ c  + p χ ( -f + - 4f g c + 4f g - g (c ) g )
4 c 3 3

     

′ ′Ω +
′  

                 
2 4

e e s
1 4d 1 d+  pχ (-  +  + ) + ] + W
c c 3 c′ ′ ′

χ   (5.15)   



 54

เมื่อ 2 = π RΩ , 
2

2

ac  =
b

′  และ  
2

2

ap = 
R

 

แทนพจนพลังงานที่พื้นผิว [6]  
2

4
s 0 e 2

b W E  p  d
a

= Ω χ   ลงในสมการ (5.15)  จะได 
 

4
4 4 4 2 2 2 2 4 3 4

s 0 i m
1 f 1 1W   =   E  [p χ c  + p χ ( -f + - 4f g c + 4f g - g (c ) g )
4 c 3 3

     

′ ′Ω +
′   

                            
2 4

e e
1 4d 4d 1 d+  pχ (-  +  +  + ) + ] 
c c c 3 c′ ′ ′ ′

χ        (5.16) 
 
กําจัดพารามิเตอร c และ d  โดยใชสมการ (5.8) และ (5.9)  แทนลงในสมการ (5.16)  และหา
คาพารามิเตอร  f และ g  ที่ทําใหฟงกชันนอลพลังงานมีคาสุดขีด (extremum) ไดจาก

ความสัมพันธ  W 0
 f

∂
=

∂
  และ  W 0

 g
∂

=
∂

   ซึ่งจะได 

 
3

3 2 2 3 3 2 2 W 4fy ( 4 f -12 f g + 12 f g - 4 g ) + (- 4 f + 8 f g + - 8 f g  c  )
 f c

∂ ′=
′∂

 

                  
2 3

2 240 12f 4f 4f+ x (-12 g + 8 f g - 4 f g -  +  - + - 4 g c
3c c c 3c

′
′ ′ ′ ′

 

                  2 3 24+ 4f g  c  - g (c )  )  =  0 
3

′ ′      (5.17) 
 

3
3 2 2 3 2 2 3 3 W 4 g 4y( - 4 f + 12 f g - 12 f g + 4 g  ) + ( 8 f g + - 8 f g c  - g (c ) )

 g 3 3
∂ ′ ′=
∂

 

             
3

2 2 2 240 4f+ x (  - 12 f + 4 f - + 12 g c  - 8 f g c  + 4 f g c  + 4 g  (c )
3 3

′ ′ ′ ′  

              2 2 3 34- 4 f g (c ) + g (c ) )  =  0
3

′ ′      (5.18) 
 

เมื่อ e

m

x = χ
χ

  และ  i

m

y = χ
χ

 

 
เนื่องจากสมการ (5.17) และ (5.18) เปนสมการไมเชิงเสน  จึงไมสามารถแกสมการเพื่อหา f และ 
g  ที่แสดงผลในรูปของฟงกชันคณิตศาสตร (closed form)   ดังนั้นการคํานวณเชิงตัวเลขจึงถูก
นํามาใชในการแกปญหา  โดยทําการกําหนดคา y  และ c′   (x เปนตัวแปรที่ไมทราบคา)  ซึ่งจะ
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พบวาเมื่อกําหนดคา y  และ c′   จะเหลือตัวแปรสามตัว  คือ  f, g  และ x  แตเนื่องจากเรามีสอง   
สมการคูควบ  เพราะฉะนั้นเราจะใชเงื่อนไขที่แสดงความสอดคลองในตัวมันเอง (self – 
consistency condition) ดังสมการ (5.2) มาชวยกําจัดตัวแปร  ซึ่งจะไดวา 
 

(e) (i) (m)
x i x m xE   =  v  E  + v  E    (5.19) 

 
โดยเครื่องหมาย  แทนการเฉลี่ยเชิงปริมาตร  และดัชนีลาง  x  แทนสวนประกอบในแนวแกน x 
ของสนามไฟฟา 
 
หมายเหตุ   คาเฉลี่ยของสวนประกอบในแนวแกน y และ z ของสนามไฟฟาแตละบริเวณมีคาเปน     

ศูนย 
 
ทําการหา (i)

xE , (m)
xE และ (e)

xE   ไดจากสมการ (5.11) - (5.13) ซึ่งได 
 

(i)
x 0E   =  c E     (5.20) 

 
(m)
x 0E   =  f E     (5.21) 

 
(e)
x 0E   =   E      (5.22) 

 
แทนสมการ (5.8) และ (5.20) - (5.22)  ลงในสมการ (5.19)  ซึ่งไดเปน 
 

if  = 1 + v g      (5.23) 
 

เพราะฉะนั้น  เมื่อแทนสมการ (5.23) ลงในสมการ (5.17) และ (5.18) จะทําใหไดสมการคูควบ 2 
สมการ 2 ตัวแปร ซึ่งสามารถแกปญหาโดยวิธีการคํานวณเชิงตัวเลขได  โดยในการคํานวณ  ได
กําหนดคา c′  เทากับคาสัดสวนเชิงปริมาตรของสารฝงกระจายเสนใยไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน iχ  ที่
ฝงกระจายอยางสุมในชิ้นสารประกอบ  หรือ ic  = v′  ซึ่งโปรแกรมการคํานวณเชิงตัวเลขแสดงอยู
ในภาคผนวก ง1 
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 สําหรับกรณีตรงขามกับที่กลาวมาแลวในรูปที่ 5.1 นั่นคือ ใหสารประกอบดังกลาว
ประกอบไปดวยสารฝงกระจายเสนใยไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนยาวมาก ซึ่งประมาณใหมีลักษณะเปน
ทรงกระบอกยาวที่มีคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนเปน mχ  และอัตราสวนเชิงปริมาตรเปน mv  
ฝงกระจายอยางสุมในตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงอีกชนิดหนึ่งที่มีคาคาสัมประสิทธิ์
ความไมเชิงเสนเปน iχ  และอัตราสวนเชิงปริมาตรเปน i mv  = 1-v  โดยที่ตัวกลางแตละชนิดมี
สมบัติเปนเนื้อเดียวกันและไอโซโทรปกดังรูปที่  5.3  และแกปญหาตามแบบจําลองของ Hashin 
นั่นคือ  สารฝงกระจายเสนใยทรงกระบอกไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนเปน mχ   รัศมี a  ถูกลอมรอบ
ดวยชั้นของตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอีกชนิดหนึ่งเปน iχ  รัศมี  b  โดยทั้งหมดนี้ถูกลอมรอบ
ดวยชั้นของตัวกลางไมเชิงเสนยังผล eχ  และกําหนดอัตราสวนของ a / b  สําหรับทุก ๆ สารฝง
กระจายเสนใยทรงกระบอกมีคาเทากันหมดดังรูปที่ 5.4 

 
รูปที่  5.3  แสดงภาคตัดขวางของสารฝงกระจายเสนใยไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนเปน mχ  ฝงกระจาย 

ในตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอีกชนิดหนึ่งเปน iχ  

 
รูปที่  5.4  แสดงแบบจําลองของ Hashin ของสารฝงกระจายเสนใยไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนเปน mχ

ฝงกระจายในตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอีกชนิดหนึ่งเปน iχ  
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โดยลักษณะของการแกปญหาทางคณิตศาสตรตามรูปที่  5.4  เหมือนกับที่ไดกลาวมาแลวใน
ตอนตนตามรูปที่ 5.2 และในการคํานวณคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ  
กําหนดใหคา c′  เทากับคาสัดสวนเชิงปริมาตรของสารฝงกระจายเสนใยไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน 

mχ  ทั้งหมดที่ฝงกระจายอยางสุมในชิ้นสารประกอบ หรือ mc  = v′  ทั้งนี้ผลการคํานวณคา
สัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ eχ   ทั้งสองกรณีไดแสดงไวในหัวขอ 5.4 ตอไป 
 
5.3 อี เอ็ม ที แบบปรับปรุง (improved EMT)  
 

ในหัวขอที่ผานมาเปนการคํานวณคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ
ดวยศักยทดลองแบบงาย  หรือ  อี เอ็ม ที แบบพื้นฐาน (simple EMT) ตามสมการ (5.3) – (5.5)  
ซึ่งมีลักษณะพื้นฐานรูปแบบคณิตศาสตรของผลเฉลยเหมือนกับผลเฉลยของสมการลาปลาซของ
กรณีปญหาตัวกลางเชิงเสนในระบบพิกัดทรงกระบอก  เพื่อใหผลเฉลยของปญหาตัวกลางไมเชิง
เสนอยางแรงมีความถูกตองมากยิ่งขึ้นจึงทําการเลือกศักยทดลองใหมในแตละบริเวณของ       
ตัวกลาง  โดยเพิ่มจํานวนพจนและพารามิเตอรของการแปรผันมากยิ่งขึ้นในฟงกชันศักยทดลอง
เดิม  ซึ่งการคํานวณคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบดวยศักยทดลองแบบ     
ปรับปรุง  ถูกเรียกวา  อี เอ็ม ที แบบปรับปรุง (improved EMT)   

โดยศักยทดลองที่เลือกจะตองสอดคลองกับเงื่อนไขขอบ  นั่นคือ iφ (r,θ)  จะตองมีคา
จํากัดเมื่อ r เขาใกลศูนย  และ eφ (r,θ)  มีคา 0E  r cosθ  เมื่อ r เขาสูคาอนันต     นอกจากนั้น  
ยังตองสอดคลองกับความสมมาตรของปญหาตามรูปที่ 5.2   นั่นคือ  เมื่อใหสนามไฟฟากับสาร  
ไดอิเล็กทริก   ประจุโพลาไรซที่ผิว (surface polarized charge)  ที่เกิดขึ้น ณ คามุม θ = 0  และ
คามุม θ = π  จะตองมีคาของประจุโพลาไรซที่มีขนาดเทากันและมีเครื่องหมายตรงกันขามกัน   
ดังนั้นศักยทดลองใหมที่เลือกขึ้นมาจึงมีไดแตเพียงเฉพาะพจน cos nθ  เมื่อ n เปนเลขคี่เทานั้น 
นั่นคือ 

3 5 3 5

i 0 11 13 15 31 33 352 4 2 4

r r r rφ (r,θ) =  E [( c r  + c  + c ) cos θ + ( c r + c  + c ) cos 3θ
a a a a

 

     
3 5

51 53 552 4

r r+ ( c r + c  + c ) cos 5θ ]
a a

,    0 < r < a (5.24) 
 

3 5 3 5

m 0 11 13 15 31 33 352 4 2 4

r r r rφ (r,θ) = E [( f r + f + f ) cos θ + ( f r + f + f ) cos 3θ
b b b b

 

                  
3 5 2 4 6

51 53 55 11 13 152 4 3 5

r r a a a+ ( f r + f + f ) cos 5θ + ( g + g + g ) cos θ
b b r r r
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2 4 6 2 4 6

31 33 35 51 53 553 5 3 5

a a a a a a+ ( g + g + g ) cos 3θ + (g + g + g ) cos 5θ ]
r r r r r r

, 
 

a < r < b    (5.25) 
 

2 4 6

e 0 11 13 153 5

b b bφ (r,θ) =  E [ ( r cos θ + ( d  + d  + d ) cos θ 
r r r

 

     
2 4 6

31 33 353 5

b b b+ ( d  + d  + d ) cos 3θ
r r r

 

   
2 4 6

51 53 553 5

b b b + ( d  + d  + d ) cos 5θ]
r r r

,         r > a (5.26) 
 

 
โดย iφ , mφ  และ eφ  แทนศักยทดลองของเสนใยทรงกระบอกไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน iχ          
ตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน mχ  ที่ลอมรอบทรงกระบอก  และตัวกลางไมเชิงเสนยังผล eχ  
ตามลําดับ 
 

จากสมการ (5.24) – (5.26) จะเห็นวามีพารามิเตอรของการแปรผัน 36 คา คือ 11c , 13c , 
15c ,…, 53g และ 55g    โดยพารามิเตอรเหลานี้ผันคาไปเพื่อทําใหฟงกชันนอลพลังงานของระบบ
ตามสมการ (5.10) มีคาสุดขีด (extremum) และเพื่อใหงายขึ้นในการคํานวณ    ทําการกําจัด 
พารามิเตอรโดยใชเงื่อนไขศักยไฟฟาที่ผิวรอยตอระหวางตัวกลางทั้งสองตองตอเนื่องตามสมการ 
(5.6) และ (5.7) จะได 
 

2
11 13 15 11 13 15 11 13 15c + c + c   =   f + f c  + f (c ) + g + g + g′ ′   (5.27) 

 
2

31 33 35 31 33 35 31 33 35c + c + c   =   f + f c  + f (c ) + g + g + g′ ′    (5.28) 
 

2
51 53 55 51 53 55 51 53 55c + c + c   =   f + f c  + f (c ) + g + g + g′ ′    (5.29) 

 
       2 3

11 13 15 11 13 15 11 13 151+ d + d + d   =  f + f + f + g c  + g (c )  + g (c )′ ′ ′   (5.30)   
 
            2 3

31 33 35 31 33 35 31 33 35d + d + d   =  f + f + f + g c  + g (c )  + g (c )′ ′ ′       (5.31) 
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2 3
51 53 55 51 53 55 51 53 55d + d + d   =  f + f + f + g c  + g (c )  + g (c )′ ′ ′   (5.32) 

 

โดย 
2

2

ac  = 
b

′  
ทําการหาเกรเดียนทของศักยทดลองในแตละตัวกลางในสมการ (5.24) – (5.26)  ซึ่งจะได 
 

2 4 2 4

i i 0 11 13 15 31 33 352 4 2 4

r r r rˆE φ E [ r{(c + 3c + 5c ) cosθ + (c +3c +5c ) cos3θ
a a a a

= ∇ =
v v  

                    
2 4 3 5

51 53 55 11 13 152 4 2 4

ˆr r θ r r+ (c + 3c + 5c ) cos5θ} +  {(c r + c + c )(-sinθ)
a a r a a

 

                   
3 5 3 5

31 33 35 51 53 552 4 2 4

r r r r+ (c r + c + c )(-3sin3θ) + (c r + c + c )(-5sin5θ)}]
a a a a

 
(5.33) 
 

2 4 2 4

m m 0 11 13 15 31 33 352 4 2 4

r r r rˆE = φ =E [ r { ( f +3f +5f ) cos θ + ( f +3f +5f ) cos 3θ
b b b b

∇
v v  

                   
2 4 2 4 6

51 53 55 11 13 152 4 2 4 6

r r a a a+ ( f +3f +5f ) cos 5θ + ( -g -3g -5g ) cos θ
b b r r r

 

              
2 4 6 2 4 6

31 33 35 51 53 552 4 6 2 4 6

a a a a a a+ ( -g -3g -5g ) cos 3θ + ( -g -3g -5g ) cos 5θ}
r r r r r r

 

    
3 5 3 5

11 13 15 31 33 352 4 2 4

θ̂ r r r r{( f r + f + f ) (-sin θ) + ( f r + f + f ) (-3 sin 3θ)
r b b b b

+  

    
3 5 2 4 6

51 53 55 11 13 152 4 3 5

r r a a a+ ( f r + f + f ) (-5sin 5θ) + ( g + g + g ) (-sin θ)
b b r r r

 
2 4 6 2 4 6

31 33 35 51 53 553 5 3 5

a a a a a a+ ( g + g + g ) (-3sin 3θ) + (g + g + g ) (-5sin 5θ)} ]
r r r r r r

           
(5.34) 

2 4 6

e e 0 11 13 152 4 6

b b bˆE φ E [ r{1- d  - 3d - 5d ) cos θ
r r r

= ∇ =
v v  

        
2 4 6

31 33 352 4 6

b b b+(-d - 3d - 5d ) cos3θ 
r r r

 

        
2 4 6

51 53 552 4 6

b b b+ (-d - 3d - 5d ) cos5θ}
r r r

 

        
2 4 6

11 13 153 5

θ̂ b b b+ {(r + d  + d  + d )(- sinθ)
r r r r
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2 4 6

31 33 353 5

b b b+ ( d  + d  + d ) (-3sin3θ)
r r r

 

        
2 4 6

51 53 553 5

b b b+ (d  + d  + d ) (-5sin5θ)}]
r r r

    
(5.35) 

 

นําสมการ (5.33) - (5.35) และพจนพลงังานที่พืน้ผิว [6] 
2

4
s 0 e 11 2

bW  =  - E Ω p χ  d
a

 แทนลงใน
สมการ (5.10) จะได 
 

4 4 3 2 2 4 2 2 4
0 m 11 11 13 11 13 11 11 31 31

1 28W E Ω [ p y (c + 4 c c + c c +...) + p (- f - 20 f f - 33 f +...)
4 3

≅s χ   

          
2 4

11 11 111 4d 4d d p x (- - + + +...) x]
c c c 3c

+ +
′ ′ ′ ′

         (5.36) 
 

เมื่อ 2Ω = π R , 
2

2

ap =
R

 , i

m

y = χ
χ

, e

m

x = χ
χ

 

 
เพื่อสะดวกในการคํานวณมากยิ่งขึ้น  ทําการลดพารามิเตอร 11c , 31c , 51c , 11d , 31d และ 51d โดย
ใชสมการ (5.27) – (5.32)    ดังนั้นจากสมการ (5.36) จะทําใหไดสมการฟงกชันนอลพลังงานที่
ขึ้นกับพารามิเตอรของการแปรผัน 30 คา คือ 13c , 15c , 33c , 35c , 53c , 55c , 13d , 15d , 33d , 35d , 

53d , 55d , 11f , 13f , 15f , 31f , 33f , 35f , 51f , 53f , 55f , 11g , 13g , 15g , 31g , 33g , 35g , 51g , 53g  
และ 55g  
 

ทําการหาคาพารามิเตอรของการแปรผันทีท่ําใหฟงกชนันอลพลงังานมีคาสุดขีด (extremum) ได
จากการหาอนพุันธเทยีบกับพารามเิตอรของการแปรผันเหลานั้น 
 

13

 W   0
 c
∂

=
∂

, 
15

 W  0
 c
∂

=
∂

, 
33

 W   0
 c
∂

=
∂

,…,
53

 W  0
 g
∂

=
∂

, 
55

 W  0
 g
∂

=
∂

  (5.37) 

 
ดังนั้นจากสมการ (5.37) เราจะไดสมการคูควบ (couple equation) 30 สมการ   โดยพารามิเตอร

13c , 15c , 33c ,…, 53g  และ  55g   ที่ไดจากการแกสมการคูควบตามสมการ (5.37)  จะเปนฟงกชัน
ของ c′ , y  และ x   แตเนื่องจากสมการคูควบเหลานี้  เปนสมการไมเชิงเสน   จึงไมสามารถแก 
สมการเพื่อหาพารามิเตอรเหลานั้นที่แสดงผลในรูปของฟงกชันคณิตศาสตร (closed form)        
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ดังนั้นการคํานวณเชิงตัวเลขจึงถูกนํามาใชในการแกปญหา  โดยทําการกําหนดคา y  และคา c′   
(x เปนตัวแปรที่ไมทราบคา)  ซึ่งจะพบวาเมื่อกําหนดคา y  และ c′   แลวจะเหลือตัวแปร 31      
ตัวแปร คือ 13c , 15c , 33c ,…, 53g , 55g  และ x   แตเนื่องจากเรามี 30 สมการคูควบ  เพราะฉะนั้น
เราจะใชเงื่อนไขที่แสดงความสอดคลองในตัวมันเอง (self – consistency condition) ดังสมการ 
(5.2) มาชวยกําจัดตัวแปร   ดังนั้นจากสมการ (5.19) ทําการหา (i)

xE , (m)
xE และ (e)

xE    ได
จากสมการ (5.33) – (5.35)  ซึ่งไดเปน 
 

(i)
x 11 13 15 0E  =  ( c + c + c ) E       (5.38) 

 
(m) 2 2
x 11 13 15 13 15 0E  =  (f + f (1+c ) + f (1+ c +(c ) ) - g c - g (c  + (c ) ) )E′ ′ ′ ′ ′ ′  

(5.39) 
2 2 2 2

(e) 13
x 15 02 4

d b b (R + b )E  = (1- - d ) E
R R

     (5.40) 
 
โดยที่ดัชนีลาง  x  แทนสวนประกอบในแนวแกน x ของสนามไฟฟา 
หมายเหต ุ  คาเฉลี่ยของสวนประกอบในแนวแกน y และ z ของสนามไฟฟาแตละบริเวณมีคาเปน     

ศูนย 
 
แตเนื่องจากปริมาตรของตัวกลางไมเชิงเสนยังผลใหญกวาปริมาตรของเซลลทรงกระบอกตัวแทน
มาก ๆ (R b)>>    ดังนัน้จากสมการ (5.40) จึงสามารถไดเปน 
 

(e)
x 0E    E≅      (5.41) 

 
นําสมการ (5.27), (5.38), (5.39) และ (5.41) แทนลงในสมการ (5.19) ซึ่งไดวา 
 

2
11 i 13 15 11 13 15f   =   1- v { f  c  + f (c ) + g + g + g } ′ ′  

            2 2
i 13 15 13 15- (1- v ) { f (1+c ) + f (1 + c  + (c ) ) - g c  - g (c  + (c ) ) }′ ′ ′ ′ ′ ′  

(5.42) 
 

เพราะฉะนัน้เมื่อแทนสมการ (5.42) ลงในสมการ (5.37) จะทาํใหไดสมการคูควบ 30 สมการ 30 
ตัวแปร   ซึง่สามารถแกปญหาโดยวิธกีารคํานวณเชิงตัวเลขได  โดยในการคํานวณ  จะกําหนดให
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c′  เทากับคาสัดสวนเชงิปริมาตรของสารฝงกระจายเสนใยไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน iχ  ที่ฝงกระจาย
อยางสุมในช้ินสารประกอบ   หรือ ic  =  v′   ซึ่งโปรแปรมการคํานวณเชิงตัวเลขแสดงในภาคผนวก  
ง2 
 สําหรับกรณีตรงขามกับที่กลาวมาแลวในรูปที่ 5.1 นั่นคือ ใหสารประกอบดังกลาว
ประกอบไปดวยสารฝงกระจายเสนใยไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนยาวมากซึ่งประมาณใหมีลักษณะเปน
ทรงกระบอกยาวที่มีคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนเปน mχ  และอัตราสวนเชิงปริมาตรเปน mv ฝง
กระจายอยางสุมในตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงอีกชนิดหนึ่งที่มีคาคาสัมประสิทธิ์
ความไมเชิงเสนเปน iχ  และอัตราสวนเชิงปริมาตรเปน i mv  = 1 - v   โดยที่ตัวกลางแตละชนิดมี
สมบัติเปนเนื้อเดียวกันและไอโซโทรปกดังรูปที่  5.3  และแกปญหาตามแบบจําลองของ Hashin 
นั่นคือ  สารฝงกระจายเสนใยทรงกระบอกไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนเปน mχ  รัศมี a  ถูกลอมรอบดวย
ชั้นของตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอีกชนิดหนึ่งเปน iχ  รัศมี  b  โดยทั้งหมดนี้ถูกลอมรอบดวย
ชั้นของตัวกลางไมเชิงเสนยังผล eχ  และกําหนดอัตราสวนของ a / b  สําหรับทุก ๆ สารฝงกระจาย
เสนใยทรงกระบอกมีคาเทากันหมดดังรูปที่ 5.4  โดยลักษณะของการแกปญหาทางคณิตศาสตร
ตามรูปที่  5.4  เหมือนกับที่ไดกลาวมาแลวในตอนตนตามรูปที่ 5.2  และในการคํานวณคา       
สัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ  กําหนดใหคา c′  เทากับคาสัดสวนเชิง
ปริมาตรของสารฝงกระจายเสนใยไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน mχ  ทั้งหมดที่ฝงกระจายอยางสุมใน
ชิ้นสารประกอบ  หรือ mc  = v′   
 
5.4  ผลการคํานวณสัมประสทิธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ 
 

ในหัวขอนี้ เปนการแสดงผลการคาดคะเนสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของ           
สารประกอบไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรง  โดยใชทฤษฎีตัวกลางยังผลที่คํานวณไดจากศักย
ทดลองแบบงายและศักยทดลองแบบปรับปรุง  ดวยการเพิ่มจํานวนพจนและพารามิเตอรของการ
แปรผันโดยใชโปรแกรมสําเร็จรูป Mathematica ชวยในการคํานวณพรอมทั้งเปรียบเทียบผลการ
คาดคะเนกับผลการประมาณสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลตามแบบจําลองของ Bruggeman  
และการจําลองโดยใชวิธีเชิงตัวเลข (numerical simulation) [19,20]  

 
5.4.1 ขอบเขตบนและขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผล 
 

เนื่องจากขอมูลที่เราทราบเกี่ยวกับสารประกอบมีเพียงอยางเดียวก็คือ  คาสัดสวนเชิง
ปริมาตรของสวนประกอบตาง ๆ ในสารประกอบ  แตในขณะเดียวกันเราไมทราบถึงลักษณะการ
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จัดตัวทางเรขาคณิตของสวนประกอบตาง ๆ ในสารประกอบ  ซึ่ง Hashin [15]  ใหความเห็นวา
ลักษณะการจัดตัวทางเรขาคณิตของสวนประกอบตาง ๆ ของสารประกอบมีผลตอคาสัมประสิทธิ์
ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ  ดังนั้นจึงทําใหเราไมสามารถหาคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิง
เสนยังผลของสารประกอบไดอยางแมนตรง     ผลงานวิจัยนี้เราไดคาขอบเขตบนและขอบเขตลาง
ของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบไดอิเล็กทริกทรงกระบอกไมเชิงเสนอยาง
แรงจากกรณีสารประกอบสองรูปแบบตามลําดับคือ  กรณีที่สารไดอิเล็กทริกทรงกระบอกที่มี
สัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสน iχ  ฝงกระจายในสารไดอิเล็กทริกที่มีสัมประสิทธความไมเชิงเสน mχ   
กับกรณีตรงขามคือ  สารไดอิเล็กทริกทรงกระบอกที่มีสัมประสิทธความไมเชิงเสน mχ  ฝงกระจาย
ในสารไดอิเล็กทริกที่มีสัมประสิทธความไมเชิงเสน iχ   ดวยเหตุผลอันเนื่องมาจากถาสารประกอบ
ทั้งกอนเปนตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรง iχ  เพียงชนิดเดียว  คาสัมประสิทธิ์ความไม
เชิงเสนยังผลของสารประกอบก็ควรเทากับ iχ     ในทํานองเดียวกันถาสารประกอบทั้งกอนเปน  
ตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรง mχ  เพียงชนิดเดียว   คาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยัง
ผลของสารประกอบก็ควรเทากับ mχ   เพราะฉะนั้น   ในกรณีที่สารประกอบประกอบดวยตัวกลาง
ทั้งสองชนิดคือตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรง iχ  และ mχ    คาสัมประสิทธิ์ความไมเชิง
เสนยังผลของสารประกอบก็ควรอยูระหวางคา iχ  และ mχ       โดยจากรูป 5.5(a) และ 5.5(b) 
เปนผลการคาดคะเนสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบดวยวิธี อี เอ็ม ที แบบ   
พื้นฐาน (simple EMT) (⎯⎯) และวิธี อี เอ็ม เอ แบบพื้นฐาน (simple EMA) (- - - -)   ซึ่งผล
การคาดคะเนคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยาง
แรงดวยวิธี อี เอ็ม ที พื้นฐาน เกิดขึ้นในลักษณะทํานองเดียวกับกรณีปญหาสารประกอบนําไฟฟา
เชิงเสนในบทที่ 4     นั่นคือ   จากรูป 5.5(a) คือกรณีที่กําหนดให i m>χ χ  และจากรูป 5.5(b) คือ
กรณีที่กําหนดให i m<χ χ  ซึ่งพบวาในกรณีแรก i m/χ χ  มีคามากกวาหนึ่งนั้น  เมื่อใหสาร      
ไดอิเล็กทริกทรงกระบอกไมเชิงเสนอยางแรง iχ  เปนชิ้นสารที่ฝงกระจายในตัวกลางไดอิเล็กทริก
ไมเชิงเสนอยางแรงอีกชนิดหนึ่งคือ mχ  ไดเสนที่เปนขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิง
เสนยังผลของสารประกอบ  ในขณะที่เมื่อใหสารไดอิเล็กทริกทรงกระบอกไมเชิงเสนอยางแรง mχ  
เปนชิ้นสารที่ฝงกระจายในตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงอีกชนิดหนึ่ง iχ   ผลที่ไดเปน
ขอบเขตบนของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ      

ในทางตรงขาม  สําหรับรูป 5.5(b)  กรณี i m/χ χ  มีคานอยกวาหนึ่งนั้น  เมื่อใหสาร      
ไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรง iχ  เปนสารที่ฝงกระจายในตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยาง
แรงอีกชนิดหนึ่ง mχ  ผลที่ไดเปนขอบเขตบนของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของ        
สารประกอบ  และในขณะที่เมื่อใหสารไดอิเล็กทริกทรงกระบอกไมเชิงเสนอยางแรง mχ  เปน
ชิ้นสารที่ฝงกระจายในตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงอีกชนิดหนึ่ง iχ  ผลที่ไดเปน
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ขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ  โดยเสนประตรงกลาง
ระหวางขอบเขตบนและขอบเขตลางเปนผลการคาดคะเนคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของ       
สารประกอบโดยวิธี อี เอ็ม เอ แบบพื้นฐาน ตามแบบจําลองของ Bruggeman ซึ่งเปนกรณีพิเศษ
กรณีหนึ่งการคํานวณคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลตามแบบจําลองของ Hashin คือกรณีที่ 
c  = 1′  (ดูรายละเอียดในหัวขอที่ 4.2) โดยกรณีที่ c  = 1′ เปนกรณีของสารประกอบที่ไมมี
สวนประกอบใดฝงอยูในอีกสวนประกอบหนึ่งอยางเดนชัด  แตสวนประกอบทั้งสองกระจายอยาง
สุมรวมกันดังรูปที่ 4.1  

จากรูป 5.5(a) สามารถคาดการณผลการทดลองไดวา  กรณีที่สารฝงกระจายเสนใย    
ไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนเปน iχ  ฝงอยูในตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนเปน mχ  ผลการทดลองควร
อยูระหวางเสนประและเสนขอบเขตลาง  ในขณะที่ถาสารฝงกระจายเสนใยไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน
เปน mχ  ฝงอยูในตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนเปน iχ    ผลการทดลองควรอยูระหวางเสนประ
และเสนขอบเขตบน  และสําหรับรูป 5.5(b) สามารถอธิบายไดทํานองเดียวกัน     นอกจากนั้น  ใน
กรณีที่คา iχ  เทากับคา mχ  นั่นก็หมายความวา  ชิ้นสารประกอบประกอบไปดวยสารเพียงชนิด
เดียว  ดังนั้นคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบก็ตองเทากับคา iχ  หรือ mχ  
นั่นเองซึ่งจะไดกราฟเปนเสนตรงบนแกนนอน     โดยจากรูป 5.5(a) และ 5.5(b) จะเห็นไดวาเสน
ขอบเขตบนและเสนขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบจะมา
บรรจบกันเมื่อคาสัดสวนเชิงปริมาตร iv 0=  และ iv 1=  เนื่องจากในกรณีดังกลาวสารประกอบ
ทั้งกอนประกอบไปดวยตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงเพียงชนิดเดียวเทานั้น  ดังนั้นไมวา
ในกรณีที่ไดอิเล็กทริกทรงกระบอกไมเชิงเสนอยางแรง i m( )χ χ  เปนชิ้นสารที่ฝงกระจายใน
ตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงอีกชนิดหนึ่ง m i( )χ χ  ก็ไดคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสน
ยังผลของสารประกอบทั้งสองกรณีเปนคาเดียวกัน  ทํานองเดียวกันในกรณีที่คาสัดสวนเชิง
ปริมาตร iv 1=  สามารถสื่อความหมายไดวาสารประกอบทั้งกอนประกอบไปดวยตัวกลางไดอิ
เล็กทริก   ไมเชิงเสนอยางแรง iχ  เพียงชนิดเดียวเทานั้น  ซึ่งเปนกรณีที่ไมมีจริงในทางปฎิบัติ    
ดังนั้นในสองกรณีที่กลาวไปแลวในขางตนยอมตองใหผลของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผล
ของสารประกอบเปนคาเดียวกันหรือเทากันนั่นเอง  ซึ่งจากรูปสังเกตไดวา  เมื่อคาสัมประสิทธิ์
ความไม เชิง เสนของสวนประกอบทั้ งสองของสารประกอบมีคาไมแตกตางกันมากนัก 

i m( / 10=χ χ , 5 , 0.2 , 0.1)  ขอบเขตบนและขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสน
ยังผลของสารประกอบจะใกลกัน   ในขณะที่เมื่อคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนของสวนประกอบ
ทั้งสองของสารประกอบมีคาแตกตางกันมาก i m( / 100,  0.01)=χ χ  ขอบเขตบนและขอบเขต
ลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบจะหางออกจากกันมากขึ้น 
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5.4.2 ผลการคํานวณดวยศักยทดลองแบบปรับปรุง 
 

จากรูปที่ 5.6(a) และ 5.6(b) แสดงขอบเขตบนและขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความ    
ไมเชิงเสนยังผลที่คํานวณไดจากศักยทดลองแบบงาย ( − − − ) และศักยทดลองแบบปรับปรุง  
( ⎯⎯ ) โดยใชทฤษฎีตัวกลางยังผลตามแบบจําลองของ Hashin [15]   โดยจากรูป 5.6(a) 
และ 5.6(b) พบวาเสนขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบที่
คํานวณไดจากศักยทดลองแบบปรับปรุง อยูต่ํากวาเสนขอบเขตลางที่คํานวณไดจากศักยทดลอง
แบบงายเพียงเล็กนอย  ทํานองเดียวกันเสนขอบเขตบนของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผล
ของสารประกอบที่คํานวณไดจากศักยทดลองแบบปรับปรุงอยูต่ํากวาเสนขอบเขตบนที่คํานวณ
ไดจากศักยทดลองแบบงายเพียงเล็กนอยเชนเดียวกัน  ซึ่งผลการคาดคะเนดวยศักยทดลองแบบ
ปรับปรุงใหผลในลักษณะเดียวกับผลการทดลองดวยศักยทดลองแบบงายนั่นคือ  เมื่อคา
สัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนของสวนประกอบทั้งสองของสารประกอบมีคาไมแตกตางกันมากนัก 

i m( / 10,  5,  0.2,  0.1 )=χ χ  ขอบเขตบนและขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิง
เสนยังผลของสารประกอบจะใกลกัน  ในขณะที่เมื่อคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนของ         
สวนประกอบทั้งสองของสารประกอบมีคาแตกตางกันมาก i m( / 100,  0.01 )=χ χ  ขอบเขต
บนและขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบจะหางจากกันมาก
ขึ้น 
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รูปที่ 5.6 แสดงการเปรียบเทียบคา e m/χ χ ที่คํานวณไดจาก 
ศักยทดลองแบบงายและศักยทดลองแบบปรับปรุง  
กรณี (a) i m/χ χ = 0.1   (b)  i m/χ χ = 0.01 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

e m/χ χ  

iv
รูปที่  5.6 (b) 



 70

5.4.3  ผลการเปรียบเทียบกบัวธิีอ่ืน ๆ  
 

รูปที่ 5.7(a) และ 5.7(b) แสดงการเปรียบเทียบผลการคาดคะเนคา e m/χ χ  เมื่อคา       
สัดสวนเชิงปริมาตรของสารชนิด iχ  คือ iv  เปนคาใด ๆ ระหวางวิธี อี เอ็ม ที แบบปรับปรุง           
( ⎯⎯ )   วิธี อี เอ็ม เอ แบบปรับปรุง ตามแนวคิดของ Bruggeman ( - - - ) และผลการจําลอง
โดยวิธีเชิงตัวเลข  ( υ )   โดยจากรูป 5.7(a) คือกรณีที่ i m/ 0.1=χ χ  จะเห็นไดวาผลการทํานาย
คาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลตามแนวคิดของ Bruggeman (สําหรับกรณีที่สารฝงกระจาย 
(inclusion) เปนไดทั้ง i χ  และ mχ ) จะมีบางชวงเทานั้นที่อยูระหวางขอบเขตบนและขอบเขต
ลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ  นอกจากนั้นจะเห็นไดวาผลการ
จําลองโดยวิธีเชิงตัวเลข ( numerical simulation )  [19,20]  ใหผลที่คอนขางใกลเคียงกับวิธี อี 
เอ็ม เอ แบบปรับปรุง เนื่องจากลักษณะปญหาของการจําลองชิ้นสารคลายคลึงกับโครงสรางของ
สารประกอบที่ Bruggeman พิจารณาและผลการจําลองโดยวิธีเชิงตัวเลขดังกลาวไมไดนําการจัด
ตัวทางเรขาคณิตของสวนประกอบตาง ๆ ในสารประกอบเขามารวมพิจารณาดวยเชนกัน  ในขณะ
ที่รูป 5.7(b) คือกรณีที่ i m / 0.01=χ χ  ผลการทํานายคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลตาม
แนวคิดของ Bruggeman เกือบทั้งหมดจะอยูระหวางขอบเขตบนและขอบเขตลางของคา
สัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ  ซึ่งเกิดขึ้นในลักษณะทํานองเดียวกับกรณี
ปญหาสารประกอบนําไฟฟาเชิงเสนในบทที่ 3 นั่นเอง  และยังเห็นไดวาผลการจําลองโดยวิธีเชิง  
ตัวเลข (numerical simulation) อยูระหวางขอบเขตบนและขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความ
ไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบดวยเชนกัน 
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ดังนั้นจึงสามารถสรุปไดวา  การทํานายและคาดคะเนตัวกลางยังผลไมเชิงเสนดวย

ขอบเขตบนและขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลตามแนวคิดของ Hashin มี
ความสมบูรณมากกวาการประมาณตัวกลางยังผลของสารประกอบตามแนวคิดของ 
Bruggeman เนื่องจากคลอบคลุมกรณีของลักษณะการจัดตัวของสารประกอบเปนแบบใด ๆ 
โดยในทางปฎิบัติถามีขอมูลของผลการทดลองจํานวนมากก็จะทําใหสามารถหาคาพารามิเตอร 
c′  ที่เปนตัวแทนของผลการทดลองได ( fitting parameter ) 

 
 
 
 

 
 
  



บทที่  6 
 

สรุปและวิเคราะหผลการวิจัย 
 

 เนื่องจากสารประกอบไมเชิงเสน (nonlinear composite materials) มีศักยภาพในเชิง
ประยุกตในทางวิศวกรรมและฟสิกส  ดังนั้นจึงเปนประโยชนอยางยิ่งที่จะศึกษาและวิจัย           
สารประกอบดังกลาว     งานวิจัยนี้เปนการศึกษาสารประกอบไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรง  
โดยมีสมการพื้นฐานที่อธิบายสนามไฟฟาเปนสมการอนพุันธยอยไมเชิงเสนที่ซับซอน  จึงทําใหไม
สามารถหาผลเฉลยที่อยูในรูปของฟงกชันคณิตศาสตรไดลงตัว (exact closed form solution)   
ดังนั้นวิธีประมาณตาง ๆ จึงถูกนํามาใชในการแกปญหา  ไดแก  วิธีเพอรเทอรเบชัน (perturbation 
method) [4,5]    ซึ่งเปนวิธีหนึ่งที่ถูกนํามาใชแกปญหาตัวกลางไมเชิงเสน  แตขอจํากัดของวิธีนี้คือ
ไมสามารถใชแกปญหาของกรณีปญหาตัวกลางไมเชิงเสนอยางแรงได (strongly nonlinear 
medium)       วิธีการประมาณแบบแยกสวน (decoupling technique) [13,14]   เปนวิธีประมาณ
อีกวิธีหนึ่ง  โดยเปนวิธีที่แปลงผลที่ไดจากกรณีปญหาตัวกลางเชิงเสนไปสูปญหาตัวกลาง           
ไมเชิงเสนโดยมีระบบระดับจุลภาคคลายคลึงกัน (identical microstructure)   นอกจากนี้วิธี
ประมาณอีกวิธีหนึ่งคือ  วิธีการแปรผันฟงกชันนอลพลังงาน (energy functional) [6-9] เปนวิธีที่
ถูกนํามาใชแกปญหาตัวกลางเชิงเสนและปญหาตัวกลางไมเชิงเสนท้ังชนิดอยางออน (weakly 
nonlinear medium) และอยางแรง (strongly nonlinear medium)  ซึ่งในงานวิจัยนี้เลือกใชวิธีการ
แปรผันฟงกชันนอลพลังงานเพื่อแกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตและใชทฤษฎีตัวกลางยังผล  หรือ 
อี เอ็ม ที (effective medium theory, EMT) ตามแบบจําลองของ Hashin [15] คํานวณคา
สัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ 

ลําดับแรกของการวิจัยเริ่มตนจากการทบทวนงานวิจัยของ Hashin ซึ่งเปนการคํานวณ
สภาพนําไฟฟายังผลของสารประกอบนําไฟฟาเชิงเสน  โดยสารประกอบดังกลาวประกอบไปดวย
สารฝงกระจายอนุภาคตัวนําทรงกลม (spherical  conducting  particle inclusion) ที่มีรัศมีคา
ตาง ๆ กัน  สภาพนําไฟฟาเปน iσ    และอัตราสวนเชิงปริมาตรเปน iv  ฝงกระจายอยางสุมใน   
ตัวกลางนําไฟฟาอีกชนิดหนึ่ง (host  medium) ที่มีสภาพนําไฟฟาเปน mσ  และอัตราสวนเชิง
ปริมาตรเปน m iv =1-v   โดยที่ตัวกลางแตละชนิดมีสมบัติเปนเนื้อเดียวกันและไอโซโทรปก 
(homogeneous and isotropic medium)  และในการคํานวณสภาพนําไฟฟาเชิงเสนยังผลของ
สารประกอบตามแบบจําลองของ Hashin [15]  สารฝงกระจายอนุภาคตัวนําทรงกลมรัศมี a 
สภาพนําไฟฟา iσ  ถูกมองวาถูกลอมรอบดวยชั้นของตัวกลางนําไฟฟาอีกชนิดหนึ่งซึ่งมีรัศมี b 
สภาพนําไฟฟา mσ  โดยอนุภาคตัวนําทรงกลมแตละชิ้นที่ถูกลอมรอบดวยชั้นของตัวกลางนําไฟฟา
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ที่ตางชนิดกันถูกพิจารณาวาเปนเซลล ๆ หนึ่ง  ซึ่งสัดสวนโดยปริมาตรของตัวนําทรงกลมตอเซลล 
3 3(c  = a / b )′  มีคาโดยประมาณเทากันสําหรับทุก ๆ เซลล  และในการนิยามสภาพนําไฟฟายัง

ผลของสารประกอบ (effective conductivity) นั้น       เซลลตัวแทนอันหนึ่ง (representative cell) 
จะถูกเลือกนํามาพิจารณา  และเซลลอ่ืน ๆ ที่ลอมรอบเซลลตัวแทนจะถูกแทนที่ดวยตัวกลางที่
เสมือนเปนเนื้อเดียวกัน (homogeneous medium) ที่มีสภาพนาํไฟฟาเชิงเสนยังผล eσ     ซึ่ง c′  
ถูกจํากัดอยูในชวง c c 1′≤ ≤      โดยที่  c  คือคาสัดสวนเชิงปริมาตรของสารฝงกระจายอนุภาค
ตัวนําทรงกลมทั้งหมดที่ฝงกระจายในชิ้นสาร   โดย ณ ที่นี้เห็นไดวา c′  มีคาไดมากที่สุดเทากับ 1  
เนื่องจากรัศมีของเซลลตัวแทนเล็กไดมากที่สุดเทากับรัศมีของอนุภาคตัวนําทรงกลม (b=a)   ใน
ขณะเดียวกัน c′  มีคานอยที่สุดไดเทากับคาสัดสวนเชิงปริมาตรของสารฝงกระจายอนุภาคตัวนํา
ทรงกลมทั้งหมดที่ฝงกระจายในชิ้นสารเนื่องจากขณะนี้เรากําลังพิจารณาเซลลตัวแทนซึ่งใชแทน
ระบบของสารประกอบที่กําลังพิจารณานั่นเอง  ในที่นี้ Hashin ไดพิจารณากรณีที่ c′  มีคาสูงสุด
และต่ําสุด คือ กรณีที่  ic  = v′  และ c  = 1′   ซึ่งจากผลการคํานวณคา eσ  Hashin  พบวา  เมื่อ
สารฝงกระจายอนุภาคตัวนําทรงกลม iσ  ถูกลอมรอบดวยตัวกลาง mσ  และกําหนดให ic  = v′    
ผลการคํานวณไดเสนที่เปนขอบเขตลาง (lower bound) ของคาสภาพนําไฟฟายังผล  ในทาง
ตรงกันขามถากําหนดใหสารฝงกระจายอนุภาคตัวนําทรงกลมเปน mσ  ถูกลอมรอบดวยตัวกลาง 

iσ   และกําหนดให  c′  เทากับคาสัดสวนเชิงปริมาตรของสารฝงกระจายอนุภาคตัวนําทรงกลม
ชนิด mσ  ที่ฝงกระจายในชิ้นสาร  หรือ mc  = v′  ซึ่งผลการคํานวณไดเสนที่เปนขอบเขตบน (upper 
bound) ของคาสภาพนําไฟฟายังผล eσ  โดยเสนที่อยูตรงกลางระหวางขอบเขตบนและขอบเขต
ลางคือผลการคํานวณคา eσ  กรณีที่ c  = 1′   ซึ่งสอดคลองกับผลการคํานวณคา eσ  ของ 
Landauer [16]  ซึ่งเปนการศึกษาสารประกอบที่ไมมีสวนประกอบใดฝงอยูในอีกสวนประกอบหนึ่ง
อยางเดนชัด  แตสวนประกอบทั้งสองกระจายอยางสุมรวมกันโดยเปนการคํานวณคา eσ         
ตามแบบจําลองของ Bruggeman [12]   และจากการเปรียบเทียบผลการคํานวณเชิงทฤษฎีและ
ผลการทดลอง Hashin ไดสรุปและวิเคราะหไววา  “ ผลการทดลองทั้งหมดไมสามารถถูกแทนได
เปนอยางดีดวยผลการคํานวณทางทฤษฎีของ Landauer หรือขอบเขตบนและขอบเขตลางของคา 

eσ  เนื่องจากคาแมนตรง (rigorous value) ของสภาพนําไฟฟายังผลของสารประกอบขึ้นอยูกับ
การจัดตัวทางเรขาคณิตของสวนประกอบไมใชแคเพียงสัดสวนเชิงปริมาตรของสารฝงกระจาย 
(inclusion)  ในชิ้นสาร  ถึงกระนั้นก็ตาม  ขอบเขตบนและขอบเขตลางของคา eσ  ก็ยังเปน
ขอบเขตที่ดีที่สุดที่เปนไปไดสําหรับคาสภาพนําไฟฟาเชิงเสนยังผลที่มีการจัดตัวทางเรขาคณิตของ
สวนประกอบเปนแบบใด ๆ  โดยถาผลการทดลองมีขอมูลจํานวนมากจะทําใหสามารถหา      
พารามิเตอร c′  ที่เปนตัวแทนของผลการทดลอง (fitting parameter) ได  ”  
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ดังนั้นเห็นไดวา  การทํานายและคาดคะเนสภาพนําไฟฟายังผลดวยขอบเขตบนและ
ขอบเขตลางของ Hashin มีความสมบูรณและครอบคลุมทุกกรณีของสารประกอบที่มีการจัดตัว
ทางเรขาคณิตของสวนประกอบเปนแบบใด ๆ  ดวยเหตุนี้ในงานวิจัยจึงไดใชแบบจําลองของ 
Hashin  คํานวณคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ   ซึ่งสารประกอบที่ศึกษา
เปนสารประกอบไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงที่ประกอบดวยสารฝงกระจายเสนใยไดอิเล็กทริก
ไมเชิงเสนอยางแรง  ซึ่งสามารถประมาณใหมีลักษณะทรงกระบอกยาว  มีคาสัมประสิทธิ์ความไม
เชิงเสนเปน iχ  และอัตราสวนเชิงปริมาตรเปน iv  ฝงตัวกระจายอยางสุมในตัวกลางไดอิเล็กทริก
ไมเชิงเสนอยางแรงอีกชนิดหนึ่งที่มีสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนเปน mχ  และอัตราสวนเชิงปริมาตร
เปน m iv  1 v= −  โดยที่ตัวกลางแตละชนิดมีสมบัติเปนเนื้อเดียวกันและไอโซโทรปก 
(homogeneous and isotropic medium)      ในการคํานวณสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผล
ของสารประกอบโดยใชทฤษฎีตัวกลางยังผล  หรือ อี เอ็ม ที (effective medium theory, EMT)  
ตามแบบจําลองของ Hashin   สารฝงกระจายเสนใยไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนเปน iχ   ยาวมาก  รัศม ี
a  ถูกมองวาถูกลอมรอบดวยชั้นของตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอีกชนิดหนึ่งเปน mχ  รัศมี b   
โดยสารฝงกระจายเสนใยแตละเสนที่ถูกลอมรอบดวยชั้นของตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนที่ตาง
ชนิดกันพิจารณาวาเปนเซลล ๆ หนึ่ง  ซึ่งสัดสวนเชิงปริมาตรของสารฝงกระจายเสนใยตอเซลล 

2 2(c  = a /b )′  มีคาเทากันหมดสําหรับทุก ๆ เซลล  และในการนิยามสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสน
ยังผลของสารประกอบนั้น  เซลลตัวแทนอันหนึ่ง (representative cell)  จะถูกนํามาพิจารณา  
และเซลลอ่ืน ๆ ที่ลอมรอบเซลลตัวแทนจะถูกแทนที่ดวยตัวกลางที่เสมือนเปนเนื้อเดียวกัน 
(homogeneous medium) ท่ีมีสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนของตัวกลางเปน eχ   ซึ่งคา  c′  ถูก
จํากัดอยูในชวง c c 1′≤ ≤  ดังไดอธิบายในขางตน  โดยผลการคํานวณคา eχ  ดวยศักยทดลอง
แบบงาย  หรือ  อี เอ็ม ที แบบพื้นฐาน ใหผลในลักษณะทํานองเดียวกับกรณีปญหาสารประกอบ
นําไฟฟาเชิงเสน   นั่นคือ   กรณีที่กําหนดให i m>χ χ  เมื่อใหสารไดอิเล็กทริกทรงกระบอกไมเชิง
เสนอยางแรง iχ  เปนชิ้นสารที่ฝงกระจายในตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงอีกชนิดหนึ่ง
คือ mχ  และกําหนดให  ic  = v′   ไดเสนที่เปนขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสน   
ยังผลของสารประกอบ   ในขณะที่เมื่อใหสารไดอิเล็กทริกทรงกระบอกไมเชิงเสนอยางแรง mχ  
เปนชิ้นสารที่ฝงกระจายในตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงอีกชนิดหนึ่ง iχ  และกําหนดให 
c′  เทากับคาสัดสวนเชิงปริมาตรของสารฝงกระจายชนิด mχ   ที่ฝงกระจายในชิ้นสารประกอบ  
หรือ  mc  = v′   ผลที่ไดเปนขอบเขตบนของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ      

ในทางตรงขาม  กรณีที่กาํหนดให i m<χ χ  เมื่อใหสารไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรง 
iχ  เปนสารที่ฝงกระจายในตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงอกีชนิดหนึ่ง mχ  และ

กําหนดให ic  = v′  ผลที่ไดเปนขอบเขตบนของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชงิเสนยังผลของ
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สารประกอบ  และในขณะที่เมื่อใหสารไดอิเล็กทริกทรงกระบอกไมเชิงเสนอยางแรง mχ  เปน
ชิ้นสารที่ฝงกระจายในตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนอยางแรงอีกชนิดหนึง่ iχ  และกําหนดให 

mc  = v′  ผลที่ไดเปนขอบเขตลางของคาสัมประสทิธิ์ความไมเชงิเสนยังผลของสารประกอบ โดย
เมื่อคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนของสวนประกอบทั้งสองของสารประกอบมีคาแตกตางกนัไม
มากนัก i m( / 10=χ χ , 5 , 0.2 , 0.1)  ขอบเขตบนและขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความไม
เชิงเสนยังผลของสารประกอบจะใกลกนั   ในขณะที่เมื่อคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนของสวน 
ประกอบทัง้สองของสารประกอบมีคาแตกตางกนัมาก i m( / 100,  0.01)=χ χ  ขอบเขตบนและ
ขอบเขตลางของคาสัมประสทิธิ์ความไมเชงิเสนยังผลของสารประกอบจะหางออกจากกันมากขึน้ 

สําหรับการคํานวณคา eχ  กรณี c  = 1′  เปนการคํานวณคา eχ  ของสารประกอบที่มี
สวนประกอบที่คละกันอยางสุม  กลาวคือ  ไมมีสวนประกอบใดฝงอยูในอีกสวนประกอบหนึ่งอยาง
เดนชัด  แตสวนประกอบทั้งสองกระจายอยางสุมรวมกัน  ดังนั้นสารฝงกระจายจึงเปนไดทั้งชนิด 

iχ  และ mχ  ดังรูปที่  4.1  และในการคํานวณคา eχ  ใชแบบจําลองของ Bruggeman  ในการ
คํานวณ  ซึ่งแบบจําลองของ Bruggeman เปนกรณีพิเศษกรณีหนึ่งของการคํานวณคา eχ  ตาม
แบบจําลองของ Hashin  โดยผลการคํานวณดังกลาวพบวา   เมื่อสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนของ
สวนประกอบของสารประกอบมีคาไมแตกตางกันมาก i m( / 0.1 )=χ χ  จะเห็นไดวาผลการ
ทํานายคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลตามแนวคิดของ Bruggeman จะมีบางชวงเทานั้นที่
อยูระหวางขอบเขตบนและขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบ  
โดยใหผลการคํานวณใกลเคียงกับผลการจําลองโดยวิธีเชิงตัวเลข (numerical simulation)  
[19,20]  เนื่องจากลักษณะปญหาของการจําลองชิ้นสารคลายคลึงกับโครงสรางของสารประกอบที่
พิจารณา  ในขณะที่เมื่อสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนของสวนประกอบของสารประกอบมีคา
แตกตางกันมาก i m( / 0.01 )=χ χ  ผลการทํานายคา eχ ตามแนวคิดของ Bruggeman เกือบ
ทั้งหมดจะอยูระหวางขอบเขตบนและขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของ    
สารประกอบ  ซึ่งเกิดขึ้นในลักษณะทํานองเดียวกับกรณีปญหาสารประกอบนําไฟฟาเชิงเสนดังที่
กลาวมาตอนตน  และยังเห็นไดวาผลการจําลองโดยวิธีเชิงตัวเลข (numerical simulation) อยู
ระหวางขอบเขตบนและขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบดวย
เชนกัน    โดยผลการทํานายคา eχ  กรณี c  = 1′  นี้ถูกนําไปใชทํานายคาสภาพรับไวไดไมเชิงเสน
อันดับที่สาม (third – order nonlinear susceptibility)  ของสารประกอบแกวพรุนเชิงแสงไมเชิง
เสน (nonlinear – optical porous – glass based composites materials) [21]  โดยใหผลการ
คํานวณเชิงทฤษฎีใกลเคียงกับผลการทดลอง 

นอกจากนี้   ในงานวิจัยไดใชแนวความคิดของ Lee และ Yu [11]  ในการปรับปรุงผลการ
คํานวณคา eχ  ใหมีความถูกตองมากยิ่งขึ้นโดยใชศักยทดลองแบบปรับปรุงดวยการเพิ่มจํานวน
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พจนและพารามิเตอรของการแปรผันในฟงกชันศักยทดลองเดิม  ซึ่งผลการคํานวณใหผลใน
ลักษณะทํานองเดียวกับการคาดคะเนคา eχ  ดวยศักยทดลองแบบงาย   โดยพบวาเสนขอบเขต
ลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบที่คํานวณไดจากศักยทดลองแบบ
ปรับปรุงอยูต่ํากวาเสนขอบเขตลางที่คํานวณไดจากศักยทดลองแบบงายเพียงเล็กนอย  ทํานอง
เดียวกันเสนขอบเขตบนของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบที่คํานวณไดจาก
ศักยทดลองแบบปรับปรุงอยูต่ํากวาเสนขอบเขตบนที่คํานวณไดจากศักยทดลองแบบงายเพียง
เล็กนอยเชนเดียวกัน  ซึ่งผลการคาดคะเนดวยศักยทดลองแบบปรับปรุงใหผลในลักษณะเดียวกับ
ผลการทดลองดวยศักยทดลองแบบงายนั่นคือ  เมื่อคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนของ
ส ว น ป ร ะ ก อ บ ทั้ ง ส อ ง ข อ ง ส า ร ป ร ะ ก อ บ มี ค า ไ ม แ ต ก ต า ง กั น ม า ก นั ก 

i m( / 10,  5,  0.2,  0.1 )=χ χ  ขอบเขตบนและขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสน
ยังผลของสารประกอบจะใกลกัน  ในขณะที่เมื่อคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนของสวนประกอบ
ทั้งสองของสารประกอบมีคาแตกตางกันมาก i m( / 100,  0.01 )=χ χ  ขอบเขตบนและขอบเขต
ลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลของสารประกอบจะหางจากกันมากขึ้น    
 

ดังนั้นจึงสามารถสรุปไดวา  การทํานายและคาดคะเนตัวกลางยังผลไมเชิงเสนดวย
ขอบเขตบนและขอบเขตลางของคาสัมประสิทธิ์ความไมเชิงเสนยังผลตามแนวคิดของ Hashin มี
ความสมบูรณมากกวาการประมาณตัวกลางยังผลของสารประกอบตามแนวคิดของ 
Bruggeman  เนื่องจากคลอบคลุมกรณีของลักษณะการจัดตัวของสารประกอบเปนแบบใด ๆ  
โดยในทางปฎิบัติถามีขอมูลของผลการทดลองจํานวนมากก็จะทําใหสามารถหาคาพารามิเตอร 
c′  ที่เปนตัวแทนของผลการทดลองได (fitting parameter) 

นอกจากนี้ สําหรับปญหาตอไปที่ผูวิจัยเองใหความสนใจที่จะศึกษาก็คือ ปญหา            
สารประกอบไดอิเล็กทริกเชิงเสนและไมเชิงเสนชนิดที่ไมไอโซโทรปก  ซึ่งการคํานวณคาสัมประสิทธิ์  
ตัวกลางยังผลของสารประกอบจะถูกคํานวณในทิศขนานและตั้งฉากกับสนามไฟฟาที่ใหกับ     
สารประกอบ   รวมถึงกรณีปญหาที่ศักยไฟฟารูปไซน (sinusoidal voltage) ถูกใหกับสารประกอบ
ไดอิเล็กทริก  ซึ่งทําใหกระบวนการเกิดโพลาไรเซชันในสารขึ้นกับความถี่ดวย   ดังนั้นสมบัติของ
สารประกอบนอกจากจะขึ้นกับสวนประกอบแลวยังขึ้นกับความถี่ของศักยที่ใหกับสารประกอบ  
โดยสภาพยอมทางไฟฟาเชิงซอน (complex permittivity) จําเปนตองถูกนํามาบรรยายระบบดัง
กลาวถึงจะเพียงพอในการอธิบายสารประกอบไดอิเล็กทริก  ซึ่งปญหาดังกลาวถามีโอกาสจะ
ทําการศึกษาตอไป  
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ภาคผนวก   
 



ภาคผนวก  ก 
 

หลักการแปรผัน 
 

วิชาแคลคูลัสของการแปรผัน   เปนสวนหนึ่งของวิชาแคลคูลัสของฟงกชันนอล  ซึ่ง ณ ที่นี้
จะกลาวเฉพาะการหาคาสุดขีด (extremum) ของฟงกชันนอลเทานั้น  ซึ่งโดยปกติแลวคงจะคุนเคย
ในการหาคาสูงสุด (maximum  value)  หรือต่ําสุด (minimum  value)  ของฟงกชัน y = f(x)   
แตสําหรับวิชาแคลคูลัสของการแปรผันเบื้องตน [23,28]  จะพิจารณาเงื่อนไขจําเปน (necessary  
condition) สําหรับฟงกชันที่ทําใหฟงกชันนอลมีคาสุดขีด  ซึ่งจะนําไปสูสมการออยเลอร-ลากราง 
(Euler-Lagrange equation)  
 
ก.1  ฟงกชันนอลและการแปรผันแบบงาย 
 
 ฟงกชันนอล  คือ  โอเปอรเรเตอรที่เปลี่ยน (map) ฟงกชันไปเปนจํานวน (number)  
ในขณะที่ฟงกชัน  คือ  โอเปอรเรเตอรที่เปลี่ยนจํานวนไปเปนจํานวน    ตัวอยางของฟงกชันนอล  
เชน   ถาให y(x)  เปนฟงกชันตอเนื่องใด ๆ ที่สามารถหาอนุพันธได  และสามารถหาคาบนชวงปด 
[a,b] แลว 
 

b
2

a

d y(x)J[y]  =  [(  y(x) ) +  ] dx
dx 3∫  

 
จะเปนฟงกชันนอลบนเซตของฟงกชัน y(x)  ใด ๆ      จากตัวอยางจะเห็นวาฟงกชัน y(x)  จะตอง
หาอนุพันธไดและจะตองหาคาไดบนชวงปด [a,b]  จึงจะทําใหสามารถหาคาฟงกชันนอล J[y]  ได 
   
ก.2  สมการออยเลอร – ลากราง ในกรณี 1 ตัวแปร 
 
พิจารณาฟงกชันนอล 
 

b

a

J[y]  =   F ( x, y(x), y (x) )  dx′∫    (ก.1) 
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ให  F ( x, y(x), y (x) )′  เปนฟงกชันซึ่งมีอนุพันธยอย (partial derivative) อันดับหนึ่งและอันดับ
สองเทียบกับตัวแปร x เปนฟงกชันตอเนื่อง  โดยที่ฟงกชัน y(x)  เปนฟงกชันที่มีอนุพันธและเปน
ฟงกชันที่ตอเนื่องในชวงปด [a,b] โดยจะตองสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (boundary condition) 
 
   y(a)  =   A     และ   y(b)  =   B    (ก.2) 
 
 

 
 
รูป ก -1  แสดงการผันของเสนทาง y(x)  ที่ทําใหฟงกชันนอล J[y(x)]  มีคาสุดขีด (extremum) 
 
เราจะหาฟงกชัน y(x)  ที่ทําใหฟงกชันนอล J[y(x)]  มีคาสุดขีด (extremum)   โดยสมมุติให  
y(x)  เปนฟงกชันหรือเสนโคงที่ทําใหฟงกชันนอลตามสมการ (ก.1) มีคาสุดขีด  และใหฟงกชัน 
y(x)  มีสวนที่เปลี่ยนแปลง α h(x)  โดยที่ α  มีคาเล็ก ๆ (infinitesimal value) ซึ่งฟงกชัน 
y(x) + α h(x)  นี้จะตองสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตที่กําหนดไวในสมการ (ก.2) ดังรูปที่ ก -1 
นั่นคือ 
 
  y(a) + α h(a)  =  A     และ   y(b) + α h(b)  =  B  
 
แตเงื่อนไขขอบเขตตามสมการ (ก.2) จะทําใหไดเงื่อนไขขอบเขตของ α h(x)  คือ 
 
 α h(a)  =  α h(b)  =  0  เมื่อ α  เปนคาคงตัวใด ๆ      (ก.3) 
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จากรูป ก -1 เปนกราฟแสดงการผันของเสนทาง y(x)  ซึ่งแทนดวยเสนประที่ผันคาไปเพื่อใหได
เสนทางที่ทําใหฟงกชันนอล J[y(x)]  มีคาสุดขีด และเสนโคงหรือฟงกชัน y(x)  ซึ่งแทนดวยเสน
ทึบเปนเสนทางที่ทําใหฟงกชันนอล J[y(x)]  มีคาสุดขีด   โดยจะเห็นวาจุดปลายทั้งสองจุดของ
เสนโคงทั้งสองเปนจุดเดียวกัน  นั่นก็คือ เปนไปตามเงื่อนไขขอบเขตดังสมการ (ก.3)   และเมื่อ 
y(x)มีสวนที่เปลี่ยนแปลง α h(x)    สวนที่เปลี่ยนแปลงที่สมนัยของฟงกชันนอลในสมการ (ก.1)  
คือ 
 

∆J[h(x)]  =  J[y(x) + αh(x)] - J[y(x)]         
b

a

=  [F(x, y + α h, y  + α h  ) - F(x, y, y )]  dx′ ′ ′∫    (ก.4) 

 
ใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor’s Series) กระจายพจนแรกจะได 
 

b

a

∆J[h(x)] = [(F(x,y,y ) + αh F(x,y,y ) + αh F(x,y,y ) +...) - F(x,y,y )]  dx
 y  y
∂ ∂′ ′ ′ ′ ′

′∂ ∂∫  

          (ก.5) 
 
โดยทั่วไป ∆J[h(x)]  จะเปนฟงกชันนอลของ h(x)  ซึ่งโดยทั่วไปแลวจะไมเปนฟงกชันนอลเชิงเสน 
(nonlinear functional)   สมมุติวา ∆J[h(x)] [h(x)] + ε hφ=  เมื่อ [h(x)]φ  เปนฟงกชัน
นอลเชิงเสนและ ε 0→  เมื่อ 0h →   แลวจะเรียกฟงกชันนอล J[y(x)]  วาเปน  ฟงกชนันอลที่
หาอนุพันธได  และเรียกสวนที่เปนเชิงเสนหลัก (principal linear part) ของสวนที่เปลี่ยนแปลง 
∆J[h(x)]  ซึ่งในที่นี้คือฟงกชันนอลเชิงเสน [h(x)]φ  วาเปนการแปรผัน (variation) หรืออนุพันธ
ของ J[y(x)]  เขียนแทนดวย δJ[h(x)]  [28] 
 
ดังนั้นจากสมการ (ก.5) จะไดวา 
  

∆J  =  δJ + ...  
 

ในที่นี้จุดไขปลาแทนพจนที่มีกําลังมากกวาหนึ่งของ h และ h’ ซึ่งประมาณคาวานอยมาก           
ดังนั้นจะได 

b

a

δJ  =   [αh F(x,y,y ) + α h F(x,y,y )]  dx
 y  y
∂ ∂′ ′ ′

′∂ ∂∫     (ก.6) 
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นั่นคือ δJ เปนการแปรผันของฟงกชันนอล J[y(x)]  และโดยการอินทิเกรตที่ละสวนของพจนหลัง
ของสมการ (ก.6) จะได 
 

bb

a a

 F d  F  FδJ [ ( )] α h(x)  dx + α h(x)
 y d  y  yx

∂ ∂ ∂
= −

′ ′∂ ∂ ∂∫     (ก.7) 

 
ใชเงื่อนไขในสมการ (ก.3) จะได 
 

b

a

 F d  FδJ = [ - ( )] α h(x)  dx
 y dx  y

∂ ∂
′∂ ∂∫      (ก.8) 

 
เงื่อนไขจําเปนสําหรับ J[y(x)]  ที่มีคาสูงสุดหรือต่ําสุดคือ δJ = 0  และเนื่องจาก α h(x)  เปน
ฟงกชันใด ๆ  จะไดวา 
 

 F d  F- ( )  =  0
 y dx  y

∂ ∂
′∂ ∂

   (ก.9) 

 
จากสมการ (ก.9) เรียกวา  สมการออยเลอร – ลากราง (Euler – Lagrange ‘s equation) โดยที่ผล
เฉลยของสมการออยเลอร – ลากราง y(x)  จะเปนเงื่อนไขที่ทําใหฟงกชันนอล J[y(x)]  มีคาสุด
ขีด  หรืออาจกลาวในอีกแงหนึ่งที่วา y(x)  เปนเสนทางหรือเสนโคงที่ทาํใหฟงกชนันอล J[y(x)]  มี
คาสุดขีด 
 
ก.3  สมการออยเลอร-ลากรางในกรณีหลายตัวแปร 
 
 ในหัวขอ ก.2 ไดพิจารณาปญหาการแปรผันของฟงกชันนอล ซึ่งขึ้นอยูกับฟงกชันหนึ่ง    
ตัวแปรคือ ขึ้นอยูกับเสนโคง แตในหัวขอนี้จะกลาวถึงปญหาที่ฟงกชนันอลขึ้นอยูกับฟงกชันหลาย
ตัวแปรคือ ข้ึนอยูกับปริมาตร ซึ่งจะทําการหาเงื่อนไขจําเปนสําหรับปญหาการแปรผันฟงกชันนอล
ซึ่งขึ้นอยูกับปริมาตร 
 พิจารณาฟงกชันนอลในรูปแบบ 
 

x y z
v

J[u(x,y,z)]  =  F (x, y, z, u, u , u , u ) dxdydz∫∫∫     (ก.10) 
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เมื่อ x y zF(x, y, z, u, u , u , u )  เปนฟงกชันซึ่งมีอนุพันธยอยอันดับหนึ่งและอันดับสอง เมื่อเทียบ
กับตัวแปรทุกตัวและเปนฟงกชันตอเนื่องในปริมาตร V ซึ่งเปนปริมาตรปดซึ่งปดลอมดวยพื้นที่ผิว

Γ  
 ทําการหาฟงกชันหรือปริมาตร u(x,y,z)  ซึ่งสอดคลองกับเงื่อนไขตอไปนี้ 
 
1. u(x,y,z)  และอนุพันธยอยอันดับหนึ่งและอันดับสอง เมื่อเทียบกับ x, y และ z เปนฟงกชัน

ตอเนื่องในปริมาตร V 
2. u(x,y,z)  จะตองมีคาเทากับที่กําหนดใหบนขอบเขตพื้นผิว Γ ของปริมาตร V 
3. u(x,y,z)  จะตองทําใหฟงกชันนอลในสมการ (ก.10) มีคาสุดขีด (extremum) 
 

สมมุติให u(x,y,z)  เปนฟงกชันที่ทําใหฟงกชันนอล J[u(x,y,z)]  มีคาสุดขีด และ
u(x,y,z) + α η(x,y,z)  เปนฟงกชันที่ผันไป  โดยที่ α  เปนคาเล็กๆ (infinitesimal value) และ 
u(x,y,z)  เปนฟงกชันที่ไมเจาะจงซึ่งมีอนุพันธยอยอันดับหนึ่งและอันดับสองในปริมาตร V เปน
ฟงกชันตอเนื่องและ η(x,y,z) = 0  บนขอบเขตของปริมาตร V   ดังนั้นสวนที่เปลี่ยนไปของ
ฟงกชันนอล J[u(x,y,z)]  คือ 

 
∆J[η(x,y,z)]  =  J[u(x,y,z) + α η(x,y,z)] - J[u(x,y,z)]  
 

          x x y y z z
v

=  F(x, y, z, u+αη, u +αη , u +αη , u +αη )  dxdydz∫∫∫  

                                    x y z
v

-  F(x, y, z, u, u , u , u )  dx dy dz∫∫∫   (ก.11) 

โดยกําหนดให  
ix

i

 uu =
 x
∂
∂

  และ  
ix

i

 ηη =
x

∂
∂

        เมื่อ i=1,2,3  แทน x, y และ z ตามลําดับ 

ใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor’s series) กระจายพจนแรกทางขวามือของสมการ (ก.11) จะได 
 

x y z x y z
x y zv

 F  F  F  F∆J= [F(x,y,z,u,u ,u ,u )+αη +αη +αη +αη +...]  dxdydz
 u  u  u  u

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂∫∫∫  

        x y z
v

- F(x,y,z,u,u ,u ,u )  dxdydz∫∫∫  

 
โดยจุดไขปลาแทนพจนที่มีกําลังมากกวาหนึ่งของ x yη, η , η  และ zη  
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ดังนั้น การแปรผัน δJ  คือ 
 

x y z
x y zv

 F  F  F  FδJ  =  (αη + αη + αη + αη )  dxdydz
 u  u  u  u

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂∫∫∫   (ก.12) 

 
จากสมการ (ก.12) สามารถจัดรูปใหมไดเปน 
 

x y zv

 F  F  FδJ  =   [ (αη ) + (αη ) + (αη )
x  u y  u z  u
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∫∫∫  

. 

x y z

 F  F  F  F+ { - ( ) - ( ) - ( )} αη ]  dxdydz
 u x  u y  u z  u

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

  (ก.13) 

 

ให Gv  เปนเวกเตอรซึ่งมีสวนประกอบ (component) เปน 
xi

i

u
x

FF =
u
∂
∂

   เมื่อ ix   แทน x, y และ 

z ตามลําดับ 
ดังนั้นจากสมการ (ก.13) จะไดวา 
 

x y zv

 F  F  F  FδJ = [ . (G αη) + { - ( )- ( )- ( )} αη]  dxdydz
 u x  u y  u z  u

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∫∫∫
vv  

          (ก.14) 
 
ใชทฤษฎีบทของไดเวอรเจนซ (divergence theorem) ดังนั้นพจนแรกทางขวามือของสมการ 
(ก.14) จะไดวา 
 

x y zv

 F  F  F  FˆδJ = (G αη).n ds { - ( ) - ( ) - ( )} αη  dxdydz
 u x  u y  u z  uΓ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∫ ∫∫∫
v  

          (ก.15) 
 
และใชเงื่อนไขที่วา α η(x,y,z) = 0  บนขอบเขตพื้นผิว Γ ของปริมาตร V  ดังนั้นสมการ (ก.15) 
จะไดวา 
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x y zv

 F  F  F  FδJ = { - ( ) - ( ) - ( )} αη  dxdydz
 u x  u y  u z  u

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∫∫∫   (ก.16) 

 
เงื่อนไขที่ทําใหฟงกชันนอล J[u(x,y,z)]  มีคาสุดขีด (extremum)  คือ δJ = 0  และเนื่องจาก 
α η(x,y,z)  เปนฟงกชันใด ๆ     ดังนั้นจากสมการ (ก.16) จะไดวา 
 

x y z

 F  F  F  F- ( ) - ( ) - ( )  =  0
 u x  u y  u z  u

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

   (ก.17) 

 
สมการ (ก.17) เรียกวา  สมการออยเลอร-ลากราง (Euler-Lagrange ’s equation) ซึ่งผลเฉลย
u(x,y,z)  ของสมการ (ก.17) นี้เปนฟงกชันปริมาตรที่ทําใหฟงกชันนอลมีคาสุดขีด (extremum) 
นั่นเอง 
 เนื่องจากการแกปญหาการแปรผัน   ผลเฉลยของสมการออยเลอร-ลากราง หาไดจากการ
แกสมการอนุพันธ แตเนื่องจากสมการออยเลอร-ลากราง จะหาผลเฉลยไดงายเปนบางกรณีเทานั้น 
ดังนั้นจึงตองหาวิธีอ่ืนเพื่อนํามาแกปญหาการแปรผันเหลานี้  ซึ่งวิธีหน่ึงที่นิยมใชกันเรียกวา วิธีตรง 
(direct method) ซึ่งวิธีตรงมีหลายวิธีดวยกัน   ในที่นี้จะขอกลาววิธีของริทซเทานั้น 
 
ก.4  วิธีของริทซ (Ritz method) 
 

พิจารณาปญหาของการหาคาสูงสุด หรือต่ําสุดของฟงกชันนอล J[y(x)]  โดย
แนวความคิดของริทซ [23,28] ก็คือ พิจารณาฟงกชันนอล J[y(x)]  ซึ่งเปนฟงกชันนอลที่ไมขึ้นกับ
เสนโคงทั่วไป แตเจาะจงใหข้ึนกับฟงกชันหรือเสนโคงที่ถูกเขียนอยูในรูปของผลบวกเชิงเสน (linear  
combination )  

 
n

n i i
i=1

y (x)   α (x)φ= ∑      (ก.18) 

 
ซึ่ง iα  เปนคาคงที่ที่ยังไมทราบคา  ถาให ny (x) เปนฟงกชันที่ตองการแลว i (x)φ จะตอง
สอดคลองกับเงื่อนไขขอบที่โจทยกําหนด   ดังนั้นเมื่อใชฟงกชันในสมการ (ก.18) แลว ฟงกชันนอล

nJ[y (x)]  จะกลายเปนฟงกชันนอลที่ขึ้นกับสัมประสิทธ 1 2 3 nα , α , α ,..., α  นั่นคือ 
 

n 1 2 3 nJ[y (x)]  =  (α , α , α ,..., α )φ       (ก.19) 



 89

ดังนั้นจะทําการเลือก 1 2 3 nα , α , α ,..., α  โดยทําให 1 2 3 n(α ,α ,α ,...,α )φ  มีคาสูงสุดหรือต่ําสุด   
นั่นก็คือ   ทําใหฟงกชันนอล nJ[y (x)]  มีคาสุดขีดนั่นเอง (extremum)  โดย iα  หาไดจากสมการ 
 

n
i i

  = J[y (x)]  =  0
 α α
φ∂ ∂

∂ ∂
  (i=1, 2, 3, …, n) (ก.20) 

 
เมื่อแทนคา iα  ลงในสมการ (ก.20) ก็จะไดลําดับ n{y (x)}   ในกรณีที่ลําดับ n{y (x)}  เปนลําดับ
ที่ทําใหคาของฟงกชันนอล nJ[y (x)]ลูเขาสูคาต่ําสุด หรือลูเขาสูขอบเขตลางสุด (the greatest 
lower bound)  ของคาฟงกชันนอล J[y(x)]  นั่นคือ 
 

nn
lim   J[y (x)]  =  min  J[y(x)]
→∞

   (ก.21) 
 

ลําดับ n{y (x)}  ดังกลาวจะถูกเรียกวาเปนลําดับที่ใหคานอยที่สุด (minimizing sequence)  และ
ถาลําดับ n{y (x)}  มีฟงกชันลิมิต (limit function) เปน ŷ  จะทําใหสามารถเขียนไดวา 
 

n  n
ˆJ[y] =  lim  J[y (x)]  =  min J[y(x)]

→∞
     (ก.22) 

 
นั่นคือ   n nn n

J[ lim  y (x)]  =  lim  J[y (x)]
→∞ →∞

      (ก.23) 
    
และ ŷ  ก็จะเปนผลเฉลยของปญหาการแปรผัน   โดยในกรณีที่ถาไมทําครบขบวนการลิมิต   นั่น
คือ  ใชเฉพาะ  n  พจนแรกดังในสมการ (ก.18)   ลําดับที่ใหคานอยที่สุดก็จะเปนผลเฉลย
โดยประมาณของการแปรผันนั้น ๆ     นอกจากนี้   ความแตกตางระหวางคาของฟงกชันนอล 
 

b

n
a

J[y (x)]  =   F(x, y(x), y (x) )  dx′∫  

และ      
b

a

J[y(x)]  =   F(x, y(x), y (x) )  dx′∫  

 
อาจจะนอยมากในกรณีเมื่อ ny (x)  และ y(x)  ใกลเคียงกันมากในชวงการอินทิเกรต (a,b)  
ถึงแมวาในบางชวงเล็ก ๆ ใน (a,b)  ฟงกชัน ny (x)  และ y(x)  และอนุพันธของฟงกชันทั้งสองจะ
แตกตางกันบางก็ตาม 
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 ในการหาคาต่ําสุดของฟงกชันนอลโดยวิธีการนี้   คาที่แทจริงของคาต่ําสุดของฟงกชนันอล
นี้จะถูกประมาณคาจากคาของขางบนลงมาขางลาง   ในทํานองเดียวกัน  วิธีของริทซนี้สามารถใช
หาคาสูงสุดของฟงกชันนอลไดโดยการประมาณคาจากขางลางขึ้นไป     นอกจากนี้ วิธีของริทซนั้น
สามารถประยุกตใชกับการหาคาสูงสุด หรือคาต่ําสุดของฟงกชันนอล 1 2 3 nJ[z(x ,x ,x ,...,x )]  ซึ่ง
ขึ้นอยูกับฟงกชันของหลายตัวแปรได  โดยที่ { }iφ  จะตองเปนฟงกชันของตัวแปรตน  

1 2 3 nx ,x ,x ,...,x  ดวยเชนกัน 
 
หมายเหต ุ  ถึงแมวาในปญหาการแปรผัน  ลําดับที่ใหคานอยที่สุด( minimizing sequence) จะมกี็
ตาม   นั่นคือ   
    nn

lim   J[y (x)]  =  min  J[y(x)]
→∞

 
 
แตไมไดหมายความวา  ลําดับที่ใหคานอยที่สุด  จะตองมีฟงกชันลิมิต ŷ  เสมอไป [23]    



ภาคผนวก ข
โปรแกรมการแกปญหาการแปรผันของสารประกอบนําไฟฟาเชิงเสน
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