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 ความไมสมบูรณตั้งตนในโครงสรางเปนสิ่งที่หลีกเลี่ยงไดยากในการกอสรางจริงและ

ไมสามารถคาดการณไดลวงหนา  สงผลใหพฤติกรรมที่เกิดขึ้นจริงในโครงสรางไมเปนไปตามที่

ไดสมมุติไว และอาจเกิดพฤติกรรมแบบไรเชิงเสนขึ้น  นั่นคือการเสียรูปที่เกิดขึ้นจะทําให

โครงสรางเสียสมดุลไดเร็วขึ้นและกําลังรับน้ําหนักบรรทุกวิกฤติมีคาลดลง  ซึ่งหมายถึงสัดสวน

ความปลอดภัยนั้นลดลง  ดังนั้นเพื่อที่จะสามารถวิเคราะหพฤติกรรมดังกลาวของโครงสรางได
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เชิงเสนที่พิจารณาความไมสมบูรณตั้งตนทั้งจากความโคงตั้งตน (out-of-straightness) และ

พิกัดไมตรงจุด (out-of-plumbness) คุณสมบัติทางวัสดุใชแบบเสนตรงสองเสน (bilinear)  

การวิเคราะหจะคํานวณดวยระเบียบวิธีการควบคุมน้ําหนักบรรทุก (load control) และ

ระเบียบวิธีการควบคุมการเสียรูป (displacement control) ในการหาคากําลังรับน้ําหนัก

บรรทุกวิกฤติของโครงสราง 

 ผลจากการวิเคราะหโครงสรางกรณีศึกษาดวยวิธีการที่พัฒนาขึ้นในงานวิจัยนี้พบวา 

สามารถวิเคราะหพฤติกรรมไดใกลเคียงงานวิจัยในอดีต ทั้งกรณีโครงสรางสมบูรณและ

โครงสรางมีความโคงตั้งตน และเมื่อทําการวิเคราะหกรณีศึกษาโครงสรางสะพานลอยพบวา 

ถาพิจารณาความโคงตั้งตนของชิ้นสวนขนาด L/1,000 (ตามมาตรฐาน AISC) น้ําหนักบรรทุก

วิกฤติจะลดลงรอยละ 12.20 เทียบกับโครงสรางสมบูรณ  และหากพิจารณาพิกัดไมตรงจุดตั้ง

ตนดวยการสุมขนาดไมเกิน L/500 (ตามมาตรฐาน AISC) รวมดวย น้ําหนักบรรทุกวิกฤติจะ

ลดลงอีกรอยละ 1.16 โดยเฉลี่ย 
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 Initial imperfections in a structure are difficult to avoid and unable to predict 

in the real construction. Thus, the actual structural behavior deviates from that 

assumed, and nonlinear behavior can occur. That is, the deformation reaches an 

unstable point faster and the critical load is reduced. The factor of safety is then 

reduced. Therefore, in order to predict an accurate behavior of such a structure, this 

thesis proposes a nonlinear analysis of space trusses which considers effects from 

initial imperfections both out-of-straightness and out-of-plumbness. Properties of 

materials are defined as bilinear. Numerical  analysis is based on a load control 

method and a displacement control method in determining the critical load 

resistance of the structure. 

 Results from analyzing structures in the case studies by the method 

developed in this research have shown a good agreement with previous researches, 

both in cases of perfect structures and structures with initial out-of-straightness. Also, 

in the case study of a pedestrian bridge, when the initial out-of-straightness of 

magnitude L/1,000 (according to AISC) is taken into account, the critical load of the 

structure is reduced by 12.20% compared to the perfect structure. Furthermore, with 

addition of initial out-of-plumbness randomly selected within the magnitude of L/500 

(according to AISC), the critical load of the structure is further reduced by 1.16% in 

average 
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บทที่ 1 

บทนํา 

1.1 ความเปนมา 

โครงขอหมุนเปนโครงสรางที่นิยมและสําคัญทางวิศวกรรม พบไดบอยในโครงสราง เชน 

โครงหลังคาหรือสะพาน  เปนตน โครงขอหมุนเปนโครงสรางที่เหมาะสมกับการใชงานที่ตองการ

ชวงความยาวระหวางจุดรองรับที่มาก เปนโครงสรางที่กอสรางไดงาย  สามารถสรางโครงสรางที่มี

ขนาดใหญดวยการประกอบชิ้นสวนที่ผลิตจากโรงงาน  ทําใหกอสรางไดสะดวกและรวดเร็ว 

ตลอดจนสามารถออกแบบโครงสรางที่มีความโดดเดนสวยงามได 

ในกรณีที่โครงสรางตองแบกรับน้ําหนักบรรทุกมาก โครงสรางอาจมีพฤติกรรมการเสียรูป

มากและแรงภายในของชิ้นสวนอาจสูงถึงจุดคราก การวิเคราะหพฤติกรรมของโครงสราง

จําเปนตองใชการวิเคราะหแบบไรเชิงเสนเพื่อจําลองพฤติกรรมของโครงสรางใหเหมือนจริง  โดย

อาศัยวิธีการเสียรูปมาก  รวมกับการจําลองพฤติกรรมวัสดุที่มีความสัมพันธระหวางความเคนและ

ความเครียดแบบไรเชิงเสน  นอกจากนี้ความไมสมบูรณตั้งตนเนื่องจากความคลาดเคลื่อนในการ

กอสรางยังสงผลตอพฤติกรรมของโครงสรางไดอีกดวย 

การวิเคราะหโครงสรางแบบไรเชิงเสนแบงออกเปน 2 ประเภท คือ ความไรเชิงเสนทางวัสดุ

และทางเรขาคณิต การวิเคราะหแบบไรเชิงเสนทางวัสดุจะพิจารณาความเคนและความเครียดของ

หนาตัดที่เกินจุดครากของวัสดุเหล็กหรือการแตกราวของวัสดุคอนกรีต  ทําใหเกิดความสัมพันธ

แบบไรเชิงเสน  คุณสมบัติของวัสดุบางชนิดอาจจําลองพฤติกรรมเปนแบบงาย เชน วัสดุเหล็กอาจ

จําลองพฤติกรรมดวยเสนตรงสองเสน (bilinear) เปนตน สวนการวิเคราะหแบบไรเชิงเสนทาง

เรขาคณิต  จะพิจารณาสมดุลของโครงสรางดวยสมมุติฐานวาโครงสรางมีการเคลื่อนที่มากแต

ความเครียดนอย  ความสัมพันธระหวางความเครียดกับการเสียรูปแบบเชิงเสน  นั่นคือ

ความสัมพันธเชิงจลศาสตร (kinematics) แบบเชิงเสน และพิจารณาการเสียรูปที่ เกิดจาก

ผลกระทบรอง เชน การรับแรงอัดแนวแกนสงผลตอสติฟเนสการดัด มีการเสียรูปแบบโกงเดาะ   

เปนตน  การวิเคราะหโครงสรางแบบไรเชิงเสนโดยตรงนั้นทําไดยากตองใชการคํานวณเชิงตัวเลข     
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วิธีนิวตัน-ราฟสัน (Newton-Raphson) เปนวิธีที่นิยม มีรูปแบบการวิเคราะหแบบควบคุมแรง

กระทํา (load control) ดวยการเพิ่มคาและการทําซ้ํา แตมีขอจํากัดคือไมสามารถวิเคราะหสภาวะ

ใกลหรือเกินจุดสูงสุด (ultimate load) และอาจเกิดขอผิดพลาดได อยางไรก็ตามยังมีเทคนิควิธี

ควบคุมการเสียรูป (displacement control) สามารถนํามาแกปญหาไดอยางเหมาะสม 

งานวิจัยนี้นําเสนอการวิเคราะหโครงขอหมุนสามมิติแบบไรเชิงเสนทั้งทางเรขาคณิตและ

ทางวัสดุ  ใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขวิธีนิวตัน-ราฟสันและวิธีควบคุมการเสียรูป  เพื่อหาน้ําหนัก

บรรทุกวิกฤติกอนวิบัติ  นอกจากนั้นยังทําการสุมขนาดของความไมสมบูรณตั้งตน และนําผลลัพธที่

ไดมาประเมินทางสถิติ 

 

1.2 งานวิจัยที่เกี่ยวของ 

งานวิจัยที่เกี่ยวของสามารถแบงไดเปน 2 กลุม คือ การวิเคราะหโครงขอหมุนสามมิติ   

แบบไรเชิงเสน  และความไมสมบูรณตั้งตน ดังรายละเอียดตอไปนี้ 

1.2.1 การวเิคราะหโครงขอหมุนสามมิติแบบไรเชิงเสน 

Yang และคณะ (1997) ศึกษาการโกงเดาะแตละชิ้นสวนและการครากที่สงผลตอกําลัง

หนาตัดประลัยของโครงขอหมุน 3 มิติ ผูวิจัยกลาววากําลังหนาตัดประลัยของโครงขอหมุนสามมิติ

นั้นไมสามารถหาไดโดยตรงดวยวิธีแบบเชิงเสน ผูวิจัยนําเสนอการปรับปรุงสมการลากรานจเจียน 

(Lagrangian) เพื่อแกปญหาการวิเคราะหแบบไรเชิงเสน และใชกฎแหงวัสดุ (constitutive laws) 

พิสูจนสมการจากพฤติกรรมจุดตอแบบขอหมุนพรอมดวยระเบียบวิธีตัวเลขแบบการเพิ่มคา-ทําซ้ํา  

กําหนดพฤติกรรมทางวัสดุโดยใชสมมุติฐานอยางงาย  ดวยการกระจายตัวแรงเคนโดยแบง

พฤติกรรมเปน 3 สภาวะ ไดแก อิลาสติก  อิลาสโตพลาสติก และพลาสติกสมบูรณ  โดยในแตละ

สภาวะมีการพิสูจนความสัมพันธระหวางความเคนกับความเครียด ผูวิจัยนําสมการที่ไดนําไป

วิเคราะหตัวอยางโครงขอหมุน 2 ชิ้นสวน ในระนาบสองมิติ เปรียบเทียบผลการวิเคราะหกับ

ตัวอยางในอดีตแลวพบวามีความสอดคลองกัน ดังนั้นสมการที่พิสูจนนั้นมีความถูกตอง  ผูวิจัย

วิเคราะหเปรียบเทียบสภาวะตางๆของพฤติกรรมทางวัสดุ  รูปที่ 1.1 แสดงความสัมพันธระหวาง
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แรงกระทํากับการโกงตัว สังเกตวาน้ําหนักบรรทุกโครงขอหมุนไรเชิงเสนทางเรขาคณิตแบบอินอิลา

สติก (inelastic) ทั้งอิลาสโตพลาสติกและพลาสติกสมบูรณลดลงอยางมากเมื่อเทียบกับ    อิลา

สติก (elastic)  และอีกขอสังเกตพฤติกรรมระหวางอิลาสโตพลาสติกกับพลาสติกสมบูรณตางกัน

นอยมาก และการวิเคราะหผลของการโกงเดาะที่มีผลตอกําลังประลัยดังรูปที่ 1.2  แสดงผลของ

อัตราสวนความชลูดที่มีผลโดยตรงตอกําลังหนาตัดประลัย ผลการวิจัยสามารถสรุปวาการ

วิเคราะหหาการครากของหนาตัดดวยสมมุติฐานแบบงายดวยทฤษฎีการกระจายตัวหนวยแรง

เคนอิลาสติก-พลาสติกที่สมบูรณ และอัตราสวนความชลูดที่มีผลตอการโกงเดาะที่เพิ่มขึ้น เมื่อ

นํามาวิเคราะหแลวทําใหกําลังหนาตัดประลัยของโครงสรางนั้นลดลงอยางมาก 

 

รูปที่ 1.1 ความสัมพันธระหวางแรงกระทํากบัการโกงตัวของ toggle truss (Yang,1997) 



4 

 

 

รูปที่ 1.2 ผลจากอัตราสวนความชลูดของ toggle truss (Yang,1997) 

Rothert และคณะ (1981) ศึกษาพฤติกรรมการโกงเดาะแบบ snap-through สําหรับโครง

ขอหมุนสามมิติ  ผูวิจัยกลาววาในการปฏิบัติทางวิศวกรรมโดยทั่วไปนั้นจะไมคํานึงถึงพฤติกรรม

ของความไรเชิงเสน  การวิเคราะหพฤติกรรมการโกงเดาะแบบ snap-through ไดจัดรูปแบบสมการ

วิธีการเสียรูปมากและใชวิธีอนุพันธเชิงตัวเลขดวยเทคนิควิธีการเพิ่มคา-การทําซ้ํา  ผูวิจัยนําเสนอ

สมการที่ตรงไปตรงมาและมีประโยชนในการวิเคราะหปญหาของโครงสรางและยังสามารถนําไป

เปรียบเทียบกับสมการการวิเคราะหแบบไรเชิงเสนอื่นๆ ได  การทํานายพฤติกรรมปรากฏการณ 

snap-through นั้นหนึ่งประเด็นสําคัญในการวิเคราะหไรเชิงเสนโครงขอหมุนสามมิติและเปนหนึ่ง

ทางเลือกเพื่อแกปญหาการเกิดลักษณะเฉพาะ (singularity)  ผูวิจัยนําเสนอสมการและเทคนิคชวย

สําหรับการวิเคราะหแบบไรเชิงเสน 4 รูปแบบ ไดแก  1) สมการควบคุม (constrain equation) มา

ใชงานรวม  2) การใชแปลงคาพารามิเตอร (parametric transformation)  3) การใชวิธีระนาบปกติ 

(normal plane)  4) นิวตัน-ราฟสันรวมกับวิธีการประมาณคานอกชวง (extrapolation) จากดิเทอร

มิแนนทสัมพัทธ (relative determinant)  ในทางปฏิบัติการวิเคราะหผลที่ไดวาวิธีนิวตัน-ราฟสัน

รวมกับวิธีการประมาณคานอกชวงมีประสิทธิภาพสูงสุดหมายความวาสามารถหาคาที่จุดวิกฤติ

ดวยความละเอียดที่เหมาะสม  การทํานายปรากฏการณ snap-through อาจไดผลไมตามคาดหวัง  

โดยเฉพาะอยางยิ่งโครงสรางที่รับน้ําหนักบรรทุกกระจายไมสม่ําเสมอและสติฟเนสของโครงสราง

ไมสมมาตรกันจําเปนตองออกแบบดวยความละเอียดมากขึ้นดวยการรวมผลของความไรเชิงเสน 
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Hill และคณะ (1989) พัฒนาเครื่องมือชวยในการวิเคราะหพฤติกรรมการโกงเดาะภายหลัง 

(post-buckling) แบบไรเชิงเสนของระบบโครงขอหมุน 3 มิติ  โครงสรางนั้นถูกจําลองดวยลักษณะ

ตามความสัมพันธระหวางความเคนกับความเครียด  พฤติกรรมแบบไรเชิงเสนเกิดจากการโกงเดาะ

และการครากของหนาตัดจําลองโดยใชคาโมดูลัสสัมผัส (tangent modulus) เพื่อหาคาสติฟเนส

เมทริกซอิลาสติก  พิจารณาผลกระทบที่อันดับ 1 จากผลเนื่องทางเรขาคณิตดวยการใชสติฟเนส

เมทริกซเรขาคณิต  ผลกระทบอันดับ 2 ไดรวมถึงสมการการหมุนรวม (co-rotational) ของพิกัด 

หลักระเบียบเชิงตัวเลขแบบเพิ่มคา-ทําซ้ําเปนประโยชนในการประยุกตวิธี  นิวตัน-ราฟสันดวย

สมการควบคุมวิธีความยาวสวนโคง (arc length method)  ผูวิจัยไดสังเกตพฤติกรรมการ

ตอบสนองน้ําหนักบรรทุกกับการโกงตัวทั้งในชวงกอนและหลังจุดวิกฤตเปนสําคัญ วิเคราะห

ตัวอยางดังรูปที่ 1.2 (ซาย) โครงขอหมุน 2 ชิ้นสวน (toggle truss) ในระนาบ 2 มิติ ดวยโปรแกรม 

STAP กําหนดคาโมดูลัสการโกงเดาะ Ep=
2EI/(2l3) และนําวิธีการวิเคราะหการโกงเดาะภายหลัง

แบบอิลาสติกของ Kondoh และ Atluri (1985)  ผลที่ไดดังแสดงรูปที่ 1.2 (ขวา)  คา ณ ตําแหนง

วิกฤตเทากับ 3.833x106 kg มีคาที่แตกตางกันกับผลการวิเคราะหของ Kondoh และAtluri  3.5% 

อยูที่คา 3.76x106 kg คาของการโกงเดาะภายหลังอิลาสติกเทากับ 2.927x106 kg คาความเคน

วิกฤตเทากับ cr=36,808 kg/cm2  ความแตกตางของคาน้ําหนักบรรทุกวิกฤตที่เกิดขึ้นมีผลมาจาก

การประมาณคาของวิธีไฟไนตอิลิเมนตและคาเกรเดียนความเคนในแนวแกนที่สูง (large axial 

strain gradient) ซึ่งเปนสวนที่ Kondohและ Atluri ไมพิจารณา  ผลการวิเคราะหโดยแสดงตัวเลข

โรมันดังรูป 1.3 (ขวา) แสดงจุดเริ่มตนของแตละสถานนะพฤติกรรมผลการตอบสนองของแตละ

ชิ้นสวนดังนี้  (I) การโกงเดาะภายหลังแบบอินอิลาสติก, (II) การโกงเดาะภายหลังแบบอินอิลาสติก

ไมใหน้ําหนักบรรทุก, (III) อิลาสติกเชิงเสนใหน้ําหนักบรรทุกอีกครั้ง, (IV) การครากสวนรับแรงดึง 
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รูปที่ 1.3 ตัวอยางการทดสอบ toggle truss(ซาย)  ผลการทดสอบที่สภาวะตางๆ(ขวา)   

 (Hill และคณะ,1989 ) 

ศศิธร บรรจงลิขิต และวัฒนชัย สมิทธากร (2010) ศึกษาการคํานวณหาแรงในค้ํายันนอก

ระนาบของโครงขอหมุนดวยวิธีการวิเคราะหแบบไรเชิงเสน ผูวิจัยกลาววาการวิเคราะหแบบเชิงเสน

ของโครงขอหมุนสามมิติดวยสมมุติฐานที่โครงสรางเกิดการเสียรูปที่นอย  และสมมุติฐานวัสดุ       

อิลาสติกเชิงเสนนั้นมีความคลาดเคลื่อนสูง  ผูวิจัยเสนอวาการวิเคราะหแบบไรเชิงเสนนั้นชวยลด

คาคลาดเคลื่อนได  ซึ่งคํานึงถึงผลของการเสียรูปที่มาก พิจารณาสมการสมดุลจากลักษณะการ

เสียรูป และความสัมพันธระหวางความเคนกับความเครียดไรเชิงเสนโดยผูวิจัยเลือกรูปอยางงาย

แบบความสัมพันธเสนตรงสองเสน (bilinear)  งานวิจัยนี้แบงการวิเคราะหออกเปน 3 กรณี คือ การ

วิเคราะหไรเชิงเสนทางเรขาคณิต  การวิเคราะหไรเชิงเสนทางวัสดุ  และการวิเคราะหไรเชิงเสนทั้ง

ทางเรขาคณิตและวัสดุ  โดยพัฒนาโปรแกรมดวยภาษาจาวาเพื่อใชในการวิเคราะห  วิธีนิวตัน- 

ราฟสันถูกนําเปนเครื่องมือการวิเคราะหเชิงตัวเลข  ผูวิจัยเปรียบเทียบการวิเคราะหโครงขอหมุนรูป

โดมกับ  Greco และคณะ (2006) ไดผลมีความสอดคลองกันแสดงวาการวิเคราะหนี้เชื่อถือได  

และวิเคราะหทั้ง 3 กรณีที่ไดกําหนด  ผลที่ไดสังเกตการวิเคราะหแบบเชิงเสนเทียบกับไรเชิงเสนเริ่ม

มีความแตกตางชวง 80 นิวตัน และหลังจากนั้นการิวเคราะหทั้ง 3 กรณี จะแตกตางกันมากขึ้น  

และตัวอยางการวิเคราะหสะพานโครงถัก 3 มิติเพื่อหาแรงค้ํายันนอกระนาบ  ผลที่ไดแบบไรเชิงเสน

กรณีแบบผสมมีความแตกตางกันมากขึ้นเนื่องจากวัสดุเริ่มมีการคราก เกิดการโกงตัวที่มากขึ้นกวา

กรณีอื่น  สามารถสรุปการคํานวณแรงค้ํายันนอกระนาบโครงขอหมุนมีคาที่ประมาณ 20% ของ

แรงอัดแนวแกนสูงสุดซึ่งคานั้นมากกวาคาที่แนะนําโดย AISC ที่ 2%  ของแรงอัดแนวแกนสูงสุด 

lu และ Bradford (2010) ไดนําเสนอการวิเคราะหโครงสรางไรเชิงเสนทางเรขาคณิตที่มี

การเสียรูปอันดับที่สองในโครงสรางแบบ 3 มิติ โดยกําหนดคุณสมบัติของวัสดุอยูในชวงอิลาสติก 
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ใชระเบียบวิธีวิธีไฟไนตอิลิเมนต จําลองหนึ่งอิลิเมนตตอหนึ่งชิ้นสวน ผูวิจัยไดนําเสนอสูตรดวยวิธี

ปรับปรุงลากรานเจียน (Lagrangian) เพื่อแกปญหาความไมเชิงเสนทางเรขาคณิตของโครงสรางซึง่

เกิดจากผลของการเปลี่ยนตําแหนงและการหมุนที่จุดตอโดยการสะสมคาที่จุดตอที่มีการ

เปลี่ยนแปลง  อิทธิพลของแรงในแนวแกนบนชิ้นสวนที่เกิดการโกงตอสติฟเนสของชิ้นสวนไดถูก

นํามาพิจารณา ในงานวิจัยชิ้นนี้ไดทําการศึกษาและวิเคราะหพฤติกรรมไรเชิงทั้งเสนกอนและหลัง

การโกงเดาะของโครงสรางทั้งแบบโครงขอแข็งและแบบโครงขอหมุน  ใชวิธีการเชิงตัวเลขควบคุม

ความยาวสวนโคง (arc-length method) ผลการวิเคราะหดังรูปที่ 1.4  ที่ไดมีความใกลเคียงเมื่อ

นําไปเปรียบเทียบกับผลการวิจัยในอดีต 

 

รูปที่ 1.4  ตัวอยางโครงขหมุนและผลการวิเคราะห (Iu และ Bradford, 2010) 

 

Greco และคณะ (2006) ไดนําเสนอสมการรูปแบบใหมในการวิเคราะหโครงขอหมุนสาม

มิติแบบไรเชิงเสนทางเรขาคณิตโดยใชพื้นฐานของไฟไนตอิลิเมนต ผูเขียนแนะนําการพิจารณา

ตําแหนงที่โหนดใดๆ ที่ดีกวาการพิจารณาการเสียรูปที่จุดตอใดๆ คาความเครียดใชคาตําแหนงที่

โหนดใดๆ โดยใชพิกัดคารที เซียนในระบบพิกัดสามมิติ  คุณสมบัติของวัสดุนั้นพิจารณา

ความสัมพันธระหวางความเคนกับความเครียดเปนเสนสองเสน (bilinear) จากการจําลอง

พฤติกรรมแบบอิลาสโตพลาสติก (elastoplastic) ผูวิจัยไดแสดงตัวอยางการคํานวณเปรียบเทียบ

ระหวางการคํานวณทางคณิตศาสตรดวยสมการแมนตรงกับระเบียบวิธีเชิงตัวเลขไดผลที่ใกลเคียง

มาก จากนั้นไดวิเคราะหตัวอยางสตารโดม (Star dome)ดังรูปที่ 1.5  มีแรงกระทําที่จุดยอดโดม

ดวยวิเคราะหแบบเชิงเสน, แบบไรเชิงเสนดวยโปรแกรม ANSYS, แบบไรเชิงเสนของงานวิจัย, แบบ

ไรเชิงเสนอิลาสโตพลาสติก โดยกําหนดการเพิ่มคาการเสียรูปครั้งละ 0.1 cm  กําลังที่จุดคราก
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เทากับ 200 N/cm2 ผลที่ไดดังแสดงในรูปที่ 1.6  เปรียบเทียบผลจากงานวิจัยกับ ANSYS ใกลเคียง

มาก การวิเคราะหแบบไรเชิงเสนอิลาสโตพลาสติกสงผลกําลังรับนําหนักบรรทุกลดลงอยางมาก 

  
รูปที่ 1.5  ตัวอยางสตารโดม (Greco และคณะ, 2006) 

 

 
 

รูปที่ 1.6  ผลการวิเคราะหสตารโดม (Greco และคณะ, 2006) 

 

1.2.2 ความไมสมบูรณตั้งตน 

Ikeda และ Murota.(1989) ศึกษาการคํานวณจุดวิกฤตของความไมสมบูรณตั้งตนของ

โครงขอหมุนอิลาสติก โดยความไมสมบูรณตั้งตนสามารถวิเคราะหมาจากคุณสมบัติ 4 ประเภท 

ดังนี้ น้ําหนักบรรทุก, พิกัดจุดตั้งตน, ความยาวของชิ้นสวนตั้งตน และคาโมดูลัสยืดหยุน  ผูวิจัยได

นําเสนอเมทริกซตรวจจับตอความไวตอไมสมบูรณ (imperfection sensitivity matrices) เพื่อการ
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ตรวจหาความไมสมบูรณวิกฤตอยางรวดเร็ว อีกทั้งยังสามารถนํามาใชงานรวมกับการคํานวณดวย

วิธีไฟไนทอิลิเมนต ปญหาความไมสมบูรณตั้งตนผูเขียนแนะนําลักษณะตางๆ เปนพื้นฐานดังนี้ 1) 

การประมาณคุณสมบัติทราบคาที่เปนไปได  วิธีนี้ใชประสบการณวิเคราะหปญหา แตการวิเคราะห

นี้ใชเชิงตัวเลขจํานวนมากและการยากลําบาก  2)ไอเกนเวคเตอร (eigenvector) ที่ไดจากการ

วิเคราะหปรากฏการณไบเฟอเคชั่น (bifurcation) แบบอิลาสติก เปนวิธีที่ไดรับความยอมรับและ

สะดวกกวาวิธีแรก แตมีขอจํากัดวาใชไดเฉพาะเชิงเรขาคณิตเทานั้น  ผูเขียนไดวิเคราะหตัวอยาง

เปนโครงขอหมุนโดมสามมิติใหน้ําหนักบรรทุก 2 แบบ  แบบ a น้ําหนักบรรทุกเต็ม  และแบบ b 

น้ําหนักบรรทุกเพียงครึ่งหนึ่งของแบบ a ที่จุดยอดโดม เปรียบเทียบความไมสมบูรณตั้งตนทั้ง 4 ผล

การวิเคราะหแสดงรูปที่ 1.7  สังเกตวาความไมสมบูรณตั้งตนสวนของความยาวชิ้นสวนตั้งตนมีผล

ตอกําลังแบกทานมากที่สุด และพิกัดจุดตั้งตนมีผลรองมา สวนน้ําหนักบรรทุกกับหนาตัดยังก

โมดูลัสตั้งตนมีผลนอยมาก  งานวิจัยนี้สรุปวาวิธีที่นําเสนอมีประสิทธิภาพกวาวิธีสุมสามารถหา

ขอบเขตต่ําสุดของกําลังแบกทานของโครงสราง 

 

รูปที่ 1.7 กราฟแสดงผลระหวางขนาดความไมสมบูรณกบัน้ําหนกับรรทกุวิกฤต ,Loading Pattern 

a(ซาย) ,Loading Pattern b(ขวา) (Ikeda และคณะ,1989) 

 

Schenk และ Schuëller (2003) ศึกษาการวิเคราะหผลการโกงเดาะดวยการสุมความไม

สมบูรณตั้งตนทางเรขาคณิตวิเคราะหตัวอยางไอโซโทรปก (isotropic) เชน แผนเปลือกบาง(thin 
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walled) และแผนเปลือกโคงทรงกระบอก (cylindrical shells) โดยใชคาแรงอัดตามแนวแกนเปน

คาวิกฤต วิธีนี้สงผลคาของน้ําหนักบรรทุกวิกฤตมีขอมูลมากและคาตัวเลขนั้นมีการกระจาย  ผูวิจัย

นําเสนอการจําลองมอนติคารโล (Monte Carlo) ใชรวมกับวิธีไฟไนทอิลิเมนท  จําลองความไม

สมบูรณตั้งตนทางเรขาคณิตระนาบสองมิติ  กระบวนการเกาสเซียนสโตแคสติก (Gaussion 

stochastic) ใชในการสังเกตพฤติกรรมการเกิดโมเมนตที่อันดับ 2 เนื่องจากแรงอัดแนวแกนที่มา

จากคลังขอมูลการวัดคาความไมสมบูรณ  ใชการกระจายของ Karhunen-Loéve เนื่องจากความ

ไมสัมพันธของการสุมเกาสเซียนเพื่อการประมาณคาแปรปรวน  ผูวิจัยนําเสนอ STAGE Code 

สําหรับการหานําหนักบรรทุกวิกฤตดวยการวิเคราะหไรเชิงเสนทางเรขาคณิต  ผูวิจัยทําการ

วิเคราะหดวย STAGE Code ดวย 250 ตัวอยางการจําลอง  เปรียบเทียบกับผลการทดสอบ 7 ชิ้น 

ผลการทดสอบดังแสดงในรูปที่  1.8 เปรียบเทียบดวยสัมประสิทธิ์คาแปรปรวนกับคากลาง 

สัมประสิทธิ์คาแปรปรวน STAGE  VSTAG=0.0820, การทดสอบ = 0.0870 สัมประสิทธิ์คากลาง 

STAGE  STAG =0.7793, การทดสอบ = 0.6430  ดังนั้นผูวิจัยสรุปวาวิธีการวิเคราะหดังกลาวมีผล

สอดคลองกับผลการทดสอบ 

 

รูปที่ 1.8 แผนภูมิแทงของน้ําหนักบรรทุกวิกฤติ STAGR (บน) , ผลการทดสอบตัวอยาง(ลาง) 

(Schenk และ Schuëller, 2003) 

 

Tomski และ Podgòrska (2010) นําเสนอการวิเคราะหปญหาการไรเสถียรภาพของ

โครงสรางมีความชลูดและผลความไมสมบูรณของโครงสราง  ผูวิจัยกลาววาโครงสรางในอุดมคติที่

ไมพิจารณาความไมสมบูรณตั้งตนการวิเคราะหเสถียรภาพนั้นจะไมสามารถอธิบายพฤติกรรมตาม
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หลักความเปนจริงได  ผูวิจัยจําลองความไมสมบูรณตั้งตนดวยแรงกระทําที่เยื้องศูนยและมีความ

โคงตั้งตน  โดยจัดกลุมออกเปน 4 ประเภท ดังนี้  1) A เสาตรง  y0=x ถูกกระทําแรงออยเลอรที่

เยื้องศูนย,  2)  B เสาตรง    y0=x  ถูกแรงกระทําเยื้องศูนยเขาหาแกนกลางเสา,  3) C เสาโคงตั้ง

ตนดวย  0 siny a x L  ถูกกระทําแรงออยเลอรที่เยื้องศูนย,    4) D เสาโคงตั้งตนดวย

 0 4 ( )xy x l l
l

   ถูกกระทําแรงออยเลอรที่เยื้องศูนย แสดงรูปที่ 1.9 

 

รูปที่ 1.9 แบบจําลองเสา (Tomski และ Podgorska ,2010) 

ผูวิจัยวิเคราะหโดยใชพื้นฐานหลักการพลังงาน วิเคราะหปญหาใชการวิเคราะหดวยตัวเลข

เปรียบเทียบผลทดสอบ โดยผูวิจัยเลือกตัวอยางประเภท A ที่ความเยื้องศูนย 3 คา นําไปวิเคราะห

และทดสอบแสดงผลดัง รูปที่ 1.10 แสดงผลระหวางแรงที่กระทํากับการโกงตัวดานขาง โดยการ

วิเคราะหดวยวิธีตัวเลขนําเสนอดวยเสนและผลการทดสอบนําเสนอดวยจุด  สังเกตวาผลระหวาง

วิเคราะหเชิงตัวเลขกับทดสอบสอดคลองในทิศทางเดียวกัน  คาคาดเคลื่อนจากการโกงตัวดานขาง 

y(l)  ต่ําสุดและสูงสุดเทากับ 0.23%  31.4% ตามลําดับ  



12 

 

 

รูปที่ 1.10 การทดสอบ(ซาย )  ผลวิเคราะหเทียบผลการทดสอบ(ขวา)  (Tomski และ Podgorska 

,2010) 

Náprstek (1999) ไดนําเสนอการตอบสนองแบบไรเชิงเสนของโครงสรางที่ไมสมบูรณตั้ง

ตนเชิงเรขาคณิตดวยการสุมแบบเกาสภายใตเงื่อนไขการเพิ่มน้ําหนักบรรทุกที่นอย  ผูวิจัยกลาววา

การเสียรูปมากจําเปนตองพิจารณาความไรเชิงเสน  ผูวิจัยนําเสนอฟงกชั่นสโตแคสติก 

(stochastic) วิเคราะหความไมสมบูรณตั้งตนในระบบพิกัดสามมิติ ใชงานรวมกับวิธีไฟไนท          

อิลิเมนท  กําหนดรูปแบบสโตแคสติกเปนแบบควบคุมสวนโคง (arc length) ดวยพีชคณิตไรเชิงเสน

ที่สามารถแปลงใหสมการอยางงายแบบเชิงเสนได  ผูวิจัยนําทฤษฎีไปวิเคราะหตัวอยางโครงขอแข็ง

แบบงาย  ผลการวิเคราะหเชิงตัวเลขดวยวิธีการสุมคุณสมบัติความไมสมบูรณตั้งตนตางๆ ที่มี

แนวโนมแสดงการเกิดปรากฏการณ snap-through 

Liew และคณะ (1997) ไดนําเสนอการวิเคราะหหากําลังรับน้ําหนักบรรทุกที่แทจริงที่มา

จากกําลังตานทานของโครงสรางจากลักษณะพฤติกรรมจริงของแตละชิ้นสวนใดๆ ตามที่กําหนด  

การวิเคราะหนี้พิจารณาแบบเสียรูปมากและคุณสมบัติทางวัสดุแบบไรเชิงเสนที่สงผลกําลังแบก

ทานสูงสุดของแตละชิ้นสวนและทั้งโครงสรางโดยตรง  พิจารณาพฤติกรรมของแตละชิ้นสวนแบบที่

มีความโคงตั้งตน (out-of-straightness) เฉพาะชิ้นสวนที่รับแรงอัดแนวแกนเทานั้น  สวนคุณสมบัติ

ทางวัสดุแบบไรเชิงเสนใชการวิเคราะหพฤติกรรมแบบพลาสติก สมการสมดุลแบบไรเชิงเสนจากผล

ของความไรเชิงเสนทางเรขาคณิตและทางวัสดุใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขแบบเพิ่มคา-ทําซ้ําบน ผูวิจัย

วิเคราะหตัวอยางสตารโดม (star dome) โดยกําหนดน้ําหนักบรรทุกที่ตรงจุดยอดอยางเดียวและ

ทุกจุดบนจุดตออิสระของสตารโดม 7 จุด  เปรียบเทียบกับการวิเคราะหแบบไรเชิงเสนทาง
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เรขาคณิตอิลาสติก ผลที่ไดดังแสดงดังรูปที่ 1.11 (ซาย) และ1.11(ขวา) ตามลําดับ สังเกตวา

น้ําหนักบรรทุกวิกฤติลดลงอยาง 

 

รูปที่ 1.11 แสดงผลผลการวิเคราะหจุดยอด(ซาย )  แสดงผลผลการวิเคราะห 7 จุดทั้งหมด  (ขวา) 

(Liew และคณะ, 1997) 
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1.3 วัตถุประสงค 

 งานวิจัยนี้มีวัตถุประสงคดังตอไปนี ้

1.) ศึกษาทฤษฎีการวิเคราะหแบบไรเชิงเสนทั้งทางเรขาคณิตและวัสดุ ของโครงขอหมุน

สามมิติที่พิจารณาความไมสมบูรณตั้งตน 

2.) พัฒนาแบบจําลองทางคณิตศาสตรสําหรับชิ้นสวนที่มีความโคงตั้งตน รวมกับพัฒนา

โปรแกรมสําหรับการวิเคราะหโครงขอหมุนสามมิติแบบไรเชิงเสนดวยภาษาจาวา 

3.) วิเคราะหโครงสรางตัวอยางเปรียบเทียบผลกับจากงานวิจัยในอดีต และประเมินกําลัง

รับน้ําหนักบรรทุกของโครสรางเมื่อพิจารณาความไมสมบูรณตั้งตนดวยหลักการทาง

สถิติ 

 

1.4 ขอบเขตงานวิจยั 

 ขอบเขตของงานวิจยันี้ประกอบดวย 

1.) พิจารณาโครงสรางที่เปนโครงขอหมุนสามมิติรับน้ําหนักกระทําแบบสถิต และกระทํา

เฉพาะที่จุดตอเทานั้น 

2.) วิเคราะหโครงสรางแบบไรเชิงเสนทางเรขาคณิตพิจารณาการเปลี่ยนตําแหนงที่จุดตอ 

และพฤติกรรมไรเชิงเสนทางวัสดุในแบบเสนตรงสองเสน (bilinear) เทานั้น 

3.) เมื่อกําลังรับแรงอัดชิ้นสวนใดๆ นั้นเทากับแรงออยเลอร (Euler’s load)  ชิ้นสวนนั้นจะ

โกงเดาะและสติฟเนสจะมีคาเทากับศูนย 

4.) ไมพิจารณาการโกงเดาะแบบอินอิลาสติก 

5.) คิดผลความไมสมบูรณเฉพาะความโคงตั้งตน (out-of-straightness)และพิกัดไมตรง

จุดตั้งตน (out-of-plumbness) เทานั้น โดยความโคงตั้งตนไมเกิน L/1000 และพิกัด

ไมตรงจุดไมเกิน L/500 ตามขอกําหนด AISC 303-10 

6.) คาพิกัดไมตรงจุดตั้งตนไดจากการสุมแบบกระจายสม่ําเสมอ (uniform distribution) 

ภายในขอบเขตที่กําหนดคือ L/500 
 



บทที่ 2 

ทฤษฎีที่เกี่ยวของ 

2.1 หลักพื้นฐานการวเิคราะหโครงสรางภายใตแรงกระทําแบบสถิต 

การวิเคราะหโครงสรางโดยทั่วไปตั้งอยูบนเงื่อนไขตอไปนี้ (ปณิธาน, 1994) 

1) เงื่อนไขที่สมดุล (equilibrium condition) เมื่อโครงสรางมีความสมดุล  ผลรวมของแรงทั้งหมด

หรือแรงลัพธของแรงภายในและแรงภายนอกที่กระทํา ณ ตําแหนงใดๆตองเทากับศูนย หรือ

ผลรวมแรงกระทําที่แผนภาพอิสระใดๆ (free body diagram) เทากับศูนย 

2) เงื่อนไขแหงวัสดุ หรือกฎแหงวัสดุ (constitutive law) คือการจําลองทางคณิตศาสตรในการ

อธิบายพฤติกรรมของวัสดุภายใตแรงกระทําหรือภายใตการเปลี่ยนแปลงรูปราง เชน การ

จําลองวัสดุแบบเสนตรง 2 เสน (bilinear material) ความเคน (stress) กับความเครียด 

(strain) มีความสัมพันธแบบเสนตรง 2 เสน  

3) เงื่อนไขของการตอเนื่องหรือความสอดคลอง (continuity/compatibility condition) เมื่อ

โครงสรางเกิดความเครียดสงผลใหเกิดการเสียรูปทั้งการเปลี่ยนตําแหนงและการหมุน โดยจุด

ที่เชื่อมตอระหวางชิ้นสวนนั้นตองมีความสอดคลองกัน กลาวคือที่ตําแหนงเดียวกันมีการเสีย

รูปที่เหมือนกัน ไมมีการแยกออกจากกันหรือมาเหลื่อมทับกันของชิ้นสวนใดๆของโครงสราง 

ทั้งนี้ตองมีความสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตหรือฐานรองรับ 

หลักการทั้งสามขอนี้ เปนหลักพื้นฐานที่จําเปนตองครอบคลุมทั้งหมดในการวิเคราะห

โครงสรางไมวาการวิเคราะห โครงขอหมุนหรือขอแข็ง สองมิติหรือสามมิติ ใชการวิเคราะหแบบเชิง

เสนหรือไรเชิงเสน  

2.2 การวิเคราะหแบบเชิงเสนดวยวิธีการรวมสติฟเนสโดยตรงของโครงขอหมุนสามมิติ  

1) การแปลงระหวางระบบพิกัดเฉพาะ (local coordinate) กับระบบพิกัดรวม (global 

coordinate) เนื่องจากระบบพิกัดของชิ้นสวนตางๆอยูในทิศทางที่ตางกัน เราไมสามารถนํามา

วิเคราะหหาการเปลี่ยนตําแหนงและแรงภายในไดโดยตรง เพื่อใหสามารถรวมแรงและเงื่อนไข

ความสอดคลองการเสียรูปที่จุดเดียวกัน เราตองเปลี่ยนแปลงระบบพิกัดเฉพาะ (local 

coordinate) เปนระบบพิกัดรวม (global coordinate) 
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ก.ระบบพิกัดเฉพาะ     ข.ระบบพิกัดรวม 

รูปที่ 2.1 การแปลงระบบพิกัดของโครงสราง 

จากรูปที่ 2.1 สามารถแสดงเปนสมการดงันี ้
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2) การหาสติฟเนสเมทริกซของแตละชิน้สวนโครงขอหมุนสามมิติ 

จากระบบพกิัดเฉพาะขนาดเมทริกซ 2 x 2  

  0

1 1

1 1
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                    (2.4) 

แปลงใหเปนระบบพิกดัรวมจากสมการ 
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  0

0

0

0 1 1 0 0 0

0 1 1 0 0 0

0

0

E

l

m

n l m nAE
K

l l m nL

m
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2 2

2 2

2 2

0 2

2

2

.

E

l lm ln l lm ln

m mn lm m mn

n ln mn nEA
K

L l lm ln

sym m mn

n

   
 

   
   

  
 
 
 
  

                (2.5) 

ผลที่ไดสังเกตไดวาจะไดอีลาสติกสติฟเนสเมทริกซของ 1 ชิ้นสวน ดวยขนาดเมทริกซ 6x6 

3) การรวมสติฟเนสโดยตรง 

    EP K                      (2.6) 

เมื่อ  P คือเวคเตอรน้ําหนักบรรทุกภายนอก,  EK  คือสติฟเนสเมทริกซรวมทั้ ง

โครงสราง, 
  
   คือเวคเตอรการขจัดที่ดีกรีความอิสระใดๆ 
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2.3 การวิเคราะหแบบไรเชิงเสนของโครงขอหมุนสามมติ ิ

 การวิเคราะหแบบไรเชิงเสนแบงออกเปน 2 ประเภทไดแก ความไรเชิงเสนทางเรขาคณิต 

ความไรเชิงเสนทางวัสดุ รายละเอียดดังนี้ 

 

2.3.1 การวเิคราะหแบบไรเชิงเสนทางเรขาคณติของโครงขอหมุน 

 ในการวิเคราะหแบบไรเชิงเสนนั้นเมื่อโครงสรางมีการรับน้ําหนักบรรทุกมาก โครงสรางจะมี

การเสียรูปดวยการเปลี่ยนตําแหนงที่จุดตอที่มาก  การเปลี่ยนตําแหนงนี้สงผลใหมีการเปลี่ยนแปลง

พิกัด[N] จากจุดตั้งตนไปจุดใหมที่มาก  ทําใหสมมุติฐานการวิเคราะหแบบเชิงเสน [N]ใหม  [N]เดิมมี

ความคลาดเคลื่อนสูง  จําเปนตองวิเคราะหแบบไรเชิงเสนทางเรขาคณิตดังนี้ 

จัดรูปแบบสมการสมดุลใหม  

       { } { }
T

E GP N F K K                        (2.7) 

เมื่อ  P  คือเวคเตอรน้ําหนกับรรทกุภายนอก 

  
T

N  คือเมทรกิซฟงกชัน่พิกัด 

  F คือเวคเตอรแรงภายใน 

  EK  คือเมทรกิซสติฟเนสเชิงอิลาสติก (Elastic Stiffness metrics) 

  GK  คือเมทริกซสติฟเนสเชิงเรขาคณิต (Geometric Stiffness metrics) 

    คือคาการเปลีย่นตําแหนงใดๆ 

คาของ เมทริกซสติฟเนสเชิงเรขาคณิต  GK  จากวิธีของนิวตัน-ราฟสัน ที่รอบการทําซ้ํา i ใดๆ ของ

โครงขอหมุนสามมิติ ดังสมการที่  2.8 โดยรายละเอียดที่มาของสมการแสดงในภาคผนวก ก 

 

2 2

2 2

2 2

2

2

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( )

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( )

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

. 1 ( ) ( ) ( )

i

i x i x i y i x i z i x i x i y i x i z

i y i y i z i y i x i y i y i z

A i z i z i x i z i y i z

G

i x i x i y i x i z

i y i y i

n n n n n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n nF
K

L n n n n n

sym n n n
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     (2.8) 
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โดย 

 

 

 

     
2 2 2

cos
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cos

j i
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i yy
ij

j i

i zz
ij

ij j i j i j i

x x
n

L

y y
n

L

z z
n

L

L x x y y z z








 


 


 

     

               (2.9) 

โดย , ,x y z  คือคาพิกัดทีจุ่ดใดๆ เปนที่ปรบัปรุงจากการเปลี่ยนตําแหนงแลว 

 

2.3.2 การวเิคราะหแบบไรเชิงเสนทางวสัด ุ

ความเคนกับความเครียดของเหล็กอาจจําลองอยางงายดวยแบบจําลองเสนตรงสองเสน 

(bilinear model) ดังรูปที่ 2.2   หรืออาจจําลองดวยแบบจําลองอีลาสติก พลาสติกสมบูรณ 

(elastic-perfectly plastic) ดังรูปที่ 2.3 

 

\ 

รูปที่ 2.2 แบบจําลองเหล็กแบบเสนตรงสองเสน 
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รูปที่ 2.3 แบบจําลองอีลาสติก พลาสตกิสมบูรณ 

 

สมดุลที่จุดตอของการวิเคราะหแบบไรเชิงเสนทางวัสดุเปนดังนี้ (Ghali, 2003) 

           0

T

E GP N F K K                      (2.10) 

โดย      T
E GK K K       

เมื่อ [N0]
 T   คือ เมตริกซการเปลี่ยนตําแหนงที่สภาวะตั้งตน 

{F}   คือ เวกเตอรของแรงภายในที่สภาวะอางอิง j ใดๆ ซึ่งมีคาเทากบั 

= AE1    ถา
y

             (2.11a) 

= A [E1y
+E2 ( -

y
)] ถา 

y
            (2.11b) 

[KT ( ) ] คือ สติฟเนสสัมผัสโครงสรางที่เปนฟงกชัน่ของคาความเครยีด 

= 0 01

0

TE A
N N

L
         ถา 

y
           (2.12a) 

= 0 02

0

TE A
N N

L
         ถา 

y
           (2.12b) 
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2.4 ความไมสมบูรณตั้งตน 

 ความไมสมบูรณตั้งตนสงผลตอกําลังน้ําหนักบรรทุกวิกฤตมาก โดยเฉพาะโครงสรางแบบ

โดมและเปลือกบางที่มีพฤติกรรมการรับน้ําหนักแบบโกงเดาะ หรือแบบ Snap through  โดยทั่วไป

ความไมสมบูรณตั้งตนแบงออกเปน 4 ประเภท ไดแก  1) เวกเตอรรูปแบบน้ําหนักบรรทุก  2) 

เวกเตอรพิกัดตําแหนงจุดตอตั้งตน  3) ความยาวของชิ้นสวนตั้งตน  4) คุณสมบัติทางหนาตัดและ

วัสดุตั้งตน (Ikeda และ Murota, 1989)  งานวิจัยนี้พิจารณาความไมสมบูรณของชิ้นสวนที่มีความ

โคงตั้งตน และเวกเตอรพิกัดตําแหนงจุดตอตั้งตน  

2.4.1 ความไมสมบูรณของชิ้นสวนท่ีมีความโคงตั้งตน 

 เนื่องมาจากปจจัยในการกอสรางตางๆ อาจทําใหทุกชิ้นสวนในโครงสรางทั้งหมดมีความ

ไมสมบูรณที่มาจากความมีความโคงตั้งตน (initial out-of straightness) ผลที่เกิดขึ้นมีผลโดยตรง

ตอกําลังรับน้ําหนักและการแบกทานของโครงสราง  AISC 303-2010 แนะนําขนาดความโคงสูงสุด

ที่ยอมใหที่ชิ้นสวนรับแรงอัดเทากับ 1/1000 ของความยาว ในที่นี้จะอธิบายถึงพฤติกรรมของ

ชิ้นสวนรับแรงอัดเทานั้น 

 

รูปที่ 2.4 การเสียรปูของชิ้นสวนรับแรงอัด (Chen และ Lui, 1987) 

จากรูปที่ 2.4  แสดงความไมสมบูรณเชิงเรขาคณิตที่มีความโคงตั้งตน  สมมุติชิ้นสวนในรูปแบบ

ครึ่งหนึ่งของความโคงไซน (half sine curve)  นําเสนอโดย Chen และ Lui (1987) 

P F 
F 

F 
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0 0 sin
x

y
L




 
  

 
                  (2.13) 

เมื่อ 0  คือขนาดของความโคงตั้งตนที่กลางชิ้นสวน 

พิจารณาสมการสมดุลของรูปตัดดังรูปที่ 2.4 ขวา  

int 0( ) 0M F y y                      (2.14) 

เมื่อ 
 

y  คือการโกงตัวทางดานขาง ออกจากแนวที่ความโคงตั้งตน  

 F  คือแรงอัดแนวแกน 

แรงตานทานการดัดภายในคือ 

int ''M EIy                     (2.15) 

แทนคาแรงตานทานการดดัภายในสมการที่ 2.15 ลงในสมการที่ 2.14 จัดรูปแบบสมการใหมเปน 

0'' ( ) 0EIy F y y                     (2.16) 

แทนคาขนาดความโคงตั้งตน  y0 ไดสมการอนุพันธ 

2 2
0'' sin

x
y k y k

L




 
    

 
                 (2.17) 

เมื่อ 2 /k F EI  

ผลเฉลยที่ไดจากสมการ 2.17 (รายละเอียดแสดงภาคผนวก ข) 

0 sin
1

e

e

P P x
y

P P L





                  (2.18) 

0totaly y y                     (2.19) 

0

1
sin

1
total

e

x
y

F P L




 
  

 
                 (2.20) 

สมการที่ 2.20  แสดงขนาดการเสียรูปดานขางทั้งหมดเนื่องจากแรงอัดแนวแกน  สังเกตไดวา

สามารถจัดในรูปเฟคเตอร FA  เมื่อชิ้นสวนมีความโคงตั้งตนได 
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1

1
F

e

A
F P

 
  

 
                  (2.21) 

โมเมนตการดดั 

 0 totalM F y y Fy                    (2.22) 

หรือ 

0

1
sin

1 e

x
M P

F P L




 
  

 
                 (2.23) 

 

2.4.2 สติฟเนสที่มีผลจากความโคงตั้งตน 

เมื่อชิ้นสวนรับแรงอัดถูกกระทําสงผลใหชิ้นสวนนั้นมีความโคง เกิดการโกงตัวดานขางตามแกน y 

ดังรูปที ่2.5 ซึ่งขนาดการโกงตัวในแนวแกน (หดตัว) มีผลเพิ่มมากขึ้น เมื่อพจิารณาการโกงเดาะตัว

ดานขาง 

 

รูปที่ 2.5 ลักษณะการเสยีรูปชิน้สวนรับแรงอัด (Yang และYang, 1997) 

การโกงตัวแนวแกน (แกน x) ที่มีผลจาการโกงเดาะ (แกน y) รวมกับการหดตัว (แกน x) สามารถ

ประมาณ  ดังสมการ Yang และYang (1997) 



24 

 

0

( )
LFL

x ds dx
AE

                     (2.24) 

 

เมื่อ ds คือระยะตามแนวโคง 

 dx คือระยะตามแนวดิ่ง 

จากสมการ 2.24 แสดงผลของการแทนคาสมการไดดังนี ้

 
2

4

yFL
x

AE L


                    (2.25) 

สมการแสดงการเสยีรูปเนื่องจาการโกงเดาะทั้งหมดเนื่องจากความโคงตั้งตนสมการ  2.20  ที่ระยะ

กึ่งกลางเสา  (x=L/2) 

0

1 e

y
F P





                   (2.26) 

สมการการเสียรูปแนวแกนที่รวมผลของความโคงตั้งตนทั้งหมด 

 

2 2
0

2

1

4 1 e

FL
x

AE L F P

   
   

  

                (2.27) 

เมื่อนําสมการที ่2.27 หาอนุพันธเทียบกับน้ําหนกับรรทกุ P เปนสมการเฟลกซิบิลิตี ้(flexibility) 

 

2 2
0

3

1

2 1e e

x L

P AE LP F P

     
   

   

                (2.28) 

จากสมการเฟลกซิบิลิตี ้(flexibility) จากสมการ 2.28 หาคาสติฟแนส (stiffness) ดังสมการ 

 

2 2
0

3

1

1

2 1e e

K
L

AE LP F P

 


  
  

  

                (2.29) 

หรือจัดรูปใหม 

 

  

3

32 2 2
0

2 1

2 1

e e

e e

EALP F P
K

L P F P EA 




 
                (2.30) 
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2.4.3 แรงภายในท่ีมีผลจากความโคงตั้งตน 

ชิ้นสวนที่มีความโคงตั้งตนนั้นมีการเสียรูปมากเนื่องจากการโคงทางดานขางทําใหการกระจัดที่

ปลายมีมากขึ้นกวาเดิมทําใหสมการการหาแรงภายในโดยทั่วไปที่สภาวะสมบูรณที่ดังแสดงดัง

สมการที่ 2.31 นั้นไมถูกตอง 

L
F EA

L


                    (2.31) 

จากสมการที่ 2.27 จัดรูปสมการหาแรงภายในรูปสมการกาํลังสามดังสมการ 

2 2
3 2 0

2 2

2 2
0

4e e e e

L x L x L
F F F x

EAP P EAP P EA L

         
             

      
            (2.32) 

สมการผลเฉลยของสมการกําลังสาม (cubic polynomial) แบบแมนตรงดังแสดงสมการ 2.33-

2.37 

สมการกําลังสาม เมื่อ a ,b ,c ,d  คือสัมประสิทธิ์ใดๆ   
3 2 0ax bx cx d                      (2.33) 

ผลเฉลยของสมการกําลังสาม x1, x2, x3 

1 (3 )x s t b a                     (2.34) 

 2

1 3
( )

2 3 2

b
x s t s t i

a
                      (2.35) 

 3

1 3
( )

2 3 2

b
x s t s t i

a
                      (2.36) 

เมื่อ 
3t q r                  (2.37a) 
3s q r                 (2.37b) 

2
2

2

3

9

ac b
r q

a

 
  

 
               (2.37c) 

2 3

3

9 27 2

54

abc a b b
q

a

 
              (2.37d) 

เมื่อ i แสดงสัญลักษณของจํานวนจนิตภาพ คาคําตอบของแรงภายในจากผลเฉลยจะใชเฉพาะ x1 

ที่ไดคาเปนจํานวนจริงเทานั้น 
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2.4.4 ความไมสมบูรณของพิกดัไมตรงจุดตั้งตน 

เนื่องมาจากปจจัยในการกอสรางตางๆ อาจทําใหคาดเคลื่อนพิกัดไมตรงจุดตั้งตน (initial 

out-of-plumbness) ที่ไมตรงตามแบบกําหนดหรืออาจเรียกวาความไมดิ่ง  ผลที่ เกิดขึ้นมีผล

โดยตรงตอกําลังรับน้ําหนักบรรทุกของโครงสรางได โดย AISC แนะนําขนาดความไมสมบูรณของ

จุดตอที่ไมไดพิกัดตั้งตนที่ยอมใหสูงสุดเทากับ 1/500 ของความยาวชิ้นสวน ดังรูป 2.6 ใน 2 ทิศทาง

ทั้งแกน  x, y, z 

 

รูปที่ 2.6 แสดงขนาดของพิกดัไมตรงจุดตั้งตน( AISC 303-10) 

 

2.5 ระเบยีบเชิงตัวเลข 

ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขสําหรับปญหาไรเชิงเสนโดยทั่วไปอาจจําแนกเปน 2 แบบ วิธีไมทําซ้ํา 

เชน วิธีการของออยเลอร เปนตน และวิธีการทําซ้ํา เชน วิธีนิวตัน-ราฟสัน (Newton-Raphson 

method) หรือการควบคุมน้ําหนักบรรทุก  วิธีควบคุมการเปลี่ยนตําแหนง (displacement control 

method) เปน มีรายละเอียดดังนี้ 

กําหนดสัญลักษณ  i  คือรอบของเพิ่มคา (increment step) j  คือรอบของการทําซ้ํา

(iteration step) k  คือตําแหนงดีกรีอิสระ (degree of freedom)   การคํานวณคาตางที่ใช

ดังตอไปนี้ 

1) น้ําหนักบรรทุกไมสมดุล (unbalanced  load) 

     1 1
,

j j j
i i ref iUBF P RF    

2) เวกเตอรการเปลี่ยนตําแหนงทีก่ารทําซ้ําที่จุดตอ 

   
11j j

i i refd K dP
                      (2.38)
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11 1j j j

i i id K UBF
                       (2.39)

 
โดย  0 0iUBF   

3) การบวกสะสมเวกเตอรการเปลี่ยนตําแหนงที่การทําซ้ํา 

     j j j j
i i i id d d d                      (2.40) 

4) การบวกสะสมเวกเตอรการเปลี่ยนตําแหนงทั้งหมด 

     1
1

m
j

i i i
j

d


                      (2.41) 

5) น้ําหนักบรรทุกแตละรอบ 

   j j
i i refdP d P                   (2.42) 

 

2.5.1 ระเบียบวิธีควบคุมน้าํหนักบรรทุก 

ระเบียบวิธีการควบคุมน้ําหนักบรรทุก จะมีการกําหนดน้ําหนักบรรทุกรอบการคํานวณที่

คงที่ มีรายละเอียดการคํานวณดังแสดงในรูปที่ 2.7  คาพารามิเตอรปรับแกน้ําหนักบรรทุกในรอบ

การเพิ่มคาและทุกรอบของการทําซ้ําหาจากสมการที่ 2.43 (McGuire และคณะ, 2000) 

1/id ToStep                    (2.43) 

 

 

รูปที่ 2.7 การคํานวณดวยวิธีวิธีนิวตนั-ราฟสัน (McGuire และคณะ, 2000) 

P

u

   1
i i refdP d P

 2id

 1id  2id  3id

 id
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2.5.2 ระเบียบวิธีควบคุมการเปลี่ยนตาํแหนง 

วิธีการนี้ เปนการควบคุมการเปลี่ยนตําแหนงที่ดีกรีความเปนอิสระเพียง 1 จุด มี

รายละเอียดการคํานวณดังแสดงในรูปที่ 2.8 โดยคาพารามิเตอรปรับแกน้ําหนักบรรทุกในรอบการ

ทําซ้ําแรกหาจากสมการที่ 2.44 (McGuire และคณะ, 2000) 

1

1 1[ ] { }
i j

i ref k

u
d

K dP




 
                  (2.44) 

เมื่อ u คือการเปลี่ยนตําแหนงที่ตองการ ณ ดีกรี k  ที่ควบคุม  

สําหรับคาพารามิเตอรปรับแกน้ําหนักบรรทุกรอบการทําซ้ําที่ 2 เปนตนไปจากสมการที่ 2.45 

1 { }

{ }

j
j i k

i j
i k

d
d

d
  

 


                  (2.45) 

วิธีการควบคุมการเปลี่ยนตําแหนงนี้สามารถคํานวณพฤติกรรมของโครงสรางผาน

จุดสูงสุดของโครงสรางหรือพฤติกรรม snap-through ไดดี  อยางไรก็ตามวิธีการนี้ไมสามารถ

คํานวณไดถาหากโครงสรางมีพฤติกรรมแบบ snap-back  

 

 
รูปที่ 2.8  การคํานวณดวยวิธีควบคุมการเปลี่ยนตําแหนง (McGuire และคณะ, 2000) 
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2.6 การประเมินทางสถิต ิ

 การวิเคราะหโครงสรางเมื่อพิจารณาความไมสมบูรณตั้งตนที่พิกัดไมตรงจุดนั้นการหา

น้ําหนักบรรทุกวิกฤติต่ําสุดไมสามารถหาไดโดยตรง นั่นคือขนาดความไมสมบูรณสูงสุดไมสามารถ

หากําลังรับน้ําหนักบรรทุกวิกฤติต่ําสุดสุดได โดยความไมสมบูรณตั้งตนจะมีรูปแบบที่แนนอนทั้ง

ขนาดและทิศทาง  ดังนั้นการสุมความไมสมบูรณตั้งตนที่พิกัดไมตรงจุดทั้งขนาดและทิศทางดวยวิธี

มอนติคารโล (Monte carlo) เปนวิธีที่เหมาะสม 

 มอนติคารโลเปนวิธีการจําลองเพื่อหาพารามิเตอรใดๆ และคาความนาจะเปนของการ

กระจายตัว ซึ่งคาของตัวแปรที่กระจายจะขึ้นกับรูปแบบที่กําหนด ตัวอยางเชน การกระจายแบบ

สม่ําเสมอ การกระจายแบบปกติ การกระจายแบบเอ็กโปเนนเชียล เปนตน งานวิจัยนี้จึงเสนอการ

สุมดวยวิธีมอนติคารคาโลดวยการสุมตัวแปรแบบสม่ําเสมอ (uniform distribution)  เปนการสุม

อยางงายและไดคาตัวแปรขนาดไมสมบูรณที่มีโอกาสเกิดขึ้นเทาๆกัน การวิเคราะหจะไดกําลังรับ

น้ําหนักบรรทุกวิกฤติที่ต่ํากวา (Ranganathan,1990) 

2.6.1 การกระจายแบบสม่าํเสมอ 

ฟงกชั่นความนาจะเปนตัวอยาง f(x) ของตัวแปรสุม x มีคาใดๆ ดวยความนาจะเปน P(x) 

ในสเปส โดยมีคาเปนไปไดทุกคาในชวง [a, b] โดยที่ a<b มีคุณสมบัติดังสมการที่ 2.46 และแสดง

ในรูปที่ 2.9 

 ( ) 0f x   

 ( ) 1
b

a

f x dx                    (2.46) 

   ( )
d

c

P c x d f x dx     โดยที่  a<c และ d<b 

 

รูปที่ 2.9 การแจกแจงความนาจะเปนตอเนื่องแบบยูนิฟอรม (กัลยา, 1998) 
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การแจกแจงแบบสม่ําเสมอฟงกชัน่ความนาจะเปน f(x)  ฟงกชั่นความนาจะเปนสะสม 

F(x)  และคาความหนาแนนการสุม v เมื่อ  0 1v   คือ 

 

1

( )

0

a x b
f x a b

elsewhere


 

 


                 (2.47) 

1
( )

x

a

F x dt
a b

 
  

 
                   (2.48) 

( )
x a

F x
a b

 
  

 
                  (2.49) 

( )
x a

v F x
b a

 
   

 
                  (2.50) 

ดังนั้นคาตัวแปรการสุมแบบสม่ําเสมอ V ในชวงขอบเขต a V b   

 1( )V F v a b a v                     (2.51) 

 

2.6.2 การสรปุผลทางสถติ ิ

 จากขอมูลของตัวแปรตางๆ ที่อยูในชวงของที่กําหนดที่เปนไปไดจากการสุมตัวแปร คาของ

ตัวแปรมีคาแตกตางกันไปขึ้นอยูกับฟงกชั่นความนาจะเปนที่เกี่ยวของ มีความจําเปนที่ตองหา

ตัวแทนเพื่อสรุปคาตางๆ ดวยตัวเลขเดียว คากลางหรือคาเฉลี่ยเปนตัวเลขหนึ่งที่สําคัญเพื่อ

ประมาณคาจากการสุม ดังสมการที่ 2.52 

1
i

i

X N


                    (2.52) 

คาการกระจายของขอมูลหรือคาความเบี่ยงเบนมาตรฐานนั้นจะขึ้นอยูกับขอบเขตที่

กําหนดในการสุมขอมูลที่เบี่ยงเบนจากคากลาง โดยคํานวณไดดังสมการ 2.53 

 
2

2 1

N

i
i

X

N



 






                  (2.53) 
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คาความแปรปรวนจากคาความเบีย่งเบนมาตรฐานกําลังสอง ดังสมการ 2.54 

 2
1

N

i
i

X

N



 






                  (2.54) 



บทที่ 3 

การพัฒนาโปรแกรมสําหรับงานวิจัย 

 
3.1 โปรแกรมสําหรับการพัฒนา  

ในงานวิจัยนี้ใชโปรแกรม JSM (Smittakorn, 2008) ถูกพัฒนาขึ้นดวยภาษาจาวา โดย

อาศัยหลักการสืบทอดเชิงวัตถุ (object oriented programming) ดวยคุณสมบัติเชิงวัตถุดังกลาว

ทําใหการพัฒนาแบบจําลองโดยใชโปรแกรม JSM สะดวกในการพัฒนาเพิ่มเติม และการปรับปรุง

ปฏิสัมพันธระหวางคลาส การกําหนดคลาสของโปแกรม JSM เปนไปตามรูปที่ 3.1 โดยมีคลาสแมที่

สําคัญ ไดแก คลาส Element ที่มีคลาสยอย เชน Beam, Link, Structure และ UDE โดยคลาส 

Beam และ Link สําหรับจําลองอิลิเมนทโครงขอแข็งและโครงขอหมุนตามลําดับ คลาส Structure 

สําหรับประกอบ  อิลิเมนทในระบบพิกัดรวมและคาการเสียรูป คลาส UDE สําหรับกําหนดรูปแบบอิ

ลิเมนทตามผูใช  และคลาสแม Node ที่มีคลาสลูก ไดแก Hinge และJoint สําหรับกําหนดจุดตอ

แบบโครงขอหมุนและโครงขอแข็งตามลําดับ  นอกจากนี้ยังมีคลาสอื่นๆ เชน คลาส Material 

สําหรับการกําหนดคุณสมบัติของวัสดุตางๆ หรือคลาส Section สําหรับการกําหนดคุณสมบัติของ

หนาตัด เปนตน  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 3.1 โครงสรางคลาสของโปรแกรม JSM (Smittakorn, 2008) 

Element 

Link Structure Beam 

Node 

Joint Hinge 

UDE 
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ในงานวิจัยชิ้นนี้จะเพิ่มคลาส Link3D สําหรับสรางอิลิเมนทที่มีความไมสมบูรณตั้งตนที่มี

ความโคงตั้งตนสามมิติ  คลาส Hinge3D สําหรับสรางระบบสามมิติ โดยเปนคลาสลูกของ 

Element และ Node ตามลําดับ  สวนคลาส Structure จะพัฒนาสําหรับการวิเคราะหแบบไรเชิง

เสน 

3.2 ขั้นตอนการทํางานของโปรแกรม 

งานวิจัยนี้จะใชรูปแบบการวิเคราะห 2 วิธี ไดแกระเบียบวิธีควบคุมน้ําหนักบรรทุกและ

ระเบียบวิธีควบคุมการเปลี่ยนตําแหนงที่ดีกรีความอิสระใดๆ  และรายละเอียดการคํานวณแรง

ภายในและสติฟเนสที่ชิ้นสวนมีความโคงตั้งตนแสดงรายละเอียดตอไปนี้ 

3.2.1 ระเบียบวิธีควบคุมน้ําหนักบรรทุก 

รูปที่ 3.2 แสดงแผนภูมิลําดับวิธีควบคุมน้ําหนักบรรทุก โดยมีรายละเอียดดังนี้ 

1) นําเขาขอมูลทางเรขาคณิต คุณสมบัติทางวัสดุ น้ําหนักบรรทุกสูงสุด คาผิดพลาดที่

ยอมให ขนาดความความไมสมบูรณตั้งตนที่ความโคงตั้งตน d0  ที่ตรงจุดตอ D0  และ

เงื่อนไขขอบเขตอ่ืน 

2) กําหนดพารามิเตอร dl  

3) หาคาพารามิเตอรสะสม l จากบวกสะสมคา dl  (เขาสู Increment Step) 

4) ลางคาตัวแปรเก็บคาสติฟเนส [K] ,[KE],[KG ]  (เขาสู Iteration Step) 

5) สรางสติฟเนส [K] =[KE] +[KG] 

6) หาแรงไมสมดุลจาก {UBF}=l{Pmax}-{RF}  เมื่อ {RF} คือแรงตานทาน 

7) หาคาคาดเคลื่อนที่ยอมให  

8) หาคาการเปลี่ยนตําแหนง {  { ,d dD D  

9) ปรับปรุงพิกัดจุดตอใหมจาก คาการเปลี่ยนตําแหนง 

10) หาคาแรงภายใน 

11) หาคาแรงตานทาน 

12) หาคาการเปลี่ยนตําแหนงสะสม {U} จากการบวกสะสมคา {du} 

13) เพิ่มคารอบการทําซ้ํา (j) 

14) ตรวจสอบคาคาดเคลื่อนนอยกวาคาผิดพลาดที่ยอมใหเทากับ 0.0001 หรือรอบการ

ทําซ้ําไมเกินที่กําหนด ถาไมทําซ้ําใหมตั้งแตขอ 4) ถึงขอ 13) 
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15) บันทึกขอมูลคาการเปลี่ยนตําแหนง X[i] และน้ําหนักบรรทุกที่ปรับแกดวยพารามิเตอร l   

ที่ Y[i] ณ ตําแหนงดีกรีความอิสระที่ตองการ  

16) เพิ่มคาการการคํานวณ (i) จนครบคาที่กําหนด ถาไมทําซ้ําใหมตั้งแตขอ 3) ถึงขอ 15) 

 

รูปที่ 3.2 วิธีควบคุมน้ําหนักบรรทุก  

Start

l=l+dl,    j0

Clear  [K], [KE], [KG]

dl=1/Tol Step,   i=0

{D}={D}+{dD}

Update structure coordinate

Member force

{UBF}=l{Pmax}-{RF}

(j>Max Ite )

or (error<Tol)

j=j+1

X [i] = D [TD]

Y [i] =lPmax [TD]

i=i+1

i > Tot Step

End

n

n

y

y

- node data: Coordinate

- member data: E,A , I, d0 ,D0

- structure data: Tol, Pmax,
Total step ,Target Dof(TD) 

Resistant force

     E GK K K +

  
1

2

0

1 n

m

error UBF m
n





 

{    { 
1

d K P


D  {    { 
1

d K UBF


D 
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3.2.2 ระเบียบวิธีควบคุมการเปลี่ยนตําแหนง 

รูปที่ 3.3 แสดงแผนภูมิลําดับวิธีควบคุมการเปลี่ยนตําแหนง โดยมีรายละเอียดดังนี้ 

1) นําเขาขอมูลทางเรขาคณิต คุณสมบัติทางวัสดุ น้ําหนักบรรทุกสูงสุด คาผิดพลาดที่

ยอมให ขนาดความความไมสมบูรณตั้งตนที่ความโคงตั้งตน d0  ที่ตรงจุดตอ D0   และ

เงื่อนไขขอบเขตอ่ืน ขนาด ทิศทาง และดีกรีอิสระทีควบคุมการเปลี่ยนตําแหนง 

2) ลางตัวแปรที่เก็บขอมูล l ,{U} ,X ,Y กอนเขาสูรอบการคํานวณ 

3) ลางตัวแปรที่เก็บขอมูล {UBF} ,{RF} ,j  (เขาสู Increment Step) 

4) ลางตัวแปรที่เก็บขอมูล [K] ,[KE] ,[KG], dl(เขาสู Iteration Step) 

5) สรางสติฟเนส [K] = [KE] + [KG] 

6) หาคาการเปลี่ยนตําแหนง {  { ,d dD D  

7) หาคาการเปลี่ยนตําแหนง {  {  { d d d dlD  D + D  

8) หาคาการเปลี่ยนตําแหนงสะสม {D}  จากการบวกสะสมคา {dD} 

9) ปรับปรุงพิกัดจุดตอใหมจาก คาการเปลี่ยนตําแหนง 

10) หาคาแรงภายใน 

11) หาคาแรงตานทาน 

12) หาแรงไมสมดุลจาก {UBF}=l{Pmax}-{RF}  เมื่อ {RF} คือแรงตานทาน 

13) เพิ่มคารอบการทําซ้ํา (j) 

14) ตรวจสอบคาคาดเคลื่อนนอยกวาคาผิดพลาดที่ยอมใหเทากับ 0.0001 หรือรอบการ

ทําซ้ําไมเกินที่กําหนด ถาไมทําซ้ําใหมตั้งแตขอ 4) ถึงขอ 13) 

15) บันทึกขอมูลคาการเปลี่ยนตําแหนงและน้ําหนักบรรทุกที่ปรับแกดวยพารามิเตอร l   

ณ ตําแหนงดีกรีความอิสระที่ตองการ  

16) เพิ่มคาการการคํานวณ (i) จนครบคาที่กําหนด ถาไมทําซ้ําใหมตั้งแตขอ 3) ถึงขอ 15) 
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Start

Clear  {UBF}, {RF}, j

Clear  [K], [KE], [KG], dl

Clear  {D}, l, {X}, {Y}, i

l=l+dl

{du}=dl{dD}+{dD}

{D}={D}+{dD}

Update structure coordinate

{UBF}=l{P}-{RF}

j=0

j=j+1

X[i] = D[TD]

Y[i] =lP[TD]

i=i+1

i> Total Step

Y N

End

N

N

Y

Y

- node data: Coordinate

- member data: E, A , I, d0 ,D0

- structure data: Tol, Targ disp(du),
Total step ,Target Dof(TD) 

Member force

Resistant force

(j>Max Ite)

or   (error<Tol)

     E GK K K +

{    { 
1

d K P


D 

{    { 
1

d K UBF


D 

 
1

2

0

1 n

m

error UBF
n





 

{ 
k

d u dl d D {  { 
k k

d d dl   D D

รูปที่ 3.3 วิธีควบคุมการเปลี่ยนตําแหนง 
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3.2.3 การหาคาแรงภายในเมื่อชิ้นสวนมีโคงตั้งตน 

การหาคาแรงภายในเมื่อชิ้นสวนมีโคงตั้งตนจะมีรายละเอียดดังรูปที่ 3.4 

 

รูปที่ 3.4 การหาคาแรงภายในเมื่อชิ้นสวนมีโคงตั้งตน 

3.2.4 การหาสติสเนสเมื่อชิ้นสวนมีความโคงตั้งตน 

การหาสติสเนสเมื่อชิ้นสวนมีความโคงตั้งตนจะมีรายละเอียดดังรูปที่ 3.5 โดยแรงภายในที่

เกิดขึ้นจะไมเกินกําลังการโกงเดาะของออยเลอร (Euler Load) 

                            

รูปที่ 3.5 การหาสติสเนสเมื่อชิ้นสวนมีความโคงตั้งตน 
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บทที่ 4 

กรณีศึกษา 
   

 ในบทนี้จะประยุกตใชวิธีการวิเคราะหโครงสรางที่พัฒนาขึ้นกับกรณีศึกษาตัวอยางโครง 

ขอหมุนรูปแบบตางๆ คือ  เสาปลายยึดหมุน ,ท็อกเกิลทรัส ,โครงขอหมุนสามมิติ 12 ชิ้น ,สตารโดม 

และสะพานลอยโครงขอหมุน การเปรียบเทียบผลการวิเคราะหของงานวิจัยนี้กับตัวอยางในอดีต

เปนการทดสอบประสิทธิภาพของแบบจําลองที่เลือกใชและความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร

ที่พัฒนาขึ้น  ซึ่งใชวิธีวิเคราะหแบบไรเชิงเสนทางเรขาคณิตและแบบไรเชิงเสนทางวัสดุแบบเสนตรง

สองเสน  โดยพิจารณาความไมสมบูรณเนื่องจากความโคงตั้งตนและความไมสมบูรณเนื่องจาก

พิกัดไมตรงจุดตามมาตรฐาน AISC 303-10 

 

4.1 เสาปลายยดึหมุน (Pin-ended column) 

ตัวอยางนี้เปนการวิเคราะหโครงสรางเปรียบเทียบกับการิวเคราะหของ Liew และคณะ 

(1997) และของ Sugimoto และChen (1985)  เพื่อตรวจสอบความถูกตองของวิธีการวิเคราะหที่

พัฒนาขึ้นในงานวิจัยนี้  ทําการวิเคราะหแบบไรเชิงเสนทางเรขาคณิตพรอมทั้งศึกษาพฤติกรรมที่

อาจเกิดขึ้นจริงของแตละชิ้นสวนดวยการพิจารณาความไมสมบูรณที่ความโคงตั้งตน 

ลักษณะของโครงสรางกรณีศึกษานี้คือเสาทอกลมที่มีจุดรองรับแบบจุดหมุนและลอเลื่อน 

รับน้ําหนักบรรทุกอัดในแนวแกน  มีขนาดเสนผาศูนยกลาง 114.3 mm ความหนา  0.245 mm  

โมดูลัสยืดหยุน 2x105 MPa  ความเคนที่จุดคราก 254 MPa กําหนดขนาดความโคงตั้งตน (0) 

คาสูงสุดที่ยอมใหเทากับ 0.001 เทาของความยาว  ใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขแบบควบคุมการเสียรูป 

การวิเคราะหตัวอยางนี้โดยการแปรผันอัตราสวนความชลูด (L/r) ทั้งหมด 3 ตัวอยาง ไดแก 80, 120 

และ 160  ผลการวิเคราะหเฉพาะพฤติกรรมกอนการโกงเดาะเปรียบเทียบผลการวิเคราะหในอดีต

แสดงดังในรูปที่ 4.1  พบวามีความคลาดเคลื่อนเมื่อเทียบกับ Liew และคณะ (1997) ที่อัตราสวน

ความชลูด   80, 120 และ 160 ประมาณ 1.98% ,1.56% , 3.68%  ตามลําดับ   และความคลาด

เคลื่อนเมื่อเทียบกับ Sugimoto และ Chen (1985) ที่อัตราสวนความชลูด 80, 120 และ 160 

ประมาณ 1.51% , 1.41% , 1.67%  ตามลําดับ  สรุปไดวาผลการวิเคราะหมีความสอดคลองกัน

และนาเชื่อถือ 
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รูปที่ 4.1 ผลการวิเคราะหเสาปลายยึดหมนุ 

 

4.2 ท็อกเกิลทรัส (Toggle truss) 

ตัวอยางนี้เปนแสดงผลการวิเคราะหที่เปนโครงสรางแบบ 2 มิติ เพื่อศึกษาผลความไม

สมบูรณตั้งตนในแตละชิ้นสวนที่มีผลตอน้ําหนักบรรทุกวิกฤติของโครงสราง   ลักษณะของ

โครงสรางนี้เปนโครงขอหมุนสองชิ้นในระนาบดังแสดงในรูปที่ 4.2  มีน้ําหนักบรรทุกกระทําที่จุดตอ

แนวดิ่งทิศลง  กําหนดขนาดความโคงตั้งตน (0) เทากับ 0.001 เทาของความยาว  มีหนาตัดเปน

สี่เหลี่ยมขนาด 0.245x0.245 m2  โมดูลัสยืดหยุนเทากับ 2.06x105 N/mm2  ความเคนที่จุดคราก

เทากับ 235 N/mm2  อัตราสวนความชะลูด (L/r) เทากับ 150  วิเคราะหแบบไรเชิงเสนทาง

เรขาคณิตที่สภาวะสมบูรณและที่สภาวะไมสมบูรณเมื่อชิ้นสวนมีความโคงตั้งตน  โดยใชระเบียบวิธี

เชิงตัวเลขแบบควบคุมการเสียรูป 

ผลที่ไดเปรียบเทียบกัน แสดงในรูปที่ 4.3  สังเกตวาผลวิเคราะหที่สภาวะสมบูรณมีน้ําหนัก

บรรทุกวิกฤติเทากับ 1292.72 kN  และผลวิเคราะหเมื่อชิ้นสวนมีความโคงตั้งตนมีน้ําหนักบรรทุก

วิกฤติเทากับ 443.39 kN  มีคาลดลง 12.34 %  เมื่อเปรียบผลการวิเคราะหของ Liew และคณะ 

(1997) ความคลาดเคลื่อนสภาวะสมบูรณเทากับ 3.6%  และความคาดเคลื่อนกรณีเมื่อชิ้นสวนมี

ความโคงตั้งตน 1.5%   

      
รูปที่ 4.2 ท็อกเกิลทรัส 
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รูปที่ 4.3 ผลการวิเคราะหท็อกเกิลทรัส 

 

4.3 โครงขอหมุนสามมิต ิ12 ชิ้น (Twelve-bar space truss system) 

ตัวอยางนี้เปนแสดงผลการวิเคราะหที่เปนโครงสรางแบบ 3 มิติ เพื่อศึกษาผลความชลูดที่มี

ผลตอน้ําหนักบรรทุกวิกฤติของโครงสราง  โดยประกอบดวย 12 ชิ้นสวน  รับน้ําหนักบรรทุกใน

แนวดิ่ง (P)  ฐานรองรับทั้งหมดเปนแบบจุดหมุน  โดยมีรายละเอียดดังรูปที่ 4.4  มีหนาตัดแตละ

ชิ้นสวนแบบวงกลมมี 2 ขนาด คือ กรณี CS1 และ CS2 ดังตารางที่ 4.1  อัตราสวนความชลูด (L/r) 

ชิ้นสวนติดกับจุดรองรับหมายเลข 1,2,11 และ 12 มีคาเทากับ 65 กรณีหนาตัด CS1 และ 68 กรณี

หนาตัด CS2  โมดูลัสยืดหยุนเทากับ 205 KN/mm2  ความเคนที่จุดครากเทากับ 275 N/mm2  

กําหนดขนาดความโคงตั้งตน (0) เทากับ 0.001 เทาของความยาว  วิเคราะหโครงสรางแบบไรเชิง

เสนทางเรขาคณิตที่สภาวะสมบูรณและที่สภาวะไมสมบูรณเมื่อชิ้นสวนมีความโคงตั้งตน  ใช

ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขแบบควบคุมการเสียรูป  วิเคราะหการเปลี่ยนตําแหนงที่จุดตอ B ในแนวดิ่ง 

(W) และในแนวราบ (U) ของแตละกรณีหนาตัด CS1 และ CS2 

 

รูปที่ 4.4 โครงขอหมุนสามมิติ 12 ชิ้น 
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ตารางท่ี 4.1. ขนาดหนาตัดกรณี CS1 และ CS2 

กรณ ี CS1 CS2 

เสนผาศูนยกลาง(mm) 193.7 168.3 

ความหนา(mm) 10 5 

พื้นที่หนาตัด(mm2) 5,770 2,570 

โมเมนตความเฉื่อย(mm4) 2,442x104 856x104 

 

กรณีการวิเคราะหแบบไรเชิงเสนทางเรขาคณิตที่สภาวะสมบูรณ  จากรูป 4.5  แสดงผล

การวิเคราะหที่การเปลี่ยนตําแหนงแนวดิ่งจุด B  น้ําหนักบรรทุกวิกฤติกรณี CS1 ประมาณ 80,980 

kN และกรณี CS2 ประมาณ 36,030 kN  สังเกตวาน้ําหนักบรรทุกมีคาลดลงอยางมาก เมื่อ

เปรียบเทียบผลการวิเคราะหกับผลของ Liew และคณะ(1997) มีแนวโนมทิศทางเดียวกันมีความ

ใกลเคียงมากในชวงเริ่มตนกอนจุดวิกฤติ  เริ่มแตกตางกันเมื่อใกลจุดวิกฤติ  มีความคลาดเคลื่อน

กรณี CS1เทากับ 4.32%  กรณี CS2 เทากับ 2.34%  และจากรูปที่ 4.6 ที่การเสียรูปแนวราบจุด B 

น้ําหนักบรรทุกวิกฤติใกลเคียงกับผลการวิเคราะหที่เสียรูปแนวดิ่ง  มีความคลาดเคลื่อนกรณี CS1

เทากับ 1.56% และกรณี CS2 เทากับ 1.34% 

 

 
รูปที่ 4.5 ผลการวิเคราะหสภาวะสมบูรณที่การเปลี่ยนตําแหนงแนวดิ่งที่จดุ B 
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รูปที่ 4.6 ผลการวิเคราะหสภาวะสมบูรณที่การเปลี่ยนตําแหนงแนวราบที่จุด B 

 

กรณีการวิเคราะหแบบไรเชิงเสนทางเรขาคณิตที่สภาวะไมสมบูรณเมื่อชิ้นสวนมีความโคง

ตั้งตน  จากรูป 4.7  แสดงผลการวิเคราะหที่การเปลี่ยนตําแหนงแนวดิ่งจุด B  น้ําหนักบรรทุกวิกฤติ

กรณี CS1 ประมาณ 1,439 kN และกรณี CS2 ประมาณ 601 kN  เมื่อเปรียบเทียบผลการ

วิเคราะหกับผลของ  Liew และคณะ (1997)  มีแนวโนมทิศทางเดียวกันมีความใกลเคียงมาก

ในชวงเริ่มตนกอนจุดวิกฤติ  โดยมีน้ําหนักบรรทุกวิกฤติกรณี CS1 ประมาณ 1,096 kN และกรณี 

CS2 ประมาณ  419 kN สังเกตวาน้ําหนักบรรทุกวิกฤติแตกตางกันมาก สาหตเกิดจากจากงานวิจัย

ของ  Liew และคณะ (1997) กําหนดกําลังรับแรงอัดสูงสุดของชิ้นสวนไมเกินคาที่กําหนดตาม

มาตรฐานของ BS5959 ซึ่งแตกตางกับงานวิจัยนี้ที่ใชกําลังที่เกิดขึ้นจริง  ความคลาดเคลื่อนในชวง

เริ่มตนกอนจุดวิกฤติกรณี CS1เทากับ 2.32% และกรณี CS2 เทากับ 1.14%  และรูปที่ 4.8 

แสดงผลการวิเคราะหที่การเปลี่ยนตําแหนงแนวราบจุด Bน้ําหนักบรรทุกวิกฤตินั้นใกลเคียงกับผล

การวิเคราะหที่การเปลี่ยนตําแหนงแนวดิ่งจุด มีความคาดเคลื่อน CS1เทากับ 1.36% และ CS2 

เทากับ 1.33%  จากตัวอยางนี้สรุปไดวาแบบจําลองของผลของความชลูดของโครงสรางเพียงนอย

นิดสงผลตอกําลังรับน้ําหนักบรรทุกวิกฤติอยางมาก  ขึ้นอยูกับลักษณะของโครงสรางและรูปแบบ

ของน้ําหนักบรรทุก 
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รูปที่ 4.7 ผลการวิเคราะหเมื่อชิน้สวนมีความโคงตัง้ตนที่การเปลี่ยนตําแหนงแนวดิ่งทีจุ่ด B 

  

 
รูปที่ 4.8  ผลการวิเคราะหเมื่อชิน้สวนมีความโคงตั้งตนทีก่ารเปลี่ยนตําแหนงแนวราบทีจุ่ด B 

 

4.4 สตารโดม (Star dome) 

โครงสรางนี้เปนตัวอยางที่ไดรับความนิยมมากในการวิเคราะหโครงขอหมุน 3 มิติ โดย

ตัวอยางนี้แสดงผลของกําลังรับน้ําหนักบรรทุกภายนอกเมื่อชิ้นสวนนั้นมีการรับแรงดึงและแรงอัด

ผสมผสานกัน  ลักษณะของโครงสรางเปนรูปดาวที่ประกอบดวย 24 ชิ้นสวน รับน้ําหนักบรรทุกใน

แนวดิ่ง  รายละเอียดแสดงดังรูปที่ 4.9  มีขนาดของหนาตัดเทากับ 10 mm2  โมเมนตความเฉื่อย

เทากับ 41.7 mm4  อิลาสติกโมดูลัสเทากับ 2.03x105 N/mm2  ความเคนที่จุดครากเทากับ 400 

N/mm2และอินอิลาสติกโมดูลัสเทากับ 2.03x102  N/mm2  ฐานรองรับทั้งหมดเปนแบบจุดหมุน  

อัตราสวนความชะลูดเทากับ 123 และ 155 สําหรับชิ้นสวนหมายเลข 1-6 และ 13-24 ตามลําดับ  

กําหนดขนาดความโคงตั้งตน (0) เทากับ 0.001 เทาของความยาว  และพิจารณาคุณสมบัติทาง
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วัสดุแบบเสนตรงสองเสน (bilinear) เมื่อชิ้นสวนรับแรงดึง  วิเคราะหแบบไรเชิงเสนทางเรขาคณิตที่

สภาวะสมบูรณ  เปรียบเทียบกับสภาวะไมสมบูรณเมื่อชิ้นสวนมีความโคงตั้งตน  โดยใชระเบียบวิธี

เชิงตัวเลขแบบควบคุมการเสียรูป ตัวอยางนี้ไดศึกษาการรับน้ําหนักบรรทุกของโครงสราง2 กรณี 

คือน้ําหนักบรรทุกแนวดิ่งที่จุดกึ่งกลางของโดม และน้ําหนักบรรทุกแนวดิ่งทั้ง 7 ตําแหนงที่จุดตอ

อิสระ 

 
รูปที่ 4.9 สตารโดม 

จากรูปที่ 4.10 กรณีแรกน้ําหนักบรรทุกเดียว  สังเกตวาน้ําหนักบรรทุกวิกฤติมีคาลดลง

อยางมากเมื่อพิจารณาชิ้นสวนมีความโคงตั้งตน  เมื่อเปรียบเทียบกับผลของ Liew และคณะ 

(1997) ที่สภาวะสมบูรณผลการวิเคราะหมีคาใกลเคียงมาก มีความคาดเคลื่อนประมาณ 1.1%  

และที่สภาวะมีความโคงตั้งตน  ผลการวิเคราะหแนวโนมใกลเคียงชวงแรก มีความคาดเคลื่อนที่

ใกลๆจุดวิกฤติประมาณ 7.2%  สาหตเกิดจากจากงานวิจัยของ  Liew และคณะ (1997) กําหนด

กําลังรับแรงอัดสูงสุดของชิ้นสวนไมเกินคาที่กําหนดตามมาตรฐานของ BS5959 ซึ่งแตกตางกับ

งานวิจัยนี้ที่ใชกําลังที่เกิดขึ้นจริง  และจากรูปที่ 4.11 กรณีน้ําหนักบรรทุกทั้ง 7  ที่สภาวะสมบูรณมี

ความคาดเคลื่อนประมาณ 1.1% ที่สภาวะมีความโคงตั้งตน มีความคาดเคลื่อนที่ใกลๆ จุดวิกฤติ

ประมาณ 4.2%  

การพิจารณาชิ้นสวนมีความโคงตั้งตน  น้ําหนักบรรทุกวิกฤติจะลดลงอยางมาก นั่นคือจาก 

633 N ลดลงไปเหลือ 435 N ในกรณีรับน้ําหนักบรรทุกแนวดิ่งเดียว และจาก 1,543 N ลดลงไป 

237 N ในกรณีรับน้ําหนักบรรทุกแนวดิ่งทั้ง 7  ดังนั้นการพิจารณาที่สภาวะความไมสมบูรณที่ความ
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โคงตั้งตนสงผลน้ําหนักบรรทุกวิกฤติอยางมาก 

 

 
รูปที่ 4.10 ผลการวิเคราะหกรณีน้ําหนักบรรทุกกระทําทีจ่ดุกึ่งกลางของโดม 

 

 

รูปที่ 4.11 ผลการวิเคราะหกรณีน้ําหนักบรรทุกกระทําทีจ่ดุตอทั้ง 7 จุด 
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4.5 สะพานลอยโครงขอหมุนเมื่อมีความโคงตั้งตน 

กรณีศึกษานี้มีวัตถุประสงคเพื่อศึกษาผลของความไมสมบูรณตั้งตนแบบชิ้นสวนมีความ

โคงตั้งตนที่มีตอกําลังของโครงสราง  สะพานลอยโครงขอหมุนนี้มีความสูง 3 m. กวาง 2.5 m. และ

มีความยาวทั้งหมด 36 m. น้ําหนักบรรทุกระทําที่จุดตอของคอรดลาง  มีจุดรองรับเปนแบบยึดหมุน 

ดังแสดงในรูปที่ 4.12  โครงสรางนี้ถูกออกแบบเพื่อรับน้ําหนักบรรทุกที่สภาวะใชงาน P=50,000  N  

คุณสมบัติทางวัสดุสมมุติเปนแบบเสนตรงสองเสน (bilinear)  กําลังของวัสดุที่จุดคราก (y) 

เทากับ 240 MPa  อิลาสติกโมดูลัสเทากับ 205 GPa  อินอิลาสติกโมดูลัสเทากับ 10.25 GPa 

ขนาดของหนาตัดแสดงดังตารางที่ 4.2  ทําวิเคราะหโครงสรางที่สภาวะสมบูรณและที่สภาวะไม

สมบูรณเมื่อชิ้นสวนมีความโคงตั้งตน  โดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขแบบ  นิวตัน-ราฟสันหรือแบบ

ควบคุมน้ําหนักบรรทุก 

 

 
รูปที่ 4.12 สะพานลอยโครงขอหมุน  

 

ตารางท่ี 4.2 ขนาดหนาตัดแตละชิ้นสวนของสะพานลอยโครงขอหมุน 

Member 
Lower  

chord 

Upper   

chord 
Vertical  

Cross  

bracing 

Strut 

bracing 

Type of section 2C 2C H L H 

Sectional area (m2) 7.72x10-3 7.72x10-3 3.03x10-3 7.53 x10-4 3.03x10-3 

Moment of inertia (m4) 5.65x10-6 5.65x10-6 1.38x10-6 3.5x10-7 1.38x10-6 
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เมื่อนําโครงขอหมุนมาวิเคราะหโดยตรงตามแบบที่กําหนดไมสามารถวิเคราะหได ซึ่ง

โปรแกรมจะแสดงผลวาโครงสรางไมมีเสถียรภาพ  เนื่องจากพฤติกรรมจริงของจุดตอนั้นเปนการ

ผสมผสานระหวางขอหมุนและขอแข็ง  ดังนั้นผูวิจัยจึงเพิ่มชิ้นสวนทแยงที่ปลายทั้งสองดานของ

โครงสราง โดยหนาตัดที่ใชเลือกตามคําแนะนําของศศิธรและวัฒนชัย(2010) คือเทากับ 1.0x10-3 

m2 

จากรูปที่ 4.13 แสดงความสัมพันธระหวางน้ําหนักกระทํากับการเปลี่ยนตําแหนงที่จุด

ปลายของสะพานลอยโครงขอหมุนดวยกราฟแบบลอการิทึม  วิเคราะหแบบไรเชิงเสนทาง

เรขาคณิตกับไรเชิงเสนผสม (พิจารณาทั้งไรเชิงเสนทางเรขาคณิตและทางวัสดุ) เปรียบเทียบกับผล

การวิเคราะหของศศิธรและวัฒนชัย (2010) นั้นมีความใกลเคียงกันมากชวงแรก แตจะแตกตางกัน

เล็กนอยเมื่อเขาสูพฤติกรรมแบบไรเสนทางวัสดุ  น้ําหนักบรรทุกวิกฤติแบบไรเชิงเสนผสมประมาณ 

700 kN และไรเชิงเสนทางเรขาคณิตประมาณ 500,00 kN 

 

 
รูปที่ 4.13 ผลการวิเคราะหสะพานลอยโครงขอหมุนแบบไรเชิงเสนทางเรขาคณติและแบบไรเชิง

เสนผสมที่สภาวะสมบูรณ 

จากรูปที่ 4.14 แสดงความสัมพันธระหวางน้ําหนักบรรทุกกับการเปลี่ยนตําแหนงที่จุด

ปลายของสะพานลอยโครงขอหมุนเปรียบเทียบที่สภาวะสมบูรณกับโครงสรางมีความโคงตั้งตน  

พิจารณาการโกงเดาะชิ้นสวนรับแรงอัดดวยการวิเคราะหแบบไรเชิงเสนผสม  ผลที่ไดคือ น้ําหนัก

บรรทุกวิกฤติที่สภาวะสมบูรณเทากับ 89,235 N  ผลการวิเคราะหดวยโปรแกรม SAP2000 ที่

สภาวะสมบูรณเทากับ 89,100 N  และเมื่อพิจารณาเฉพาะความโคงตั้งตนเทากับ 78,349 N  มีคา

ลดลง 12.20% เมื่อเทียบการวิเคราะหที่สภาวะสมบูรณ  และจากรูปที่ 4.15 แสดงตําแหนงของการ
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วิบัติที่ชิ้นสวนโกงเดาะของสะพานลอยโครงขอหมุน 

 

 

รูปที่ 4.14 ผลการวิเคราะหสะพานลอยโครงขอหมุนแบบไรเชิงเสนผสมเปรียบเทยีบระหวาง

โครงสรางสมบูรณและโครงสรางมีความโคงตั้งตน 

 

 

รูปที่ 4.15 ชิ้นสวนที่วิบัติโดยการโกงเดาะของสะพานลอยโครงขอหมุน 

 

4.6 สะพานลอยโครงขอหมุนเมื่อมีความโคงตั้งตนและพิกดัไมตรงจุด 

กรณีศึกษานี้ใชโครงสรางตัวอยางเชนเดียวกับกรณีศึกษาที่ 4.5  มีวัตถุประสงคเพื่อศึกษา

ผลของความไมสมบูรณตั้งตนทั้งชิ้นสวนมีความโคงตั้งตนและพิกัดไมตรงจุด (out-of-plumbness)  

ดวยขนาดไมเกิน 1/500 ของความยาวชิ้นตามมาตรฐาน  AISC  ดวยการเปลี่ยนตําแหนงจุดตอใน

สามแกนทั้ง x, y, z  ซึ่งน้ําหนักบรรทุกวิกฤติที่ต่ําสุดนั้นมีรูปแบบที่แนนอนและไมสามารถกําหนด
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ได  การสุมเปนวิธีหนึ่งชวยในการหาน้ําหนักบรรทุกวิกฤติที่ต่ําสุด  ดวยการสุมดวยกระจายแบบ

สม่ําเสมอ (uniform distribution)  สะพานลอยโครงขอหมุนจะมีการสุมที่อยูในชวง -8 ถึง +8 mm. 

ผลการวิเคราะหน้ําหนักบรรทุกวิกฤติเมื่อใชจํานวนตัวอยางตั้งแต 1,000 2,000 4,000 

8,000 10,000 15,000 20,000  ไดคาน้ําหนักวิกฤติสูงสุด คาต่ําสุด คาเฉลี่ย คาความเบี่ยงเบน

มาตรฐาน และคาแปรปรวนของแตละกลุมตัวอยางแสดงดังตารางที่ 4.3 

 

ตารางท่ี 4.3 ผลวิเคราะหน้ําหนกับรรทกุวิกฤตจิากการสุมตัวอยางความไมสมบูรณตั้งตน 

จํานวนครั้งการสุม 1,000 2,000 4,000 8,000 10,000 15,000 20,000 

คาสูงสุด (N) 78,206 78,246 78,342 78,460 78,460 78,460 78,460 

คาต่ําสุด (N) 76,319 76,179 76,082 75,939 75,939 75,939 75,939 

คาเฉลี่ย(N) 77,443 77,439 77,436 77,440 77,438 77,438 77,438 

ความเบี่ยงเบนมาตรฐาน 

(N) 
308.12 302.00 320.70 319.63 317.74 317.74 317.74 

ความแปรปรวน (N) 94,937.78 102,399.74 102,845.89 102,161.99 100,960.93 100,960.87 100,960.93 

 

สังเกตวาขอมูลกลุมตัวอยางตั้งแต 10,000 15,000 20,000 ครั้ง  คาความเบี่ยงเบน

มาตรฐานเริ่มคงที่  แตกตาง 0.003 % เทานั้น  ดังนั้นสรุปไดวาการสุมดวยจํานวน 20,000 ตัวอยาง

เปนจํานวนที่เหมาะสมสําหรับการวิเคราะหกําลังรับน้ําหนักบรรทุกวิกฤติ 

เมื่อเปรียบเทียบน้ําหนักบรรทุกวิกฤติที่คาสูงสุด คาต่ําสุด และคาเฉลี่ยที่กลุมของจํานวน

ตัวอยางตางๆ ของผลการวิเคราะหทั้งความโคงตั้งตนกับพิกัดไมตรงจุดตั้งตนเปรียบเทียบกับผล

เฉพาะความโคงตั้งตน ดังรูปที่ 4.16 สังเกตน้ําหนักบรรทุกวิกฤติที่คาสูงสุดเพิ่มขึ้นในชวงแรกและ

คงที่เมื่อเขาสูกลุมตัวอยาง 10,000 ครั้งขึ้นไป  สวนน้ําหนักบรรทุกวิกฤติที่คาต่ําสุดมีคาลดลงใน

ชวงแรกและคงที่เมื่อเขาสูกลุมตัวอยาง 10,000 ครั้งขึ้นไปเชนกัน  สวนคาน้ําหนักบรรทุกวิกฤติ

เฉลี่ยนั้นคงที่ตลอดกลุมจํานวนตัวอยาง และคาลดลงเมื่อเปรียบเทียบกับการวิเคราะหเฉพาะ

พิจารณาความโคงตั้งตนอยางเดียว 
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รูปที่ 4.16  ผลการวิเคราะหแบบสุมดวยขนาดกลุมจํานวนตัวอยางตางๆ 

 

เมื่อนําผลจากการสุม 20,000 ครั้ง มาสรุปขอมูล  จากรูปที่ 4.17 แสดงการกระจายขอมูล

ทั้งหมด  โดยสวนใหญมีคานอยกวาผลการวิเคราะหมีพิจารณาความไมสมบูรณตั้งตนเฉพาะความ

โคงตั้งตนอยางเดียว  เมื่อจัดเรียงขอมูลเปนชวงมีรายละเอียดของขอมูลความถี่ ความถี่สะสมและ

ความนาจะเปนแสดงในตารางที่ 4.4  โดยแสดงเปนกราฟความถี่ของขอมูลดังรูปที่ 4.18 และแสดง

เปนกราฟความถี่สะสมของขอมูลดังรูปที่ 4.19  สังเกตวาชวงขอมูล 77,359-77,518 มีความถี่

สูงสุดเทากับ 4,184 ครั้ง ต่ําสุดชวง 75,939-75,939 เทากับ 2 ครั้ง  และคาเฉลี่ยประมาณ    

77,438 N 

 

 

รูปที่ 4.17 การกระจายคากําลังรับน้ําหนักบรรทุกวิกฤติทีจ่ํานวนการสุม 20,000 ตัวอยาง 
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ตางรางที ่4.4  ขอมูลทางของสถิติกําลังรับน้ําหนกับรรทกุวิกฤติทีจ่ํานวนการสุม 20,000 ตัวอยาง 

freq. Range Prop. Cum. Prop. freq. Range Prop. Cum. Prop. 

6 75939-76088 0.0003 0.0003 3118 77200-77359 0.1559 0.3667 

10 76088-76247 0.0005 0.0008 4184 77359-77518 0.2092 0.5759 

22 76247-76406 0.0011 0.0019 3930 77518-77676 0.1965 0.7724 

138 76406-76564 0.0069 0.0088 2580 77676-77835 0.129 0.9014 

276 76564-76723 0.0138 0.0226 1562 77835-77994 0.0781 0.9795 

650 76723-76882 0.0325 0.0551 340 77994-78153 0.017 0.9965 

1186 76882-77041 0.0593 0.1144 64 78153-78312 0.0032 0.9997 

1928 77041-77200 0.0964 0.2108 6 78312-78460 0.0003 1 

 

 

รูปที่ 4.18 ความถี่น้ําหนักบรรทกุวิกฤติที่จํานวนการสุม 20,000 ตัวอยาง 
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รูปที่ 4.19 ความถี่สะสมน้ําหนักบรรทุกวิกฤติทีจ่ํานวนการสุม 20,000 ตัวอยาง 

 

ผลการวิเคราะหแบบไรเชิงเสนทั้งความโคงตั้งตนและพิกัดไมตรงจุดดวยคาเฉลี่ยเทากับ 

77,438 N คาลดลง 1.16% เมื่อเทียบการวิเคราะหที่พิจารณาเฉพาะความโคงตั้งตน  

สังเกตวาน้ําหนักบรรทุกวิกฤติทุกๆ กรณีการวิเคราะหนั้นมีคาสูงกวาน้ําหนักบรรทุกที่ได

ออกแบบสะพานลอยโครงขอหมุนคือ 50,000 N แสดงวาโครงสรางยังอยูในเกณฑความปลอดภัย 
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บทที่ 5 

สรุปผลการวิจัยและขอเสนอแนะ 

 
5.1 สรุปผลงานวิจัย 

 งานวิจัยนี้นําเสนอการวิเคราะหโครงขอหมุนสามมิติแบบไรเชิงเสนที่พิจารณาความไม

สมบูรณตั้งตนทั้งจากความโคงตั้งตน (out-of-straightness) และพิกัดไมตรงจุดตอ (out-of-

plumbness) ไดผลสรุปงานวิจัยดังนี้ 

1.) การจําลองเมื่อชิ้นสวนมีความโคงตั้งตน เมื่อนําไปวิเคราะหหาคาความสัมพันธระหวางน้ําหนัก

บรรทุกกับการเปลี่ยนตําแหนงเปรียบเทียบกับงานวิจัยในอดีต ผลที่ไดใกลเคียงและถูกตอง 

2.) การเปรียบเทียบผลระหวางการวิเคราะหแบบไรเชิงเสนระหวางสภาวะสมบูรณกับเมื่อชิน้สวนมี

ความโคงตั้งตน  พบวาน้ําหนักบรรทุกวิกฤติจะลดลงอยางมาก 

3.) ปจจัยที่ทําใหน้ําหนักบรรทุกวิกฤติของโครงสรางลดลงไดแก การโกงเดาะของชิ้นสวนที่มีความ

โคงตั้งตน และอัตราสวนความชลูดที่มากจะทําใหชิ้นสวนเกิดวิบัติเร็วขึ้น นอกจากนี้การรับแรง

ยังขึ้นอยูกับของรูปรางของโครงสรางและรูปแบบของน้ําหนักบรรทุกอีกดวย 

4.) โครงสรางจะรับน้ําหนักบรรทุกวิกฤติไดนอยที่สุด เมื่อพิจารณาความไมสมบูรณตั้งตนทั้งความ

โคงตั้งตนและพิกัดไมตรงจุดรวมกัน ทั้งนี้รูปแบบของพิกัดไมตรงจุดไมสามารถกําหนดได จึง

ตองอาศัยวิธีการสุมดวยจํานวนตัวอยางที่เหมาะสม 

5.) ในกรณีศึกษาสะพานลอยโครงขอหมุนโครงสรางจะวิบัติดวยการโกงเดาะของชิ้นสวนรับแรงอดั 

โครงสรางที่สมบูรณจะรับน้ําหนักบรรทุกวิกฤติไดเทากับ 89,235 N  สวนโครงสรางที่มีความ

โคงตั้งตนขนาด L/1,000 จะรับน้ําหนักบรรทุกวิกฤติไดเทากับ 78,349 N (ลดลง 12.20% เทียบ

กับโครงสรางสมบูรณ)  และหากพิจารณาพิกัดไมตรงจุดตั้งตนดวยการสุมขนาดไมเกิน L/500 

รวมดวย โครงสรางจะรับน้ําหนักบรรทุกวิกฤติไดเทากับ 77,438 N (ลดลงอีก 1.16%) โดย

เฉลี่ย 
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5.2 ขอเสนอแนะ 

 จากผลการวิเคราะหในงานวิจัยนี้พบวาการวิเคราะหโครงขอหมุนสามมิติแบบไรเชิงเสนที่

พิจารณาความไมสมบูรณตั้งตนมีประสิทธิภาพเพียงพอในการประเมินพฤติกรรมที่อาจเกิดขึ้นได

จริงในโครงสรางทั่วไป อยางไรก็ตามการวิเคราะหโครงขอหมุนสามมิติแบบไรเชิงเสนที่พิจารณา

ความไมสมบูรณตั้งตนที่นําเสนอในงานวิจัยนี้เปนเพียงแนวทางหนึ่งในการวิเคราะห  เพื่อใหไดผล

การวิเคราะหที่ถูกตองแมนยํามีประสิทธิภาพมากยิ่งขึ้น  อาจจะพิจารณาสวนอ่ืนเพิ่มเติม ดังนี้ 

1.) พิจารณาพฤติกรรมหลังการโกงเดาะของแตละชิ้นสวน 

2.) เลือกใชแบบจําลองที่สามารถอธิบายพฤติกรรมแบบไรเชิงเสนทางวัสดุที่ใกลเคียงพฤติกรรม

จริงมากขึ้น 

3.) พิจารณาความไมสมบูรณตั้งตนอื่นๆ เพิ่มเติม เชน โมดูลัสยืดหยุน ขนาดหนาตัดเปนตน 

4.) พัฒนาโปรแกรมสําหรับการวิเคราะหโครงขอแข็งสามมิติ 
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การคํานวณสติฟเนสเชิงเรขาคณติ 

จากเงื่อนไขความสอดคลอง จะสามารถหาน้ําหนักบรรทุกทีเ่ปลี่ยนแปลงไดจากอนุพันธของ

สมการโดยใชกฎลูกโซ ดังนี ้(Levy 2003) 

     T Td N F N d F d P                         (ก.1) 

โดยมีการเปลีย่นแปลงแรงภายในชิ้นสวนเทอม  [NT]d{F}  ดังนั้น 

    T
EN d F K                       (ก.2) 

และมีการเสียรูปในเทอม  d[NT] {F} ดังนั้น 

    T
Gd N F K                       (ก.3) 

จากสมการที(่ก.3) สามารถเขียนอยูในรปูเมตรกิซเกรเดียนดังนี ้

df
f

dx
   

ดังนั้น                     (ก.4) 

Tf N P  

 T Gf N F K     

 

เนื่องจาก NT เปนฟงกชั่นของพิกดั xA, yA, zA และ xA, yA, zA จากกฎของลูกโซจะไดวา  

   
( ) ( ) ( )

.

( ) ( ) ( )

T T T

A A A

A A A

T T T

C C C

C C C

N N N
dx dy dz

x y zT TdN F N dx F F
N N N

dx dy dz
x y z

   
  

       
       

   
    

              (ก.5) 
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เมื่อ   

   
   

   

;

;

;

dx dx
A A C Cx x

dy dy
A A C Cy y

dz dz
A A C Cz z

 

 

 

 

 

 

  (ก.6) 

เปนการเปลีย่นพิกดัโดยหมายถึงการเปลี่ยนตําแหนงของจุดตอ จะไดวา 

 

     
( ) ( ) ( )

.

( ) ( ) ( )

T T T

A A AT T

T T T

C C C

N N N
A A Ax y z

dN F N F F
N N N

C C Cx y z

  



  

   
  

           
   
    

 (ก.7) 

เพราะฉะนั้นจีโอเมตรกิซสตฟิเนส สามารถเขียนไดดังนี ้

                                             colA               colC  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

T AA T AC

T CA T CC

rowAN NTK N F F
G rowCN N

  
    

  
 (ก.8) 

 

โดยที่เมตริกซยอยของแตละเทอม เปนการหาคาแรงภายในของแตละจุดตอ โดยการ

พิจารณาใหอีกจุดหนึ่งของชิ้นสวนเดียวกันเกิดการเปลี่ยนตําแหนงหนึ่งหนวย ดังนั้นคาที่ไดจาก

เมตริกซเกรเดียนทของสมการสมดุลของจุดตอแตละจุดของสมการที่(ก.8) แสดงดังตอไปนี้ 

 

     

( ,

(n) (n) (n)
x x x

x y z
A A A

(n) (n) (n)
y y yT AAN )

x y z
A A A

(n) (n) (n)
z z z

x y z
A A A

   
 
   

 
   

   
   

 
   
   
 

    

(

(n) (n) (n)
x x x

x y z
C C C

(n) (n) (n)
y y yT ACN )

x y z
C C C

(n) (n) (n)
z z z

x y z
C C C
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( ( (

( , (

( ( (

(n) (n) (n) n) n) n)
x x x x x x

x y z x y z
C C C A A A

(n) (n) (n) (n) (n) (n)
y y y y y yT CC T CAN ) N )

x y z x y z
C C C A A A

(n) (n) (n)n) n) n)
z z zz z z

x y zx y z
A A AC C C

        
  
       

  
       

       
       

  
      

           











            (ก.9) 

พจนตางๆในสมการที ่(ก.9) สามารถหาไดดังนี ้

พิจารณาพจน (n)
x

  

       
1/ 22 2 2

( - ) / - - -A C A C A C A Cx
n x x x x y y z z   

  
                                           (ก.10) 

 

ทําการหาอนุพันธยอยของสมการที(่ ก.10) เทียบกบั x y
A, A

 และ z
A

 ไดดังตอไปนี้ 

   2

2

1 1
( ) / - - / 2 -

2

1
1- ( )

x A A C A C

x

n x x x L x x
L

n
L

     

                         

                                                            (ก.11) 

   31 1
( ) / - - / 2 -

2

1
( ) ( )

x A A C A C

x y

n y x x L x x
L

n n
L

     

                         

                                                              

(ก.12) 

   

 

31 1
( ) / - - / 2 -

2

1
( ) ( )

x A A C A C

x z

n z x x L x x
L

n n
L

     

                     

                                                              (ก.13) 

 

พจน (n)
y

และ (n)
Z

 ทําเหมือนกับพจน (n)
X

ดังนั้น นําสมการ (ก.9)-(ก.13) แทนลงสมการ (ก.8) จะ

สามารถหาคาจีโอเมทริกซสติฟเนสขององคอาคารในระบบพิกัดหลกั ดังสมการ (ก.14) และ(ก.15) 
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-

-

AA AA

AA AA

K K
G G

K
G

K K
G G

    
         
    
    

                                                                              (ก.14) 

 
2

2

2

1- ( ) -( ) ( ) -( ) ( )

-( ) ( ) 1- ( ) -( ) ( )

-( ) ( ) -( ) ( ) 1- ( )

x x y x z
AA

y x y y z

z x z y z

n n n n n
F

K n n n n n
G L

n n n n n

 
      
 
 

  (ก.15)  

เขียนรูปแบบเต็ม 

 

2 2

2 2

2 2

2

2

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( )

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( )

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

. 1 ( ) ( ) ( )

i

i x i x i y i x i z i x i x i y i x i z

i y i y i z i y i x i y i y i z

A i z i z i x i z i y i z

G

i x i x i y i x i z

i y i y i

n n n n n n n n n n

n n n n n n n n
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ผลเฉลยสมการอนุพันธชิ้นสวนมีความโคงตั้งตน 
 

จากสมการอนุพนัธการเสยีรูปของชิน้สวนรับแรงอัด (Chen และ Lui, 1987) 

2 2
0'' sin

x
y k y k

L




 
    

 
                  (ข.1) 

จากนัน้กระจายสมการอนุพนัธ สมการ (ข.1) แสดงดวยสมการปริพันธประกอบ 

(complementary) และปริพันธเฉพาะ (particular) ตามลําดับ 
sin cos

sin cos

c

p

y A kx B kx

x x
y C D

L L

 

 

 
                  (ข.2) 

เมื่อ C,D คือ สัมประสิทธิ์ไมทราบคา (Undetermined coefficient) หาคําตอบของ C, D โดยนํา

สมการ (ข.2) แทนสมการอนุพันธ (ข.1) จัดรูปแบบใหม 
2 2

2 2 2
02 2
sin cos 0

x x
C k k D k

L L L L

   


      
          

      
              (ข.3) 

สมการนั้นตองสอดคลองกบัคา x ใดๆ  จากพจนแรก  
2
0 0

2 2 2 1
e

e

k F P
C

k L F P

 




 

 
                  (ข.4) 

เมื่อ Pe คือน้ําหนักบรรทุกของออยเลอร (Euler load) สมการที่ ข.1 
2

2e

EI
P

L




   และ   

2
2

2
k

L




      
           (ข.5)

 

จากสมการที่ ข.1 วงเล็บในพจนที่สองไดคําตอบ 

D = 0                     
(ข.6)

 

นําสัมประสิทธิ์ C, D แทนคากลับในสมการ  จัดรูปแบบสมการทั่วไป 

0sin cos sin
1

e

e

F P x
y A kx B kx

F P L

 
  


                (ข.7) 

เพื่อคําตอบของคาคงที่ A, B โดยใชเงื่อนไขขอบเขต 

y(0) = 0                    (ข.8) 

y(L) = 0                    (ข.9) 

จากเงื่อนไขขอบเขตแรกสมการ (ข.1) ไดคาคงที ่

B = 0                   (ข.10) 

จากเงื่อนไขขอบเขตสองสมการ (ข.1) ไดคาคงที ่

Asin kL = 0                  (ข.11) 
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ดังนั้น 

A = 0                   (ข.12) 

นําคาของสมการ (ข.10) (ข.11) แทนคาใน (ข.7) 

0 sin
1

e

e

F P x
y

F P L




                  (ข.13) 
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ประวัติผูเขียนวิทยานิพนธ 

 
 นายอิมรอน หะยียูโซะ เกิดเมื่อวันที่  1 ธันวาคม พ.ศ.2529 ที่โรงพยาบาลสมเด็จ         

พระยุพราชสายบุรี อําเภอสายบุรี จังหวัดปตตานี เปนบุตรคนที่สี่ของนายมูฮํามัดรอเซะ หะยียูโซะ 

และนางซาฟนะ หะยียูโซะ 

จบการศึกษาระดับมัธยมศึกษาตนจากโรงเรียนดรุณศาสนวิทยา จังหวัดปตตานี 

มัธยมศึกษาปลายจากโรงเรียนอัตตัรกียะหอิสลามียะห จังหวัดนราธิวาส และระดับปริญญาตรี

จากสํานักวิชาวิศวกรรมศาสตร สาขาวิชาวิศวกรรมโยธา มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีสุรนารี       

จังหวัดนครราชสีมา เขารับการศึกษาตอในระดับปริญญาโท หลักสูตรวิศวกรรมศาสตร

มหาบัณฑิต สาขาวิศวกรรมโยธา แขนงวิชาวิศวกรรมโครงสราง จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย  
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