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บทที ่1 

บทน า 

 
เน้ือหาในบทน้ีน าเสนอท่ีมาและความส าคญัของปัญหาวตัถุประสงค์ขอบเขตข้อจ ากัด

ขั้นตอนการศึกษาวธีิการด าเนินงานและประโยชน์ท่ีคาดวา่จะไดรั้บของวทิยานิพนธ์ฉบบัน้ี 

1.1 ทีม่าและความส าคัญของปัญหา 

 หากพิจารณาถึงระบบแทนจ านวนฐานสองท่ีใชใ้นสถาปัตยกรรมคอมพิวเตอร์ในปัจจุบนันั้น
จะเห็นไดว้า่วธีิการหรืออลักอริทึมในการเพิ่มประสิทธิภาพเชิงเวลาของระบบแทนจ านวนฐานสอง
นั้น ไม่สามารถท างานเป็นแบบขนานไดโ้ดยสมบูรณ์ซ่ึงงานวจิยัส่วนใหญ่นั้นจะมุ่งเนน้ไปท่ีการ
สร้างสถาปัตยกรรมคอมพิวเตอร์เพื่อใชค้  านวณตวัทดไวล่้วงหนา้ เพื่อจ ากดัความยาวของสายการ
แพร่ของการทด (carry-propagation chain) ของการด าเนินการทางเลขคณิตพื้นฐาน 

 นอกเหนือจากนั้นหากพิจารณาระบบแทนจ านวนท่ีใชก้นัในปัจจุบนั(classical number 
system)ไดแ้ก่ระบบแทนจ านวนฐานสิบแลว้ จะพบวา่คุณสมบติัและวธีิการค านวณแบบเลขคณิต
พื้นฐานนั้นมีความใกลเ้คียงกบัระบบแทนจ านวนฐานสองเป็นอยา่งมากซ่ึงไม่สามารถน าวธีิการ
ค านวณแบบขนานเขา้มาประยกุตใ์ชไ้ดส้มบูรณ์เช่นกนั 
 จากปัจจยัต่างๆ ท่ีกล่าวมาขา้งตน้ งานวิจยัน้ีจึงมีแนวความคิดท่ีจะประยกุตก์ารท างานแบบ

ขนานเขา้กบัระบบท่ีไม่ไดใ้ชใ้นชีวติประจ าวนั (non-classical number system)ซ่ึงไดแ้ก่ระบบ
แทนจ านวนฐานคู่ โดยระบบแทนจ านวนฐานคู่นั้นมีรูปแบบการแทนจ านวนอยูใ่นรูปแบบของ
ตารางสองมิติ และเป็นระบบท่ีมีความซ ้ าซอ้นซ่ึงมีความเป็นไปไดท่ี้จะน าการค านวณแบบขนานเขา้
มาประยกุตใ์ชก้บัระบบแทนจ านวนฐานคู่น้ี งานวจิยัน้ีจึงมองเห็นความเป็นไปไดใ้นการพฒันา
อลักอริทึมส าหรับการด าเนินการทางเลขคณิตพื้นฐานบนระบบแทนจ านวนฐานคู่น้ีใหมี้
ประสิทธิภาพเชิงเวลาท่ีดีและหวงัเป็นอยา่งยิง่วา่งานวจิยัช้ินน้ีจะท าใหเ้กิดแรงบนัดาลใจส าหรับ
นกัวจิยัท่านอ่ืนๆ ในการพฒันาประสิทธิภาพดา้นอ่ืนๆ ของระบบแทนจ านวนฐานคู่ต่อไป 

ระบบแทนจ านวนฐานคู่ไดถู้กน าเสนอคร้ังแรกโดยดิมิทรอฟ จูเลียน และมิลเลอร์(V.S. 
Dimitrov,G.A.Jullien and W.C. Miller) [1] ในปีคริสตศกัราช 1997โดยจุดประสงคท่ี์ระบบ
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แทนจ านวนน้ีไดถู้กคิดคน้และน าเสนอข้ึนมาก็คือ ความเป็นระบบแทนจ านวนท่ีมีความซ ้ าซอ้น 
และมีการกระจายตวัของบิทหน่ึงค่อนขา้งสูงเม่ือเทียบกบัระบบแทนจ านวนฐานสอง ท าใหร้ะบบ
แทนจ านวนฐานคู่น้ีมีความน่าสนใจในเชิงการพฒันาการท างานในระดบัเลขคณิตพื้นฐานซ่ึงมี
แนวโนม้ท่ีจะสามารถน าการค านวณในรูปแบบขนานเขา้มาประยกุตใ์ชก้บัระบบแทนจ านวนฐานคู่
น้ี 
 เป็นท่ีทราบกนัดีวา่ระบบแทนจ านวนฐานคู่เป็นระบบแทนจ านวนท่ีมีความซ ้ าซอ้น ซ่ึง
ภายหลงัจากท่ีระบบแทนจ านวนน้ีไดถู้กน าเสนอ ก็มีงานวจิยัเพื่อท่ีจะพยายามหารูปแบบแทน
จ านวนของจ านวนเตม็ใดๆ ในระบบแทนจ านวนฐานคู่น้ี ใหอ้ยูใ่นรูปแบบท่ีมีจ านวนบิทหน่ึงนอ้ย
ท่ีสุด โดยใชป้ระสิทธิภาพเชิงเวลา ของอลักอริทึมส าหรับการหารูปแบบนั้นใหมี้ประสิทธิภาพมาก

ท่ีสุด [2-4]สามารถดูรายละเอียดในบทท่ี 2ทฤษฎีและงานวจิยัท่ีเก่ียวขอ้งส าหรับการค านวณทาง
เลขคณิตพื้นฐานของระบบแทนจ านวนฐานคู่น้ี ยงัไม่มีงานวจิยัท่ีเสนอแนวทางอลักอริทึมในการ
ด าเนินการทางเลขคณิตพื้นฐานท่ีมีประสิทธิภาพเชิงเวลาเป็นค่าคงท่ี มีเพียงแต่การน าเสนอหลกัการ
ด าเนินการทางเลขคณิตพื้นฐานโดยอาศยัวธีิการของระบบแทนจ านวนฐานสองและวิธีการทางเลข
คณิตพื้นฐานเขา้มาจดัการและประยกุตใ์ชใ้หเ้ขา้กบัระบบแทนจ านวนฐานคู่น้ีเท่านั้นซ่ึงวธีิการท่ีได้
นั้นยงัไม่มีประสิทธิภาพเชิงเวลาท่ีเป็นท่ีน่าพอใจ งานวจิยัน้ีจึงมุ่งเนน้ท่ีจะน าเสนอ อลักอริทึมท่ีจะ
สามารถเพิ่มประสิทธิภาพเชิงเวลาในการค านวณทางเลขคณิตพื้นฐาน เป็นหลกั 
 

1.2 วตัถุประสงค์ 

เพื่อเสนออลักอริทึมในการค านวณแบบขนานของการด าเนินการทางเลขคณิตพื้นฐานบน
ระบบแทนจ านวนฐานคู่ ใหมี้ประสิทธิภาพเชิงเวลาเป็นค่าคงท่ี 

1.3 ขอบเขตของวิทยานิพนธ์ 

1) ในงานวจิยัน้ีเราสนใจการด าเนินการทางเลขคณิตพื้นฐานคือการบวกบนระบบแทนจ านวน
ฐานคู่ 

2) ระบบแทนจ านวนฐานคู่ท่ีสนใจในงานวิจยัน้ีคือระบบแทนจ านวนฐานคู่ท่ีประกอบดว้ย 
ฐานสอง และ ฐานสามเท่านั้น 
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1.4 ขั้นตอนการศึกษาและวธีิการด าเนินงาน 

1) ศึกษางานวจิยัและบทความทางวชิาการท่ีเก่ียวขอ้งกบัระบบแทนจ านวนฐานคู่ 
2) ศึกษางานวจิยัและบทความทางวชิาการท่ีเก่ียวขอ้งกบัการค านวณแบบขนาน 
3) วิเคราะห์คุณสมบติัการท างานของการค านวณแบบขนานแต่ละประเภท ศึกษาคุณสมบติั

ของการค านวณแบบขนาน และออกแบบการค านวณให้เข้ากับการด าเนินการบวกบน
ระบบแทนจ านวนฐานคู่ 

4) พิสูจน์ความถูกตอ้งของอลักอริทึมท่ีไดด้ว้ยวธีิการทางคณิตศาสตร์ 
5) วเิคราะห์ประสิทธิภาพเชิงเวลาและขอ้ดีขอ้เสียของอลักอริทึมท่ีได ้

1.5 ประโยชน์ทีค่าดว่าจะได้รับ 

1) ได้อลักอริทึมในการด าเนินการเชิงเลขคณิตบวกบนระบบแทนจ านวนฐานคู่โดยอาศยั
วธีิการแบบขนานซ่ึงมีประสิทธิภาพเชิงเวลาเป็นค่าคงท่ี 

2) ได้ผลลัพธ์ของการด าเนินการทางเลขคณิตพื้นฐานซ่ึงสามารถน าไปต่อยอดกับการ
ด าเนินการอ่ืนๆนอกจากการบวก 
 

1.6 ผลงานทีต่ีพมิพ์จากวทิยานิพนธ์ 

ส่วนหน่ึงของวทิยานิพนธ์น้ีไดรั้บการตีพิมพเ์ป็นบทความทางวชิาการในหวัเร่ืองดงัต่อไปน้ี 
 Chalermchatwichien, W., Surarerks, A., “Parallel Additive Operation on Double-base 
Number System”.Proceeding of the 17th International Annual Symposium on Computational 
Science and Engineering: ANSCSE17, Khonkaen, Thailand, March 27-29, 2013, Pages 99-100. 

Chalermchatwichien, W., Surarerks, A., “Parallel addition for double base number 
system”.Proceeding of the 10th International Joint Conference on Computer Science and 
Software Engineering: JCSSE’13, Khonkaen, Thailand, May 30-31, 2013. 
  
  

http://www.cp.eng.chula.ac.th/~elite/index.php?p=pubDetail&id=200
http://www.cp.eng.chula.ac.th/~elite/index.php?p=pubDetail&id=200
http://www.cp.eng.chula.ac.th/~elite/index.php?p=pubDetail&id=200
http://www.cp.eng.chula.ac.th/~elite/index.php?p=pubDetail&id=200
http://www.cp.eng.chula.ac.th/~elite/index.php?p=pubDetail&id=200
http://www.cp.eng.chula.ac.th/~elite/index.php?p=pubDetail&id=200
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บทที ่2 

ทฤษฎแีละงานวจิัยทีเ่กีย่วข้อง 

 
 ทฤษฎีและงานวจิยัท่ีเก่ียวขอ้งของงานวิจยัน้ีแบ่งออกเป็นสองส่วนไดแ้ก่ส่วนท่ีหน่ึงกล่าวถึง
บทนิยามและรูปแบบแทนจ านวนของระบบแทนจ านวนฐานคู่นอกจากนั้นยงัไดก้ล่าวถึงอลักอริทึม
ท่ีใชใ้นการหารูปแบบแทนจ านวนในระบบฐานคู่ส าหรับจ านวนเต็มใดๆรวมทั้งประสิทธิภาพเชิง
เวลาของอลักอริทึมดงักล่าวส่วนท่ีสองกล่าวถึงการค านวณเชิงเลขคณิตแบบขนานโดยอาศยัแนวคิด
จากงานวจิยัอ่ืนๆท่ีไดเ้สนอมาและพิจารณาเห็นวา่มีแนวโนม้ท่ีจะสามารถน ามาสร้างแนวคิดท่ีจะใช้
ให้ เข้ากับการด า เนินการทางเลขคณิตพื้นฐานส าหรับระบบแทนจ านวนฐานคู่ได้อย่างมี
ประสิทธิภาพ 

2.1 ระบบแทนจ านวนฐานคู่ (double base number system) 

 ระบบแทนจ านวนฐานคู่ ของ ดิมิทรอฟ จูเลียน และมิลเลอร์(V.S. Dimitrov,G.A. Jullien and 
W.C. Miller) [1] ท่ีภูกเสนอข้ึนในปีคริสตศกัราช 1997มีคุณสมบติัท่ีน่าสนใจสองประการไดแ้ก่
ระบบแทนจ านวนฐานคู่เป็นระบบท่ีมีสมบติัความซ ้ าซ้อน(redundant system) หมายความว่า มี
จ  านวนอย่างน้อยหน่ึงจ านวนท่ีสามารถหารูปแบบแทนจ านวนในระบบแทนจ านวนฐานคู่ได้
มากกว่าหน่ึงรูปแบบดงันั้นการหาวิธีหรือคิดคน้อลักอริทึมท่ีใช้ส าหรับหารูปแบบแทนจ านวนใน
ระบบแทนจ านวนฐานคู่ของจ านวนเต็มใดๆโดยให้มีจ  านวนบิทของหน่ึงน้อยท่ีสุด ซ่ึงเรียกว่า
รูปแบบคาโนนิคลั (canonical form) [2]จึงเป็นส่ิงท่ีทา้ทายและมีงานวิจยัท่ีเก่ียวขอ้งซ่ึงไดเ้สนอ
อลักอริทึมดงักล่าวซ่ึงจะไดก้ล่าวในล าดบัถดัไปและคุณสมบติัท่ีส าคญัของระบบแทนจ านวนฐานคู่
ประการสองคือการกระจายตัวของบิทหน่ึง (sparseness)ซ่ึงมีอัตราสูงเม่ือเทียบกับระบบแทน
จ านวนอ่ืนนอกจากน้ีมีงานวิจยัท่ีน าระบบแทนจ านวนฐานคู่ไปประยุกต์ใช้ในการค านวณการ
เขา้รหสัดว้ยการคูณเชิงสเกลาร์แบบวงรีในเอกสารเชิงวชิาการอีกหลายฉบบั [5-6] 
 
นิยามที2่.1ให้ m แทนจ ำนวนเตม็ใดๆ m จะสำมำรถเขียนให้อยู่ในรูปแบบแทนจ านวนฐานคู่(double 
basenumber representation)ได้กต่็อเม่ือ สำมำรถเขียน m=Σ di,j2

i3jโดยท่ีdi,j∈ { 0, 1} ส ำหรับจ ำนวน
เตม็i,j ใดๆ 
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 หากต้องการเขียนรูปแบบแทนจ านวนในระบบแทนจ านวนฐานคู่ให้อยู่ในรูปแบบเชิง
กายภาพท่ีสามารถมองเขา้ใจไดง่้ายเรานิยมแทนรูปแบบแทนจ านวนฐานคู่หน่ึงๆดว้ยตารางสองมิติ
โดยให้หลกัแต่ละหลกัแทนก าลงัของฐานสอง 2i และแถวแต่ละแถวแทนก าลงัของฐานสาม 3jและ
หากสัมประสิทธ์ิหรือตวัเลข (digit)di,jท่ีพจน์ 2

i3j ใดๆมีค่าเท่ากบั 1 เราระบุท่ีช่องของตารางนั้นดว้ย
เลขหน่ึง(active cell) ดงัรูปต่อไปน้ี 
 

 
รูปท่ี 2.1 รูปแสดงตวัอยา่งตารางแทนจ านวนในระบบแทนจ านวนฐานคู่ 

 
 รูปท่ี 2.1 แสดงให้เห็นรูปแบบการแทนจ านวนฐานคู่ของเลข 110 60 และ 170 ตามล าดบั จะ
เห็นว่า จ  านวนในระบบแทนจ านวนฐานคู่สามารถแสดงให้เขา้ใจไดง่้ายข้ึนในรูปแบบของตาราง
สองมิติ เช่น 110 = 13321 + 13222 + 13122 + 13121 + 13021ซ่ึงประกอบดว้ยตวัเลข 1 จ านวน 
5 หลกั ทั้งน้ี เรานิยมจะเรียกเซล (cell) ต่างๆ ในตารางท่ีมีคาตวัเลขเป็น 1 ว่า แอ๊คทีฟเซล (active 
cell) 
 นอกจากน้ี จ  านวนบางจ านวนในระบบแทนจ านวนฐานคู่ สามารถเขียนไดม้ากกวา่หน่ึงแบบ 
เช่น 110 สามารถแจกแจงเป็นตวัเลขในระบบแทนจ านวนฐานคู่ไดอี้กมากกวา่หน่ึงรูปแบบ คือ 
  110 = 13321 + 13124 + 13121 + 13021 
   = 13321 + 13124 + 13023    
ซ่ึงจะเห็นวา่ รูปแบบใหม่น้ีจะมีจ านวน แอค๊ทีฟเซลลดลงเป็นส่ีเซล และสามเซล ตามล าดบั 
 ทั้งน้ี เป็นท่ีสังเกตไดง่้ายวา่ ศูนย ์จะมีเพียงรูปแบบแทนจ านวนรูปแบบเดียวเท่านั้นท่ีสามารถ
หาได ้คือ ตารางท่ีไม่มีแอ๊คทีฟเซลเลย หรืออีกนยัหน่ึงคือ ไม่มีตวัเลขหน่ึงปรากฎในรูปแบบแทน
จ านวนเลย 
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 อลักอริทึมส าหรับหารูปแบบแทนจ านวนในระบบแทนจ านวนฐานคู่ส าหรับจ านวนเต็มใดๆ
[1] สามารถอธิบายไดด้งัน้ี 
Algorithm: Find a double base number representation for x 
 Input: x  a number 
 Output: d[i][j] where x =  d[i][j] 3i2j 
 Begin 
 Generate RMN={rm,n = 3m2n : 0mM, 0 nN} where M = Floor(log3x) 
    N = Floor(log2x) 
 Sort: RMN from max to min, element in RMN denoted by Ri 

 For(k=max to min and x>0)do 
  If(R[k] x)then d[m][n] =1 
      x =x-R[k]; 
  else d[m][n] = 0 
  endif 
 enddo 

 End 
 
ตัวอย่างที2่.2ก ำหนดให้ จ ำนวนเตม็ x=23จะค ำนวณรูปแบบแทนจ ำนวนฐำนคู่ได้ดังนี ้
 
วธีิท า ค านวณค่า M และ N ไดคื้อ M=Floor(log323) = 2 และN = Floor(log223) = 4 ดงันั้นจะไดR้24 
= {1,2,3,4,6,8,9,12,16,18,24,36,48,72,144}โดยจากอลักอริทึมจะไดว้า่23= 18 + 4 + 1 ดงันั้น 
รูปแบบแทนจ านวนของ 23 คือ 13221 + 13022 + 13020  
 

 โดยวธีิน้ีไม่ไดรั้บประกนัวา่ ค  าตอบท่ีไดจ้ะอยูใ่นรูปแบบแทนจ านวนคาโนนิคลัเสมอไป แต่
ก็เป็นอลักอริทึมท่ีมีประสิทธิภาพส าหรับการหารูปแบบแทนจ านวนในระบบแทนจ านวนฐานคู่
และท างานไดร้วดเร็ว 
 จากงานวิจยัของกิลเบอร์ก[2] ในปี ค.ศ. 2005 ไดมี้การเสนออลักอริทึมในการหารูปแบบ
แทนจ านวนฐานคู่ โดยใชแ้นวทางของอลักอริทึมเชิงละโมบ (greedy algorithm) ท่ีเรียกวา่ มลัติพาธ
กรีดดีอลักอริทึม(multipath-greedy algorithm) เป็นอลักอริทึมท่ีปรับปรุงมาจากอลักอริทึมเดิมท่ีถูก
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เสนอไว ้โดยอลักอริทึมน้ีสามารถหาค าตอบไดม้ากกวา่หน่ึงค าตอบต่อการท างานหน่ึงคร้ังซ่ึงท าให้
มีแนวโนม้ท่ีจะไดค้  าตอบเป็นรูปแบบคาโนนิคลัมากข้ึนซ่ึงอลักอริทึมน้ีมีประสิทธิภาพเชิงเวลาเป็น 
O(log2x) เม่ือ x คือจ านวนเตม็ใดๆท่ีตอ้งการหารูปแบบแทนจ านวนในระบบแทนจ านวนฐานคู่ 

2.2 การด าเนินการทางเลขคณติพืน้ฐานบนระบบแทนจ านวนฐานคู่ 

 ส าหรับการค านวณในระบบแทนจ านวนฐานคู่น้ี พิจารณาและออกแบบโดยอาศบักฎการทด
และกฎการลดรูปจากคุณสมบติัของระบบ โดยสามารถอธิบายหลกัการพื้นฐานไดคื้อ 
 กฎการลดทอน (reduction rules) ซ่ึงมีลกัษณะสองลกัษณะท่ีแตกต่างกนัคือแบบท่ีหน่ึง ใน
กรณีท่ีบิตของหน่ึงอยูติ่ดกนัในแนวแถว ดงัแสดงในรูปท่ี 2.2 (ก)ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมการ1 3i2j + 
1 3i+12j= 1  3i2j+2และแบบท่ีสอง ในกรณีท่ีบิตของหน่ึงอยูติ่ดกนัในแนวหลกัดงัแสดงในรูปท่ี 
2.2(ข)ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมการ1 3i2j + 1 3i2j+1= 1  3i+12j 

 

 
(ก) 

 
(ข) 

 
(ค) 

รูปท่ี 2.2 รูปแสดงกฎการลดทอนสามประเภท 
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 กฎการทด (carry propagation rules) ในกรณีท่ีมีการบวกกนัแลว้ท าให้ค่าประจ าเซล มีค่า
เท่ากบั 2 โดยอาศยัสมการ 2 3i2j = 1  3i2j+1 ดงัแสดงในรูปท่ี 2.2(ค) 
 
 2.2.1 กระท าทางเลขคณติพืน้ฐานบวก 
 วธีิการพื้นฐานส าหรับการด าเนินการทางเลขคณิตพื้นฐานบวกจากตวัถูกกระท าสองตวั ตวัตั้ง
และตวับวก (addend and adder)สามารถท าไดโ้ดยง่ายโดยเราจะพิจารณาตวัถูกกระท าแต่ละตวัใน
รูปแบบของตารางสองมิติและน าตารางตวัถูกกระท าทั้งสองมาซอ้นทบักนัและพิจารณาค่าของเซลล์
ผลลพัธ์ท่ีไดแ้บบเซลล์ต่อเซลล์โดยอาจมีสัญลกัษณ์ชัว่คราวไวส้ าหรับเก็บค่าในบางกรณีเช่นเซลล์
หน่ึงเจอกบัเซลลห์น่ึงซ่ึงจะใหเ้ซลลผ์ลลพัธ์เก็บค่าสองไวแ้ละท าการเปล่ียนรูปให้อยูใ่นรูปแบบของ
ระบบแทนจ านวนฐานคู่ภายหลงั 
 2.2.2 การด าเนินการทางเลขคณติพืน้ฐานลบ 
 วธีิการพื้นฐานส าหรับการด าเนินการทางเลขคณิตพื้นฐานลบจากตวัตั้งและตวัลบสามารถท า
ไดโ้ดยง่ายคลา้ยกบัการด าเนินการทางเลขคณิตพื้นฐานบวกคือการน าตารางของตวัตั้งและตวัลบมา
ซ้อนกันและพิจารณาค่าของเซลล์ผลลพัธ์จากค่าของเซลล์ท่ีซ้อนทบักนัแบบเซลล์ต่อเซลล์โดย
จะตอ้งมีสัญลกัษณ์ชัว่คราวในการเก็บค่าของเซลล์ผลลพัธ์เช่นกนัเช่นเซลล์ตวัตั้งมีค่าเป็น0 และ
เซลลต์วัลบมีค่าเป็น 1 จะไดเ้ซลลผ์ลลพัธ์มีค่าเป็น -1 หลงัจากนั้นจึงเขา้สู่กระบวนการเปล่ียนรูปเป็น
รูปแบบของระบบแทนจ านวนฐานคู่ในภายหลงัแต่การลบสามารถกระท าไดก้็ต่อเม่ือ ตวัตั้งตอ้งมีค่า
มากกวา่ตวัลบ ทั้งน้ีเพราะระบบแทนจ านวนฐานคู่ไม่สามารถแสดงจ านวนเตม็ลบได ้

 2.2.3 การด าเนินการทางเลขคณติพืน้ฐานคูณ 
 เน่ืองจากการแทนจ านวนฐานคู่ด้วยตารางสองมิติเป็นการแทนโดยใช้จ  านวนแทนอยู่ใน
รูปแบบของผลบวกของผลคูณ(sum of product) ดงันั้นในการด าเนินการทางเลขคณิตคูณนั้นเรา
จ าเป็นตอ้งขยายขนาดของตารางเพิ่มข้ึนเป็นสองเท่าจากขนาดของตวัถูกกระท าเดิมและท าการคูณ
โดยมีลกัษณะคลา้ยการคูณแบบพหุนามคือทุกเซลล์ตารางท่ีมีค่าเป็น 1 มีการพบกนัหมดและเพิ่ม
ขนาดเลขช้ีก าลงั iและ j จากผลบวกของเลขช้ีก าลงัของเซลล์แต่ละเซลล์ท่ีพบกนัส าหรับฐานสอง
และฐานสามตามล าดบั 
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2.3  ระบบแทนจ านวนแบบมีเคร่ืองหมาย(signed digit number system) 

 ระบบแทนจ านวนแบบมีเคร่ืองหมาย (signed-digit number representation system) ไดถู้ก
เสนอข้ึนคร้ังแรกในโดยอวิเซียนีส(Avizienis) [7] โดยใชแ้นวคิดของการก าหนให้ ตวัเลข (digit) มี
เคร่ืองหมายก ากับซ่ึงท าให้ระบบรูปแบบแทนจ านวนน้ีมีสมบัติ ความซ ้ าซ้อน (redundancy 
property) และสามารถสร้างตวัด าเนินการทางคณิตศาสตร์แบบขนานได ้โดยการบวกแบบขนานได้
ถูกพฒันาข้ึนมาเป็นล าดบัดงัปรากฎใน [8] ดงัน้ี 
 
นิยามที่2.3ระบบแทนจ านวนแบบมีเคร่ืองหมาย (signed-digit number representation system) 
ประกอบด้วย เลขฐำน (base) βเป็นจ ำนวนเต็มโดยที่ |β| > 1 และ D ชุดของตัวเลข (digit set) เป็น
เซตจ ำกัดของตัวเลขตั้งแต่จ ำนวนเตม็ a ถึง จ ำนวนเตม็ b โดยท่ี a < 0 <  b เขียนได้ดังนี ้

D = { a, a-1, … , 0. …, b-1, b } 
โดยท่ี  b - a + 1 >β. รูปแบบแทนจ ำนวนของจ ำนวนเตม็ x ใดๆ สำมำรถเขียนในระบบนีไ้ด้ดังนี ้

x = d0β
0 + d1β

1 + … + dnβ
n 

เม่ือ diเป็นสมำชิกใน D 
 
นิยามที่ 2.4ระบบแทนจ ำนวนแบบมีเคร่ืองหมำย เลขฐำน β จะถูกเรียกว่ำมีสมบัติ การแทนศูนย์
แบบแข็งแรง(strong representation of zero property, SRZ) ถ้ำมีจ ำนวนเตม็ bk, bk−1, . . . , b1, b0, 
b−1, . . . , b−hส ำหรับจ ำนวนเตม็ท่ีไม่เป็นลบ h และ k บำงตัว โดยท่ี  βเป็นรำกของพหุนำม 

S(X) = bkX
k + bk-1X

k-1 + … + b1X + b0 + b-1X
-1 + … + b-hX

-h 

และb0> 2 ∑     ∈{      }{ }  โดยพหุนำม S จะถูกเรียกว่ำพหุนามแข็งแรง (strong polynomial)
ส ำหรับ β 
 
 เพื่อความสะดวกในการเรียกใชส้ัญลกัษณ์ ก าหนดให้ B = b0และ M = ∑      ∈{      }{ }

เราจะสามารถเขียนอสมการใหม่ไดด้งัน้ีคือB > 2M และสมบติัน้ีเป็นสมบติัท่ีของระบบแทนจ านวน
แบบมืเคร่ืองหมายท่ีสามารถท าการบวกแบบขนานได ้
 หากเราให้เลขฐานβ มีสมบติัการแทนศูนยแ์บบแข็งแรง และให้เซตของตวัเลข Aเป็นเซต
ตวัเลขแบบสมมาตรA = {-a,…,0,…,a} เม่ือ 

a = (B-1)/2+(B - 1)/2(B - 2M)M 
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เม่ือก าหนดให้c = (B-1)/2(B-2M)และ a’ = (B-1)/2 ดงันั้นจะได ้a = a’ + cMและก าหนดให้
เซตตวัเลขA* = { -a’,…,0,…,a’}Aซ่ึงจะถูกเรียกวา่อกัขระภายใน (inner alphabet) และการบวก
แบบขนานสามารถท าไดโ้ดยอลักอริทึมต่อไปน้ี 
 
Algorithm: Parallel addition in SRZ signed-digit number representation system 

Input: x= ∑ 𝑥𝑖 
 n

 =m  wherexn, ...,xmbe digits in A* and mn 
  y = ∑  𝑖 

 n
 =m  where yn, ...,ymbe digits in A* and mn 

 Output: z=x+y=∑  𝑖 
 n  

 =m  where zn+k, ..., zm-h be digits in A* and mn 
begin 
  for each i(done in parallel) do 
   zi := xi+yi 

   findqi{-c,...,0,...,c} where zi - qiBA* 
   zi := zi – ∑ q  j j

 
j=   

  enddo 
end 
 

ตัวอย่างที2่.5พิจำรณำระบบแทนจ ำนวนแบบมีเคร่ืองหมำยส ำหรับเลขฐำน β  = (1+√ )/2 และชุด
ของตัวเลข A = { -5, -4, ..., -, …, 4, 5 } ค ำนวณกำรบวกแบบขนำนของ x = 25 ̅5 ̅003 และ y = 
512 ̅5 ̅005 
 
วธีิท า พิจารณาค่าของเลขฐาน β  = (1+√ )/2 ซ่ึงเป็นรากของสมการของพหุนามดีกรีสอง 

X2 = X + 1 
รากอีกตวัหน่ึงไดแ้ก่ β’ = (1-√ )/2 = -1/βเน่ืองจาก β4 + (β’)4 = 7 ดงันั้น βเป็นรากของพหุนาม
แขง็แรง 

S(X) = -X4 +7 – 1/X4 
จะไดว้า่ B = 7 และ M =2 ซ่ึงมีผลท าให ้c=1 และa’=3 และ a=5 อกัขระท่ีเราจะท างานดว้ยคือ A ={-
5,…,0,…,5} ซ่ึงอกัขระภายในคือ A* = {-3,…,0,…,3} 
จากท่ีก าหนดมาให ้
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 x = 2β7 + 5β6 – 2β5 + 5β4 - 5β3 +3  
 y = 5 8 +  7 + 2 6 - 2 5 + 5 4 - 4 3+5 
จะได ้zซ่ึงเป็นผลบวกของ xและ yคือ  

 

 
ดงันั้น จะได ้x+y = z = β12 + β10 – β9 – β8 + 2β7 + 3β5 +5β4 - 2β3 + β2 – β + 2 – β-1 + β-4ดงันั้นผลการ
บวกคือ 441.66252584   

 
 จะเห็นวา่ อลักอริทึมท่ีไดถู้กเสนอมาขา้งตน้นั้น เป็นการค านวณแบบขนานโดยหาตวัเลขชุด
หน่ึงซ่ึงมาผลรวมเป็นศูนยเ์พื่อมาลดทอนหลกัท่ีมีอกัขระเกินกว่าA*โดยพิจารณาโดยพิจารณาจาก
กรณีท่ีจะท าให้อกัขระของผลลพัธ์ออกมาอยู่ในรูปของอกัขระในเซตAเสมอซ่ึงเราจะน าแนวคิดน้ี
ไปใชก้บังานวจิยัช้ินน้ี 

 

2.4 งานวจัิยต่างๆทีเ่กี่ยวข้องกบัระบบแทนจ านวนฐานคู่ 

 ในงานวจิยัท่ีผา่นมา ตวัด าเนินการบวกบนระบบแทนจ านวนฐานคู่นั้น นอกจากอลักอริทึมท่ี

ไดมี้การเสนอแบบดั้งเดิม ของดิมิทรอฟ จูเลียน และมิลเลอร์[1] ซ่ึงอาศยักฎการลดทอนทั้งสาม
แบบแลว้ ยงัไดมี้งานวิจยั[9] ท่ีน าแนวคิดของการท างานแบบ ออนเดอร์ฟราย มาพฒันาเพื่อเพิ่ม
ประสิทธิภาพเชิงเวลาของตวัด าเนินการบวกโดยงานวิจยัท่ีไดใ้ช้วิธีการออนเดอร์ฟลายเขา้มาช่วย
เพิ่มประสิทธิภาพเชิงเวลาในการท างานไดน้ าเสนอการหาตวัทดออกส าหรับแต่ละแถวดงัรูปท่ี2.3
โดยการเล่ือนกรอบการพิจารณาตามแนวแถวไปพร้อมๆกนัในทุกๆคู่แถวท่ีท าการคอมโพสิทและ
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น าฟังก์ชนัตวัทดออกท่ีไดม้าคอมโพสิทกนัระหวา่งแถว โดยเม่ือท าการค านวณตวัทดล่วงหนา้แลว้ 
หลงัจากนั้นจึงใชก้ฎการลดทอนในรูปท่ี2.2 มาใชเ้พื่อปรับให้ตารางแทนจ านวนของผลลพัธ์อยูใ่น
รูปแบบปกติ(normal form) 

 
นิยามท่ี2.5 รูปแบบตารางแทนจ านวนจะถูกเรียกเป็นรูปแบบปกติ(normal form) ก็ต่อเม่ือรูปแบบ
ตารางแทนจ านวนนั้นๆเป็นรูปแบบตารางแทนจ านวนฐานคู่และไม่มีเซลลห์น่ึงติดกนัในแนวแถว 
  

 
รูปท่ี2.3 แสดงรูปแบบของขอ้มูลขาเขา้และขอ้มูลขาออกของอลักอริทึมท่ีใชเ้ทคนิคออนเดอร์ฟลาย 

 
The on-the-fly addition algorithm: 
input: A = Σai,j2

i3j and B = Σbi,j2
i3j 

output: Z = Σzi,j2
i3jwhere Z = A + B 

begin fork = 1 tolgnstep 1 do 
for all pairs of compositions performing in parallel 

   composition row r and s by computing Ci,rCi,s (xi,s) 
for all j = 1 tondo  

perform the carry function ci,j (xi,j = ai,j +bi,j) 
enddo 
perform composition of all carry functions of two rows in parallel 

   zi,j = round(xi,j +ci,j) 
enddo 

  perform all cell additions in parallel 
end 

หมายเหตุ Ci,j(xi,j) = (ci-1,j + 2ci-1,j+1 + xi,j + 2xi+1,j – yi,j - 2yi,j+1 – 2c′i-1,j-1)/3. 
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ค าอธิบายอลักอริทมึ 
ในแต่ละรอบของการท างานออนเดอร์ฟลายเราจะน าฟังกช์นัส าหรับหาตวัทดออก Ci,j(xi,j) = (ci-

1,j + 2ci-1,j+1 + xi,j + 2xi+1,j – yi,j - 2yi,j+1 – 2c′i-1,j-1)/3 ของแต่ละแถวมารวมกนัแบบออนเดอร์ฟลาย 
และเม่ือไดฟั้งกช์นัการรวมกนัของตวัทดออกระหวา่งแถวแลว้จึงสร้างกรอบการพิจารณาตวัทด
ออก ซ่ึงจะตอ้งท าการเล่ือนกรอบการพิจารณาไปทีละหน่ึงต าแหน่งเน่ืองจากมีการเปล่ียนแปลง
ขอ้มูลขาเขา้ส าหรับการค านวณฟังกช์นัจึงตอ้งเร่ิมด าเนินการจากซ้ายไปขวา และค านวณหาตวั
ทดออกจากฟังก์ชนัจนครบขนาดของคอลมัน์ n จากนั้นจึงวนกลบัไปท างานแบบออนเดอร์ฟ
ลายใหม่จนครบ log(n) รอบ โดยขนาดของ ตวัถูกด าเนินการมีขนาด n×nซ่ึงจะเห็นได้ว่า
อลักอริทึมท่ีไดจ้ากการใชเ้ทคนิคออนเดอร์ฟลายเขา้มาช่วยในการบวกตวัถูกด าเนินการท่ีอยูใ่น
รูปแบบแทนจ านวนฐานคู่จะสามารถเพิ่มประสิทธิภาพเชิงเวลาจาก O(n2) เป็น O(nlogn) 
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บทที ่3 

การด าเนินการบวกแบบขนานบนระบบแทนจ านวนฐานคู่ 
 

ในบทน้ีจะกล่าวถึงการออกแบบอลักอริทึมการบวกแบบขนานส าหรับระบบแทนจ านวน
ฐานคู่ โดยน าแนวคิดของคุณสมบติั การซ ้ าซ้อน ของระบบแทนจ านวนมาช่วยในการลดความยาว
ของสายการทดจนสามารถจ ากดัสายการทดให้เป็นค่าคงท่ีได ้ทั้งน้ีเพราะ จากงานวิจยัท่ีผ่านมา [8] 
ท าให้สามารถสรุปไดว้่า หากสายการทดของระบบการค านวณสามารถถูกจ ากดัไดด้ว้ยค่าคงท่ีค่า
หน่ึง การค านวณแบบขนานสามารถกระท าไดใ้นตวัด าเนินการนั้น ทั้งน้ีในงานวิจยัท่ีผา่นมา [9] ตวั
ด าเนินการบวกของระบบแทนจ านวนญานคู่สามารถกระท าไดด้ว้ยอลักอริทึมท่ีมีประสิทธิภาพท่ีมี
อตัราการเติบโตเชิงเวลาเป็น (n log n) เม่ือ n เป็นขนาดของรูปแบบแทนจ านวนฐานคู่ 

3.1 แนวคิดของงานวจัิย 

 เน่ืองจากระบบแทนจ านวนฐานคู่ เป็นระบบแทนจ านวนท่ีพฌันามาจากพื้นฐานของระบบ
แทนจ านวนเลขฐานทัว่ไป โดยแนวคิดของระบบแทนจ านวนฐานคู่นั้นถูกออกแบบมาเพื่อให้มี
คุณสมบติัการกระจายตวัของตวัเลขหน่ึง หมายความว่า ปริมาณของตวัเลขหน่ึงในรูปแบบแทน
จ านวนมีนอ้ยลงเม่ือเทียบกบัขนาดหรือตวัเลขทั้งหมดของรูปแบบแทนจ านวน ทั้งน้ีเพราะ ตวัเลข
หน่ึง มีผลต่อการเกิดสายการทดในตวัด าเนินการพื้นฐานทัว่ไป ซ่ึงแนวทางน้ีมีความแตกต่างจาก
ระบบแทนจ านวนแบบมีเคร่ืองหมายของอเวเซียนีส ท่ีอนุญาตให้มีตวัเลขท่ีมีเคร่ืองหมายเป็น
ตวัก าหนดความยาวของสายการทดได ้ส่ิงท่ีมีเหมือนกนัในทั้งสองแนวคิดของการจ ากดัหรือลด
ขนาดของสายการทดก็คือ การท าให้ระบบแทนจ านวนมีสมบติัของความซ ้ าซ้อน ดงันั้นในงานวิจยั
น้ี จึงมุ่งเนน้ท่ีค่าความซ ้ าซอ้นท่ีเกิดข้ึนในระบบแทนจ านวน 
 ค่าความซ ้ าซ้อนของระบบแทนจ านวนใดๆ สามารถพิจารณาได้จาก ระดบัความซ ้ าซ้อน 
(redundancy degree) ซ่ึงพิจารณาไดจ้ากสัดส่วนของ จ านวนรูปแบบแทนจ านวนทั้งหมดท่ีเป็นไป
ไดเ้ทียบกบัจ านวนค่าเชิงตวัเลขท่ีเป็นไปไดเ้ม่ือก าหนดขนาดของรูปแบบแทนจ านวนท่ีค่าคงท่ีค่า
หน่ึง 
 หากพิจารณา ค่าความซ ้ าซ้อนท่ีเกิดข้ึนในระบบแทนจ านวนแบบมีเคร่ืองหมายของอเว
เซียนีส จะพบวา่ ค่าความซ ้ าศอ้นจะมีค่ามากหรือนอ้ย สามารถปรับเปล่ียนค่าไดโ้ดยการ เพิ่มจ านวน
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ตวัเลขในระบบ เช่น ระบบแทนจ านวนแบบมีเคร่ืองหมายบนฐาน 5 โดยใชชุ้ดตวัเลข { -3, -2, -1, 0, 
1, 2, 3} เม่ือเทียบกบัระบบแทนจ านวนแบบมีเคร่ืองหมายบนเลขฐาน 5 แต่ใชชุ้ดตวัเลขเป็น {-4, -3, 
-2, -1, 0, 1, 2, 3, 4 } จะเห็นวา่ เม่ือขยายขนาดของชุดของตวัเลขจะท าให้ ระดบัความซ ้ าซ้อนมีค่า
เพิ่มข้ึนได ้และระดบัความซ ้ าซอ้นน่ีจะมีผลต่อความสามารถในการสร้างตวัด าเนินการแบบขนาน 
 ในงานวิจยัน้ี ระบบแทนจ านวนฐานคู่ บนเลขฐานสองและฐานสาม ชุดของตวัเลขท่ีใช้
ประกอบดว้ย ตวัเลขศูนย ์และตวัเลขหน่ึงเท่านั้น ทั้งน้ี เน่ืองจากการขยายขนาดของชุดตวัเลขของ
ระบบแทนจ านวนฐานคู่จะมีผลอยา่งมากต่อขนาดของรูปแบบแทนจ านวน เพราะจ านวนหลกัท่ีใช้
ในระบบแทนจ านวนฐานคู่มีจ านวนสูงมากเม่ือเทียบกบัรูปแบบแทนจ านวนแบบมีเคร่ืองหมาย และ
อีกประการหน่ึง ระบบปทนจ านวนฐานคู่มีสมบติัความซ ้ าซอ้นไดโ้ดยไม่จ  าเป็นตอ้งขยายขนาดของ
ชุดตวัเลข ดงันั้น งานวิจยัน้ีจึงไดพ้ิจารณาการขยายระดบัความซ ้ าซ้อนโดยวิธีการพิจารณา การจดั
กลุ่มของหลกัของตวัเลขในรูปแบบแทนจ านวนแทนการขยายขนาดของชุดตวัเลข 
 ในเบ้ืองต้น ผูว้ิจยัได้ศึกษาค่าระดับความซ ้ าซ้อนของระบบแทนจ านวนฐานคู่ และหาก
พิจารณากราฟความสัมพนัธ์ระหวา่งระดบัความซ ้ าซ้อนและขนาดของตารางแทนจ านวนบนระบบ
แทนจ านวนฐานคู่ จะไดก้ราฟท่ีมีความสัมพนัธ์ดงัปรากฎในรูปท่ี 3.1 ทั้งน้ีการพิจารณาขนาดของ
รูปแบบแทนจ านวนฐานคู่เพื่อความเหมาะสมกบัการออกแบบการท างาน ผูว้ิจยัจึงสนใจเฉพาะกรณี
ท่ี กลุ่มของตวัเลขท่ีอยูใ่นรูปแบบก าลงัสอง (square) หมายความวา่ รูปแบบทานจ านวน หรือ ตาราง
สองมิติจะเป็นตารางแบบจตุรัสเสมอ ท่ีมีขนาดต่างๆ กนั 
 

 
 
รูปท่ี 3.1 กราฟแสดงความสัมพนัธ์ระหวา่งระดบัความซ ้ าซอ้น และขนาดของตารางแทนจ านวน 

Size of Table 
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 จะเห็นไดว้่าระดบัความซ ้ าซ้อนมีค่าสูงข้ึนมากเม่ือเท่ียบกบัการขยายขนาดของกลุ่มของตวั
เลขท่ีพิจารณา ดงันั้นในงานวจิยัน้ี จึงมุ่งเนน้ท่ีจะสร้างตวัด าเนินการพื้นฐานการบวก บนระบบแทน
ช่วงฐานคู่แบบขนาน โดยการจดักลุ่มของตวัเลขในรูปแบบตารางจตุรัส และสร้างตวัด าเนินการใน
ระดบักลุ่มแทนการด าเนินการในระดบัตวัเลขเด่ียว 
 ส าหรับอลักอริทึมการบวกแบบขนานนั้น จะด าเนินการโดยอาศยัแนวทางพื้นฐานดงัน้ี 
 1. ท าการบวกตวัเลขของของทุกคู่พร้อมๆ กนั 
 2. พิจารณาจดักลุ่มการค านวณย่อย และด าเนินการบวก โดยพิจารณา จ านวนทดออกท่ี

เหมาะสมส าหรับใหร้องรับจ านวนทดเขา้ 
 3 ค านวณค าตอบสุดทา้ยเม่ือพิจารณาจ านวนทดเขา้ 

3.2 ตัวด าเนินการบวกแบบขนานส าหรับการจัดกลุ่มค านวณขนาด 2 2 

 ในหวัขอ้น้ี เราจะศึกษาความเป็นไปไดใ้นการออกแบบตวัด าเนินการบวกแบบขนานภายใต้
การพิจารณาการค านวณแบบเป็นกลุ่ม โดยพิจารณา ตารางตวัด าเนินการขนาด 2  2  โดยการบวก
แบบขนานสามารถท างานไดต้ามทฤษฎีบทท่ี 3.1 ต่อไปน้ี 
  
ทฤษฎบีทที ่ 3.1 กำรด ำเนินกำรบวกบนระบบแทนจ ำนวนฐำนคู่สำมำรถท ำได้โดยใช้ประสิทธิภำพ
เชิงเวลำเป็นค่ำคงท่ี เม่ือมีกำรจัดกลุ่มกำรบกด้วยตำรำงขนำด 2  2 
 
พสูิจน์การพิสูจนท์ฤษฎีบทสามารถท าไดโ้ดยการน าเสนออลักอริทึมส าหรับการด าเนินการบวกบน
ระบบแทนจ านวนฐานคู่แบบขนาน และการพิสูจน์วา่อลักอริทึมการบวกน้ีมีประสิทธิภาพเชิงเวลา
เป็นค่าคงท่ีO(1) พร้อมทั้งบทพิสูจน์ความถูกตอ้งของอลักอริทึมดว้ย 
 
 
 
 
 
 

 
รูปท่ี3.2 รูปแสดงทิศทางการส่งผา่นตวัทด และขอ้มูลขาเขา้ และขาออก 
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 แนวทางในการออกแบบอลักอริทึมคือการพิจารณา การบวกของกลุ่มยอ่ยขนาด 2 2 และ 
ทั้งน้ีเน่ืองจากการค านวณการทดของระบบแทนจ านวนฐานคู่สามารถทดไดส้องทิศทาง โดยมีความ
แตกต่างกนั คือ การทดในแนวแถวจะเป็นการทดบนเลขฐานสอง แต่การทดในแนวหลกัจะเป็นการ
ทดบนเลขฐานสาม เน่ืองจากการทดบนเลขฐานสามสามารถทดค่าไดม้ากกวา่เลขฐานสอง ดงันั้นจึง
เลือกใชด้การทดในแนวหลกัดงัรูปท่ี 3.2 และการค านวณสามารถท างานไดด้งัอลักอริทึมต่อไปน้ี 
 

Algorithm: Parallel addition in double base number system using 2  2 sub-table 

 Input: Two operands A and B with 2c2c 
   A=∑  𝑖   

  j    
 =  j=  where ai,j{0, 1}  

   B=∑  𝑖   
  j    

 =  j=  where bi,j{0, 1} 
 Output: The result Z with  2c2c 
   Z =∑  𝑖   

  j    
 =  j=  where zi,j{0, 1} 

 Begin 
  for all corresponding cells (done in parallel manner) 
   for all 0  i, j <2c do 
    xi,j = ai,j + bi,j enddo 
  enddo 

  for each 2  2sub-table 
   for all 0  k,l < c do 
           = ∑ 𝑥𝑖   

  j 
 =  j=  

            
 = ⌊

      

    ⌋ 
            

 = ⌊
      

    ⌋ - 2        
enddo 

   for all 0  k,l < c do 
    Cink,l =         

      +         
      

           = ∑ 𝑥𝑖   
  j 

 =  j=  
            =             

+            
 

             =        +                enddo 

  End 
การท างานของอลักอริทึม ประกอบดว้ย ส่ี ขั้นตอนการท างานดงัน้ี 
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ขั้นตอนที ่1  
ด าเนินการบวกตวัตั้ง A และตวับวกB ซ่ึงอยูใ่นรูปแบบตารางสองมิติเขา้ดว้ยกนัโดยอาศยั
หลกัวธีิการซอ้นทบักนัของรูปแบบแทนจ านวน โดยท่ีตารางผลบวกนั้นสามารถอาศยักฎ
การบวกดงัน้ีคือ เซลลศ์ูนยซ์อ้นทบัเซลลศ์ูนยไ์ดเ้ซลลศ์ูนย ์ เซลลห์น่ึงซอ้นทบัเซลลศ์ูนยไ์ด้
เซลลห์น่ึง เซลลศ์ูนยซ์อ้นทบัเซลลห์น่ึงไดเ้ซลลห์น่ึง และเซลลห์น่ึงซอ้นทบัเซลลห์น่ึงได้
เซลลส์อง 
ขั้นตอนที ่2 
แบ่งตารางผลรวมท่ีไดจ้ากขั้นตอนท่ี 1 ออกเป็นตารางยอ่ยๆ ตารางละ 2×2 และท าการ
ค านวณ ตวัทดออก ของแต่ละตารางยอ่ย แบบขนาน โดยอาศยัสมการต่างๆ ดงัน้ี 

ส าหรับทุกค่าของ 0  k,l < c 
        = ∑ 𝑥𝑖   

  j 
 =  j=  

         
 = ⌊

      

    
⌋ 

         
 = ⌊

      

    
⌋ - 2        

 

โดยที ่ 
      คือตารางยอ่ยของผลลพัธ์ Z เป็นตารางยอ่ยๆขนาด 2×2 

        
คือค่าของตวัทดออกของตารางยอ่ยในหลกัท่ีสอง ซ่ึงมีค่าไดเ้พียง 0 หรือ 1 

เท่านั้น 

        
คือค่าของตวัทดออกของตารางยอ่ยในหลกัท่ีหน่ึง ซ่ึงมีค่าไดเ้พียง 0 หรือ 1 

เท่านั้น 

ขั้นตอนที ่3 

เป็นขั้นตอนการส่งผา่นตวัทดจากตารางยอ่ยตารางหน่ึงไปสู่ตารางยอ่ยอีกตารางหน่ึงซ่ึงมี
รูปแบบคือตวัทดออกจากตารางยอ่ยดา้นบนเป็นตวัทดเขา้ของตารางยอ่ยท่ีอยูด่า้นล่าง
ตามล าดบั ตามสมการ ดงัน้ี 

          =         
      +         

      

          = ∑ 𝑥𝑖   
𝑖   

𝑖=   =  

           =             
+            

 

            =        +               โดยท่ี          คือค่าของตาราง
ผลลพัธ์ยอ่ยแต่ละตาราง 
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ขั้นตอนที่4 
ท าการสร้างตารางผลลพัธ์ยอ่ยท่ีไดเ้ขา้กบัรูปแบบแทนจ านวนในรูปแบบตาราง 2 มิติ 
หลงัจากนั้น จึงน าตารางผลลพัธ์ยอ่ยท่ีไดม้าประกอบกนัข้ึนเป็นตารางผลลพัธ์ 

 
การพสูิจน์ความถูกต้องของอัลกอริทมึ 
จะสังเกตเห็นวา่แนวการท างานหลกัของอลักอริทึมคือ ทุกๆตารางยอ่ยขนาด 2×2 ท างานพร้อมกนั
โดยการพิสูจน์ความถูกตอ้งจะแบ่งการพิจารณาออกเป็นสามส่วนดงัน้ีคือ 

1) การพิจารณาตวัทดออก วา่อยูใ่นขอบเขตท่ีก าหนดไดเ้สมอ 
2) ผลบวกท่ีหกัตวัทดออกแลว้สามารถรองรับตวัทดเขา้ไดเ้สมอ 
3) ผลการบวกไดค้  าตอบท่ีถูกตอ้งเสมอ 

1) การพิจารณาตวัทดออกนั้น จากขั้นตอนท่ีสองจะพบวา่ 0          24 จาก 
         

 = ⌊
      

    
⌋ดงันั้น จะไดว้า่ 0          

  1 และ 
         

 = ⌊
      

    
⌋- 2        

ดงันั้น จะไดว้า่ 0          
  1 

นัน่หมายความวา่ ตวัทดออกทั้งสองตวั เป็นไดเ้ฉพาะ 0 หรือ 1 เท่านั้น และจะมีเพียงตวัใดตวัหน่ึงท่ี
มีค่าเป็น 1 เท่านั้น 
2) จากค่าของตวัทดออกทั้งสองท่ีเป็นไดเ้ฉพาะ 0 หรือ 1 และมีเพียงตวัใดตวัหน่ึงท่ีมีค่าเป็น 1 
เท่านั้นจะมีผลท าให ้ 
 0         -             

–             
 8 เสมอ 

นัน่หมายความวา่ ผลลพัทจ์ากการหกัตวัทดออกไป จะมีค่าไม่เกินไปกวา่ 8 แน่นอน 
หากพิจารณา ตวัทดเขา้ท่ีมีไดม้ากสุดคือทดท่ีต าแหน่ง           

 ดงันั้น 
           =        +        -         

   =       -             
–             

 +        

    8 +        

   = 8 +               
 +               

 

    8  + 2 = 10 

และ            =        +        -         

   =        -         +        

    0 +        

    0 
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ดงันั้น เราสามารถสรุปไดว้า่ 0             10 และสามารถเขียนใหอ้ยูใ่นรูปแบบแทนจ านวน
ฐานคู่ในตารางขนาด 22 ไดเ้สมอ 
3) การพิสูจน์ใหเ้ห็นวา่ ค  าตอบท่ีไดเ้ป็นผลบวก สามารถแสดงไดด้งัน้ี 
พิจารณาค่าของตารางแทนจ านวน Sum ท่ีไดจ้ากการน าตวัถูกด าเนินการสองตวัขนาด 2c×2c มา
ซอ้นทบักนัดงัน้ี 
 
∑  𝑖   

  j    
 =  j=  + ∑  𝑖   

  j    
 =  j=  =       +        +       + … +         

 +        +       +       + … +          + …  
 +            
 

= (       +        -           +             +        
 -          +… +            +… 
+                           +           
-              +                    

 
=        +   -           +            +        
-          +… +            + … 
+                          +            
 -             +                   

 
=           +               + …  
+                             + ∑       

 
 =   =  

  
 =        + ∑             

   
 =  

 
 = ∑  𝑖   

𝑖      
𝑖=   = + ∑             

   
 =  

 

ตัวอย่างที ่3.2 กำรบวกกันของ 177 และ 64 ในระบบแทนจ ำนวนฐำนคู่ 
วธีิท า เราสามารถเขียนจ านวน 177 และ 64 ในรูปแบบแทนจ านวนฐานคู่ในตารางขนาด 4  4 ได้
ดงัรูปท่ี 3.3 
 
 
 
 

รูปท่ี3.3 แสดงรูปแบบแทนจ านวนของตวัถูกด าเนินการ 64 และ 177 
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จากขั้นตอนแรกคือการน าตวัถูกด าเนินการท่ีอยูใ่นรูปแบบตารางสองมิติดา้นบนมาซอ้นทบักนั จะ
ไดต้ารางผลบวก xi,j ดงัรูปท่ี 3.4 ต่อไปน้ี 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี3.4 แสดงรูปแบบแทนจ านวนผลบวกท่ีไดจ้ากการซ้อนทบักนัของตวัถูกด าเนินการ 
 
หลงัจากนั้นท าการแบ่งตารางผลบวกท่ีไดอ้อกเป็นตารางยอ่ย ขนาด 2×2 จะไดผ้ลลพัธ์ดงัรูปท่ี 3.5 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี3.5 แสดงตารางยอ่ยขนาด 2×2 ทั้งหมดท่ีไดจ้ากการแบ่งตาราง Sum 
 
จากนั้นท าการค านวณหาค่าตวัทดออกจากสมการ 
              

   ⌊      

    
⌋ 

              
  ⌊

      

    
⌋             

 

จะไดผ้ลลพัธ์ดงัน้ีคือ 
         = 13,         

= 0,         
= 1 

       = 21,         
= 1,         

= 0 

       = 12,         
= 0,         

= 1 

       =   1,         
= 0,         

= 0 
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ขั้นตอนต่อไปเป็นขั้นตอนการส่งผา่นตวัทดซ่ึงเราจะน าตวัทดออกท่ีไดจ้ากตารางยอ่ยทางดา้นบน 
มาเป็นตวัทดเขา้ของตารางทางดา้นล่าง ซ่ึงเป็นการท างานแบบขนาน 
จากสมการ           =        +                 , Cink,l =           

      + 

          
     และ          =            

+            
 

จะไดค้่าของตาราง Result ยอ่ยดงัต่อไปน้ีคือ 
          = 4 

           = 3 

           = 4 

           = 3 

ขั้นตอนสุดทา้ยคือการน าค่าของตาราง Result ยอ่ยแต่ละตารางมาสร้างเป็นรูปแบบแทนจ านวน
ตาราง 2 มิติ ซ่ึงจะไดรู้ปแบบแทนจ านวนของตารางผลลพัธ์ดงัน้ีคือ 
 

 
 

รูปท่ี3.6 แสดงตาราง Result ท่ีไดจ้ากการด าเนินการบวกแบบขนานของตวัถูกด าเนินการ 
177 และ 64 

 
จากตาราง Result ท่ีไดเ้ม่ือน ามาค านวณแลว้จะได ้2030 + 2031 + 2231 + 2032 + 2033 + 2233= 160 และ
เม่ือน ามารวมกบั ตวัทดส่วนเกินซ่ึงเกิดจาก          

ซ่ึงมีค่า 2034 = 81 จะได ้241 ซ่ึงมีค่าเท่ากบั
ผลรวมของตวัถูกด าเนินการ 177 + 64  
 

3.3 ตัวด าเนินการบวกแบบขนานส าหรับการจัดกลุ่มค านวณขนาด n×n โดยที ่ n ≥ 2 

 ในหวัขอ้น้ีเราจะท าการศึกษาความเป็นไปไดข้องการด าเนินการบวกบนระบแทนจ านวน
ฐานคู่แบบขนานโดยการพิจารณาตารางกลุ่มการค านวณซ่ึงมีขนาดในรูปแบบทัว่ไป ซ่ึงสามารถ
อธิบายโดยทฤษฎีบทท่ี 3.3 ดงัต่อไปน้ี 
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ทฤษฎบีทที ่ 3.3 กำรด ำเนินกำรบวกบนระบบแทนจ ำนวนฐำนคู่สำมำรถท ำได้โดยใช้ประสิทธิภำพ
เชิงเวลำเป็นค่ำคงท่ี เม่ือมีกำรจัดกลุ่มกำรบกด้วยตำรำงขนำด nnโดยท่ี n ≥ 2 
  
พสูิจน์สามารถพิสูจน์ไดโ้ดยการน าเสนออลักอริทึมส าหรับการด าเนินการบวกบนระบบแทน
จ านวนฐานคู่ ซ่ึงมีประสิทธิภาพเชิงเวลาเป็น O(1) พร้อมทั้งบทพิสูจน์ความถูกตอ้งของอลักอริทึม 
เม่ือ n ≥ 2ดงัต่อไปน้ี 
 
ในท่ีน้ีจะกล่าวถึงอลักอริทึมการด าเนินการบวกแบบขนานโดยมีขนาดของตารางยอ่ยอยูใ่นรูป
ทัว่ไปซ่ึงมีขนาดมากกวา่หรือเท่ากบัสอง ซ่ึงจะสังเกตเห็นวา่การส่งผา่นตวัทดนั้นจะมีการส่งผา่นตวั
ทดเพียงท่ีคอลมัน์สุดทา้ยและรองสุดทา้ยของตารางยอ่ยเท่านั้น โดยจะกล่าวถึงบทพิสูจน์ของความ
ถูกตอ้งของผลลพัธ์ท่ีไดจ้ากอลักอริทึม และบทพิสูจน์ของสมการต่างๆโดยอาศยัวธีิการอุปนยัทาง
คณิตศาสตร์(Mathematic induction) เพื่อพิสูจน์วา่ส าหรับ n ใดๆท่ีมากกวา่หรือเท่ากบัสองแลว้ จะ
ท าใหอ้ลักอริทึมท่ีได ้ไดค้  าตอบท่ีถูกตอ้ง 

 

รูปท่ี3.7 แสดงขอ้มูลขาเขา้ ขอ้มูลขาออก และทิศทางการส่งผา่นตวัทดเม่ือขนาดตารางมีค่ามากกวา่
หรือเท่ากบัสอง 

Algorithm: Parallel addition in double base number system using nn sub-table 

 Input: Two operands A and B with ncnc 
   A=∑  𝑖   

  jn   
 =  j=  where ai,j{0, 1}  

   B=∑  𝑖   
  jn   

 =  j=  where bi,j{0, 1} 
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 Output: The result Z with  ncnc 
   Z =∑  𝑖   

  jn   
 =  j=  where zi,j{0, 1} 

 Begin 
  for all corresponding cells (done in parallel manner) 
   for all 0  i, j < nc do 
    xi,j = ai,j + bi,j 
   enddo 
  enddo 

  for each n n sub-table 
   for all 0  k,l < c do 
           = ∑ 𝑥𝑖   

  j   
𝑖=   =  

            
 = ⌊

      

      ⌋ 
              

 = ⌊
      

      ⌋ - 2        
 

   enddo 

   forall 0  k,l < c do 
           =             

  n     +           
 n     

           = ∑ 𝑥𝑖   
  j   

𝑖=   =  
            = n   n          

+ n   n        
 

             =        +                

   enddo 
 End 
 
ขอ้มูลขาเขา้: A=∑  𝑖   

  j n  
 =  j=  และ 

       B=∑  𝑖   
  j n  

 =  j=  และ  𝑖  , 𝑖  {0, 1} 
ขอ้มูลขาออก: Z=∑  𝑖   

  j n  
 =  j=  และ  𝑖  {0, 1} 

หมายเหตุ: ขอ้มูลขาเขา้ และขอ้มูลขาออกอยูใ่นรูปแบบตารางสองมิติขนาด nc×nc เม่ือ c เป็น
จ านวนเตม็บวกใดๆ และ c คือขนาดของตารางยอ่ย 
i,jเป็นคู่อนัดบัเม่ือเทียบกบัตารางขนาด nc×nc 
k,lเป็นคู่อนัดบัของตารางยอ่ยเม่ือเทียบกบัตารางขนาด nc×nc 
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ส าหรับตวัทดเขา้และตวัทดออกของตารางยอ่ยแต่ละตารางเราจะก าหนดใหมี้ตวัทดเขา้และตวัทด
ออกท่ีต าแหน่งคอลมัน์ท่ี n และ n-1 เท่านั้น 

 
การท างานของอลักอริทมึประกอบด้วยส่ีขั้นตอนการท างานดังต่อไปนี้ 

ขั้นตอนที ่1  
กระท าการบวกตารางแทนจ านวนของตวัถูกด าเนินการเขา้ดว้ยกนั จะได ้xi,j = ai,j + bi,jโดย
ท่ี xi,j เป็นค่าของเซลลแ์ต่ละเซลลข์องตาราง Sum โดยอาศยัหลกัการบวกเดียวกนักบั
อลักอริทึมในหวัขอ้ 3.1 

 
ขั้นตอนที ่2 
ท าการค านวณค่า         

และ           
ของแต่ละตารางยอ่ยขนาด n×n แบบขนาน 

ดงัสมการต่อไปน้ี 
       = ∑ 𝑥𝑖   

  jn  
 =  j=  

 

        
 = ⌊

      

      
⌋ 

 

          
 = ⌊

      

      
⌋ –  2        

 

 
ขั้นตอนที ่3 
เป็นขั้นตอนการส่งผา่นตวัทดโดยจะส่งผา่นตวัทดส าหรับคอลมัน์สุดทา้ยของตารางยอ่ย
และคอลมัน์รองสุดทา้ยเท่านั้น 
      =             

        +           
        

 
          =        +                

 
โดยท่ี         = n   n          

+ n   n        
 

  
ขั้นตอนที ่4 
น าค่า Result ของตารางยอ่ยแต่ละตารางมาสร้างเป็นรูปแบบแทนจ านวนแบบตาราง และ
น าตารางยอ่ยๆเหล่านั้นมาประกอบกนัเป็นตารางผลลพัธ์สมบูรณ์ 
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บทพสูิจน์ความถูกต้องของอัลกอริทมึ 
การพิสูจน์ใหเ้ห็นวา่ ค  าตอบท่ีไดเ้ป็นผลบวก สามารถแสดงไดด้งัน้ี 
พิจารณาค่าของตารางแทนจ านวน Sum ท่ีไดจ้ากการน าตวัถูกด าเนินการสองตวัขนาด nc×nc มา
ซอ้นทบักนัดงัน้ี 
 
 
∑  𝑖   

  jn   
 =  j=  + ∑  𝑖   

  jn   
 =  j=  =       +        +       + … +         

 +        +       +       + … +          + …  
 +            
 

= (        +        -           +             +        
 -          +… +            +… 
+                           +           
-              +                    

 
=        +   -           +            +        
-          +… +            + … 
+                          +            
 -             +                   

 
=           +                + …  
+                              + ∑             

   
 =   =  

  
 =        + ∑             

   
 =  

 
 = ∑  𝑖   

𝑖      
𝑖=   = + ∑             

   
 =  

  
จะเห็นไดว้า่หากตารางยอ่ยในแถวล่างสุดมีการส่งตวัทดออกจะท าใหเ้กิดปัญหาการเกิดตวัทด
ส่วนเกิน(overflow)ข้ึน 
 
บทพสูิจน์ความถูกต้องของสมการและค่าของตัวแปรต่างๆทีอ่ยู่ภายในอลักอริทมึ 
 

เพื่อความง่ายต่อความเขา้ใจ ก าหนดใหส้ัญลกัษณ์ [1]n แทนค่าของตารางแทนจ านวนท่ี
ประกอบดว้ยเซลลห์น่ึงทั้งหมด และ [2]n แทนค่าของตารางแทนจ านวนท่ีประกอบดว้ยเซลลส์อง
ทั้งหมด โดยค่าต่างๆสามารถเขียนใหอ้ยูใ่นรูปประพจน์ทางคณิตศาสตร์ไดด้งัน้ี 
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 [1]n = (2n–  1)(3n–  1)/2 
 [2]n = (2n–  1)(3n  – 1) 
 Coutn = 2n-13n 

 Coutn-1 = 2n-23n 

 Coutn-2 = 2n-33n 

 Cinn = 2n-1 

 Cinn-1 = 2n-2 

 
หมายเหตุ ตวัแปรแต่ละตวันั้นเป็นตวัแปรท่ีใชแ้ทนส าหรับตารางยอ่ย n×n ของตารางท่ี k,l ใดๆ 
 
สมการท่ี 1          =        +                
 
ฟังกช์นัท่ี 1         

 =⌊
      

      
⌋ 

 
ฟังกช์นัท่ี 2           

 = ⌊
      

      
⌋ –  2        

 
 
 เราตอ้งท าการพิสูจน์วา่สมการทั้งหมดท่ีถูกใชใ้นอลักอริทึมส าหรับการบวกแบบขนานบน
ระบบแทนจ านวนฐานคู่ในรูปแบบทัว่ไปมีความถูกตอ้งโดย ไม่ข้ึนอยูก่บัขนาดของตารางยอ่ย n×n
โดยมีตวัทดเขา้คือ Cinnหรือ Cinn-1 หรือท้ังคู่ และ มีตัวทดออกคือ Coutnหรือ Coutnหรือทั้งคู่ เราตอ้ง
ท าการพิสูจน์ต่างๆดงัต่อไปน้ี 
 
กรณีท่ี1 0 ≤ Sumk,l ≤ 2n-23n – 1 ซ่ึงไม่มีตวัทดออก 
 ตอ้งพิสูจน์วา่ ถึงแมว้า่จะมีตวัทดเขา้ทั้ง Cinnและ Cinn-1แลว้ตารางยอ่ยแต่ละตารางยงัอยูใ่น
รูปแบบแทนจ านวนฐานคู่อยู ่โดยCoutn-1 และ Coutnจำกฟังก์ชันท่ี 1 และ 2มีค่ำเป็น 0 เม่ือ Sumk,lมีค่า
ตั้งแต่ 0 จนถึง 2n-23n – 1 ตอ้งท าการพิสูจน์ดงัต่อไปน้ี 

Cinn+ Cinn-1 + 2n-23n – 1 ≤ [1]n; 

 2n-1 + 2n-2 + 2n-23n – 1 ≤ (2n–  1)(3n–  1)/2 
 2n-2(3 + 3n) – 1 ≤ (2n-1–  0.5) (3n–  1) 
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 ขั้นตอนฐาน กรณีเม่ือ n=2 จะได ้
 20(3 + 32) – 1 ≤ (21–  0.5) (32–  1) 
 11 ≤ 12 ซ่ึงเป็นจริง 
 ขั้นตอนอุปนยั โดยแทน n ดว้ย n+1 
 2n-1(3 + 3n+1) – 1 ≤ (2n–  0.5) (3n+1–  1) 
 2n-13 + 2n-13n+1– 1 ≤ 2n3n+1– 2n– (0.5)3n+1+  0.5 

 2n-13 + 2n-13n+1– 1 ≤ 2n3n+1– (2)3n+1 < 2n3n+1– 2n– (0.5)3n+1+  0.5 < (2n–  0.5) (3n+1–  1) 
จะเห็นไดว้า่อสมการขา้งตน้เป็นจริง  

 
กรณีท่ี2 2n-23n ≤ Sumk,l ≤ 2n-13n – 1 ซ่ึงมีตวัทดออกเพียงตวัเดียวคือ Coutn-1 

และหาก Coutn-1 จำกฟังก์ชันท่ี2 มีค่ำเท่ำกับ 1 และ Coutnจากฟังกช์นัท่ี 1มีค่าเท่ากบั 0 เม่ือ
Sumk,lมีค่ามากกวา่หรือเท่ากบั 2n-23n แต่มีค่าไม่ถึง 2n-13n  เราจะตอ้งท าการพิสูจน์วา่อสมการสอง
อสมการดงัต่อไปน้ีเป็นจริง 
ขั้นแรก เราตอ้งท าการพิสูน์วา่ ค่าตวัทดออก Coutn-1 มีค่าเพียงพอท่ีจะท าใหต้ารางยอ่ยในช่วงน้ีมีค่า
อยูใ่นรูปแบบตารางแทนจ านวนฐานคู่ 

(Coutn – 1) –  Coutn-1+ Cinn + Cinn-1 ≤ [1]n ; 
 2n-13n – 1–  2n-23n + 2n-1 + 2n-2  ≤ (2n – 1)(3n– 1)/2 
 2n3n –  2 –  2n-13n + 2n + 2n-1  ≤ 2n3n –  2n –  3n + 1 
 2n-13n –  3n –  2n+1 –  2n-1 + 3 ≥ 0 
 ขั้นตอนฐาน กรณีเม่ือ n=2 จะได ้
 2132–  32 –  23– 21+ 3 = 2 ≥ 0 ซ่ึงเป็นจริง 
 ขั้นตอนอุปนยั โดยแทน n ดว้ย n+1 
 2n3n+1–  3n+1 –  2n+2–  2n+ 3 ≥ 0 
 3n+1(2n – 1)≥3n+1(2n – 1)– (3)2n ≥ 0 
 2n3n+1–  3n+1 –  2n+2–  2n+ 3 ≥ 0 
 จะเห็นไดว้า่อสมการขา้งตน้เป็นจริง 
  
ค่าของ Coutn-1จะตอ้งมีค่านอ้ยกวา่หรือเท่ากบั [1]n เพื่อท่ีจะท าใหค้่าของตวัทดออกมีค่ามากกวา่ 
ค่าของตารางท่ีสนใจอยู ่ในกรณีท่ี Sumk,lมีค่ามากกวา่ [1]n แต่ไม่ถึง 2

n-13n 
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 Coutn-1 ≤  [1]nโดยสามารถพิสูจน์ไดด้งัน้ีคือ 
  2n-23n  ≤ (2n – 1)(3n– 1)/2 
 2n-13n ≤ 2n3n –  2n–  3n + 1 
 2n-13n–  2n–  3n + 1 ≥ 0 
 ขั้นตอนฐาน กรณีเม่ือ n=2 จะได ้
 2132–  22–  32+ 1=6 ≥ 0ซ่ึงเป็นจริง 
 ขั้นตอนอุปนยั โดยแทน n ดว้ย n+1  
 2n3n+1–  2n+1–  3n+1+ 1 ≥ 0 
 2n3n+1–  3n+1= 3n+1(2n– 1) ≥ 3n+1(2n– 1)–  2n+1+ 1 ≥ 0 
 จะเห็นไดว้า่อสมการขา้งตน้เป็นจริง 
 
กรณีท่ี32n-13n ≤ Sumk,l ≤ [2]n  ซ่ึงอาจมีตวัทดออกเพียงตวัเดียวคือ Coutn หรือมีตวัทดออกทั้งสองตวั
คือ Coutn และ Coutn-1ก็ได ้ แต่เราจะพิสูจน์โดยคิดเสมือนวา่มีควัทดออก Coutnเพียงตวัเดียวก็
สามารถท าใหรู้ปแบบของตารางยอ่ยอยูใ่นรูปแบบแทนจ านวนฐานคู่ได ้

ค่าของ Coutnจากฟังกช์นัท่ี 1 จะมีค่าเป็น 1 เม่ือ Sumk,lมีค่ามากกวา่หรือเท่ากบั 2
n-13n ในกรณี

ท่ีตอ้งการพิสูจน์วา่ ตารางยอ่ย Resultk,lอยูใ่นรูปแบบของตารางแทนจ านวนในระบบแทนจ านวน
ฐานคู่ เราตอ้งท าการพิสูจน์วา่อสมการสองอสมการดงัต่อไปน้ีเป็นจริงในกรณีท่ี ตวัทดออกมีเพียง
ตวัเดียวคือ Coutnและค่า Sumk,lมีค่าสูงสุดเราตอ้งท าการพิสูจน์วา่ ค่าตวัทดออก Coutnมีค่าเพียง
พอท่ีจะท าให ้ตารางยอ่ย Resultk,lอยูใ่นรูปแบบตารางแทนจ านวนฐานคู่ 

 
[2]n –  Coutn + Cinn + Cinn-1 ≤ [1]nโดยสามารถพิสูจน์ไดด้งัน้ีคือ 

 (2n – 1)(3n– 1) - 2n-13n + 2n-1 + 2n-2 ≤ (2n– 1)(3n– 1)/2 
 2n-13n –  2n-1 –  2n-2  ≥ 2n-13n –  2n-1 - 0.5(3n) + 0.5 
 2n-1 –  3n+ 1 ≤ 0 
 ขั้นตอนฐาน กรณีเม่ือ n=2 จะได ้
 21 –  32+ 1 = -6 ≤ 0ซ่ึงเป็นจริง 
 ขั้นตอนอุปนยั โดยแทน n ดว้ย n+1 
 2n–  3n+1+ 1 ≤ 0 
 จะเห็นไดว้า่อสมการขา้งตน้เป็นจริง 



30 
 
 

 

30 

 
ค่าของ Coutnตอ้งมีค่านอ้ยกวา่หรือเท่ากบั 2n-13n เพื่อท่ีจะท าใหต้วัทดออกมีค่าไม่มากกวา่ค่าของ 
ตารางยอ่ย Sumk,lท่ีมีอยู ่
 
 Coutn ≤ 2n-13nจะตอ้งพิสูจน์วา่ 
 2n-13n ≤ 2n-13n 

 จะเห็นวา่อสมการขา้งตน้เป็นจริง 
 
จากฟังกช์นัท่ี 1 เราตอ้งท าการพิสูจน์วา่ค่าของ Coutnในฟังกช์นัจะตอ้งมีค่าเท่ากบั 0 หรือ 1 ค่าใดค่า
หน่ึงเท่านั้น 
 
 [2]n / Coutn < 2 โดยสามารถพิสูจน์ไดด้งัน้ีคือ 
 (2n – 1)(3n– 1) / (2n-13n) < 2 

 (2n3n –  2n–  3n + 1) / (2n-13n) < 2 
 2 –  2 / 3n –  1 / 2n-1 + 1 / (2n-13n) < 2 
 ขั้นตอนฐาน กรณีเม่ือ n=2 จะได ้
 2 –  2 / 32–  1 / 21 + 1 / (2132) = 2 – 2/9 – 1/2 + 1/18  = 12/9 < 2ซ่ึงเป็นจริง 
 ขั้นตอนอุปนยั โดยแทน n ดว้ย n+1 
 2 –  2 / 3n+1–  1 / 2n+ 1 / (2n3n+1) < 2 
 2 – (2n+1 + 3n+1 –  1)/(2n3n+1) < 2 
 จะเห็นวา่อสมการขา้งตน้เป็นจริง 
 
จากฟังกช์นัท่ี 2 เม่ือค่าของตาราง Sumk.lมีค่ามากท่ีสุด ค่าของ ⌊

  m   

      
⌋จากฟังกช์นัท่ี 2 ตอ้งมีค่า

นอ้ยกวา่ 4 เพื่อ ก าหนดใหค้่า ของ Coutn-1มีค่าเป็น 0 หรือ 1 เท่านั้น 
 
 [2]n / Coutn-1< 4 โดยสามารถพิสูจน์ไดด้งัน้ีคือ 
 (2n -1)(3n-1) / (2n-13n) < 4 
 (2n3n–  2n–  3n + 1) / (2n-23n) < 4 
 4 –  4 / 3n –  1 / 2n-2 + 1 / (2n-23n) < 4 
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 ขั้นตอนฐาน กรณีเม่ือ n=2 จะได ้
 4 –  4 / 32–  1 / 20+ 1 / (2032) = 4 – 4/9 – 1 + 1/9= 8/3 < 4 ซ่ึงเป็นจริง 
 ขั้นตอนอุปนยั โดยแทน n ดว้ย n+1 
 4 –  4 / 3n+1–  1 / 2n-1+ 1 / (2n-13n+1) < 4 
 4 – (2n+1 + 3n+1– 1) / (2n-13n+1) < 4 
 จะเห็นวา่อสมการขา้งตน้เป็นจริง 
หากเราพิจารณาท่ีฟังกช์นั 1 และ 2 แลว้ เราจะพบวา่ ถา้ Sumk,lมึค่ามากกวา่หรือเท่ากบั 3Coutn-1จะ
ท าใหเ้กิดตวัทดออกทั้ง Coutnและ Coutn-1ดงันั้นเราตอ้งท าการพิสูจน์วา่ เม่ือมีการทดออกส าหรับตวั
ทดออกทั้งคู่แลว้ จะตอ้งมีค่าทดออกนอ้ยกวา่หรือเท่ากบั 3Coutn-1เพื่อท่ีจะท าใหค้่าท่ีทดออกมีค่าไม่
เกินค่าของ Sumk,l 

 

 Coutn + Coutn-1≤ 3Coutn-1 
 2n-13n + 2n-23n ≤ 3(2n-23n) 

 2n-23n+1 ≤ 2n-23n+1  
 จะเห็นไดว้า่อสมการขา้งตน้เป็นจริง                                                                                    
 
ตัวอย่างที ่3.4 กำรบวกกันของ 10845 และ 19284 ในระบบแทนจ ำนวนฐำนคู่ 
วธีิท า เราสามารถเขียนจ านวน 10845 และ 19284 ในรูปแบบแทนจ านวนฐานคู่ในตารางขนาด 6 
6 ไดด้งัรูปท่ี 3.8 

 
 

รูปท่ี3.8 แสดงรูปแบบแทนจ านวนของตวัถูกด าเนินการ 10845 และ 19284 
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จากขั้นตอนแรกคือการน าตวัถูกด าเนินการท่ีอยูใ่นรูปแบบตารางสองมิติดา้นบนมาซอ้นทบักนั จะ
ไดต้ารางผลบวก xi,j ดงัรูปท่ี 3.9 ต่อไปน้ี 

 
 

รูปท่ี3.9 แสดงรูปแบบแทนจ านวนผลบวกท่ีไดจ้ากการซ้อนทบักนัของตวัถูกด าเนินการ 
 
หลงัจากนั้นท าการแบ่งตารางผลบวกท่ีไดอ้อกเป็นตารางยอ่ย ขนาด 3×3 จะไดผ้ลลพัธ์ดงัรูปท่ี 3.10 

 
 

รูปท่ี3.10 แสดงตารางยอ่ยขนาด 3×3 ทั้งหมดท่ีไดจ้ากการแบ่งตาราง Sum 
 
จากนั้นท าการค านวณหาค่าตวัทดออกจากสมการ 
              

   ⌊      

    
⌋ 

              
  ⌊

      

    
⌋             

 

จะไดผ้ลลพัธ์ดงัน้ีคือ 
         = 123,         

= 1,         
= 0 

       =   72,         
= 0,         

= 1 

       = 106,         
= 0,         

= 1 

       = 123,         
= 1,         

= 0 
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ขั้นตอนต่อไปเป็นขั้นตอนการส่งผา่นตวัทดซ่ึงเราจะน าตวัทดออกท่ีไดจ้ากตารางยอ่ยทางดา้นบน 
มาเป็นตวัทดเขา้ของตารางทางดา้นล่าง ซ่ึงเป็นการท างานแบบขนาน 
จากสมการ           =        +                , Cink,l =             

  n     

+           
 n     และ          =                

+ n   n        
 

จะไดค้่าของตาราง Result ยอ่ยดงัต่อไปน้ีคือ 
          = 15 

           = 18 

           = 56 

           = 17 

ขั้นตอนสุดทา้ยคือการน าค่าของตาราง Result ยอ่ยแต่ละตารางมาสร้างเป็นรูปแบบแทนจ านวน
ตาราง 2 มิติ ซ่ึงจะไดรู้ปแบบแทนจ านวนของตารางผลลพัธ์ดงัน้ีคือ 
 

 
 

รูปท่ี3.11 แสดงตาราง Result ท่ีไดจ้ากการด าเนินการบวกแบบขนานของตวัถูกด าเนินการ 
10845 และ 19284  

 
จากตาราง Result ท่ีไดเ้ม่ือน ามาค านวณแลว้จะได ้2130 + 2231 + 2432 + 2133 + 2333 + 2533 + 2534 + 
2135 + 2235 = 5343 และเม่ือน ามารวมกบั ตวัทดส่วนเกินซ่ึงเกิดจาก          

ซ่ึงมีค่า 2136 = 1458 
จะและ         

 ซ่ึงมีค่า 2536 = 23328 จะได ้ตวัทดส่วนเกินคือ 24786 เม่ือรวมกบัผลลพัธ์ 5243 
จะได ้30129 เท่ากบัผลรวมของตวัถูกด าเนินการ 10845 + 19284  
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บทที ่4 

สรุปผลการวจิัยและข้อเสนอแนะ 

4.1 สรุปผลการวจัิย 

การด าเนินการบวกบนระบบแทนจ านวนฐานคู่นั้นสามารถกระท าไดโ้ดยมีประสิทธิภาพ
เชิงเวลาสูงท่ีสุดคือ O(1) ซ่ึงใชเ้วลาคงตวั ตามท่ีไดน้ าเสนออลักอริทึม และบทพิสูจน์ความถูกตอ้ง
ของอลักอริทึมไปแลว้นั้นจะเห็นว่าอลักอริทึมท่ีได้มีความถูกตอ้งสมบูรณ์และสามารถสร้างเป็น
ทฤษฎีบทได ้โดยคุณสมบติัท่ีส าคญัส าหรับการไดม้าซ่ึงกระบวนการท างานแบบขนานท่ีสามารถ
ท างานโดยใชป้ระสิทธิภาพเชิงเวลาคงตวันั้น คือคุณสมบติัความซ ้ าซ้อนของระบบแทนจ านวนฐาน
คู่ ซ่ึงระบบแทนจ านวนฐานสอง หรือ ฐานสิบ ท่ีใชก้นัโดยทัว่ไปนั้น ไม่มีคุณสมบติัดงักล่าว ดงันั้น
จึงไม่สามารถจ ากดัสายการทดใหไ้ม่ข้ึนอยูก่บัขนาดของจ านวนได ้การเพิ่มประสิทธิภาพเชิงเวลาจึง
สามารถท าไดแ้ค่เพียงการน าเทคนิคต่างๆเขา้มาประยุกตใ์ช ้เช่น การใชเ้ทคนิคออนเดอร์ฟลาย แต่ก็
ยงัท าใหเ้กิดสายการทดอยูดี่แต่ส าหรับระบบแทนจ านวนฐานคู่นั้นจากท่ีไดน้ าเสนอไปในบทท่ี 3 จะ
เห็นไดว้า่ยิง่ขนาดของตารางแทนจ านวนมีขนาดใหญ่ข้ึนก็ท าให้ระดบัความซ ้ าซ้อนของระบบแทน
จ านวนมีค่าสูงข้ึนตามไปดว้ย ซ่ึงท าให้อลักอริทึมท่ีไดน้ าเสนอในตอนแรกคือการแบ่งตารางย่อย
ออกเป็น ตารางขนาด 2×2 สามารถขยายขอบเขตการท างานออกไปไดอี้กคือไม่จ ากดัขนาดของ
ตารางย่อยไวท่ี้ 2×2 เท่านั้น แต่ยงัสามารถสร้างอลักอริทึมซ่ึงอยู่ในรูปทัว่ไป ส าหรับตารางย่อย
ขนาด n×nโดยท่ี n มีค่ามากกวา่หรือเท่ากบัสองอีกดว้ย 

อยา่งไรก็ตามระบบแทนจ านวนฐานคู่ยงัคงมีปัญหาท่ียงัไม่สามารถหาค าตอบไดใ้นปัจจุบนั 
เช่น การหารูปแบบแทนจ านวนในระบบแทนจ านวนฐานคู่ใหมี้จ านวนบิทหน่ึงนอ้ยท่ีสุด หรือการท่ี
จะตอบว่ารูปแบบแทนจ านวนท่ีให้มามีจ านวนบิทหน่ึงน้อยท่ีสุดหรือไม่ ซ่ึงปัญหาเหล่าน้ี เป็น
ปัญหาท่ีอยู่ในกลุ่มเอ็นพีฮาร์ด(NP-hard problem) ซ่ึงปัญหาเหล่าน้ีมีผลเช่ือมโยงถึงการออกแบบ
สถาปัตยกรรมคอมพิวเตอร์ส าหรับการท างานกบัระบบแทนจ านวนฐานคู่โดยตรง 
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4.2 ข้อเสนอแนะส าหรับงานวจัิยในอนาคต 

จากงานวิจยัน้ีเป็นงานวิจยัเสนออลักอริทึมท่ีใช้ในค านวณการด าเนินการบวกบนระบบ
แทนจ านวนฐานคู่แบบขนานซ่ึงพบว่ายงัสามารถท างานวิจยัในการพฒันาและปรับปรุงตามหัวขอ้
ดงัต่อไปน้ีได ้

1) พฒันาอลักอริทึมการด าเนินการทางเลขคณิตพื้นฐานอ่ืนๆ ไดแ้ก่การลบ(ซ่ึงตอ้งขยาย
ขอบเขตการแทนรูปแบบแทนจ านวนให้อยูใ่นรูปจ านวนเต็มลบได)้   การคูณ การหาร
(ซ่ึงตอ้งขยายขอบเขตค่าประจ าหลกัของแต่ละเซลล์ให้สามารถแทนจ านวนทศนิยมได ้
โดยเพิ่มเลขช้ีก าลังให้เป็นจ านวนลบ) ซ่ึงสามารถน าอัลกอริทึมท่ีได้น าเสนอใน
งานวจิยัน้ีไปเป็นส่วนหน่ึงของงานต่อไปได ้

2) การแก้ปัญหาตัวทดส่วนเกิน(overflow) โดยผูท้  าการวิจัยสามารถคิดและน าเสนอ
อลักอริทึมส าหรับจะดการกับตวัทดส่วนเกินโดยให้มีประสิทธิภาพเชิงเวลาคงตวั
เช่นเดิมซ่ึงจะเป็นการปรับปรุงใหง้านวจิยัช้ินน้ีสมบูรณ์ยิง่ข้ึน 

3) การพฒันาดา้นการออกแบบและพฒันาสถาปัตยกรรมทางคอมพิวเตอร์เพื่อให้สามารถ
ท างานไดต้ามอลักอริทึมท่ีไดเ้สนอในงานวจิยัช้ินน้ี 
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