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              This thesis presents a finite element computational method for two-dimensional metal flow 
under extrusion in which metal flow has the non-Newtonian fluid behavior condition.  The thermal 
effect from metal deformation and internal heat flow is coupled in the system.  Finite element 
equations corresponding to the problem were derived from the related governing differential 
equations using the Galerkin weighted residuals method.  These derived finite element equations 
were then used in the development of the computer program that can be executed on the standard 
personal computers.  The program was verified by comparison with the results from the metal 
deformation analysis theory and experimental data.  
 
              Various extrusion problems were carried out using the developed programs for predicting 
detailed flow behavior.  The program was also used in the analysis of sheet metal rolling problems.  
Results were verified with solutions from theory of metal rolling as well as experimental data.  The 
rolling force and rolling torque were computed and the flow phenomena consisting of velocity,  
pressure and temperature were presented.  The adaptive remeshing technique was also applied for 
improving result and effective computation. 
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บทที่  1 
บทนํา 

 
 

1.1  ความสําคัญและความเปนมาของวิทยานิพนธ 
 
 การขึ้นรูปโลหะ (Metal Forming)  ถือเปนขั้นตอนทีสํ่าคัญในกระบวนการผลิตผลิตภัณฑ
ตางๆที่มีโลหะเปนสวนประกอบ  การขึน้รูปมีวัตถุประสงคเพื่อที่จะเปลี่ยนรูปของโลหะตนแบบใหมี
รูปรางลักษณะตามที่ตองการเพื่อที่จะนําไปประกอบเปนสวนหนึ่งของผลิตภัณฑ หรือนําไปใชงานใน
รูปแบบอื่นๆตามแตที่ตองการ  การขึ้นรูปโลหะมีอยูหลากหลายวิธี   เชน  การปมขึ้นรูป (Stamping)   
การอัดขึ้นรูป  (Forging)  การรีดขึ้นรูป (Rolling)  เปนตน  การอัดรีด (Extrusion) ก็เปนอีกวิธีหนึ่งใน
การเปลี่ยนรูปโลหะซึ่งการอัดรีดนี้ก็สามารถแยกออกไดหลายลักษณะตามแตลักษณะของผลิตภัณฑที่
ตองการจากการอัดรีด  ตัวอยางผลิตภัณฑที่เห็นไดชัดของการขึ้นรูปวธีินี้ก็คือคานที่มีหนาตัดตางๆ   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 1.1   ภาพจําลองการอัดรีดโลหะผานแมพิมพลดขนาด 

 
 การอัดรีดเพื่อลดขนาดความหนาของโลหะก็เปนอกีลักษณะหนึ่ง  มวีัตถุประสงคเพื่อที่จะลด
ขนาดความหนาของโลหะกอนที่จะนําเขาไปสูกระบวนการผลิตอื่นๆตอไป  ในการอัดรีดเพือ่ลด
ขนาดความหนานี้ทําไดโดยการออกแรงอดัผานแทนอดั (Ram) เพื่อที่จะใหโลหะสําหรบัอัดรีด 
(Billet)  ที่บรรจุอยูในแทนบรรจุ (Container)  ไหลผานแมพิมพ (Die) ที่ทําจากวัสดุที่มีความแข็งแรง

โลหะสําหรับอัดรีด (Billet) 

แทนบรรจุ (Container) 

แมพิมพ (Die) 

แรงดันอัดรีด 
(Extrusion Pressure) 

แทนอัด (Ram) 

x 
y 

z 
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เปนพิเศษ  เพื่อใหไดผลิตภัณฑทีม่ีขนาดความหนาทีล่ดลงตามขนาดที่ตองการดังรูปที่ 1.1  ใน
กระบวนการนี้มีหลายสิ่งหลายอยางเกดิขึน้กับระบบ กลาวคือโลหะอัดรีดจะถูกอัดจนกระทั่งเปลี่ยน
รูปในเชิงพลาสติก (Plastic Deformation) โดยการเปลี่ยนรูปของโลหะทําใหเกดิการเปลี่ยนแปลง
อุณหภูมิ อีกทั้งที่ผิวสัมผัสของโลหะอัดรีดจะมแีรงดันเกิดขึ้นซึ่งผลที่ตามมาก็คือจะเกิดแรงเสยีดทาน
ในทิศทางตรงขามกับทิศทางการไหลของโลหะ  

คําถามที่สําคัญที่สุดที่เกิดขึน้กับวิศวกรผูออกแบบก็คือ  ตองใชแรงดันเทาไรจึงเพยีงพอที่จะ
ทําใหโลหะไหลผานแมพิมพดวยความเรว็ที่ตองการ ซ่ึงในการที่จะตอบคําถามขอนี้จะตองทําความ
เขาใจอยางถองแทถึงพฤติกรรมโดยธรรมชาติของโลหะจึงจะทําใหทราบวามีสาเหตใุดบางที่จะทําให
แรงดันที่ใชเปล่ียนแปลงไป คุณสมบัติของวัสดุเปนปจจัยหลักปจจยัหนึ่งที่สงผลใหแรงดันอดัรดีที่ใช
เปล่ียนแปลงไป  ซ่ึงคุณสมบัติของวัสดุที่สําคัญสําหรับปญหานี้ก็คือคาความเคนครากของวัสดุ  ดังนั้น
หากคาความเคนครากเปลี่ยนแปลงไปจะสงผลโดยตรงตอแรงดันอัดรดี  และหากพิจารณาปจจัยที่ทํา
ใหคาความเคนครากเปลี่ยนแปลงไป จะพบวามีอยูสามปจจัยดวยกนัก็คือ อุณหภูมิ  ความเครียด
(Strain) และอัตราการเปลี่ยนแปลงความเครียด  (Strain Rate)   

 ลักษณะทางกายภาพสําหรับการอัดรีดเปนสิ่งที่จําเปนที่จะตองศึกษาเพือ่ที่จะเขาใจพฤติกรรม
ของโลหะเมื่อเกิดการเปลี่ยนรูป  ซ่ึงสามารถศึกษารายละเอียดไดจากหนังสืออางอิง [7-14]  ลักษณะ
ทางกายภาพทีสํ่าคัญมีอยูหลายประการดวยกันคือ 

1.  เนื่องจากในกระบวนการอัดรีดโลหะ  โลหะสําหรับอัดรีด (Billet)  จะถูกแรงดันที่เพียงพอ
จนกระทั่งความเคนในอนภุาคมีคามากกวาความเคนที่จดุคราก โลหะจงึจะเคลื่อนตวัผานแมพิมพ   ซ่ึง
เปนการเปลี่ยนรูปในเชิงพลาสติก (Plastic Deformation)  ซ่ึงมีขนาดของความเครียดอยูในระดบัสูง  
และความเครยีดในชวงพลาสติกจะมีคามากกวาความเครียดที่เกิดขึน้ในชวงอีลาสติกมากทําใหการ
วิเคราะหปญหานี้จึงสามารถละทิ้งคาความเครียดในชวงอลีาสติกได   

2  จากเหตผุลในขอแรกโลหะที่อยูในชวงพลาสติกจะมีลักษณะเหมอืนของไหลโดยทั่วไป ดังนั้น
ปญหาจึงอยูในรูปแบบของการไหลแบบหนืด (Viscous Flow) แตมีความแตกตางระหวางของไหล
โดยทั่วไปและของไหลที่เปนโลหะ คือคุณสมบัติของของไหลโดยทั่วไปจะอยูในรูปแบบของนิวโท
เนียน (Newtonian) ซ่ึงความหนืดจะมีคาคงที่ แตโลหะไหลจะมพีฤติกรรมในลักษณะของนอนนวิโท
เนียน(Non-Newtonian)  จะมีคาความหนืดที่ไมใชคาคงที่ แตจะเปลี่ยนแปลงเกี่ยวเนื่องกับการ
เปลี่ยนแปลงความเร็วในระบบ ดวยเหตผุลนี้เองจึงทําใหระบบสมการเชิงอนุพันธของปญหานี้จะเปน
แบบไมเชิงเสน (Nonlinear) 
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3.  ลักษณะที่สําคัญอีกประการหนึ่งของวัสดทุี่อยูในชวงพลาสติกคือคุณสมบัติการอัดตัวไมได
(Incompressible)  กลาวคือการเปลี่ยนรูปของวัสดุจะมเีฉพาะการเปลีย่นรูปในลกัษณะของการเสยีรูป
(Distortion)  แตไมมีการเปลี่ยนปริมาตร (Dilatation) คุณสมบัตินี้สามารถเรียกไดอีกอยางวาคุณสมบัติ
การอนุรักษมวลแสดงไดโดยสมการเชิงอนุพันธสําหรับการอนุรักษมวลดังที่จะไดแสดงในบทที่ 2 

4.  เนื่องจากปญหาการอัดรีดเพือ่ลดขนาดความหนาของโลหะ  โลหะสําหรับอัดรีด (Billet) จะมี
ขนาดความยาวในแนวตั้งฉากกับระนาบการไหล x-y มากเมื่อเทียบกบัความหนา  ดังนั้นจึงสามารถ
วิเคราะหปญหาไดในรูปแบบของความเครียดในระนาบ (Plane Strain)  กลาวคือการเปลี่ยนรูปจะอยู
ในระนาบการไหลไมสงผลตอแนวทีต่ั้งฉากกับระนาบการไหล   

5.  อุณหภูมิเปนอกีปจจยัหนึ่งทีส่งผลอยางมากตอการเปลี่ยนแปลงของระบบ เนื่องจากการ
เปล่ียนรูปของโลหะจะสงผลใหอุณหภูมิในระบบเพิ่มขึ้น และการเพิม่ขึ้นนี้จะสงผลตอคาความเคน
ครากของวัสด ุ ซ่ึงเมื่อความเคนครากที่ตําแหนงใดๆบนโดเมนการไหลเปลี่ยนแปลงไป จะสงผลตอ
แรงดันอัดรีดซึ่งเปนคําตอบของปญหาที่สําคัญที่สุด  

6.  แรงเสียดทานที่ผิวสัมผัสระหวางแทนบรรจุกับโลหะสําหรับอัดรีด  และแมพิมพกับโลหะ
สําหรับอัดรีด ถือวาเปนสวนสําคัญสวนหนึง่ที่จะสงผลตอแรงดันอัดรีด  เนื่องจากวาหากสัมประสิทธ
ความเสียดทานระหวางผิวสัมผัสสูงยอมสงผลใหแรงดันอัดรีดที่ตองใชสูงตามไปดวย 

7.  ความจริงอีกประการหนึ่งก็คอืระบบการอัดรีดจะเริ่มเขาสูภาวะอยูตวัเมือ่โลหะสําหรับอัดรีด
ไดผานพนแมพิมพไปชวงหนึ่ง  และกอนที่จะออกจากแมพิมพอีกชวงหนึ่ง ซ่ึงในระหวางชวงทั้งสอง
หากพื้นผิวไมมีแรงเสียดทานแรงดันอดัรีดที่ใชจะคงที ่ และสภาวะภายในโลหะอัดรีดแทบจะไม
เปล่ียนแปลง   

 วิทยานพินธทีน่ําเสนอนี้จะทาํการศึกษาการอัดรีดเพื่อลดขนาดความหนาของโลหะในสองมิติ 
โดยใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต   (Finite Element Method) โดยจะทําการศึกษาถงึลักษณะการไหล
ของโลหะในสภาวะทีเ่ปนพลาสติก (Plastic) ที่เปนการไหลแบบนอนนวิโทเนยีน ผานแมพมิพลด
ขนาด  โดยจะจําลองแบบใหอยูในรูปของความเครียดในระนาบ (Plane Strain) และมีวัสดุเปนแบบ
พลาสติกอุดมคติ (Ideal Plastic)   เพื่อใหไดมาซึ่งคําตอบ ก็คือความเร็วของการไหล  ความดันและ
อุณหภูมิในตําแหนงตางๆบนระนาบการไหลของโลหะขณะไหลผานแมพิมพที่สภาวะอยูตัว  

 ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตจะถูกทําการประยุกตเขากับสมการเชิงอนุพันธที่เกี่ยวของโดยใช
เอลิเมนตสองมิติแบบสามเหลี่ยมในลกัษณะของความเครียดในระนาบ (Plane Strain)  ประกอบกับ
การประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตโดยวธีิการถวงน้ําหนักเศษตกคาง (Method of Weighted 
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Residuals) [1] กอใหเกิดสมการไฟไนตเอลิเมนตที่สามารถนําไปประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรที่
สามารถใชไดบนคอมพิวเตอรสวนบุคคลโดยทั่วไป  โดยโปรแกรมที่ถูกประดิษฐขึ้นนี้จะใชพื้นฐาน
ของสมการอนุรักษโมเมนตัม สมการอนุรักษมวล  และสมการอนุรักษพลังงาน [3] ประกอบกับ
เทคนิคการคํานวณเชิงตัวเลขสําหรับการแกปญหาที่เปนแบบไมเชิงเสน การกําหนดเงื่อนไขขอบเขตที่
สอดคลองกับความเปนจริง ทําใหไดคําตอบโดยประมาณที่สภาวะอยูตัว (Steady State) ของระบบ  
โดยผลของการคํานวณจะอยูในรูป ความเรว็  ความดนั และอุณหภูมิทีจุ่ดตอของเอลิเมนต  คําตอบที่
ไดจะถกูเปรียบเทียบกับทฤษฎีสลิปไลน [7-11] และผลการทดลองเพื่อตรวจสอบความถูกตองของ
โปรแกรมที่ประดิษฐขึน้ กอนที่จะนําไปวเิคราะหผลการอัดรีดในรูปแบบอื่นๆ 

 วิทยานพินธนีจ้ะทําการศกึษาและวิเคราะหปญหาการรีดโลหะ (Metal Rolling) สําหรับโลหะ
แผนบางซึ่งเปนอีกรูปแบบหนึ่งของการขึ้นรูปโลหะ โดยใชโปรแกรมที่ประดิษฐขึน้สําหรับวิเคราะห
ปญหาการอัดรีด  เนื่องจากวาปญหาทั้งสองประเภทจะมีพฤติกรรมของวัสดุที่เหมอืนกัน  สามารถ
วิเคราะหที่ภาวะอยูตัวไดเชนเดียวกนั แตจะมีขอแตกตางตรงแบบจําลองและเงื่อนไขขอบเขตที่ไม
เหมือนกนั  คําตอบที่สําคัญของปญหาการรีดก็คือ แรงรีด (Rolling Force) และแรงบิดรีด (Rolling 
Torque) สามารถคํานวณไดโดยใชการอินทิเกรตเชิงตัวเลข [2] ที่ประยุกตกับโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้น  
โดยคําตอบจะถูกเปรียบเทียบกับผลจากทฤษฎีอ่ืนรวมทัง้การทดลองเพื่อตรวจสอบความถูกตองของ
โปรแกรมสําหรับวิเคราะหปญหาการรีด กอนที่จะนําไปวิเคราะหปญหาในรูปแบบอื่นๆ 

        เพื่อใหไดคําตอบที่ไดมีความถูกตองมากที่สุด และเกิดประสิทธิภาพในการคํานวณสูงสุด 
ของการวิเคราะหปญหาโดยโปรแกรมที่ประดิษฐขึน้ จึงไดทําการประยุกตเอาวิธีการปรับขนาดของเอ
ลิเมนตโดยอัตโนมัติ โดยอิงกับพื้นฐานความเขาใจในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตที่วา บริเวณที่มี
ขนาดอัตราการเปลี่ยนแปลงความชันของคาํตอบ (Solution Gradient) สูง บริเวณนัน้ควรที่จะมีความถี่
ของเอลิเมนตมากกวาบริเวณที่มีอัตราการเปลี่ยนแปลงความชันของคาํตอบนอย [5] ซ่ึงวิธีดังกลาวจะ
ชวยจดัการขนาดและความถี่ของเอลิเมนตที่เหมาะสมกบัปญหา ทําใหลดความสิ้นเปลืองที่เกิดจาก
เวลาในการคํานวณและหนวยความจําทีใ่ชบนคอมพิวเตอรสวนบุคคลทั่วไป 
 
 
1.2  วัตถุประสงคของวิทยานิพนธ 
 
1.  ประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตจากสมการเชิงอนุพันธที่สอดคลองกับปญหาการอัดรีดขึ้นรูป   
2. ประดิษฐโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตจากสมการไฟไนตเอลิเมนตที่ประดิษฐขึ้น โดยใชโปรแกรม 

คอมพิวเตอรภาษาฟอรแทรน (FORTRAN) 
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3.  นําโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นมาวิเคราะหปญหาและความสัมพันธของตัวแปรตางๆ  คือความเร็ว  
ความดัน และอุณหภูมิ  ในปญหาการอัดรีด  

4.    ปรับปรุงผลที่ไดจากการคํานวณ   โดยใชเทคนิคการปรับเปลี่ยนขนาดของเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 
เพื่อใหเกิดประสิทธิภาพในการคํานวณสูงสุด 

 
 
1.3  ขอบเขตของวิทยานิพนธ 
 
1.    ประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตจากสมการเชิงอนุพันธที่สอดคลองกับปญหา 
2.  ประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรไฟไนตเอลิเมนตสําหรับวิเคราะหปญหาสองมิติแบบความเครียด

ในระนาบ โดยโปรแกรมจะใชคํานวณหาความเร็ว ความดัน และอุณหภูมิที่จุดตอ โดยใชเอลิ
เมนตสามเหลีย่มแบบหกจดุตอเพื่อที่จะคํานวณหาความเร็วและอณุหภมูิ  เอลิเมนตสามเหลี่ยม
แบบสามจุดตอสําหรับคํานวณหาความดนั  

3. นําโปรแกรมที่ประดิษฐขึน้มาทําการวิเคราะหปญหาการอัดรีดที่มีอัตราการเปลี่ยนแปลงพื้นที่
ของโลหะที่ทางเขาตอทางออกแตกตางกันไปเพื่อคํานวณหาแรงดันทีใ่ชในการอัดรีด  

4.   นําโปรแกรมที่ประดิษฐมาวิเคราะหปญหาของการอัดรีด สําหรับปญหาที่มีรูปแบบของแมพิมพที่
แตกตางกนั 

5. ศึกษาถึงผลของการอัดรีดที่ทาํใหเกดิการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ  และผลของการเปลี่ยนแปลง
อุณหภูมิที่มีตอคุณสมบัติของวัสดุ   

6.  ทําการวิเคราะหผลของความเร็วในการอัดรดีที่มีตอการกระจายของอณุหภูมิที่สวนตางๆบนขอบ 
เขตของปญหา 

7.   ประยุกตวิธีการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับปญหาที่ทําการวเิคราะห 
 
 
1.4   ขั้นตอนการดําเนินงาน 
 
1.  เก็บรวบรวมขอมูลเอกสารและองคความรูที่เกี่ยวของกับทฤษฎีทางดานการไหลของโลหะ

โดยเฉพาะในดานของการอดัรีดขึ้นรูป 
2.    ศึกษาการประยุกตโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตกับการอดัรีดขึ้นรูป 
3.     ประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตที่สอดคลองกับสมการเชิงอนุพันธ 
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4.  เร่ิมประดิษฐโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตจากสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาทีย่ังไมมีการ
ถายเทความรอนเขามาเกีย่วของ 

5.  ทดสอบโปรแกรมที่ประดิษฐขึน้กับปญหาที่สามารถหาผลเฉลยโดยทฤษฎีสลิปไลน (Slip Line 
Theory)  เพื่อตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม 

6.   ประยุกตสมการอนุรักษพลังงานเขาสูระบบเดิม 
7.  นําโปรแกรมที่ประดิษฐขึน้มาวิเคราะหการอัดรีดลดขนาดในรูปแบบตางๆ  
8.   ประยุกตเทคนคิการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  
9.     เขียนวิทยานพินธ 
10 .  สอบวิทยานิพนธ 
 
 
1.5  ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ 
 
1.   สามารถนําโปรแกรมไปใชแกปญหาการอัดรีดขึ้นรูปเพื่อลดขนาดความหนาของโลหะที่มีลักษณะ

แมพิมพ และสภาวะแวดลอมของระบบแตกตางกันไป 
2. ผลของแรงดันและความรอนที่ไดจากการวิเคราะห  จะเปนประโยชนอยางมากในการนําไป

ออกแบบแมพมิพอัดรีด 
3.  ผลของความดันโดยรวมทําใหทราบถึงขนาดของแรงดันที่ตองใชในการดันโลหะใหไหลผาน

แมพิมพลดขนาด   ซ่ึงเปนประโยชนตอผูออกแบบเครื่องจักรทําใหลดเวลาในการออกแบบและ
การลองผิดลองถูก 

4. เพื่อเปนจดุเริ่มตนในการพัฒนาโปรแกรมสําหรับงานขึ้นรูปโลหะ ใหเกดิความหลากหลายและ
ครอบคลุมปญหาที่มีอยูในอตุสาหกรรมขึ้นรูปโลหะใหมากที่สุด  ซ่ึงเกือบทั้งหมดไดยนือยูบน
พื้นฐานทีว่ิทยานิพนธฉบับนีไ้ดนําเสนอ  เพียงแตมีรายละเอียดที่แตกตางกันไป  เชนลักษณะของ
เอลิเมนตที่ใช  และกระบวนวิธีทางการคํานวณเชิงตัวเลขที่แตกตางกนัไป เปนตน 

5. สามารถนําโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นไปประยุกตใชกับการวิเคราะหปญหาการรีดโลหะ (Sheet 
Metal Rolling)  สําหรับลดขนาดความหนาของโลหะแผนบาง 

6.   โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึน้  ประกอบกับการประยุกตการปรับเปลี่ยนขนาดของเอลิ
เมนตโดยอัตโนมัติ  ทําใหโปรแกรมสามารถใชกับคอมพิวเตอรสวนบคุคลทั่วไปที่มีขนาดของ
หนวยความจํา (RAM) ที่จํากัด  และขนาดของปญหาที่มีขนาดใหญ 

 
 



บทที่ 2 
สมการเชิงอนุพันธการไหลของโลหะ 

 
 

 ในการวิเคราะหการไหลของโลหะที่เกิดจากการอัดรีดจะอยูภายใตความเปนจริงที่วาหาก
โลหะถูกแรงกระทําจนกระทัง่ความเคนมากกวาความเคนคราก โลหะจะมพีฤติกรรมเหมือนของไหล
โดยทั่วไปแตเปนของไหลแบบนอนนวิโทเนียน (Non-Newtonian) [13] กลาวคอืคาความหนดืจะ
ไมใชคาคงที่ แตจะเปนฟงกชันที่เกี่ยวเนื่องกับการเปลี่ยนแปลงความเร็วในระบบ ดังนั้นวิทยานพินธ
ฉบับนี้จะทําการวิเคราะหการไหลของโลหะโดยใชทฤษฎีของการไหลแบบหนืดทีอั่ดตัวไมได โดย
ของไหลจะเปนแบบเปนแบบนอนนวิโทเนียน  สมการเชิงอนุพันธถือเปนหวัใจสําคัญของการ
วิเคราะหปญหา เนื่องจากสมการเชิงอนุพนัธเหลานี้จะอธิบายความเปนจริงของปญหา ซ่ึงปญหาการ
ไหลของโลหะนี้จะอาศัยความจริงในเรื่องของการอนุรักษมวล โมเมนตัม และพลังงาน เชนเดียวกบั
การวิเคราะหการไหลของของไหลโดยทัว่ไป  

ในบทนี้จะอธบิายสมการเชงิอนุพันธของปญหาการไหลของโลหะใน 2 มิติ จะประกอบไป
ดวย 4 สมการดวยกัน คือ สมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษมวล 1 สมการ สมการเชิงอนุพันธของ
การอนุรักษโมเมนตัม จํานวน 2 สมการ  และสมการเชงิอนุพันธของการอนุรักษพลังงาน  1 สมการ 
โดยจะสอดแทรกสมมุติฐานตางๆที่สอดคลองกับความเปนจริงเพื่อลดความซับซอนของระบบสมการ 
 
 
2.1  สมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษมวล 
 
 จากความเปนจริงที่วามวลของของไหลจะไมสูญหายตลอดโดเมนการไหล จะกอใหเกิด
สมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษมวลนี้ขึ้น  โดยหากพิจารณาถึงอนภุาคสี่เหล่ียมทีต่ําแหนงใดๆบน
โดเมนการไหล มีขนาดความกวาง dx และ dy  มีความลึก 1 หนวย ดังแสดงในรูปที่ 2.1 [3]  แลวที่
ตลอดขอบดานซายของอนภุาคมีความกวาง dy จะมีปริมาณฟลกัซของมวลที่ไหลเขามีคาเทากับ 
[ ]dyuρ  โดย ρ  คือความหนาแนนของของไหล และ u คือความเร็วตามแนวแกน x และจะมีการ
เปล่ียนแปลงตลอดในทิศทางแกน x  กอใหเกิดปริมาณฟลักซของมวลที่ไหลออกทางดานขวาของ
อนุภาคคือ ( )dydx)x/)u((u ∂ρ∂+ρ   ดังนั้นปริมาณฟลักซที่เพิ่มขึ้นในทิศทางแกน x คือ 

[ ] dxdy
x

)u(dyudydx
x

)u(u
∂
ρ∂

=ρ−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
ρ∂

+ρ      (2.1) 
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รูปที่ 2.1  ฟลักซของมวลที่เกิดขึ้นกับอนภุาคขนาดเล็กบนโดเมนการไหล 
 

 ปริมาณฟลักซของมวลที่เพิ่มขึ้นในทิศทางแกน y ก็สามารถหาไดในลักษณะเดยีวกนั โดยให 
v คือความเร็วตามแนวแกน y  

[ ] dxdy
y

)v(dxvdxdy
y

)v(v
∂
ρ∂

=ρ−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
ρ∂

+ρ               (2.2) 

 ปริมาณมวลในกรอบสี่เหล่ียมนี้คือ dydxρ  ดังนัน้อัตราการเปลี่ยนแปลงของปริมาณฟลักซ
ของมวลที่ลดลงไปคือ 

    dxdy
t∂
ρ∂

−                      (2.3) 

 จากกฏของการอนุรักษมวล  มวลที่เปล่ียนแปลงในอนุภาคสี่เหล่ียมนี้จะตองไมสูญหาย  
ดังนั้นปริมาณฟลักซของมวลที่เพิ่มขึ้นเนื่องจากการไหลผานขอบตามแนวแกน x และ y  จะตอง
เทากับปริมาณฟลักซของมวลที่ลดลงไป นั่นคือ 

                                           dxdy
t

dxdy
y

)v(dxdy
x

)u(
∂
ρ∂

−=
∂
ρ∂

+
∂
ρ∂      (2.4) 

หารตลอดสมการ (2.4) ดวย dxdy แลวจัดรูปจะได  

0
y

)v(
x

)u(
t

=
∂
ρ∂

+
∂
ρ∂

+
∂
ρ∂       (2.5) 

 

x 

y 
dxdy

y
)v(v ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
ρ∂

+ρ  

dydx
x

)u(u ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
ρ∂

+ρ  [ ]dyuρ  

[ ]dxvρ  

dx 

dy 
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 และเนื่องจากการไหลของโลหะจะสมมุติใหคาความหนาแนนเปนคาคงที่และไม
เปล่ียนแปลงตามเวลา  ดังนัน้สมการที่ (2.5) จะลดรูปลงเหลือ 

0
y
v

x
u

=
∂
∂

+
∂
∂        (2.6) 

 สมการที่ (2.6) นี้ก็คือสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษมวลสําหรับปญหาทีม่ีคาความ
หนาแนนคงทีแ่ละไมแปรผนัตามเวลา  สมการนี้เองจะสอดคลองกับทฤษฎีการเปลี่ยนรูปของโลหะ
ที่วา  อนภุาคของโลหะที่เปลี่ยนรูปจะมีลักษณะที่อัดตวัไมได (Incompressible) [14]  ดังนั้นอัตราการ
เปล่ียนแปลงความเครียดตามแนวแกน x ( xε& ) ซ่ึงมีคาเทากับ x/u ∂∂   จะมคีาเทากับอัตราการ
เปล่ียนแปลงความเครียดตามแนวแกน y ( yε& ) ซ่ึงมีคาเทากับ y/v ∂∂  ในทิศทางตรงกันขาม 
 
 
2.2  สมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษโมเมนตัม 
 
 สมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษโมเมนตัมนี้เกิดจากความเปนจริงตามกฏขอที่สองของนิว
ตัน (Newton’s second law)  ที่วา   แรงมคีาเทากับมวลคูณดวยอัตราเรง     หากพจิารณาผลของแรงที่
เกิดกับอนุภาคเล็กๆบนโดเมนการไหลจะประกอบไปดวย สามสวนหลักๆ คือแรงเนื่องจากการ
เปล่ียนแปลงความเคนในทิศทางตางๆ   แรงเนื่องจากน้ําหนักของตวัมนัเอง  แรงเนือ่งจากความเฉือ่ย  
ในเรื่องการไหลของโลหะที่เกิดจากการอัดรีดนี้  จะเปนการไหลที่ชาดังนั้นจึงสามารถละแรงเนื่องจาก
ความเฉื่อยไวได       อีกทั้งแรงเนื่องจากน้ําหนักของตวัมนัเองนอยมากเมื่อเทียบกับแรงจากการเปลี่ยน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 2.2  สวนประกอบของแรงตามแนวแกน x ที่เกิดขึ้นกับอนุภาคขนาดเล็กบนโดเมนการไหล 

 

x 

y dxdy
y
yx

yx ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

τ∂
+τ  

dydx
x

x
x ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
σ∂

+σ  dyxσ  

dxyxτ  

dx 

dy 
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แปลงความเคน แรงในสวนนี้จึงสามารถละทิ้งไดเชนเดียวกัน ดังนัน้สมการเชิงอนุพันธนี้จะพิจารณา
เฉพาะแรงที่เกดิจากการเปลี่ยนแปลงความเคนในทิศทางตางๆ  หากพิจารณาอนุภาคสีเ่หล่ียมที่มีขนาด
ความกวาง dx และ dy มีความลึกหนึ่งหนวยจะมีสวนประกอบของแรงตามแนวแกน x ดังแสดงในรูป
ที่ 2.2 [3] 

 ผลรวมของแรงตามแนวแกน x จะมีคาดังนี้ 

0dxdxdy
y

dydydx
x yx

yx
yxx

x
x =τ−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

τ∂
+τ+σ−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
σ∂

+σ     (2.7) 

ผลรวมของแรงที่เกิดขึ้นตามแนวแกน y ก็สามารถหาไดในลักษณะเดียวกันมีคาดังนี ้  

               0dxdxdy
y

dydydx
x y

y
yxy

xy
xy =σ−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

σ∂
+σ+τ−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

τ∂
+τ     (2.8) 

ในที่นี ้   xσ    คือความเคนตั้งฉาก (Normal Stress) ตามแนวแกน x;   yσ    คือความเคนตั้งฉาก 
(Normal Stress) ตามแนวแกน y;     yxxy ,ττ     คือความเคนเฉอืน (Shear Stress)  ทําการหารทั้ง 2 
ขางของสมการทั้งสองดวย dxdy แลวทําการจัดรูป  จะได 

0
yx
yxx =

∂

τ∂
+

∂
σ∂         (2.9a) 

0
yx

yxy =
∂

σ∂
+

∂

τ∂      (2.9b) 

 ในทฤษฎีกลศาสตรของแข็ง สมการทั้งสองนี้คือสมการสมดุล (Equilibrium Equation) [7] 
โดยสวนประกอบของความเคนจะมีอยูสองสวนดวยกัน [14]  ก็คือความเคนเฉลี่ย (Mean Stress, mσ ) 
ซ่ึงมีลักษณะทางกายภาพเหมือนกับความดัน (p) แตมทีิศทางตรงกันขาม และจะมทีิศทางตั้งฉากกับ
ขอบอนุภาคโดยมีขนาดเทากันทุกทิศทาง  อีกสวนหนึ่งก็คือความเคนเบี่ยงเบน (Deviatoric Stress, 
σ′ ) ซ่ึงเปนสวนที่ทําใหโลหะเกิดการเสียรูปในเชิงพลาสติก (Plastic Deformation)  เนื่องจากมี
สวนประกอบของความเคนเฉือนอยูดวย  ดังนั้นความเคนในสองมิตสิามารถเขียนใหอยูในรูปแบบ
ของเทนเซอร (Tensor) โดยสัญลักษณตวัหอยตวัแรกจะหมายถึงทิศทางตั้งฉาก (Normal Direction) 
ของระนาบทีค่วามเคนนัน้กระทําอยู  สวนตัวหอยตัวหลังคือทิศทางของความเคนนัน้ๆ  ดังนี้ [14]   

     ijijmij σ′+δσ=σ      (2.10) 
หรือ     ijijij p σ′+δ−=σ        (2.11) 
 



 11

โดย   ijδ    คือ Kronecker delta ซ่ึง   ijδ  = 1 เมื่อ  i = j  ; ijδ  = 0  เมื่อ i  ≠  j  

 ความสัมพันธของเทนเซอรความเคนเบีย่งเบนและอัตราการเปลี่ยนแปลงความเครียด (Strain 
rate, ε& )  สามารถเขียนไดในรปู [7] 

                 ijij 2 εµ=σ′ &        (2.12) 

โดย                 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂

∂
+

∂
∂

=ε
i

j

j

i
ij x

u
x
u

2
1

&       (2.13) 

ในที่นี ้    µ    แทนคาความหนืด  และ    u    คือคาความเร็วตามแนวแกนตางๆ  แทนคาสมการ (2.13) 
ลงใน (2.12) จะได และแทนคา (2.12) ลงใน (2.11)  จะได 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂

∂
+

∂
∂

µ+δ−=σ
i

j

j

i
ijij x

u
x
up                                              (2.14) 

ซ่ึงสามารถเขียนในรูปแบบทัว่ไปของความเคนใน 2 มิติไดคือ 

    
x
u2px ∂
∂

µ+−=σ                  (2.15a) 

y
v2py ∂
∂

µ+−=σ                  (2.15b) 

                 )
x
v

y
u(yxxy ∂

∂
+

∂
∂

µ=τ=τ                 (2.15c) 

โดย    u    คือความเร็วในทศิทางแกน x;    v    คือความเร็วในทิศทางแกน y;     p    คือความดัน 

 หากแทนคาสมการ (2.15 a-c)  ลงในสมการ (2.9 a,b)  จะกอใหเกิดสมการเชิงอนุพันธของ
การอนุรักษโมเมนตัมสําหรบัปญหาการไหลแบบเชื่องชา โดยของไหลสมมุติใหมีความหนาแนนคงที่  
ไมคํานึงถึงแรงเนื่องจากน้ําหนักตวัของมนัเอง  เปนการไหลที่สภาวะสมดุล  และหากสมมุตใิหคา
ความหนดืมีคาคงที่ดังเชนกรณีของไหลแบบนิวโทเนยีน สมการจะมรูีปแบบดังนี ้

  0
x
p)

y
u

x
u( 2

2

2

2
=

∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

µ                             (2.16a) 

  0
y
p)

y
v

x
v( 2

2

2

2
=

∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

µ                              (2.16b) 
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 สําหรับกรณีการไหลของโลหะซึ่งเปนของไหลเแบบนอนนิวโทเนียน คาของความหนืดจะ
ถูกกําหนดจากความสัมพันธของความเคนและอัตราการเปลี่ยนแปลงความเครียดสําหรับวัสดุที่อยู
ในชวงพลาสติก  โดยเพอรเซียนา (Perzyna) [21] ไดนําเสนอทฤษฎีความสัมพนัธดังกลาวโดยใช
หลักการของการหาพลังงานศักยเชิงพลาสติก (Plastic Potential) โดยความสัมพันธนี้ไดถูกนํามาใช
ประกอบในการวิเคราะหปญหาการขึ้นรูปโลหะโดยไดถูกนําเสนอในบทความและหนังสือทางดานนี้
หลายฉบับดวยกันดังเชนเอกสารอางอิง [16] [31]  คาความหนดืที่ถูกนําเสนอ ใชสําหรับวัสดุที่เปน
พลาสติกอุดมคติ (Ideal Plastic) โดยจะเปนฟงกชันของคาความเคนครากและอัตราการเปลี่ยนแปลง
ความเครียดประสิทธิผล (Effective Strain Rate) ดังแสดงในรูป 

        
ε

σ
=µ

&3
yield       (2.17) 

โดย  ε&   คืออัตราการเปลี่ยนแปลงความเครียดประสิทธิผล (Effective Strain Rate) มีคาเทากับ  
ijij2 εε &&   [31]   

สวนคาของ ความเคนคราก yieldσ  สามารถกําหนดใหเปนคาคงที่ หรือฟงกชนักับอุณหภูมใิน
รูปแบบใดๆตามแตทฤษฎีและสมมุติฐานที่ใชในการวิเคราะห แตโดยสวนใหญในวิทยานพินธฉบับนี้
หากวเิคราะหปญหาที่มีอุณหภูมิมาเกี่ยวของ จะใชความสัมพันธแบบเชิงเสนและกําหนดอุณหภมูิใน
ลักษณะอุณหภูมิสัมพัทธกับอุณหภูมิเร่ิมตนดังความสัมพันธตอไปนี ้

          )T1(yieldyield β−σ=σ′      (2.18) 

โดย  β    คือคาคงที่ที่ขึ้นอยูกับคุณสมบัติของวัสด ุ และ  T    คืออุณหภูม ิ
  
  
2.3  สมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษพลังงาน 
 

เนื่องจากการขึ้นรูปของโลหะโดยทัว่ไปมขีนาดของการเปลี่ยนรูปสูง  ดังนั้นการเปลีย่นแปลง
ของอุณหภูม ิ  ไมวาจะเกดิจากแหลงความรอนภายนอก  หรือวาความรอนที่เกิดจากการเปลี่ยนรูปตาม
ธรรมชาติของโลหะ  ยอมสงผลตอการเปลี่ยนแปลงคุณสมบัติของวัสดุนั่นคือความเคนการไหล หรือ
ความเคนที่จดุคราก ( yieldσ ) นั่นเอง  ในกรณีเชนนีก้ารเปลี่ยนรูปของโลหะจะสงผลตอการ
เปล่ียนแปลงอณุหภูมิ  และการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมจิะสงผลตอคาคุณสมบัติของวสัดุทําใหสงผลถึง
แรงดันที่ใชในการอัดรีด ดังนั้นการคํานวณสมการอนุรักษพลังงานควบคูไปกับสมการเชิงอนุพันธทั้ง
สองที่ไดกลาวไปแลว จึงมีความจําเปนอยางยิ่ง 
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ในการประดิษฐสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษพลังงานนี้จะอาศัยกฎของความเปนจริง
ที่วา พลังงานจะไมสูญหายไปไหน สามารถนําเสนอโดยการใชอนภุาคสี่เหล่ียมทีม่ีฟลักซความรอน
ในลักษณะตางๆไหลผานดังแสดงในรูปที่ 2.3  [3] 

 
 

 

 
 

 

  

รูปที่ 2.3  งานที่เกิดขึ้นและปริมาณฟลักซความรอนตามแนวแกน x ที่เกิดขึ้นกับ 
      อนุภาคขนาดเล็กบนโดเมนการไหล 

 จากกฎขอแรกของเทอรโมไดนามิคส ซ่ึงกลาววา อัตราการเปลี่ยนแปลงของพลังงานในกอน
มวลจะเทากับปริมาณฟลักซความรอนที่ใหแกกอนมวลบวกกับอัตราของงานที่เกิดขึ้นเนื่องจากแรง
ตางๆที่กระทําบนกอนมวลนัน้  สามารถเขียนในรูปแบบของสัญลักษณคือ 
 
    A     =     B   +   C      (2.19) 

โดย     A      แทนอัตราการเปลี่ยนแปลงของพลังงานภายในกอนมวล       
            B      แทนปริมาณฟลกัซความรอนที่ใหแกกอนมวล         
            C      แทนอัตราของงานที่เกิดขึน้เนือ่งจากแรงตางๆบนกอนมวล 

 จะเริ่มตนพิจารณาหาคา C ซ่ึงคืออัตราของงานที่เกิดขึ้นเนื่องจากแรงตางๆที่กระทําบนกอน
มวล  ซ่ึงหากไมพิจารณาถึงงานเนื่องจากแรงของน้ําหนกัตัวมันเอง (Body Force)  จะคงเหลือ
เฉพาะงานที่เกดิจากความเคนตามแนวแกนตางๆดังนี ้

อัตราของงานที่เกิดจากความเคนตั้งฉาก xσ  ตามแนวแกน x คือ 

dydx
x

)u(dyudydx
x

)u(u x
x

x
x ∂

σ∂
=σ−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

∂
σ∂

+σ               (2.20a) 

 

x 

y 
( )

dxdy
y

u
u yx

yx ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

τ∂
+τ  

( )
dydx

x
uu x

x ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
σ∂

+σ  dyu xσ  

dxu yxτ  

dx 

dy 
dyq x  dydx

x
qq x

x ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

+  
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อัตราของงานที่เกิดขึ้นจากความเคนเฉือน yxτ  ตามแนวแกน x  คือ 

dydx
y

)u(
dxudxdy

y
)u(

u yx
yx

yx
yx ∂

τ∂
=τ−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

τ∂
+τ             (2.20b) 

อัตราของงานที่เกิดจากความเคนในทิศทางแกน y กส็ามารถหาไดในทํานองเดียวกัน  ดังนัน้งาน
ทั้งหมดที่เกดิขึ้นเนื่องจากแรงตางๆ คือ 

  dxdy
y

)v(
x

)v(
y

)u(
x

)u(
C yxyyxx

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

σ∂
+

∂

τ∂
+

∂

τ∂
+

∂
σ∂

=    (2.21) 

 สําหรับปริมาณฟลักซความรอนที่ใหแกมวลซึ่งแสดงโดยสัญลักษณ B นั้น ประกอบไปดวย
สองสวน สวนแรกคือปริมาณฟลักซความรอนที่เกิดขึน้เองบนกอนมวล  ดังเชนความรอนที่เกดิจาก
การเปลี่ยนรูปของโลหะนั่นเอง  หาก Q   แทนปริมาณฟลักซความรอนที่เกิดขึน้ตอหนึ่งหนวยมวล  
ดังนั้นปริมาณฟลักซความรอนที่เกิดขึ้นตอมวลทั้งหมดคือ 

     dydxQρ  

อีกสวนหนึ่งกค็ือฟลักซความรอนสุทธิที่เกิดจากการถายเทความรอน  ในรูปที่ 2.3 จะแสดงในทศิทาง
แกน x  คือ 

dydx
x

q
dydx

x
q

qq xx
xx ∂

∂
−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+−                (2.22a) 

ฟลักซความรอนสุทธิที่เกิดจากการถายเทความรอนในแนวแกน y  กส็ามารถหาไดในทํานองเดียวกัน 
คือ 

  dydx
y

q
dxdy

y
q

qq yy
yy ∂

∂
−=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+−                (2.22b) 

ดังนั้นปริมาณฟลักซความรอนทั้งหมดที่เกิดขึ้นบนอนุภาคสี่เหล่ียมนี้คอื 

            dydx
y

q
x

q
QB yx

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
−

∂
∂

−ρ=     (2.23) 
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ตามกฎของฟูริเยร (Fourier’s law) ปริมาณฟลักซความรอน xq  และ  yq  จะแปรผันกับความ
ชันของอุณหภมูิ  (Temperature Gradient) ดังนี้   

    
x
Tkq x ∂
∂

−=  และ  
y
Tkq y ∂
∂

−=     (2.24) 

โดย    k   คือสัมประสิทธิ์การนําความรอน (Thermal Conductivity) ของของไหล  ดังนั้นสามารถ
เขียนพจน B ไดคือ 

dydx
y
Tk

yx
Tk

x
QB ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

−ρ=    (2.25) 

 สวนพจน A  ซ่ึงแทนอัตราการเปลี่ยนแปลงของพลังงานในกอนมวล  จะประกอบไปดวย
สองสวนดวยกัน  คือพลังงานภายใน (Internal Energy) ซ่ึงเกิดจากการเคลื่อนที่ของโมเลกุลภายใน
ของไหล  ใชสัญลักษณ e  และพลังงานจลน (Kinetic Energy)  ซ่ึงเกิดจากการไหลของของไหลมีคา
เทากับ V2/2  โดย V คือความเร็วของมวล   พลังงานทั้งคูมีหนวยเทากับหนึ่งหนวยมวล ดังนั้นพลังงาน
ทั้งหมดที่เกดิกับปริมาณมวลทั้งกอนซึ่งเทากับ dydxρ    คือ 

dxdy
2

Ve
Dt
DA

2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ρ=      (2.26) 

 คาของ Dt/D   คือคาอนุพันธสัมบูรณ  (Substantial Derivative)  ซ่ึงหมายความถึงการ
เปล่ียนแปลงสมับูรณของอนภุาคใดๆที่ถูกเฝามองบนโดเมนปญหา  ซ่ึงการเปลี่ยนแปลงเหลานี้จะ
ประกอบไปดวยการเปลี่ยนแปลงเมื่อเทียบกับเวลา และการเปลี่ยนแปลงตามแนวแกนตางๆของ
อนุภาคที่เคลื่อนที่ดวยความเร็วตามแนวแกน x และ y มีคาเทากับ u และ v ตามลําดับ หรือเรียกไดอีก
อยางหนึ่งวาการพา (Convection)  ดังนั้นสามารถเขียนความสัมพันธในระบบ 2 มิติไดดังนี ้

    
y

v
x

u
tDt

D
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

≡      (2.27) 

หรือ    )V(
tDt

D
∇⋅+

∂
∂

≡
rr       (2.28) 

โดย         jviuV
))r

+≡       (2.29) 
  j

y
i

x
))r

∂
∂

+
∂
∂

≡∇                    (2.30) 
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ทําการแทนพจน  A   B  และ  C   กลับลงในสมการ (2.19)  แลวหารตลอดดวย dxdy  จะได 

                            ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

+ρ=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ρ

y
Tk

yx
Tk

x
Q

2
Ve

Dt
D 2

 

                                   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

σ∂
+

∂

τ∂
+

∂

τ∂
+

∂
σ∂

+
y

)v(
x

)v(
y

)u(
x

)u( yxyyxx        (2.31) 

 ขั้นตอนตอไปจะทําการแปลงคาอนุพันธสัมบูรณใหอยูในรูปของคาอนุพันธปกต ิ เพื่อจะใช
ในการคํานวณรวมกับสมการเชิงอนุพันธทัง้สองสมการที่ไดประดษิฐไปแลว โดยเริ่มจากการพจิารณา 
แรงที่กระทําตามแนวแกน x ของอนุภาคสี่เหล่ียมใดๆทีเ่คลื่อนที่ดวยความเรง  ax    ดังนั้นสมการ 
(2.9a) สามารถเขียนในรูปแบบที่รวมแรงเฉื่อย คือ 

    dxdy
yx

ma yxx
x ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

τ∂
+

∂
σ∂

=     (2.32) 

โดย                                   dydxm ρ=       (2.33) 
         

Dt
Dua x =                      (2.34) 

แทนคาสมการที่  (2.32)  แลวหารตลอดดวย dxdy จะได 

                
yxDt

Du yxx

∂

τ∂
+

∂
σ∂

=ρ      (2.35) 

แรงตามแนวแกน y ในรูปแบบที่รวมความเฉื่อยก็สามารถหาไดในทํานองเดียวกนัคอื 

               
yxDt

Dv yxy

∂

σ∂
+

∂

τ∂
=ρ      (2.36) 

คูณตลอดสมการ (2.35) และ (2.36) ดวยความเร็ว u และ v ตามลําดับ 

                                           
y

u
x

u
Dt

)2/u(D yxx
2

∂

τ∂
+

∂
σ∂

=ρ                             (2.37a) 

                                           
y

v
x

v
Dt

)2/v(D yxy
2

∂

σ∂
+

∂

τ∂
=ρ                             (2.37b) 

รวมสองสมการนี้เขาดวยกัน และอาศัยความสัมพันธ  222 Vvu =+   จะได 

    ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

σ∂
+

∂

τ∂
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

τ∂
+

∂
σ∂

=ρ
yx

v
yx

u
Dt

)2/V(D yxyyxx
2

  (2.38) 
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นําสมการ (2.38) ลบออกจากสมการ (2.31)  จะได 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

+ρ=ρ
y
Tk

yx
Tk

x
Q

Dt
De  

                           ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

σ+
∂
∂

τ+
∂
∂

τ+
∂
∂

σ+
y
v

x
v

y
u

x
u

yxyyxx    (2.39) 

เนื่องจาก  yxxy τ=τ   ดังนั้น 

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

+ρ=ρ
y
Tk

yx
Tk

x
Q

Dt
De  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

τ+
∂
∂

σ+
∂
∂

σ+
x
v

y
u

y
v

x
u

xyyx       (2.40) 

 พจนของคาอนุพันธสัมบูรณทางดานซายของสมการ (2.40)  สามารถทําการเปลี่ยนใหอยูใน
รูปแบบของอนุพันธธรรมดา  โดยการนําสมการ (2.28) ประยุกตกับคา e แลวคูณตลอดดวยคา ρ   

        eV
t
e

Dt
De

∇⋅ρ+
∂
∂

ρ=ρ
rr      (2.41) 

เนื่องจากพิจารณาระบบที่สภาวะสมดุล  ดังนั้นพจนแรกทางดานขวาจะมีคาเทากับ 0 

ทําการประยกุตความสัมพันธไดเวอรเจนซ (Divergence)  ลงบนผลคูณของประมาณสกาลาร
(Scalar) และเวกเตอร(Vector) ที่พจนหลังทางดานขวา 

              e)V()V(e)Ve( ∇⋅ρ+ρ⋅∇=ρ⋅∇
rrrrrr     

ดังนั้น                             )V(e)Ve(e)V(
rrrrrr

ρ⋅∇−ρ⋅∇=∇⋅ρ     (2.42) 

แทนคาสมการ (2.42) ในสมการ (2.41) จะได 

                     )V(e)Ve(
Dt
De rrrr

ρ⋅∇−ρ⋅∇=ρ     (2.43) 

 เนื่องจากความหนาแนนคงที ่  และจากสมการอนุรักษมวล ทําใหพจนหลังทางดานขวาของ
สมการ (2.43) มีคาเปน 0 ดังนั้น 

        )Ve(
Dt
De rr

ρ⋅∇=ρ      (2.44) 
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แทนคาในสมการ (2.40) จะได 

   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

+ρ=ρ⋅∇
y
Tk

yx
Tk

x
Q)Ve(

rr  

         ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

τ+
∂
∂

σ+
∂
∂

σ+
x
v

y
u

y
v

x
u

xyyx    (2.45) 

 สมการที่ (2.45) อยูในรูปของเฉพาะพลงังาน e  แตการเปลี่ยนแปลงพลังงานทั้งหมดจะ
ประกอบไปดวยทั้งพลังงานภายในและพลงังานจลน ดังนั้นพจนทางดานซายของสมการ (2.31)  
สามารถเขียนในรูปของอนพุันธธรรมดาไดเชนกนั  ดวยการเปลี่ยนพจนพลังงานภายใน e  ไปเปน
พลังงานรวม  e + V2/2  ในสมการ(2.44) จะได 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ρ⋅∇=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ρ V

2
Ve

2
Ve

Dt
D 22 rr     (2.46) 

แทนคาในสมการ (2.31) จะได 

                      ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

+ρ=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ρ⋅∇

y
Tk

yx
Tk

x
QV

2
Ve

2 rr  

                                   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

σ∂
+

∂

τ∂
+

∂

τ∂
+

∂
σ∂

+
y

)v(
x

)v(
y

)u(
x

)u( yxyyxx   (2.47) 

สมการ (2.47) นี้เปนรูปแบบทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษพลังงานทีภ่าวะสมดุล  และ
หากความหนาแนนเปนคาคงที่ สามารถเขียนสมการของการอนุรักษพลังงานที่สภาวะสมดุลไดในรูป 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂
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∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

+ρ=
⎥
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⎢
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⎣

⎡
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22
 

                                   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

σ∂
+

∂

τ∂
+

∂

τ∂
+

∂
σ∂

+
y

)v(
x

)v(
y

)u(
x

)u( yxyyxx   (2.48) 

ซ่ึงหากกระจายเทอมทางดานซาย และเทอมหลังดานขวาจะได 

⎟⎟
⎠
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 หากพิจารณาใหเปนการไหลแบบเชื่องชา พจนที่ 2 และ 3 ทางดานซายของสมการจะเปน 0 
และจากสมการอนุรักษโมเมนตัม  พจนที ่4 และ 5 ทางดานขวาของสมการจะเปน 0 เชนกัน   ดังนั้น
สมการที่ (2.49) นี้จะลดรูปลงเหลือ  
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    ⎟⎟
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∂

+
∂
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∂
∂

σ+
∂
∂

σ+
x
v

y
u

y
v

x
u

xyyx   (2.50) 

แทนคาความเคนจากสมการ  (2.15 a-c)  ลงในสมการ (2.50) จะได. 

  Φµ+⎟⎟
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⎞
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⎛
∂
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∂
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+⎟
⎠
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y
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x
eu   (2.51) 

โดย Φ  คือพลังงานของการกระจายความหนดื (Viscous Energy Dissipation) [3] โดย 

            
222

x
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y
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=Φ            (2.52) 

 พลังงานของการกระจายความหนืดนีก้็คืออัตราการสูญเสียพลังงานทางกล (Mechanical 
Energy) ในการแปรรูปเปนพลังงานความรอน (Thermal Energy)  [6]  เนื่องจากในสมมุติฐานของ
วิทยานพินธฉบับนี้ที่เปนการไหลแบบเชื่องชา ดังนั้นการสูญเสียพลังงานจึงมีคานอย เทอมนีจ้ึง
สามารถละได สมการ (2.51) จึงลดรูปลงเหลือ 
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eu   (2.53) 

กําหนดใหคาพลังงงานภายในมีความสัมพันธแบบเชิงเสนกับอุณหภมูิในรูปแบบ 

            )TT(cee oo −+=      (2.54) 

โดย      eo     คือพลังงานภายในของของไหลที่อุณหภูมเิฉลี่ย  เปนคาคงที่  
            To    คืออุณหภูมิเฉลี่ยของของไหล เปนคาคงที่ 
             c     คือคาความจุความรอนจําเพาะของของไหล  ซ่ึงมักจะแปรผันขึ้นอยูกับ ความดัน(p)  และ
อุณหภูมิ (T) 
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 หากกําหนดใหคาสัมประสิทธิ์ตางๆที่เปนคุณสมบัติของวัสดุ  คือคาความจุความรอนจําเพาะ 
(c)  คาสัมประสิทธิ์การนําความรอน (k)  และความหนาแนน (ρ ) เปนคาคงที่  แลวแทนคาสมการ 
(2.54) ลงในสมการ (2.53)  จะได 

   2
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∂
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ρ     (2.55) 

ฟลักซความรอนที่กอกําเนิดขึ้นเอง ( Qρ ) ในกรณีของการไหลของโลหะนี้คือความรอนเนื่องจากการ
เปล่ียนรูปของโลหะตอหนึ่งหนวยปริมาตร ใชสัญลักษณ Q ดังนั้นสมการ (2.55)  เขียนใหมไดคือ 
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คาของความรอนที่กอกําเนิดขึ้นเอง (Q) นี้ก็คืออัตราของงานที่เกดิจากการเปลี่ยนรูปเชิงพลาสติก 
(Plastic work-rate) ภายใตสมมุติฐานที่วาอัตราของงานทางกลทั้งหมดถูกเปลี่ยนรูปเปนพลังงานความ
รอนโดยไมมกีารสูญเสีย  อัตราของงานทางกล  เขียนไดในรูป [16] 

               ijijpW εσ′= &       (2.57) 

จากสมการ (2.12)             ijijp )2(W εεµ= &&      (2.58) 

 เนื่องจากอัตราการเปลี่ยนแปลงความเครียดประสิทธิผล (Effective Strain Rate , ε& ) มีคา
เทากับ  ijij2 εε &&   [31] ดังนั้น 

                ( )2pW εµ= &       (2.59) 

ดังนั้นฟลักซความรอนที่กอกําเนิดขึน้เองเนื่องจากการเปลี่ยนรูปเชิงพลาสติกตอหนึง่หนวยปริมาตร
สามารถหาไดจากการหารดวยคาคงที่ที่ใชเปล่ียนแปลงหนวยจากงานใหเปนพลังงาน คือ 

     ( )
J

Q
2εµ

=
&       (2.60) 

โดย  J   คือคาคงที่สําหรับแปลงงานทางกล (Mechanical Equivalent of Heat)  มีคาเทากับ 42.65 
kg.cm/cal   แทนคาสมการ (2.60)ใน (2.56) จะได 

    ( )
2

2

2
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∂
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∂
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∂
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∂
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สมการนี้จะเปนสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษพลังงานที่นํามาใชในการวิเคราะหการไหลของ
โลหะที่เกิดจากการอัดรีด รวมกับสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษมวลและโมเมนตัม ดังที่ไดกลาว
ไวแลวขางตน 

   

 
 



บทที่ 3 
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาการไหลของโลหะ 

 
 
 ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Method) มีบทบาทอยางมากในการวิเคราะห
ปญหาทางวิศวกรรมในดานตางๆรวมทั้งการไหลของโลหะภายใตภาวะการอัดรีด  หลักการทั่วไปของ
ทฤษฎีไฟไนตเอลิเมนตคือจะทําการแบงปญหาซึ่งมีลักษณะของความตอเนื่องทั่วทั้งบนโดเมนใหเปน
เอลิเมนตยอยๆโดยแตละเอลิเมนตจะใชเปนตัวแทนของปญหาจริงซึ่งจะมีพฤติกรรมอยูภายใตสมการ
เชิงอนุพันธของปญหาตางๆ  โดยการกระจายของคําตอบบนเอลิเมนตนั้นๆจะถูกกาํหนดโดยฟงกชัน
การประมาณภายใน (Interpolation Function)  ซ่ึงมีรูปแบบตางๆ เชน แบบเชิงเสน หรือแบบฟงกชนั
กําลังสอง เปนตน   แตละเอลิเมนตที่ตอกนัอยูจะตองมีความตอเนื่องซึง่กันและกัน ดงันั้นเมื่อเอลิเมนต
เล็กๆเหลานี้มาตอกันเปนระบบขนาดใหญซ่ึงมีรูปรางเสมือนปญหาจรงิ    เอลิเมนตขนาดเล็กกค็ือ
แบบจําลองทางคณิตศาสตรของปญหาที่อยูในรูปเมตรกิซที่มีขนาดไมใหญนัก และเมื่อเอลิเมนตเล็กๆ
มาตอกันเปนระบบขนาดใหญก็คือแบบจําลองทางคณิตศาสตรที่มีขนาดใหญที่อยูในรูปแบบที่
สามารถคํานวณหาคําตอบไดโดยการแกระบบสมการขนาดใหญนั้นโดยอาศัยการเขยีนโปรแกรม
คอมพิวเตอรในการคํานวณ  ทําใหไดคําตอบที่จุดตอ (Nodes) ตางๆบนเอลิเมนตตอเนื่องกันทั้งระบบ  
รายละเอียดและเทคนิคตางๆในระเบยีบวิธีนี้สามารถศึกษาไดจากหนังสืออางอิง [1][16][17] 

 ขั้นตอนตางๆในการวิเคราะหโดยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  สามารถจําแนกไดเปน 6 
ขั้นตอนหลักๆ [1] ดังนี้ 

ขั้นตอนที ่ 1  ทําการแบงขอบเขตของปญหาที่ตองการจะหาผลเฉลยออกเปนเอลิเมนตยอยๆดังแสดง
ในรูปที่ 3.1 
 
 
 
 
 
 
 
         

รูปที่ 3.1    การแบงขอบเขตของปญหาใหเปนเอลิเมนตยอยๆ 

ขอบเขตของปญหา 

เอลิเมนต (element) 

จุดตอ (node) 
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ขั้นตอนที่ 2  เลือกฟงกชันประมาณภายในเอลิเมนต (Element Interpolation Function) ซ่ึงเปนรูปแบบ
การประมาณของผลเฉลยเหนือขอบเขตที่ทําการแบงในขั้นตอนที1่ ซ่ึงการประมาณนีจ้ะมีอยูหลาย
รูปแบบดวยกนั  แตที่จะยกตวัอยางเปนการประมาณแบบเชิงเสนโดยใชเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยมที่
ประกอบดวย 3 จุดตอ  ดังแสดงในรูป 3.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   รูปที่ 3.2  เอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบ 3 จุดตอ 
 

โดยจุดตอแตละจุดจะเปนตําแหนงของตวัไมรูคา (Nodal Unknown) สมมุตใิหคือ 321 ,, ΦΦΦ   
ดังนั้นลักษณะการกระจายของคําตอบบนเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยมนี้สามารถเขียนไดดังนี ้

332211 )y,x(N)y,x(N)y,x(N)y,x( Φ+Φ+Φ=Φ                    (3.1) 

โดย      Ni(x,y);  i = 1,2,3      คือฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนต  สามารถเขียนในรูปเมตริกซ
ไดดังนี้     

⎣ ⎦
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

Φ
Φ
Φ

=Φ

3

2

1

321 NNN)y,x(  

                                   ⎣ ⎦{ }Φ=
×× 1331

N                                                                         (3.2) 

โดย       ⎣ ⎦N        คือเมตริกซของฟงกชันการประมาณภายในของเอลิเมนต     { }Φ       คือ  เวกเตอร
เมตริกซที่ประกอบดวยตวัไมรูคาที่จุดตอของเอลิเมนตนั้น 
ขั้นตอนที่ 3  สรางสมการของเอลิเมนต (Element Equations)  จากสมการเชิงอนุพันธของปญหา  
รูปแบบสุดทายของสมการไฟไนตเอลิเมนตสามารถเขียนไดในรูปของเมตริกซที่มีขนาดเทากับ
จํานวนตัวไมรูคาบนเอลิเมนตนั้น  ดังเชนเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยมที่ม ี 3 ตัวไมรูคาสามารถเขียนได
ดังนี ้

2Φ

1Φ

1 

3 

2 
3Φ  
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สามารถเขียนไดโดยยอเปน 

[ ] { } { }eee FK =Φ                      (3.4) 

 ในการสรางสมการไฟไนตเอลิเมนตจากสมการเชิงอนุพนัธจะมีอยู 3 วธีิหลักดวยกันคือ 

1.  วิธีการโดยตรง (Direct Approach) 
2.  วิธีการแปรผัน (Variational Approach) 
3.  วิธีการถวงน้ําหนกัเศษตกคาง (Method of Weighted Residuals)  

 ทั้งสามวิธีนี้ วิธีการถวงน้ําหนักเศษตกตางเปนวิธีที่ไดรับความนิยมมากที่สุด เพราะสามารถ
นํามาประยกุตใชกับปญหาไดอยางกวางขวางมากกวาสองวิธีแรกที่มีขอจํากัดอยางมาก  ใน
วิทยานพินธฉบับนี้ก็เชนกัน ไดใชวิธีการถวงน้ําหนกัเศษตกคางมาใชในการสรางสมการไฟไนตเอลิ
เมนต   
 
ขั้นตอนที่ 4  นําสมการของแตละเอลิเมนตที่ไดในขัน้ตอนที่ 3  มาประกอบกนัเปนเมตริกซขนาดใหญ  
ซ่ึงแสดงความสัมพันธแบบตอเนื่องของแตละเอลิเมนตในระบบโดยมีจุดตอ (Nodes) เปนจุดที่มคีวาม
ตอเนื่องของเอลิเมนตที่เชื่อมตอกัน  สามารถเขียนระบบสมการในรูปแบบดังนี ้
 
                          [ ] { } { }syssyssys FK)EquationsElement( =Φ∑ ⇒                    (3.5) 
 
ขั้นตอนที่ 5   ทําการประยกุตเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions)  ลงในสมการที่ (3.5)   แลวทํา
การแกระบบสมการนั้น เพื่อหาเวกเตอรคําตอบ { }sysΦ   อันประกอบไปดวยตัวไมรูคาที่จุดตอ ดังเชน  
ความเร็ว ความดัน และอุณหภูมิ  สําหรับปญหาการไหล เปนตน 
 
ขั้นตอนที่ 6  เมื่อไดคําตอบที่จุดตอตางๆในขั้นตอนที่ 5 แลว  สามารถนําคําตอบนั้นมาคํานวณหาคา
อ่ืนๆที่เกี่ยวของ  ดังเชน เมื่อรูความเร็วของการไหล ก็สามารถนํามาคํานวณหาอัตราการไหลได 

 ในบทนี้จะกลาวถึงรายละเอยีดการสรางสมการไฟไนตเอลิเมนต ตลอดจนเอลิเมนตเมตริกซ
ตางๆอยางละเอียดเพื่อทีจ่ะนาํเอลิเมนตเมตริกซตางๆที่ไดไปใชในการเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอร
เพื่อวิเคราะหปญหา 
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3.1  สมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาการไหลของโลหะ 
 

3.1.1  สมการเชิงอนพุันธของปญหาในรปูแบบเทนเซอร 

 การไหลของโลหะภายใตภาวะการอัดรีดสําหรับปญหาความเครียดในระนาบสามารถอธิบาย
ไดโดยสมการเชิงอนุพันธ 4 สมการดวยกันคือ สมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษโมเมนตัมจํานวน 2 
สมการ ดังแสดงในสมการ (2.9 a,b) ประกอบกับสมการ (2.15 a-c) สมการเชิงอนุพันธของการ
อนุรักษมวล สมการ (2.6)  และสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษพลังงาน สมการ (2.61) สามารถ
เขียนสมการไดในรูปแบบของเทนเซอรโดยใชเครื่องหมายจุลภาค (Comma) แทนการหาคาอนพุันธ
ของพจนนั้นๆ  เชน  x/x ∂σ∂  สามารถเขียนในรูปแบบของเทนเซอรคือ  x,xσ  เปนตน สมการ
ทั้งหมดสามารถเขียนไดตามลําดับดังนี ้

 สมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษโมเมนตัม 

0y,xyx,x =τ+σ       (3.6a) 
0y,yx,xy =σ+τ       (3.6b) 

โดย                                   x,x u2p µ+−=σ       (3.7a) 
                 y,y v2p µ+−=σ       (3.7b) 
                )vu( x,y,xy +µ=τ       (3.7c) 

และจากสมการ (2.17)                       
ε

σ
=µ

&3
yield  

 สมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษมวล 

    0vu y,x, =+          (3.8) 

 สมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษพลังงาน 

       )vTuT(cQ))T()T((k y,x,y,y,x,x, +ρ=++        (3.9) 

จากสมการ(2.60)                ( )
J

Q
2εµ

=
&  
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สัญลักษณทั้งหมดในสมการขางตนมีความหมายดังนี ้

  xσ  คือความเคนตัง้ฉาก (Normal Stress) ตามแนวแกน x 
  yσ  คือความเคนตัง้ฉาก (Normal Stress) ตามแนวแกน y 
  xyτ  คือความเคนเฉือน (Shear Stress) 
  µ  คือคาความหนืด 
  u  คือความเร็วตามแนวแกน x 
  v  คือความเร็วตามแนวแกน y 
  p  คือคาความดัน 
  k  คือคาสัมประสิทธิ์การนําความรอน 
  c  คือคาความจุความรอนจําเพาะ 
  ρ  คือคาความหนาแนน 
  Q  คือคาความรอนที่กอกําเนิดขึน้เอง 
  yieldσ  คือคาความเคนคราก 
  ε&  คือคาอัตราการเปลี่ยนแปลงความเครียดประสิทธิผล  
  J คือคาคงที่สําหรับแปลงงานทางกล (= 42.65 kg.cm/cal) 
 
 3.1.2  ฟงกชนัการประมาณภายในของเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยม 

 วิทยานพินธฉบับนี้เลือกใชเอลิเมนตสามเหลี่ยมมาประยกุตใช  โดยเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยม
นี้จะมีฟงกชันการประมาณภายใน (Interpolation Function) อยู 2 ลักษณะคือ  เอลิเมนตสามเหลี่ยม
แบบ 6 จุดตอ [6]  จะมีลักษณะการประมาณภายในแบบควอดราติก (Quadratic Interpolation) สําหรับ
คํานวณตัวแปร ความเร็วและอุณหภูมิ อีกลักษณะคือเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบ 3 จุดตอซ่ึงมีลักษณะ
การประมาณภายในเปนแบบเชิงเสน (Linear Interpolation)  สําหรับคํานวณตัวแปรความดันดังรูป3.3 

 

 

 

 

 
 

1 

2 

3 

4 
5 

6 

u1,v1,T1,p1 

u2,v2,T2,p2 

u3,v3,T3,p3 
u4,v4,T4 

u5,v5,T5 

u6,v6,T6 

รูปที่ 3.3  เอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบหกจุดตอสําหรับตัวแปรความเร็วและอุณหภูม ิ
       และสามจดุตอมุม สําหรับตัวแปรความดัน 
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สามารถเขียนฟงกชันการประมาณภายในใหอยูในรูปแบบดังนี้  

⎣ ⎦{ } ∑== ii
1x66x1

u)y,x(NuN)y,x(u  

⎣ ⎦{ } ∑== ii
1x66x1

v)y,x(NvN)y,x(v  

⎣ ⎦{ } ∑== ii
1x33x1

p)y,x(HpH)y,x(p  

⎣ ⎦{ } ∑== ii
1x66x1

T)y,x(NTN)y,x(T  

โดย    ⎣ ⎦N      แทนเมตริกซของฟงกชันการประมาณภายในของเอลิเมนตแบบควอดราติก    
           ⎣ ⎦H     แทนเมตริกซของฟงกชันการประมาณภายในของเอลิเมนตแบบเชิงเสน 
 
 ฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตทั้งสองแบบของเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบหกจดุตอ  มี
ความสัมพันธกับฟงกชันพิกดัของพื้นที่ในรูปแบบดังตอไปนี ้

)LL(LLN 321
2
11 +−=                 (3.11a) 

)LL(LLN 132
2
22 +−=                 (3.11b) 

)LL(LLN 213
2
33 +−=                 (3.11c) 

324 LL4N =                  (3.11d) 
135 LL4N =                  (3.11e) 
216 LL4N =                  (3.11f) 

 ii LH =                           i = 1,2,3                 (3.12) 

โดย     Li      แทนฟงกชันพิกดัของพื้นที่  ซ่ึงหาไดจากสมการ   

                                         ycxbaL iiii ++=          ;    i = 1,2,3                 (3.13) 
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      (3.14) 

A    แทนพื้นที่ของเอลิเมนตสามเหลี่ยม  คํานวณไดจาก 

                                         ( )[ ])yy(x)yy(xyyx
2
1A 213132321 −+−+−=                 (3.15) 

(3.10) 
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 3.1.3  การสรางสมการไฟไนตเอลิเมนต 

 หลังจากไดสมการเชิงอนุพันธของปญหาประกอบกับลักษณะการประมาณภายในของเอลิ
เมนต   จึงสามารถทําการสรางสมการไฟไนตเอลิเมนตโดยใชวิธีการถวงน้ําหนกัเศษตกคาง (Method 
of Weighted Residuals)  โดยเริ่มจาก [1] 

∫ =Ω
Ω

0dRWi  i = 1,2,3,…,m    (3.16) 

โดย      iW       คือฟงกชันน้ําหนัก (Weighted Function) 
              R        คือเศษตกคาง (Residual) 

m        คือจํานวนตวัไมรูคาในเอลิเมนต 

และโดยปกติเราจะเลือก  ii NW =  ซ่ึงเรียกวาบับโนฟ-กาเลอรคิน (Bubnov-Galerkin)  

ทําการประยกุตสมการเชิงอนุพันธทั้ง 4 สมการ คือสมการ (3.6a,b), (3.8), (3.9)  ตามลําดับ 
โดยใชวิธีการถวงน้ําหนกัเศษตกคางสมการ (3.16)  

0dA)(N
A

y,xyx,xi =τ+σ∫                 (3.17a) 

∫ =σ+τ
A

y,yx,xyi 0dA)(N                 (3.17b) 

           ∫ =+
A

y,x,i 0dA)vu(H                 (3.17c) 

[ ] 0dAQ)T(k)T(k)vTuT(Nc
A

y,y,x,x,y,x,i =∫ −−−+ρ               (3.17d) 

ประยุกตทฤษฎีบทของเกาส  (Gauss’s Theorem) เขากับสมการ (3.17a-d)  เพื่อกอใหเกิดคาอินทกิรัล 
บนขอบเขตของเอลิเมนตไดดังตอไปนี ้

  ∫ ∫ ∫ σ−σ=σ
A A A

xx,ix,xix,xi dANdA)N(dAN    

                                         ∫ ∫ σ−σ=
0S A

xx,i0xi dANldSN                (3.18a) 

  ∫ ∫ ∫ τ−τ=τ
A A

xy
A

y,iy,xyiy,xyi dANdA)N(dAN  

              dANmdSN xy
S A

y,i0xyi
0

τ−τ= ∫ ∫                (3.18b) 

  ∫∫∫ τ−τ=τ
A

xyx,i
A

x,xyi
A

x,xyi dANdA)N(dAN  

              ∫ ∫ τ−τ=
0S A

xyx,i0xyi dANldSN                (3.19a) 
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   ∫ ∫ ∫ σ−σ=σ
A A A

yy,iy,yiy,yi dANdA)N(dAN  

                            ∫ ∫ σ−σ=
0S A

yy,i0yi dANmdSN                (3.19b) 

                         ∫ ∫ ∫−=
A A A

x,x,ix,x,ix,x,i dATNdA)TN(dA)T(N  

     ∫ ∫−=
wS A

x,x,iwx,i dATNldSTN                (3.20a) 

                         ∫ ∫ ∫−=
A A A

y,y,iy,y,iy,y,i dATNdA)TN(dA)T(N  

                            ∫ ∫−=
wS A

y,y,iwy,i dATNmdSTN                (3.20b) 

โดยแสดงดังรูปที่ 3.4     l  และ m  คือทิศทางโคไซนของเวกเตอรหนึ่งหนวย  n)  ที่ตั้งฉากกับขอบของ
ปญหานั้นๆ      So      คือขอบที่รับภาระทางกล     Sw    คือขอบที่รับภาระความรอน   A   คือพื้นที่ของ 
เอลิเมนต  

 
 
 
 
 
 
 
     

รูปที่ 3.4  เงื่อนไขขอบเขตของโดเมนปญหา 

แทนคาอินทิกรัลในสมการ (3.18) ถึง (3.20) ลงในสมการ (3.17 a,b,d) 

∫ ∫ τ+σ=τ+∫ σ
A S

0xyxixyy,i
A

xx,i
o

dS)ml(NdANdAN                (3.21a) 

∫ ∫ σ+τ=σ+∫ τ
A S

0yxyiyy,i
A

xyx,i
o

dS)ml(NdANdAN                      (3.21b) 

∫ ∫ ∫+++ρ
A A A

y,y,ix,x,iy,x,i dATNkdATNkdA)vTuT(Nc  

         ∫+∫ +=
A

i
S

wy,x,i QdANdS)mTlT(Nk
w

              (3.21c) 

ทําการแทนคาความเคนจากสมการ (3.7) เขาไปในสมการ (3.21a) และ (3.21b) แลวทําการจัดรูปใหม 
และหารสมการ (3.21c) ตลอดดวย cρ  โดยคาของ µ  ถูกกําหนดใหคงที่ตลอดพื้นที่เอลิเมนต จะได
ชุดสมการดังนี้  

So 

So 

Sw 

Sw 

jmiln
))) +=  

โดเมนปญหา 
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∫ ∫ ∫ ∫=+µ+µ+−
A A A S

0xix,y,y,ix,x,ix,i
0

dSPNdA)vu(NdAuN2pdAN               (3.22a) 

    ∫∫ ∫∫ =µ+−+µ
0S

0yi
A A

y,y,iy,ix,y,
A

x,i dSPNdAvN2pdANdA)vu(N               (3.22b) 

∫ ∫ ∫ρ
+

ρ
++

A A A
y,y,ix,x,iy,x,i dATN

c
kdATN

c
kdA)vTuT(N  

                                                      ∫∫ ρ
+

ρ
=

A
i

S
wwi QdAN

c
1dSqN

c
1

w

               (3.22c) 

โดย       mlP xyxx τ+σ=                  (3.23a) 
mlP yxyy σ+τ=                  (3.23b) 

             mkTlkTq y,x,w +=                   (3.24) 

ในที่นี ้ Px , Py   คือแรงทางกลกระทาํที่ขอบของโดเมนปญหา   qw  คือปริมาณความรอนที่ไหลผาน
ขอบของโดเมนปญหา 

สมการ (3.22a,b) สมการ (3.17c) และสมการ (3.22c)  สามารถเขียนและจัดรปูใหอยูใน
รูปแบบของคาอนุพันธตามลําดับไดดังนี ้
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    0dAH
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A
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∂                                                 (3.25 c) 
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1      (3.25 d) 

ฟงกชันการประมาณภายในของความเร็วและอุณหภูมิดังสมการที่ (3.10) สามารถเขียนใหอยู
ในรูปอนุพันธตามแนวแกน x และ y  ไดดงันี้ 
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แทนคาสมการ (3.10) และ (3.26) ลงใน (3.25 a-d) จะได 

{ } { } { } [ ] { }pdAH
x
NvdA

x
N
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สมการ (3.27 a-d) สามารถเขียนไดในรูปแบบดังตอไปนี้ 

   [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }uxxyyyxx RpHvMuMuM2 =−µ+µ+µ               (3.28a) 
 [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }vyyyxxyx RpHvM2vMuM =−µ+µ+µ               (3.28b) 

                                  [ ] { } [ ] { } { }0vHuH T
y

T
x =+               (3.28c) 

                      [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { } { }QDTM
c

kTM
c

kTKvTKu yyxxyx +=
ρ

+
ρ

++                (3.28d) 

โดย         [ ] dA
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=                             (3.29d) 
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  [ ] { } dA
y
NNK

A
y ∫ ⎥

⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
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=                              (3.29g) 

 { } { } o
S

xu dSPNR
o

∫=                  (3.29h) 

 { } { } o
S

yv dSPNR
o

∫=                   (3.29i) 

    { } { } w
S

wdSqN
c

1D
w

∫ρ
=                 (3.29j) 

    { } { }dAN
c

QQ
A
∫ρ

=                              (3.29k) 

หมายเหตุ :   

1.  เนื่องจากในกระบวนการคํานวณจะแยกระหวางสมการ (3.28a-c) กับ (3.29d)  ดังนั้นตัวแปร u และ 
v ในสมการ (3.28d) จะถือวาเปนคาคงที่ที่ไดจากการคํานวณสมการ (3.28a-c) นั่นเอง ดังจะกลาวโดย
ละเอียดในหวัขอ 3.3 

2.  เมตริกซ { }D  สมการที่  (3.29j) คือเมตริกซที่เกิดจากการถายเทความรอนผานขอบของโดเมน
ปญหา เนื่องจากวิทยานิพนธฉบับนี้ไมพิจารณาถึงกรณีดงักลาว จึงสามารถกําหนดใหเปน 0 

เมตริกซที่อยูในรูปของคาอินทิกรัลบนพืน้ที่ของเอลิเมนตดังแสดงในสมการ (3.29a-k) จะอยู
ในรูปของเอลิเมนตเมตริกซที่สามารถแปลงรูปใหอยูในลักษณะที่สามารถนําไปใชในการประดษิฐ
โปรแกรมคอมพิวเตอรไฟไนตเอลิเมนตดงัที่จะแสดงในหัวขอถัดไป 
 
 
3.2  การสรางเอลิเมนตเมตริกซ 
 
 ในการประดิษฐโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตจะตองทําการสรางเอลิเมนตเมตริกซจากเดิมที่อยู
ในรูปของการอินทิเกรตบนพื้นที่ หรือการอินทิเกรตบนขอบ ใหอยูในรูปที่สามารถใชในการประดษิฐ
โปรแกรมคอมพิวเตอร สําหรับเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยม จะมีสูตรสําเร็จในการหาคาอินทิเกรต
ดังกลาว โดยจะเริ่มจากการเขียนฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตจากสมการ(3.11) และ (3.12) 
ในรูปแบบดังนี้ [4] 
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ทําการหาอนุพนัธของฟงกชันการประมาณภายในเมื่อเทียบกับแกน x  และ y 
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 หาอนุพันธของเวกเตอร { }R   จากสมการ (3.30)  โดยคาตางๆในเวกเตอรนี้จะอยูในรูปแบบ
ตางๆของฟงกชันพิกัดของพืน้ที่ดังแสดงในสมการ (3.13) ซ่ึงจะอยูในรูปของตัวแปร x และ y  ทําให
สามารถหาคาอนุพันธไดโดยงายคือ 
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     (3.36) 

   [ ] { }HB T=                      (3.37) 

ในทํานองเดียวกัน 
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   (3.38) 

      [ ] { }HC T=         (3.39) 

 ดังนั้นสามารถเขียนสมการ (3.35) ใหมไดดังนี ้

    [ ] [ ] { }
13

T

36

T

66
16

HBA
x
N

×××
×

=
⎭
⎬
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⎩
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โดย     
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T      (3.42) 

 จะพบวาเมตรกิซ  [ ]TA   [ ]TB   และ [ ]TC    เปนคาคงที่ ในขณะที่ { }R  และ { }H  จะอยูใน
รูปผลคูณของฟงกชันพกิัดของพื้นที ่  โดยในการหาเอลิเมนตเมตริกซมีความจําเปนตองทําการอินทิ
เกรตคาตางๆเหลานี้   ซ่ึงสามารถหาไดโดยใชสูตรสําเร็จดังนี ้[4] 

      A2
)!2(

!!!dALLL 32
A

1 +γ+β+α
γβα

=γβα∫     (3.43) 

โดย    A    คือพื้นที่ของเอลิเมนตสามเหลี่ยม 

 เอลิเมนตเมตรกิซตางๆในสมการ (3.29 a-k) สามารถหาไดโดยตรงจากการแทนคาเมตริกซที่
สรางขึ้นในสมการที่  (3.30-3.42) ประกอบกับการอินทิเกรตดังสมการที่ (3.43) ดังตอไปนี ้
 
การหาเมตริกซ [ ]xxM , [ ]yyM , [ ]xyM  

 ในการหา [ ]xxM  ดังสมการที่ (3.29 a)   

[ ] dA
x
N

x
NM

A
xx ⎥⎦

⎥
⎢⎣
⎢
∂
∂

⎭
⎬
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⎩
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∂
∂

= ∫  

จะเริ่มจากการแทนคาโดยสมการ (3.40a) 

                                          [ ] [ ] [ ] { }⎣ ⎦ [ ][ ]ABdAHHBAM
A

TT
xx ∫=  

[ ] [ ] [ ][ ]ABdA
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2
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⎥
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⎥
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[ ] [ ] [ ][ ]AB
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ABA TT
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⎥
⎥
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⎤

⎢
⎢
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⎣

⎡

=     (3.44) 

                                          [ ] [ ] [ ] [ ][ ][ ]ABGBAM TT
xx =       (3.45) 
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โดย                 [ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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⎢

⎣

⎡
=

211
121
112

12
AG       (3.46) 

เมตริกซ  [ ]yyM  และ [ ]xyM   ก็สามารถหาไดในลักษณะเดียวกันโดย 

   [ ] [ ] [ ] [ ][ ][ ]ACGCAM TT
yy =        (3.47) 

   [ ] [ ] [ ] [ ] [ ][ ][ ]ABGCAMM TTT
yxxy ==     (3.48) 

 
การหาเมตริกซ   [ ]xH ,  [ ]yH  

 เมตริกซ [ ]xH และ [ ]yH   สามารถหาไดในทํานองเดียวกันคือ 

  [ ] ⎣ ⎦dAH
x
NH

A
x ∫

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

=  

           [ ] [ ] { }⎣ ⎦dAHHBA T

A

T
∫=  

           [ ] [ ] { }⎣ ⎦∫=
A

TT dAHHBA      (3.49) 

               [ ] [ ] [ ] [ ]GBAH TT
x =       (3.50) 

สามารถหา [ ]yH   ไดในลักษณะเดียวกัน 

                [ ] [ ] [ ] [ ]GCAH TT
y =       (3.51) 

 
การหาเมตริกซ   [ ]xK ,  [ ]yK  

 เมตริกซ [ ]xK และ [ ]yK  ก็สามารถหาไดเชนเดยีวกับกรณีขางตน  คือจากสมการ (3.29f) 

                   [ ] { } dA
x
NNK

A
x ∫ ⎥⎦

⎥
⎢⎣
⎢
∂
∂

=   

แทนคาดวยสมการ (3.31) และ (3.40 a)จะได  

  [ ] [ ] [ ] ⎣ ⎦[ ][ ]∫=
A

TT
x dAABHRAK  

           [ ] { }⎣ ⎦ [ ][ ]ABdAHRA
A

T
∫=     (3.52) 

  [ ] [ ] [ ][ ][ ]ABFAK T
x =      (3.53) 
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เชนเดยีวกัน เมตริกซ [ ]yK  จะมคีาเทากับ 

       [ ] [ ] [ ][ ][ ]ACFAK T
y =      (3.54) 

โดย                        [ ] { }⎣ ⎦∫=
A

dAHRF       (3.55) 
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จากสูตรอินทิเกรต สมการ (3.43)  จะได 
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การหาเมตริกซ { }uR , { }vR  

 ลักษณะทางกายภาพของเวกเตอรเมตริกซ  { }uR และ{ }vR  ก็คือแรงดันที่กระทําที่ขอบของ
เอลิเมนต เนื่องจากลักษณะของอินทิกรัลจะอยูในลักษณะอินทกิรัลตลอดขอบของเอลิเมนต  หากขอบ
เหลานี้เปนของเอลิเมนตที่อยูภายในโดเมนปญหา  แรงดังกลาวจะสมดุล กลาวคือคาจะเปนศนูย แต
หากขอบของเหลานี้เปนของเอลิเมนตที่เปนขอบของโดเมนปญหาจะเกิดไดสองกรณี คือหากไมมีแรง
ที่เกิดจากภายนอกมากระทํากับโดเมนของปญหา  คาจะเปนศูนย  แตถาหากมแีรงจากภายนอกมา
กระทํา  คาจะไมเปนศูนย  ดังเชนปญหาการอัดรีด หากที่ผิวของโลหะที่ใชอัดรีดมีความเสียดทานกับ
ผิวของแทนบรรจุ (Container)   คาจะไมเปนศูนย เปนตน  ซ่ึงเรื่องของความเสียดทานที่มีผลตอระบบ
นี้จะไดกลาวถึงในบทถัดไป  ตัวอยางของแรงดันที่ขอบเอลิเมนตแสดงโดยรูปที่ 3.5 

 

 

 

 

 

 

 

   

 ตัวอยางนี้จะมแีรงดันกระทําที่ขอบของเอลิเมนตดานจุดตอ 3-4-2  ที่มีความยาว L  สามารถ
เขียนเวกเตอรเมตริกซ  { }uR และ{ }vR  ไดดังนี ้
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p3 

p2 
1 

2 

3 

4 5 

6 

L 

x 

y 

รูปที่ 3.5  แรงดันกระทําที่ขอบของเอลิเมนตสามเหลี่ยม 
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v                (3.57b) 

โดย    p2      คือความดันที่จุดตอหมายเลข 2 
              p3      คือความดันทีจุ่ดตอหมายเลข 3 

Lx      คือความยาวภาพฉายของดาน 2-3  ของเอลิเมนตบนแกน x 
 Ly      คือความยาวภาพฉายของดาน 2-3  ของเอลิเมนตบนแกน y 

เครื่องหมายของเวกเตอรเมตริกซจะขึ้นอยูกับทิศทางของแรงลัพธ ในทิศทางแกน x และแกน y  หากมี
ทิศทางเดียวกบัแกนก็จะมีคาเปนบวก หากสวนทิศทางกัน ก็จะมีคาเปนลบ 
 
การหาเมตริกซ   { }Q  

 เมตริกซนี้จะหมายถึงคาความรอนที่กอกําเนิดขึ้นเองภายในเอลิเมนตเนือ่งจากการเปลีย่นรูป
ของโลหะ ดังสมการ (3.29k) 

{ } { }dAN
c

QQ
A
∫

ρ
=  

โดยการแทนสมการ (3.31) ลงในสมการ (3.29k)  จะได 

    { } [ ] { }∫
ρ

=
A

T dARA
c

QQ                   (3.58) 

    { } [ ] { }EA
c

QQ T

ρ
=       (3.59) 
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โดย  
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AdARE                   (3.60) 

การหาคา µ   และ Q    

 เนื่องจากคาความหนืด (µ )  และคาความรอนที่กอกําเนดิขึ้นเองภายใน (Q) แสดงโดยสมการ 
(2.17)  และสมการ (2.60)  ตามลําดับ คือ 

  
ε

σ
=µ

&3
yield  

                    
J
)(Q

2εµ
=

&  

จะเห็นวาคาดงักลาวขึ้นอยูกบัอัตราการเปลี่ยนแปลงความเครียดประสทิธิผล ( ε& )  ซ่ึงเปลี่ยนแปลงไป
ตามเอลิเมนต  ดังนั้นคาความหนืดและคาความรอนที่กอกําเนิดขึ้นเองภายใน ก็จะเปลี่ยนแปลงไปตาม
เอลิเมนตเชนเดียวกัน คาของความเครียดประสิทธิผลคือ [31] 

   ijij2 εε=ε &&&  
      )2(2 xyxyyyxx εε+εε+εε= &&&&&&    (3.61) 

โดยคาอัตราการเปลี่ยนแปลงความเครียดแสดงโดยสมการ (2.13)  

x
u

x ∂
∂

=ε&                  (3.62a) 

y
v

y ∂
∂

=ε&                  (3.62b) 

            )
x
v

y
u(

2
1

xy ∂
∂

+
∂
∂

=ε&                 (3.62c) 
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 ในการหาคา  ε&   สามารถใชฟงกชันการประมาณภายในของเอลิเมนตแบบเชิงเสน  โดยใช
ความเร็วจดุตอที่มุมมาคํานวณหาคาอัตราการเปลี่ยนแปลงความเครียดตางๆ  ฟงกชันการประมาณ
ภายในแบบเชงิเสนแสดงโดยสมการ (3.12) สามารถเขียนในรูปเมตริกซคือ 

     ⎣ ⎦ ⎣ ⎦321 LLLH =  

โดยคาของ Li  แสดงโดยสมการ (3.13)  

ycxbaL iiii ++=   ;  i = 1,2,3 

คา  ai , bi , ci  แสดงโดยสมการ (3.14) 

ดังนั้นคาอัตราการเปลี่ยนแปลงความเครียดสามารถเขียนไดในรูป 

 { } 332211x ubububu
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=ε&       (3.63) 

 { } 332211y vcvcvcv
y
H

++=⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

=ε&      (3.64) 

      { } { } 332211332211xy vbvbvbucucucv
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=ε&     (3.65) 

คาตางๆสามารถนําไปประดษิฐโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาอัตราการเปลี่ยนแปลงความเครียด
ประสิทธิผล  และจะนําไปสูคาความหนดืและคาความรอนที่กอกําเนิดขึ้นเองภายใน 

 

 
3.3  กระบวนวิธีในการคาํนวณหาคําตอบ 

หลังจากที่ไดสมการไฟไนตเอลิเมนตและเอลิเมนตเมตริกซตางๆของปญหาการไหลของ
โลหะภายใตภาวะการอัดรีด ก็จะนําเอลเิมนตเมตริกซที่ไดนี้ไปประดิษฐโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต
เพื่อคํานวณหาคําตอบที่จุดตอตางๆก็คือความเร็ว ความดัน และอุณหภูมิ  ในหวัขอนี้จะนําเสนอ
กระบวนวิธีทีจ่ะใชในการแกปญหาเพื่อใหไดมาซึ่งคําตอบจากสมการเชิงอนุพันธทั้ง 4 สมการซึ่ง
สอดคลองซึ่งกันและกัน  โดยลักษณะของปญหาที่เกิดจากสมการเชิงอนุพันธดังกลาวจะอยูในรูปแบบ
ของสมการไมเชิงเสน (Nonlinear Equations) ดังนั้นจึงตองอาศัยการทาํซ้ํา (Iteration) เพื่อใหไดมาซึ่ง
ผลเฉลยที่ลูเขาสูคําตอบที่ถูกตอง โดยจะทําการประดษิฐโปรแกรมคอมพิวเตอรสองโปรแกรมแยก
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ตามกรณีศึกษาของปญหา  โปรแกรมแรกจะเปนปญหาที่ไมคํานึงถึงความรอนที่เกิดขึน้ในระบบ 
ดังนั้นจะทําการแกสมการเชงิอนุพันธของการอนุรักษโมเมนตัมพรอมไปกับสมการเชงิอนุพันธของ
การอนุรักษมวลเพื่อใหไดมาซึ่งตัวไมรูคาคือความเร็วและความดนั  โปรแกรมที่สองจะเปนกรณีที่
คํานึงถึงความรอนที่เกิดขึ้นในระบบ โดยจะทําการคํานวณสมการอนุพันธของการอนุรักษมวลและ
โมเมนตัมควบคูไปกับสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษพลังงาน  โดยรายละเอียดของการคํานวณ
ของทั้งสองโปรแกรมไดอธิบายโดยละเอียดในหัวขอยอยตอไปนี ้
 
 3.3.1  กรณีท่ีไมคํานึงถงึความรอนในระบบ 

 จากสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษโมเมนตัม สมการ(3.6a,b) จะเหน็วารูปแบบของ
สมการจะเปนแบบไมเชิงเสน (Nonlinear) เนื่องจากคาความหนดืจะไมใชคาคงที่ แตจะเปนฟงกชัน
ของความเร็วซ่ึงเปนตัวไมรูคา ดังนั้นการคํานวณจึงตองมีกระบวนการทําซ้ําจนกระทั่งคําตอบลูเขาสู
คําตอบที่ถูกตองโดยถือเกณฑกําหนดคาความคลาดเคลื่อนที่ยอมรับไดเปนมาตรฐานตรวจสอบการลู
เขา ดังจะกลาวถึงในหมายเหตุขอ 2   โดยกระบวนการทาํซ้ําจะมีลําดับขั้นตอนดังนี ้

1.  ทําการสมมุติคาความหนืดในรอบแรกของการคํานวณ  
2.  หาคาเอลิเมนตเมตริกซตางๆในสมการ(3.28a-c)   ซ่ึงสามารถเขียนในรูปแบบดังนี้ 

       

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

{ }

{ }

{ }

{ }

{ }

{ } ⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−µ+µµ

−µµ+µ

0

R

R

p

v

u

0HH

HM2MM

HMMM2

v

u

T
y

T
x

yyyxxyx

xxyyyxx

       (3.66) 

จะเห็นวาสมการดานบนจะอยูในรูปแบบของระบบสมการเชิงเสน  เนื่องจากคาความหนืดในแตละ
รอบจะเปนคาคงที่และจะถกูเปลี่ยนแปลงเปนคาที่เหมาะสมในแตละรอบ 
3.   ทําการประกอบเอลิเมนตเมตริกซแตละเอลิเมนตเขาสูระบบสมการรวม แลวทําการกําหนด
เงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) กอนที่จะแกระบบสมการเพือ่ใหไดคาตวัไมรูคา u  v  และ p 
ที่จุดตอตางๆ 
4.  ตรวจสอบคาความคลาดเคลื่อนของคาที่คํานวณไดจากขอ 3  โดยเปรียบเทียบกับคาที่คํานวณได
จากรอบกอนหนานี้  ขั้นตอนนี้สามารถขามไปไดในรอบแรกของการคํานวณ 
5.  หากผลความคลาดเคลื่อนยังไมนอยกวาเกณฑที่กําหนดไว  ก็จะทาํการคํานวณหาคาความหนดืคา
ใหมโดยใชสมการ(2.17) และใชความเรว็ที่คํานวณไดจากขอ 3  โดยในแตละเอลิเมนตจะมีคาความ
หนืดไมเทากนัขึ้นอยูกับผลของความเร็วที่เอลิเมนตนั้นๆ 
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6.  กลับไปขอ 2  เพื่อสรางเอลิเมนตเมตริกซใหมโดยใชคาความหนดืคาใหมของเอลิเมนตนั้นๆ   เปน
เชนนี้เร่ือยไปจนกระทั่งผลเฉลยลูเขาสูคําตอบที่ถูกตอง 
 

 3.3.2  กรณีท่ีคํานึงถงึความรอนท่ีเกิดขึ้นในระบบ 

 ในกรณีนี้จะทาํการคํานวณสมการเชิงอนุพนัธของการอนุรักษพลังงานควบคูไปกับสมการ
เชิงอนุพันธของการอนุรักษโมเมนตัมและมวล  ซ่ึงไดทําการประดษิฐโปรแกรมตามกระบวนวธีิใน
หัวขอ 3.3.1  โดยจะทําการประดิษฐโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตเพิ่มเติมขึ้นโดยใชสมการ (3.28d)  ซ่ึง
มีตัวแปรความเร็ว u และ v  ปรากฎอยูในสมการ  สืบเนื่องจากพลังงานความรอนที่เกิดขึน้จากการ
เปล่ียนรูปจะมากหรือนอยจะขึ้นอยูกับความเร็วดังแสดงในสมการ (2.60) ซ่ึงตัวแปร u  และ v นี้หาได
จากการแกระบบสมการในหัวขอยอยที่ 3 ในหวัขอ 3.3.1 นั่นเอง  นอกจากสมการอนุรักษโมเมนตัม
และมวลจะสงผลโดยตรงตอสมการอนุรักษพลังงานแลว  ในทางกลับกันสมการอนุรักษพลังงานก็
สงผลตอสมการอนุรักษโมเมนตัมและมวล เนื่องจากคาความหนดืซึ่งเปนตัวแปรสําคัญจะขึ้นอยูกบัคา
ความเคนคราก ซ่ึงถูกสมมุติใหคงที่ในหวัขอยอยทีแ่ลว  แตตามความเปนจริงจะไมคงที่แตจะขึน้อยู
กับอุณหภูมิทีจุ่ดตอตางๆซึ่งไดจากการคํานวณสมการอนุรักษพลังงาน   ดังนั้นจะเห็นวาสมการเหลานี้
มีความจําเปนตองทําการคํานวณควบคูกนัไป และทําการปรับปรุงคาจนกระทั่งผลเฉลยลูเขาสูคําตอบ
ที่ถูกตอง  ในการคํานวณจะแยกกันชัดเจนระหวางสมการอนุรักษโมเมนตัมและมวลเพื่อคํานวณหา
ความเร็ว ความดัน  และสมการอนุรักษพลังงานเพื่อคํานวณหาอุณหภูมิ ขั้นตอนในการคํานวณ
สามารถอธิบายเปนขอๆไดดงันี้ 

1.  ในชวงแรกจะเหมือนกับหัวขอยอยที่แลวคือเริ่มตนดวยการสมมุติคาความหนืดใหเทากนัทุกเอลิ
เมนต 
2.   หาคาเอลิเมนตเมตริกซตางๆในสมการ (3.28a-c)   ซ่ึงสามารถเขียนในรูปแบบสมการ (3.66) โดย
ในรอบแรกจะใชคาความหนดืในแตละเอลิเมนตที่สมมุติขึ้นจากขอ 1  ในรอบตอๆไปก็จะ
เปล่ียนแปลงใหคาโดยใชคาความหนดืที่คาํนวณจากความเร็วและอณุหภูมิในรอบนัน้ๆ  หรือจาก
ขั้นตอนที่ 4 นั่นเอง 
3.  ทําการประกอบเอลิเมนตเมตริกซใหเปนเมตรกิซในระบบใหญ แลวกําหนดเงื่อนไขขอบเขต 
สุดทายแกระบบสมการเพื่อใหไดคาความเร็วและความดนั 
4.  คํานวณคาความหนดืของแตละเอลิเมนต  ดังที่กลาวไวแลวคาความหนืดจะขึ้นอยูกับความเร็วและ
อุณหภูมิ  ความเร็วไดจากการคํานวณในขัน้ตอนที่ 3  สวนอุณหภูมใินรอบแรกของการคํานวณให
สมมุติใหเทากนัทุกเอลิเมนต  สวนรอบถัดไปใหใชอุณหภูมิที่คํานวณไดจากขั้นตอนที่ 7 
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5.  ทําการคํานวณคาของความรอนที่เกดิขึ้นจากการเปลี่ยนรูปของแตละเอลิเมนตซ่ึงเปนฟงกชันของ
คาความหนดืและความเรว็โดยใชคาความหนืดที่คํานวณไดจากขัน้ตอนที่ 4 และความเร็วที่คํานวณได
ในขั้นตอนที่ 3 
6.  ทําการสรางเอลิเมนตเมตริกซสําหรับสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษพลังงาน สมการ (3.28d) 
ซ่ึงสามารถเขียนไดในรูปแบบดังนี้  
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7.  ทําการประกอบเอลิเมนตเมตริกซของสมการอนุรักษพลังงานเขาสูระบบรวม  แลวทําการกําหนด
เงื่อนไขขอบเขตกอนที่จะแกระบบสมการเพื่อใหไดมาซึ่งคําตอบก็คืออุณหภูมิที่จุดตอ 
8.  ทําการตรวจสอบการลูเขาของคําตอบของตัวไมรูคา ก็คือความเรว็ความดันและอุณหภูมิ  โดยทํา
การเปรียบเทยีบกับคาที่ไดจากรอบการคํานวณกอนหนานี ้  หากคาความคลาดเคลื่อนที่คํานวณไดนอย
กวาเกณฑที่ตั้งไวกจ็ะเสร็จสิน้การคํานวณ  แตถาหากยงัไมถึงเกณฑกจ็ะกลับไปเริ่มทําการคํานวณใน
รอบที่ 2 ใหม จนกระทั่งไดคาํตอบที่มีความคลาดเคลื่อนตามเกณฑที่กาํหนด 
 
หมายเหตุ :   
1.  เนื่องจากคาของความหนืดจากสมการ (2.17)  หากวาคาความเครยีดประสิทธิผลมีคานอยมากจน
เขาใกล 0  นั่นหมายถึงบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงของความเร็วเมื่อเทยีบกับแกนตางๆนอยมาก  จะทํา
ใหคาของความหนืดมีคาเขาสูอนันต  ซ่ึงจะทําใหคําตอบลูออกจากคําตอบที่ถูกตอง  ดังนั้นจึงตองทํา
การจํากัดคาทีม่ากที่สุดของความหนดืไวที่คามากคาหนึ่ง   
2.  เกณฑกําหนดคาความคลาดเคลื่อน เปนเกณฑที่ใชพิจารณาความแตกตางของผลการคํานวณของ
รอบปจจุบัน เมื่อเทียบกับรอบที่ผานมา  หากคานอยกวาเกณฑทีก่ําหนด ซ่ึงโดยทั่วไปจะใชประมาณ 
1% ของคําตอบในรอบที่ผานมาก็จะหยุดทําการคํานวณ  เกณฑที่ใชในวิทยานพินธฉบับนี้มีอยูสอง
ลักษณะ  เกณฑแรกจะใชกบัความเร็ว และอุณหภูมิ  เกณฑที่สองจะใชกับความดนั 
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 -  สําหรับความดัน 
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โดย   Ψ     คือความเร็วหรืออุณหภูม ิ
          m     คือจํานวนจุดตอของความเร็ว ความดัน หรืออุณหภูม ิ
          n      คือรอบที่ทําการคํานวณ 
 



บทที่ 4 
โปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตสําหรับ 

ปญหาการไหลของโลหะ 
 
 
 หลังจากที่ไดศกึษาถึงการประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตและเอลิเมนตเมตริกซตางๆแลว  
สามารถนําความรูเหลานี้มาประดิษฐโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตโดยใชภาษามาตรฐานใดๆตามแตผู
ประดิษฐจะถนัด  ในวิทยานิพนธฉบับนี้เลือกใชโปรแกรมภาษาฟอรแทรน (FORTRAN)  ซ่ึงเปนที่
นิยมใชในการประดิษฐโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตโดยทัว่ไป  ในเรือ่งของการไหลของโลหะที่เกิด
จากการอัดรีดนี้จะแบงการเขียนโปรแกรมเปน 2 โปรแกรมดวยกนัเพื่อเปนกรณีศกึษาสําหรับการอัด
รีด 2 สภาวะ โดยโปรแกรมแรกจะใชในการคํานวณการอัดรีดในกรณีทีไ่มมีความรอนมาเกี่ยวของ  ใช
ชื่อโปรแกรมวา MTFlow(v1) สวนโปรแกรมที่สองจะคํานึงถึงการเปลี่ยนแปลงความรอนภายใน
ระบบ  ใชชือ่โปรแกรมวา MTFlow(v2)   ในบทนี้จะอธิบายถึงขั้นตอนรายละเอียดในการเขยีน
โปรแกรม  ตลอดจนลักษณะของไฟลขอมูลที่ใชกับโปรแกรมทั้งสองและไฟลผลลัพธที่เปนคําตอบ
จากการคํานวณ 
 
4.1  โปรแกรม MTFlow(v1) 
 
 เปนโปรแกรมที่ประดิษฐขึน้เพื่อที่จะใชคํานวณปญหาการอัดรีดแบบ 2 มิติในลักษณะ
ความเครียดในระนาบ (Plane Strain) สําหรับกรณีที่ไมมีความรอนมาเกี่ยวของในระบบโดยจะทําการ
คํานวณจากระบบสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษโมเมนตัมและมวล  เพื่อใหไดมาซึ่งผลลัพธก็คือ
ความเร็วและความดันทีจุ่ดตอตางๆในภาวะสมดุลของการอัดรีด  รายละเอียดตางๆของโปรแกรม
รวมทั้งการเตรยีมไฟลขอมูลมีดังนี ้
 
 4.1.1  ขั้นตอนการคํานวณ 

 ลําดับขั้นตอนในการเขยีนโปรแกรมจะอิงกบักระบวนวธีิของการคํานวณดังที่ไดกลาวไวใน
หัวขอ 3.3.1  โดยโปรแกรมนี้จะประกอบไปดวย 1 โปรแกรมหลัก (Main Program) และ 9 โปรแกรม
ยอย (Subroutine) โดยมีรายละเอียดขั้นตอนการเขียนโปรแกรมและคําอธิบายโปรแกรมตาง ๆ ดังนี้ 

1.  การทํางานของโปรแกรมจะเริ่มจากการอานไฟลขอมูลที่โปรแกรมหลัก  โดยโปรแกรมจะถามให
ผูใชบงชี้ชื่อไฟลของขอมูล  และตอจะใหใสชื่อไฟลที่จะใชเก็บคําตอบผลลัพธ  รายละเอียดของ
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ไฟลขอมูลนําเขาไดแสดงโดยละเอียดในหวัขอ 4.1.3  และตัวอยางไฟลขอมูล และไฟลผลลัพธได
แสดงไวในภาคผนวก ก  

2.  เร่ิมสรางเอลิเมนตเมตริกซโดยเรียกโปรแกรมยอย TRI โดยภายในโปรแกรมยอยนี้จะทําการสราง
เอลิเมนตเมตรกิซตางๆซึ่งอยูในรูปการคูณกันของเมตริกซ  ในการคูณกันของเมตริกซนี้จะเรยีกใช
โปรแกรมยอย MULMAT  สุดทายในขั้นตอนนีจ้ะทําการประกอบเอลิเมนตเมตริกซนี้เขาสูระบบ
เมตริกซรวมโดยใชโปรแกรมยอย ASSMBLE เมตริกซรวมนี้จะเปนเมตรกิซจตุรัสที่มีความสมมาตร 
มีขนาดเทากับจํานวนตัวไมรูคาของระบบ นั่นคือจํานวนตัวไมรูคาของ u v และ p รวมกัน ซ่ึงจะ
เทากับสองเทาของจํานวนจุดตอทั้งหมดรวมกับจํานวนจดุตอที่มุม ลักษณะอีกประการหนึ่งของ
เมตริกซนี้คือในแนวแกนเฉยีง (Diagonal Term) จะมีคาบางคาเปนศูนย   สําหรับในรอบแรกของการ
คํานวณจะตองสมมุติคาความหนืดของแตละเอลิเมนต  โดยคาที่สมมุติผูใชสามารถกําหนดไดใน
ไฟลขอมูลนําเขา 

3.  กําหนดเงื่อนไขขอบเขตเขาสูระบบเมตริกซรวมโดยเรียกโปรแกรมยอย APPLYBC  

4.  ทําการแกระบบสมการขนาดใหญโดยในระเบียบวธีิการกําจัดแบบเกาส (Gauss Elimination) โดย
เรียกโปรแกรมยอย GAUSS และในโปรแกรมยอยนี้จะมกีารเรียกใชโปรแกรมยอย PIVOT และ 
SCALE เพื่อปรับปรุงแกไขความผิดพลาดเชงิตัวเลขอันอาจเกิดขึ้นไดจากวิธีการกําจัดแบบเกาส  
ดังเชนการปรบัปรุงลักษณะของขอมูลเมตริกซที่มีคาเปนศูนยตามแนวทะแยงใหสามารถคํานวณได 
เปนตน 

5.  ตรวจสอบคาความคลาดเคลื่อนของผลลัพธในรอบปจจุบัน เมื่อเทียบกับผลลัพธในรอบกอนโดย
ใชสูตรการคํานวณดังสมการ (3.69) และ (3.70)  โดยเรียกโปรแกรมยอย CONVERGE  หากคาความ
คลาดเคลื่อนเทากับหรือนอยกวาเกณฑทีก่ําหนด คือ 1% ก็ใหขามไปขั้นตอนการแสดงผล   

6.  หากคาความคลาดเคลื่อนยังมากกวาเกณฑทีก่ําหนดใหทําการคํานวณคาความหนืดของแตละเอลิ
เมนต โดยเรยีกใชโปรแกรมยอย ELEVIS  โดยใชความเร็วทีไ่ดจากขั้นตอนที่ 4 หลังจากนัน้จะ
กลับไปคํานวณขอ 2-6 ใหมตามลําดับจนกระทั้งคาความคลาดเคลื่อนของผลลัพธนอยกวาเกณฑที่
กําหนด 

8.  ไฟลผลลัพธจะเก็บไวในชื่อที่ไดกําหนดไวในขอ 1.  นอกจากนี้โปรแกรมจะบนัทึกคาความคลาด
เคลื่อนที่เกิดขึน้ในแตละรอบไวในไฟลทีช่ื่อ conv.out เพื่อเปนขอมูลในการตรวจสอบ 

 ขั้นตอนการทาํงานของโปรแกรมสามารถสรุปไดโดยแผนภูมิการทํางาน (Flow Chart) ดัง
แสดงในรูป 4.1 
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 4.1.2  รายละเอียดของโปรแกรม 

 รายละเอียดของโปรแกรม MTFlow(v1)  ไดแสดงโดยละเอยีดในภาคผนวก ก  ทาย
วิทยานพินธฉบับนี้ 

 

 

ไมใช 

เร่ิมการทํางาน 

อานไฟลขอมูล[MAIN] 

สรางเอลิเมนตเมตริกซ [TRI] 
ประกอบเมตรกิซ [ASSMBLE] 

สมมุติคา 
ความหนดืเริ่มตน

กําหนดเงื่อนไขขอบเขต [APPLYBC] 

แกระบบสมการรวม [GAUSS] 

ตรวจสอบการลูเขา 
[CONVERGE] 

พิมพไฟลขอมลูผลลัพธ 
ใช 

จบการทํางาน 

คํานวณคาความหนืด 
ของแตละเอลิเมนต 

[ELEVIS] 

รูปที่ 4.1  แผนภูมิการทํางานของโปรแกรมMTFlow(v1) 
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 4.1.3  รายละเอียดไฟลขอมูลนําเขา 

 ลักษณะของไฟลขอมูลที่ปอนใหกับโปรแกรมMTFlow(v1) ประกอบดวยสวนตางๆจํานวน 5 
สวนดวยกัน ตัวอยางทีย่กประกอบในสวนตางๆเปนเพยีงบางบรรทัดของตัวอยางปญหาในภาคผนวก 
ก  คําอธิบายของขอมูลนําเขาแตละสวนมีรายละเอียดดังนี้ 

สวนท่ี 1   เปนขอความที่ใชอธิบายรายละเอยีดของปญหา 
           ตัวอยาง    
                                                           2 
                DIRECT EXTRUSION R=0.6 WITHOUT THERMAL EFFECT 
                MESH WITH 183 NODES AND 76 ELEMENTS 

บรรทัดแรก       ระบุจํานวนบรรทัดของรายละเอียด 
              บรรทัดตอมา    อธิบายรายละเอียดของขอมูลที่มีจํานวนบรรทัดเทากับที่ระบุ 

สวนท่ี 2  ขอมูลขนาดของปญหา  
 ตัวอยาง  
                 NPOIV   NPOIP   NELEM      
                  183      54      76 

 บรรทัดแรก    อธิบายลักษณะขอมูล  จํานวนจุดตอและจํานวนเอลิเมนต 
 บรรทัดตอมา  จํานวนจุดตอของความเร็วและความดัน  และจํานวนเอลิเมนต 

สวนท่ี 3  ขอมูลคาคุณสมบัติตางๆ 
 ตัวอยาง  
          YIELD STRESS    INITIAL VISCOSITY    MAX ITERATION 

             1500.00            1000.00              20 

บรรทัดแรก  อธิบายลักษณะขอมูล ของความเคนคราก ความหนืดเริ่มตน และจํานวนรอบ      
สูงสุดที่ใชในการคํานวณ 

บรรทัดตอมา  ระบุขนาดความเคนคราก  คาความหนดืเริ่มตน และจํานวนรอบสูงสุดในการ
คํานวณ 

สวนท่ี 4  ขอมูลจุดตอ 
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 ตัวอยาง  
   NODE IBCU IBCV IBCP   X-COOR  Y-COOR    V-VEL   U-VEL  PRESSURE 
    1    0   1   0      14.000   .000     .0000   .0000   .0000 
    2    0   1   0      16.000   .000     .0000   .0000   .0000 
 
 
 
   183   0   1  -1      11.000 10.000     .0000   .0000   .0000 

 บรรทัดแรก    อธิบายขอมูลของจุดตอ 
              บรรทัดตอมา  หมายเลขตัวแรกคือหมายเลขจดุตอ         สามตัวถัดมาคือรหัสเงื่อนไขขอบเขต 

สําหรับความเร็ว u , v และความดัน p โดย 0  หมายถึงตัวแปรนัน้เปนตัวแปร   
อิสระ ดังนั้นโปรแกรมจะทําการคํานวณคาที่จุดตอนั้นๆ  1  หมายถึงคาของตัว
แปรนั้นเปนคาของเงื่อนไขขอบเขตที่ถูกระบุโดยผูใช  ดังนั้นจะไมมกีาร
คํานวณคาดังกลาว  ตัวเลขสองตัวถัดมาก็คอืคาระยะพิกัด x และ y เมื่อเทียบ
กับระบบแกนใหญ (Global Coordinate) สามคาถัดมาก็คือคาของความเร็ว u , 
v  และความดนั p หากเงื่อนไขขอบเขตของคาตัวแปรใดเปน 1  โปรแกรมจะ
อานคาตัวแปรดังกลาวไปใชคํานวณ หากเปนตัวแปรอิสระใหใสคา 0.0  ที่
คาตัวแปรนัน้ 

สวนท่ี 5  ขอมูลการจัดเรียงจดุตอภายในเอลิเมนต 
 ตัวอยาง 
                 ELEMENT NODAL CONNECTIONS [ 76]: 
                 1    14    22    21    104     88     89 
                 2    21    28    27    121    105    106 
                 3    27    35    34    140    122    123 
 
   
 
                76     8     9    13     82     81     79 

 บรรทัดแรก     อธิบายลักษณะขอมูล 
บรรทัดตอมา ขอมูลของเอลิเมนต  โดยตัวเลขตัวแรกคือหมายเลขของเอลิเมนต  หมายเลข  

ตัวที่ 2-4  เปนหมายเลขของจุดตอที่มุมของเอลิเมนตนัน้ๆ สวนหมายเลขตัวที่ 
5-7  เปนหมายเลขจุดตอตรงกึ่งกลางของเอลิเมนต 

หมายเหตุ :  ลักษณะการเรยีงหมายเลขของจุดตอของเอลิเมนตทั้ง 6 มีรูปแบบที่แนนอนคือ 
 -  หมายเลข 3 ตัวแรกตองเปนหมายเลขจุดตอที่มุม  โดยเรียงทวนเข็มนาฬิกา ดังรูปที่ 4.2 
              -  หมายเลข 3 ตัวถัดมาเปนหมายเลขที่กึ่งกลางดานของเอลิเมนต  โดยตวัแรกจะอยูดานตรง          

กันขามกับจดุตอที่มุมตัวแรก  อีกสองตัวถัดมาจะเรยีงทวนเข็มนาฬกิา ดังรูปที่ 4.2 
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 4.1.4  ไฟลขอมูลผลลัพธ 

 หลังจากเสร็จส้ินวงรอบการทําซ้ําของการคํานวณและไดคําตอบที่ลูเขา  โปรแกรมจะพิมพ
ขอมูลไวในไฟลที่ระบุช่ือไวเมื่อตอนเริ่มโปรแกรม  โดยขอมูลจะเปนผลลัพธของความเร็ว u, v และ 
ความดัน p ที่จดุตอ  ดังตัวอยางตอไปนี ้

 
           ***************************************** 
           *              MTFlow(v1)               * 
           * NODAL VELOCITY AND PRESSURE SOLUTIONS * 
           ***************************************** 

 
    28-May-00   10:29:41   
 
        NUMBER OF VELOCITY NODES :   183 
        NUMBER OF PRESSURE NODES :    54 
 
    NODE    U-VELOCITY      V-VELOCITY      PRESSURE 
 

          1     .259984E+01     .000000E+00     .306955E+03 
          2     .259960E+01     .000000E+00     .227881E+02 
          3     .259949E+01     .000000E+00    -.374138E+02 

 
 

         54     .000000E+00     .000000E+00     .395505E+04 
 
 
 

        183     .156884E+00     .000000E+00 
 

 ขอมูลผลลัพธของตัวอยางนีไ้ดแสดงโดยเต็มรูปแบบในภาคผนวก ก  นอกจากนี้   โปรแกรม
ยังบันทึกขอมลูผลของความคลาดเคลื่อนซึ่งมีหนวยเปนเปอรเซ็นไวในไฟลที่ช่ือ conv.out  มีลักษณะ
ของขอมูลดังนี้ 

  

 

 

14 

22 21 

88 

104 

89 เอลิเมนตหมายเลข 1 

รูปที่ 4.2  ลักษณะการจัดเรยีงหมายเลขจุดตอบนเอลิเมนต 



 52

        ***************************************** 
        *              MTFlow(v1)               * 
        *    VELOCITY AND PRESSURE TOLERANCE    * 
        ***************************************** 
 

    LOOP          VELOCITY TOLERANCE          PRESSURE TOLERANCE 
      2                 8.0242                     61.0737 
      3                 2.7069                      2.8837 
      4                 1.7495                       .3972 
      5                 1.3106                       .3028 
      6                 1.0236                       .4713 
      7                  .8181                       .3888 
 

 
4.2  โปรแกรม MTFlow(v2)  
 
 เปนโปรแกรมที่ถูกพัฒนาขึ้นตอจาก MTFlow(v1) เพื่อทีจ่ะใหสามารถคํานวณปญหาการอัด
รีดสองมิติที่มีเปล่ียนแปลงความรอนเนื่องจากการไหลและการเปลี่ยนรูปของโลหะ  โดยการเพิม่การ
คํานวณสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษพลังงานควบคูไปกับสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษ
โมเมนตัมและมวล  ในหวัขอยอยนีจ้ะอธบิายถึงรายละเอียดของตัวโปรแกรมหลัก (Main Program) 
และโปรแกรมยอย (Subroutine)  รวมทั้งลักษณะของไฟลขอมูลนําเขาและไฟลผลลัพธดังตอไปนี ้
 
 4.2.1  ขั้นตอนการคํานวณ 

 ในสวนของโปรแกรมจะประกอบไปดวยโปรแกรมหลัก 1 โปรแกรมและโปรแกรมยอยอีก 
13 โปรแกรม  ขั้นตอนในการเขียนโปรแกรมมีรายละเอียดเปนลําดับขัน้ดังนี ้

1.  การทํางานของโปรแกรมจะเริ่มจากการอานไฟลขอมูลนําเขา  และใหผูใชระบช่ืุอไฟลที่จะใชทํา
การเก็บขอมูลผลลัพธ 

2.  ทําการคํานวณหาความเร็วและความดนัโดยเริ่มจากการสรางเอลิเมนตเมตริกซตางๆโดยโปรแกรม
ยอย TRI  ซ่ึงมี MULMAT ใชคํานวณการคูณกันของเมตริกซ หลังจากนั้นกจ็ะประกอบเอลิเมนตนั้นๆ
เขาสูระบบสมการรวมโดยโปรแกรมยอย ASSMBLE และในรอบแรกของการคาํนวณใหสมมตุิคา
ความหนดืคงที่ทุกเอลิเมนต 

3.  กําหนดเงื่อนไขขอบเขตโดยเรียกโปรแกรมยอย  APPLYBC 

4. แกระบบสมการโดยระเบียบวิธีการกําจัดแบบเกาส  โดยเรียกโปรแกรมยอย GAUSS   วิธีนี้จะมีการ
เรียกใชโปรแกรมยอย PIVOT, SCALE  เพื่อปรับปรุงแกไขความผิดพลาดที่อาจเกิดขึ้นจากการ
คํานวณเชิงตัวเลข  ในขั้นตอนนี้จะไดคําตอบของความเร็ว u , v  และความดัน p   



 53

5.  คํานวณหาคาความหนืดทีแ่ตละเอลิเมนตจากความเร็วที่คํานวณไดในขั้นตอนที่ 4  โดยใช
โปรแกรมยอย ELEVIS และเนื่องจากคาความเคนการไหล (Flow Stress)  จะเปนฟงกชันของอุณหภมูิ
ดังนั้นในรอบแรกของการคาํนวณซึ่งยังไมมีผลของอุณหภูมิ  จะใชสมมุติเร่ิมตนที่เทากันทุกเอลิเมนต 

6.   ทําการคํานวณหาอณุหภูมิที่แตละจุดตอโดยเรียกโปรแกรมยอย THERMAL   ภายในโปรแกรม
ยอยกจ็ะมีโปรแกรมยอยที่ใชในการสรางเอลิเมนตเมตริกซ (TRI_T)  ประกอบเอลิเมนตสูระบบรวม 
(ASSM_T) กาํหนดเงื่อนไขขอบเขต (APPLYBC_T) และคํานวณระบบสมการโดยวิธีการกําจัดแบบ
เกาส (GAUSS) ในขั้นตอนนี้จะไดคาของอุณหภูมิที่จุดตอ 

7.  ทําการตรวจสอบคาความคลาดเคลื่อนโดยเรียกโปรแกรมยอย CONVERGE หากคาความ
คลาดเคลื่อนของทั้งความเร็ว ความดัน และอุณหภูมิสูงกวาที่กําหนดคอื 1 เปอรเซ็นต  ก็จะกลับไป
คํานวณขัน้ตอนที่ 2-6 ใหม  ทําซ้ําเชนนี้เร่ือยไปจนกระทั่งคาความคลาดเคลื่อนต่ํากวาที่กําหนด 

8.   ในขั้นตอนสุดทายหากโปรแกรมลูเขา  ก็จะพิมพขอมูลผลลัพธคือ ความเร็ว u,v ความดัน p และ
อุณหภูมิ T   ไวในไฟลที่ระบุในขอ 1  และจะสรางไฟล conv.out สําหรับเก็บขอมลูความคลาดเคลื่อน
ในแตละรอบของการคํานวณ 

 จากขั้นตอนทัง้หมดสามารถเขียนในรูปของแผนภูมกิารทํางาน (Flow Chart) ไดดังรูปที่ 4.3 
 
 4.2.2  รายละเอียดของโปรแกรม 

 รายละเอียดของโปรแกรม MTFlow(v2)  ไดแสดงโดยละเอยีดในภาคผนวก ข  ทาย
วิทยานพินธฉบับนี้ 
 
 4.2.3  รายละเอียดไฟลขอมูลนําเขา 

 ลักษณะของไฟลขอมูลที่ใชจะคลายกับ MTFlow(v1) คือแบงออกไดเปน 5 สวนดังทีไ่ด
อธิบายไวในหวัขอที่  4.1.3  แตจะแตกตางกันในสวนที่  3  และสวนที่ 4   รายละเอียดของไฟลขอมูล
ตัวอยางทั้งหมดไดแสดงไวในภาคผนวก ข  โดยมีคําอธิบายรายละเอยีดของสวนตางๆพอเปนสังเขป
ดังนี ้
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เร่ิมการทํางาน 

อานไฟลขอมูล[MAIN] 

สรางเอลิเมนตเมตริกซ [TRI] 
ประกอบเมตรกิซ [ASSMBLE] 

กําหนดเงื่อนไขขอบเขต [APPLYBC] 

สมมุติคา 
ความหนดืเริ่มตน

คํานวณคาความหนืดของแตละเอลิเมนต [ELEVIS] 

ตรวจสอบการลูเขา 
[CONVERGE] 

พิมพไฟลขอมลูผลลัพธ 
ใช 

จบการทํางาน 

ไมใช 

รูปที่ 4.3  แผนภูมิการทํางานของโปรแกรมMTFlow(v2) 

สรางเอลิเมนตเมตริกซความรอน[TRI_T] 
ประกอบเมตรกิซ [ASSM_T] 

กําหนดเงื่อนไขขอบเขต [APPLYBC_T] 

แกระบบสมการรวม [GAUSS] เพื่อหา u , v , p 

แกระบบสมการรวม [GAUSS] เพื่อหา T 

สมมุติคาอุณหภูม ิ
เร่ิมตนในรอบแรก 
ของการคํานวณ 
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สวนท่ี 1   เปนขอความที่ใชอธิบายรายละเอยีดของปญหา 
           ตัวอยาง    
                                                          2 
                DIRECT EXTRUSION R=0.6 WITH THERMAL COUPLING 
                MESH WITH 183 NODES AND 76 ELEMENTS 

บรรทัดแรก       ระบุจํานวนบรรทัดของรายละเอียด 
              บรรทัดตอมา    อธิบายรายละเอียดของขอมูลที่มีจํานวนบรรทัดเทากับที่ระบุ 

สวนท่ี 2  ขอมูลขนาดของปญหา  
 ตัวอยาง  
                 NPOIV   NPOIP   NELEM      
                  183      54      76 

              บรรทัดแรก    อธิบายลักษณะขอมลู  จํานวนจุดตอและจํานวนเอลิเมนต 
 บรรทัดตอมา  จํานวนจุดตอของความเร็วและความดัน  และจํานวนเอลิเมนต 

สวนท่ี 3  ขอมูลคาคุณสมบัติตางๆ 
 ตัวอยาง 
 YIELD    INI VIS   INI TEMP MAX ITER DENSITY  k     c      J 
1500.00  1000.00    100.00     20      .01   1.00 100.00  42.65 

บรรทัดแรก      อธิบายลักษณะความหมายของขอมูล 
บรรทัดตอมา ระบุขนาดความเคนคราก  คาความหนดืเริ่มตน อุณหภูมิเร่ิมตน จาํนวนรอบ

สูงสุดในการคาํนวณ ความหนาแนน  คาสัมประสิทธิ์การนําความรอน  คา
ความจุความรอนจําเพาะ  และคาคงที่สําหรับแปลงความรอนทางกล 

สวนท่ี 4  ขอมูลจุดตอ 
 ตัวอยาง  
NODE IBCU IBCV IBCT IBCP   X-COOR  Y-COOR   U-VEL V-VEL TEMP PRESSURE 
  1   0    1    0    0     14.000   .000    .000  .000  .000  .000 
  2   0    1    0    0     16.000   .000    .000  .000  .000  .000 
  3   0    1    0    0     18.000   .000    .000  .000  .000  .000 
   
  
 
  
183   0    1    0   -1     11.000 10.000    .000  .000  .000  .000 

 บรรทัดแรก    อธิบายขอมูลของจุดตอ 
              บรรทัดตอมา  หมายเลขตัวแรกคือหมายเลขจดุตอ         ส่ีตัวถัดมาคือรหสัเงื่อนไขขอบเขต 
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สําหรับความเร็ว u , v อุณหภูมิ T และ ความดัน p  โดย 0  หมายถึงตัวแปรนั้น
เปนตัวแปรอิสระ ดังนั้นโปรแกรมจะทําการคํานวณคาที่จุดตอนั้นๆ  1  
หมายถึงคาของตัวแปรนัน้เปนคาของเงื่อนไขขอบเขตที่ถูกระบุโดยผูใช  
ดังนั้นจะไมมกีารคํานวณคาดังกลาว  ตวัเลขสองตัวถัดมาก็คือคาระยะพิกดั x 
และ y เมื่อเทยีบกับระบบแกนใหญ (Global Coordinate) ส่ีคาถัดมาก็คือคา
ของความเร็ว u , v  อุณหภูม ิT และความดนั p หากเงื่อนไขขอบเขตของคาตัว
แปรใดเปน 1  โปรแกรมจะอานคาตัวแปรดังกลาวไปใชคํานวณ หากเปนตัว
แปรอิสระใหใสคา 0.0  ที่คาตัวแปรนัน้ 

สวนท่ี 5  ขอมูลการจัดเรียงจดุตอภายในเอลิเมนต 
 ตัวอยาง 
                 ELEMENT NODAL CONNECTIONS [ 76]: 
                 1    14    22    21    104     88     89 
                 2    21    28    27    121    105    106 
                 3    27    35    34    140    122    123 
 
 
 
                76     8     9    13     82     81     79 

 บรรทัดแรก     อธิบายลักษณะขอมูล 
 บรรทัดตอมา ขอมูลของเอลิเมนต  โดยตัวเลขตัวแรกคือหมายเลขของเอลิเมนต  หมายเลข  

ตัวที่ 2-4  เปนหมายเลขของจุดตอที่มุมของเอลิเมนตนัน้ๆ สวนหมายเลขตัวที่ 
5-7  เปนหมายเลขจุดตอตรงกึ่งกลางของเอลิเมนต 

 
 4.2.4  ไฟลขอมูลผลลัพธ 

 ไฟลขอมูลผลลัพธหลังจากคําตอบลูเขาเปนที่เรียบรอยแลวจะมีอยู 2 ไฟล ก็คือไฟลคําตอบ
ของความเร็ว ความดัน และอุณหภูมิ  ไฟลนี้จะเก็บในชือ่ที่ระบุไวในตอนตนของโปรแกรม  อีกไฟล
หนึ่งก็คือไฟลที่เก็บคาความคลาดเคลื่อนในแตละรอบของการคํานวณ  ตัวอยางไฟลทั้งสองอยางเต็ม
รูปแบบไดแสดงไวในภาคผนวก ข  แตไดนํามาแสดงเปนบางสวนพอเปนสังเขปตามลําดับดังนี ้
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        ***************************************************** 
        *                     MTFlow(v2)                    * 
        * NODAL VELOCITY TEMPERATURE AND PRESSURE SOLUTIONS * 
        ***************************************************** 
 
    28-May-00    11:31:58   
 
        NUMBER OF VELOCITY NODES    :   183 
        NUMBER OF TEMPERATURE NODES :   183 
        NUMBER OF PRESSURE NODES    :    54 
 
   NODE     U-VELOCITY      V-VELOCITY      TEMPERATURE      PRESSURE 
 
     1     .260285E+01     .000000E+00     .539073E+02     .510018E+03 
     2     .260285E+01     .000000E+00     .588143E+02     .331173E+03 
     3     .260285E+01     .000000E+00     .623881E+02     .143078E+03 
 
 
 
    54     .000000E+00     .000000E+00     .651590E+02     .384544E+04  
 
 
 
   183     .188905E+00     .000000E+00     .615959E+02 
 
 
 
 
              ***********************************************               
              *                   MTFlow(v2)                *               
              * VELOCITY PRESSURE AND TEMPERATURE TOLERANCE *               
              ***********************************************               
                                                                              
   LOOP VELOCITY TOLERANCE   PRESSURE TOLERANCE  TEMPERATURE TOLERANCE  
     2          8.0242               49.7986                6.3705 
     3          2.9109                6.7565                4.8393 
     4          1.8713                 .6359                3.1494 
     5          1.3954                 .1203                2.3055 
     6          1.0866                 .3393                1.7679 
     7           .8660                 .3453                1.3945 
     8           .7027                 .3047                1.1240 
     9           .5791                 .2613                 .9224 



บทที่ 5 
การวิเคราะหการอัดรีด 2 มิติ 

 
 
 ในบทนี้จะทําการวิเคราะหการอัดรีด 2 มิติในลักษณะของความเครียดในระนาบในแงมุม
ตางๆทั้งทางดานการเปลี่ยนแปลงรูปรางของโดเมนปญหา รวมทัง้การเปลี่ยนแปลงคาคุณลักษณะ
เฉพาะของวัสดุที่มีผลตอภาวะการอัดรีดโดยใชโปรแกรมที่ประดิษฐขึน้  โดยคําตอบที่สําคัญที่สุดที่
ผูออกแบบระบบการอัดรีดตองหาคําตอบก็คือแรงดันทีใ่ชดันโลหะสําหรับอัดรีด (Billet)  ใหไหลผาน
แมพิมพ เรียกแรงดันนีว้าแรงดันอัดรีด  (Extrusion Pressure)    

 มีทฤษฎีไมมากนักที่เปนที่ยอมรับในการอธิบายพฤติกรรมการไหลของโลหะผานแมพิมพ 
หรือที่เรียกวาการอัดรีด ทฤษฎีทั้งหมดเปนทฤษฎีที่หาคาํตอบในเชิงการประมาณทั้งสิ้น สืบเนื่องจาก
ปญหานี้เปนปญหาที่ตองแกระบบสมการแบบไมเชิงเสน (Nonlinear Equations) ซ่ึงไมสามารถหาผล
เฉลยแมนตรงได วิทยานิพนธฉบับนี้ไดใชทฤษฎีสลิปไลน (Slip-Line Theory) ทฤษฎีที่นิยมและเปนที่
ยอมรับกันอยางกวางขวางในการวิเคราะหการไหลของโลหะที่ถูกนําเสนอโดย Hill [8] ในป 1948 มา
ใชตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมที่ประดิษฐขึน้ Hillไดใชวิธีนี้คํานวณคาแรงดันอัดรดีของ
ปญหาความเครียดในระนาบสําหรับวัสดุทีไ่มมีความเครยีดแข็ง (Strain Hardening)  ผานแมพิมพฉาก
โดยสมมุติวาไมมีความเสียดทานระหวางโลหะอัดรีดและผนังของแทนบรรจุ ตอมาในป1955  
Johnson ไดนําเสนอทฤษฎีเดยีวกันนี้สําหรบัปญหาที่มีแรงเสียดทานที่ผิว 

 ทฤษฎีสลิปไลนนี้เปนทฤษฎทีี่ใชวิเคราะหปญหาสําหรับกรณีที่วัสดเุปนแบบพลาสตกิอุดม
คติ (Ideal Plastic)  คอืไมมคีวามเครียดแข็งนั่นเอง และไมพิจารณาถงึความเครียดที่เกิดขึ้นในชวงอีลา
สติกเพราะถือวานอยมากเมือ่เทียบกับความเครียดในชวงพลาสติก  วัสดุที่อยูในลักษณะดังกลาวก็คือ
วัสดุที่อยูในภาวะที่มีอุณหภมูิสูง  และอีกลักษณะหนึ่งกค็ือวัสดุเนื้อออนอยางเชนตะกั่วเปนตน  ทฤษฎี
นี้จะทําการสรางสนามของเสนทางการไหลที่หาจากทิศทางของความเคนเฉือนสูงสุด (Maximum 
Shear Stress)  เรียกเสนนีว้าสลิปไลนหรือเสนเฉือน (Shear Line)   อีกทั้งสามารถสรางความสัมพันธ
ของมุมและความดันในเสนเฉือนแตละเสนซึ่งจะนําไปสูการหาแรงดนัอัดรีด  โดยรายละเอียดตางๆ
ของทฤษฎีนี้อยูในภาคผนวก ง  หรือสามารถศึกษาเพิ่มเตมิไดจากหนังสืออางอิง [7-11][14] [18] 

 ในระยะตางๆของการเคลื่อนที่ของโลหะอัดรีดผานแมพิมพตั้งแตเร่ิมตนจนกระทั้งโลหะอัด
รีดไหลผานแมพิมพทั้งหมดไดแสดงไวในรูปที่ 5.1 ซ่ึงหากพล็อตความสัมพันธระหวางแรงดันอดัรีด
และระยะทางการเคลื่อนที่ของกานอัด (Ram) จะมีลักษณะดังแสดงในรปู 5.2  จากรูปจะเห็นวาการอัด 
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รูปที่ 5.1  ภาพถายโลหะอัดรดีที่ระยะตางๆของการเคลื่อนตัวผานแมพมิพ [18] 

(a) (b) 

(c) (d) 

(e) (f) 

(g) (h) 

(i) (j) 
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รูปที่ 5.2  เสนโคงแสดงความสัมพันธของแรงดันอัดรีด และระยะการเคลื่อนที่ของแทนอัด 

รีดตั้งแตเร่ิมตนดันโลหะอัดรีดผานแมพิมพจนกระทั้งโลหะนั้นไหลผานแมพิมพจนหมดสามารถแบง
ออกไดเปน 3 เฟสดวยกัน  โดยเฟสแรกแรงดันจะพุงขึน้อยางรวดเร็ว เนื่องจากแรงดันเริ่มที่จะดันให
โลหะอัดตัวเตม็แทนบรรจุและเริ่มที่จะไหลออกจากแมพิมพดังแสดงในรูปที่ 5.1 a และ b  เฟสแรกจะ
ส้ินสุดตรงที่แรงดันขึ้นสูตําแหนงสูงสุดและเริ่มเขาสูเฟสที่ 2  ที่เฟสนี้แรงดันจะคอยๆลดลงอยางชาๆ
เนื่องจากระยะทางของผิวสัมผัสระหวางโลหะอัดรีดและแทนบรรจุลดลงตลอดการเคลื่อนที่ทําใหผล
ของความเสียดทานที่มีตอการอัดรีดลดนอยลงไปดวยทําใหแรงดนัที่ใชลดลง  ซ่ึงหากผนังถูกหลอล่ืน
เปนอยางดี คาของแรงดันในเฟสนี้จะคงที่  ที่เฟสที่ 2 นี้เองสามารถเรียกไดวาเปนภาวะอยูตัว (Steady 
State)  ซ่ึงการวิเคราะหโดยทฤษฎีตางๆรวมทั้งโดยโปรแกรม MTFlow จะกระทําทีภ่าวะอยูตัวนี้  ที่
ภาวะนี้สามารถแสดงภาพถายจากการทดลองในรูป 5.1 c-f  โดยชวง f ถือเปนจดุสุดทายของภาวะ
สมดุลเพราะหลังจากนั้นดานทายของโลหะอัดรีดจะถูกดึงขึ้นไปตรงกึ่งกลางของแมพิมพอัดรีดดัง
แสดงในรูป 5.1 g-j ที่ภาวะนีถื้อเปนเฟสที่ 3 ของการอัดรีด 

 สําหรับการอัดรีดเพื่อลดขนาดความหนาของโลหะนั้น สามารถจําลองแบบเพยีงแคคร่ึงหนึ่ง
เนื่องจากความสมมาตรตามแนวกึ่งกลางของความหนา และจะมีคาคาหนึ่งที่ใชเปนคาที่กําหนดขนาด
ความหนาของโลหะที่ไหลออกจากแมพิมพเมื่อเปรียบเทยีบกับขนาดความหนากอนที่จะเขาสูแมพมิพ  
เราเรียกคานีว้า  อัตราสวนการลดขนาด ใชสัญลักษณ R สามารถหาไดจาก 

     
B
A1R −=         (5.1) 

โดย    A    คือคร่ึงหนึ่งของความหนาของโลหะที่ไหลออกจากแมพิมพ  
           B    คือคร่ึงหนึ่งของความหนาของโลหะที่ไหลเขาแมพิมพ  ดังรูป 5.3 
 
 
 
 

ระยะการเคลื่อนที่ของแทนอดั 
แร
งด
ันอ

ัดร
ีด 

เฟส 2 เฟส 3 

เฟส 1 
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รูปที่ 5.3 อัตราสวนการลดขนาดของปญหาการอัดรีด 

 ในการวิเคราะหปญหาการอดัรีดในบทนี้จะเริ่มจากการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม 
MTFlow กอนที่จะนําไปวิเคราะหปญหาในแงมุมตางๆ 
 
 
5.1  การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม 
 
 ในหวัขอยอยนี้จะทําการเปรียบเทียบผลการคํานวณโดยโปรแกรม MTFlow  กับผลจาก
ทฤษฎีสลิปไลนและผลการทดลองเพื่อตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้น   
 

5.1.1 เปรียบเทียบกับทฤษฎสีลิปไลน 

แบบจําลองการอัดรีดที่นํามาเปรียบเทียบจะเปนการอดัรีดแบบทางออกทางเดยีวที่มี
อัตราสวนการลดขนาด 0.5 โลหะอัดรีดมคีาความเคนคราก 1732 kg/cm2 ความเร็วอัดรีด 1 cm/s ขนาด
และรายละเอยีดแสดงดังรูปที่ 5.4  แบบจาํลองไฟไนตเอลิเมนตแสดงดังรูปที่  5.5 ซ่ึงประกอบดวยจดุ
ตอความเร็ว 2337 จุด จุดตอความดัน 613 จุด และมเีอลิเมนตจํานวน 1112 เอลิเมนต 
 
 
 
 
 
 
 
 

A 

B 

10 cm 

5 cm 

Free surface u = 1 cm/s 

v = 0 

u = 0 

v = 0 

12 cm 8 cm 

รูปที่ 5.4  แบบจําลองของปญหาสําหรับเปรียบเทียบผลการคํานวณ 

x 
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รูปที่ 5.5  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของการอัดรีดที่ม ีR = 0.5 

 ในการคํานวณปญหานี้ใชจํานวนรอบในการคํานวณทั้งสิ้น 5  รอบจึงลูเขาสูเกณฑที่กําหนด 
คาความคลาดเคลื่อนในแตละรอบของความเร็วและอณุหภูมิแสดงในรปูที่ 5.6 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5.6  กราฟแสดงการลูเขาในแตละรอบของผลความเร็วและความดัน 

 ผลการวิเคราะหโดยใชโปรแกรม MTFlow(v1) จะไดผลลัพธความเร็ว และความดนัที่จุดตอ 
สามารถนํามาพล็อตลักษณะการกระจายของคําตอบไดดงัรูป 5.6  โดยรูป (a) เปนผลการกระจายของ
ความเร็ว  รูป (b) เปนผลเวกเตอรความเร็ว รูป (c) เปนผลการกระจายของความดัน  
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รูปที่ 5.7 ผลการกระจายและผลเวกเตอรคําตอบของปญหาการอัดรีดที่ม ีR = 0.5 
     โดยใชโปรแกรม MTFlow(v1) 

 
 จากผลของความดันที่จุดตอสามารถหาคาแรงดันอัดรีด(P)ไดจากคาเฉลี่ยของความดนับริเวณ
ทางเขาของโลหะอัดรีด  ซ่ึงปญหานี้จะมีคาเทากับ 2664.3 kg/cm2     สามารถนําคานี้มาใชเปรียบเทยีบ
กับผลการคํานวณจากทฤษฎสีลิปไลนในตอนทายของภาคผนวก ค  ซ่ึงไดคา P/(2 yieldτ )= 1.3   โดย
คา yieldτ  คือคาความเคนเฉือนคราก (Shear Yield Stress) มีคาเทากับ 3/yieldσ  [31] ซ่ึงในปญหานี ้ 
มีคาเทากับ 1000 kg/cm2   ดงันั้นสามารถคํานวณคา P ไดคือ 2600 kg/cm2   ซ่ึงผลของ MTFlow และ
ทฤษฎีสลิปไลนแตกตางกันประมาณ 2.5 เปอรเซ็นต   

 ตอไปจะทําการเปรียบเทียบผลของความเร็วอัดรีดที่มีตอแรงดันอัดรีด  ทําการวิเคราะหจาก
ปญหาเดิมโดยใชความเรว็ทีแ่ตกตางกนัไปคือ 0.1, 1, 2, 5, 10 cm/s  ไดผลของแรงดันอัดรีดดังแสดง
ในตารางที่ 5.1   

(b) ผลเวกเตอรความเร็ว 

(c)  ผลการกระจายความดนั (kg/cm2) 

3000 3500 4000 
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ตารางที่ 5.1  ผลของแรงดันอัดรีดที่ความเรว็ตางๆ 

ความเร็วอัดรดี 
 (cm/s) 

แรงดันอัดรีด(P)   
(kg/cm2) 

P/2 yieldτ  
( yieldτ =1000 kg/cm2 ) 

         0.1 2663.8 1.33 
1 2664.3 1.33 
2                     2664.1 1.33 
5 2663.9 1.33 

10 2664.0 1.33 

 

 จากตารางจะเห็นวาความเรว็ไมมีผลตอแรงดันที่ใชในการอัดรีดเนื่องจากคาความเคนคราก
เปนคาคงที่ซ่ึงสอดคลองกับทฤษฎีสลิปไลน  แตถาหากความเคนครากไมคงที่ แตขึ้นอยูกับอุณหภูมจิะ
ทําใหคาแรงดนัอัดรีดไมคงที่ที่ความเร็วตางๆ ดังจะไดแสดงในหวัขอยอยถัดไป 

 ผลการเปรียบเทียบแรงดนัอัดรีดที่อัตราสวนการลดขนาดตางๆ ไดแสดงไวในตารางที่ 5.2  
พรอมทั้งนําไปพล็อตเพื่อเปรียบเทียบกับทฤษฎีสลิปไลนดังรูปที่ 5.8 
 

ตารางที่ 5. 2  ผลของแรงดันอัดรีดที่อัตราสวนการลดขนาดตางๆ 

อัตราสวนการลดขนาด 
(R) 

แรงดันอัดรีด (P) 
(kg/cm2) 

P/2 yieldτ  
( yieldτ =1000 kg/cm2 ) 

0.3 1721.3 0.86 
0.5 2664.3 1.33 
0.7 3791.6 1.89 
0.8 4473.3 2.24 
0.9 5784.6 2.89 
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รูปที่ 5.8  กราฟเปรียบเทยีบผลระหวางโปรแกรม MTFlow(v1)  กับ ทฤษฎีสลิปไลน 
 
 5.1.2 เปรียบเทียบกับผลการทดลอง 

 ในการเปรยีบเทียบกับผลการทดลองจะอางอิงผลการทดลองของ W.Johnson [23]  การ
ทดลองใชตะกัว่บริสุทธิ์ (Pure Lead) เปนโลหะสําหรับอัดรีด (Billet)  เนื่องจากตะกั่วเปนโลหะที่มี
เนื้อออนและไมมีความเครียดแข็ง (Strain Hardening) ที่อุณหภูมิหอง จึงมีคุณสมบัตเิหมือนกับโลหะ
เนื้อแข็งอื่นๆที่ภาวะอุณหภมูิสูง ซึ่งหากนาํโลหะเนื้อแขง็เหลานั้นมาทาํการทดลองจะตองเพิ่มอณุหภูมิ
โลหะและควบคุมอุณหภูมิใหคงที่ซ่ึงเปนเรื่องที่ยุงยาก และอาจสงผลใหคาที่ไดจากการทดลอง
ผิดพลาด ขนาดของโลหะอดัรีดจะมีขนาดความกวางมากกวาความหนา 2 เทาเปนอยางนอย เพื่อรักษา
สภาวะความเครียดในระนาบและเพื่อไมใหความเสียดทานสงผลตอผลการทดลองมากนัก 

ในการทดลองจะใชสารหลอล่ืนบริเวณพื้นผิวสัมผัสของตะกัว่กับแทนบรรจุเพื่อลดความ
เสียดทานใหต่าํที่สุดแตอยางไรก็ตามไมสามารถทําใหหมดไปได คาคุณสมบัตขิองตะกั่วไดมาจากการ
ทดลองโดยมคีาความเคนครากประมาณ 180 kg/cm2 ( yieldτ  = 104 kg/cm2) สําหรับการเปรียบเทียบ
กับโปรแกรม MTFlow(v1) จะใชแบบจําลองการอัดรีดทีม่ีอัตราสวนการลดขนาด 0.5 0.667  0.8  0.88 
และ 0.94  โดยใชความเร็วอัดรีด 1 cm/s  

ผลจากการคํานวณโดยโปรแกรม MTFlow(v1)  เมื่อเปรีบเทียบกับผลการทดลอง     แสดงใน
ตารางที่ 5.3  และสามารถแสดงในรูปแบบของกราฟไดดงัในรูปที่ 5.9 
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0.0 



 66

ตารางที่ 5.3  ผลที่ไดจากโปรแกรม MTFlow(v1) เปรียบเทียบกับผลการทดลอง 

MTFlow(v1) อัตราสวนการลดขนาด
(R) P(kg/cm2) P/2 yieldτ  

ผลการทดลอง 
(P/2 yieldτ ) 

0.5 276.8 1.33 1.3 
0.667 373.5 1.8 2.1 
0.8 465.2 2.24 2.5 
0.88 581.9 2.8 3.0 
0.94 735.0 3.53 4.8 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5.9  กราฟแสดงการเปรียบเทียบผลจากโปรแกรม MTFlow(v1) และผลการทดลอง 
 

 จากผลการเปรียบเทียบจะพบวาผลที่คํานวณไดจากโปรแกรม MTFlow(v1) จะนอยกวาผล
จากการทดลองเล็กนอย สืบเนื่องจากแรงเสียดทานที่ไมสามารถทําใหหมดไปโดยสิ้นเชิงในทางปฏิบัติ  
จากกราฟจะพบวาผลจากโปรแกรม MTFlow(v1) จะแตกตางจากผลการทดลองมากขึ้นตามขนาดของ
อัตราสวนการลดขนาด เนื่องจากระยะการสัมผัสของแมพิมพและโลหะจะมากขึ้นดังนั้นผลของความ
เสียดทานก็จะมากขึ้นดวย  เหตุผลอีกประการหนึ่งก็คอืในการคํานวณจะสมมุตใิหคาความเคนคราก
เปนคาคงที่แตในความเปนจริงคาความเคนครากนี้จะสูงขึน้เมื่อคาความเครียดและอัตราการ
เปล่ียนแปลงความเครียดสูงขึ้น  ดังนั้นทีอั่ตราสวนการลดขนาดยิ่งสูงเทาไรความเครียดและอัตราการ
เปล่ียนแปลงความเครียดก็จะสูงตามไปดวยทําใหในการทดลองจริงจะไดคาแรงดันอัดรีดสูงกวาการ
คํานวณ 
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5.2  การวิเคราะหผลจากการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมภิายในโดยโปรแกรม MTFlow(v2) 
 

เนื่องจากอณุหภูมิมีผลอยางมากตอการเปลีย่นแปลงความเคนคราก โดยวัสดทุี่มีอุณหภูมิสูง
จะมีคาความเคนครากต่ํากวาวัสดุเดยีวกันที่อยูในภาวะอณุหภูมิต่ํา นั่นหมายถึงการเปลี่ยนแปลง
เพิ่มขึ้นของอุณหภูมิภายในเนื่องจากการเปลี่ยนรูปของวัสดุจะสงผลใหความเคนครากเปลี่ยนแปลง
และแรงดนัอัดรีดก็จะเปลี่ยนตามไปดวย  หัวขอยอยนีจ้ะใชโปรแกรม MTFlow(v2) เพื่อวิเคราะห
ปญหาการอัดรีดเพื่อศึกษาผลของการเปลี่ยนแปลงอณุหภูมิที่มีตอระบบในแงมุมตางๆ  

 
5.2.1  ผลการอัดรีดผานแมพิมพ R=0.5 โดยโปรแกรม MTFlow(v2) 

หัวขอยอยนีจ้ะทําการวเิคราะหหาคําตอบของการอัดรีดที่มีอัตราสวนการลดขนาด 0.5 โดยมี
สภาวะเดยีวกบัปญหาในรูป 5.4 เพื่อที่จะศึกษาการกระจายของความเร็ว ความดนัและอุณหภูมิ โดย
ความเคนครากจะไมคงที่แตจะเปนฟงกชันของอุณหภูมดิงัแสดงในรูปแบบทั่วไปดังสมการ (2.18) 
กําหนดให β  มีคาเทากับ 0.0007 คาคุณสมบัติของวัสดุตางๆคือ มีคาความเคนคราก 1732 kg/cm2 คา
ความหนาแนน  0.01 kg/cm3 สัมประสิทธิ์การนําความรอน    1.0  cal/(s.cm.OC)  คาความจุความรอน
จําเพาะ 100.0 cal/(kg.OC)  และคาคงที่สําหรับแปลงความรอนทางกล (Mechanical Equivalent of 
Heat , J)  42.65  kg.cm/cal  และกําหนดความหนดืเริ่มตน  1000.0  kg.s/cm2  อุณหภูมิเร่ิมตนที่ใชใน
รอบแรกของการคํานวณ 100.0 OC  ความเร็วทางเขา 1.0 cm/s ในการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตจะเพิ่ม
การกําหนดอณุหภูมิสัมพัทธที่ดานซายสุดบนโดเมนปญหาใหมีคาเปน 0 ดังนั้นคาอุณหภูมิที่คํานวณ
ไดจะหมายถึงอุณหภูมิที่เพิ่มขึ้นจากเดิม  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตแสดงในรูป 5.5  ซ่ึง
ประกอบดวยจุดตอความเรว็และอณุหภูม ิ 2337 จุด จดุตอความดนั 613 จุด และมีเอลิเมนตจํานวน 
1112 เอลิเมนต   สมมุติฐานในการวิเคราะหปญหานีจ้ะสมมุติวาไมมีการถายเทความรอนระหวาง
โลหะอัดรีดและแทนบรรจหุรือแมพิมพ  นั่นหมายถึงไมมีการสูญเสียความรอนออกจากพืน้ผิวโลหะ
อัดรีด  สมมุตฐิานอีกประการหนึ่งคือ คาสัมประสิทธิ์ตางๆ เชน คาสัมประสิทธิ์การนําความรอน และ
คาความจุความรอนจําเพาะ ใหถือวาเปนคาคงที่ ไมขึ้นอยูกับอุณหภูม ิ

ผลจากการคํานวณโดยโปรแกรม MTFlow(v2) จะใชจํานวนรอบในการคํานวณทั้งสิ้น 5 รอบ
คาตัวแปรทั้งสามคือความเร็ว ความดัน และอุณหภูมิจะลูเขาสูเกณฑทีก่ําหนด  ผลการกระจายของ
ความเร็ว ความดัน อุณหภูมิสัมพัทธและอัตราการเปลี่ยนแปลงความเครียดประสิทธิผล (Effective 
Strain Rate)ไดแสดงไวในรปูที่  5.10. (a-d)  ตามลําดับ 
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รูปที่ 5.10   ผลการกระจายของคําตอบในการอัดรีด R = 0.5 โดยโปรแกรม MTFlow(v2) 
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5.2.2  ผลของความเร็วตอการกระจายอุณหภูมิสัมพัทธ และแรงดันอัดรีด 

 ในหวัขอนี้จะทําการศึกษาผลของความเร็วอัดรีดที่มีตอการเพิ่มขึ้นและการกระจายของ
อุณหภูมิสัมพทัธภายในโดเมนของปญหาโดยใชแบบจําลองการอัดรีดที่มีอัตราสวนการลดขนาด 0.5 
โดยมีรายละเอยีดตางๆดังเชนแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต  คาคุณสมบัติของวัสด ุ และสมมุติฐาน
เชนเดยีวกับหวัขอ 5.2.1  แตจะทําการเปลี่ยนแปลงคาของความเร็วอัดรีดคือ 0.1  0.5  1 และ 5 cm/s  
นอกจากนี้ยังสามารถคํานวณหาคาแรงดนัอัดรีดที่ความเร็วตางๆเพื่อศึกษาถึงผลกระทบของการ
เปล่ียนแปลงความเร็วที่มีตอแรงดันอัดรีด 

 ผลการกระจายของอุณหภูมสัิมพัทธที่ความเร็วอัดรีดตางๆไดแสดงไวในรูปที่ 5.11  และ
สามารถเปรียบเทียบลักษณะการกระจายของความเร็วบนสวนตัด A-A  (จากรูปที่  5.5) ที่ความเร็ว
ตางๆไดดังรูปที่ 5.12 
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รูปที่ 5.11  ผลการกระจายอณุหภูมิสัมพัทธที่ความเร็วอัดรีดตางๆโดยโปรแกรม MTFlow(v2) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5.12  การกระจายอณุหภูมิสัมพัทธตามแนวแกนตัด A-A ที่ความเร็วตางๆ 
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 จากผลการกระจายของอณุหภูมิสัมพัทธที่ความเร็วอัดรีดตางๆ จะเหน็วาบริเวณปลายของ
แมพิมพจะเปนบริเวณที่เกดิความรอนสูงที่สุด เนื่องจากบริเวณดงักลาวจะมีอัตราการเปลี่ยนแปลง
ความเครียดประสิทธิผลสูงที่สุดทําใหเกิดความรอนเนื่องจากงานของการเปลี่ยนรูปของโลหะสูงสุด
ดวย  และการอัดรีดที่ความเร็วสูงจะสงผลใหเกิดความรอนสูงกวาการอัดรีดที่ความเร็วต่ําเนื่องจาก
ความเร็วก็เปนอีกตัวแปรหนึง่ในสมการสมดุลความรอนที่ทําใหเกิดการเพิ่มขึ้นหรอืลดลงของ
พลังงานความรอนที่ตําแหนงใดๆนอกจากนี้ความรอนยังสงผลใหความเคนครากเปลี่ยนแปลงและทาํ
ใหแรงดนัอัดรดีเปลี่ยนแปลงไปดวย  จากผลการศึกษาแรงดันอัดรีดทีค่วามเร็วตางๆโดยใชโปรแกรม 
MTFlow(v1)  ซ่ึงความเคนครากไมขึ้นอยูกับอุณหภูมิดังตารางที่ 5.1 จะพบวาความเร็วจะไมสงผลตอ
แรงดันอัดรีด ในขณะที่หากวิเคราะหโดยโปรแกรม MTFlow(v2)  โดยกําหนดความสัมพันธเชิงเสน
ระหวางความเคนครากและอณุหภูมิ จะพบวาแรงดนัอัดรีดจะเปลี่ยนแปลงไปตามความเร็วดังตารางที่ 
5.4  โดยแรงดนัอัดรีดจะมีคาลดลงเมื่อใชความเร็วในการอัดรีดสูงขึ้น 

ตารางที่ 5.4  ผลของแรงดันอัดรีดที่ความเรว็ตางๆ 

ความเร็วอัดรดี (cm/s) แรงดันอัดรีด(kg/cm2) 
0.1 2614.9 
0.5 2580.4 
1 2575.1 
5 2552.5 

 
 5.2.3  ผลของอัตราสวนการลดขนาดตอการกระจายอุณหภูมิและแรงดันอัดรีด 

 ในหวัขอนี้จะทําการวิเคราะหผลของการเปลี่ยนแปลงอตัราสวนการลดขนาดที่มีตอการ
เพิ่มขึ้นและการกระจายของอุณหภูมิโดยใชโปรแกรม MTFlow(v2)  และเนื่องจากการเปลี่ยนแปลง
อุณหภูมิทําใหแรงดันอัดรีดเปลี่ยนแปลงไปจึงทําการเปรยีบเทียบแรงดนัอัดรีดที่อัตราสวนการอัด
ตางๆที่คํานวณไดกับผลจากโปรแกรม MTFlow(v1) ดังแสดงในตาราง 5.2 

 แบบจําลองที่ใชจะมีอัตราสวนการอัด 0.3, 0.5, 0.7,  0.8 และ 0.9  โดยกําหนดความหนาของ
โลหะอัดรีดเทากับ 10 cm  ความเร็วอัดรีด 1 cm/s  คาคุณสมบัติของวัสดุ และสมมุติฐานตางๆถูก
กําหนดเชนเดยีวกับในหัวขอ 5.2.1  ในรูปที่ 5.13-5.16 ไดแสดงแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตและผล
ของการกระจายของคําตอบก็คือความเร็ว ความดัน และอุณหภูมิสัมพทัธที่อัตราสวนการลดขนาด 0.3, 
0.7, 0.8 และ 0.9 สวนแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต และผลการกระจายของคําตอบสําหรับอัตราสวน
การลดขนาด 0.5 ไดแสดงไวแลวในรูปที่ 5.5  และ 5.10  ตามลําดับ 
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รูปที่ 5.13    ผลการวิเคราะหการอัดรีดที่มีอัตราสวนการลดขนาด 0.3  โดยโปรแกรม MTFlow(v2) 

(a)  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 
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(b)  ผลการกระจายความเรว็ (cm/s) 
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 รูปที่ 5.14   ผลการวิเคราะหการอัดรีดที่มีอัตราสวนการลดขนาด 0.7  โดยโปรแกรม MTFlow(v2) 

(a)  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 

(b)  ผลการกระจายความเรว็ (cm/s) 
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(b) ผลการกระจายความเรว็ (cm/s) 

รูปที่  5.15   ผลการวิเคราะหการอัดรีดที่มีอัตราสวนการลดขนาด 0.8  โดยโปรแกรม MTFlow(v2) 

(a)  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 
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 รูปที่ 5.16   ผลการวิเคราะหการอัดรีดที่มีอัตราสวนการลดขนาด 0.9  โดยโปรแกรม MTFlow(v2) 

(a) แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 

1.5        2     4     8    10 
(b)  ผลการกระจายความเรว็ (cm/s) 

(d)  ผลการกระจายอณุหภูมสัิมพัทธ (oC) 
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 จากผลการกระจายความเรว็ความดันและอุณหภูมิสัมพทัธที่อัตราสวนการลดขนาดตางๆ โดย
กําหนดความเร็วอัดรีดคงที ่  จะพบวาผลของความเร็วของโลหะที่ไหลผานแมพิมพจะเพิ่มขึ้น
ตามลําดับเนื่องจากคุณสมบตัิการอัดตัวไมไดของโลหะทําใหปริมาตรคงที่  ดังนั้นสามารถคํานวณ
ความเร็วของโลหะที่ทางออกไดโดยประมาณมีคาเทากับ 

R1
u
−

  โดย u  คือความเร็วอัดรดี  ผลความ

ความดันก็เชนกันจะเพิ่มขึ้นตามอัตราสวนการลดขนาดเนื่องจากตองใชพลังงานในการอัดรีดมากขึน้
ตามการเพิ่มของ R   ซ่ึงแรงดันอัดรีดไดแสดงไวในตารางที่  5.5  โดยเปรียบเทียบกบัผลการวิเคราะห
โดยโปรแกรม MTFlow(v1) สวนผลของการกระจายอณุหภูมิโดยรวมก็จะเพิ่มขึ้นตามอัตราสวนการ
ลดขนาดเชนกนัเนื่องจากความเร็วและคาความเครียดประสิทธิผลเพิ่มขึ้นสงผลใหความรอนที่
กอกําเนดิจากการเปลี่ยนรูปของโลหะเพิ่มขึ้น  
 
ตารางที่  5.5  ผลการเปรียบเทียบแรงดนัอัดรีดของโปรแกรม MTFlow(v1) และ MTFlow(v2) 
ที่อัตราสวนการลดขนาดตางๆ (kg/cm2) 

R MTFlow(v1) MTFlow(v2) 
0.3 1721.3 1672.3 
0.5 2664.3 2575.1 
0.7 3791.6 3580.9 
0.8 4473.3 4246.4 
0.9 5784.6 5432.2 

 
 
5.3  ผลของแรงเสียดทานที่มีตอการอัดรีด 
 
 เนื่องจากการอัดรีดไมสามารถหลีกเลี่ยงความเสียดทานทีเ่กิดขึ้นระหวางผิวโลหะอัดรดีและ
แทนบรรจุรวมทั้งแมพิมพ  ไมวาจะมีการหลอล่ืนที่ดีเพียงไรก็ตามดงันั้นการศึกษาถึงผลกระทบของ
ความเสียดทานตอระบบจึงเปนสิ่งจําเปน  แตเนื่องจากในการอัดรีดจริงๆพื้นผิวสัมผัสที่เกิดแรงเสียด
ทานจะลดลงเรื่อยๆขณะที่โลหะถูกดันออกจากแมพิมพซ่ึงเปนการยากที่จะวิเคราะหผลที่ถูกตองโดย
โปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตทีป่ระดิษฐขึน้เปนเพราะแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตจะตองสมมุติใหเกดิ
คาความเสียดทานบนพื้นผิวท่ีไมแปรผันตามเวลา  ดังนั้นผลที่ไดจึงไมอยูในรูปแบบทั่วไปที่จะ
นําไปใชได แตจะเกิดประโยชนในแงของการวิจยัและพัฒนาระเบยีบวิธีเชิงตวัเลขเพื่อรองรับปญหา
ดังกลาว 
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 ในการอัดรีดแรงเสียดทานจะเกิดขึน้ที่ผิวสัมผัสระหวางโลหะกับแมพิมพในทิศทางตรงกัน
ขามกับทิศทางการไหลของโลหะ โดยในแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตก็จะเกิดแรงทีข่อบของเอลิเมนต
ดังรูปที่ 5.17  เอลิเมนตมีความยาวขอบ L  มีแรงดันเฉลี่ยที่เอลิเมนตตอหนึ่งหนวยความยาว 

L
2

PPP 21
avg

+
=    โดย P1 และ P2 คือความดันปฏิกริยาที่แทนบรรจุกระทําตอโลหะอัดรีด ดังนั้นจะ

เกิดแรงเสยีดทานในทิศทางตรงกันขามกับทิศทางการไหลมีคาเทากับ avgPη  โดย η  คือสัมประสิทธิ์
ของแรงเสียดทาน และแรงเสียดทานสูงสุดเกิดขึ้นไดไมเกินคาความเคนเฉือนคราก ( yieldτ )  เนื่องจาก
ในกรณีที่เกดิแรงเสียดทานสงูสุดบนพื้นผิวหยาบกรณีเชนนี้จะเกดิความเคนเฉือนเพยีงอยางเดียว 
(Pure Shear) ในทิศทางตามแนวการเคลื่อนที่และจะมีคาเทากับคา  yieldτ  ดังรูป  5.18 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5.17  แรงเสียดทานที่เกิดบนขอบของเอลิเมนต 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5.18  ความเคนเฉือนสูงสุดที่เกิดบนผิวในกรณีที่เกดิแรงเสียดทานสูงที่สุด 
 
 ในการคํานวณแรงที่เกิดขึ้นบนขอบของเอลิเมนตซ่ึงถือเปนแรงภายนอกจะตองทําการสราง
เวกเตอรเมตริกซ{ }uR หรือ{ }vR   ดังสมการ (3.57 a,b)  ตามแตทิศทางของแรงเสียดทานนั้น  จาก
สมการดังกลาวจะเหน็วาแรงเสียดทานของแตละเอลิเมนตจะกระจายลงสูจุดตอแตละจุดกอนทีจ่ะ
สรางระบบสมการขนาดใหญ  

 ในการวิเคราะหจะใชโปรแกรม MTFlow(v1)  แบบจําลองการอัดรีดที่มีอัตราสวนการลด
ขนาด 0.5  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตและคุณสมบัตติางๆจะเหมือนกับหวัขอ 5.1 คือมีความเคน
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ครากคงที่เทากับ 1732 kg/cm2  และใชความเร็วอัดรีด 1 cm/s โดยจะทําการวิเคราะหผลของความเร็ว
และความดันที่คาสัมประสิทธิ์ของแรงเสียดทาน 0.05  0.1 0.15  และ 0.2 พื้นผิวความเสยีดทานจะ
เกิดขึ้นที่ทั้งผิวสัมผัสกับแทนบรรจุและผิวสัมผัสแมพิมพ โดยผลของแรงดันอัดรีดแสดงไวในตารางที่ 
5.6  จะเหน็วาที่สัมประสิทธิ์แรงเสียดทานสูงขึ้นจะตองใชแรงดันอดัรีดสูงตามไปดวยซ่ึงสอดคลอง
กับความเปนจริง สวนผลการกระจายความเร็วตามแนวผิวสัมผัสกับแทนบรรจุ (หนาตัด B-B ในรปูที่ 
5.5)   ที่สัมประสิทธิ์ความเสียดทานตางๆไดแสดงในรูปที่ 5.19  จะพบวาผลของความเร็วที่ผิวสัมผัสที่
มีสัมประสิทธิ์แรงเสียดทานสูงจะต่ํากวาทีม่ีสัมประสิทธิ์แรงเสียดทานต่ํา 
 
ตารางที่ 5.6  ผลแรงดันอัดรีดที่สัมประสิทธิ์แรงเสียดทานตางๆ 

สัมประสิทธิ์แรงเสียดทาน แรงดันอัดรีด (kg/cm2) 
0 2644.3 

0.05 2798.8 
0.1 2922.8 
0.15 3046.0 
0.2 3088.0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5.19  กราฟแสดงการกระจายความเรว็ตามแนว B-B ที่สัมประสิทธิ์แรงเสียดทานตางๆ 
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5.4   การอัดรีดแบบลดระดับ 
 
 เปนอีกรูปแบบหนึ่งของการอัดรีดโดยการคอยๆลดระดบัขั้นความหนาของแมพิมพดังรูปที่ 
5.20  และถาหากคา H มากเพียงพอเมื่อเทียบกับ eW ′    คาแรงดันที่ใชจะมีคาประมาณเทากับแรงดัน
อัดรีดของทั้งสองชั้นรวมกนั  กลาวคือเทากับแรงดันอัดรีดทีใ่ชสําหรับอัดโลหะผานแมพมิพที่มี
อัตราสวนการลดขนาด ce W/W1 ′−   รวมกับการอัดรีดผานแมพิมพลดขนาดที่มอัีตราสวนการลด
ขนาด ee W/W1 ′−   เมื่อไมมีการเปลี่ยนแปลงคุณสมบัติของวัสดุเนื่องจากความรอนมาเกี่ยวของ ซ่ึง
จะแสดงใหเหน็ในตวัอยางในหัวขอยอยนี ้
 
 
 
  

 

 

 
รูปที่ 5.20  แบบจําลองการอัดรีดลดระดับ 

 
 ตัวอยางทีจ่ะใชวิเคราะหปญหานี้จะใชการอัดรีดผานแมพิมพ  2 ระดับโดยระดับแรกและหลัง
จะมีอัตราสวนการลดขนาด 0.5  และ 0.7 ตามลําดับ  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตจะแบงเอลิเมนต
แบบกระจายทีม่ีความละเอียดเพื่อที่จะไดคาํตอบที่มีความเที่ยงตรงสูง โดยมีจํานวนจุดตอความเร็ว 
2943  จุดตอ  จุดตอความดนั 778 จุดตอ จํานวนเอลิเมนต 1388 เอลิเมนต  วัสดุมคีาความเคนคราก  
1732 kg/cm2 คาความหนาแนน  0.01 kg/cm3 สัมประสิทธิ์การนําความรอน    1.0  cal/(s.cm.OC)  คา
ความจุความรอนจําเพาะ 100.0 cal/(kg.OC)  และคาคงที่สําหรับแปลงความรอนทางกล (Mechanical 
Equivalent of Heat , J)  42.65  kg.cm/cal  คาβ  สําหรับสมการ (2.18) มีคาเทากับ 0.0007 และกําหนด
ความหนดืเริ่มตน  1000.0  kg.s/cm2  อุณหภูมิเร่ิมตนทีใ่ชสําหรับรอบแรกของการคํานวณ 100.0 OC  
ความเร็วทางเขา 1.0 cm/s และพืน้ผิวไมมีความเสียดทาน ในการวิเคราะหจะใชโปรแกรม 
MTFlow(v1) เพื่อหาคาความดันเปรียบเทียบกับคาที่ไดจากแรงดันของ R = 0.5 รวมกับ R = 0.7  
เนื่องจากความรอนไมสงผลตอการเปลี่ยนแปลงคุณสมบัติของวัสดุ  สวนโปรแกรม MTFlow(v2) จะ
ใชเพื่อหาคาของการกระจายอุณหภูมิบนโดเมนปญหาอนัเนื่องมาจากการเปลี่ยนรูปของโลหะ  
รายละเอียดตางๆแสดงในรูปที่ 5.21 

eW ′  
eW  

cW  

H 
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รูปที่ 5.21  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของการอัดรีดลดระดับ 
 
 ผลการวิเคราะหโดยใชโปรแกรม MTFlow(v1)  จะไดผลแรงดันอัดรีดเทากับ 6539 kg/cm2 

เมื่อเปรียบเทียบกับผลการวิเคราะหโดยโปรแกรมเดยีวกนักับปญหา R=0.5 รวมกับ R=0.7 จากตาราง 
5.2  จะไดผลแรงดันอัดรีดเทากับ 6459 kg/cm2   จะเหน็วาผลที่ใกลเคียงกันสนับสนุนความสัมพนัธ
ของทฤษฎีการคํานวณขางตน   ผลการกระจายความเร็ว ความดันและอุณหภูมิ รวมทั้งผลเวกเตอร
ความเร็วที่ไดจากการใชโปรแกรม MTFlow(v2)  แสดงในรูปที่ 5.22 (a-d) 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0.5  
 1   
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(a)  ผลการกระจายความเรว็ (cm/s) 

(b)  ผลเวกเตอรความเร็ว 
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รูปที่ 5.22 ผลการคํานวณปญหาการอัดรีดลดระดับโดยโปรแกรม MTFlow(v2) 
 
 
5.5  การอัดรีดแบบทางออกหลายทาง 
 
 เปนการอัดรีดผานแมพิมพทีม่ีมากกวาหนึ่งชองทางออกดงัแสดงตัวอยางแบบจําลองในรูปที่ 
5.23  ซ่ึงมีอยูสามชองทางออกโดยสมมาตรตามแนวกึ่งกลาง  ดังนั้นสามารถจําลองแบบครึ่งหนึง่ของ
ปญหา  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตไดแสดงไวในรูปที่ 5.24  ซ่ึงเปนเอลิเมนตกระจายที่มีความ
ละเอียดสูง ประกอบไปดวย 3320 จุดตอความเร็ว 850 จดุตอความดนั และ1531 เอลิเมนต วัสดุมีคา
ความเคนคราก  1732 kg/cm2 คาความหนาแนน  0.01 kg/cm3 สัมประสิทธิ์การนําความรอน    1.0  
cal/(s.cm.OC)  คาความจุความรอนจําเพาะ 100.0 cal/(kg.OC)  และคาคงที่สําหรับแปลงความรอนทาง
กล (Mechanical Equivalent of Heat , J)  42.65  kg.cm/cal  คาβ  สําหรับสมการ (2.18) มีคาเทากบั 
0.0007 และกาํหนดความหนืดเริ่มตน  1000.0  kg.s/cm2  อุณหภูมิเร่ิมตน 100.0 OC  ความเร็วทางเขา 

(c)  ผลการกระจายความดนั (kg/cm2) 
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1.0 cm/s และพื้นผิวไมมีความเสียดทาน วิเคราะหโดยใชโปรแกรม MTFlow(v2) เพื่อหาผลลัพธการ
กระจายของความเร็ว ความดัน และอุณหภูมิ รวมทั้งผลของเวกเตอรความเร็วที่สภาวะดังกลาว  และ
ผลลัพธตางๆไดแสดงไวในรปูที่ 5.25 
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รูปที่ 5.23  แบบจําลองการอัดรีดแบบทางออกหลายทาง 

รูปที่ 5.24  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของการอัดรีดแบบหลายทางออก 

(a)  ผลการกระจายความเรว็ (cm/s) 
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(b)  ผลเวกเตอรความเร็ว 

(d)  ผลการกระจายอณุหภูมสัิมพัทธ (oC) 
รูปที่ 5.25  ผลการคํานวณปญหาการอัดรีดแบบทางออกหลายทางโดยโปรแกรม MTFlow(v2) 
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บทที่ 6 
การรีดโลหะแผน (Sheet Rolling) 

 
 

 การรีดโลหะแผนเปนอีกลักษณะหนึ่งของปญหาการไหลเชิงพลาสติก (Plastic Flow) 
เชนเดยีวกับการอัดรีด  การรีดโลหะแผนมีวัตถุประสงคเพื่อที่จะลดขนาดความหนาของโลหะแผน
เพื่อที่จะนําไปสูในกระบวนการผลิตอื่นๆ เชนการขึ้นรูปตัวถังรถยนตเปนตน  ขั้นตอนในการรีด
โดยทั่วไปก็จะทําการผานโลหะแผนที่ถูกมวนเปนขดวงกลมเขาสูลูกรีด (Rolling Mills) อยางตอเนือ่ง 
ลูกรีดจะทําหนาที่กดอัดใหโลหะแผนนัน้เกิดการเปลีย่นรูปในเชิงพลาสติกในขณะทีเ่คลื่อนตัวผาน  
ดังนั้นจะเกิดความเคนอัด (Compressive Stress) ที่หนาตดัของโลหะแผนระหวางลูกรีดทั้งสอง  และที่
ผิวสัมผัสจะเกดิความเคนเฉอืนอันเนื่องมาจากความเสยีดทานระหวางพื้นผิว  และหากโลหะแผนถูก
ทําใหรอนกอนเขาสูกระบวนการ จะเรียกวาการรีดรอน (Hot Rolling)  และหากทําการรีดที่
อุณหภูมิหองจะเรียกวาการรีดเย็น (Cold Rolling)  ซ่ึงทั้งสองลักษณะจะมีขอดีขอเสียแตกตางกันไป  
การรีดรอนจะใชพลังงานในการรีดนอย แตผลิตภณัฑที่ไดจะมีผิวที่ไมเรียบอีกทั้งยังควบคุมขนาด
ความหนาที่ทางออกไดยากเนื่องจากมีการขยายตวัของโลหะอันเนื่องมาจากการเปลี่ยนแปลงความ
รอนมาเกี่ยวของ ขอเสียอีกประการหนึ่งกค็ือความแข็งแรงของโลหะแผนจะต่ํากวาการรีดเย็น    สวน
การรีดเย็นจะมีลักษณะตรงกันขามก็คือใชพลังงานในการรีดสูง  แตจะไดผลิตภัณฑที่มีผิวเรียบ  
สามารถควบคุมความหนาไดอยางแมนยํา และโลหะแผนจะมีความแข็งแรงสูง 

 เนื่องจากลักษณะทางกายภาพของปญหาการเปลี่ยนรูปของโลหะเนื่องจากการรีดเหมือนกับ
การอัดรีด ดังนั้นจึงสามารถนําเอาโปรแกรม MTFlow ที่ประดิษฐขึน้มาใชวเิคราะหปญหาไดโดยไม
ตองมีการปรับเปลี่ยนใดๆทั้งสิ้น  เพียงแตสรางรปูรางของแบบจําลองและเงื่อนไขขอบเขตให
สอดคลองกับปญหา  การอัดรีดจะสงแรงผานแทนอัดเพื่อที่จะดนัโลหะผานแมพิมพสวนการรีดจะสง
แรงผานลูกรีดเพื่อที่จะบดีอัดโลหะแผนใหมีขนาดความหนาที่ลดลง  โดยแรงรีด (Rolling Force) หรือ
แรงที่ลูกรีดใชในการกดใหโลหะแผนเปลีย่นรูป  และแรงบิดรีด (Rolling Torque) หรือแรงบิดที่ใชใน
การหมุนลูกรดี  จึงเปนคาที่จําเปนทีจ่ะตองวิเคราะหหาคําตอบเพือ่ที่จะนําไปใชในการออกแบบ
เครื่องจักรกลในการรีดโลหะ 

 ทฤษฎีที่ใชวิเคราะหหาแรงรีดและแรงบดิรีดนั้นมีอยูหลายทฤษฎีดวยกนั แตในวิทยานิพนธ
ฉบับนี้จะยกตวัอยางทฤษฎีของ Alexander และ Ford [22]  เพื่อที่จะนาํคําตอบที่ไดมาเปรียบเทียบกับ
คําตอบที่คํานวณไดจากโปรแกรม MTFlow  เพื่อยืนยันความถูกตองของโปรแกรมสําหรับปญหาการ
รีดโลหะแผน  หลังจากที่ยนืยนัความถูกตองสําหรับปญหาการอัดรีดไปแลวในบทที่ 5  และ
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เชนเดยีวกับการอัดรีด  ผลการคํานวณจากโปรแกรม MTFlow จะถูกเปรียบกับผลการทดลองเพื่อ
ตรวจสอบความถูกตองอีกครั้งกอนที่จะนําไปวิเคราะหปญหาในรูปแบบตางๆ โดยผลการทดลองที่
นํามาอางอิงในวิทยานิพนธฉบับนี้จะใชผลการทดลองของ Sims [24]     และเนื่องจากวาแบบจําลอง
ของวัสดุที่ใชในโปรแกรมจะเปนแบบวัสดุพลาสติกอุดมคติ (Ideal Plastic)  หรือเปนวัสดทุี่ไมมี
ความเครียดแข็ง (Strain Hardening)  โลหะที่มีคุณลักษณะใกลเคียงกค็ือโลหะท่ีมีเนื้อออน  หรือโลหะ
ที่ถูกทําใหรอน  ดังนั้นตัวอยางปญหาตางๆรวมทั้งการวิเคราะหจะอางอิงกับทฤษฎีการรีดรอนทั้งสิ้น  
สมมุติฐานที่สําคัญอีกประการหนึ่งก็คือลูกรีดจะทําจากวสัดุแข็งเกร็ง  กลาวคือไมมีการเปลี่ยนรูปใน
ทุกกรณ ี
 
 
6.1  ลักษณะทางกายภาพของปญหาการรีดโลหะแผน 
 
 จากรูปที่ 6.1 ไดแสดงความสัมพันธระหวางแบบจําลองการรีดโลหะแผนและแรงที่ลูกรีด
กระทําตอผิวของโลหะแผนที่ไหลผานลูกรีด  โลหะแผนที่มีความกวางตามแนวแกน z เทากับ b ความ
หนาตามแนวแกน y เทากบั ho ไดไหลเขาลูกรีดที่ระนาบตัด XX ดวยความเรว็  uo  และไหลออกที่
ระนาบตัด YY  ดวยความเร็ว uf  และมีความหนา hf ระหวางระนาบตัด XX และ YY โลหะแผนจะมี
ความหนาแปรผัน h และความเร็วแปรผัน u และเนื่องจากสมมุติฐานของความเครียดในระนาบทีว่าไม
มีการเปลี่ยนรูปตามแนวดานกวางของโลหะแผน  ดังนั้นสวนประกอบของแรงตามแนวแกน y  
ทั้งหมดจะทําใหเกิดการเปลี่ยนรูปเฉพาะในระนาบ xy เทานั้น และจากกฎการอนุรักษมวล ปริมาตร
ของโลหะที่ไหลผานลูกรีดตอหนึ่งหนวยเวลาที่ตําแหนงใดๆบนแกน x ตองเทากัน สามารถเขียน
ความสัมพันธไดดังนี้   

ffoo ubhbhuubh ==      (6.1) 
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รูปที่ 6.1   ลักษณะแบบจําลองการรีดโลหะแผน 

uo uf 

x 
y 
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ที่พื้นผิวสัมผัสระหวางโลหะแผนและลูกรีด  จะมีจดุๆหนึ่งบนโลหะแผนที่มีความเร็วเทากับ
ความเร็วลูกรดี (ur)  จุดนี้มชีื่อเรียกวาจุดเปนกลาง (Neutral Point)  กลาวคือจะไมมีการลื่นไถลระหวาง
ผิวลูกรีดและผวิโลหะแสดงโดยจดุ N ในรูปที่ 6.1  และที่ตําแหนงตางๆบนผิวสัมผัส เชนจุด A  จะมี
สวนประกอบของแรงเกิดขึน้ 2 สวนดวยกัน  คือสวนของแรงที่เกิดจากลูกรีดกระทําตอโลหะแผน Pr 
ทิศทางจะอยูในแนวรัศมีของลูกรีด  อีกสวนหนึ่งก็คือแรงเสียดทานที่ผิวสัมผัส F  โดยระหวาง
จุดเริ่มตนการสัมผัสจนถึงจุด N  โลหะแผนจะเคลื่อนทีช่ากวาลูกรีด  ดังนั้นทิศทางของ F จะวิ่งเขาหา
จุด N  ดังแสดงในรูปที่ 6.1  ในทางตรงกนัขาม  ระหวางจุด N จนถึงจุดที่โลหะไหลออกจากลกูรีด  
ความเร็วของผวิสัมผัสโลหะแผนจะเคลื่อนเร็วกวาลูกรีดทําใหทิศทางของ F จะอยูในทิศทางตรงกัน
ขามกับที่แสดงในรูปที่ 6.1  แตยังพุงเขาหาจุด N เชนเดิม 

ที่สวนประกอบของแรงตามแนวแกน y ของ Pr  ก็คือแรงรีด (Rolling Force) ใชสัญลักษณ P  
แรงรีดนี้คือแรงที่ลูกรีดกระทําตอโลหะแผนใหเกิดการเปลี่ยนรูปซึ่งจะมีคาเทากับแรงที่โลหะแผน
กระทําตอลูกรดีแตอยูในทิศทางตรงกันขาม  แรงนี้จะเรยีกวาแรงการแยก (Separating Force)  สวน
แรงดันรีดจําเพาะ (Specific Roll Pressure) ใชสัญลักษณ p  จะหมายถึงคาของแรงรีดหารดวยพืน้ที่
ผิวสัมผัสฉาย (Projected Area) ซ่ึงหาไดจากผลคูณของความกวางโลหะแผน (b) กับความยาวฉาย 
(Projected Length) ของสวนโคงบนแกน x  ใชสัญลักษณ Lp  โดย 
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ดังนั้นแรงดันรีดจําเพาะหาไดจาก 

        
pbL

Pp =          (6.3) 

 การกระจายของแรงดันรีด (px) บนสวนโคงของผิวสัมผัสเปนแรงดันที่กระทําตอลูกรีดดัง
แสดงในรูปที ่ 6.2  แรงดันจะเพิ่มสูงสุดทีต่ําแหนงจุดสมดุลกอนที่จะลดลง  โดยแรงรีด(P) จะหาได
จากพื้นทีภ่ายใตสวนโคงนี้ โดยแรงรีดจะกระทําที่จุดศูนยกลางมวล (Center of Gravity) พื้นที่ใตสวน
โคงสามารถคํานวณไดจากการอินทิเกรตคาของแรงดันรีดตลอดแนวสวนโคงดังสมการตอไปนี ้

        ∫=
dL

0
xdxpbP         (6.4) 
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รูปที่ 6.2  การกระจายของแรงดันรีด และแรงรีด 

แรงบิดรีด(Mt) สามารถหาไดจาก 

Pa2dx)xL(pb2M
dL

0
dxt ≈∫ −=       (6.5) 

โดย  a คือระยะหางระหวางจุดศูนยกลางมวลของพื้นที่ (Center of gravity)  กับเสนผาศูนยกลางลูกรีด  
โดยประมาณจะมีคาเทากับ 0.5 สําหรับการรีดรอน  0.45 สําหรับการรีดเย็น [14]  และแรงบิดรีดนี้จะ
คํานวณสําหรับลูกรีดทั้งสองลูก 
 
 
6.2  การหาแรงรีดและแรงบิดรีด (Rolling Force and Torque) 
 
 จากสมการที่ (6.3) และ (6.4) จะเห็นวาจะหาแรงรีดและแรงบิดรีดไดตองทราบการกระจาย
ของความดันรีด px  ซ่ึงมีหลากหลายทฤษฎี [27] ในการประมาณคาดังกลาว  รวมทั้งทฤษฎีของ
Alexander และ Ford [ 22]  พวกเขาไดนําเสนอสูตรทางคณิตศาสตรที่ใชหาคาแรงรดี (P) และแรงบิด
รีด (Mt)  ภายใตสมมุติฐานหลักคือ เปนปญหาแบบความเครียดในระนาบ วัสดุเปนแบบพลาสติกอุดม
คติ (Ideal Plastic)    โดยไมคํานึงถึงความเครียดในชวงอลีาสติก ลูกรีดไมมีการเปลี่ยนรูป อีกประการ
หนึ่งคือความเคนเฉือนคราก (Shear Yield  Stress) จะเกดิขึ้นที่ผิวสัมผัสระหวางลูกรีดและโลหะแผน  

P
px

a
R

x=0 x=Ldx
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ซ่ึงสมมุติฐานเหลานี้สอดคลองกับโปรแกรมที่ประดิษฐขึน้  สมการที่ใชในการคํานวณจะกาํหนดคา
แรงดันรีดจําเพาะ (p)  อยูในรูป  

           yieldgk2p τ=         (6.6) 

โดย    yieldτ     คือคาความเคนเฉือนคราก 
            kg   คือคาคงที่ของแบบจําลอง (Geometrical Coefficient) มีคาเทากับ  

)Z(25.0k ag +π=        (6.7) 

ในที่นี้     Za    คืออัตราสวนเฉลี่ยทางคณิตศาสตรของบริเวณการเปลี่ยนรูป  (Arithmetic Average 
Aspect Ratio of Deformation Zone)  มีคาเทากับ  
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p
a hh
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+
=         (6.8) 

แทนคาสมการ (6.6) – (6.8)  ลงในสมการ (6.3)  แลวจัดรูปโดยกําหนด b = 1 จะได 
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สวนแรงบิดรดีสามารถหาไดจากสมการ 
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สมการ (6.9) และ (6.10) สามารถใชในการคํานวณหาแรงรีดและแรงดันรีดไดโดยตรงหากรูคาคงที่
ตางๆของแบบจําลอง  ซ่ึงในหวัขอตอไปจะใชในการเปรยีบเทียบผลที่ไดกบัผลที่คํานวณจาก
โปรแกรม MTFlow  เพื่อตรวจสอบความถูกตองตอกรณกีารรีดโลหะแผน 
 
 
6.3  การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมในกรณีการรีดโลหะแผน 
 
 ในหวัขอยอยนี้จะยกตวัอยางการรีดโลหะแผนเพื่อทําการตรวจสอบแรงรีดและแรงบดิรีด  
โดยสําหรับโปรแกรม MTFlow โดยโปรแกรมสามารถคํานวณหาแรงดันที่ตําแหนงตางๆบนผิวสัมผัส 
โดยวิธีไฟไนตเอลิเมนต ดังนัน้จึงสามารถทําการอินทิเกรตเชิงตัวเลข (Numerical Integration) เพื่อหา
คาของแรงรีดและแรงบิดรีด  ดังแสดงในสมการที่ (6.4) และ (6.5)  ตามลําดับ   เพื่อเปรียบเทยีบกับ
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แรงรีดและแรงบิดรีดที่คํานวณไดจากสูตรของ Alexander และ Ford ดังสมการที่ (6.9)  และ (6.10)  
ตามลําดับ นอกจากนีย้ังจะเปรียบเทียบผลกับการทดลองเพื่อยืนยันความถูกตองอีกครั้ง    

 ขอสมมุติฐานที่สําคัญของการวิเคราะหการรีดโลหะแผนโดยใชโปรแกรม MTFlow  ก็คือจะ
ไมมีการลื่นไถลที่ผิวสัมผัสระหวางโลหะแผนและลูกรีด กลาวคือความเร็วทีบ่ริเวณผิวสัมผัสที่
จําเปนตองกําหนดลงเปนเงือ่นไขขอบเขตของโปรแกรมจะเทากบัความเร็วที่ผิวลูกรีด  อีกประการ
หนึ่งลูกรีดจะถือวาเปนวัตถุแข็งเกร็ง  คือไมมีการเปลี่ยนรูปไมวากรณีใดๆ 
 
 6.3.1  การตรวจสอบความถูกตองกับทฤษฎีของ Alexander และ Ford 

 ตัวอยางแบบจาํลองที่ใชมีรายละเอียดดังนี ้
-  ความหนาของโลหะแผนขาเขา   ho  =  0.5  cm 

-  ความหนาของโลหะแผนขาออก hf  = 0.335  cm 
-  อัตราสวนการลดขนาด  R = 0.33 
-  ลูกรีดรัศมี 29  cm 
-  ความยาว Ld  คํานวณจากสมการ (6.2)  Ld = 2.187 cm 
- ความเร็วลูกรีดที่ผิวสัมผัส  5  cm/s 
-  ความเคนเฉอืนคราก   = 1000  kg/cm2 

 แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่สรางสําหรับปญหานี้แสดงไวในรูปที่ 6.3 ซ่ึงประกอบไปดวย
จุดตอความเรว็ 1545 จุด  จดุตอความดนั 416  จุด  เอลิเมนตจํานวน 714 เอลิเมนต  การวิเคราะหจะใช
โปรแกรม MTFlow(v1)  และเนื่องจากสมมาตรตามแนวกึ่งกลางความหนาของโลหะแผนจึงสราง
แบบจําลองเพยีงครึ่งหนึ่ง 

 

 

 

 
                     

 
รูปที่ 6.3  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของตัวอยางการรีดโลหะแผน 

เสนผาศูนยกลางลูกรีด 
รัศมี  29  cm 

จุดเริ่มตนการสัมผัส จุดสิ้นสุดการสัมผัส 5  cm/s 
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 ผลของการกระจายความเรว็และความดัน รวมทั้งผลของเวกเตอรความเร็วแสดงในรปู 6.4 a-c 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 หลังจากไดคาความดันทีจุ่ดตอตางๆจะทําการคํานวณหาแรงรีดโดยการอินทิเกรตเชงิตัวเลข
เพื่อที่จะหาคาแรงรีดและแรงบิดรีดดังสมการที่ (6.4) และ (6.5) และเมื่อทําการเปรียบเทียบกับคาที่ได
จากการคํานวณโดยทฤษฎีของAlexander และFord จะไดผลดังตารางที่ 6.1 

ตารางที่ 6.1  ผลการเปรียบเทียบแรงรีดและแรงบิดรีดโดยโปรแกรม MTFlow(v1) และทฤษฎีของ 
Alexander และ Ford 

 MTFlow(v1) Alexander & Ford แตกตาง (%) 
แรงรีด (P/ yieldτ ) ,kg/cm 9.54 9.16 +4.2 

แรงบิดรีด(Mt/ yieldτ ),kg.cm/cm 19.88 19.05 +4.4 

(c) ผลเวกเตอรความเร็ว 

รูปที่ 6.4  ผลการคํานวณตวัอยางการรีดโลหะแผนโดยโปรแกรม MTFlow(v1) 

3.8   4   4.2   4.4  4.6   4.8   5.2   5.4 

(a)  ผลการกระจายความเรว็ 

100  1000  2000  3000  4000  5000  6000       6000  5000  4000  3000  2000  1000  100 

(b)  ผลการกระจายความดนั 

-500 -500 
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 6.3.2  การตรวจสอบความถูกตองกับผลการทดลอง 

 ในหวัขอยอยนี้จะนําผลการทดลองของ Sim [24]   เพื่อมาใชอางอิงกับผลที่คํานวณโดย
โปรแกรม  MTFlow  ในการทดลองจะใชวัสดุตะกัว่  ทําการทดลองที่อุณหภูมิหองเนื่องจากตะกัว่ที่
อุณหภูมิหองมคีุณสมบัติเหมอืนโลหะอื่นๆที่มีอุณหภูมิสูง  ทําใหการทดลองไมจําเปนตองควบคุม
อุณหภูมิใหเทากันตลอดการทดลองซึ่งเปนเรื่องที่ยุงยาก  ตะกั่วทีใ่ชในการทดลองตามที่เสนอใน
เอกสารอางอิงมีอยูหลายขนาดตามแตขนาดความหนา  แตที่นํามาเปนตัวอยางในวิทยานิพนธฉบับนี้
จะใชตะกัว่ที่มคีวามหนา 0.25 นิ้ว  กวาง 1 นิ้ว  ทําการรีดผานลูกรีดที่มีขนาดเสนผาศูนยกลาง 5 นิ้ว  
โดยใชสารคารบอนเตตะคลอไรด (Carbon Tetrachloride)  ที่บริเวณผิวสัมผัสเพือ่เพิ่มแรงเสียดทาน
ระหวางผวิเพือ่ใหเกดิสภาพใกลเคียงกับสภาวะที่ไมมีการลื่นไถลใหมากที่สุด  การทดลองจะทําการ
บันทึกคาแรงรดีและแรงบดิรีดที่อัตราสวนการลดขนาด 0.1  0.2  0.3  0.4 และ0.5   

 คาความเคนครากที่ใชในการคํานวณไดมาจากการทดลองการกดอัดแผนระนาบ (Plane 
Compression)  ที่อัตราสวนตางๆดังในเอกสารอางอิง [22]  จะไดคาความเคนครากโดยประมาณที่
อัตราสวนการลดขนาด  0.1  0.2  0.3 0.4 0.5  เทากับ 1.3  1.75  2.0  2.2  และ 2.3  ton/in2  ตามลําดับ 
(1 ton = 2240 lb) ความเร็วลูกรีดที่ผิวสัมผัสเทากับ 2.5 in/s   แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่จะใชใน
การคํานวณโดยโปรแกรม MTFlow(v1) รวมทั้งผลการกระจายของความเร็วและความดัน ที่อัตราสวน
การลดขนาด 0.1- 0.5  ไดแสดงไวในรูปที่  6.5 - 6.9  ตามลําดับ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.4  2.44  2.48  2.52  2.56 

(a)  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 

(b)  ผลการกระจายความเรว็ (in/s) 

-500  500  1000  2000  3000  2000  1000  500  -500 
(c)  ผลการกระจายความดนั (lb/in2) 

รูปที่ 6.5  แบบจําลองและผลการวิเคราะหการรีดที่อัตราสวนการลดขนาด 0.1 
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2.1  2.2  2.3  2.4  2.6  2.7 

(a)  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 

(b)  ผลการกระจายความเรว็  (in/s) 

-500 1000 2000 3000 4000 5000 6000 6500  4000  2000  -500 
(c)  ผลการกระจายความดนั (lb/in2) 

รูปที่ 6.7  แบบจําลองและผลการวิเคราะหการรีดที่อัตราสวนการลดขนาด 0.3 

(a)  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 

2.2  2.3  2.4  2.48  2.52  2.6 
(b)  ผลการกระจายความเรว็ (in/s) 

-500  500  1000  2000  3000  4000  4500   3000  1000  -500 
(c)  ผลการกระจายความดนั (lb/in2) 

รูปที่ 6.6  แบบจําลองและผลการวิเคราะหการรีดที่อัตราสวนการลดขนาด 0.2 
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(a)  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 

1.6 1.8  2  2.2  2.4  2.6  2.8 
(b)  ผลการกระจายความเรว็ (in/s) 

-500 500 2000 4000 6000 8000 11000 6000 2000 -500 

(c)  ผลการกระจายความดนั (lb/in2) 

รูปที่ 6.9  แบบจําลองและผลการวิเคราะหการรีดที่อัตราสวนการลดขนาด 0.5 

(a)  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 

1.8  2  2.2  2.3  2.4  2.6  2.7 

(b)  ผลการกระจายความเรว็ (in/s) 

-500  500 1000 2000 4000 6000 8000 9500 6000 2000 -500 
(c)  ผลการกระจายความดนั (lb/in2) 

รูปที่ 6.8  แบบจําลองและผลการวิเคราะหการรีดที่อัตราสวนการลดขนาด 0.4 
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ผลที่คํานวณไดโดยโปรแกรม MTFlow(v1) ไดแสดงไวในตารางที ่ 6.2  สวนผลการ
เปรียบเทียบกบัการทดลองแสดงดวยกราฟในรูปที่ 6.10 

 

ตารางที่ 6.2  แสดงผลการคํานวณแรงรีดและแรงบิดรีดทีอั่ตราสวนการลดขนาดตางๆ 

r แรงรีด (P) , ton/in แรงบิดรีด (Mt) ,ton.in/in 
0.1 0.24 0.06 
0.2 0.58 0.16 
0.3 1.03 0.40 
0.4 1.55 0.70 
0.5 2.09 1.02 

 
 

                                    

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6.10 กราฟเปรียบเทยีบผลแรงรีดและแรงบิดรีดจากโปรแกรม MTFlow(v1) และ ผลการทดลอง 
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2.5 

2.0 

1.5 

1.0 

0.5 

0       0         0.1         0.2        0.3        0.4       0.5       0.6 
อัตราสวนการลดขนาด, R 

Experiment 
MTFlow(v1) 

Rolling Torque 

2.5 

2.0 

1.5 

1.0 

0.5 

0 

Ro
llin

g F
orc

e (T
on/

in)
 

Ro
llin

g T
orq

ue 
(To

n.i
n/i

n) 



 95

 6.3.3  การตรวจสอบความถูกตองของผลอณุหภูมิ 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 6.11  แบบจําลองของปญหาการรีดโลหะ R = 0.254 

 
 ในหวัขอยอยนี้จะทําการเปรียบเทียบผลการกระจายอณุหภูมิที่เกิดกับโลหะแผนที่ทาํการ
คํานวณไดจากโปรแกรม MTFlow(v2)  กับผลของปญหาเดียวกันจากรายการอางอิง [17]  ซ่ึงคํานวณ
โดยวิธีไฟไนตเอลิเมนตเชนเดียวกันแตใชเอลิเมนตแบบสี่เหล่ียม  โดยจะทําการวิเคราะหการรีดโลหะ
แผนที่มีอัตราสวนการลดขนาดประมาณ 0.254  แบบจําลองของปญหาไดแสดงไวในรูปที่ 6.11  
แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตไดแสดงไวในรูปที่ 6.12  ปญหานี้คาความเคนครากจะขึ้นอยูกับอณุหภูมิ
และอัตราการเปลี่ยนแปลงความเครียด  โดยมีความสัมพนัธดังนี ้

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=σ 1

C
z

C
zln

C
1 33 C

2

2

C
1

21
yield     (6.11) 

             โดย               RT
C4

ez ε= &                  sec-1                          (6.12) 
                  01901.0C1 =             m2/MN 
     8

2 1092.7C ×=         sec-1   
                           0.5C3 =                       
                           5

4 1039.1C ×=          J/g-mole 
                             311.8R =                 J/g-mole 
 
 
 
 

 
 

2.25 2.25 3.665 

0.8
89 

0.6
63 

30.2 

รูปที่ 6.12  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการรีดโลหะ R = 0.254 
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 คุณสมบัติของวัสดุทางดานความรอนมีรายละเอียดดังนี ้

คาสัมประสิทธิ์การนําความรอน          :     k  =  0.4302     cal/cm K 
คาความหนาแนน                                 :     � =  0.00275   kg/cm3 
คาความจุความรอนจําเพาะ                  :     c = 239.01     cal/kg K 
คาคงที่สําหรับแปลงงานทางกล          :     J = 418.4        N.cm/cal 

 จะทําการศกึษาผลการกระจายอุณหภูมจิากปญหาที่มีอุณหภูมิเร่ิมตน 400 K และ 700 K  เพื่อ
การเปรียบเทยีบกับรายการอางอิง [17] ซ่ึงแสดงผลของเสนชั้นอุณหภูมิของทั้งสองปญหาในรูปที่ 
6.13  สวนผลที่คํานวณโดยโปรแกรม MTFlow(v2) ไดแสดงไวในรปูที่ 6.14  เมือ่เปรียบเทียบผลที่
จากทั้งสองรูปจะพบวาอยูในรูปแบบที่ใกลเคียงกัน 

 นอกจากนี้ผลการกระจายความดันที่คํานวณจากโปรแกรม MTFlow(v2) ของทั้งสองปญหา
ไดแสดงไวในรูปที่ 6.15  สวนผลของแรงรีดและแรงบิดรีดไดแสดงไวในตารางที่ 6.3  จากตารางจะ
พบวาการรีดโลหะที่อุณหภมูิสูงจะสงผลใหใชแรงรีดและแรงบิดรีดนอยกวาการรีดทีอุ่ณหภูมิต่ํากวา  
ซ่ึงปญหานี้การรีดที่อุณหภูม ิ 700 K จะใชแรงรีดแรงบิดรีดนอยกวาการรีดที่ 400 K ถึงประมาณ 2.7 
เทา  

 

 

 

               (a) อุณหภูมิเร่ิมตน 400 K 

 

 

 

                                                                  (b) อุณหภูมิเร่ิมตน 700 K 

รูปที่ 6.13  ผลการกระจายอณุหภูมิจากรายการอางอิง [17] 

 



 97

 

 

(a) อุณหภูมิเร่ิมตน  400 K 

 

 

(b) อุณหภูมเิร่ิมตน  700 K 

รูปที่ 6.14  ผลการกระจายอณุหภูมิโดยโปรแกรม MTFlow(v2) 

 

 

 

(a) อุณหภูมิเร่ิมตน 400 K 

 

 

(b)  อุณหภูมเิริ่มตน 700 K 

รูปที่ 6.15  ผลการกระจายความดัน (kg/cm2) โดยโปรแกรม MTFlow(v2)  
 
ตารางที่ 6.3  แสดงผลการเปรียบเทียบแรงรีดและแรงบิดรีดที่อุณหภูมิเริ่มตน 400 และ 700 K 
 

 400 K 700K 
แรงรีด(kg/cm) 14047.9 5208 

แรงบิดรีด(kg.cm/cm) 55168.4 20257.8 
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6.4   ผลของความเร็วลูกรีดที่มีตอการกระจายอุณหภูม ิ
 
 ในหวัขอนี้จะทําการศึกษาถงึการกระจายของอุณหภูมิที่เกิดขึ้นบริเวณหนาตัดของโลหะแผน
ที่ความเร็วของลูกรีดตางๆ โดยใชโปรแกรม MTFlow(v2)  แบบจําลองที่ใชจะมีรายละเอยีด
เชนเดยีวกับแบบจําลองในหัวขอ 6.3.1  คือ 

-  ความหนาของโลหะแผนขาเขา   ho  =  0.5  cm 
-  ความหนาของโลหะแผนขาออก hf  = 0.335  cm 
-  อัตราสวนการลดขนาด  = 0.33 
-  ลูกรีดรัศมี 29  cm 
-  ความยาว Ld  คํานวณจากสมการ (6.2)  Ld = 2.187 cm 
- ความเร็วลูกรีดที่ผิวสัมผัส 1, 5, 10, 20, 60  cm/s 
-  ความเคนเฉอืนคราก  = 1000  kg/cm2 

-  คาสัมประสิทธิ์การนําความรอน  1.0  cal/(s.cm.OC) 
-  คาความหนาแนน  0.01 kg/cm3 
-  คาความจุความรอนจําเพาะ  100.0 cal/(kg.OC) 
- คาคงที่สําหรับแปลงความรอนทางกล (Mechanical Equivalent of heat , J) 42.65  kg.cm/cal 
-  กําหนดให β  มีคาเทากับ 0.0007 

ผลการคํานวณโดยโปรแกรม MTFlow(v2) ในรูปแบบของการกระจายอณุหภูมสัิมพัทธที่
ความเร็วตางๆ  ไดแสดงไวในรูปที่  6.16  ซ่ึงจากผลการคํานวณจะพบวาความเรว็ที่ใชในการรีดโลหะ
แผนจะสงผลตอการเพิ่มขึ้นและการกระจายของอุณหภมูิ  โดยการรีดที่ความเร็วสูงอุณหภูมิจะเพิ่ม
สูงขึ้นกวาที่ความเร็วต่ํา  

 

 

 

 

 

 

0             5           10          15           20                     25 
(a)   1  cm/s 

  0                      5       10   15   20     25           30                35               40 
(b)  5  cm/s 
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 จากผลการเปรียบเทียบกับทฤษฎีของ Alexander และ Ford หรือวาผลการทดลองของ Sim 
ตลอดจนผลจากวิธีไฟไนตเอลิเมนตโดยใชเอลิเมนตแบบสี่เหล่ียม จะเหน็วาผลการคํานวณโดย
โปรแกรม MTFlow  ที่สภาวะเดียวกนักบัทฤษฎีดังกลาวจะไดคาแรงรีดและแรงบิดรีดที่ใกลเคียงกับ
ผลดังกลาว  เปนการยืนยันถึงความถูกตองของโปรแกรมตอกรณีการรีดโลหะแผน  อยางไรก็ตามผล
เหลานี้จะยืนอยูบนสมมุติฐานที่กลาวไวขางตน  ที่สําคัญก็คือวัสดุเปนแบบพลาสตกิอุดมคติ ซ่ึงไมมี
ความเครียดแข็ง  ดังนั้นหากนําไปวิเคราะหวัสดุประเภทเหล็ก  หรือโลหะเนื้อแข็งอื่นๆจะไดคาที่ต่ํา
กวาความเปนจริง  นอกจากนี้ยังสามารถใชโปรแกรมในการประมาณผลของการกระจายอุณหภูมิที่
เปล่ียนแปลงเนื่องจากการนาํความรอน การพาความรอนเนื่องจากการไหลของโลหะและการเพิม่ขึ้น
ของอุณหภูมเินื่องจากการเปลี่ยนรูปของโลหะ  ซ่ึงอุณหภูมิจะตองสอดคลองอยางตอเนื่องกับคาความ
เคนครากซึ่งจะสงผลตอการเปลี่ยนแปลงความเร็วและความดัน ซ่ึงหากตัวไมรูคาทั้งหมดลูเขาสู
คําตอบคาใดคาหนึ่งกจ็ะไดคาํตอบที่สอดคลองกันทั้งระบบซึ่งจะเปนประโยชนอยางมากในการนาํไป
ออกแบบเครื่องจักรกลในการรีดโลหะเพื่อลดคาใชจายในการออกแบบไดอยางมีประสิทธิภาพ 

 

0                               5    10  15  20    25          30                   35           40 
(c)  10  cm/s 

0                                 5   10  15   20    25        30                  35               40 
(d)  20  cm/s 

0                                          5  10  15   20   25     30                    35                   40   45 
(e)  60  cm/s 

รูปที่ 6.16  ผลการกระจายอณุหภูมิสัมพัทธที่ความเร็วรีดตางๆ 



 บทที่ 7 
การปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 

 
 ในการวิเคราะหโดยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  ขนาดของเอลิเมนตถือเปนสิ่งที่สําคัญที่สุด
ส่ิงหนึ่งเนื่องจากระเบยีบวิธีนี้เปนการหาผลเฉลยโดยประมาณ  ขนาดของเอลิเมนตที่เล็กจะสงผลให
ไดคําตอบที่ใกลเคียงความเปนจริงมากที่สุด  หากแตวาเอลิเมนตที่มีขนาดเล็กหรือพดูอีกนยัหนึ่งกค็ือมี
ความถี่สูงหรือมีปริมาณเอลิเมนตบนโดเมนปญหามาก  จะสงผลใหตองใชเวลาในการคํานวณมาก
และตองใชหนวยความจํา (RAM) ของคอมพิวเตอรสูง  ซ่ึงปญหาที่พบจากการใชโปรแกรมที่
ประดิษฐขึน้ในวิทยานิพนธฉบับนี้ก็คือขนาดของปญหาหรือจํานวนสมการระบบสมการขนาดใหญที่
จะทําการแกหาคําตอบนั้นมปีริมาณมากเกนิกวาเครื่องคอมพิวเตอรที่มอียูจะรับได  จึงตองทําการลด
ขนาดของปญหาลงหรือหาเครื่องคอมพิวเตอรที่มีหนวยความจําสูงเพือ่ที่จะแกปญหานั้นๆ 

 จากปญหาขางตนจึงมีการนําเอาเทคนิคการปรับเปลี่ยนขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัตมิาใช
รวมกับระเบยีบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเพื่อที่จะทําการจัดการกําหนดขนาดของเอลิเมนตบนโดเมนปญหา
ใหมีความสัมพันธที่เหมาะสม  เนื่องจากวาขนาดของเอลิเมนตที่ตาํแหนงใดๆบนโดเมนปญหาไมมี
ความจําเปนทีต่องเทากัน  การกําหนดความสัมพันธของขนาดเอลิเมนตจะอาศัยหลักเกณฑทีว่าบริเวณ
ใดที่มีการเปลีย่นแปลงความชันของคําตอบ (Solution Gradient) สูง บริเวณนั้นควรที่จะมีขนาดของเอ
ลิเมนตเล็ก  ในทางตรงกันขามบริเวณใดที่มีการเปลีย่นแปลงความชันของคําตอบนอย บริเวณนั้น
สามารถมีเอลิเมนตที่มีขนาดใหญได  ดังแสดงในรูปที่ 7.1  เปนการสมมุตกิารกระจายของคําตอบ φ  
ตลอดความยาว L ของเหล็กทอน (Rod) ใน 1 มิติ โดยในชวงแรกของการกระจายจะมกีาร
เปล่ียนแปลงความชันของคําตอบคอนขางมากโดยจะมากที่สุดในบริเวณตําแหนงสูงสุดของสวนโคง  
โดยในชวงทายจะมกีารเปลีย่นแปลงความชันของคําตอบนอย  เอลิเมนตสมมุติใหเปนแบบ 1 มิติที่มี
การประมาณภายในเปนแบบเชิงเสน (Linear Interpolation Function)  โดยในรูป (a) จะมีจํานวนเอลิ
เมนตทั้งสิ้น 9 เอลิเมนต  จะพบวาผลของวิธีไฟไนตเอลิเมนตในบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงความชัน
ของคําตอบมากจะไมดีนกั  แตในชวงทาย คําตอบจากวธีิไฟไนตเอลิเมนตยังสามารถเปนตัวแทนของ
ผลเฉลยแมนตรงไดอยางดี  หลังจากนัน้จะทําการลดขนาดของเอลิเมนตใหมีขนาดที่เล็กลงดังรูป (b)  
โดยเพิ่มจํานวนเอลิเมนตเปน 18 เอลิเมนต  จะพบวาผลจากวิธีไฟไนตเอลิเมนตจะดีขึ้นกวาในขอ (a) 
แตตองใชเวลาในการคํานวณและใชหนวยความจําของเครื่องคอมพิวเตอรมากขึ้นเชนกัน   แตหากใช
เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ ดังรูป (c)  บริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงความชนัของ
คําตอบมากจะมีเอลิเมนตที่มีขนาดเล็ก ในทางกลับกันบริเวณที่มกีารเปลี่ยนแปลงความชันของคําตอบ
นอยจะมี  เอลิเมนตขนาดใหญ  จากรูปจะเห็นวาใชเอลิเมนตเพียง 10 เอลิเมนตแตผลที่ไดกลับดีกวารูป 
(b)   ที่ใช 
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(a)  เอลิเมนตขนาดใหญ 

(b) เอลิเมนตขนาดเล็ก 

(c) ขนาดเอลิเมนตที่เหมาะสม 

รูปที่ 7.1  การกําหนดขนาดเอลิเมนตแบบตางๆ 

ผลเฉลยแมนตรง 
ผลจากวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

ผลเฉลยแมนตรง 
ผลจากวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

ผลเฉลยแมนตรง 
ผลจากวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
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จํานวนเอลิเมนตถึง 18 เอลิเมนต   ดงันั้นจะเหน็วาหากมีการจดัการปรับเปลี่ยนขนาดเอลิเมนตที่
เหมาะสมจะทาํใหไดคําตอบที่ใกลเคียงผลเฉลยแมนตรงโดยไมจาํเปนทีจ่ะตองใชเอลิเมนตจํานวน
มาก หากแตในปญหาของไฟไนตเอลิเมนตโดยทัว่ไปเราไมสามารถทราบผลเฉลยแมนตรงไดจึงไมรู
วาบริเวณใดควรที่จะมีความถี่มาก บริเวณใดควรมีความถี่นอย จึงตองอาศัยโปรแกรมคอมพิวเตอร
สําหรับปรับเปลี่ยนขนาดของเอลิเมนตโดยอัตโนมัติรวมกับโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต ทําการ
ปรับเปลี่ยนขนาดหลายๆรอบจนมั่นใจวาผลที่ไดลูเขาสูคําตอบที่ถูกตอง 

 เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติไดถูกนํามาใชรวมกับโปรแกรมไฟไนตเอลิ
เมนตสําหรับคํานวณปญหาทางวิศวกรรมตางๆ  ดังเชนปญหาการถายเทความรอน [28]  ปญหาการ
ไหลแบบหนืด [5]   และปญหาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวได [29]   ในวิทยานิพนธฉบับนีจ้ะทํา
การประยกุตเทคนิคนี้กับการไหลของโลหะที่เกิดจากการอัดรีด  รวมทั้งการรีดโลหะแผน  เพือ่ให
ไดผลเฉลยที่ดทีี่สุดโดยใชความเร็วเปนตวักาํหนดความสัมพันธของขนาดเอลิเมนตที่เหมาะสม  
เพื่อที่จะดูผลการเปรียบเทียบรูปแบบของการกระจายของคําตอบที่การเปลี่ยนแปลงขนาดของเอลิ
เมนตในระยะตางๆ ที่ลูเขาสูคําตอบที่ดีที่สุด 
 
 
7.1  หลักการของเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 
 
 ประเด็นที่สําคญัของเทคนิคการปรับเปลี่ยนขนาดของเอลิเมนตโดยมัตโนมัติก็คือการหา
ขนาดของแตละเอลิเมนตที่เหมาะสมและสัมพันธกันทั้งระบบ  ในการหาขนาดที่เหมาะสมนั้นจะเริ่ม
จากอาศัยหลักการสําหรับหาความเคนตามแนวแกนหลัก (Principal Stress)  ของปญหาทางดานกล
ศาสตรของแข็ง [7]  ดังรูปที่ 7.2  กลาวคือที่ตําแหนงใดๆบนระนาบของแกน x-y จะประกอบดวย
ความเคนอยูสองประเภทคือความเคนตั้งฉาก (Normal Stress) และความเคนเฉือน (Shear Stress)  และ
หากหมนุแกนที่มีจุดเริ่มตนอยูที่ตําแหนงทีส่นใจ คาของความเคนตั้งฉากและความเคนเฉือนก็จะ
เปล่ียนแปลงไปอยางมีระบบ  ถาหากหมุนแกนจนพบตําแหนงที่มเีฉพาะความเคนตั้งฉากโดยไมมี
ความเคนเฉือน  แกนนั้นจะเรียกวาแกนหลัก ใชสัญลักษณ X-Y  ความเคนตั้งฉากที่เกิดขึน้จะเรียกวา
ความเคนตามแนวแกนหลัก จะมีอยู 2 คา  และคามากในสองคานี้จะเปนคาของความเคนตั้งฉากทีม่าก
ที่สุด ที่เปนไปได ณ ตําแหนงนัน้ๆ   สามารถเขียนความสัมพันธของความเคนในรูปแบบ 2 มิติ 
สําหรับแนวแกนทั่วไปเมื่อเปรียบเทียบกบัแนวแกนหลกัไดดังสมการที่ (7.1) 
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รูปที่ 7.2  ความเคนที่ตําแหนงใดๆเปรียบเทียบกับความเคนที่แนวแกนหลัก 
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 ในลักษณะเดียวกัน เทคนคิการปรับเปลี่ยนขนาดเอลิเมนตที่อาศัยการเปลี่ยนแปลงความชัน
ของคําตอบเปนตัวกําหนดขนาดของเอลิเมนต  โดยสามารถเขียนในรปูแบบของคาอนุพันธลําดับที่ 2 
ไดดังสมการที ่ (7.2)  และโดยอาศัยหลักการเดียวกับการหาความเคนตามแนวแกนหลัก  อัตราการ
เปล่ียนแปลงความชันก็สามารถหาแนวแกนหลักไดเชนกัน  และจะเกดิคามากที่สุดของแตละเอลิเมนต
ที่จะนําไปเปนตัวกําหนดความสัมพันธของขนาดเอลิเมนตบนโดเมนปญหา 
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โดย    iφ     คือฟงกชันคําตอบของปญหาที่ใชเปนตัวกําหนดความสัมพนัธของขนาดเอลิเมนต 
            i      คือจุดตอหลักบนโดเมนปญหา 

 เอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบสามจุดตอจะมีฟงกชันการประมาณภายในของคําตอบเปนแบบเชิง
เสน (Linear)  ซ่ึงสามารถเขียนลักษณะการกระจายของคําตอบสําหรับเอลิเมนตไดในรูป  
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และเนื่องจากฟงกชันการประมาณภายในของเอลิเมนตเปนแบบเชิงเสนจึงไมสามารถหาคาอนุพันธ
อันดับที่สองไดโดยทางตรง  ดังนั้นในการหาคาตางๆของสมการที่ (7.2) ซ่ึงอยูในรปูอนุพันธอันดับที่
สองนั้นสามารถกระทําไดโดยทางออม [30]  โดยเริ่มจากการหาคาอนุพันธอันดบัที่หนึ่งของคาํตอบ
เมื่อเทียบกับแกน x  ของสมการ (7.3) 
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คาอนุพันธอันดับหนึ่งที่ไดจะเปนคาหนึ่งทีเ่กิดขึ้นกับเอลิเมนตตางๆทั่วทั้งโดเมน  หลังจากนัน้จะทํา
การแปลงคาผลเฉลยของเอลิเมนตตางๆใหเปนผลเฉลยที่จุดตอ กอใหเกดิสนามของคาอนุพันธอันดบั
ที่หนึ่งของคําตอบบนจุดตอทั่วทั้งโดเมน   วิธีในการแปลงดังกลาวสามารถกระทําไดโดยหาคาเฉลี่ย
ในรูปแบบทัว่ไปดังนี ้
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รูปที่ 7.3  การเรียงตัวของเอลเิมนตรอบจุดตอ i 
 

 ตัวอยางเชน  ผลเฉลยของคาอนุพันธอันดบัที่หนึ่งของจดุตอ i  ที่มีเอลิเมนตลอมรอบอยู 6 เอลิ
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 หลังจากไดสนามของคาอนุพันธอันดับทีห่นึ่งของคําตอบที่อยูบนจดุตอทั่วทั้งโดเมน ก็จะ
เร่ิมทําการหาคาอนุพันธอันดบัที่สอง  โดยสามารถเขียนฟงกชันการประมาณภายในแบบเชิงเสนบนเอ
ลิเมนตแบบสามเหลี่ยมของคาอนุพันธดังกลาวไดในรูป 
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ดังนั้นคาอนุพนัธอันดับที่สองของคําตอบเทียบกับแกน x และแกน y สามารถเขียนไดตามลําดับดังนี้ 
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ในทํานองเดียวกันสามารถหาคาอนุพันธอันดับที่หนึ่งของคําตอบเมื่อเทียบกับแกน y ซ่ึงกอใหเกดิคา
อนุพันธอันดบัที่สองเมื่อเทียบกับแกน x และy ตามลําดับดังนี ้

     
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
φ∂

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢
∂
∂

=
∂∂
φ∂

yx
N

yx
ie

2

     (7.9a) 

                  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
φ∂

⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

=
∂

φ∂
yy

N
y

i
2
e

2

     (7.9b) 

สมการที่ (7.8 a,b)  และ (7.9 a,b) จะเปนคาอนุพันธอันดับที่สองที่เกิดบนเอลิเมนต  สามารถหาคา
เหลานี้ที่กระจายบนจดุตอตางๆไดในทํานองเดียวกับกรณีที่ผานมา  โดยใชสมการ (7.5)  ซ่ึงสุดทายก็
จะไดคาทั้งสี่ของเมตริกซทางดานซายของสมการที่ (7.2) 

 ในวิทยานพินธฉบับนี้จะใชความเร็วเปนตวักําหนดความสัมพันธของขนาด  กลาวคอืบริเวณ
ใดมีอัตราการเปลี่ยนแปลงความชันของความเร็ว (Velocity Gradient) สูง บริเวณนัน้ควรมีความถี่ของ
เอลิเมนตมากกวาบริเวณที่มอัีตราการเปลี่ยนแปลงความชันของความเร็วต่ํา  สามารถเขียนสมการ 
(7.2) ใหอยูในรูปแบบของความเร็วไดคือ 
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โดย      Vi      คือฟงกชันการกระจายของความเร็วบนโดเมนปญหา 
              i        คือจุดตอหลักบนโดเมนปญหา 
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 เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติจะใชคาของคําตอบที่จุดตอหลัก (Main Node)  
ซ่ึงก็คือจุดตอที่มุมของเอลิเมนตสามเหลี่ยมนั่นเอง  ดังนั้นเพื่อที่จะประยุกตเขากับวิทยานพินธฉบับนี้
ที่ใชเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบ 6 จุดตอ  เพือ่คํานวณหาคาความเร็ว  จึงจะใชเฉพาะคาความเร็วที่จดุตอ
มุมที่คํานวณไดมาใชในการประยุกตหาขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสม  โดยสามารถเขียนฟงกชันการ
ประมาณภายในของคําตอบความเร็วแบบเชิงเสน (Linear Interpolation Function)บนเอลิเมนตไดดังนี้ 

                                                     332211e VNVNVN)y,x(V ++=                  (7.11) 

โดย      iN    i = 1,2,3     คือฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนต 
             iV    i = 1,2,3    คือผลของความเร็วลัพธที่จุดตอหลักบนเอลิเมนตที่คํานวณจากแบบจําลอง
ไฟไนตเอลิเมนตกอนทําการปรับขนาด 

ycxba)y,x(N iiii ++=            i = 1,2,3   (7.12) 

โดย   
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A  คือพื้นที่ของเอลิเมนตที่พจิารณา 

                                  ( )[ ])yy(x)yy(xyyx
2
1A 213132321 −+−+−=    (7.14) 

 ในการหาคาตวัแปรตางๆทางดานซายของสมการ (7.10) ซ่ึงก็คือ  
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ในทํานองเดียวกัน          332211
e VcVcVc
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คาของ 
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 สําหรับคาอนุพันธอันดับทีส่องหาไดในทํานองเดียวกบัสมการ (7.8) และ (7.9) 
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หลังจากนัน้กระจายคาอนพุนัธลําดับสองของเอลิเมนตไปสูจุดตอตางๆของเอลิเมนต 
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เมื่อจุดตอที่ i มีเอลิเมนตลอมรอบอยู m เอลิเมนต 
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โดยหลักการหาคาที่แนวแกนหลักนีจ้ะเหมือนกับการหาคาความเคนตามแนวแกนหลัก  คือจะทําการ
หาคาเจาะจง (Eigen Value)  ของเมตริกซความเคนที่แนวแกน x-y ใดๆ  ซ่ึงสูตรสําเร็จจะอยูในรูปของ
การถอดคารากที่สอง  ซ่ึงสามารถเขียนในรูปอยางงายคอื 
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คามากที่สุดของคาเจาะจงทัง้สองจะถูกเลือกมาเปนตวัทีใ่ชกําหนดขนาดของเอลิเมนตของเอลิเมนต
นั้นๆ  โดยกําหนดให 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

=λ 2
i

2

2
i

2

Y
V,

X
Vmax      (7.21) 

ในการกําหนดขนาดที่เหมาะสมของแตละเอลิเมนตนั้นสามารถหาไดโดย 

    λ2h   =  คาคงที่  =  max
2
minh λ        (7.22) 

โดย  คาของ minh    คือคาขนาดเอลิเมนตที่เล็กทีสุ่ดที่ยอมรับไดโดยผูใชเปนผูกําหนด 
         คาของ maxλ   คือคา λ  ที่มากที่สุดบนโดเมนปญหา 

จะเห็นวาพจนทางดานขวาสดุของสมการ (7.22) จะกอใหเกดิคาคงที่คาหนึ่งบนโดเมนปญหาใดๆ  
และคาคงที่นัน้จะเปนคาที่ใชกําหนดขนาดของ h ที่เอลิเมนตใดๆที่มีคา λ  เปนคุณลักษณะเฉพาะ 
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7.2  โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับประยุกตการปรับขนาดเอลเิมนต 

 ในการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับการวิเคราะหการไหลของ
โลหะที่เกิดจากการอัดรีดนัน้มีโปรแกรมที่เกียวของ 3 โปรแกรมดวยกนัดังนี ้

1.  โปรแกรม BUILT 

 เปนโปรแกรมที่ใชสําหรับสรางแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต  ที่มีเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยม 3 
จุดตอ  โดยการรับขอมูลที่กําหนดพื้นผิวของแบบจําลองจากผูใชรวมทั้งขนาดเอลิเมนตที่เหมาะสม
จากโปรแกรมในขอที่ 2 

2.  โปรแกรม SPACE 

 เปนโปรแกรมที่ใชคํานวณหาขนาดเอลิเมนตที่เหมาะสมบนโดเมนปญหาดังที่ไดอธิบายใน
หัวขอ 7.1  โดยการรับขอมลูทั้งจากผูใชเปนผูกําหนดคาตัวแปรตางๆที่จําเปน และขอมูลที่คํานวณได
จากโปรแกรมในขอ 3  โดยผลการคํานวณจะถกูใชเปนขอมูลนําเขาในโปรแกรม BUILT  เพื่อสราง
แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 

3.  โปรแกรม MTFlow  

 ใชสําหรับวิเคราะหปญหาการไหลของโลหะที่เกิดจากการอัดรีด  โดยผลลัพธจะอยูในรูปของ
ความเร็ว ความดัน และอุณหภูมิ  ขอมูลความเร็วที่คํานวณไดจะถูกใชสําหรับการคํานวณหาขนาดเอลิ
เมนตที่เหมาะสมโดยโปรแกรม SPACE  

 รายละเอียดของโปรแกรม BUILT และ SPACE ที่อยูในรูปของภาษาฟอรแทรน 
(FORTRAN) สามารถศึกษาไดจากหนังสอือางอิง  [5] 
 
 
7.3  ขั้นตอนในการประยกุตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 
 
 ในหวัขอนี้จะนําเสนอขั้นตอนการประยกุตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขา
กับปญหาการไหลของโลหะที่เกิดจากการอัดรีดโดยใชโปรแกรมทั้ง 3 ที่นําเสนอในหัวขอที่แลว  ใน
การผนวกโปรแกรมทั้ง 3 มีลําดับขั้นตอนดงันี้ 
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1.  สรางแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่มีขนาดเอลิเมนตเทากันและกระจายโดยสม่ําเสมอตลอดโดเมน
ปญหา  โดยใชโปรแกรม BUILT 
2. ใชโปรแกรม MTFlow วิเคราะหผลการอัดรีดจากแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่ไดจากโปรแกรม 
BUILT ในขั้นตอนที่ 1 
3. ใชโปรแกรม SPACE เพื่อหาขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสมโดยใชผลของความเร็วลัพธที่ไดจาก
ขั้นตอนที่ 2 เปนตัวกําหนด 
4.   สรางแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตอีกครั้งโดยใชผลของขนาดเอลิเมนตที่คํานวณไดในขั้นตอนที ่3 
5. วิเคราะหการอัดรีดโดยโปรแกรม MTFlow โดยใชแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่ผานการปรับ
ขนาดครั้งแรกเรียบรอยแลว 
6. ตรวจสอบการเปลี่ยนแปลงของคําตอบเมื่อเปรียบเทียบกับผลที่ไดจากการวิเคราะห โดยใช
แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตในรอบกอนหนานี้  หากผลที่ไดยังไมลูเขาสูคําตอบที่ควรจะเปนกใ็ห
กลับไปในขั้นตอนที่ 3 เพื่อคํานวณหาขนาดของเอลิเมนตใหม  เปนเชนนี้เร่ือยไปจนผลความแตกตาง
ลูเขาสูคําตอบที่นาพึงพอใจ 
 
 
7.4  ตัวอยางการวิเคราะหการอัดรีดที่มี R = 0.5 โดยใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติ 
 
 ในหวัขอนี้จะยกตวัอยางการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัตกิับปญหา
การอัดรีด 2 มิติ  โดยใชตัวอยางปญหาการอัดรีดที่มีอัตราสวนลดขนาด 0.5  วัสดุมีคาความเคนคราก 
1732 kg/cm2  วิเคราะหโดยโปรแกรม MTFlow(v1) รวมกับโปรแกรม BUILT และ SPACE  
รายละเอียดของแบบจําลองมีลักษณะเดยีวกบัรูป 5.4    ขั้นตอนในการวิเคราะหแยกเปนลําดับขั้นได
ดังนี ้
 
 
 
 
 
 
 
 

10 cm 

5 cm 

Free surface u = 1 cm/s 

v = 0 

u = 0 

v = 0 

12 cm 8 cm 

รูปที่ 7.4  แบบจําลองการอัดรีดที่มีอัตราสวนการลดขนาด 0.5 
(0,0) 

x 
y 
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1.  ใชโปรแกรม BUILT เพื่อสรางแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่มีขนาดเอลิเมนตสม่ําเสมอ 

 1.1  ลักษณะไฟลขอมูลนําเขา 

 ไฟลขอมูลนําเขาสําหรับโปรแกรม BUILT จะเปนขอมูลที่ใชสรางพื้นผิวของปญหา  
เพื่อที่จะใหโปรแกรมทําการแบงเอลิเมนตภายในขอบเขตปญหานั้น  ขอมูลนําเขาสําหรับตัวอยางนี้จะ
เก็บไวในไฟลช่ือ extrude.dat  มีรายละเอียดดังนี ้
 

nis  nsf 
6    1 
edge definition 
1    2 
0.   0.    0. 
20.  0.    0. 
2    2 
20.  0.    0. 
20.  5.    0. 
3    2 
20.  5.    0. 
12.  5.    0. 
4    2 
12.  5.    0. 
12.  10.   0. 
5    2 
12.  10.   0. 
0.   10.   0. 
6    2 
0.   10.   0. 
0.   0.    0. 
surface support point 
1     2     2 
0.    0.    0. 
20.   0.    0. 
0.   10.    0. 
20.  10.    0. 
face boundary 
1     6 
1  2  3  4  5  6 

 รายละเอียดขอมูลที่ปรากฏในไฟลขอมูลนําเขามีดังนี ้

 -  ขอมูลแสดงจํานวนขอบและพื้นผิวของปญหา 
nis  nsf 
6    1 

     บรรทัดที่ 1  คําอธิบายจํานวนขอบและจํานวนพื้นผิว    

   



 112

บรรทัดที่ 2  จํานวนขอบและพื้นผิวของโดเมนปญหา ตวัอยางนี้มี 6 ขอบและ 1 พื้นผิว -  
ขอมูลองคประกอบของเสนที่ขอบ 
           edge definition 
   1    2 

0.   0.    0. 
20.  0.    0. 

     บรรทัดที่ 1  คําอธิบายคําจํากัดความของขอบปญหา 
   บรรทัดที่ 2  เลขตัวแรกคือหมายเลขเฉพาะของขอบ เลขตัวหลังคือจํานวนจุดที่กอใหเกิด
ขอบ 
     บรรทัดที่ 3 –4  คาระยะพกิัดของจุดตอทั้งสองที่กอใหเกิดเสนขอบนั้นๆ 
หมายเหตุ : กรณีตัวอยางเปนเสนตรงดังนัน้จุดสองจุดก็เพียงพอสําหรบัการสรางเสน แตสําหรับกรณี
เสนโคงจะตองใชจํานวนจดุพิกัดมากกวา  แตจะมากหรือนอยขึ้นกับสวนโคงนั้นๆ  

-  ขอมูลจุดตอที่มุมที่รอบรับพื้นผิวทั้งหมดของปญหา 
surface support point 
1     2     2 
0.    0.    0. 

          20.    0.    0. 
0.   10.    0. 

          20.   10.    0. 

    บรรทัดที่ 1  คําอธิบายจุดตอที่มุมที่รองรับพื้นผิวของปญหา 
    บรรทัดที่ 2-5  เปนระยะพกิัดมุมทั้ง 4 ที่เพียงพอที่จะครอบคลุมโดเมนปญหาทั้งหมด  

 -  ขอมูลการเรียงลําดับของขอบที่ลอมรอบพ้ืนผิวของปญหา 
face boundary 
1     6 
1  2  3  4  5  6 

    บรรทัดที่ 1  คําอธิบายลําดับของขอบเพื่อใหเกดิเปนพื้นผิว 
    บรรทัดที่ 2  หมายเลขตัวแรกระบุหมายเลขเฉพาะพื้นผิว หมายเลขตัวหลังระบุจํานวนเสนที่
กอใหเกิดพืน้ผิวขอบเขต 
    บรรทัดที่ 3  ลําดับหมายเลขเฉพาะของขอบที่เรียงกันแลวกอใหเกิดพืน้ผิวขอบเขต 

 1.2  การปอนขอมูลผานโปรแกรม BUILT 

 หลังจากที่ไดขอมูลของแบบจําลองเปนที่เรียบรอยแลว  ก็จะเริม่ทําการใชงานโปรแกรม 
BUILT ในการสื่อสารกับโปรแกรมผูใชจะตองเปนผูปอนขอมูลบางสวนใหกับโปรแกรม (ตัวเอียง
หนา   คือคาที่ผูใชกําหนด)  โดยรายละเอยีดที่สําคัญในการสื่อสารมีดังนี้ 
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        ************************************ 
        ***        B  U  I  L  T         *** 
        ***     surface triangulator     *** 
        ***     for plane structures     *** 
        ************************************ 
 
 *** mesh generation *** 
     0.- initial mesh 
     1.- remeshing 

        Option ?: 0    (เลือก 0 สําหรับขนาดเอลิเมนตสม่ําเสมอในครั้งแรกของสรางแบบจําลอง) 

Enter problem name: extrude  (ชื่อไฟลของปญหา  จะตองเปนชื่อเดียวกันในทุกๆการปรับเปลี่ยนขนาด) 
Enter current version number: 0   (หมายเลขชุดที่จะใหระบุในนามสกุลของไฟลคําตอบ) 
 *** initial mesh *** 
     element size ?: 0.75    (ขนาดเอลิเมนตเร่ิมตนที่กระจายโดยสม่ําเสมอ) 

 1.3  ไฟลขอมูลผลลัพธ 

 ไฟลขอมูลผลลัพธที่ไดจากโปรแกรมมีอยูหลายไฟลดวยกัน แตสวนใหญจะเปนไฟลที่เก็บ
ขอมูลสําหรับใชเปนขอมูลนําเขาในรอบตอไปของการปรับเปลี่ยนขนาดของเอลิเมนต  ชื่อของไฟล
ผลลัพธนี้จะเหมือนกับชื่อไฟลที่ผูใชระบุใหโปรแกรมทาํการอานขอมูล นามสกุลของไฟลผลลัพธจะ
มีหมายเลขชุดที่ผูใชเปนผูกําหนดเพื่อใหแยกกนัชัดเจนสาํหรับไฟลคําตอบที่รอบการปรับเปลี่ยน
ขนาดของเอลิเมนตตางๆ    ขอมูลที่สําคัญที่จะใชนําไปเปนขอมูลนําเขาสําหรับโปรแกรม MTFlow ก็
คือขอมูลที่เก็บระยะพิกัด x-y ของจุดตอตางๆ และการจัดเรียงเอลิเมนต  โดยจะเกบ็เอาไวในไฟลที่มี
นามสกุล  *.ei  โดย i คือหมายเลขชุดที่ระบุการปรับเปลี่ยนขนาดในขณะนัน้ ในที่นีค้ือ  extrude.e0   

 แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่ไดในขัน้ตอนนี้มีจํานวนจดุตอ 358 จุด จาํนวนเอลิเมนต 633 เอ
ลิเมนต หากนาํขอมูลที่ไดในขั้นตอนนี้มาแสดงผลกราฟฟก  ก็จะไดลักษณะของแบบจําลองไฟไนตเอ
ลิเมนตเร่ิมตนที่มีขนาดเอลิเมนตเทากันทั้งระบบคือ 0.75 cm และมกีารกระจายแบบสม่ําเสมอ ดัง
แสดงในรูปที่ 7.5 
 

 

 
 
 
 
 
2.  วิเคราะหหาผลเฉลยจากแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตเร่ิมตนโดยใชโปรแกรม MTFlow(v1)  

รูปที่ 7.5  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตเร่ิมตน 
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นําไฟลขอมูลผลลัพธที่ไดจากขอ 1.3  มาสรางไฟลขอมูลนําเขาพรอมทั้งกําหนดเงื่อนไข
ขอบเขตสําหรับปญหา  ดังตัวอยางที่ไดแสดงไวในบทที่ 5  และเนื่องจากเอลิเมนตที่สรางใน
โปรแกรม BUILT เปนแบบสามเหลี่ยมสามจุดตอ  ดังนัน้ตองทําการแปลงใหเปนแบบสามเหลี่ยมหก
จุดตอ   ผลลัพธที่ไดจะอยูในรูปของความเร็ว (u,v) และความดัน (p)  หลังจากนั้นจะนําความเร็ว 
(u,v)มาสรางไฟลขอมูลของความเร็วลัพธเพื่อใชในขัน้ตอนการหาขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสม
ตอไป  โดยไฟลขอมูลในตัวอยางนี้จะเก็บในชื่อ  extrude.v0  มีตัวอยางรายละเอียดดังนี้ 
    358 
      1    .100000000E+01 
      2    .203084279E+01 
      3    .203012667E+01 
      4    .421196248E+00 
      5    .000000000E+00 
      6    .100000000E+01 
 
 
 
 
    355    .100956001E+01 
    356    .892174456E-01 
    357    .203054335E+01 
    358    .203037821E+01 

 ผลการกระจายของความเร็วสําหรับแบบจาํลองไฟไนตเอลิเมนตเร่ิมตนของปญหานี ้ไดแสดง
ไวในรูปที่ 7.6 

 

 

 

 

 

 
 
 

รูปที่ 7.6  ผลการกระจายความเร็วของแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตเร่ิมตน 
 
 
 

1.2  1.4  1.6  1.8 

1 

0.5 
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3.  ใชโปรแกรม SPACE เพื่อหาขนาดเอลิเมนตที่เหมาะสม 

 3.1  ไฟลขอมูลนําเขา 

 ไฟลขอมูลที่ใชสําหรับโปรแกรมนี้จะมี 4 ไฟลดวยกัน  จะอยูในรูปแบบของนามสกุล *.Ni  ,  
*.Li  ,  *.DIM  ,  *.Vi  โดย i  คือหมายเลขชุดที่ระบุการปรับเปลี่ยนขนาดขณะนั้น  3 ไฟลแรกจะไดมา
จากโปรแกรม BUILT สวนไฟลสุดทายไดจากขั้นตอนที่ 2   

 3.2  การปอนขอมูลผานโปรแกรม SPACE  

 หลังจากแนใจวามีไฟลขอมลูนําเขาครบถวน  ก็จะเริ่มทาํการใชงานโปรแกรม SPACE  โดยมี
รายละเอียดการสื่อสารระหวางผูใชและโปรแกรมดังนี ้
 
 CHECK INPUT FILES FOR  1. ?.N_ 
                        2. ?.L_ 
                        3. ?.DIM 
                        4. ?.V_ 
 
 ENTER PROBLEM NAME :  extrude    (ระบุชื่อไฟลของปญหา) 
 ENTER CURRENT VERSION NUMBER : 0  (หมายเลขชุดของการปรับเปลี่ยนขนาด) 
 PLEASE INPUT THE MINIMUM & MAXIMUM SPACINGS 
 
 0.375 1   (กําหนดขนาดเอลิเมนตที่เล็กที่สุด และใหญที่สุดบนโดเมนปญหา) 

3.3  ไฟลขอมูลผลลัพธ 

 โปรแกรม SPACE  จะเก็บขอมูลขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสม ไวในไฟลที่มีนามสกุล *.ri  
ในตัวอยางนีจ้ะเก็บไวในไฟลชื่อ extrude.r0    มีรายละเอยีดดังนี ้
      358 
       1       .10000000E+01 
       2       .10000000E+01 
       3       .10000000E+01 
       4       .43460648E+00 
 
 
 

4.  ใชโปรแกรม BUILT เพื่อการสรางแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตอีกครั้ง   

ในการจําลองแบบครั้งนี้ขนาดของเอลิเมนตจะไมสม่ําเสมอดังเชนครั้งแรก  แตจะมีขนาด
เทากับที่คํานวณไดในขั้นตอนที่ 3 ขั้นตอนตางๆมีดังนี้ 
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 4.1  ไฟลขอมูลนําเขา 

 ไฟลขอมูลนําเขาที่ใชในขั้นตอนนี้จะถูกสรางไวแลวในขั้นตอนที่ 1  รวมกับไฟล extrude.r0 
ที่สรางในขั้นตอนที่ 3 

 4.2  การปอนขอมูลผานโปรแกรม BUILT 

 ในการสื่อสารกับโปรแกรม BUILT ในขั้นตอนนีจ้ะแตกตางจากขัน้ตอนที่ 1 เล็กนอย
เนื่องจากเปนการเริ่มการปรับเปลี่ยนขนาดเอลิเมนตคร้ังแรก  รายละเอียดตางๆมีดังนี ้

        ************************************ 
        ***        B  U  I  L  T         *** 
        ***     surface triangulator     *** 
        ***     for plane structures     *** 
        ************************************ 
 
 *** mesh generation *** 
     0.- initial mesh 
     1.- remeshing 

        Option ?: 1       (ระบุตัวเลือกสําหรับการปรับขนาดเอลิเมนต) 

Enter problem name:  extrude        (ระบุชื่อไฟลของปญหา) 
Enter current version number: 1     ( หมายเลขชุดสําหรับปรับขนาดครั้งใหม) 
Enter previous version number: 0    (หมายเลขชุดขอมูลคร้ังกอน) 

 4.3  ไฟลขอมูลผลลัพธ 

 เชนเดยีวกับขอ 1.3  ไฟลผลลัพธที่สําคัญจะเปนขอมูลของแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต  
กลาวคือมีระยะพิกดัของจุดตอ และลักษณะการจัดเรียงเอลิเมนต  โดยจะเก็บไวในไฟลช่ือ   
extrude.e1  แบบจําลองนีม้ีจํานวนจุดตอ 227 จุด จาํนวนเอลิเมนต 388 เอลิเมนต  สามารถนํามา
แสดงผลกราฟฟกไดดังรูปที่ 7.7  ซ่ึงจะพบวาความถี่ของเอลิเมนตบริเวณปลายแมพิมพจะเพิม่ขึ้น 
เนื่องจากวาบรเิวณดังกลาวจะมีการเปลี่ยนแปลงความชนัของความเรว็ลัพธมากนั่นเอง 

5.   คํานวณหาผลเฉลยโดยใชโปรแกรม MTFlow(v1)  อีกครั้ง 

  นําแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่ไดจาการปรับเปลี่ยนขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1 มาทําการ
คํานวณหาผลเฉลยความเร็วและความดันอีกครั้งโดยโปรแกรม MTFlow(v1) จะไดผลการกระจาย
ความเร็วดังแสดงในรูปที่ 7.8 
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รูปที่ 7.8  ผลการกระจายความเร็วที่แบบจําลองการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1 
 

 จากผลการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1  จะเห็นวาผลการกระจายของความเร็วบริเวณปลาย
แมพิมพจากเดมิที่คอนขางกระจายหางออกจากปลายแมพิมพจะเริ่มลูเขาสูปลายของแมพิมพ  หากทํา
การปรับขนาดเอลิเมนตตอไปผลการกระจายก็จะขยับเขาสูปลายแมพิมพมากขึ้น 
 
6.   ตรวจสอบผลที่ไดจากขัน้ตอนที่ 5 

  ทําการตรวจสอบผลจากการวิเคราะหในขัน้ตอนที ่ 5 หากผลยังไมดนีักสามารถทําการปรับ
ขนาดของเอลิเมนตคร้ังตอไปโดยการกลับไปขั้นตอนที ่ 3 อีกครั้ง  จนกวาผลการลูเขาเปนที่นาพึง

รูปที่  7.7  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตในการปรับเปลี่ยนขนาดครั้งที่ 1 

1.2  1.4  1.6  1.8 

1 

0.5 
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พอใจ    ในตัวอยางนีจ้ะทําการปรับขนาดเอลิเมนตอีก 2 คร้ัง  ลักษณะการเรียงตวัของเอลิเมนตแสดง
ในรูปที่  7.9 และ 7.11  ตามลําดับ  โดยในรูปที่ 7.9 มีจํานวนจุดตอ 987 จุด และจํานวนเอลิเมนต  460 
เอลิเมนต  สวนรูปที่ 7.11  มีจํานวนจุดตอ 1034 จุด  จํานวนเอลิเมนต 483 เอลิเมนต  สวนผลการ
กระจายของความเร็วจากแบบจําลองทั้งสองแสดงในรูปที่ 7.10 และ 7.12 ตามลําดับ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.9  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตในการปรับเปลี่ยนขนาดครั้งที่ 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.10  ผลการกระจายความเร็วทีแ่บบจําลองการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 2 
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รูปที่ 7.11  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตในการปรับเปลี่ยนขนาดครั้งที่ 3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.12  ผลการกระจายความเร็วทีแ่บบจําลองการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 3 
 

 ผลการกระจายความเรว็จากการใชโปรแกรม MTFlow ของแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตทั้ง 4 
โดยรวมจะมีลักษณะไมแตกตางกัน  แตหากดูทีภ่าพขยายตรงบริเวณปลายแมพิมพจะพบวาเสนชั้น
ของความเร็วจะขยับเขาสูตําแหนงปลายแมพิมพเมื่อขนาดเอลิเมนตตรงบริเวณนั้นมขีนาดเล็กลง
เร่ือยๆตามการปรับขนาด  และหากเปรียบเทียบผลของแบบจําลองการปรับขนาดครั้งสุดทายกับผลที่
ไมไดใชเทคนคิการปรับขนาดของเอลิเมนตที่มีแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตดังรูปที่ 5.5  และผลในรูป
ที่ 5.7 โดยนําผลมาแสดงในลกัษณะการเพิ่มภาพขยายอีกครั้งในรูปที่ 7.13 จะพบวาผลของการกระจาย
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ความเร็วมีลักษณะที่แทบจะไมแตกตางกัน แตหากเปรียบเทียบจํานวนจุดตอของแบบจําลองดังกลาว 
จะมีจํานวนจุดตอความเร็ว 2337 จุด จุดตอความดัน 613 จุด ทําใหเกดิจํานวนสมการในระบบทั้งสิ้น 
5287 สมการ ในขณะที่แบบจําลองที่ใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมตัิจะมีจํานวนจดุตอ
ความเร็วเพียง 1034  จุด จุดตอความดัน 276 จุด เกิดจํานวนสมการในระบบ 2344 สมการ  ซ่ึงแตกตาง
กันมากกวาสองเทา  ผลการเปรียบเทยีบทําใหเห็นขอดีของการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิ
เมนตโดยอัตโนมัติไดอยางชดัเจนในเรื่องของการชวยใหเกิดการประหยดัเวลาในการคาํนวณและ
หนวยความจํามากที่สุดแตยังคงไดผลการคํานวณที่ดีที่สุด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.13  ผลการกระจายความเร็วของแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตในรูปที่ 5.5 
 
 
7.5  การวิเคราะหการรีดโลหะแผนโดยใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 
 
 ในหวัขอนี้จะทําการประยกุตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับปญหาการ
รีดโลหะแผน  โดยใชแบบจาํลองที่ไดคํานวณไวแลวในหัวขอ 6.3.1 คือมีอัตราสวนการลดขนาด 0.33  
ความหนาของโลหะแผน 0.5 cm  รัศมีลูกรีด  29  cm  คาความเคนเฉือนครากของโลหะเทากับ 1000 
kg/cm2    เพื่อทําการตรวจสอบผลการลูเขาของการกระจายความเรว็  เนื่องจากวาจุดที่เร่ิมสัมผัส
ระหวางโลหะแผนและลูกรดีจะเปนจุดเปลี่ยนที่มีการเปลี่ยนแปลงความชันของความเร็ว (Velocity 
Gradient) สูง ดังนั้นบริเวณนี้จึงสมควรทีจ่ะมีความถี่ของเอลิเมนตสูงเพื่อที่จะไดผลเฉลยที่ดี  สังเกต
ไดจากรูปที่ 7.14  จะพบวาผลของการกระจายความเร็วจะคอยๆลูเขาสูบริเวณจุดเริ่มตนสัมผัส 
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            รูปที่ 7.14  ผลการกระจายความเรว็และแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่การปรับขนาดครั้งตางๆ 

 
 
 
 
 
 
 

                รูปที่ 7.15  ผลการกระจายความเร็วและแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตแบบสม่ําเสมอ 
 

 
 

(a)  แบบจําลองเริ่มตน  1060 จุดตอ 459 เอลิเมนต 

(b)  ปรับขนาดครั้งที่ 1  1037 จุดตอ  452  เอลิเมนต 

(c)  ปรับขนาดครั้งที่ 2  995 จุดตอ  432 เอลิเมนต 

3.8     4       4.4        4.8   5.2    5.3  5.4 

3.8     4       4.4        4.8   5.2    5.3  5.4 

3.8     4       4.4        4.8   5.2    5.3  5.4 

3.8     4       4.4        4.8   5.2    5.3  5.4 
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 และหากเปรียบเทียบผลที่ไดจากเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  กับผลจากการ
สรางแบบจําลองที่มีการแบงเอลิเมนตแบบสม่ําเสมอดังรูปที่ 7.15  จะพบวาผลการกระจายความเรว็ที่
ตําแหนงเริ่มตนสัมผัสของแบบจําลองที่ทําการสรางเอลิเมนตขึ้นเองจะไมคอยดีนกัเมือ่เปรียบเทียบกับ
แบบจําลองที่ไดจากเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  เนื่องจากเอลิเมนตบริเวณดังกลาวมี
ขนาดใหญเกนิกวาทีจ่ะรองรับการเปลี่ยนแปลงของความชันที่มีมากได  สวนผลการกระจายโดยรวม
แลวคอนขางใกลเคียงกันมาก แตหากเปรียบเทียบจํานวนเอลิเมนตพบวา แบบจําลองการปรับขนาด
คร้ังสุดทายมีจาํนวนจุดตอความเร็ว 995 จดุ  จุดตอความดัน 282 จุด  จํานวนเอลิเมนต 432 เอลิเมนต  
สามารถคํานวณจํานวนสมการในระบบไดเทากับ 2272 สมการ  สวนแบบจําลองแบบสม่ําเสมอที่
สรางขึ้นเองมีจํานวนจุดตอความเร็ว 1545 จุด  จุดตอความดัน 416 จุด จํานวนเอลิเมนต 714 เอลิเมนต  
จํานวนสมการในระบบ 3506 สมการ จะทําใหเห็นขอไดเปรียบของการใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิ
เมนตโดยอัตโนมัติในการลดจํานวนสมการในระบบ ทําใหประหยดัเวลาในการคํานวณและ
หนวยความจําของเครื่องคอมพิวเตอร แตผลที่ไดโดยรวมกลับไมแตกตางกัน ผลที่ไดจากเทคนิคการ
ปรับขนาดกลับดีกวาในบริเวณจุดเริ่มสัมผัส ดังที่กลาวไวขางตน 



บทที่ 8 
บทสรุป ปญหาที่พบ และขอเสนอแนะ 

 
 
8.1  บทสรุป 
 
 วิทยานพินธฉบับนี้ไดทําการศึกษาถึงพฤติกรรมการไหลของโลหะที่เกดิจากการอดัรีด 
(Extrusion) ใน 2 มิติแบบความเครียดในระนาบ (Plane Strain)   โดยการประยกุตระเบียบวิธีไฟไนต
เอลิเมนตในการแกปญหา  โดยภาวะการอัดรดีนี้จะเกดิการเปลี่ยนรูปเชิงพลาสติก (Plastic 
Deformation)  กับโลหะทีใ่ชในการอัดรีด (Billet) กลาวคือโลหะจะมีพฤติกรรมเหมือนกับของไหล 
แตเปนของไหลแบบนอนนวิโทเนียน (Non Newtonian)  คาความหนดืของของไหลประเภทนี้จะไม
คงที่  แตจะเปลี่ยนแปลงขึ้นอยูกับคาความเคนครากและความสัมพันธของความเร็วในระบบ โดย
ธรรมชาติของโลหะ ความเคนครากจะเปลี่ยนแปลงขึ้นอยูกับปจจัยหลักคือ อุณหภูมิ  ความเครียด และ
อัตราการเปลี่ยนแปลงความเครียด ในการเปลี่ยนรูปของโลหะจะทําใหมีความรอนเกิดขึ้นเองภายใน
ระบบ  ซ่ึงก็คือความรอนที่เกิดจากการเปลี่ยนรูปของโลหะนัน่เอง ผนวกกับความรอนที่เกิดจากการนํา 
(Conduction) และการพา (Convection) ที่เกิดจากการไหลของโลหะภายในระบบ  และจะเปนผลให
อุณหภูมิสูงขึ้นซึ่งจะไปกระทบตอคาความแข็งแรงของวสัดุอีกทางหนึง่  ซ่ึงพฤติกรรมตางๆเหลานี้จะ
ขึ้นอยูกับสมการเชิงอนุพันธจํานวนทั้งสิ้น 4 สมการ คือสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษโมเมนตัม 
2 สมการ สมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษมวล 1 สมการ และสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษ
พลังงาน 1 สมการ ซ่ึงจะเปนระบบสมการแบบไมเชิงเสน (Nonlinear)  ดั้งนั้นจึงตองประยุกต
กระบวนการทาํซ้ําเพื่อใหไดมาซึ่งผลลัพธที่ลูเขาสูคําตอบที่ถูกตองอีกทั้งการอัดรีดในลักษณะนี้
สามารถทําการวิเคราะหไดที่สภาวะอยูตวัของระบบ 

 ในการแกระบบสมการเชิงอนุพันธดังกลาวไดทําการประยุกตระเบยีบวิธีไฟไนตเอลิเมนต
โดยการประดษิฐสมการไฟไนตเอลิเมนตที่สอดคลองกับปญหาโดยใชเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยม  และ
ไดทําการประดิษฐโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตโดยใชภาษาฟอรแทรน (FORTRAN) ใชช่ือโปรแกรม
วา MTFlow เพื่อทําการคาํนวณหาตวัไมรูคาคือ ความเร็ว ความดนั และอุณหภมูิที่จุดตอ (Nodes) 
ตางๆภายในระบบ โปรแกรมที่ประดิษฐขึน้สามารถแบงไดเปน 2 ลักษณะคือ MTFlow(v1) สําหรับ
กรณีที่ไมคํานงึถึงความรอนในระบบ  และ MTFlow(v2) สําหรับกรณีที่คํานึงถึงความรอนในระบบ 
ผลของแรงดันที่ใชในการอัดรีดที่คํานวณได ถูกใชในการเปรียบเทียบกับผลจากทฤษฎีสลิปไลนและ
ผลการทดลองเพื่อตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม ซ่ึงไดผลเปนที่นาพึงพอใจ 
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 โปรแกรมที่ประดิษฐขึน้นี้ไดนําไปใชวิเคราะหการอัดรดีในลักษณะตางๆคือการอัดรีดแบบ
ทางออกทางเดียวแบบสมมาตร  การอัดรดีแบบทางออกหลายทาง  และการอัดรีดแบบลดระดับ เพื่อ
ศึกษาถึงแรงดนัอัดรีดที่ใช รวมทั้งผลการกระจายความเรว็ ความดัน และอุณหภูมิ รวมทั้งผลเวกเตอร
ความเร็วภายในโดเมนปญหา  นอกจากนี้โปรแกรมที่ประดิษฐขึน้ยังสามารถใชในการหา
ความสัมพันธระหวางอัตราสวนการลดขนาดและแรงดนัอัดรีดที่ใช  อีกทั้งยังพบวาความเรว็ที่ใชใน
การอัดรีดจะไมมีผลตอการเปลี่ยนแปลงแรงดันอัดรีดหากกําหนดใหคาความเคนครากคงที่  แตหาก
ความเคนครากขึ้นอยูกับอุณหภูมิเพียงอยางเดียวจะพบวาแรงดันอัดรีดที่ใชจะยิ่งลดลงหากใชความเร็ว
มากขึ้นเนื่องจากวาการเพิ่มของอุณหภูมิภายในสงผลใหคาความเคนครากลดลงนั่นเอง  นอกจากนีย้ัง
พบวาความสมัพันธระหวางแรงดันอัดรีดและคาความเคนเฉือนคราก จะมีความสัมพันธกันในลักษณะ
เชิงเสน กลาวคือคาของ P/ yieldτ  จะเปนคาคงทีซ่ึ่งสอดคลองกับทฤษฎีสลิปไลน   นอกจากนีย้ังได
ทําการศึกษาถงึผลกระทบของแรงเสียดทานที่ผิวสัมผัสระหวางโลหะอดัรีดและแทนบรรจุตอการ
กระจายความเร็วและแรงดันอัดรีดที่ใช ซ่ึงผลสอดคลองกับความเปนจริงที่วาหากแรงเสียดทานที่
ผิวสัมผัสเพิ่มขึ้นจะสงผลใหตองใชแรงดนัเพิ่มมากขึ้น  

 นอกจากการอดัรีดแลว ยังใชโปรแกรมในการวิเคราะหการรีดโลหะแผน (Sheet Metal 
Rolling)  เพื่อหาแรงรีดและแรงบิดรีด (Rolling Force and Torque)  โดยทําการตรวจสอบความถูกตอง
โดยใชคาทั้งสองเมื่อเปรียบเทียบกบัทฤษฎขีอง Alexander และ Ford ซ่ึงผลที่ไดเปนที่นาพอใจ  แลว
จึงนําไปวิเคราะหหาแรงรีดและแรงบิดรีดทีอั่ตราสวนการลดขนาดตางๆเพื่อเปรียบเทยีบกับผลการ
ทดลองของ Sim [24] รวมทั้งเปรียบเทียบผลอณุหภูมิกับวิธีไฟไนตเอลิเมนตที่ใชเอลิเมนตแบบ
ส่ีเหล่ียมของ O.C. Zienkiewicz [17] ซ่ึงผลที่ไดแตกตางกันในระดบัที่ยอมรับได  นอกจากนีย้ังได
ทําการศึกษาถงึผลของการความเร็วลูกรีดตอการเพิ่มขึ้นและการกระจายอุณหภูมภิายใน  

 ในตอนสุดทายของวิทยานิพนธไดทําการประยุกตเทคนิคการปรับเปลี่ยนขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติเพื่อที่จะใหไดผลเฉลยที่ดีที่สุดอีกทั้งประหยัดเวลาในการคํานวณและประหยัดหนวยความจํา
ของเครื่องคอมพิวเตอรใหมากที่สุด  โดยอาศัยหลักการที่วาบริเวณใดมอัีตราการเปลี่ยนแปลงความชัน
สูงบริเวณนัน้ควรมีความถี่ของเอลิเมนตมากกวาบริเวณทีม่ีอัตราการเปลี่ยนแปลงของความชันต่ํา  ซ่ึง
ไดยกตัวอยางการอัดรีดแบบอัตราสวนการลดขนาด 0.5 และการรีดโลหะแผนที่มอัีตราสวนการลด
ขนาด 0.33 ซ่ึงทั้งสองปญหาจะเห็นผลการลูเขาของการกระจายคําตอบอยางชัดเจน ซ่ึงผลเฉลยที่ไดจะ
ดีกวากรณีที่ไมไดใชเทคนิคการปรับเปลี่ยนขนาดของเอลิเมนต อีกทั้งจํานวนสมการของปญหายัง
นอยกวาทําใหประหยดัเวลาในการคํานวณและหนวยความจําของเครื่องไดเปนอยางมาก 
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8.2 ปญหาที่พบ 
 

เนื่องจากวาแนวความคดิของวิทยานพินธเปนการประยุกตเอาทฤษฎทีางดานกลศาสตรของ
ไหลมาใชในการแกปญหาทางดานกลศาสตรของแข็ง ผนวกกับการประยุกตเอาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิ
เมนตมาใชแกปญหา   ดังนั้นการทําความเขาใจลักษณะทางกายภาพของปญหาและความเขาใจในการ
ผสมผสานศาสตรทั้งหมดเขาดวยกันจึงเปนสิ่งที่จําเปน  และเนื่องจากปญหาเปนแบบไมเชงิเสน 
(Nonlinear)  จึงตองมีกระบวนการทําซ้ํา (Iteration) เพื่อใหไดคําตอบที่ถูกตอง ดังนั้นหากมีความ
ผิดพลาดเพียงเล็กนอยกจ็ะนาํไปสูการลูออกของคําตอบ  โดยปญหาทีพ่บสวนใหญจะเปนปญหาทีม่า
จากการสรางสมการไฟไนตเอลิเมนตไมถูกตอง ซ่ึงนําไปสูการประดิษฐโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตที่
ไมถูกตอง หรือหากวาถูกตองในทุกขั้นตอนแตขาดความเขาใจในระเบียบวิธีเชิงตวัเลขก็จะนําไปสู
การลูออกของคําตอบเชนเดยีวกัน  ดังเชนคาของความหนืดในระบบสมการเชิงอนุพันธ  จะเหน็วา
หากระบบมีอัตราการเปลี่ยนแปลงความเครียดประสิทธิผลต่ํามากจนเขาใกล 0 จะนําไปสูคาของความ
หนืดที่เขาสูอนันต  ซ่ึงเปนผลทําใหเกิดการลูออกของคําตอบ  เชนนี้เปนตน  ดังนัน้ในการทํางานทุก
ขั้นตอนไมวาจะเปนการประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนต  หรือการประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอร  
ตองกระทําอยางระมัดระวัง และตองมีการตรวจสอบในทุกขั้นตอนอยางถี่ถวน 
  

8.3  ขอเสนอแนะ 
 
 เนื่องจากวิทยานิพนธฉบับนี้เปนพื้นฐานสําคัญของการวิเคราะหการไหลของโลหะ ดังนั้น
สามารถอาศัยหลักการเดยีวกันนี้ขยายผลในการวิเคราะหการไหลของโลหะในดานอื่นๆ รวมถึงการ
พัฒนาโปรแกรมที่มีอยูใหมปีระสิทธิภาพมากขึ้น ทั้งหมดสามารถกระทําไดในหลายแนวทางดวยกัน
ดังเชน 

1.  การเลือกใชเอลิเมนตแบบสี่เหล่ียม (Quadrilateral Element) ส่ีจุดตอ หรือส่ีเหล่ียมแปดจุดตอ  ก็
เปนอีกทางเลอืกหนึ่งทีจ่ะทาํใหประสิทธภิาพในการคํานวณสูงขึ้น เนื่องจากเอลิเมนตประเภทนี้จะ
ใหผลเฉลยที่ใกลเคียงกันกับเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบหกจุดตอ  แตส้ินเปลืองจํานวนสมการนอยกวา 
2. สามารถใชทฤษฎีในลกัษณะเดยีวกนันี้สําหรับวิเคราะหการอัดรดีทรงกระบอกโดยทําการเปลี่ยน 
สมการเชิงอนุพันธทั้ง 4 สมการใหอยูในรูปของระบบพิกัดแบบทรงกระบอก (Cylindrical 
Coordinate) และใชเอลิเมนตแบบสมมาตรรอบแกน (Axisymmetric Element) 
3.  สามารถประยุกตเอลิเมนตแบบสามมิติเพื่อใชในการคํานวณการอัดรีดในสามมิติ ซ่ึงจะเกิด
ประโยชนอยางมากเนื่องจากการอัดรีดแบบสามมิติมีอยูมากมายในอุตสาหกรรมการอัดรีด 
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4.  สามารถพัฒนาโปรแกรมใหสามารถวเิคราะหการอัดรีดในลักษณะของภาวะชั่วครู    (Transient 
State) ซ่ึงเปนจุดเริ่มตนของการวิเคราะหปญหาการอัดขึ้นรูป (Forging) และการปมขึ้นรูป (Stamping) 
5.   สามารถทําการประยกุตการถายเทความรอนผานขอบของปญหาไมวาจะเปนการอัดรีดหรือการรีด 
สูอากาศ  และสูแทนบรรจุ  หรือสูลูกรีดสําหรับปญหาการรีด เพื่อที่จะศึกษาการกระจายความรอนทั้ง
ในโลหะเองและแทนบรรจหุรือลูกรีด  ซ่ึงจะเปนประโยชนในการนําไปออกแบบแทนบรรจุและ
แมพิมพ รวมทั้งลูกรีดสาํหรับการรีดโลหะแผน 
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ภาคผนวก 



ภาคผนวก ก 
โปรแกรมคอมพิวเตอร MTFlow(v1) 

 
 

ก.1  รายละเอียดโปรแกรมคอมพิวเตอร 
 
 
 
PROGRAM MTFlow_v1         
 
C     **************************************************************** 
C     *                            * 
C     * A FINITE ELEMENT COMPUTER PROGRAM FOR SOLVING THE METAL FLOW *  
C     * UNDER PLANE STRAIN EXTRUSION PROBLEM.      * 
C     *                 * 
C     *                                          CHAIYARIT OUPICHIT  * 
C     *                       * 
C     **************************************************************** 
 
 
C     THE VALUES DECLARED IN THE PARAMETER STATEMENT BELOW SHOULD 
C     BE ADJUSTED ACCORDING TO THE SIZE OF THE PROBLEMS AND TYPES 
C     OF COMPUTERS: 
C         MXPOIV = MAXIMUM NUMBER OF VELOCITY NODES IN THE MODEL 
C         MXPOIP = MAXIMUM NUMBER OF PRESSURE NODES IN THE MODEL  
C         MXELE  = MAXIMUM NUMBER OF ELEMENTS IN THE MODEL 
C 
      PARAMETER (MXPOIV=971, MXPOIP=264, MXELE=444) 
      PARAMETER (MXNEQ=2*MXPOIV+MXPOIP) 
 
      IMPLICIT  REAL*8 (A-H,O-Z) 
 
      DIMENSION  COORD(MXPOIV,2), TEXT(20)  
      DIMENSION  UVEL(MXPOIV), VVEL(MXPOIV), PRES(MXPOIV) 
      DIMENSION  SYSK(MXNEQ,MXNEQ), SYSR(MXNEQ), SOL(MXNEQ) 
      DIMENSION  VISCOUS(MXELE), SOL_O(MXNEQ),STRINV(MXELE) 
 
      CHARACTER*20  NAME1, NAME2 
      CHARACTER*10  ATIME,ADATE 
  
      INTEGER  INTMAT(MXELE,6) 
      INTEGER  IBCU(MXPOIV), IBCV(MXPOIV), IBCP(MXPOIV) 
 
C     ********************************************************** 
C                        READ INPUT FILE 
C     ********************************************************** 
C 
C     OPEN INPUT FILE 
C 
   10 WRITE(6,20)                                 
   20 FORMAT(/,' PLEASE ENTER THE INPUT FILE NAME:', /) 
      READ(5,'(A)',ERR=10) NAME1 
      OPEN(UNIT=7, FILE=NAME1, STATUS='OLD', ERR=10) 
C 
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C     OPEN OUTPUT FILES 
C 
   11 WRITE(6,21) 
   21 FORMAT(/,' PLEASE ENTER THE RESULT FILE NAME:',/) 
      READ(5,'(A)',ERR=11) NAME2 
      OPEN(UNIT=8 ,FILE=NAME2, STATUS='NEW' ,ERR=11) 
      OPEN(UNIT=9 ,FILE='CHECK.OUT',STATUS='UNKNOWN') 
      OPEN(UNIT=10,FILE='CONV.OUT' ,STATUS='UNKNOWN') 
C 
C     READ TITLE OF COMPUTATION:  
C 
      READ(7,*)  NLINES 
      DO 100  ILINE=1,NLINES 
      READ(7,1) TEXT 
    1 FORMAT(20A4) 
  100 CONTINUE 
C 
C     READ INPUT DATA: 
C 
      READ(7,1)  TEXT 
      WRITE(9,104) 
  104 FORMAT('   NPOIV   NPOIP   NELEM ') 
      READ(7,*)    NPOIV, NPOIP, NELEM  
      WRITE(9,105) NPOIV, NPOIP, NELEM 
  105 FORMAT(4I8) 
      IF(NPOIV.GT.MXPOIV)  WRITE(6,110) NPOIV 
  110 FORMAT(/,' PLEASE INCREASE THE PARAMETER MXPOIV TO',I5) 
      IF(NPOIV.GT.MXPOIV)  STOP 
      IF(NPOIP.GT.MXPOIP)  WRITE(6,120) NPOIP 
  120 FORMAT(/,' PLEASE INCREASE THE PARAMETER MXPOIP TO',I5) 
      IF(NPOIP.GT.MXPOIP)  STOP 
      IF(NELEM.GT.MXELE)  WRITE(6,130) NELEM 
  130 FORMAT(/,' PLEASE INCREASE THE PARAMETER MXELE TO',I5) 
      IF(NELEM.GT.MXELE)  STOP 
C 
C     READ MATERIAL PROPERTIES: 
C 
      READ(7,1)  TEXT 
      WRITE(9,134) 
  134 FORMAT('     YIELD STRESS    INITIAL VISCOSITY     MAX ITERATION') 
      READ(7,*)  YIELD , VIS ,MITER 
      WRITE(9,135)  YIELD , VIS ,MITER 
  135 FORMAT(2E12.4,I4) 
C 
C     READ NODAL COORDINATES, BOUNDARY CONDITIONS, THEIR VALUES: 
C     REQUIREMENT:  MAIN NODES MUST BE NUMBERED FIRST 
C 
      READ(7,1)  TEXT 
      WRITE(9,138)  NPOIV 
  138 FORMAT(' NODAL INFORMATION (NODE NO., U-V-P BC, X-Y COORD,', 
     *       ' U-V-P VALUES): [', I4, ']'                          ) 
      DO 150  IP=1,NPOIV 
      READ(7,*)    I, IBCU(I), IBCV(I), IBCP(I), 
     *             (COORD(I,K), K=1,2), UVEL(I), VVEL(I), PRES(I) 
      WRITE(9,152) I, IBCU(I), IBCV(I), IBCP(I), 
     *             (COORD(I,K), K=1,2), UVEL(I), VVEL(I), PRES(I)   
  152 FORMAT(I6, 3I4, 5E12.4) 
      IF(I.NE.IP)  WRITE(6,155) IP 
  155 FORMAT(/, ' NODE NO.', I5, ' IN DATA FILE IS MISSING') 
      IF(I.NE.IP) STOP 
  150 CONTINUE 
C 
C     READ ELEMENT NODAL CONNECTIONS: 
C 
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      READ(7,1)  TEXT 
      WRITE(9,157) NELEM 
  157 FORMAT(' ELEMENT NODAL CONNECTIONS: [', I4, ']') 
      DO 160  IE=1,NELEM 
      READ(7,*)    I, (INTMAT(I,J), J=1,6) 
      WRITE(9,162) I, (INTMAT(I,J), J=1,6)  
  162 FORMAT(7I8) 
      IF(I.NE.IE)  WRITE(6,165) IE 
  165 FORMAT(/, ' ELEMENT NO.', I5, ' IN DATA FILE IS MISSING') 
      IF(I.NE.IE) STOP 
  160 CONTINUE 
 
      WRITE(6,220)  NPOIV, NPOIP, NELEM  
  220 FORMAT(/,' *** THE FINITE ELEMENT MODEL CONSISTS OF:', /, 
     *         '         NUMBER OF VELOCITY NODES    =', I6, /, 
     *         '         NUMBER OF PRESSURE NODES    =', I6, /, 
     *         '         NUMBER OF ELEMENTS          =', I6 ) 
C     
C     BUILD UP THE ELEMENTS VISCOSITY FOR THE FIRST ITERATION 
C 
      DO 226  IE  = 1,NELEM 
      VISCOUS(IE) = VIS 
  226 CONTINUE 
C 
C     ESTABLISH ALL ELEMENT MATRICES AND ASSEMBLE THEM TO FORM 
C     FORM UP SYSTEM EQUATIONS 
C 
C     ********************************************************** 
C                        MAIN ITERATION 
C     ********************************************************** 
C 
      DO 1000  LOOP = 1,MITER 
 
      WRITE(6,225) LOOP 
  225 FORMAT (/,10X,' ***************************', 
     *        /,10X,' ***** ITERATION NO.',I2,' *****', 
     *        /,10X,' ***************************') 
 
      NEQ = 2*NPOIV + NPOIP 
      DO 180  I=1,NEQ 
      SYSR(I) = 0. 
  180 CONTINUE 
      DO 190  I=1,NEQ 
      DO 190  J=1,NEQ 
      SYSK(I,J) = 0. 
  190 CONTINUE 
 
      WRITE(6,230) 
  230 FORMAT(/,' *** ESTABLISHING ELEMENT MATRICES AND', 
     *         ' ASSEMBLING ELEMENT EQUATIONS ***'     ) 
      CALL TRI(NPOIV, NPOIP,  NELEM  ,   NEQ, 
     *     VISCOUS,  COORD, INTMAT, INTMATF, 
     *     SYSK, SYSR, MXPOIV,  MXELE  , MXNEQ) 
C 
C     APPLY BOUNDARY CONDITIONS OF NODAL VELOCITIES AND PRESSURE 
C 
      WRITE(6,240) 
  240 FORMAT(/,' *** APPLYING BOUNDARY CONDITIONS OF NODAL',  
     *         ' VELOCITIES AND PRESSURES ***'             ) 
      CALL APPLYBC(NPOIV, NPOIP,  NEQ, IBCU, IBCV,   IBCP, 
     *             SYSK,  SYSR, UVEL, VVEL, PRES, MXPOIV, 
     *             MXPOIP, MXNEQ                          ) 
C 
C     SOLVE A SET OF SIMULTANEOUS SYSTEM EQUATIONS FOR SOLUTIONS 
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C 
      WRITE(6,250) 
  250 FORMAT(/,' *** SOLVING A SET OF SIMULTANEOUS EQS. FOR', 
     *         ' VELOCITY AND PRESSURE SOLUTIONS ***'       ) 
      WRITE(6,260)  NEQ 
  260 FORMAT(5X,'( TOTAL OF', I5,' EQUATIONS TO BE SOLVED )') 
      CALL GAUSS(NEQ, SYSK, SYSR, SOL, MXNEQ) 
C 
C     CHECK CONVERGENCE 
C 
      IF (LOOP.EQ.1) GOTO 900 
      WRITE(6,670) 
  670 FORMAT(/,'*** CHECKING CONVERGENCE ***') 
      CALL CONVERGE (MXNEQ,MXPOIV,MXPOIP,SOL,SOL_O,TOLV,TOLP 
     *               ,NPOIV,NPOIP,NEQ)    
C 
C     PRINT OUT TOLERANCE 
C 
      IF(LOOP.EQ.2)THEN 
      WRITE(10,500) 
  500 FORMAT (/,12X,'*****************************************',/, 
     *          12X,'*              MTFlow(v1)               *',/, 
     *          12X,'*    VELOCITY AND PRESSURE TOLERANCE    *',/, 
     *          12X,'*****************************************') 
      WRITE(10,505) 
  505 FORMAT(/,5X,'LOOP',10X,'VELOCITY TOLERANCE',10X, 
     *       'PRESSURE TOLERANCE') 
      ENDIF 
   
      WRITE(10,510) LOOP,TOLV,TOLP 
  510 FORMAT(5X,I3,13X,F12.4,16X,F12.4) 
 
      WRITE(6,370) TOLV,TOLP 
  370 FORMAT(/,'  VELOCITY TOLERANCE =',F12.4,/, 
     *         '  PRESSURE TOLERANCE =',F12.4   ) 
 
      IF (TOLV.LE.1.0.AND.TOLP.LE.1.0) GOTO 1100 
 
  900 CONTINUE 
C 
C     SOLVE FOR NEW ELEMENT VISCOSITY 
C 
      WRITE(6,265) 
  265 FORMAT(/,'*** SOLVING FOR THE NEW SET OF VISCOSITY ***') 
      CALL ELEVIS (NPOIV,NPOIP,NELEM,NEQ,COORD,INTMAT,SOL 
     *             ,VISCOUS,MXPOIV,YIELD,MXELE,STRINV)   
C 
C     SAVE THE RESULTS HISTORY 
C 
      DO 910 I=1,NEQ 
      SOL_O(I)=SOL(I) 
  910 CONTINUE 
 
 1000 CONTINUE 
C 
C     WHEN THE MAIN ITERATION REACH THE MITER PARAMETER  
C     
      WRITE (6,1010) 
 1010 FORMAT (/,'****** SOLUTIONS DO NOT CONVERGE ******') 
      STOP 
 
 1100 CONTINUE 
 
C        
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C     ********************************************************** 
C                       PRINT OUT SOLUTIONS  
C     ********************************************************** 
C 
C     ROUND-OFF SOLUTION VALUES FOR NEAT OUTPUT: 
C 
      ROFF = 1.E-6 
      DO 890  IEQ=1,NEQ 
      IF(ABS(SOL(IEQ)).LT.ROFF)  SOL(IEQ) = 0. 
  890 CONTINUE 
C 
C     WRITE OUTPUT FILE 
C 
      WRITE(8,850) 
  850 FORMAT (/,8X,'*****************************************',/, 
     *          8X,'*              MTFlow(v1)               *',/, 
     *          8X,'* NODAL VELOCITY AND PRESSURE SOLUTIONS *',/, 
     *          8X,'*****************************************') 
C 
C     DATE AND TIME RECORD 
C 
      CALL DATE(ADATE) 
      CALL TIME(ATIME) 
      WRITE(8,855)ADATE,ATIME  
  855 FORMAT(/,8X,A10,3X,A10 )  
 
      WRITE(8,860) NPOIV,NPOIP 
  860 FORMAT(/,8X,'NUMBER OF VELOCITY NODES : ' ,I5,/, 
     *         8X,'NUMBER OF PRESSURE NODES : ' ,I5) 
 
      WRITE(8,800) 
  800 FORMAT(/,'    NODE    U-VELOCITY      V-VELOCITY      PRESSURE',/) 
 
      DO 810 I=1,NPOIP 
      WRITE(8,820) I , SOL(I) , SOL(I+NPOIV) , SOL(I+2*NPOIV) 
  820 FORMAT(I6,3E16.6 ) 
  810 CONTINUE 
 
      DO 830 I=NPOIP+1,NPOIV 
      WRITE(8,840) I , SOL(I) , SOL(I+NPOIV) 
  840 FORMAT(I6,2E16.6) 
  830 CONTINUE 
 
      STOP 
      END 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE APPLYBC(NPOIV, NPOIP,  NEQ, IBCU, IBCV,   IBCP, 
     *                   SYSK,  SYSR, UVEL, VVEL, PRES, MXPOIV, 
     *                   MXPOIP, MXNEQ                          ) 
C 
C     APPLY BOUNDARY CONDITIONS FOR NODAL VELOCITIES AND PRESSURES 
C     WITH CONDITION CODES OF: 
C           0 = FREE TO CHANGE (TO BE COMPUTED) 
C           1 = FIXED AS SPECIFIED 
C 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  SYSK(MXNEQ,MXNEQ), SYSR(MXNEQ) 
      DIMENSION  UVEL(MXPOIV), VVEL(MXPOIV), PRES(MXPOIV) 
C 
      INTEGER  IBCU(MXPOIV), IBCV(MXPOIV), IBCP(MXPOIV) 
C 
C     APPLY BOUNDARY CONDITIONS FOR NODAL U-VELOCITIES: 
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C 
      IEQ1 = 1 
      IEQ2 = NPOIV 
      DO 100  IEQ=IEQ1,IEQ2 
      IEQU = IEQ 
      IF(IBCU(IEQU).EQ.0)  GO TO 100 
C 
      DO 110  IR=1,NEQ 
      IF(IR.EQ.IEQ)  GO TO 110 
      SYSR(IR) = SYSR(IR) - SYSK(IR,IEQ)*UVEL(IEQU) 
      SYSK(IR,IEQ) = 0. 
  110 CONTINUE 
C 
      DO 120  IC=1,NEQ 
      SYSK(IEQ,IC) = 0. 
  120 CONTINUE 
      SYSK(IEQ,IEQ) = 1. 
      SYSR(IEQ) = UVEL(IEQU) 
C 
  100 CONTINUE 
C 
C     APPLY BOUNDARY CONDITIONS FOR NODAL V-VELOCITIES: 
C 
      IEQ1 = NPOIV + 1 
      IEQ2 = 2*NPOIV 
      DO 200  IEQ=IEQ1,IEQ2 
      IEQV = IEQ - NPOIV 
      IF(IBCV(IEQV).EQ.0)  GO TO 200 
C 
      DO 210  IR=1,NEQ 
      IF(IR.EQ.IEQ)  GO TO 210 
      SYSR(IR) = SYSR(IR) - SYSK(IR,IEQ)*VVEL(IEQV) 
      SYSK(IR,IEQ) = 0. 
  210 CONTINUE 
C 
      DO 220  IC=1,NEQ 
      SYSK(IEQ,IC) = 0. 
  220 CONTINUE 
      SYSK(IEQ,IEQ) = 1. 
      SYSR(IEQ) = VVEL(IEQV) 
C 
  200 CONTINUE 
C 
C     APPLY BOUNDARY CONDITIONS FOR NODAL PRESSURES: 
C 
      IEQ1 = 2*NPOIV + 1 
      IEQ2 = NEQ 
      DO 300  IEQ=IEQ1,IEQ2 
      IEQP = IEQ - 2*NPOIV 
      IF(IBCP(IEQP).EQ.0)  GO TO 300 
C 
      DO 310  IR=1,NEQ 
      IF(IR.EQ.IEQ)  GO TO 310 
      SYSR(IR) = SYSR(IR) - SYSK(IR,IEQ)*PRES(IEQP) 
      SYSK(IR,IEQ) = 0. 
  310 CONTINUE 
C 
      DO 320  IC=1,NEQ 
      SYSK(IEQ,IC) = 0. 
  320 CONTINUE 
      SYSK(IEQ,IEQ) = 1. 
      SYSR(IEQ) = PRES(IEQP) 
C 
  300 CONTINUE 
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C 
      RETURN 
      END 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE ASSMBLE(IE, INTMAT, AKELE,  RELE,  SYSK, SYSR, 
     *                   NPOIV,    NEQ, NELEM, MXNEQ, MXELE ) 
C 
C     ASSEMBLE ELEMENT EQUATIONS INTO SYSTEM EQUATIONS 
C 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  AKELE(15,15), RELE(15) 
      DIMENSION  SYSK(MXNEQ,MXNEQ), SYSR(MXNEQ) 
C 
      INTEGER  INTMAT(MXELE,6) 
C 
C     ASSEMBLING SYSTEM STIFFNESS MATRIX 
C 
C     CONTRIBUTION OF COEFFICIENTS ASSOCIATED WITH U & V VELOCITIES: 
C 
      DO 100  I=1,6 
      DO 100  J=1,6 
      II = INTMAT(IE,I) 
      JJ = INTMAT(IE,J) 
      K  = I + 6 
      L  = J + 6 
      KK = NPOIV + II 
      LL = NPOIV + JJ 
      SYSK(II,JJ) = SYSK(II,JJ) + AKELE(I,J) 
      SYSK(II,LL) = SYSK(II,LL) + AKELE(I,L) 
      SYSK(KK,JJ) = SYSK(KK,JJ) + AKELE(K,J) 
      SYSK(KK,LL) = SYSK(KK,LL) + AKELE(K,L) 
  100 CONTINUE 
C 
C     CONTRIBUTION OF COEFFICIENTS ASSOCIATED WITH PRESSURE: 
C 
      DO 200  I=1,6 
      DO 200  J=1,3 
      II = INTMAT(IE,I) 
      JJ = INTMAT(IE,J) 
      K  = I + 6 
      L  = J + 12 
      KK = NPOIV + II 
      LL = 2*NPOIV + JJ 
      SYSK(II,LL) = SYSK(II,LL) + AKELE(I,L) 
      SYSK(KK,LL) = SYSK(KK,LL) + AKELE(K,L) 
      SYSK(LL,II) = SYSK(LL,II) + AKELE(L,I) 
      SYSK(LL,KK) = SYSK(LL,KK) + AKELE(L,K) 
  200 CONTINUE 
C 
C     ASSEMBLING SYSTEM LOAD VECTOR 
C 
C     CONTRIBUTION OF VALUES ASSOCIATED WITH U & V VELOCITIES: 
C 
      DO 300  I=1,6 
      II = INTMAT(IE,I) 
      K  = I + 6 
      KK = NPOIV + II 
      SYSR(II) = SYSR(II) + RELE(I) 
      SYSR(KK) = SYSR(KK) + RELE(K) 
  300 CONTINUE 
C 
C     CONTRIBUTION OS VALUES ASSOCIATED WITH PRESSURE: 
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C 
      DO 400  I=1,3 
      II = INTMAT(IE,I) 
      K  = I + 12 
      KK = 2*NPOIV + II 
      SYSR(KK) = SYSR(KK) + RELE(K) 
  400 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE GAUSS(N, A, B, X, MXNEQ) 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  A(MXNEQ,MXNEQ), B(MXNEQ), X(MXNEQ) 
C 
C     PERFORM SCALING: 
C 
      CALL SCALE(N, A, B, MXNEQ) 
C 
C     FORWARD ELIMINATION: 
C 
C     PERFORM ACCORDING TO ORDER OF 'PRIME' FROM 1 TO N-1: 
C 
      DO 100  IP=1,N-1 
C 
C     PERFORM PARTIAL PIVOTING: 
C 
      CALL PIVOT(N, A, B, MXNEQ, IP) 
C 
C     LOOP OVER EACH EQUATION STARTING FROM THE ONE THAT CORRESPONDS 
C     WITH THE ORDER OF 'PRIME' PLUS ONE: 
C 
      DO 200  IE=IP+1,N 
      RATIO = A(IE,IP)/A(IP,IP) 
C 
C     COMPUTE NEW COEFFICIENTS OF THE EQUATION CONSIDERED: 
C 
      DO 300  IC=IP+1,N 
      A(IE,IC) = A(IE,IC) - RATIO*A(IP,IC) 
  300 CONTINUE 
      B(IE) = B(IE) - RATIO*B(IP) 
  200 CONTINUE 
C 
C     SET COEFFICIENTS ON LOWER LEFT PORTION TO ZERO: 
C 
      DO 400  IE=IP+1,N 
      A(IE,IP) = 0. 
  400 CONTINUE 
  100 CONTINUE 
C 
C     BACK SUBSTITUTION: 
C 
C     COMPUTE SOLUTION OF THE LAST EQUATION: 
C 
      X(N) = B(N)/A(N,N) 
C       
C     THEN COMPUTE SOLUTIONS FROM EQUATION N-1 TO 1: 
C 
      DO 500  IE=N-1,1,-1 
      SUM = 0. 
      DO 600  IC=IE+1,N 
      SUM = SUM + A(IE,IC)*X(IC) 
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  600 CONTINUE 
      X(IE) = (B(IE) - SUM)/A(IE,IE) 
  500 CONTINUE 
      RETURN 
      END 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE PIVOT(N, A, B, MXNEQ, IP) 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z)          
      DIMENSION  A(MXNEQ,MXNEQ), B(MXNEQ) 
C 
C     PERFORM PARTIAL PIVOTING: 
C 
      JP = IP 
      BIG = ABS(A(IP,IP)) 
      DO 10  I=IP+1,N 
      AMAX = ABS(A(I,IP)) 
      IF(AMAX.GT.BIG)  THEN 
      BIG = AMAX 
      JP  = I 
      ENDIF 
   10 CONTINUE 
      IF(JP.NE.IP)  THEN 
      DO 20  J=IP,N 
      DUMY    = A(JP,J) 
      A(JP,J) = A(IP,J) 
      A(IP,J) = DUMY 
   20 CONTINUE 
      DUMY  = B(JP) 
      B(JP) = B(IP) 
      B(IP) = DUMY 
      ENDIF 
      RETURN 
      END 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE SCALE(N, A, B, MXNEQ) 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z)          
      DIMENSION  A(MXNEQ,MXNEQ), B(MXNEQ) 
C 
C     PERFORM SCALING: 
C 
      DO 10  IE=1,N 
      BIG = ABS(A(IE,1)) 
      DO 20  IC=2,N 
      AMAX = ABS(A(IE,IC)) 
      IF(AMAX.GT.BIG)  BIG = AMAX 
   20 CONTINUE 
      DO 30  IC=1,N 
      A(IE,IC) = A(IE,IC)/BIG 
   30 CONTINUE 
      B(IE) = B(IE)/BIG 
   10 CONTINUE 
      RETURN 
      END 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE MULMAT(A, B, C, I, J, K) 
C 
C     PERFORM MATRIX MULTIPLICATION: [C(I,K)] = [A(I,J)] [B(J,K)] 
C 
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      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  A(I,J), B(J,K), C(I,K) 
C 
      DO 10  IR=1,I 
      DO 10  IC=1,K 
      C(IR,IC) = 0. 
      DO 20  IS=1,J 
      C(IR,IC) = C(IR,IC) + A(IR,IS)*B(IS,IC) 
   20 CONTINUE 
   10 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE TRI(NPOIV, NPOIP,  NELEM , NEQ, 
     *               VISCOUS,  COORD, INTMAT, INTMATF, 
     *               SYSK, SYSR, MXPOIV,  MXELE,  MXNEQ) 
C 
C     ESTABLISH ALL ELEMENT MATRICES AND ASSEMBLE THEM TO FORM  
C     UP SYSTEM EQUATIONS 
C 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  COORD(MXPOIV,2), SYSK(MXNEQ,MXNEQ), SYSR(MXNEQ) 
      DIMENSION  A(6,6), B(3,6), C(3,6), G(3,3) 
      DIMENSION  AT(6,6), BT(6,3), CT(6,3) 
      DIMENSION  P66(6,6), P36(3,6), Q36(3,6), P63(6,3) 
      DIMENSION  AK11(6,6), AK22(6,6), AK12(6,6), AK21(6,6) 
      DIMENSION  AL1(6,3), AL2(6,3), AL1T(3,6), AL2T(3,6) 
      DIMENSION  AKELE(15,15), RELE(15) ,VISCOUS(MXELE) 
C 
      INTEGER  INTMAT(MXELE,6) 
C 
C     SET UP [A] MATRIX: 
C 
      DO 10  I=1,6 
      DO 10  J=1,6 
      A(I,J) = 0. 
   10 CONTINUE 
      A(1,1) =  1. 
      A(2,2) =  1. 
      A(3,3) =  1. 
      A(4,4) =  4. 
      A(5,5) =  4. 
      A(6,6) =  4. 
      A(4,2) = -1. 
      A(4,3) = -1. 
      A(5,1) = -1. 
      A(5,3) = -1. 
      A(6,1) = -1. 
      A(6,2) = -1. 
C 
C     ALSO COMPUTE [A] TRANSPOSE: 
C 
      DO 20  I=1,6 
      DO 20  J=1,6 
      AT(J,I) = A(I,J) 
   20 CONTINUE 
C 
C     LOOP OVER THE NUMBER OF ELEMENTS: 
C 
      DO 500  IE=1,NELEM 
      VISC = VISCOUS(IE) 
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C 
C     FIND ELEMENT LOCAL COORDINATES: 
C 
      II = INTMAT(IE,1) 
      JJ = INTMAT(IE,2) 
      KK = INTMAT(IE,3) 
C 
      XG1 = COORD(II,1) 
      XG2 = COORD(JJ,1) 
      XG3 = COORD(KK,1) 
      YG1 = COORD(II,2) 
      YG2 = COORD(JJ,2) 
      YG3 = COORD(KK,2) 
      AREA= 0.5*(XG2*(YG3-YG1) + XG1*(YG2-YG3) + XG3*(YG1-YG2)) 
      IF(AREA.LE.0.)  WRITE(6,5)  IE 
    5 FORMAT(/,'  !!! ERROR !!!  ELEMENT NO.', I5, 
     *         ' HAS NEGATIVE OR ZERO AREA ', /, 
     *         '  --- CHECK F.E. MODEL FOR NODAL COORDINATES',  
     *         ' AND ELEMENT NODAL CONNECTIONS ---'          ) 
      IF(AREA.LE.0.)  STOP 
C 
      AREA2 = 2.*AREA 
      B1 = (YG2 - YG3)/AREA2 
      B2 = (YG3 - YG1)/AREA2 
      B3 = (YG1 - YG2)/AREA2 
      C1 = (XG3 - XG2)/AREA2 
      C2 = (XG1 - XG3)/AREA2 
      C3 = (XG2 - XG1)/AREA2 
C 
C     SET UP [B] AND [C] MATRICES: 
C 
      DO 30  I=1,3 
      DO 30  J=1,6 
      B(I,J) = 0. 
      C(I,J) = 0. 
   30 CONTINUE 
      B(1,1) = 2.*B1 
      B(1,5) = B3 
      B(1,6) = B2 
      B(2,2) = 2.*B2 
      B(2,4) = B3 
      B(2,6) = B1 
      B(3,3) = 2.*B3 
      B(3,4) = B2 
      B(3,5) = B1 
      C(1,1) = 2.*C1 
      C(1,5) = C3 
      C(1,6) = C2 
      C(2,2) = 2.*C2 
      C(2,4) = C3 
      C(2,6) = C1 
      C(3,3) = 2.*C3 
      C(3,4) = C2 
      C(3,5) = C1 
C 
C     COMPUTE [B] AND [C] TRANSPOSE: 
C 
      DO 40  I=1,3 
      DO 40  J=1,6 
      BT(J,I) = B(I,J) 
      CT(J,I) = C(I,J) 
   40 CONTINUE 
C 
C     SET UP [G] MATRIX: 
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C 
      FAC  = AREA/12. 
      FAC2 = 2.*FAC 
      G(1,1) = FAC2 
      G(2,2) = FAC2 
      G(3,3) = FAC2 
      G(1,2) = FAC 
      G(1,3) = FAC 
      G(2,1) = FAC 
      G(2,3) = FAC 
      G(3,1) = FAC 
      G(3,2) = FAC 
C 
C     COMPUTE [K11] MATRIX (WITHOUT VIS): 
C 
      CALL MULMAT( B,   A,  P36, 3, 6, 6) 
      CALL MULMAT( G, P36,  Q36, 3, 3, 6) 
      CALL MULMAT(BT, Q36,  P66, 6, 3, 6) 
      CALL MULMAT(AT, P66, AK11, 6, 6, 6) 
C 
C     COMPUTE [K22] MATRIX (WITHOUT VIS): 
C 
      CALL MULMAT( C,   A,  P36, 3, 6, 6) 
      CALL MULMAT( G, P36,  Q36, 3, 3, 6) 
      CALL MULMAT(CT, Q36,  P66, 6, 3, 6) 
      CALL MULMAT(AT, P66, AK22, 6, 6, 6) 
C 
C     COMPUTE [K12] MATRIX (WITHOUT VIS): 
C 
      CALL MULMAT( B,   A,  P36, 3, 6, 6) 
      CALL MULMAT( G, P36,  Q36, 3, 3, 6) 
      CALL MULMAT(CT, Q36,  P66, 6, 3, 6) 
      CALL MULMAT(AT, P66, AK12, 6, 6, 6) 
C 
C     COMPUTE ACTUAL [K11], [K22], [K12], AND [K21]: 
C 
      DO 50  I=1,6 
      DO 50  J=1,6 
      AK11(I,J) = VISC*AK11(I,J) 
      AK22(I,J) = VISC*AK22(I,J) 
      AK12(I,J) = VISC*AK12(I,J) 
      AK21(J,I) = AK12(I,J) 
   50 CONTINUE 
C 
C     COMPUTE [L1] AND [L2] MATRICES: 
C 
      CALL MULMAT(BT,   G, P63, 6, 3, 3) 
      CALL MULMAT(AT, P63, AL1, 6, 6, 3) 
      CALL MULMAT(CT,   G, P63, 6, 3, 3) 
      CALL MULMAT(AT, P63, AL2, 6, 6, 3) 
C 
      DO 60  I=1,6 
      DO 60  J=1,3 
      AL1(I,J)  = -AL1(I,J) 
      AL2(I,J)  = -AL2(I,J) 
      AL1T(J,I) =  AL1(I,J) 
      AL2T(J,I) =  AL2(I,J) 
   60 CONTINUE 
C 
C     FORM UP ELEMENT STIFFNESS MATRIX AND LOAD VECTOR: 
C 
      DO 100  I=1,15 
      RELE(I) = 0. 
      DO 100  J=1,15 
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  AKELE(I,J) = 0. 
  100 CONTINUE 
C 
      DO 110  I=1,6 
      DO 120  J=1,6 
      AKELE(I  ,J  ) = 2.*AK11(I,J) + AK22(I,J) 
      AKELE(I+6,J+6) = AK11(I,J) + 2.*AK22(I,J) 
      AKELE(I  ,J+6) = AK12(I,J) 
      AKELE(I+6,J  ) = AK21(I,J) 
  120 CONTINUE 
      DO 130  J=1,3 
      AKELE(I  ,J+12) = AL1(I,J) 
      AKELE(I+6,J+12) = AL2(I,J) 
  130 CONTINUE 
  110 CONTINUE 
      DO 140  I=1,3 
      DO 140  J=1,6 
      AKELE(I+12,J  ) = AL1T(I,J) 
      AKELE(I+12,J+6) = AL2T(I,J) 
  140 CONTINUE 
C 
C     ASSEMBLE THESE ELEMENT MATRICES TO FORM SYSTEM EQUATIONS: 
C 
      CALL ASSMBLE(   IE, INTMAT, AKELE,  RELE,  SYSK, SYSR, 
     *             NPOIV,    NEQ, NELEM, MXNEQ, MXELE      ) 
C 
  500 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C------------------------------------------------------------------ 
C 
      SUBROUTINE ELEVIS (NPOIV,NPOIP,NELEM,NEQ,COORD,INTMAT,SOL 
     *                    ,VISCOUS,MXPOIV,YIELD,MXELE,STRINV) 
C             
C     SUBROUTINE FOR COMPUTE NONLINEAR VISCOSITY 
C 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  COORD(MXPOIV,2) , VISCOUS(NELEM) , STRINV(NELEM) 
     *           ,SOL(NEQ) 
      INTEGER INTMAT(MXELE,6) 
      DO 500   IE = 1,NELEM 
      II = INTMAT(IE,1) 
      JJ = INTMAT(IE,2) 
      KK = INTMAT(IE,3) 
      XG1 = COORD(II,1) 
      XG2 = COORD(JJ,1) 
      XG3 = COORD(KK,1) 
      YG1 = COORD(II,2) 
      YG2 = COORD(JJ,2) 
      YG3 = COORD(KK,2) 
      AREA= 0.5*(XG2*(YG3-YG1) + XG1*(YG2-YG3) + XG3*(YG1-YG2)) 
      B1 = (YG2 - YG3) 
      B2 = (YG3 - YG1) 
      B3 = (YG1 - YG2) 
      C1 = (XG3 - XG2) 
      C2 = (XG1 - XG3) 
      C3 = (XG2 - XG1) 
      U1 = SOL(II) 
      U2 = SOL(JJ) 
      U3 = SOL(KK) 
      V1 = SOL(II+NPOIV) 
      V2 = SOL(JJ+NPOIV) 
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      V3 = SOL(KK+NPOIV) 
      STR_X  = (B1*U1+B2*U2+B3*U3)/(2.*AREA) 
      STR_Y  = (C1*V1+C2*V2+C3*V3)/(2.*AREA) 
      STR_XY = (C1*U1+C2*U2+C3*U3+B1*V1+B2*V2+B3*V3)/(4.*AREA) 
      STRINV(IE) = SQRT(2.*(STR_X*STR_X+STR_Y*STR_Y+STR_XY*STR_XY*2.)) 
      VISCOUS(IE) = YIELD/(SQRT(3.)*STRINV(IE)) 
      IF (VISCOUS(IE).GT.1.E6)   VISCOUS(IE)=1.E6 
  500 CONTINUE 
      RETURN 
      END 
C 
C------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE CONVERGE (MXNEQ,MXPOIV,MXPOIP,SOL,SOL_O,TOLV,TOLP 
     *                     ,NPOIV,NPOIP,NEQ)  
C 
C     SUBROUTINE FOR COMPUTE THE CONVERGENCE CRITERIA 
C 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
 
      DIMENSION SOL(MXNEQ),SOL_V(MXPOIV),SOL_P(MXPOIP),SOL_O(MXNEQ) 
      DIMENSION SOL_NV(MXPOIV),SOL_NP(MXPOIP) 
 
      DO 100  IV = 1,NPOIV 
      SOL_V(IV) = SQRT((SOL(IV))**2.+(SOL(IV+NPOIV))**2.) 
      SOL_NV(IV)= SQRT((SOL_O(IV))**2.+(SOL_O(IV+NPOIV))**2.) 
  100 CONTINUE 
 
      DO 200  IP = 1,NPOIP  
      SOL_P(IP) = SOL(IP+(2.*NPOIV)) 
      SOL_NP(IP)= SOL_O(IP+(2.*NPOIV)) 
  200 CONTINUE 
C 
C     COMPUTE THE NECESSARY PARAMETERS  
C  
      AAA = 0. 
      BBB = 0. 
      CCC = 0. 
      DDD = 0. 
 
      DO 300  J = 1,NPOIV 
      AA  = (SOL_V(J)-SOL_NV(J))**2. 
      AAA = AAA + AA 
      BB  = (SOL_NV(J))**2 
      BBB = BBB + BB 
  300 CONTINUE 
 
      DO 400  K = 1,NPOIP 
      CC  = SOL_P(K) 
      CCC = CCC + CC 
      DD  = SOL_NP(K) 
      DDD = DDD + DD 
  400 CONTINUE 
 
      TOLV = SQRT(AAA/BBB)*100. 
      TOLP = ABS((DDD-CCC)/DDD)*100. 
 
  500 CONTINUE 
      RETURN 
      END 
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ก.2  ตัวอยางปญหา 

 ในหวัขอนี้จะยกตวัอยางปญหาเพื่อใหเกดิความชัดเจนในเรื่องของการสรางไฟลขอมูลโดย 
เฉพาะการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต  รวมไปถึงแสดงลักษณะของไฟลผลลัพธ  ขนาดของเอลิเมนตใน
ตัวอยางนี้ใชเอลิเมนตขนาดใหญเพื่อที่จะลดพื้นที่ในการนําเสนอ  ดังนั้นคําตอบจึงไมแมนตรง
เทาที่ควร  ในการวิเคราะหเพื่อตองการผลจริงจึงควรที่จะลดขนาดของเอลิเมนตใหเล็กลงโดยเฉพาะ
อยางยิ่งบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงของคําตอบสูงนั่นก็คอืบริเวณปลายของแมพิมพ  ลักษณะของ
ปญหาจะเปนปญหาการอัดรีดที่มีอัตราสวนการลดขนาด 0.6  วัสดุมีคาความเคนคราก 1,500 kg/cm2 
กําหนดคาความหนืดเริ่มตน 1000 kg.s/cm2  ความเร็วทางเขา 1 cm/s จํานวนรอบในการคํานวณสูงสุด 
20 รอบ แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตมีจํานวนจุดตอความเร็ว 183 จุด จุดตอความดัน 54 จุด และมี
จํานวนเอลิเมนต 76 เอลิเมนต  ลักษณะการแบงเอลิเมนตและการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตไดแสดงไว
ในรูป ก.1   

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตพรอมทั้งเงื่อนไขขอบเขตดังแสดงในรูปที ่ ก.1 สามารถนํามา
เขียนไฟลขอมูลนําเขาสําหรับโปรแกรม MTFlow(v1)  ไดดังนี ้
2                                                                          
 DIRECT EXTRUSION R=0.6 WITHOUT THERMAL EFFECT                             
 MESH WITH 183 NODES AND 76 ELEMENTS                                       
     NPOIV   NPOIP   NELEM                                                 
     183      54      76                                                   

IBCV = 1 
V-Vel = 0. 

IBCU = 1 
U-Vel = 0. 

IBCP  = 1 
Pressure  = 0. 

IBCP  = 1 
Pressure  = 0. 

IBCV = 1 
V-Vel = 0. 

IBCU=IBCV = 1 
U-Vel = 1. cm/s 
V-Vel = 0. 

รูปที่ ก.1  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตและเงื่อนไขขอบเขต 
                สําหรับตัวอยางการใชโปรแกรม MTFlow(v1) 

X 

Y 
1 2 3 4

5 6 7 8 9

10 11 12 13

14 15 16 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26

27 28 29 30 31 32 33

34 35 36 37 38 39 40

41 42 43 44 45 46 47

48 49 50 51 52 53 54

55

56 57

58 59

60 61

62

63 64 65

66

67

68 69

70

71

72

73 74

75

76

77 78

79

80 81 82

8384 85 86

87

88 89

90

91 92

93

94 95

96

97 98

99

100 101

102

103

104

105 106

107

108 109

110

111 112

113

114 115

116

117 118 119 120

121

122 123

124

125 126

127

128 129

130

131 132
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134 135

136

137 138 139

140

141 142

143

144 145
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147 148

149

150 151

152

153 154

155

156 157 158

159

160 161

162

163 164

165

166 167

168

169 170

171

172 173

174

175 176 177

178 179 180 181 182 183
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   YIELD CRITERIA   INITIAL VISCOSITY   MAX ITERATION                      
      1500.00            1000.00              20                           
 NODE   IBCU   IBCV   IBCP       X-COOR  Y-COOR        V-VEL  U-VEL PRESSU 
   1      0     1      0         14.000    .000         .000   .000   .000 
   2      0     1      0         16.000    .000         .000   .000   .000 
   3      0     1      0         18.000    .000         .000   .000   .000 
   4      0     1      1         20.000    .000         .000   .000   .000 
   5      0     0      0         12.000   2.000         .000   .000   .000 
   6      0     0      0         14.000   2.000         .000   .000   .000 
   7      0     0      0         16.000   2.000         .000   .000   .000 
   8      0     0      0         18.000   2.000         .000   .000   .000 
   9      0     0      1         20.000   2.000         .000   .000   .000 
  10      0     0      1         14.000   4.000         .000   .000   .000 
  11      0     0      1         16.000   4.000         .000   .000   .000 
  12      0     0      1         18.000   4.000         .000   .000   .000 
  13      0     0      1         20.000   4.000         .000   .000   .000 
  14      1     1      0           .000    .000        1.000   .000   .000 
  15      0     1      0          2.000    .000         .000   .000   .000 
  16      0     1      0          4.000    .000         .000   .000   .000 
  17      0     1      0          6.000    .000         .000   .000   .000 
  18      0     1      0          8.000    .000         .000   .000   .000 
  19      0     1      0         10.000    .000         .000   .000   .000 
  20      0     1      0         12.000    .000         .000   .000   .000 
  21      1     1      0           .000   2.000        1.000   .000   .000 
  22      0     0      0          2.000   2.000         .000   .000   .000 
  23      0     0      0          4.000   2.000         .000   .000   .000 
  24      0     0      0          6.000   2.000         .000   .000   .000 
  25      0     0      0          8.000   2.000         .000   .000   .000 
  26      0     0      0         10.000   2.000         .000   .000   .000 
  27      1     1      0           .000   4.000        1.000   .000   .000 
  28      0     0      0          2.000   4.000         .000   .000   .000 
  29      0     0      0          4.000   4.000         .000   .000   .000 
  30      0     0      0          6.000   4.000         .000   .000   .000 
  31      0     0      0          8.000   4.000         .000   .000   .000 
  32      0     0      0         10.000   4.000         .000   .000   .000 
  33      1     0      0         12.000   4.000         .000   .000   .000 
  34      1     1      0           .000   6.000        1.000   .000   .000 
  35      0     0      0          2.000   6.000         .000   .000   .000 
  36      0     0      0          4.000   6.000         .000   .000   .000 
  37      0     0      0          6.000   6.000         .000   .000   .000 
  38      0     0      0          8.000   6.000         .000   .000   .000 
  39      0     0      0         10.000   6.000         .000   .000   .000 
  40      1     0      0         12.000   6.000         .000   .000   .000 
  41      1     1      0           .000   8.000        1.000   .000   .000 
  42      0     0      0          2.000   8.000         .000   .000   .000 
  43      0     0      0          4.000   8.000         .000   .000   .000 
  44      0     0      0          6.000   8.000         .000   .000   .000 
  45      0     0      0          8.000   8.000         .000   .000   .000 
  46      0     0      0         10.000   8.000         .000   .000   .000 
  47      1     0      0         12.000   8.000         .000   .000   .000 
  48      1     1      0           .000  10.000        1.000   .000   .000 
  49      0     1      0          2.000  10.000         .000   .000   .000 
  50      0     1      0          4.000  10.000         .000   .000   .000 
  51      0     1      0          6.000  10.000         .000   .000   .000 
  52      0     1      0          8.000  10.000         .000   .000   .000 
  53      0     1      0         10.000  10.000         .000   .000   .000 
  54      1     1      0         12.000  10.000         .000   .000   .000 
  55      0     1     -1         15.000    .000         .000   .000   .000 
  56      0     0     -1         14.000   1.000         .000   .000   .000 
  57      0     0     -1         15.000   1.000         .000   .000   .000 
  58      0     1     -1         13.000    .000         .000   .000   .000 
  59      0     1     -1         17.000    .000         .000   .000   .000 
  60      0     0     -1         16.000   1.000         .000   .000   .000 
  61      0     0     -1         17.000   1.000         .000   .000   .000 
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  62      0     1     -1         19.000    .000         .000   .000   .000 
  63      0     0     -1         18.000   1.000         .000   .000   .000 
  64      0     0     -1         19.000   1.000         .000   .000   .000 
  65      0     0     -1         20.000   1.000         .000   .000   .000 
  66      0     0     -1         13.000   2.000         .000   .000   .000 
  67      0     0     -1         13.000   3.000         .000   .000   .000 
  68      0     0     -1         11.000   1.000         .000   .000   .000 
  69      0     0     -1         12.000   1.000         .000   .000   .000 
  70      0     0     -1         11.000   2.000         .000   .000   .000 
  71      0     0     -1         12.000   3.000         .000   .000   .000 
  72      0     0     -1         15.000   2.000         .000   .000   .000 
  73      0     0     -1         14.000   3.000         .000   .000   .000 
  74      0     0     -1         15.000   3.000         .000   .000   .000 
  75      0     0     -1         13.000   1.000         .000   .000   .000 
  76      0     0     -1         17.000   2.000         .000   .000   .000 
  77      0     0     -1         16.000   3.000         .000   .000   .000 
  78      0     0     -1         17.000   3.000         .000   .000   .000 
  79      0     0     -1         19.000   2.000         .000   .000   .000 
  80      0     0     -1         18.000   3.000         .000   .000   .000 
  81      0     0     -1         19.000   3.000         .000   .000   .000 
  82      0     0     -1         20.000   3.000         .000   .000   .000 
  83      0     0     -1         15.000   4.000         .000   .000   .000 
  84      0     0     -1         13.000   4.000         .000   .000   .000 
  85      0     0     -1         17.000   4.000         .000   .000   .000 
  86      0     0     -1         19.000   4.000         .000   .000   .000 
  87      0     1     -1          1.000    .000         .000   .000   .000 
  88      1     1     -1           .000   1.000        1.000   .000   .000 
  89      0     0     -1          1.000   1.000         .000   .000   .000 
  90      0     1     -1          3.000    .000         .000   .000   .000 
  91      0     0     -1          2.000   1.000         .000   .000   .000 
  92      0     0     -1          3.000   1.000         .000   .000   .000 
  93      0     1     -1          5.000    .000         .000   .000   .000 
  94      0     0     -1          4.000   1.000         .000   .000   .000 
  95      0     0     -1          5.000   1.000         .000   .000   .000 
  96      0     1     -1          7.000    .000         .000   .000   .000 
  97      0     0     -1          6.000   1.000         .000   .000   .000 
  98      0     0     -1          7.000   1.000         .000   .000   .000 
  99      0     1     -1          9.000    .000         .000   .000   .000 
 100      0     0     -1          8.000   1.000         .000   .000   .000 
 101      0     0     -1          9.000   1.000         .000   .000   .000 
 102      0     1     -1         11.000    .000         .000   .000   .000 
 103      0     0     -1         10.000   1.000         .000   .000   .000 
 104      0     0     -1          1.000   2.000         .000   .000   .000 
 105      1     1     -1           .000   3.000        1.000   .000   .000 
 106      0     0     -1          1.000   3.000         .000   .000   .000 
 107      0     0     -1          3.000   2.000         .000   .000   .000 
 108      0     0     -1          2.000   3.000         .000   .000   .000 
 109      0     0     -1          3.000   3.000         .000   .000   .000 
 110      0     0     -1          5.000   2.000         .000   .000   .000 
 111      0     0     -1          4.000   3.000         .000   .000   .000 
 112      0     0     -1          5.000   3.000         .000   .000   .000 
 113      0     0     -1          7.000   2.000         .000   .000   .000 
 114      0     0     -1          6.000   3.000         .000   .000   .000 
 115      0     0     -1          7.000   3.000         .000   .000   .000 
 116      0     0     -1          9.000   2.000         .000   .000   .000 
 117      0     0     -1          8.000   3.000         .000   .000   .000 
 118      0     0     -1          9.000   3.000         .000   .000   .000 
 119      0     0     -1         10.000   3.000         .000   .000   .000 
 120      0     0     -1         11.000   3.000         .000   .000   .000 
 121      0     0     -1          1.000   4.000         .000   .000   .000 
 122      1     1     -1           .000   5.000        1.000   .000   .000 
 123      0     0     -1          1.000   5.000         .000   .000   .000 
 124      0     0     -1          3.000   4.000         .000   .000   .000 
 125      0     0     -1          2.000   5.000         .000   .000   .000 
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 126      0     0     -1          3.000   5.000         .000   .000   .000 
 127      0     0     -1          5.000   4.000         .000   .000   .000 
 128      0     0     -1          4.000   5.000         .000   .000   .000 
 129      0     0     -1          5.000   5.000         .000   .000   .000 
 130      0     0     -1          7.000   4.000         .000   .000   .000 
 131      0     0     -1          6.000   5.000         .000   .000   .000 
 132      0     0     -1          7.000   5.000         .000   .000   .000 
 133      0     0     -1          9.000   4.000         .000   .000   .000 
 134      0     0     -1          8.000   5.000         .000   .000   .000 
 135      0     0     -1          9.000   5.000         .000   .000   .000 
 136      0     0     -1         11.000   4.000         .000   .000   .000 
 137      0     0     -1         10.000   5.000         .000   .000   .000 
 138      0     0     -1         11.000   5.000         .000   .000   .000 
 139      1     0     -1         12.000   5.000         .000   .000   .000 
 140      0     0     -1          1.000   6.000         .000   .000   .000 
 141      1     1     -1           .000   7.000        1.000   .000   .000 
 142      0     0     -1          1.000   7.000         .000   .000   .000 
 143      0     0     -1          3.000   6.000         .000   .000   .000 
 144      0     0     -1          2.000   7.000         .000   .000   .000 
 145      0     0     -1          3.000   7.000         .000   .000   .000 
 146      0     0     -1          5.000   6.000         .000   .000   .000 
 147      0     0     -1          4.000   7.000         .000   .000   .000 
 148      0     0     -1          5.000   7.000         .000   .000   .000 
 149      0     0     -1          7.000   6.000         .000   .000   .000 
 150      0     0     -1          6.000   7.000         .000   .000   .000 
 151      0     0     -1          7.000   7.000         .000   .000   .000 
 152      0     0     -1          9.000   6.000         .000   .000   .000 
 153      0     0     -1          8.000   7.000         .000   .000   .000 
 154      0     0     -1          9.000   7.000         .000   .000   .000 
 155      0     0     -1         11.000   6.000         .000   .000   .000 
 156      0     0     -1         10.000   7.000         .000   .000   .000 
 157      0     0     -1         11.000   7.000         .000   .000   .000 
 158      1     0     -1         12.000   7.000         .000   .000   .000 
 159      0     0     -1          1.000   8.000         .000   .000   .000 
 160      1     1     -1           .000   9.000        1.000   .000   .000 
 161      0     0     -1          1.000   9.000         .000   .000   .000 
 162      0     0     -1          3.000   8.000         .000   .000   .000 
 163      0     0     -1          2.000   9.000         .000   .000   .000 
 164      0     0     -1          3.000   9.000         .000   .000   .000 
 165      0     0     -1          5.000   8.000         .000   .000   .000 
 166      0     0     -1          4.000   9.000         .000   .000   .000 
 167      0     0     -1          5.000   9.000         .000   .000   .000 
 168      0     0     -1          7.000   8.000         .000   .000   .000 
 169      0     0     -1          6.000   9.000         .000   .000   .000 
 170      0     0     -1          7.000   9.000         .000   .000   .000 
 171      0     0     -1          9.000   8.000         .000   .000   .000 
 172      0     0     -1          8.000   9.000         .000   .000   .000 
 173      0     0     -1          9.000   9.000         .000   .000   .000 
 174      0     0     -1         11.000   8.000         .000   .000   .000 
 175      0     0     -1         10.000   9.000         .000   .000   .000 
 176      0     0     -1         11.000   9.000         .000   .000   .000 
 177      1     0     -1         12.000   9.000         .000   .000   .000 
 178      0     1     -1          1.000  10.000         .000   .000   .000 
 179      0     1     -1          3.000  10.000         .000   .000   .000 
 180      0     1     -1          5.000  10.000         .000   .000   .000 
 181      0     1     -1          7.000  10.000         .000   .000   .000 
 182      0     1     -1          9.000  10.000         .000   .000   .000 
 183      0     1     -1         11.000  10.000         .000   .000   .000 
 
ELEMENT NODAL CONNECTION [ 76]: 
   1    14    22    21    104     88     89 
   2    21    28    27    121    105    106 
   3    27    35    34    140    122    123 
   4    34    42    41    159    141    142 
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   5    41    49    48    178    160    161 
   6    14    15    22     91     89     87 
   7    21    22    28    108    106    104 
   8    27    28    35    125    123    121 
   9    34    35    42    144    142    140 
  10    41    42    49    163    161    159 
  11    15    23    22    107     91     92 
  12    22    29    28    124    108    109 
  13    28    36    35    143    125    126 
  14    35    43    42    162    144    145 
  15    42    50    49    179    163    164 
  16    15    16    23     94     92     90 
  17    22    23    29    111    109    107 
  18    28    29    36    128    126    124 
  19    35    36    43    147    145    143 
  20    42    43    50    166    164    162 
  21    16    24    23    110     94     95 
  22    23    30    29    127    111    112 
  23    29    37    36    146    128    129 
  24    36    44    43    165    147    148 
  25    43    51    50    180    166    167 
  26    16    17    24     97     95     93 
  27    23    24    30    114    112    110 
  28    29    30    37    131    129    127 
  29    36    37    44    150    148    146 
  30    43    44    51    169    167    165 
  31    17    25    24    113     97     98 
  32    24    31    30    130    114    115 
  33    30    38    37    149    131    132 
  34    37    45    44    168    150    151 
  35    44    52    51    181    169    170 
  36    17    18    25    100     98     96 
  37    24    25    31    117    115    113 
  38    30    31    38    134    132    130 
  39    37    38    45    153    151    149 
  40    44    45    52    172    170    168 
  41    18    26    25    116    100    101 
  42    25    32    31    133    117    118 
  43    31    39    38    152    134    135 
  44    38    46    45    171    153    154 
  45    45    53    52    182    172    173 
  46    18    19    26    103    101     99 
  47    25    26    32    119    118    116 
  48    31    32    39    137    135    133 
  49    38    39    46    156    154    152 
  50    45    46    53    175    173    171 
  51    19     5    26     70    103     68 
  52    26    33    32    136    119    120 
  53    32    40    39    155    137    138 
  54    39    47    46    174    156    157 
  55    46    54    53    183    175    176 
  56    19    20     5     69     68    102 
  57    26     5    33     71    120     70 
  58    32    33    40    139    138    136 
  59    39    40    47    158    157    155 
  60    46    47    54    177    176    174 
  61    20     6     5     66     69     75 
  62     5    10    33     84     71     67 
  63    20     1     6     56     75     58 
  64     5     6    10     73     67     66 
  65     1     7     6     72     56     57 
  66     6    11    10     83     73     74 
  67     1     2     7     60     57     55 
  68     6     7    11     77     74     72 
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  69     2     8     7     76     60     61 
  70     7    12    11     85     77     78 
  71     2     3     8     63     61     59 
  72     7     8    12     80     78     76 
  73     3     9     8     79     63     64 
  74     8    13    12     86     80     81 
  75     3     4     9     65     64     62 
  76     8     9    13     82     81     79 
 
 
 

 ผลของคําตอบไดเก็บไวในไฟลขอมูลที่ระบุชื่อไวในตอนตนของโปรแกรม  ขอมูลคําตอบจะ
อยูในรูปของความเร็วตามแนวแกนตางๆ และความดัน มีรายละเอียดดังตอไปนี ้
 
        ***************************************** 
        *              MTFlow(v1)               * 
        * NODAL VELOCITY AND PRESSURE SOLUTIONS * 
        ***************************************** 
 
        OUTPUT RECORDED ON :31-May-00    21:32:14   
 
        NUMBER OF VELOCITY NODES :   183 
        NUMBER OF PRESSURE NODES :    54 
 
    NODE    U-VELOCITY      V-VELOCITY      PRESSURE 
 
     1     .259984E+01     .000000E+00     .306955E+03 
     2     .259960E+01     .000000E+00     .227881E+02 
     3     .259949E+01     .000000E+00    -.374138E+02 
     4     .259946E+01     .000000E+00     .000000E+00 
     5     .259929E+01    -.128442E-02    -.160007E+03 
     6     .259945E+01     .139544E-03    -.198054E+03 
     7     .259946E+01     .105423E-03    -.561887E+02 
     8     .259945E+01     .417203E-04    -.227746E+02 
     9     .259944E+01     .370046E-04     .000000E+00 
    10     .259927E+01     .181367E-03     .000000E+00 
    11     .259936E+01     .598065E-04     .000000E+00 
    12     .259942E+01     .413480E-04     .000000E+00 
    13     .259942E+01     .358149E-04     .000000E+00 
    14     .100000E+01     .000000E+00     .311452E+04 
    15     .100172E+01     .000000E+00     .300652E+04 
    16     .102212E+01     .000000E+00     .250944E+04 
    17     .116264E+01     .000000E+00     .224486E+04 
    18     .164089E+01     .000000E+00     .119145E+04 
    19     .258925E+01     .000000E+00     .881245E+03 
    20     .259985E+01     .000000E+00     .119491E+04 
    21     .100000E+01     .000000E+00     .291960E+04 
    22     .100225E+01    -.495566E-02     .279982E+04 
    23     .102124E+01    -.455660E-01     .250268E+04 
    24     .112288E+01    -.228669E+00     .224387E+04 
    25     .134956E+01    -.596053E+00     .151243E+04 
    26     .199979E+01    -.658377E+00     .165930E+04 
    27     .100000E+01     .000000E+00     .289844E+04 
    28     .100111E+01    -.962805E-02     .289435E+04 
    29     .100948E+01    -.735945E-01     .281329E+04 
    30     .103273E+01    -.323570E+00     .266213E+04 
    31     .103684E+01    -.743341E+00     .253139E+04 
    32     .100234E+01    -.106791E+01     .293774E+04 
    33     .000000E+00    -.707834E+00     .114014E+04 
    34     .100000E+01     .000000E+00     .311152E+04 
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    35     .998806E+00    -.925511E-02     .311616E+04 
    36     .988954E+00    -.680660E-01     .313491E+04 
    37     .934268E+00    -.277786E+00     .319548E+04 
    38     .762738E+00    -.582812E+00     .340835E+04 
    39     .426674E+00    -.694071E+00     .348812E+04 
    40     .000000E+00    -.698636E+00     .482187E+04 
    41     .100000E+01     .000000E+00     .284683E+04 
    42     .998332E+00    -.460607E-02     .299574E+04 
    43     .982154E+00    -.395665E-01     .329977E+04 
    44     .900347E+00    -.148730E+00     .359313E+04 
    45     .669905E+00    -.301696E+00     .385179E+04 
    46     .323200E+00    -.343867E+00     .403052E+04 
    47     .000000E+00    -.283206E+00     .396157E+04 
    48     .100000E+01     .000000E+00     .333287E+04 
    49     .999648E+00     .000000E+00     .345334E+04 
    50     .984750E+00     .000000E+00     .364775E+04 
    51     .901906E+00     .000000E+00     .387553E+04 
    52     .670744E+00     .000000E+00     .404052E+04 
    53     .315040E+00     .000000E+00     .402930E+04 
    54     .000000E+00     .000000E+00     .395505E+04 
    55     .259971E+01     .000000E+00 
    56     .259974E+01     .127619E-03 
    57     .259963E+01     .115420E-03 
    58     .259993E+01     .000000E+00 
    59     .259954E+01     .000000E+00 
    60     .259956E+01     .758356E-04 
    61     .259951E+01     .457412E-04 
    62     .259947E+01     .000000E+00 
    63     .259948E+01     .256954E-04 
    64     .259946E+01     .185481E-04 
    65     .259945E+01     .221097E-04 
    66     .259944E+01    -.114300E-03 
    67     .259888E+01    -.146438E-03 
    68     .259743E+01    -.568831E-02 
    69     .259972E+01    -.299514E-03 
    70     .242115E+01    -.384396E+00 
    71     .210935E+01    -.411481E+00 
    72     .259945E+01     .145818E-03 
    73     .259920E+01     .973566E-04 
    74     .259931E+01     .102603E-03 
    75     .259983E+01     .660039E-04 
    76     .259945E+01     .684597E-04 
    77     .259937E+01     .829105E-04 
    78     .259941E+01     .626057E-04 
    79     .259944E+01     .318587E-04 
    80     .259942E+01     .437465E-04 
    81     .259942E+01     .360067E-04 
    82     .259942E+01     .396826E-04 
    83     .259932E+01     .807676E-04 
    84     .195157E+01     .326024E+00 
    85     .259940E+01     .550372E-04 
    86     .259942E+01     .350325E-04 
    87     .100062E+01     .000000E+00 
    88     .100000E+01     .000000E+00 
    89     .100065E+01    -.106829E-02 
    90     .101160E+01     .000000E+00 
    91     .100195E+01    -.246238E-02 
    92     .100994E+01    -.130774E-01 
    93     .108170E+01     .000000E+00 
    94     .102382E+01    -.244406E-01 
    95     .106786E+01    -.775519E-01 
    96     .141823E+01     .000000E+00 
    97     .116356E+01    -.124614E+00 
    98     .131386E+01    -.258355E+00 
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    99     .207627E+01     .000000E+00 
   100     .157012E+01    -.324775E+00 
   101     .188099E+01    -.418133E+00 
   102     .259601E+01     .000000E+00 
   103     .236728E+01    -.330201E+00 
   104     .100102E+01    -.215363E-02 
   105     .100000E+01     .000000E+00 
   106     .100064E+01    -.360576E-02 
   107     .101181E+01    -.230696E-01 
   108     .100155E+01    -.778319E-02 
   109     .100748E+01    -.341765E-01 
   110     .107067E+01    -.128255E+00 
   111     .101515E+01    -.642012E-01 
   112     .103787E+01    -.175171E+00 
   113     .125875E+01    -.403954E+00 
   114     .107583E+01    -.297461E+00 
   115     .112219E+01    -.508971E+00 
   116     .162218E+01    -.696284E+00 
   117     .118714E+01    -.732043E+00 
   118     .123157E+01    -.898635E+00 
   119     .155225E+01    -.102032E+01 
   120     .183738E+01    -.967611E+00 
   121     .100047E+01    -.449811E-02 
   122     .100000E+01     .000000E+00 
   123     .999672E+00    -.467945E-02 
   124     .100565E+01    -.398923E-01 
   125     .999401E+00    -.105685E-01 
   126     .997336E+00    -.402155E-01 
   127     .102540E+01    -.195533E+00 
   128     .995117E+00    -.769462E-01 
   129     .982234E+00    -.188231E+00 
   130     .105015E+01    -.539299E+00 
   131     .964160E+00    -.322150E+00 
   132     .921016E+00    -.499331E+00 
   133     .102297E+01    -.921709E+00 
   134     .857185E+00    -.699853E+00 
   135     .755991E+00    -.798951E+00 
   136     .779200E+00    -.113989E+01 
   137     .578314E+00    -.932034E+00 
   138     .383616E+00    -.988861E+00 
   139     .000000E+00    -.992703E+00 
   140     .999649E+00    -.408629E-02 
   141     .100000E+01     .000000E+00 
   142     .999109E+00    -.235461E-02 
   143     .995290E+00    -.369908E-01 
   144     .997339E+00    -.740227E-02 
   145     .990375E+00    -.265460E-01 
   146     .968944E+00    -.171533E+00 
   147     .978861E+00    -.573516E-01 
   148     .948397E+00    -.123800E+00 
   149     .860817E+00    -.445539E+00 
   150     .896737E+00    -.223690E+00 
   151     .810977E+00    -.332443E+00 
   152     .612095E+00    -.682495E+00 
   153     .686924E+00    -.452175E+00 
   154     .536691E+00    -.514051E+00 
   155     .179515E+00    -.702185E+00 
   156     .354471E+00    -.527083E+00 
   157     .173213E+00    -.475062E+00 
   158     .000000E+00    -.450037E+00 
   159     .999377E+00    -.182779E-02 
   160     .100000E+01     .000000E+00 
   161     .999836E+00    -.296766E-03 
   162     .991537E+00    -.208654E-01 
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   163     .998416E+00    -.289652E-02 
   164     .993096E+00    -.736588E-02 
   165     .946239E+00    -.955449E-01 
   166     .978858E+00    -.224795E-01 
   167     .948019E+00    -.385419E-01 
   168     .790996E+00    -.242114E+00 
   169     .889135E+00    -.790554E-01 
   170     .792949E+00    -.108274E+00 
   171     .498206E+00    -.347215E+00 
   172     .657432E+00    -.153751E+00 
   173     .490802E+00    -.170720E+00 
   174     .161175E+00    -.315648E+00 
   175     .314271E+00    -.169851E+00 
   176     .153048E+00    -.161766E+00 
   177     .000000E+00    -.146789E+00 
   178     .999867E+00     .000000E+00 
   179     .992908E+00     .000000E+00 
   180     .945811E+00     .000000E+00 
   181     .790132E+00     .000000E+00 
   182     .495372E+00     .000000E+00 
   183     .156884E+00     .000000E+00 
 



ภาคผนวก ข 
โปรแกรมคอมพิวเตอร MTFlow(v2) 

 
 
ข.1  รายละเอียดโปรแกรมคอมพิวเตอร 
 
PROGRAM MTFlow_v2         
C 
C     **************************************************************** 
C     *                        * 
C     * A FINITE ELEMENT COMPUTER PROGRAM FOR SOLVING THE METAL FLOW *  
C     * UNDER PLANE STRAIN EXTRUSION WITH THERMAL COUPLING.          * 
C     *                 * 
C     *                                          CHAIYARIT OUPICHIT  * 
C     *                 * 
C     **************************************************************** 
C    
C     THE VALUES DECLARED IN THE PARAMETER STATEMENT BELOW SHOULD 
C     BE ADJUSTED ACCORDING TO THE SIZE OF THE PROBLEMS AND TYPES 
C     OF COMPUTERS: 
C         MXPOIV = MAXIMUM NUMBER OF VELOCITY NODES IN THE MODEL 
C         MXPOIP = MAXIMUM NUMBER OF PRESSURE NODES IN THE MODEL  
C         MXELE  = MAXIMUM NUMBER OF ELEMENTS IN THE MODEL 
C 
      PARAMETER (MXPOIV=971, MXPOIP=264, MXELE=444) 
      PARAMETER (MXNEQ=2*MXPOIV+MXPOIP) 
 
      IMPLICIT  REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  COORD(MXPOIV,2), TEXT(20)  
      DIMENSION  UVEL(MXPOIV), VVEL(MXPOIV), PRES(MXPOIV),TEMP(MXPOIV) 
      DIMENSION  SOLT(MXPOIV),SOLT_O(MXPOIV),SOL(MXNEQ),SOL_O(MXNEQ) 
      DIMENSION  SYSK(MXNEQ,MXNEQ), SYSR(MXNEQ) 
      DIMENSION  VISCOUS(MXELE),UVELOC(MXPOIV),VVELOC(MXPOIV) 
      DIMENSION  STRINV(MXELE) 
 
      CHARACTER*20  NAME1,NAME2  
      CHARACTER*10  ATIME,ADATE 
 
      INTEGER  INTMAT(MXELE,6) 
      INTEGER  IBCU(MXPOIV), IBCV(MXPOIV), IBCP(MXPOIV),IBCT(MXPOIV) 
C 
C     ********************************************************** 
C                      READ INPUT FILE 
C     ********************************************************** 
C 
C     OPEN INPUT FILE 
C  10 WRITE(6,20)                                 
   20 FORMAT(/,' PLEASE ENTER THE INPUT FILE NAME:', /) 
      READ(5,'(A)',ERR=10) NAME1 
      OPEN(UNIT=7, FILE=NAME1, STATUS='OLD', ERR=10) 
C 
C     OPEN OUTPUT FILES 
C 
   11 WRITE(6,21) 
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   21 FORMAT(/,' PLEASE ENTER THE RESULT FILE NAME:',/) 
      READ(5,'(A)',ERR=11) NAME2 
      OPEN(UNIT=8,FILE=NAME2, STATUS='NEW' ,ERR=11) 
      OPEN(UNIT=9, FILE='CHECK.OUT',STATUS='UNKNOWN') 
      OPEN(UNIT=10,FILE='CONV.OUT' ,STATUS='UNKNOWN') 
C 
C     READ TITLE OF COMPUTATION:  
C 
      READ(7,*)  NLINES 
      DO 100  ILINE=1,NLINES 
      READ(7,1) TEXT 
    1 FORMAT(20A4) 
  100 CONTINUE 
C 
C     READ INPUT DATA: 
C 
      READ(7,1)  TEXT 
      WRITE(9,104) 
  104 FORMAT('   NPOIV   NPOIP   NELEM   ') 
      READ(7,*)    NPOIV, NPOIP, NELEM 
      WRITE(9,105) NPOIV, NPOIP, NELEM 
  105 FORMAT(4I8) 
      IF(NPOIV.GT.MXPOIV)  WRITE(6,110) NPOIV 
  110 FORMAT(/,' PLEASE INCREASE THE PARAMETER MXPOIV TO',I5) 
      IF(NPOIV.GT.MXPOIV)  STOP 
      IF(NPOIP.GT.MXPOIP)  WRITE(6,120) NPOIP 
  120 FORMAT(/,' PLEASE INCREASE THE PARAMETER MXPOIP TO',I5) 
      IF(NPOIP.GT.MXPOIP)  STOP 
      IF(NELEM.GT.MXELE)  WRITE(6,130) NELEM 
  130 FORMAT(/,' PLEASE INCREASE THE PARAMETER MXELE TO',I5) 
      IF(NELEM.GT.MXELE)  STOP 
C 
C     READ MATERIAL PROPERTIES: 
C 
      READ(7,1)  TEXT 
      WRITE(9,134) 
  134 FORMAT('     YIELD STRESS   INITIAL VISCOSITY   MAX ITERATION  DEN 
     *SITY  HEAT CONDUCTIVITY  SPECIFIC HEAT  MECH HEAT') 
      READ(7,*)   YIELD, VIS,T_INI ,MITER,DENSITY,CONDUCT,SPCHEAT,HEAT_J 
      WRITE(9,135)YIELD, VIS,T_INI ,MITER,DENSITY,CONDUCT,SPCHEAT,HEAT_J  
  135 FORMAT(3E12.4,I4 , 4E12.4) 
C 
C     READ NODAL COORDINATES, BOUNDARY CONDITIONS, THEIR VALUES: 
C     REQUIREMENT:  MAIN NODES MUST BE NUMBERED FIRST 
C 
      READ(7,1)  TEXT 
      WRITE(9,138)  NPOIV 
  138 FORMAT(' NODAL INFORMATION (NODE NO., U-V-P BC, X-Y COORD,', 
     *       ' U-V-P VALUES): [', I4, ']'                          ) 
      DO 150  IP=1,NPOIV 
      READ(7,*)    I, IBCU(I), IBCV(I), IBCT(I) , IBCP(I), 
     *             (COORD(I,K), K=1,2), UVEL(I), VVEL(I),TEMP(I),PRES(I) 
      WRITE(9,152) I, IBCU(I), IBCV(I), IBCT(I), IBCP(I), 
     *             (COORD(I,K), K=1,2), UVEL(I), VVEL(I),TEMP(I),PRES(I)   
  152 FORMAT(I6, 4I4, 6E12.4) 
      IF(I.NE.IP)  WRITE(6,155) IP 
  155 FORMAT(/, ' NODE NO.', I5, ' IN DATA FILE IS MISSING') 
      IF(I.NE.IP) STOP 
  150 CONTINUE 
C 
C     READ ELEMENT NODAL CONNECTIONS: 
C 
      READ(7,1)  TEXT 
      WRITE(9,157) NELEM 
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  157 FORMAT(' ELEMENT NODAL CONNECTIONS: [', I4, ']') 
      DO 160  IE=1,NELEM 
      READ(7,*)    I, (INTMAT(I,J), J=1,6) 
      WRITE(9,162) I, (INTMAT(I,J), J=1,6)  
  162 FORMAT(7I8) 
      IF(I.NE.IE)  WRITE(6,165) IE 
  165 FORMAT(/, ' ELEMENT NO.', I5, ' IN DATA FILE IS MISSING') 
      IF(I.NE.IE) STOP 
  160 CONTINUE 
 
      WRITE(6,220)  NPOIV, NPOIP, NELEM 
  220 FORMAT(/,' *** THE FINITE ELEMENT MODEL CONSISTS OF:', /, 
     *         '         NUMBER OF VELOCITY NODES    =', I6, /, 
     *         '         NUMBER OF PRESSURE NODES    =', I6, /, 
     *         '         NUMBER OF ELEMENTS          =', I6) 
C 
C     INITIAL ELEMENT VISCOSITY 
C      
      DO 226  IE  = 1,NELEM 
      VISCOUS(IE) = VIS 
  226 CONTINUE 
C 
C     INITIAL ELEMENT TEMPERATURE 
C   
      DO 227  I = 1,NPOIV 
      SOLT(I) =  T_INI 
  227 CONTINUE 
C 
C     ESTABLISH ALL ELEMENT MATRICES AND ASSEMBLE THEM TO  
C     FORM UP SYSTEM EQUATIONS 
C 
C     ********************************************************** 
C                        MAIN ITERATION 
C     ********************************************************** 
C 
      DO 1000  LOOP = 1,MITER 
 
      WRITE(6,225) LOOP 
  225 FORMAT (/,10X,' ***************************', 
     *        /,10X,' ***** ITERATION NO.',I2,' *****', 
     *        /,10X,' ***************************') 
 
      NEQ = 2*NPOIV + NPOIP 
      DO 180  I=1,NEQ 
      SYSR(I) = 0. 
  180 CONTINUE 
      DO 190  I=1,NEQ 
      DO 190  J=1,NEQ 
      SYSK(I,J) = 0. 
  190 CONTINUE 
C 
C     BUILD UP ELEMENT MATRICES 
C 
      WRITE(6,230) 
  230 FORMAT(/,' *** ESTABLISHING ELEMENT MATRICES AND', 
     *         ' ASSEMBLING ELEMENT EQUATIONS ***') 
      CALL TRI(NPOIV, NPOIP,  NELEM,   NEQ, 
     *         VISCOUS,  COORD, INTMAT, INTMATF, 
     *         SYSK, SYSR, MXPOIV,  MXELE, MXNEQ) 
C 
C     APPLY BOUNDARY CONDITIONS OF NODAL VELOCITIES AND PRESSURE 
C 
      WRITE(6,240) 
  240 FORMAT(/,' *** APPLYING BOUNDARY CONDITIONS OF NODAL',  
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     *         ' VELOCITIES AND PRESSURES ***') 
      CALL APPLYBC(NPOIV, NPOIP,  NEQ, IBCU, IBCV,   IBCP, 
     *             SYSK,  SYSR, UVEL, VVEL, PRES, MXPOIV, 
     *             MXPOIP, MXNEQ ) 
C 
C     SOLVE A SET OF SIMULTANEOUS SYSTEM EQUATIONS FOR SOLUTIONS 
C 
      WRITE(6,250) 
  250 FORMAT(/,' *** SOLVING A SET OF SIMULTANEOUS EQS. FOR', 
     *         ' VELOCITY AND PRESSURE SOLUTIONS ***' ) 
      WRITE(6,260)  NEQ 
  260 FORMAT(5X,'( TOTAL OF', I5,' EQUATIONS TO BE SOLVED )') 
      CALL GAUSS(NEQ, SYSK, SYSR, SOL, MXNEQ) 
C 
C     COMPUTE NEW ELEMENTS VISCOSITY 
C 
      WRITE(6,265) 
  265 FORMAT(/,'*** SOLVING FOR THE NEW SET OF VISCOSITY ***') 
      CALL ELEVIS (NPOIV,NPOIP,NELEM,NEQ,COORD,INTMAT,SOL 
     *                ,VISCOUS,MXPOIV,YIELD,MXELE,STRINV,SOLT) 
C     
C     COMPUTE ENERGY EQUATION 
C 
      WRITE(6,264) 
  264 FORMAT (/,'****** SOLVING FOR NODALS TEMPERATURE *******') 
      CALL THERMAL (MXPOIV,MXELE,COORD,INTMAT,SOL,VISCOUS,STRINV,IBCT, 
     *     TEMP,SOLT,NPOIV,NELEM,DENSITY,CONDUCT,SPCHEAT, 
     *     YIELD,HEAT_J,MXNEQ,UVELOC,VVELOC) 
C 
C     CHECK CONVERGENCE 
C 
      IF(LOOP.EQ.1) GOTO 900 
      WRITE(6,670) 
  670 FORMAT(/,'*** CHECKING CONVERGENCE ***') 
      CALL CONVERGE (MXNEQ,MXPOIV,MXPOIP,SOL,SOL_O,LOOP,TOLV,TOLP 
     *               ,TOLT,NPOIV,NPOIP,NEQ,SOLT,SOLT_O)    
C 
C     PRINT OUT TOLERANCE 
C 
      IF(LOOP.EQ.2)THEN 
      WRITE(10,500) 
  500 FORMAT (/,16X,'***********************************************',/, 
     *          16X,'*                   MTFlow(v2)                *',/, 
     *          16X,'* VELOCITY PRESSURE AND TEMPERATURE TOLERANCE *',/, 
     *          16X,'***********************************************') 
      WRITE(10,505) 
  505 FORMAT(/,5X,'LOOP',5X,'VELOCITY TOLERANCE',5X, 
     *       'PRESSURE TOLERANCE',5X,'TEMPERATURE TOLERANCE') 
      ENDIF 
   
      WRITE(10,510) LOOP,TOLV,TOLP,TOLT 
  510 FORMAT(5X,I3,8X,F12.4,10X,F12.4,10X,F12.4) 
 
      WRITE(6,370) TOLV,TOLP,TOLT 
  370 FORMAT(/,'  VELOCITY TOLERANCE     =',F12.4,/, 
     *         '  PRESSURE TOLERANCE     =',F12.4,/, 
     *         '  TEMPERATURE TOLERANCE  =',F12.4 ) 
 
      IF (TOLV.LE.1.0.AND.TOLP.LE.1.0.AND.TOLT.LT.1.0) GOTO 1100 
 
  900 CONTINUE 
C 
C     SAVE RESULTS HISTORY 
C 
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      DO 910 IV = 1,NEQ 
      SOL_O(IV) = SOL(IV) 
  910 CONTINUE 
 
      DO 920 IT = 1,NPOIV 
      SOLT_O(IT) = SOLT(IT) 
  920 CONTINUE 
 
 1000 CONTINUE 
     
      WRITE (6,1010) 
 1010 FORMAT (/,'****** SOLUTIONS DO NOT CONVERGE ******') 
 
 1100 CONTINUE 
 
       
C     ********************************************************** 
C       PRINT OUT SOLUTIONS OF NODAL VELOCITIES , PRESSURES 
C         ELEMENT STRAIN INVARIANT AND EQUAVALENT STRESS: 
C     ********************************************************** 
 
C 
C     ROUND-OFF SOLUTION VALUES FOR NEAT OUTPUT: 
C 
      ROFF = 1.E-6 
      DO 890  IEQ=1,NEQ 
      IF(ABS(SOL(IEQ)).LT.ROFF)  SOL(IEQ) = 0. 
  890 CONTINUE 
      DO 891  II= 1,NPOIV 
      IF(ABS(SOLT(II)).LT.ROFF)  SOLT(II) = 0. 
  891 CONTINUE 
C 
C     WRITE OUTPUT FILE 
C 
      WRITE(8,850) 
  850 FORMAT  
     *  (/,8X,'*****************************************************',/, 
     *     8X,'*                     MTFlow(v2)                    *',/, 
     *     8X,'* NODAL VELOCITY TEMPERATURE AND PRESSURE SOLUTIONS *',/, 
     *     8X,'*****************************************************') 
C 
C     PRINT DATE AND TIME RECORD 
C 
      CALL DATE(ADATE) 
      CALL TIME(ATIME) 
      WRITE(8,855)ADATE,ATIME  
  855 FORMAT(/,8X, A10,3X,A10 )  
 
      WRITE(8,860) NPOIV,NPOIV,NPOIP 
  860 FORMAT(/,8X,'NUMBER OF VELOCITY NODES    : ' ,I5,/, 
     *        8X,'NUMBER OF TEMPERATURE NODES : ' ,I5,/, 
     *         8X,'NUMBER OF PRESSURE NODES    : ' ,I5) 
      WRITE(8,800) 
  800 FORMAT 
     * (/,'   NODE     U-VELOCITY      V-VELOCITY      TEMPERATURE       
     *PRESSURE',/) 
      DO 810 I=1,NPOIP 
      WRITE(8,820) I , SOL(I),SOL(I+NPOIV),SOLT(I),SOL(I+2*NPOIV) 
  820 FORMAT(I6,4E16.6 ) 
  810 CONTINUE 
      DO 830 I=NPOIP+1,NPOIV 
      WRITE(8,840) I , SOL(I) , SOL(I+NPOIV) , SOLT(I) 
  840 FORMAT(I6,3E16.6) 
  830 CONTINUE 
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      STOP 
      END 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE APPLYBC(NPOIV, NPOIP,  NEQ, IBCU, IBCV,   IBCP, 
     *                    SYSK,  SYSR, UVEL, VVEL, PRES, MXPOIV, 
     *                  MXPOIP, MXNEQ                          ) 
C 
C     APPLY BOUNDARY CONDITIONS FOR NODAL VELOCITIES AND PRESSURES 
C     WITH CONDITION CODES OF: 
C           0 = FREE TO CHANGE (TO BE COMPUTED) 
C           1 = FIXED AS SPECIFIED 
C 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  SYSK(MXNEQ,MXNEQ), SYSR(MXNEQ) 
      DIMENSION  UVEL(MXPOIV), VVEL(MXPOIV), PRES(MXPOIV) 
C 
      INTEGER  IBCU(MXPOIV), IBCV(MXPOIV), IBCP(MXPOIV) 
C 
C     APPLY BOUNDARY CONDITIONS FOR NODAL U-VELOCITIES: 
C 
      IEQ1 = 1 
      IEQ2 = NPOIV 
      DO 100  IEQ=IEQ1,IEQ2 
      IEQU = IEQ 
      IF(IBCU(IEQU).EQ.0)  GO TO 100 
C 
      DO 110  IR=1,NEQ 
      IF(IR.EQ.IEQ)  GO TO 110 
      SYSR(IR) = SYSR(IR) - SYSK(IR,IEQ)*UVEL(IEQU) 
      SYSK(IR,IEQ) = 0. 
  110 CONTINUE 
C 
      DO 120  IC=1,NEQ 
      SYSK(IEQ,IC) = 0. 
  120 CONTINUE 
      SYSK(IEQ,IEQ) = 1. 
      SYSR(IEQ) = UVEL(IEQU) 
C 
  100 CONTINUE 
C 
C     APPLY BOUNDARY CONDITIONS FOR NODAL V-VELOCITIES: 
C 
      IEQ1 = NPOIV + 1 
      IEQ2 = 2*NPOIV 
      DO 200  IEQ=IEQ1,IEQ2 
      IEQV = IEQ - NPOIV 
      IF(IBCV(IEQV).EQ.0)  GO TO 200 
C 
      DO 210  IR=1,NEQ 
      IF(IR.EQ.IEQ)  GO TO 210 
      SYSR(IR) = SYSR(IR) - SYSK(IR,IEQ)*VVEL(IEQV) 
      SYSK(IR,IEQ) = 0. 
  210 CONTINUE 
C 
      DO 220  IC=1,NEQ 
      SYSK(IEQ,IC) = 0. 
  220 CONTINUE 
      SYSK(IEQ,IEQ) = 1. 
      SYSR(IEQ) = VVEL(IEQV) 
C 
  200 CONTINUE 
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C 
C     APPLY BOUNDARY CONDITIONS FOR NODAL PRESSURES: 
C 
      IEQ1 = 2*NPOIV + 1 
      IEQ2 = NEQ 
      DO 300  IEQ=IEQ1,IEQ2 
      IEQP = IEQ - 2*NPOIV 
      IF(IBCP(IEQP).EQ.0)  GO TO 300 
C 
      DO 310  IR=1,NEQ 
      IF(IR.EQ.IEQ)  GO TO 310 
      SYSR(IR) = SYSR(IR) - SYSK(IR,IEQ)*PRES(IEQP) 
      SYSK(IR,IEQ) = 0. 
  310 CONTINUE 
C 
      DO 320  IC=1,NEQ 
      SYSK(IEQ,IC) = 0. 
  320 CONTINUE 
      SYSK(IEQ,IEQ) = 1. 
      SYSR(IEQ) = PRES(IEQP) 
C 
  300 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE ASSMBLE(   IE, INTMAT, AKELE,  RELE,  SYSK, SYSR, 
     *                   NPOIV,    NEQ, NELEM, MXNEQ, MXELE      ) 
C 
C     ASSEMBLE ELEMENT EQUATIONS INTO SYSTEM EQUATIONS 
C 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  AKELE(15,15), RELE(15) 
      DIMENSION  SYSK(MXNEQ,MXNEQ), SYSR(MXNEQ) 
C 
      INTEGER  INTMAT(MXELE,6) 
C 
C     ASSEMBLING SYSTEM STIFFNESS MATRIX 
C 
C     CONTRIBUTION OF COEFFICIENTS ASSOCIATED WITH U & V VELOCITIES: 
C 
      DO 100  I=1,6 
      DO 100  J=1,6 
      II = INTMAT(IE,I) 
      JJ = INTMAT(IE,J) 
      K  = I + 6 
      L  = J + 6 
      KK = NPOIV + II 
      LL = NPOIV + JJ 
      SYSK(II,JJ) = SYSK(II,JJ) + AKELE(I,J) 
      SYSK(II,LL) = SYSK(II,LL) + AKELE(I,L) 
      SYSK(KK,JJ) = SYSK(KK,JJ) + AKELE(K,J) 
      SYSK(KK,LL) = SYSK(KK,LL) + AKELE(K,L) 
  100 CONTINUE 
C 
C     CONTRIBUTION OF COEFFICIENTS ASSOCIATED WITH PRESSURE: 
C 
      DO 200  I=1,6 
      DO 200  J=1,3 
      II = INTMAT(IE,I) 
      JJ = INTMAT(IE,J) 
      K  = I + 6 
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      L  = J + 12 
      KK = NPOIV + II 
      LL = 2*NPOIV + JJ 
      SYSK(II,LL) = SYSK(II,LL) + AKELE(I,L) 
      SYSK(KK,LL) = SYSK(KK,LL) + AKELE(K,L) 
      SYSK(LL,II) = SYSK(LL,II) + AKELE(L,I) 
      SYSK(LL,KK) = SYSK(LL,KK) + AKELE(L,K) 
  200 CONTINUE 
C 
C     ASSEMBLING SYSTEM LOAD VECTOR 
C 
C     CONTRIBUTION OF VALUES ASSOCIATED WITH U & V VELOCITIES: 
C 
      DO 300  I=1,6 
      II = INTMAT(IE,I) 
      K  = I + 6 
      KK = NPOIV + II 
      SYSR(II) = SYSR(II) + RELE(I) 
      SYSR(KK) = SYSR(KK) + RELE(K) 
  300 CONTINUE 
C 
C     CONTRIBUTION OS VALUES ASSOCIATED WITH PRESSURE: 
C 
      DO 400  I=1,3 
      II = INTMAT(IE,I) 
      K  = I + 12 
      KK = 2*NPOIV + II 
      SYSR(KK) = SYSR(KK) + RELE(K) 
  400 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE GAUSS(N, A, B, X, MXNEQ) 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  A(MXNEQ,MXNEQ), B(MXNEQ), X(MXNEQ) 
C 
C     PERFORM SCALING: 
C 
      CALL SCALE(N, A, B, MXNEQ) 
C 
C     FORWARD ELIMINATION: 
C 
C     PERFORM ACCORDING TO ORDER OF 'PRIME' FROM 1 TO N-1: 
C 
      DO 100  IP=1,N-1 
C 
C     PERFORM PARTIAL PIVOTING: 
C 
      CALL PIVOT(N, A, B, MXNEQ, IP) 
C 
C     LOOP OVER EACH EQUATION STARTING FROM THE ONE THAT CORRESPONDS 
C     WITH THE ORDER OF 'PRIME' PLUS ONE: 
C 
      DO 200  IE=IP+1,N 
      RATIO = A(IE,IP)/A(IP,IP) 
C 
C     COMPUTE NEW COEFFICIENTS OF THE EQUATION CONSIDERED: 
C 
      DO 300  IC=IP+1,N 
      A(IE,IC) = A(IE,IC) - RATIO*A(IP,IC) 
  300 CONTINUE 
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      B(IE) = B(IE) - RATIO*B(IP) 
  200 CONTINUE 
C 
C     SET COEFFICIENTS ON LOWER LEFT PORTION TO ZERO: 
C 
      DO 400  IE=IP+1,N 
      A(IE,IP) = 0. 
  400 CONTINUE 
  100 CONTINUE 
C 
C     BACK SUBSTITUTION: 
C 
C     COMPUTE SOLUTION OF THE LAST EQUATION: 
C 
      X(N) = B(N)/A(N,N) 
C       
C     THEN COMPUTE SOLUTIONS FROM EQUATION N-1 TO 1: 
C 
      DO 500  IE=N-1,1,-1 
      SUM = 0. 
      DO 600  IC=IE+1,N 
      SUM = SUM + A(IE,IC)*X(IC) 
  600 CONTINUE 
      X(IE) = (B(IE) - SUM)/A(IE,IE) 
  500 CONTINUE 
      RETURN 
      END 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE PIVOT(N, A, B, MXNEQ, IP) 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z)          
      DIMENSION  A(MXNEQ,MXNEQ), B(MXNEQ) 
C 
C     PERFORM PARTIAL PIVOTING: 
C 
      JP = IP 
      BIG = ABS(A(IP,IP)) 
      DO 10  I=IP+1,N 
      AMAX = ABS(A(I,IP)) 
      IF(AMAX.GT.BIG)  THEN 
      BIG = AMAX 
      JP  = I 
      ENDIF 
   10 CONTINUE 
      IF(JP.NE.IP)  THEN 
      DO 20  J=IP,N 
      DUMY    = A(JP,J) 
      A(JP,J) = A(IP,J) 
      A(IP,J) = DUMY 
   20 CONTINUE 
      DUMY  = B(JP) 
      B(JP) = B(IP) 
      B(IP) = DUMY 
      ENDIF 
      RETURN 
      END 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE SCALE(N, A, B, MXNEQ) 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z)          
      DIMENSION  A(MXNEQ,MXNEQ), B(MXNEQ) 
C 
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C     PERFORM SCALING: 
C 
      DO 10  IE=1,N 
      BIG = ABS(A(IE,1)) 
      DO 20  IC=2,N 
      AMAX = ABS(A(IE,IC)) 
      IF(AMAX.GT.BIG)  BIG = AMAX 
   20 CONTINUE 
      DO 30  IC=1,N 
      A(IE,IC) = A(IE,IC)/BIG 
   30 CONTINUE 
      B(IE) = B(IE)/BIG 
   10 CONTINUE 
      RETURN 
      END 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE MULMAT(A, B, C, I, J, K) 
C 
C     PERFORM MATRIX MULTIPLICATION: [C(I,K)] = [A(I,J)] [B(J,K)] 
C 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  A(I,J), B(J,K), C(I,K) 
C 
      DO 10  IR=1,I 
      DO 10  IC=1,K 
      C(IR,IC) = 0. 
      DO 20  IS=1,J 
      C(IR,IC) = C(IR,IC) + A(IR,IS)*B(IS,IC) 
   20 CONTINUE 
   10 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE TRI(NPOIV, NPOIP,  NELEM, NEQ, 
     *                 VISCOUS,  COORD, INTMAT, INTMATF, 
     *                 SYSK, SYSR, MXPOIV,  MXELE, MXNEQ) 
C 
C     ESTABLISH ALL ELEMENT MATRICES AND ASSEMBLE THEM TO FORM  
C     UP SYSTEM EQUATIONS 
C 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  COORD(MXPOIV,2), SYSK(MXNEQ,MXNEQ), SYSR(MXNEQ) 
      DIMENSION  A(6,6), B(3,6), C(3,6), G(3,3) 
      DIMENSION  AT(6,6), BT(6,3), CT(6,3) 
      DIMENSION  P66(6,6), P36(3,6), Q36(3,6), P63(6,3) 
      DIMENSION  AK11(6,6), AK22(6,6), AK12(6,6), AK21(6,6) 
      DIMENSION  AL1(6,3), AL2(6,3), AL1T(3,6), AL2T(3,6) 
      DIMENSION  AKELE(15,15), RELE(15) ,VISCOUS(MXELE) 
C 
      INTEGER  INTMAT(MXELE,6) 
C 
C     SET UP [A] MATRIX: 
C 
      DO 10  I=1,6 
      DO 10  J=1,6 
      A(I,J) = 0. 
   10 CONTINUE 
      A(1,1) =  1. 
      A(2,2) =  1. 
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      A(3,3) =  1. 
      A(4,4) =  4. 
      A(5,5) =  4. 
      A(6,6) =  4. 
      A(4,2) = -1. 
      A(4,3) = -1. 
      A(5,1) = -1. 
      A(5,3) = -1. 
      A(6,1) = -1. 
      A(6,2) = -1. 
C 
C     ALSO COMPUTE [A] TRANSPOSE: 
C 
      DO 20  I=1,6 
      DO 20  J=1,6 
      AT(J,I) = A(I,J) 
   20 CONTINUE 
C 
C     LOOP OVER THE NUMBER OF ELEMENTS: 
C 
      DO 500  IE=1,NELEM 
 VISC = VISCOUS(IE) 
C 
C     FIND ELEMENT LOCAL COORDINATES: 
C 
      II = INTMAT(IE,1) 
      JJ = INTMAT(IE,2) 
      KK = INTMAT(IE,3) 
C 
      XG1 = COORD(II,1) 
      XG2 = COORD(JJ,1) 
      XG3 = COORD(KK,1) 
      YG1 = COORD(II,2) 
      YG2 = COORD(JJ,2) 
      YG3 = COORD(KK,2) 
      AREA= 0.5*(XG2*(YG3-YG1) + XG1*(YG2-YG3) + XG3*(YG1-YG2)) 
      IF(AREA.LE.0.)  WRITE(6,5)  IE 
    5 FORMAT(/,'  !!! ERROR !!!  ELEMENT NO.', I5, 
     *         ' HAS NEGATIVE OR ZERO AREA ', /, 
     *         '  --- CHECK F.E. MODEL FOR NODAL COORDINATES',  
     *         ' AND ELEMENT NODAL CONNECTIONS ---'          ) 
      IF(AREA.LE.0.)  STOP 
C 
      AREA2 = 2.*AREA 
      B1 = (YG2 - YG3)/AREA2 
      B2 = (YG3 - YG1)/AREA2 
      B3 = (YG1 - YG2)/AREA2 
      C1 = (XG3 - XG2)/AREA2 
      C2 = (XG1 - XG3)/AREA2 
      C3 = (XG2 - XG1)/AREA2 
C 
C     SET UP [B] AND [C] MATRICES: 
C 
      DO 30  I=1,3 
      DO 30  J=1,6 
      B(I,J) = 0. 
      C(I,J) = 0. 
   30 CONTINUE 
      B(1,1) = 2.*B1 
      B(1,5) = B3 
      B(1,6) = B2 
      B(2,2) = 2.*B2 
      B(2,4) = B3 
      B(2,6) = B1 
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      B(3,3) = 2.*B3 
      B(3,4) = B2 
      B(3,5) = B1 
      C(1,1) = 2.*C1 
      C(1,5) = C3 
      C(1,6) = C2 
      C(2,2) = 2.*C2 
      C(2,4) = C3 
      C(2,6) = C1 
      C(3,3) = 2.*C3 
      C(3,4) = C2 
      C(3,5) = C1 
C 
C     COMPUTE [B] AND [C] TRANSPOSE: 
C 
      DO 40  I=1,3 
      DO 40  J=1,6 
      BT(J,I) = B(I,J) 
      CT(J,I) = C(I,J) 
   40 CONTINUE 
C 
C     SET UP [G] MATRIX: 
C 
      FAC  = AREA/12. 
      FAC2 = 2.*FAC 
      G(1,1) = FAC2 
      G(2,2) = FAC2 
      G(3,3) = FAC2 
      G(1,2) = FAC 
      G(1,3) = FAC 
      G(2,1) = FAC 
      G(2,3) = FAC 
      G(3,1) = FAC 
      G(3,2) = FAC 
C 
C     COMPUTE [K11] MATRIX (WITHOUT VIS): 
C 
      CALL MULMAT( B,   A,  P36, 3, 6, 6) 
      CALL MULMAT( G, P36,  Q36, 3, 3, 6) 
      CALL MULMAT(BT, Q36,  P66, 6, 3, 6) 
      CALL MULMAT(AT, P66, AK11, 6, 6, 6) 
C 
C     COMPUTE [K22] MATRIX (WITHOUT VIS): 
C 
      CALL MULMAT( C,   A,  P36, 3, 6, 6) 
      CALL MULMAT( G, P36,  Q36, 3, 3, 6) 
      CALL MULMAT(CT, Q36,  P66, 6, 3, 6) 
      CALL MULMAT(AT, P66, AK22, 6, 6, 6) 
C 
C     COMPUTE [K12] MATRIX (WITHOUT VIS): 
C 
      CALL MULMAT( B,   A,  P36, 3, 6, 6) 
      CALL MULMAT( G, P36,  Q36, 3, 3, 6) 
      CALL MULMAT(CT, Q36,  P66, 6, 3, 6) 
      CALL MULMAT(AT, P66, AK12, 6, 6, 6) 
C 
C     COMPUTE ACTUAL [K11], [K22], [K12], AND [K21]: 
C 
      DO 50  I=1,6 
      DO 50  J=1,6 
      AK11(I,J) = VISC*AK11(I,J) 
      AK22(I,J) = VISC*AK22(I,J) 
      AK12(I,J) = VISC*AK12(I,J) 
      AK21(J,I) = AK12(I,J) 
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   50 CONTINUE 
C 
C     COMPUTE [L1] AND [L2] MATRICES: 
C 
      CALL MULMAT(BT,   G, P63, 6, 3, 3) 
      CALL MULMAT(AT, P63, AL1, 6, 6, 3) 
      CALL MULMAT(CT,   G, P63, 6, 3, 3) 
      CALL MULMAT(AT, P63, AL2, 6, 6, 3) 
C 
      DO 60  I=1,6 
      DO 60  J=1,3 
      AL1(I,J)  = -AL1(I,J) 
      AL2(I,J)  = -AL2(I,J) 
      AL1T(J,I) =  AL1(I,J) 
      AL2T(J,I) =  AL2(I,J) 
   60 CONTINUE 
C 
C     FORM UP ELEMENT STIFFNESS MATRIX AND LOAD VECTOR: 
C 
      DO 100  I=1,15 
      RELE(I) = 0. 
      DO 100  J=1,15 
      AKELE(I,J) = 0. 
  100 CONTINUE 
C 
      DO 110  I=1,6 
      DO 120  J=1,6 
      AKELE(I  ,J  ) = 2.*AK11(I,J) + AK22(I,J) 
      AKELE(I+6,J+6) = AK11(I,J) + 2.*AK22(I,J) 
      AKELE(I  ,J+6) = AK12(I,J) 
      AKELE(I+6,J  ) = AK21(I,J) 
  120 CONTINUE 
      DO 130  J=1,3 
      AKELE(I  ,J+12) = AL1(I,J) 
      AKELE(I+6,J+12) = AL2(I,J) 
  130 CONTINUE 
  110 CONTINUE 
      DO 140  I=1,3 
      DO 140  J=1,6 
      AKELE(I+12,J  ) = AL1T(I,J) 
      AKELE(I+12,J+6) = AL2T(I,J) 
  140 CONTINUE 
C 
C     ASSEMBLE THESE ELEMENT MATRICES TO FORM SYSTEM EQUATIONS: 
C 
      CALL ASSMBLE(   IE, INTMAT, AKELE,  RELE,  SYSK, SYSR, 
     *             NPOIV,    NEQ, NELEM, MXNEQ, MXELE      ) 
C 
  500 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
 
C 
C------------------------------------------------------------------ 
C 
      SUBROUTINE ELEVIS (NPOIV,NPOIP,NELEM,NEQ,COORD,INTMAT,SOL 
     *                ,VISCOUS,MXPOIV,YIELD,MXELE,STRINV,SOLT) 
C             
C     SUBROUTINE FOR COMPUTE ELEMENT STRAIN AND NONLINEAR VISCOUSITY 
C 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  COORD(MXPOIV,2) , VISCOUS(NELEM) , STRINV(NELEM) 

• ,SOL(NEQ),SOLT(MXPOIV) 
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      INTEGER INTMAT(MXELE,6) 
      DO 500   IE = 1,NELEM 
      II = INTMAT(IE,1) 
      JJ = INTMAT(IE,2) 
      KK = INTMAT(IE,3) 
      LL = INTMAT(IE,4) 
      MM = INTMAT(IE,5) 
      NN = INTMAT(IE,6) 
      XG1 = COORD(II,1) 
      XG2 = COORD(JJ,1) 
      XG3 = COORD(KK,1) 
      YG1 = COORD(II,2) 
      YG2 = COORD(JJ,2) 
      YG3 = COORD(KK,2) 
      AREA= 0.5*(XG2*(YG3-YG1) + XG1*(YG2-YG3) + XG3*(YG1-YG2)) 
      B1 = (YG2 - YG3) 
      B2 = (YG3 - YG1) 
      B3 = (YG1 - YG2) 
      C1 = (XG3 - XG2) 
      C2 = (XG1 - XG3) 
      C3 = (XG2 - XG1) 
      U1 = SOL(II) 
      U2 = SOL(JJ) 
      U3 = SOL(KK) 
      V1 = SOL(II+NPOIV) 
      V2 = SOL(JJ+NPOIV) 
      V3 = SOL(KK+NPOIV) 
      STR_X  = (B1*U1+B2*U2+B3*U3)/(2.*AREA) 
      STR_Y  = (C1*V1+C2*V2+C3*V3)/(2.*AREA) 
      STR_XY = (C1*U1+C2*U2+C3*U3+B1*V1+B2*V2+B3*V3)/(4.*AREA) 
      STRINV(IE) = SQRT(2.*(STR_X*STR_X+STR_Y*STR_Y+STR_XY*STR_XY*2.)) 
 
C     AVERAGE ELEMENT TEMPERATURE 
      AVE_T= (SOLT(II)+SOLT(JJ)+SOLT(KK)+SOLT(LL)+SOLT(MM)+SOLT(NN))/6. 
 
C     FLOW STRESS  
      YIELD2 = YIELD*(1-0.0007*AVE_T) 
 
C     ELEMENT VISCOSITY 
      VISCOUS(IE) = YIELD2/SQRT(3.)/STRINV(IE) 
 
C     CUT OFF  THE INFINITE VISCOSITY 
      IF (VISCOUS(IE).GT.1.E6)   VISCOUS(IE)=1.E6 
  500 CONTINUE 
      RETURN 
      END 
 
C 
C--------------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE THERMAL (MXPOIT,MXELE,COORD,INTMAT,SOL,VISCOUS,STRINV, 
     *           IBCT,TEMP,SOLT,NPOIT,NELEM,DENSITY,CONDUCT,SPCHEAT 
     *           ,YIELD,HEAT_J,MXNEQ,UVELOC,VVELOC) 
      IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
      DIMENSION  COORD(MXPOIT,2) , UVELOC(MXPOIT) ,VVELOC(MXPOIT) 
      DIMENSION  SYSKT(MXPOIT,MXPOIT),SYSRT(MXPOIT),VISCOUS(MXELE) 
      DIMENSION  STRINV(MXELE),SOLT(MXPOIT) ,TEMP(MXPOIT),SOL(MXNEQ) 
      INTEGER    INTMAT(MXELE,6),IBCT(MXPOIT) 
C 
C     BUILD  U AND V VELOCITY 
C 
      DO 5 IU=1,NPOIT 
      UVELOC(IU) = SOL(IU) 
      VVELOC(IU) = SOL(IU+NPOIT) 
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    5 CONTINUE 
 
      DO 50  I=1,NPOIT 
      SYSRT(I) = 0. 
   50 CONTINUE 
      DO 60  I=1,NPOIT 
      DO 60  J=1,NPOIT 
      SYSKT(I,J) = 0. 
   60 CONTINUE 
 
C 
C     BUILD UP ELEMENT MATRICES AND ASSEMBLY 
C 
      WRITE(6,10) 
   10 FORMAT(/,' *** ESTABLISHING ELEMENT MATRICES AND', 
     *         ' ASSEMBLING ELEMENT EQUATIONS ***'     )   
      CALL  TRI_T(MXPOIT,MXELE,COORD,INTMAT,VISCOUS,STRINV,NPOIT,NELEM, 
     *UVELOC,VVELOC,SYSKT,SYSRT,DENSITY,CONDUCT,SPCHEAT,YIELD,HEAT_J) 
 
C 
C     APPLY BOUNDARY CONDITIONS 
C 
      WRITE(6,15) 
   15 FORMAT(/,'*** APPLYING BOUNDARY CONDITIONS***') 
      CALL APPLYBC_T(NPOIT,IBCT,SYSKT,SYSRT,TEMP,MXPOIT) 
 
C 
C     SOLVE A SET OF SIMULTANEOUS EQUATION 
C 
      WRITE(6,20) 
   20 FORMAT(/,' *** SOLVING A SET OF SIMULTANEOUS EQS. FOR', 
     *         ' TEMPERATURE SOLUTIONS ***'       ) 
      WRITE(6,30)  NPOIT 
   30 FORMAT(5X,'( TOTAL OF', I5,' EQUATIONS TO BE SOLVED )') 
      CALL GAUSS(NPOIT,SYSKT,SYSRT,SOLT,MXPOIT) 
 
      RETURN 
      END 
 
 
C 
C--------------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE TRI_T(MXPOIT,MXELE,COORD,INTMAT,VISCOUS,STRINV,NPOIT, 
     *           NELEM,UVELOC,VVELOC,SYSKT,SYSRT,DENSITY,CONDUCT,SPCHEAT 
     *           ,YIELD,HEAT_J) 
      IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
      DIMENSION  COORD(MXPOIT,2), UVELOC(MXPOIT),VVELOC(MXPOIT) 
      DIMENSION  SYSKT(MXPOIT,MXPOIT),SYSRT(MXPOIT),VISCOUS(MXELE) 
      DIMENSION  STRINV(MXELE) 
      DIMENSION  A(6,6), B(3,6), C(3,6), G(3,3),E(6),F(6,3) 
      DIMENSION  AT(6,6), BT(6,3), CT(6,3) 
      DIMENSION  P66(6,6),Q66(6,6) ,P36(3,6), Q36(3,6), P63(6,3)  
      DIMENSION  AKX(6,6), AKY(6,6), AMX(6,6), AMY(6,6) 
      DIMENSION  AKTELE(6,6), RTELE(6)  
C 
      INTEGER  INTMAT(MXELE,6) 
C 
C     SET UP [A] MATRIX: 
C 
      DO 10  I=1,6 
      DO 10  J=1,6 
      A(I,J) = 0. 
   10 CONTINUE 
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      A(1,1) =  1. 
      A(2,2) =  1. 
      A(3,3) =  1. 
      A(4,4) =  4. 
      A(5,5) =  4. 
      A(6,6) =  4. 
      A(4,2) = -1. 
      A(4,3) = -1. 
      A(5,1) = -1. 
      A(5,3) = -1. 
      A(6,1) = -1. 
      A(6,2) = -1. 
C 
C     ALSO COMPUTE [A] TRANSPOSE: 
C 
      DO 20  I=1,6 
      DO 20  J=1,6 
      AT(J,I) = A(I,J) 
   20 CONTINUE 
C 
C     LOOP OVER THE NUMBER OF ELEMENTS: 
C 
      DO 500  IE=1,NELEM 
 
C 
C     FIND ELEMENT LOCAL COORDINATES: 
C 
      II = INTMAT(IE,1) 
      JJ = INTMAT(IE,2) 
      KK = INTMAT(IE,3) 
      LL = INTMAT(IE,4) 
      MM = INTMAT(IE,5) 
      NN = INTMAT(IE,6) 
C 
      XG1 = COORD(II,1) 
      XG2 = COORD(JJ,1) 
      XG3 = COORD(KK,1) 
      YG1 = COORD(II,2) 
      YG2 = COORD(JJ,2) 
      YG3 = COORD(KK,2) 
      AREA= 0.5*(XG2*(YG3-YG1) + XG1*(YG2-YG3) + XG3*(YG1-YG2)) 
      IF(AREA.LE.0.)  WRITE(6,5)  IE 
    5 FORMAT(/,'  !!! ERROR !!!  ELEMENT NO.', I5, 
     *         ' HAS NEGATIVE OR ZERO AREA ', /, 
     *         '  --- CHECK F.E. MODEL FOR NODAL COORDINATES',  
     *         ' AND ELEMENT NODAL CONNECTIONS ---'          ) 
      IF(AREA.LE.0.)  STOP 
C 
      AREA2 = 2.*AREA 
      B1 = (YG2 - YG3)/AREA2 
      B2 = (YG3 - YG1)/AREA2 
      B3 = (YG1 - YG2)/AREA2 
      C1 = (XG3 - XG2)/AREA2 
      C2 = (XG1 - XG3)/AREA2 
      C3 = (XG2 - XG1)/AREA2 
C 
C     SET UP [B] AND [C] MATRICES: 
C 
      DO 30  I=1,3 
      DO 30  J=1,6 
      B(I,J) = 0. 
      C(I,J) = 0. 
   30 CONTINUE 
      B(1,1) = 2.*B1 
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      B(1,5) = B3 
      B(1,6) = B2 
      B(2,2) = 2.*B2 
      B(2,4) = B3 
      B(2,6) = B1 
      B(3,3) = 2.*B3 
      B(3,4) = B2 
      B(3,5) = B1 
      C(1,1) = 2.*C1 
      C(1,5) = C3 
      C(1,6) = C2 
      C(2,2) = 2.*C2 
      C(2,4) = C3 
      C(2,6) = C1 
      C(3,3) = 2.*C3 
      C(3,4) = C2 
      C(3,5) = C1 
C 
C     COMPUTE [B] AND [C] TRANSPOSE: 
C 
      DO 40  I=1,3 
      DO 40  J=1,6 
      BT(J,I) = B(I,J) 
      CT(J,I) = C(I,J) 
   40 CONTINUE 
C 
C     SETUP [G] MATRIX: 
C 
      FAC  = AREA/12. 
      FAC2 = 2.*FAC 
      G(1,1) = FAC2 
      G(2,2) = FAC2 
      G(3,3) = FAC2 
      G(1,2) = FAC 
      G(1,3) = FAC 
      G(2,1) = FAC 
      G(2,3) = FAC 
      G(3,1) = FAC 
      G(3,2) = FAC 
C 
C     SETUP  [E] MATRIX: 
C 
      E(1) = FAC2 
      E(2) = FAC2 
      E(3) = FAC2 
      E(4) = FAC 
      E(5) = FAC 
      E(6) = FAC 
C 
C     SETUP [F] MATRIX: 
C 
      FACF1 = AREA/60. 
      FACF2 = 2.*FACF1 
      FACF6 = 6.*FACF1 
      F(1,1) = FACF6 
      F(1,2) = FACF2 
      F(1,3) = FACF2 
      F(2,1) = FACF2 
      F(2,2) = FACF6 
      F(2,3) = FACF2 
      F(3,1) = FACF2 
      F(3,2) = FACF2 
      F(3,3) = FACF6 
      F(4,1) = FACF1 
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      F(4,2) = FACF2 
      F(4,3) = FACF2 
      F(5,1) = FACF2 
      F(5,2) = FACF1 
      F(5,3) = FACF2 
      F(6,1) = FACF2 
      F(6,2) = FACF2 
      F(6,3) = FACF1 
 
C 
C     COMPUTE [KX] MATRIX: 
C 
      CALL MULMAT( B,  A,P36,3,6,6) 
      CALL MULMAT( F,P36,Q66,6,3,6) 
      CALL MULMAT(AT,Q66,AKX,6,6,6) 
C 
C     COMPUTE [KY] MATRIX: 
C 
      CALL MULMAT( C,  A,P36,3,6,6) 
      CALL MULMAT( F,P36,Q66,6,3,6) 
      CALL MULMAT(AT,Q66,AKY,6,6,6) 
C 
C     COMPUTE [MX] MATRIX: 
C  
      CALL MULMAT( B,  A,P36,3,6,6) 
      CALL MULMAT( G,P36,Q36,3,3,6) 
      CALL MULMAT(BT,Q36,P66,6,3,6) 
      CALL MULMAT(AT,P66,AMX,6,6,6) 
C 
C     COMPUTE [MY] MATRIX: 
C 
      CALL MULMAT( C,  A,P36,3,6,6) 
      CALL MULMAT( G,P36,Q36,3,3,6) 
      CALL MULMAT(CT,Q36,P66,6,3,6) 
      CALL MULMAT(AT,P66,AMY,6,6,6)       
C 
C     MULTIPLY [MX] AND [MY] BY CONDUCTIVITY/(SPCHEAT*DENSITY) 
C 
      APARA = CONDUCT/(SPCHEAT*DENSITY) 
      DO 50 I = 1,6 
      DO 50 J = 1,6 
      AMX(I,J) = APARA*AMX(I,J) 
      AMY(I,J) = APARA*AMY(I,J) 
   50 CONTINUE 
C 
C     MULTIPLY [KX] AND [KY] WITH AVERAGE VELOCITIES. 
C 
      AVE_U = (UVELOC(II)+UVELOC(JJ)+UVELOC(KK)+UVELOC(LL) 
     *        +UVELOC(MM)+UVELOC(NN))/6.     
      AVE_V = (VVELOC(II)+VVELOC(JJ)+VVELOC(KK)+VVELOC(LL) 
     *        +VVELOC(MM)+VVELOC(NN))/6. 
 
      DO 60 I = 1,6 
      DO 60 J = 1,6 
      AKX(I,J) = AVE_U*AKX(I,J) 
      AKY(I,J) = AVE_V*AKY(I,J) 
   60 CONTINUE 
 
C 
C     FORM UP ELEMENT THERMAL MATRIX AND LOAD VECTOR 
C 
      DO 70 I = 1,6 
      RTELE(I) = 0. 
      DO 70 J = 1,6 
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      AKTELE(I,J) = 0. 
   70 CONTINUE 
 
      DO 80 I = 1,6 
      DO 80 J = 1,6 
      AKTELE(I,J) = AKX(I,J)+AKY(I,J)+AMX(I,J)+AMY(I,J) 
   80 CONTINUE 
 
      HEATG = VISCOUS(IE)*STRINV(IE)*STRINV(IE)/HEAT_J 
 
      DO 90 I = 1,6 
      SUMM = 0. 
      DO 100 J = 1,6 
      SUMM = AT(I,J)*E(J) + SUMM 
  100 CONTINUE 
      RTELE(I)= HEATG*SUMM/(DENSITY*SPCHEAT) 
   90 CONTINUE 
 
C 
C     ASSEMBLE THESE ELEMENT MATRICES TO FORM SYSTEM EQUATIONS: 
C 
      CALL ASSM_T (IE,INTMAT,AKTELE,RTELE,SYSKT,SYSRT,NPOIT 
     *               ,NELEM,MXPOIT,MXELE) 
  500 CONTINUE 
      RETURN 
      END 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE ASSM_T(   IE, INTMAT, AKTELE, RTELE,SYSKT,SYSRT, 
     *                   NPOIT, NELEM, MXPOIT, MXELE ) 
C 
C     ASSEMBLE ELEMENT EQUATIONS INTO SYSTEM EQUATIONS 
C 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  AKTELE(6,6), RTELE(6) 
      DIMENSION  SYSKT(MXPOIT,MXPOIT), SYSRT(MXPOIT) 
C 
      INTEGER  INTMAT(MXELE,6) 
C 
C     ASSEMBLING SYSTEM STIFFNESS MATRIX  
C 
      DO 100  I=1,6 
      DO 100  J=1,6 
      II = INTMAT(IE,I) 
      JJ = INTMAT(IE,J) 
      SYSKT(II,JJ) = SYSKT(II,JJ) + AKTELE(I,J) 
  100 CONTINUE 
C 
C     ASSEMBLING SYSTEM LOAD VECTOR 
C 
      DO 200  I = 1,6 
      II = INTMAT(IE,I) 
      SYSRT(II) = SYSRT(II)+RTELE(I) 
  200 CONTINUE 
      RETURN 
      END 
C 
C--------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE APPLYBC_T(NPOIT,IBCT,SYSKT,SYSRT,TEMP,MXPOIT) 
C 
C     APPLY BOUNDARY CONDITIONS FOR NODAL TEMPERATURE 
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C     WITH CONDITION CODES OF: 
C           0 = FREE TO CHANGE (TO BE COMPUTED) 
C           1 = FIXED AS SPECIFIED 
C 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  SYSKT(MXPOIT,MXPOIT), SYSRT(MXPOIT) 
      DIMENSION  TEMP(MXPOIT) 
C 
      INTEGER  IBCT(MXPOIT) 
C 
C     APPLY BOUNDARY CONDITIONS FOR NODAL TEMPERATURE 
C 
 
      DO 100  IEQ=1,NPOIT 
      IEQT = IEQ 
      IF(IBCT(IEQT).EQ.0)  GO TO 100 
C 
      DO 110  IR=1,NPOIT 
      IF(IR.EQ.IEQ)  GO TO 110 
      SYSRT(IR) = SYSRT(IR) - SYSKT(IR,IEQ)*TEMP(IEQT) 
      SYSKT(IR,IEQ) = 0. 
  110 CONTINUE 
C 
      DO 120  IC=1,NPOIT 
      SYSKT(IEQ,IC) = 0. 
  120 CONTINUE 
      SYSKT(IEQ,IEQ) = 1. 
      SYSRT(IEQ) = TEMP(IEQT) 
C 
  100 CONTINUE 
        
      RETURN 
      END 
 
C 
C------------------------------------------------------------------- 
C 
      SUBROUTINE CONVERGE (MXNEQ,MXPOIV,MXPOIP,SOL,SOL_O,LOOP,TOLV,TOLP 
     *                     ,TOLT,NPOIV,NPOIP,NEQ,SOLT,SOLT_O)  
C 
C     SUBROUTINE FOR COMPUTE THE CONVERGENCE CRITERIA 
C 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
 
      DIMENSION SOL(MXNEQ),SOL_V(MXPOIV),SOL_P(MXPOIP),SOL_O(MXNEQ) 
      DIMENSION SOL_NV(MXPOIV),SOL_NP(MXPOIP),SOLT(MXPOIV) 
      DIMENSION SOLT_O(MXPOIV) 
 
      DO 100  IV = 1,NPOIV 
      SOL_V(IV) = SQRT((SOL(IV))**2.+(SOL(IV+NPOIV))**2.) 
      SOL_NV(IV)= SQRT((SOL_O(IV))**2.+(SOL_O(IV+NPOIV))**2.) 
  100 CONTINUE 
 
      DO 200  IP = 1,NPOIP  
      SOL_P(IP) = SOL(IP+(2.*NPOIV)) 
      SOL_NP(IP)= SOL_O(IP+(2.*NPOIV)) 
  200 CONTINUE 
C 
C     COMPUTE NECESSARY PARAMETER FOR CHECK TOLLERENCE 
C  
      AAA = 0. 
      BBB = 0. 
      CCC = 0. 
      DDD = 0. 
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      EEE = 0. 
      FFF = 0. 
C 
      DO 350  J = 1,NPOIV 
      AA  = (SOL_V(J)-SOL_NV(J))**2. 
      AAA = AAA + AA 
      BB  = (SOL_NV(J))**2 
      BBB = BBB + BB 
  350 CONTINUE 
 
      DO 360  K = 1,NPOIP 
      CC  = SOL_P(K) 
      CCC = CCC + CC 
      DD  = SOL_NP(K) 
      DDD = DDD + DD 
  360 CONTINUE 
 
      DO 361 I = 1,NPOIV 
      EE  = (SOLT(I)-SOLT_O(I))**2. 
      EEE = EEE + EE 
      FF  = (SOLT_O(I))**2. 
      FFF = FFF + FF 
  361 CONTINUE  
 
      TOLV = SQRT(AAA/BBB)*100. 
      TOLP = ABS((DDD-CCC)/DDD)*100. 
      TOLT = SQRT(EEE/FFF)*100. 
 
  500 CONTINUE 
 
      RETURN 
      END 

 
 

ข.2  ตัวอยางปญหา 
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IBCU=IBCV = 1 
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TEMP = 0. 

รูปที่ ข.1 แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตและเงื่อนไขขอบเขต 
                สําหรับตัวอยางการใชโปรแกรม MTFlow(v2) 
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 ในหวัขอนี้จะยกตวัอยางของปญหาการอัดรีดสองมิติที่มีความรอนมาเกี่ยวของเพื่อที่จะแสดง
ถึงการสรางไฟลขอมูล  การกําหนดเงื่อนไขขอบเขต รวมทั้งลักษณะของไฟลผลลัพธ  ตัวอยางที่ยกขึ้น
มาจะมีลักษณะเดยีวกับในภาคผนวก ก  คือมีอัตราสวนการลดขนาด 0.6 แตจะเพิ่มการคํานวณหา
อุณหภูมิโดยกาํหนดเงื่อนไขขอบเขตที่ทางเขามีอุณหภูมสัิมพัทธเปน 0 เพื่อหาอุณหภมูิที่เพิ่มขึ้นในแต
ละตําแหนงบนโดเมนปญหา  คาคุณสมบัติตางๆของวัสดุ คือ มีคาความเคนคราก 1500 kg/cm2   มีคา
ความหนาแนน  0.01 kg/cm3 สัมประสิทธิ์การนําความรอน    1.0  cal/(s.cm.OC)  คาความจุความรอน
จําเพาะ 100.0 cal/(kg.OC)  และคาคงที่สําหรับแปลงความรอนทางกล (Mechanical Equivalent of heat 
, J)  42.65  kg.cm/cal  และกําหนดความหนืดเริ่มตน  1000.0  kg.s/cm2  อุณหภูมิเริ่มตนสําหรับรอบ
แรกของการคาํนวณเทากับ 100.0 OC  ความเร็วทางเขา 1.0 cm/s  จํานวนรอบสูงสุดในการคํานวณ 20 
รอบ    และแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตมีจาํนวนจุดตอความเร็ว 183 จุด  จุดตอความดัน 54 จุด  และมี 
จํานวนเอลิเมนต 76 เอลิเมนต  ลักษณะการจัดเรยีงเอลิเมนตและการกําหนดเงือ่นไขขอบเขตแสดง
โดยรูป ข.1    รายละเอียดของไฟลขอมูลมีดังนี ้
 
2 
 DIRECT EXTRUSION R=0.6 WITH THERMAL COUPLING 
 MESH WITH 183 NODES AND 76 ELEMENTS 
     NPOIV   NPOIP   NELEM     
     183      54      76        
    YIELD    INI VIS   INI TEMP  MAX ITER   DENSITY    k        c       J 
   1500.00   1000.00    100.00     20         .01     1.00   100.00   42.65 
 NODE  IBCU IBCV  IBCT IBCP    X-COOR  Y-COOR     V-VEL U-VEL  TEMP PRESSURE    
   1     0    1    0     0     14.000    .000      .000  .000  .000  .000 
   2     0    1    0     0     16.000    .000      .000  .000  .000  .000 
   3     0    1    0     0     18.000    .000      .000  .000  .000  .000 
   4     0    1    0     1     20.000    .000      .000  .000  .000  .000 
   5     0    0    0     0     12.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
   6     0    0    0     0     14.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
   7     0    0    0     0     16.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
   8     0    0    0     0     18.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
   9     0    0    0     1     20.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
  10     0    0    0     1     14.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
  11     0    0    0     1     16.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
  12     0    0    0     1     18.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
  13     0    0    0     1     20.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
  14     1    1    1     0       .000    .000     1.000  .000  .000  .000 
  15     0    1    0     0      2.000    .000      .000  .000  .000  .000 
  16     0    1    0     0      4.000    .000      .000  .000  .000  .000 
  17     0    1    0     0      6.000    .000      .000  .000  .000  .000 
  18     0    1    0     0      8.000    .000      .000  .000  .000  .000 
  19     0    1    0     0     10.000    .000      .000  .000  .000  .000 
  20     0    1    0     0     12.000    .000      .000  .000  .000  .000 
  21     1    1    1     0       .000   2.000     1.000  .000  .000  .000 
  22     0    0    0     0      2.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
  23     0    0    0     0      4.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
  24     0    0    0     0      6.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
  25     0    0    0     0      8.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
  26     0    0    0     0     10.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
  27     1    1    1     0       .000   4.000     1.000  .000  .000  .000 
  28     0    0    0     0      2.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
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  29     0    0    0     0      4.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
  30     0    0    0     0      6.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
  31     0    0    0     0      8.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
  32     0    0    0     0     10.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
  33     1    0    0     0     12.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
  34     1    1    1     0       .000   6.000     1.000  .000  .000  .000 
  35     0    0    0     0      2.000   6.000      .000  .000  .000  .000 
  36     0    0    0     0      4.000   6.000      .000  .000  .000  .000 
  37     0    0    0     0      6.000   6.000      .000  .000  .000  .000 
  38     0    0    0     0      8.000   6.000      .000  .000  .000  .000 
  39     0    0    0     0     10.000   6.000      .000  .000  .000  .000 
  40     1    0    0     0     12.000   6.000      .000  .000  .000  .000 
  41     1    1    1     0       .000   8.000     1.000  .000  .000  .000 
  42     0    0    0     0      2.000   8.000      .000  .000  .000  .000 
  43     0    0    0     0      4.000   8.000      .000  .000  .000  .000 
  44     0    0    0     0      6.000   8.000      .000  .000  .000  .000 
  45     0    0    0     0      8.000   8.000      .000  .000  .000  .000 
  46     0    0    0     0     10.000   8.000      .000  .000  .000  .000 
  47     1    0    0     0     12.000   8.000      .000  .000  .000  .000 
  48     1    1    1     0       .000  10.000     1.000  .000  .000  .000 
  49     0    1    0     0      2.000  10.000      .000  .000  .000  .000 
  50     0    1    0     0      4.000  10.000      .000  .000  .000  .000 
  51     0    1    0     0      6.000  10.000      .000  .000  .000  .000 
  52     0    1    0     0      8.000  10.000      .000  .000  .000  .000 
  53     0    1    0     0     10.000  10.000      .000  .000  .000  .000 
  54     1    1    0     0     12.000  10.000      .000  .000  .000  .000 
  55     0    1    0    -1     15.000    .000      .000  .000  .000  .000 
  56     0    0    0    -1     14.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
  57     0    0    0    -1     15.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
  58     0    1    0    -1     13.000    .000      .000  .000  .000  .000 
  59     0    1    0    -1     17.000    .000      .000  .000  .000  .000 
  60     0    0    0    -1     16.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
  61     0    0    0    -1     17.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
  62     0    1    0    -1     19.000    .000      .000  .000  .000  .000 
  63     0    0    0    -1     18.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
  64     0    0    0    -1     19.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
  65     0    0    0    -1     20.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
  66     0    0    0    -1     13.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
  67     0    0    0    -1     13.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
  68     0    0    0    -1     11.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
  69     0    0    0    -1     12.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
  70     0    0    0    -1     11.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
  71     0    0    0    -1     12.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
  72     0    0    0    -1     15.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
  73     0    0    0    -1     14.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
  74     0    0    0    -1     15.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
  75     0    0    0    -1     13.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
  76     0    0    0    -1     17.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
  77     0    0    0    -1     16.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
  78     0    0    0    -1     17.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
  79     0    0    0    -1     19.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
  80     0    0    0    -1     18.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
  81     0    0    0    -1     19.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
  82     0    0    0    -1     20.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
  83     0    0    0    -1     15.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
  84     0    0    0    -1     13.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
  85     0    0    0    -1     17.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
  86     0    0    0    -1     19.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
  87     0    1    0    -1      1.000    .000      .000  .000  .000  .000 
  88     1    1    1    -1       .000   1.000     1.000  .000  .000  .000 
  89     0    0    0    -1      1.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
  90     0    1    0    -1      3.000    .000      .000  .000  .000  .000 
  91     0    0    0    -1      2.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
  92     0    0    0    -1      3.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
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  93     0    1    0    -1      5.000    .000      .000  .000  .000  .000 
  94     0    0    0    -1      4.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
  95     0    0    0    -1      5.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
  96     0    1    0    -1      7.000    .000      .000  .000  .000  .000 
  97     0    0    0    -1      6.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
  98     0    0    0    -1      7.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
  99     0    1    0    -1      9.000    .000      .000  .000  .000  .000 
 100     0    0    0    -1      8.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
 101     0    0    0    -1      9.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
 102     0    1    0    -1     11.000    .000      .000  .000  .000  .000 
 103     0    0    0    -1     10.000   1.000      .000  .000  .000  .000 
 104     0    0    0    -1      1.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
 105     1    1    1    -1       .000   3.000     1.000  .000  .000  .000 
 106     0    0    0    -1      1.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
 107     0    0    0    -1      3.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
 108     0    0    0    -1      2.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
 109     0    0    0    -1      3.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
 110     0    0    0    -1      5.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
 111     0    0    0    -1      4.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
 112     0    0    0    -1      5.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
 113     0    0    0    -1      7.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
 114     0    0    0    -1      6.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
 115     0    0    0    -1      7.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
 116     0    0    0    -1      9.000   2.000      .000  .000  .000  .000 
 117     0    0    0    -1      8.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
 118     0    0    0    -1      9.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
 119     0    0    0    -1     10.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
 120     0    0    0    -1     11.000   3.000      .000  .000  .000  .000 
 121     0    0    0    -1      1.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
 122     1    1    1    -1       .000   5.000     1.000  .000  .000  .000 
 123     0    0    0    -1      1.000   5.000      .000  .000  .000  .000 
 124     0    0    0    -1      3.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
 125     0    0    0    -1      2.000   5.000      .000  .000  .000  .000 
 126     0    0    0    -1      3.000   5.000      .000  .000  .000  .000 
 127     0    0    0    -1      5.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
 128     0    0    0    -1      4.000   5.000      .000  .000  .000  .000 
 129     0    0    0    -1      5.000   5.000      .000  .000  .000  .000 
 130     0    0    0    -1      7.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
 131     0    0    0    -1      6.000   5.000      .000  .000  .000  .000 
 132     0    0    0    -1      7.000   5.000      .000  .000  .000  .000 
 133     0    0    0    -1      9.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
 134     0    0    0    -1      8.000   5.000      .000  .000  .000  .000 
 135     0    0    0    -1      9.000   5.000      .000  .000  .000  .000 
 136     0    0    0    -1     11.000   4.000      .000  .000  .000  .000 
 137     0    0    0    -1     10.000   5.000      .000  .000  .000  .000 
 138     0    0    0    -1     11.000   5.000      .000  .000  .000  .000 
 139     1    0    0    -1     12.000   5.000      .000  .000  .000  .000 
 140     0    0    0    -1      1.000   6.000      .000  .000  .000  .000 
 141     1    1    1    -1       .000   7.000     1.000  .000  .000  .000 
 142     0    0    0    -1      1.000   7.000      .000  .000  .000  .000 
 143     0    0    0    -1      3.000   6.000      .000  .000  .000  .000 
 144     0    0    0    -1      2.000   7.000      .000  .000  .000  .000 
 145     0    0    0    -1      3.000   7.000      .000  .000  .000  .000 
 146     0    0    0    -1      5.000   6.000      .000  .000  .000  .000 
 147     0    0    0    -1      4.000   7.000      .000  .000  .000  .000 
 148     0    0    0    -1      5.000   7.000      .000  .000  .000  .000 
 149     0    0    0    -1      7.000   6.000      .000  .000  .000  .000 
 150     0    0    0    -1      6.000   7.000      .000  .000  .000  .000 
 151     0    0    0    -1      7.000   7.000      .000  .000  .000  .000 
 152     0    0    0    -1      9.000   6.000      .000  .000  .000  .000 
 153     0    0    0    -1      8.000   7.000      .000  .000  .000  .000 
 154     0    0    0    -1      9.000   7.000      .000  .000  .000  .000 
 155     0    0    0    -1     11.000   6.000      .000  .000  .000  .000 
 156     0    0    0    -1     10.000   7.000      .000  .000  .000  .000 
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 157     0    0    0    -1     11.000   7.000      .000  .000  .000  .000 
 158     1    0    0    -1     12.000   7.000      .000  .000  .000  .000 
 159     0    0    0    -1      1.000   8.000      .000  .000  .000  .000 
 160     1    1    1    -1       .000   9.000     1.000  .000  .000  .000 
 161     0    0    0    -1      1.000   9.000      .000  .000  .000  .000 
 162     0    0    0    -1      3.000   8.000      .000  .000  .000  .000 
 163     0    0    0    -1      2.000   9.000      .000  .000  .000  .000 
 164     0    0    0    -1      3.000   9.000      .000  .000  .000  .000 
 165     0    0    0    -1      5.000   8.000      .000  .000  .000  .000 
 166     0    0    0    -1      4.000   9.000      .000  .000  .000  .000 
 167     0    0    0    -1      5.000   9.000      .000  .000  .000  .000 
 168     0    0    0    -1      7.000   8.000      .000  .000  .000  .000 
 169     0    0    0    -1      6.000   9.000      .000  .000  .000  .000 
 170     0    0    0    -1      7.000   9.000      .000  .000  .000  .000 
 171     0    0    0    -1      9.000   8.000      .000  .000  .000  .000 
 172     0    0    0    -1      8.000   9.000      .000  .000  .000  .000 
 173     0    0    0    -1      9.000   9.000      .000  .000  .000  .000 
 174     0    0    0    -1     11.000   8.000      .000  .000  .000  .000 
 175     0    0    0    -1     10.000   9.000      .000  .000  .000  .000 
 176     0    0    0    -1     11.000   9.000      .000  .000  .000  .000 
 177     1    0    0    -1     12.000   9.000      .000  .000  .000  .000 
 178     0    1    0    -1      1.000  10.000      .000  .000  .000  .000 
 179     0    1    0    -1      3.000  10.000      .000  .000  .000  .000 
 180     0    1    0    -1      5.000  10.000      .000  .000  .000  .000 
 181     0    1    0    -1      7.000  10.000      .000  .000  .000  .000 
 182     0    1    0    -1      9.000  10.000      .000  .000  .000  .000 
 183     0    1    0    -1     11.000  10.000      .000  .000  .000  .000 
 
ELEMENT NODAL CONNECTION [ 76]: 
   1    14    22    21    104     88     89 
   2    21    28    27    121    105    106 
   3    27    35    34    140    122    123 
   4    34    42    41    159    141    142 
   5    41    49    48    178    160    161 
   6    14    15    22     91     89     87 
   7    21    22    28    108    106    104 
   8    27    28    35    125    123    121 
   9    34    35    42    144    142    140 
  10    41    42    49    163    161    159 
  11    15    23    22    107     91     92 
  12    22    29    28    124    108    109 
  13    28    36    35    143    125    126 
  14    35    43    42    162    144    145 
  15    42    50    49    179    163    164 
  16    15    16    23     94     92     90 
  17    22    23    29    111    109    107 
  18    28    29    36    128    126    124 
  19    35    36    43    147    145    143 
  20    42    43    50    166    164    162 
  21    16    24    23    110     94     95 
  22    23    30    29    127    111    112 
  23    29    37    36    146    128    129 
  24    36    44    43    165    147    148 
  25    43    51    50    180    166    167 
  26    16    17    24     97     95     93 
  27    23    24    30    114    112    110 
  28    29    30    37    131    129    127 
  29    36    37    44    150    148    146 
  30    43    44    51    169    167    165 
  31    17    25    24    113     97     98 
  32    24    31    30    130    114    115 
  33    30    38    37    149    131    132 
  34    37    45    44    168    150    151 
  35    44    52    51    181    169    170 
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  36    17    18    25    100     98     96 
  37    24    25    31    117    115    113 
  38    30    31    38    134    132    130 
  39    37    38    45    153    151    149 
  40    44    45    52    172    170    168 
  41    18    26    25    116    100    101 
  42    25    32    31    133    117    118 
  43    31    39    38    152    134    135 
  44    38    46    45    171    153    154 
  45    45    53    52    182    172    173 
  46    18    19    26    103    101     99 
  47    25    26    32    119    118    116 
  48    31    32    39    137    135    133 
  49    38    39    46    156    154    152 
  50    45    46    53    175    173    171 
  51    19     5    26     70    103     68 
  52    26    33    32    136    119    120 
  53    32    40    39    155    137    138 
  54    39    47    46    174    156    157 
  55    46    54    53    183    175    176 
  56    19    20     5     69     68    102 
  57    26     5    33     71    120     70 
  58    32    33    40    139    138    136 
  59    39    40    47    158    157    155 
  60    46    47    54    177    176    174 
  61    20     6     5     66     69     75 
  62     5    10    33     84     71     67 
  63    20     1     6     56     75     58 
  64     5     6    10     73     67     66 
  65     1     7     6     72     56     57 
  66     6    11    10     83     73     74 
  67     1     2     7     60     57     55 
  68     6     7    11     77     74     72 
  69     2     8     7     76     60     61 
  70     7    12    11     85     77     78 
  71     2     3     8     63     61     59 
  72     7     8    12     80     78     76 
  73     3     9     8     79     63     64 
  74     8    13    12     86     80     81 
  75     3     4     9     65     64     62 
  76     8     9    13     82     81     79 

 
 ผลการคํานวณจะอยูในรูปของคาความเร็ว ความดนั และอุณหภูมิที่จดุตอตางๆภายใน
แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต  มีรายละเอียดดังนี ้
 
 
 
        ***************************************************** 
        *                     MTFlow(v2)                    * 
        * NODAL VELOCITY TEMPERATURE AND PRESSURE SOLUTIONS * 
        ***************************************************** 
 
        OUTPUT RECORDED ON :31-May-00    21:38:09   
 
        NUMBER OF VELOCITY NODES    :   183 
        NUMBER OF TEMPERATURE NODES :   183 
        NUMBER OF PRESSURE NODES    :    54 
 
   NODE     U-VELOCITY      V-VELOCITY      TEMPERATURE      PRESSURE 
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     1     .260285E+01     .000000E+00     .539073E+02     .510018E+03 
     2     .260285E+01     .000000E+00     .588143E+02     .331173E+03 
     3     .260285E+01     .000000E+00     .623881E+02     .143078E+03 
     4     .260285E+01     .000000E+00     .645779E+02     .000000E+00 
     5     .260279E+01    -.301625E-03     .636697E+02    -.918422E+02 
     6     .260285E+01     .000000E+00     .676556E+02    -.345830E+03 
     7     .260285E+01     .000000E+00     .690090E+02     .799896E+02 
     8     .260285E+01     .000000E+00     .692771E+02    -.370154E+03 
     9     .260285E+01     .000000E+00     .692846E+02     .000000E+00 
    10     .260285E+01     .000000E+00     .894176E+02     .000000E+00 
    11     .260285E+01     .000000E+00     .804393E+02     .000000E+00 
    12     .260285E+01     .000000E+00     .762607E+02     .000000E+00 
    13     .260285E+01     .000000E+00     .740904E+02     .000000E+00 
    14     .100000E+01     .000000E+00     .000000E+00     .303453E+04 
    15     .100046E+01     .000000E+00     .663972E+00     .296576E+04 
    16     .100979E+01     .000000E+00     .357714E+01     .242969E+04 
    17     .110842E+01     .000000E+00     .119796E+02     .215201E+04 
    18     .154605E+01     .000000E+00     .271677E+02     .113066E+04 
    19     .259896E+01     .000000E+00     .434591E+02     .800071E+03 
    20     .260285E+01     .000000E+00     .482740E+02     .107050E+04 
    21     .100000E+01     .000000E+00     .000000E+00     .287664E+04 
    22     .100070E+01    -.140825E-02     .649756E+00     .268703E+04 
    23     .101054E+01    -.242076E-01     .355588E+01     .237331E+04 
    24     .108905E+01    -.183934E+00     .118189E+02     .215598E+04 
    25     .130525E+01    -.594400E+00     .269832E+02     .145487E+04 
    26     .194683E+01    -.731318E+00     .469342E+02     .154631E+04 
    27     .100000E+01     .000000E+00     .000000E+00     .280338E+04 
    28     .100030E+01    -.292893E-02     .677888E+00     .273731E+04 
    29     .100485E+01    -.415650E-01     .369640E+01     .266639E+04 
    30     .102511E+01    -.268181E+00     .122836E+02     .255364E+04 
    31     .103009E+01    -.745187E+00     .285577E+02     .244094E+04 
    32     .992925E+00    -.113085E+01     .527075E+02     .284955E+04 
    33     .000000E+00    -.751664E+00     .750224E+02     .111202E+04 
    34     .100000E+01     .000000E+00     .000000E+00     .296702E+04 
    35     .999609E+00    -.270611E-02     .618369E+00     .303598E+04 
    36     .993364E+00    -.376216E-01     .342038E+01     .305180E+04 
    37     .945074E+00    -.224295E+00     .118367E+02     .308741E+04 
    38     .772003E+00    -.574085E+00     .290489E+02     .327383E+04 
    39     .426906E+00    -.750537E+00     .535129E+02     .338660E+04 
    40     .000000E+00    -.775362E+00     .680661E+02     .465435E+04 
    41     .100000E+01     .000000E+00     .000000E+00     .269688E+04 
    42     .999507E+00    -.120380E-02     .496903E+00     .281114E+04 
    43     .991683E+00    -.197896E-01     .284792E+01     .311003E+04 
    44     .933566E+00    -.113803E+00     .105974E+02     .342022E+04 
    45     .724762E+00    -.292830E+00     .280917E+02     .371889E+04 
    46     .362439E+00    -.385177E+00     .526405E+02     .393183E+04 
    47     .000000E+00    -.340607E+00     .656364E+02     .385077E+04 
    48     .100000E+01     .000000E+00     .000000E+00     .309134E+04 
    49     .999996E+00     .000000E+00     .397472E+00     .330150E+04 
    50     .995494E+00     .000000E+00     .241612E+01     .353295E+04 
    51     .946779E+00     .000000E+00     .963048E+01     .377604E+04 
    52     .750154E+00     .000000E+00     .270886E+02     .394611E+04 
    53     .377919E+00     .000000E+00     .521245E+02     .392748E+04 
    54     .000000E+00     .000000E+00     .651590E+02     .384544E+04 
    55     .260285E+01     .000000E+00     .566584E+02 
    56     .260285E+01     .000000E+00     .576846E+02 
    57     .260285E+01     .000000E+00     .598475E+02 
    58     .260285E+01     .000000E+00     .513278E+02 
    59     .260285E+01     .000000E+00     .608586E+02 
    60     .260285E+01     .000000E+00     .617217E+02 
    61     .260285E+01     .000000E+00     .631582E+02 
    62     .260285E+01     .000000E+00     .638430E+02 
    63     .260285E+01     .000000E+00     .644007E+02 
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    64     .260285E+01     .000000E+00     .653176E+02 
    65     .260285E+01     .000000E+00     .658161E+02 
    66     .260285E+01    -.437954E-04     .660720E+02 
    67     .260276E+01    -.528993E-04     .818135E+02 
    68     .260193E+01    -.213337E-02     .492282E+02 
    69     .260284E+01    -.689232E-04     .522055E+02 
    70     .239738E+01    -.429102E+00     .568118E+02 
    71     .208981E+01    -.434064E+00     .746507E+02 
    72     .260285E+01     .000000E+00     .684413E+02 
    73     .260285E+01     .000000E+00     .805447E+02 
    74     .260285E+01     .000000E+00     .785372E+02 
    75     .260285E+01     .000000E+00     .551065E+02 
    76     .260285E+01     .000000E+00     .690984E+02 
    77     .260285E+01     .000000E+00     .768109E+02 
    78     .260285E+01     .000000E+00     .753085E+02 
    79     .260285E+01     .000000E+00     .691997E+02 
    80     .260285E+01     .000000E+00     .741596E+02 
    81     .260285E+01     .000000E+00     .731456E+02 
    82     .260285E+01     .000000E+00     .726519E+02 
    83     .260285E+01     .000000E+00     .840080E+02 
    84     .195989E+01     .336833E+00     .888336E+02 
    85     .260285E+01     .000000E+00     .780360E+02 
    86     .260285E+01     .000000E+00     .748482E+02 
    87     .100016E+01     .000000E+00     .158858E+00 
    88     .100000E+01     .000000E+00     .000000E+00 
    89     .100019E+01    -.285254E-03     .166110E+00 
    90     .100507E+01     .000000E+00     .148892E+01 
    91     .100053E+01    -.678185E-03     .623225E+00 
    92     .100449E+01    -.626390E-02     .150750E+01 
    93     .105087E+01     .000000E+00     .679313E+01 
    94     .101078E+01    -.127879E-01     .347451E+01 
    95     .104299E+01    -.573288E-01     .673363E+01 
    96     .134211E+01     .000000E+00     .191975E+02 
    97     .111265E+01    -.100714E+00     .117222E+02 
    98     .125088E+01    -.243728E+00     .187618E+02 
    99     .202951E+01     .000000E+00     .362209E+02 
   100     .149599E+01    -.326237E+00     .269539E+02 
   101     .180593E+01    -.459699E+00     .360104E+02 
   102     .260146E+01     .000000E+00     .458470E+02 
   103     .234520E+01    -.367329E+00     .442517E+02 
   104     .100033E+01    -.597061E-03     .173608E+00 
   105     .100000E+01     .000000E+00     .000000E+00 
   106     .100020E+01    -.104827E-02     .179524E+00 
   107     .100571E+01    -.115470E-01     .154661E+01 
   108     .100046E+01    -.230779E-02     .662395E+00 
   109     .100367E+01    -.178826E-01     .159678E+01 
   110     .104794E+01    -.969978E-01     .679136E+01 
   111     .100739E+01    -.354303E-01     .362993E+01 
   112     .102564E+01    -.135511E+00     .695120E+01 
   113     .121819E+01    -.380001E+00     .186378E+02 
   114     .105421E+01    -.243994E+00     .119872E+02 
   115     .110071E+01    -.482906E+00     .189773E+02 
   116     .157768E+01    -.735755E+00     .367786E+02 
   117     .116204E+01    -.731967E+00     .274185E+02 
   118     .120690E+01    -.934957E+00     .379322E+02 
   119     .152548E+01    -.108695E+01     .505297E+02 
   120     .180261E+01    -.102453E+01     .631721E+02 
   121     .100014E+01    -.134210E-02     .184087E+00 
   122     .100000E+01     .000000E+00     .000000E+00 
   123     .999889E+00    -.138526E-02     .179064E+00 
   124     .100270E+01    -.212863E-01     .163229E+01 
   125     .999786E+00    -.325471E-02     .651167E+00 
   126     .998208E+00    -.213657E-01     .159337E+01 
   127     .101804E+01    -.152382E+00     .709741E+01 
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   128     .996524E+00    -.440790E-01     .359419E+01 
   129     .983950E+00    -.144710E+00     .697758E+01 
   130     .104327E+01    -.512251E+00     .195325E+02 
   131     .967134E+00    -.267321E+00     .121941E+02 
   132     .921331E+00    -.468563E+00     .196380E+02 
   133     .101439E+01    -.956842E+00     .397096E+02 
   134     .854162E+00    -.698679E+00     .291717E+02 
   135     .748337E+00    -.829632E+00     .408620E+02 
   136     .769676E+00    -.120111E+01     .659053E+02 
   137     .568956E+00    -.991306E+00     .538128E+02 
   138     .376825E+00    -.105744E+01     .656122E+02 
   139     .000000E+00    -.105662E+01     .710368E+02 
   140     .999872E+00    -.116131E-02     .170467E+00 
   141     .100000E+01     .000000E+00     .000000E+00 
   142     .999728E+00    -.595032E-03     .152578E+00 
   143     .997381E+00    -.189270E-01     .151100E+01 
   144     .999134E+00    -.207490E-02     .547480E+00 
   145     .995274E+00    -.121376E-01     .136710E+01 
   146     .975616E+00    -.128602E+00     .666234E+01 
   147     .988303E+00    -.306832E-01     .309172E+01 
   148     .964166E+00    -.861584E-01     .615980E+01 
   149     .871616E+00    -.412119E+00     .192691E+02 
   150     .920649E+00    -.177896E+00     .111907E+02 
   151     .840222E+00    -.297388E+00     .186325E+02 
   152     .616685E+00    -.708900E+00     .408978E+02 
   153     .717378E+00    -.443790E+00     .287000E+02 
   154     .562474E+00    -.535989E+00     .407573E+02 
   155     .178915E+00    -.772981E+00     .639479E+02 
   156     .374821E+00    -.576782E+00     .530669E+02 
   157     .179649E+00    -.541351E+00     .629114E+02 
   158     .000000E+00    -.517582E+00     .666900E+02 
   159     .999814E+00    -.447899E-03     .136550E+00 
   160     .100000E+01     .000000E+00     .000000E+00 
   161     .999998E+00    -.360046E-05     .119752E+00 
   162     .996293E+00    -.932321E-02     .123525E+01 
   163     .999607E+00    -.792108E-03     .422526E+00 
   164     .997939E+00    -.245456E-02     .110216E+01 
   165     .966761E+00    -.657189E-01     .568461E+01 
   166     .991151E+00    -.116443E-01     .254174E+01 
   167     .973448E+00    -.231264E-01     .525324E+01 
   168     .835229E+00    -.217252E+00     .179381E+02 
   169     .930529E+00    -.616733E-01     .998000E+01 
   170     .851605E+00    -.913813E-01     .172910E+02 
   171     .544413E+00    -.367496E+00     .403904E+02 
   172     .725416E+00    -.150285E+00     .275766E+02 
   173     .556884E+00    -.175731E+00     .399903E+02 
   174     .180773E+00    -.369800E+00     .621009E+02 
   175     .367150E+00    -.189940E+00     .524125E+02 
   176     .179922E+00    -.189722E+00     .617896E+02 
   177     .000000E+00    -.176454E+00     .652023E+02 
   178     .999998E+00     .000000E+00     .117472E+00 
   179     .997960E+00     .000000E+00     .105222E+01 
   180     .972715E+00     .000000E+00     .503135E+01 
   181     .851606E+00     .000000E+00     .168374E+02 
   182     .566506E+00     .000000E+00     .395195E+02 
   183     .188905E+00     .000000E+00     .615959E+02 

 



ภาคผนวก ค 
โปรแกรมยอยสําหรับคํานวณแรงรีดและแรงบิดรีด 

 
 
 เนื่องจากในการหาแรงรีดและแรงบิดรีดจากความดนับริเวณผิวสัมผัสระหวางลูกรีดและ
โลหะแผนที่คาํนวณไดโปรแกรม MTFlow มีความจําเปนตองหาคาการอินทิกรัลเชิงตัวเลขดังสมการ
(7.3) และ (7.4)  โปรแกรมยอย ROLLF จึงถูกประดษิฐขึ้นเพื่อใชประกอบกับโปรแกรม MTFlow ใน
การคํานวณคาดังกลาวโดยใชกฏส่ีเหล่ียมคางหมู (Trapezoidal Rule) [2]  ในการใชงานเพยีงแต
เรียกใชโปรแกรมยอยนี้จากโปรแกรม MTFlow ในชวงทายของโปรแกรมหลักหลังจากที่ไดผลเฉลย
ทั้งหมดเปนทีเ่รียบรอยแลว โปรแกรมยอยจะทําการคนหาจุดตอความดันที่อยูทีผิ่วสัมผัสจากจดุตอ
ทั้งหมดโดยอาศัยความจริงของเงื่อนไขขอบเขตบริเวณนัน้จะตองมีคา IBCU และ IBCV ในขอมูล
นําเขาเทากับ 1 กลาวคือผูใชจะเปนผูกําหนดความเรว็ตามแนวแกน x และ y เองซึ่งก็คือความเร็วที่
ผิวสัมผัสที่เกิดจากการหมุนของลูกรีดนั่นเอง   หลังจากนั้นกจ็ะทําการจัดเรียงจุดตอตามลําดับระยะ
พิกัดแกน x โดยเรียงจากนอยไปมาก หลังจากนั้นก็สามารถคํานวณหาพื้นทีใ่ตกราฟความดันทีข่อบ
ของแตละเอลิเมนตโดยใชกฎสี่เหล่ียมคางหมู  ผลรวมท่ีขอบเอลิเมนตตลอดพื้นผิวสัมผัสก็คือแรงรีด
นั่นเอง สวนแรงบิดรีดหาไดจากผลรวมของพื้นที่ของแตละเอลิเมนตคณูกับระยะเฉลี่ยตามแนวแกน x 
จากขอบเอลิเมนตถึงแกนที่ลากผานจุดศนูยกลางลูกรีดตามแนวแกน y  ผลของแรงรีดและแรงบดิรีดที่
ไดจะแสดงบนหนาจอคอมพิวเตอร   ความแมนตรงของผลที่ไดจะขึน้อยูกับความยาวขอบของแตละ
เอลิเมนต  ความยาวขอบนอยจะสงผลใหคาที่ไดนาเชื่อถือมากกวาในกรณีที่มีความยาวขอบสูงกวา 

รายละเอียดของโปรแกรมยอย ROLLF มีดงันี้ 
 

      SUBROUTINE ROLLF(IBCU,IBCV,COORD,SOL,NPOIV,NPOIP,NEQ, 
     *                 MXPOIV,MXPOIP,MXNEQ) 
C 
C     SUBROUTINE FOR CALCULATE ROLLING FORCE AND TORQUE 
C 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION IBCU(MXPOIV),IBCV(MXPOIV),SOL(MXNEQ),NNODE(MXPOIP) 
      DIMENSION COORD(MXPOIV,2) 
 
C     PICK UP CONTACT NODES AND REARANGE THEIR ORDER ON X-COORDINATE  
C     FROM MIN TO MAX 
      IPP = 0 
      DO 100 I = 1,NPOIP 
      IF (IBCU(I).EQ.1.AND.IBCV(I).EQ.1)THEN 
      IPP = IPP+1 
      NNODE(IPP)= I 
      ENDIF 
  100 CONTINUE 
  
      DO 200 J = 1,IPP 
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      NNN = NNODE(J)  
      XMIN = COORD(NNODE(J),1) 
      N_N = J 
  
      DO 300  I = J,IPP 
      MMM = NNODE(I) 
      IF(COORD(MMM,1).LT.XMIN) THEN 
      XMIN = COORD(MMM,1) 
      N_N = I 
      ENDIF  
  300 CONTINUE 
      
      NDUM = NNODE(J) 
      NNODE(J) = NNODE(N_N) 
      NNODE(N_N) = NDUM 
  200 CONTINUE 
 
C     COMPUTE ROLLING FORCE 
       
      RFORCE = 0. 
      RLP     = 0. 
      RTORQUE = 0. 
      DO 400 I = 1,IPP-1 
      XXX1 = COORD(NNODE(I),1) 
      XXX2 = COORD(NNODE(I+1),1) 
      YYY1 = COORD(NNODE(I),2) 
      YYY2 = COORD(NNODE(I+1),2) 
      PPP1 = SOL(2*NPOIV+NNODE(I)) 
      PPP2 = SOL(2*NPOIV+NNODE(I+1)) 
      PROJL  = XXX2-XXX1 
 
C     CHECK ERROR FROM NEGATIVE PROJECTED LENGTH 
      IF (PROJL.LE.0.0) THEN 
      WRITE(*,*) ' ERROR :  NEGATIVE VALUE OF PROJECTED LENGTH' 
      STOP 
      ENDIF 
 
      RFORCE = 0.5*(PPP1+PPP2)*PROJL+RFORCE 
      RLP  = PROJL + RLP 
 
C     CALCULATE TORQUE AT EACH ELEMENT PRESSURE 
 
      XCEN   = COORD(NNODE(IPP),1) 
      ARM    = (XCEN-XXX2)+PROJL/2. 
 
C     CHECK ERROR FROM NEGATIVE ARM LENGTH 
      IF (ARM.LE.0.0) THEN 
      WRITE(*,*) ' ERROR :  NEGATIVE VALUE OF ARM LENGTH' 
      STOP 
      ENDIF 
 
      RTORQUE = RTORQUE+ 0.5*(PPP1+PPP2)*PROJL*ARM 
 
  400 CONTINUE 
 
C     2 ROLLING MILL 
 
      RTORQUE = RTORQUE*2. 
 
C     PRINT OUT THE RESULTS       
      WRITE(*,*) ' *******************' 
      WRITE(*,*) '   ROLLING  FORCE   ' 
      WRITE(*,*) ' *******************' 
      WRITE(*,500) RFORCE 
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      WRITE(*,*) ' *******************' 
      WRITE(*,*) '   ROLLING  TORQUE  ' 
      WRITE(*,*) ' *******************' 
      WRITE(*,500) RTORQUE 
  500 FORMAT(10X,F20.9) 
      
      RETURN 
      END 
 
 



ภาคผนวก ง 
ทฤษฎีสลิปไลนสําหรับปญหาความเครียดในระนาบ  

 
 
 ทฤษฎีสลิปไลนเปนทฤษฎีทีอ่ธิบายและใชวิเคราะหปญหาการขึ้นรูปโลหะแบบสองมติิใน
ลักษณะของความเครียดในระนาบ (Plane Strain)  มีขอสมมุติฐานคือวัสดุตองเปนเนื้อเดียวกัน 
(Homogeneous) มีความแข็งแรงเทากันในทุกทิศทาง (Isotropic) วัสดุจะตองเปนวัสดุอุดมคต ิ (Ideal 
Plastic)  กลาวคือไมพิจารณาผลของความเครียดแข็ง (Strain Hardening)  ไมพิจารณาผลของอัตราการ
เปล่ียนแปลงความเครียด (Strain Rate)  ไมพิจารณาผลของอุณหภมูิ   และไมพิจารณาผลจาก
ความเครียดอลีาสติก เพราะถือวานอยมากเมื่อเทียบกับความเครียดทีเ่กดิขึ้นในชวงที่เปนพลาสติก   

 วัตถุประสงคของการประยกุตใชทฤษฎีสลิปไลนกับปญหาการอัดรีดก็คือจะใชในการหา
แรงดันอัดรีดซ่ึงวิทยานิพนธฉบับนี้จะใชเปรียบเทียบกบัผลแรงดันอัดรีดที่คํานวณไดจากวิธีไฟไนตเอ
ลิเมนต  ทฤษฎีสลิปไลนจะเปนการหาสนามของเสนเฉือน (Shear Line)  ซ่ึงก็คือสนามของเสนที่
วางตัวในแนวทิศทางที่เกิดความเคนเฉือนสูงสุด (Maximum Shear Stress) ซ่ึงจะทํามุม 45 องศากับ
แนวแกนหลัก (Principal Stress)  โดยเสนเฉือนที่สอดคลองกันทั้งระบบบนโดเมนการไหลจะเปนเสน
ที่แบงแยกระหวางบริเวณของวัสดุที่แข็งเกร็ง กับบริเวณที่วัสดุเกิดการเปลี่ยนรูปเชิงพลาสติก (Plastic 
Deformation)   

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ ง.1  สนามสลิปไลนสําหรับปญหาการกดอัดโลหะแผน 
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 กอนที่จะไปถงึการอธิบายสมการทางคณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับทฤษฎีสลิปไลนสําหรับ
ปญหาการอัดรีด ซ่ึงเปนปญหาที่คอนขางซับซอน  จะขอยกตวัอยางปญหาอยางงายเพื่อที่จะไดเขาใจ
ถึงแนวคิดของทฤษฎีนี้ตอปญหาการเปลี่ยนรูปเชิงพลาสติกของโลหะ  ดังตัวอยางปญหาการกดอัด
โลหะแผนตอไปนี้ [11] 

 ตัวอยางการกดอัดมีแบบจําลองดังแสดงในรูปที่ ง.1  เปนการกดอดัโลหะแผนที่มีความหนา t  
มีความลึก w  ดวยแรง F ผานแทนกดอัดที่เปนวัตถุแข็งเกร็งมีความกวาง b ซ่ึงเทากบั t สมมุติวาไมมี
การเปลี่ยนรูปตามแนวแกน z ขณะกดอดั และสมมุติใหไมมีแรงเสียดทานที่ผิวสัมผัสระหวางแทนกด
อัดและโลหะแผน  ดังนัน้แรงที่กระทําจะกอใหเกิดความเคนตามแนวแกน y ( yσ ) เปนแนวแกนหลัก 
ดังนั้นจะเกิดทศิทางของความเคนเฉือนสูงสุดทํามุม 45 องศากับแกน y  ก็คือเสน AEC และ DEB 
บริเวณ DEA และ CEB จะเปรียบเหมือนกอนวัตถุแข็งเกร็ง 2 กอนในขณะทีด่านขวาของ AEB และ
ดานซายของ DEC จะเปนวตัถุแข็งเกร็งเชนเดียวกนั  ซ่ึงจะกอใหเกิดการไถลตามแนวสลิปไลนออก
ทางดานซายและขวาตามแนวลูกศร  หากแรงกระทํา F เพียงพอที่จะทําใหเกดิการเปลี่ยนรูปเชิง
พลาสติก เสน DEA  และ CEB นี้เองคือเสนสลิปไลน  ซ่ึงหากพิจารณาตามความเปนจริงโลหะจะมี
การเปลี่ยนแปลงความหนาซึง่จะไมสอดคลองกับคําอธิบายของทฤษฎีสลิปไลนเสียทีเดียว  แตวา
วัตถุประสงคหลักของทฤษฎีนี้ก็คือการหาแรงหรือแรงดันที่เพยีงพอที่จะทําใหเกดิการเปลี่ยนรูป ซ่ึง
สามารถหาไดจากเสนสลิปไลนนี้เอง  โดยเริ่มจากความเปนจริงที่วาแรงกระทําตามแนวแกน x ตาม
แนวเสนสลิปไลนเปนศูนยเนื่องจากโลหะแผนเคลื่อนอสิระตามแนวแกน x โดยไมมีแรงภายนอกมา
กระทํา  ดังนัน้  0x =σ   และ 1σ  ตองเปนความเคนตามแนวแกนหลักเนื่องจากไมมีแรงเสียดทาน
บริเวณการสัมผัส  โดยสามารถเขียนวงกลมของมอหร (Mohr’s Circle) ในบริเวณเสนสลิปไลนได
ดังนี ้

 

 

 

 

รูปที่ ง.2  วงกลมของมอหรสําหรับความเคนในบริเวณเสนสลิปไลนของปญหาการกดอัดโลหะแผน 

 หากกําหนดใหความเคนเฉือนครากมีคาเทากับ yieldτ  และ 321 σ>σ>σ  โดย zσ  จะเปน
ความเคนตามแนวแกนหลักคาที่ 2  ( 2σ  ) จากรูปจะเห็นวา 3σ  = 2 yieldτ  ดังนั้นสามารถคํานวณหา
แรง F ตามแนวแกน y  ที่ทําใหโลหะแผนเริ่มเกิดการเปลีย่นรูปเชิงพลาสติกไดคือ 2wb yieldτ  นั่นเอง 

3σ  

τ  

01 =σ  2σ  

yieldτ  

σ  

321 σ>σ>σ  
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 ตัวอยางทีน่ําเสนอนี้เปนรูปแบบอยางงายของสนามสลิปไลน แตทําใหเขาใจแนวคิดของ
ทฤษฎีนี้ไดเปนอยางดี  สําหรับปญหาการอัดรีดจะมีรูปแบบของสลิปไลนที่ซับซอนมากขึ้น ซ่ึงจะตอง
มีทฤษฎีทางคณิตศาสตรที่เขามารองรับทําใหสามารถคํานวณหาแรงดนัที่ใชในการอดัรีด ดังที่จะได
อธิบายตอไป  แตอยางไรก็ตาม แนวคดิของทฤษฎีนี้ยังคงเหมือนกับทีไ่ดอธิบายไวในตัวอยางขางตน 
 
 
ง.1  ทฤษฎีพื้นฐานในการสรางสนามสลิปไลน 
 
 ปญหาความเครียดในระนาบ (Plane Strain) ในกลศาสตรของแข็งเปนปญหาที่มีลักษณะของ
คําตอบเหมือนกันในทกุๆระนาบของปญหาในแนวตั้งฉากกับระนาบความเครียดนั้น กลาวคือจะไมมี
การเปลี่ยนรูปในแนวตั้งฉากกับระนาบ  ทําใหคาความเครียดในแนวนี้มีคาเปนศูนย  และ
ความสัมพันธของสวนประกอบของความเครียดในทิศทางตางๆเปนดังนี้  

                                                    
0zxyzz

yx

=γ=γ=ε

ε−=ε

&&&

&&
                     (ง.1) 

 คาของความเคนเฉือนที่จุดครากเขียนไดในรูป 

                                     yield
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รูปที่ ง.3  วงกลมของมอหร แสดงสวนประกอบของความเคนในทิศทางตางๆ 
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 จากรูปที่ ง.3  สามารถหาสวนประกอบตางๆของความเคนไดดังนี ้
 

0

2cos
2

p

2sinp

2sinp

zxyz

yieldxy

yx
z

yieldy

yieldx

=τ=τ

φτ=τ

σ+σ
=−=σ

φτ+−=σ

φτ−−=σ

                               (ง.3) 

 
โดยมุม φ   คือมุมที่แกน α  ซ่ึงเปนแกนหลักของความเคนเฉือน (Principal Shear Stress) แสดงโดย
แกน OB ในรปู ง.1  ทํามุมกับแกน x  แสดงโดยแกน OC ในทิศทางทวนเข็มนาฬกิา บนระบบแกน
จริง (จะทํามุม 2φ  บนระบบแกนของ Mohr Circle)   สวนแกน β   ซ่ึงเปนแกนหลักของความเคน
เฉือนอีกแกนหนึ่ง จะทํามุม 90 องศากับแกน α  ในทิศทางทวนเข็มนาฬกิาบนระบบแกนจริง  โดยที่
แนวแกนหลักของความเคน (Principal Normal Stress)  จะผานแกน α -β  ในควอแดรนท (Quadrant) 
ที่ 1 และ 3  ดังรูปที่  ง.4 โดยนิยามให 1σ  มีคามากกวา 3σ    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ ง.4  ทิศทางของความเคนและแนวแกนตางๆบนระนาบ 
 

 โดยทั่วไปความเคนที่เกิดขึน้บนขอบเขตของปญหาที่เกดิการเปลี่ยนรูปเชิงพลาสติก (Plastic 
Deformation)  จะไมมีความตอเนื่องจากจุดหนึ่งไปอีกจุดหนึ่ง  เสนโคงที่ลากเชื่อมตอและสัมผัสกับ
แกน α  และ  β   จะเรียกวาเสน α  และ  β  สลิปไลนตามลําดับ  โดยจะมีคาความสัมพันธที่คงที่  ซ่ึง
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สามารถหาไดจากการแทนคาสมการที่ (ง.3) ลงในสมการสมดุลของแรงในสองมิตแิลวทําการอินทิ
เกรต  สมการสมดุลของแรงมีรูปแบบดังนี ้

                   0
yx
xyx =

∂

τ∂
+

∂
σ∂  

0
yx
yxy =

∂

σ∂
+

∂

τ∂  

จะไดคาความสัมพันธระหวาง   p  และ φ  บนเสน α  และ  β  สลิปไลน ดังนี้ 
-  α  สลิปไลน              p + 2 yieldτ φ  =  C1 

-  β  สลิปไลน   p -  2 yieldτ φ  =  C2 
โดย    C1  และ C2    คือคาคงที่    φ    คือมุมที่ α  ทํากับแกน x ในหนวยเรเดียน 

 จากความสัมพนัธที่ (ง.5) นี้ สามารถใชในการหาความดันที่ตําแหนงตางๆบนขอบเขตของ
ปญหา  หากรูความดันเริ่มตนและมุมสัมผัสที่ α  สลิปไลน ทํากับแกน x ที่จุดใดจดุหนึ่ง อีกทั้งยัง
สามารถสรางความสัมพันธของมุมที่ลากในแนวสัมผัสกับ α  และ β   สลิปไลน เสนตางๆดังรูปที่ ง.5  
โดยความสัมพันธนี้จะสามารถนําไปสรางสนามของสลิปไลน  โดยหากเรารูมุมสัมผัส φ  ที่ตําแหนง
ของจุด 3 จุด   บนสนามของสลิปไลนที่ตัดกัน ก็สามารถหามุมสัมผัสตําแหนงที่ 4 ได  โดยวิธีทาง
กราฟฟก  ความสัมพันธอันนี้ถูกนําเสนอและเรียกวาทฤษฎีของ Hencky  โดยทฤษฎีนี้จะนําเสนอ
ความสัมพันธที่เทากันของผลตางของมุมสัมผัสที่เกิดจากการตัดกันของα  และ β   สลิปไลนสองชุด
ดังรูปที่ ง.3  โดยใชความสัมพันธที่ (ง.5) ซ่ึงสามารถพิสูจนไดดังนี ้

1.    A -> B  , α  สลิปไลน ,                   AyieldAByieldB 2p2p φτ+=φτ+  
       B -> C  , β   สลิปไลน ,                   ByieldBCyieldC 2p2p φτ−=φτ−  
 ดังนั้นผลตางของความดันระหวาง  C และ A คือ 
                                                                    )2(2pp BCAyieldAC φ−φ+φτ=−  

2.    A -> D , β   สลิปไลน ,                    AyieldADyieldD 2p2p φτ−=φτ−  
       D -> C , α  สลิปไลน ,                     DyieldDCyieldC 2p2p φτ+=φτ+  
 ดังนั้นผลตางของความดันระหวาง C และ A  คือ 
                                                                     )2(2pp ACDyieldAC φ−φ−φτ=−  
จะได                                         ADBC φ−φ=φ−φ                    (ง.6) 
  
 

(ง.4) 

(ง.5) 
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รูปที่ ง.5  ความสัมพันธระหวางเสนสลิปไลนสองชุดที่ตัดกัน 
 
 
ง.2   การสรางเสนสลิปไลน 
 
 ลักษณะการสรางเสนที่เรียกวาสลิปไลนนี ้  จะเปนการหาเสนขอบเขตที่เกิดความไมตอเนื่อง
ระหวางพื้นทีท่ี่เกิดการเปลีย่นรูปเชิงพลาสติกกับพืน้ที่ทีแ่ข็งเกร็ง (Rigid) โดยเสนดังกลาวเปนสวน
หนึ่งของสนามและ β   สลิปไลน นั่นเอง    การสรางเสนสลิปไลนจะเริ่มจากการสรางจากสนามรปู
ศูนยกลางใบพดั (Centred-Fan Field)  โดยมีจุดศูนยกลางอยูที่จุดซิงกูลาลิตี้  (Singularity) ซ่ึงเปนจุดที่
เปนศูนยรวมของแรงที่มากระทํา  ดังเชนปลายสุดของแมพิมพสําหรับอัดรีดที่กระทําตอโลหะ เปนตน  
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ ง.6  ทิศทางของความเคนหลักและเสนสลิปไลนบริเวณพื้นผิวล่ืน 
 

โดยการสรางเสนสลิปไลนนี้จะตองสัมพนัธกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Condition)  โดยเสนสลิป
ไลนนี้จะทํามมุ 45 องศากับผิวที่เปนอิสระ (Free Surface)   หรือกับผิวที่สัมผัสกับผิวภายนอกในภาวะ
ที่ไมมีแรงเสียดทานและผวิภายนอกแข็งเกร็ง         ดังรูปที่  ง.6    หรือกับผิวที่อยูในแนวแกนสมมาตร       
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รูปที่ ง.7  ตัวอยางสนามของเสนสลิปไลนทีเ่กิดในลกัษณะศูนยกลางรูปใบพัด [ 8 ] 
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ในกรณีทั่วไปจะใชการลองผิดลองถูก (Trial and Error) เพื่อทีจ่ะหาเสนที่สอดคลองกับเงื่อนไข
ขอบเขตในทุกๆดาน  ทั้งนี้ทัง้นั้นในการสรางเสนสลิปไลนนี้จะอาศัยพืน้ฐานของสมการที่ (ง.5) และ
หลักการเทากนัของมุมดังทีไ่ดกลาวมาแลว   

 ตัวอยางของสนามสลิปไลนโดยทั่วไปที่เกดิจากสนามรูปศูนยกลางใบพดั ไดแสดงในรูป ง.7 
ซ่ึงสามารถใชรูปนี้ชวยในการสรางเสนสลิปไลนโดยเลือกเสนที่สอดคลองกับภาวะของระบบที่ดีทีสุ่ด 
 
 
ง.3  ตัวอยางเสนสลิปไลน และการหาแรงดันอัดรีดของปญหาการอัดรีดที่มีอัตราสวนการ
ลดขนาดมากกวา 0.5 ผนังไมมีความเสียดทาน 
 
 ในการสรางเสนสลิปไลนของปญหานี้ จะเริ่มจากการสรางเสน AB  โดยจดุ A เปนจุดซิงกูลา
ลิตี้ (Singularity) ลากทํามุมกับแกนสมมาตร 45 องศา  แลวสรางสวนของเสนโคง BC โดยมีจุด A 
เปนจุดศนูยกลาง  เสนตรง AB ทํามุมใดๆกับเสนตรง AC  ทั้งนี้ขนาดของมุมจะขึน้อยูกับอัตราสวน
การลดขนาดซึ่งจะใชวิธีการทดลองสุมเพื่อที่จะหาขนาดของมุมที่เหมาะสม  ดังนั้นหากปญหานี้มี
อัตราสวนการลดขนาดเทากบั 0.5  ดังรูป ง.7 เสน AC จะทํามุม 45 องศาที่ผนังอีกดานหนึ่งซึ่งเปน
ผิวสัมผัสที่ไมมีความเสียดทานพอดี และ AB จะทํามุม 90 องศากับ AC จึงไดเสนรอบรูป  ABC  เปน
เสนสลิปไลน  ซ่ึงเปนเสนทีจ่ะเกดิความไมตอเนื่อง (Discontinuity) ขึ้น แตในกรณทีี่อัตราสวนการลด
ขนาดมากกวา 0.5 เสนรอบรูป ABC จึงยังไมใชเสนที่สอดคลอง จึงตองทําการสรางเสนใหมใน
ลักษณะเดยีวกบัรูป ง.5  จนไดเสนรอบรูป AFEDC  ที่สอดคลองกับปญหา โดยเสนรอบรูป ACDG จะ
เปนบริเวณที่โลหะไมเกิดการไหล (Dead Metal Zone) โลหะภายในบริเวณที่เกดิการเปลี่ยนรูปเชิง
พลาสติกจะไหลไปตามแนวเสนโคง ACDG และเกดิความไมตอเนื่องขึ้นบนแนวเสนโคงนี้ระหวาง
สองฝงของเสนโคงนั่นเอง 

 เนื่องจากวาไมมีแรงเกิดขึ้นตามแนวแกน x ของโลหะที่อยูบนแนวเสน AB ดังนั้นแรงลัพธที่
เกิดจากความเคนเฉือน  และความดนัจะหักลางกันหมดไป   โดยภาวะที่จดุ B  ไดแสดงไวในรูป 
ง.8(b)  ดังนั้นจึงสามารถหาความดันที่เกิดขึ้นที่จุด B ได (เทากับ yieldτ )    แลวใชความสัมพันธใน
สมการที่ (ง.5) เพื่อหาจดุอื่นๆตอไปดังตัวอยางที่จะแสดงตอไปนี ้

 -  หาความดันที่จุด C  
   พิจารณา B -> C   , α  สลิปไลน ,      yieldyieldC )(2p τ=θ−τ+  
 ดังนั้น                                                               )21(p yieldC θ+τ=  
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รูปที่ ง.8  เสนสลิปไลนของปญหาการอัดรีดแบบผนังล่ืนและมีอัตราสวนการลดขนาดมากกวา 0.5 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ ง.9 เสนสลิปไลนของปญหาการอัดรีดแบบผนังล่ืนและมีอัตราสวนการอัดเทากับ 0.5 
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- หาความดันที่จุด P 
พิจารณา C -> P   , β   สลิปไลน ,       CyieldP p)

4
(2p =ϕ−

π
−θτ−  

 ดังนั้น                                                               )2
2

41(p yieldP ϕ−
π

−θ+τ=  

- หาความดันที่จุด D   
เนื่องจากจุด D อยูบน   β   สลิปไลน เดียวกบัจุด P  และมคีา 

4
π

=ϕ   
ดังนั้น                                                      )41(p yieldD π−θ+τ=  
 
 จากรูปที่  ง.6  (c)  สวนของเสนโคง sδ  สามารถหาแรงลัพธที่กระทําตามแนวแกน x ไดโดย
วิธีการแตกแรงที่เกิดจากความเคนเฉือน และความดนั  

ϕ⋅δ+ϕ⋅δτ=∆ sinspcossF Pyield  
                    y)2

2
41(x yieldyield δϕ−

π
−θ+τ+δτ=  

ผลรวมของแรงที่เกิดบนเสนตรง AD  คือ 

          ∑ ∑ ∑ ∑ϕδτ−δ
π

−θ+τ+δτ=∆= y2y)
2

41(xFF yieldyieldyield          

)y2y)
2

41(x(yield ∑ϕδ−
π

−θ++τ=  

ดังนั้นแรงดันที่ใชในการดันโลหะผานแมพิมพเฉลี่ย (P)จะมีคาเทากับ 

                          
H

y2)2/41(yx
2/H2

F
2

P

yieldyield

∑ϕδ−π−θ++
=

τ
=

τ
                  (ง.7) 

ซ่ึงสามารถนําไปใชหาแรงดนัอัดรีดเฉลี่ยสําหรับแมพิมพที่มีอัตราสวนการลดขนาดตางๆ  ดังเชนหาก
ใชแมพิมพที่มอัีตราสวนการลดขนาด 0.5 ดังในรูปที่ ง.9   แทนคาตัวแปรตางๆในสมการที่ (ง.7) ดังนี ้

   
2

;
4
Hyx π

=θ==  

เนื่องจาก AC เปนเสนตรง ดงันั้น  

                                                    ∑ π
=ϕϕ=ϕδ

4
;yy  

จะได                                     3.1
2

P

yield
=

τ
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