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บทคัดย่อภาษาไทย 
 สราวธุ สะสม : พลศาสตร์การจัดระเบียบเฟสภายใต้อิทธพิลของการเฉือนแบบเคลื่อนที่

สลับ. ( PHASE-ORDERING DYNAMICS UNDER INFLUENCE OF OSCILLATORY 
SHEAR) อ.ที่ปรึกษาหลัก : ผศ. ดร.วรากร เฮ้งปัญญา 

  
ในงานวิทยานิพนธ์ฉบับนี้เราศึกษาเกี่ยวกับพลศาสตร์การจัดระเบียบเฟสภายใต้อิทธิพล

ของการเฉือนแบบเคลื่อนที่สลับ  โดยแบ่งศึกษาเป็น 2 กรณี  ได้แก่  1.กรณีที่ไม่ค านึงถึงผลการ
รบกวนทางความร้อน และ 2.กรณีที่ค านึงถึงผลการรบกวนทางความร้อน  โดยวิทยานิพนธ์ฉบับนี้
จะเน้นการหาฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากัน  ฟังก์ชันโครงสร้างที่เวลาเท่ากันและกฎการเติบโต
ของพารามิเตอร์การจัดระเบียบแบบไม่อนุรักษ์ที่ เป็นปริมาณเวกเตอร์หลายองค์ประกอบใน
แบบจ าลองเอที่นิยามโดยฮัลเพอรินและโฮเฮนเบิร์ก 

เราพบว่าเมื่อเวลาผ่านไปนาน  การผันผวนทางความร้อนไม่มีผลต่อการสเกลเชิงพลวัต
ของระบบและพฤติกรรมของระบบถูกก าหนดด้วยความถี่และเฟสเริ่มต้นของการเฉือนแบบ
เคลื่อนที่สลับ  นอกจากนี้ในงานวิทยานิพนธ์ฉบับนี้ได้ตั้งสมมติฐานว่า  ระบบที่อธิบายได้ด้วย
พารามิเตอร์การจัดระเบียบแบบไม่อนุรักษ์ที่ เป็นปริมาณเวกเตอร์หลายองค์ประกอบแล ะ
แบบจ าลองไอซิงจัดอยู่ในกลุ่มความเป็นสากลเดียวกัน ดังนั้นเพื่อเป็นการยืนยันความถูกต้องของผล
การค านวณ  จึงท าการจ าลองพฤติกรรมของแบบจ าลองไอซิงภายใต้อิทธิพลของการเฉือนแบบ
เคลื่อนที่สลับเพื่อเปรียบเทียบกับผลการค านวณ  พบว่าผลลัพธ์ของแบบจ าลองและการค านวณ
สอดคล้องกันดี 
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บทคัดย่อภาษาอังกฤษ 
# # 6072002823 : MAJOR PHYSICS 
KEYWORD:  
 Srawut Sasom : PHASE-ORDERING DYNAMICS UNDER INFLUENCE OF 

OSCILLATORY SHEAR. Advisor: Asst. Prof. VARAGORN HENGPUNYA, Ph.D. 
  

In this thesis, we study phase-ordering dynamics under influence of 
oscillatory shear in two cases separately - excluding thermal noise and including 
thermal noise. We focus on finding equal-time correlation functions, equal-time 
structure functions and growth laws of non-conserved n-component order-
parameter (the large-n limit) in model A which was defined by Halperin and 
Hohenberg. 

We find that at late times thermal fluctuation does not affect dynamical 
scaling of the system. Furthermore, initial phases and frequencies of oscillatory 
shear determine the behaviour of the system. In addition, we conjecture that non-
conserved n-component order-parameter system and Ising model are in the same 
universality class. Therefore, to ensure the result, we do the simulation of 2D Ising 
model under influence of oscillatory shear to compare with the analytical result. 
We find that the simulation also obeys our analytical prediction. 
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ค าอธิบายสัญลักษณ์และค าย่อ 
 

M ย่อมาจาก Magnetization 
TDGL ย่อมาจาก Time-dependent 
 Ginzburg-Landau 
MCS  ย่อมาจาก Monte Carlo step 
ETCF  ย่อมาจาก Equal-time correlation  

function 
TU  ย่อมาจาก Time unit 
𝑃(𝑎, 𝑡) คือ ฟังกช์ันความนา่จะเป็นของ 

ระบบที่สถานะ 𝑎 ณ เวลาเท่ากับ 𝑡 
𝜇(𝑎 → 𝑏) คือ ความน่าจะเป็นของการ 

ส่งผ่าน จากสถานะ 𝑎 ไป 𝑏 
𝑇 คือ อุณหภูม ิ
𝑡 คือ เวลา 
�⃗� (𝑟 , 𝑡) คือ พารามิเตอร์การจดัระเบียบ 
𝛤 คือ สัมประสิทธิ์จลน์ของระบบ 
𝐻[�⃗� ] คือ ฟังกช์ันนอลกินซ์เบิร์ก-ลันเดา 
 พลังงานอิสระ  
𝑉(�⃗� ) คือ พลังงานศักย์ของระบบ 
𝜁 (𝑟 , 𝑡) คือ การรบกวนทางความร้อน 
⟨… ⟩0 คือ ค่าเฉลี่ยอองซอมเบิล 
⟨… ⟩𝜁 คือ ค่าเฉลี่ยอองซอมเบิลของการ 

รบกวนทางความรอ้น 
𝛿𝛼𝛽 คือ เดลตาโครเนกเกอร ์
𝛿(𝑟 − 𝑟 ′) คือ ฟังก์ชันดิแรกเดลตา 
𝑘𝐵 คือ ค่าคงที่บ็อลทซ์มัน 
�⃗�  คือ ความเร็วของของไหล 
𝐶(𝑟 , 𝑡) คือ ฟังกช์ันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากัน 
𝑆(�⃗� , 𝑡) คือ ฟังกช์ันโครงสรา้งที่เวลาเท่ากัน 

𝑉3 คือ ปริมาตรทั้งหมดของปริภูมิพื้นที่ 
𝐿(𝑡) คือ กฎการเติบโตของระบบ 
𝐽 คือ อันตรกิริยาระหว่างสอง“สปิน”ที่ 

อยู่ใกล้กัน 
𝛺 คือ เซตทั้งหมดของ 𝜎 
𝜎 คือ การจดัเรียงตัวของ “สปิน” ใดๆ 
σ𝑡 คือ การจดัเรียงตัวของ “สปิน”  

แบบหน่ึง ณ เวลา t 
𝜎𝑥,𝑦 คือ ค่าของ “สปิน” ที่ต าแหน่ง (x,y) 
𝛾 คือ อัตราการเฉือน 
ℓ  คือ ความกวา้งและยาวของระบบ 
𝜔 คือ ความถี่ของการเฉือน 
𝜃 คือ เฟสเริ่มต้นของการเฉือน



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

บทที่ 1 
บทน า 

 
1.1 ท่ีมาและความส าคัญ 

หลายศตวรรษที่ผ่านมานักฟิสิกส์พยายามศึกษาอุณหพลศาสตร์ (Thermodynamics) และ
กลศาสตร์สถิติแบบสมดุล (Equilibrium statistical mechanics)  เพื่ออธิบายระบบต่างๆที่อยู่ใน
สภาวะสมดุล  จนถึงเวลานี้เรามีเครื่องมือทางฟิสิกส์และคณิตศาสตร์ที่สามารถอธิบายหลายระบบที่
อยู่ในสภาวะสมดุลได้เป็นอย่างดี  เป็นเหตุผลท าให้ในช่วงไม่กี่ทศวรรษที่ผ่านมา  นักฟิสิกส์เริ่มให้
ความสนใจในการศึกษากลศาสตร์สถิติแบบไม่สมดุล (Non-equilibrium statistical mechanics) 
มากขึ้น  เพื่อศึกษาท าความเข้าใจพลวัต (Dynamics) ของระบบที่ไม่อยู่ในสภาวะสมดุล  หนึ่งใน
หัวข้อทางกลศาสตร์สถิติแบบไม่สมดุลที่ได้รับความสนใจคือ พลศาสตร์การจัดระเบียบเฟส (Phase-
ordering dynamics) 

ในการศึกษาพลศาสตร์การจัดระเบียบเฟสจะศึกษาผ่านพารามิเตอร์ทีช่ื่อว่า  พารามิเตอร์การ
จัดระเบียบ (Order parameter) โดยแต่ละระบบจะมีพารามิเตอร์การจัดระเบียบที่เหมาะสมแตกต่าง
กัน  แบบจ าลองไอซิง (Ising model)  เป็นแบบจ าลองพื้นฐานที่ใช้อธิบายการจัดระเบียบเฟสของ
ระบบต่างๆ  เช่น  ความเป็นแม่เหล็กของระบบ (Magnetism)  ระบบอัลลอยแบบ 2 ชนิด (Binary 
alloy)  ก๊าซเชิงแลตทิซ (Lattice gas)  สปินกลาส (Spin glass)  โครงข่ายของระบบประสาท และ 
แผ่นน้ าแข็งในทะเล  เป็นต้น  โดยที่แบบจ าลองไอซิงจะมีพารามิเตอร์การจัดระเบียบเป็นปริมาณ 
สเกลาร์  แต่จากการศึกษาที่ผ่านมาพบว่า  บางระบบมีพารามิเตอร์การจัดระเบียบที่เหมาะสมเป็น
ปริมาณเวกเตอร์หรือเทนเซอร์ได้เช่นกัน 

ในบางระบบผลรวมของค่าพารามิเตอร์การจัดระเบียบจะต้องมีค่าคงที่  เราเรียกพารามิเตอร์
การจัดระเบียบของระบบเช่นนั้นว่า  พารามิเตอร์การจัดระเบียบแบบอนุรักษ์  แต่ส าหรับระบบที่มี
ผลรวมของค่าพารามิเตอร์การจัดระเบียบไม่คงที่  เราเรียกพารามิ เตอร์การจัดระเบียบของระบบ
เช่นนั้นว่า  พารามิเตอร์การจัดระเบียบแบบไม่อนุรักษ์ 

แบบจ าลองเอ็กซ์วาย (XY model) เป็นแบบจ าลองพื้นฐานส าหรับระบบที่มีพารามิเตอร์การ
จัดระเบียบที่เป็นปริมาณเวกเตอร์ที่มี 2 องค์ประกอบ (n = 2)  ตัวอย่างระบบที่สามารถอธิบายได้
ด้วยแบบจ าลองเอ็กซ์วาย  เช่น ระบบตัวน ายิ่งยวด  ระบบของไหลยิ่งยวด และผลึกเหลว (Liquid 
crystals) เป็นต้น  ส าหรับแบบจ าลองพื้นฐานที่ใช้อธิบายระบบที่มีพารามิเตอร์การจัดระเบียบเป็น
ปริมาณเวกเตอร์ที่มี 3 องค์ประกอบ (n = 3)  มีชื่อว่า แบบจ าลองไฮเซนเบิร์ก (Heisenberg model)  
เป็นแบบจ าลองที่สามารถใช้อธิบายการจัดระเบียบเฟสของเอกภพในช่วงแรกเริ่มและผลึกเหลว
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เช่นกัน  ดังนั้นเป็นไปได้ว่ามีระบบในธรรมชาติที่สามารถอธิบายได้ด้วยพารามิเตอร์การจัดระเบียบที่
เป็นปริมาณเวกเตอร์ซึ่งมีองค์ประกอบมากกว่า 3 (n > 3) 

จากงานวิจัยที่ผ่านมาพบว่ามีเพียงบางแบบจ าลอง (รวมถึงแบบจ าลองอื่นที่ไม่ได้กล่าวไว้ใน
ข้างต้น) ที่มีผลเฉลยแม่นตรง  แต่โดยส่วนใหญ่เป็นผลเฉลยของแบบจ าลองที่แตกต่างจากระบบที่มีอยู่
ในธรรมชาติ  อย่างไรก็ตามสมบัติบางประการของแบบจ าลองเหล่านั้นยังคงมีความสอดคล้องกับการ
ทดลอง [1]  โดยเฉพาะสมบัติในปรากฎการณ์การสเกล (Scaling phenomena) ซึ่งปรากฎการณ์
การสเกลเป็นหนึ่งในปรากฎการณ์ทางฟิสิกส์ที่มีความส าคัญ  เพราะเราสามารถอธิบายพฤติกรรม
บางอย่างของระบบที่แตกต่างกันได้ด้วยกฎการสเกล (Scaling law) เดียวกัน  

ในงานวิทยานิพนจ์ฉบับนี้ศึกษาเกี่ยวกับการจัดระเบียบเฟสของระบบที่มีพารามิเตอร์การจัด
ระเบียบแบบไม่อนุรักษ์ที่เป็นปริมาณเวกเตอร์หลายองค์ประกอบ (large-n limit) ซึ่งแตกต่างจาก
ระบบที่เราพบในธรรมชาติ  แต่เราสามารถใช้ระบบดังกล่าวเป็นการประมาณของระบบที่เราไม่
สามารถหาผลเฉลยแม่นตรงได้และการศึกษาสมบัติที่พบในปรากฎการณ์การสเกลของระบบดังกล่าว
ยังคงให้มุมมองเชงิคุณภาพของระบบในธรรมชาติแก่เรา   

ในบทความวิชาการของเบรย์ [1] ได้กล่าวถึงการศึกษาการจัดระเบียบเฟสของระบบที่มี
พารามิเตอร์การจัดระเบียบแบบไม่อนุรักษ์ที่เป็นปริมาณเวกเตอร์หลายองค์ประกอบ  ที่ถูกลด
อุณหภูมิให้ต่ ากว่าอุณหภูมิวิกฤติอย่างทันทีทันใด ณ เวลาเริ่มต้น  เบรย์ตั้งสมมติฐานว่าเมื่อเวลาผ่าน
ไปนานจากเวลาเริ่มต้น  เราสามารถอธิบายระบบนั้นได้ด้วยสมการกินซ์เบิร์ก-ลันเดาที่ขึ้นกับเวลา 

 
𝜕𝜙𝛼

𝜕𝑡
= −

𝛿𝐻[�⃗� ]

𝛿𝜙𝛼
 

 
เมื่อ 𝜙𝛼 คือ  องค์ประกอบที่ 𝛼 ของพารามิเตอร์การจัดระเบียบ 
 𝐻[�⃗� ] = ∫

1

2
(𝛻�⃗� )2 + 𝑉(�⃗� )𝑑3𝑟   คือ  ฟังก์ชันนอลกินซเ์บิร์ก-ลันเดาพลังงานอิสระ  

  𝑉(�⃗� ) คือ  พลังงานศักย์ของระบบ 
ในบทความกล่าวถึงการหาผลเฉลยแบบแม่นตรง  โดยอาศัยการแปลงฟูเรียร์ในการเปลี่ยนให้สมการ
เชิงอนุพันธ์ไม่เชิงเส้นข้างต้น  ให้เป็นสมการอนุพันธ์เชิงเส้นที่สามารถหาผลเฉลยแบบแม่นตรงได้ด้วย
วิธีมาตราฐาน  หลังจากนั้นเมื่อเราน าผลเฉลยที่ได้ไปค านวณหาค่าฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากัน 
(Equal-time correlation function)   

 

𝐶(𝑟, 𝑡) = 𝑒𝑥𝑝(−
𝑟2

8𝑡
) 
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เมื่อ  𝐶(𝑟, 𝑡)  คือ  ฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากัน  และ  𝑟  คือ  ระยะห่างจากจุดใดๆที่สนใจ   
เราจะพบว่ามีปรากฎการณ์การสเกลเกิดขึ้นในระบบนี้  กล่าวคือ  หากเราพิจารณาฟังก์ชันสหสัมพันธ์
เป็นฟังก์ชันของตัวแปร 𝑟∗ =

𝑟

√𝑡
  เราจะได้ว่า  ที่เวลาต่างๆระบบจะมีฟังก์ชันสหสัมพันธ์ในรูปแบบ

เดียวกันคือ 𝐶(𝑟∗) = exp(−
𝑟∗

8
) ซึ่ง √𝑡 มีบทบาทส าคัญในการอธิบายปรากฎการณ์การสเกลนี้และมี

ความเชื่อมโยงกับขนาดของ“โดเมน”ของระบบ  ดังนั้นเราจึงเรียกค่า √𝑡  นี้ว่า  กฎการเติบโต 
(Growth law) โดยจะแทนสัญลักษณ์เป็น  𝐿(𝑡)  ซึ่งในบทความของเบรย์จะเขียนไว้ว่า 𝐿(𝑡)~√𝑡    

ต่อมาวรากร [2] ได้พัฒนางานต่อจากเบรย์  โดยในงานวิจัยของเขาได้ศึกษาการจัดระเบียบ
เฟสของระบบที่มีพารามิเตอร์การจัดระเบียบแบบไม่อนุรักษ์ที่เป็นปริมาณเวกเตอร์หลายองค์ประกอบ
ภายใต้การเฉือนแบบสม่ าเสมอ  และเนื่องจากในงานวิจัยของเบรย์ไม่ได้ค านึงถึงผลการรบกวนทาง
ความร้อน  กล่าวอีกนัยหนึ่งก็คือ ระบบที่เบรย์ศึกษาคือระบบที่มีอุณหภูมิเท่ากับ 0 K  ซึ่งไม่มีอยู่จริง
ในธรรมชาติ  แต่ในงานวิจัยดังกล่าวได้ศึกษาผลการรบกวนทางความร้อนที่มีผลต่อระบบ  หรือกล่าว
อีกนัยหนึ่งก็คือ  การศึกษาระบบที่มีอุณหภูมิสูงกว่า 0 K  ซึ่งเป็นระบบที่พบได้ในธรรมชาติ  โดย
สมการกินซ์เบิร์ก-ลันเดาที่ขึ้นกับเวลาที่ใช้ในงานวิจัยดังกล่าวจะมีพจน์ของการเฉือนและการรบกวน
ทางความร้อนเพิ่มเข้ามา  ดังแสดงในสมการข้างล่าง 

 
𝜕𝜙𝛼

𝜕𝑡
+ 𝛻 ⋅ (�⃗� 𝜙𝛼) = −𝛤

𝛿𝐻[�⃗� ]

𝛿𝜙𝛼
+ 𝜁𝛼 

 
เมื่อ   �⃗�  คือ ความเร็วของของไหล 
 𝛤 คือ สัมประสิทธิ์จลน์ของระบบ 
 𝜁𝛼 คือ องค์ประกอบที่ 𝛼 ของการรบกวนทางความร้อน 
ในงานวิจัยดังกล่าวสนใจผลเฉลยแม่นตรงของพารามิเตอร์การจัดระเบียบและกฎการเติบโตผ่าน
ฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันเช่นกัน  โดยฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันของงานวิจัยดังกล่าวคือ 
 

𝐶(𝑟 , 𝑡) = 𝐶0exp(−
1

8𝛤𝑡
[12 (

𝑥

𝛾𝑡
−

𝑦

2
)
2

+ 𝑦2 + 𝑧2]) 

 
เมื่อ  𝐶0  คือ  ค่าคงที่  และ  𝛾  คือ  อัตราการเฉือน  จะสังเกตได้ว่าเน่ืองจากในงานวิจัยดังกล่าวมีข้อ
แตกต่างกับงานวิจัยของเบรย์ตรงที่ ระบบไม่มีสมมาตรทรงกลม  เน่ืองจากในแกน x ของระบบมีการ
เฉือนเกิดขึ้น  แต่ในทิศอื่นไม่มีการเฉือน  จึงท าให้กฎการเติบโตในทิศของแกน x แตกต่างจากทิศอื่น 
 

𝐿𝑥(𝑡)~𝑡3/2, 𝐿𝑥(𝑡)~𝑡1/2, 𝐿𝑦(𝑡)~𝑡1/2        
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เมื่อ 𝐿𝑥(𝑡) คือ  กฎการเติบโตในทิศของแกน x 
 𝐿𝑥(𝑡) คือ  กฎการเติบโตในทิศของแกน y 
 𝐿𝑦(𝑡) คือ  กฎการเติบโตในทิศของแกน z 
และนอกจากนี้ในงานวิจัยดังกล่าวยังพบว่าการสเกลเชิงพลวัต (Dynamical scaling) ของระบบที่มี
การรบกวนทางความรอ้นและระบบที่ไม่มีการรบกวนทางความร้อนไม่มีความแตกต่างกันเมื่อพิจารณา
จากกฎการเติบโตของทั้ง 2 ระบบ 

ในสถานการณ์ความเป็นจริงระบบที่เราสนใจอาจจะอยู่ภายใต้การเฉือนแบบเคลื่อนที่สลับ  
เช่น  ในงานประยุกต์ของของไหลยิ่งยวดหรือผลึกเหลวที่ต้องอยู่ภายใต้การเฉือนแบบเคลื่อนที่สลับ 
หรือการศึกษาสมบัติของวัสดุด้วยวิธีการเฉือนแบบเคลื่อนที่สลับที่มีอ าพนขนาดใหญ่ [3] เป็นต้น เรา
สามารถศึกษาปรากฎการณ์การสเกลในเชิงคุณภาพของระบบเหล่านั้นได้  ผ่านการศึกษาพลศาสตร์
การจัดระเบียบเฟสของระบบที่มีพารามิเตอร์การจัดระเบียบแบบไม่อนุรักษ์ที่เป็นปริมาณเวกเตอร์
หลายองค์ประกอบภายใต้การเฉือนแบบเคลื่อนที่สลับ  จึงเป็นหัวข้อหลักในการศึกษาและท า
วิทยานิพนธ์ฉบับน้ี  และเนื่องจากในทางปฏิบัติเราไม่สามารถท าให้อุณหภูมิของระบบมีค่าเท่ากับ 0 K 
ได้  ดังนั้นการศึกษาระบบที่มีอุณหภูมิสูงกว่า 0 K หรือการศึกษาผลการรบกวนทางความร้อน  จึงเป็น
อีกหนึ่งในหัวข้อที่เราให้ความสนใจ  และเนื่องจากเรารู้ว่าการรบกวนทางความร้อนไม่มีผลต่อการ
สเกลเชิงพลวัตของระบบที่ถูกเฉือนแบบสม่ าเสมอ  เราจึงตั้งสมมติฐานว่า  การสเกลเชิงพลวัตของการ
จัดระเบียบเฟสภายใต้อิทธิพลของการเฉือนแบบเคลื่อนที่สลับจะไม่ได้รับผลกระทบจากการรบกวน
ทางความร้อนเช่นกัน  เมื่อพิจารณาจากกฎการเติบโต  โดยที่เราจะพิสูจน์สมมติฐานดังกล่าวโดยแบ่ง
การศึกษาออกเป็น  2 กรณี  คือ  กรณีที่ไม่ค านึงถึงผลการรบกวนทางความร้อน  และกรณีที่ค านึงถึง
ผลการรบกวนทางความร้อน  และน ากฎการเติบโตของทั้ง 2 กรณีมาเปรียบเทียบกัน 
 
1.2 วัตถุประสงค์ของการวิจัย 

ศึกษาการสเกลเชิงพลวัตของระบบที่มีพารามิเตอร์การจัดระเบียบแบบไม่อนุรักษ์ที่ เป็น
ปริมาณเวกเตอร์หลายองค์ประกอบภายใต้อิทธิพลของการเฉือนแบบเคลื่อนที่สลับ  ผ่านสมมติฐาน
การสเกลเชิงพลวัต  รวมถึงศึกษาผลการรบกวนทางความร้อนที่มีผลต่อระบบ 
 
1.3 ขอบเขตของการวิจัย 

ศึกษาพลศาสตร์ของการจัดระเบียบเฟสของระบบภายใต้การเฉือนแบบเคลื่อนที่สลับโดยที่
แบ่งการศึกษาออกเป็น  กรณีที่ไม่ค านึงถึงการรบกวนทางความร้อนและกรณีที่ค านึงถึงการรบกวน
ทางความร้อน  โดยเน้นการหา ฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากัน ฟังก์ชันโครงสร้างที่เวลาเท่ากัน  และ
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กฎการเติบโตของพารามิ เตอร์การจัดระเบียบแบบไม่อนุรักษ์ที่ เป็นปริมาณเวกเตอร์หลาย
องค์ประกอบ  พร้อมเปรียบเทียบผลการค านวณกับการจ าลองทางคอมพิวเตอร์ 
 
1.4 วิธีด าเนินการวิจัย 

เริ่มต้นค้นคว้าเอกสารและข้อมูลพื้นฐาน เพื่อเป็นพื้นฐานส าหรับการแก้สมการกินซ์เบิร์ก-    
ลันเดาที่ขึ้นกับเวลาของระบบที่ก าลังศึกษาให้ได้มาซึ่งฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากัน ฟังก์ชัน
โครงสร้างที่เวลาเท่ากัน  และกฎการเติบโต ซึ่งแนวทางในการแก้สมการดังกล่าวคือการใช้จาโคเบียน
ของการแปลง การแปลงฟูเรียร์ การแปลงลาปลาซ  การวิเคราะห์ตัวแปรเชิงซ้อน  เง่ือนไขเริ่มต้นและ
ลิมิตเวลาที่เหมาะสม  หลังจากได้ผลการค านวณ  น าผลลัพธ์ที่ได้ไปเปรียบเทียบกับแบบจ าลองทาง
คอมพิวเตอร์  แล้วจึงวิเคราะห์ข้อมูลทั้งหมดและสรุปผล 

 
1.5 ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ 

ได้ความรู้ใหม่และขยายขอบเขตการศึกษาพลศาสตร์การจัดระเบียบเฟส  ซึ่งคาดว่าจะเป็น
ประโยชน์กับงานวิจัยที่เกี่ยวกับการศึกษาสมบัติของของไหลยิ่งยวด  ผลึกเหลว  และวัสดุอื่นที่มีความ
เกี่ยวข้องกับการเปลี่ยนเฟสและการเฉือนแบบเคลื่อนที่สลับ 

 
1.6 ภาพรวม 
 ในบทถัดไป  จะกล่าวถึงแนวคิดและทฤษฎีพื้นฐานที่เกี่ยวข้องกับวิทยานิพนธ์ฉบับนี ้ ซึ่งได้แก่  

ความหมายของพลศาสตร์การจัดระเบียบเฟส  กระบวนการสโตคาสติก  สมการควบคุมหลัก  สมการ

กินซ์เบิร์ก-ลันเดาที่ขึ้นกับเวลา  ฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากัน  ฟังก์ชันโครงสร้างที่เวลาเท่ากัน  

สมมติฐานการสเกลเชิงพลวัต  และกฎการเติบโต  ตามล าดับ  ในบทที่ 3 จะเป็นการศึกษาพลศาสตร์

การจัดระเบียบเฟสของระบบที่มีพารามิเตอร์การจัดระเบียบแบบไม่อนุรักษ์ที่เป็นปริมาณเวกเตอร์

หลายองค์ประกอบ โดยที่ไม่ค านึงถึงผลการรบกวนทางความร้อน  ส่วนการศึกษาผลการรบกวนทาง

ความร้อนที่มีต่อระบบจะกล่าวถึงในบทที่ 4  และเพื่อเป็นการยืนยันผลการค านวน  เราจึงท าการ

เปรียบเทียบผลการค านวณจากบทที่ 3 และ 4  กับการจ าลองทางคอมพิวเตอร์ของแบบจ าลองไอซิงที่

จะกล่าวถึงในบทที่ 5  ผ่านสมมติฐานที่ว่า  ระบบที่มีพารามิเตอร์การจัดระเบียบแบบไม่อนุรักษ์ที่เป็น

ปริมาณเวกเตอร์หลายองค์ประกอบจะอยู่ในกลุ่มความเป็นสากลเดียวกัน (Universality class) กับ

แบบจ าลองไอซิง  และบทสุดท้ายคือบทที่ 6  จะกล่าวถึงข้อสรุปและข้อเสนอแนะของวิทยานิพนธ์

ฉบับน้ี 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

บทที่ 2 
แนวคิดและทฤษฎีที่เกี่ยวข้อง 

 
พลศาสตร์การจัดระเบียบเฟสเป็นหัวข้อหนึ่งที่ประยุกต์ความรู้จากกลศาสตร์เชิงสถิติแบบไม่

สมดุลและอุณหพลศาสตร์ เพื่ออธิบายพลวัตของการจัดระ เบียบเฟสของระบบ  ซึ่งถือว่าเป็น
กระบวนการสโตคาสติก (Stochastic process)  ประเภทหนึ่ง  โดยเราอธิบายพลวัตของระบบผ่าน
ตัวแปรสุ่มที่เรียกว่า พารามิเตอร์การจัดระเบียบ โดยใช้สมการที่สามารถพิสูจน์ได้จากสมการควบคุม
หลัก (Master equation) [4] คือ  สมการกินซ์เบิร์ก-ลันเดาที่ขึ้นกับเวลา (Time-dependent 
Ginzburg-Landau equation) แต่เนื่องจากเราไม่สามารถอธิบายการขึ้นกับเวลาและต าแหน่งของ
พารามิเตอร์การจัดระเบียบเชิงก าหนด (Deterministically) ได้  เราจึงต้องอธิบายผ่านฟังก์ชันทาง
สถิติ  เช่น ฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่ เวลาเท่ากันหรือฟังก์ชันโครงสร้างที่ เวลาเท่ากัน  (Equal-time 
structure function) เป็นต้น  จากการศึกษาระบบอย่างง่าย [1] ท าให้เราได้มาซึ่งสมมติฐานที่ส าคัญ
คือ  สมมติฐานการสเกลเชิงพลวัต (Dynamical scaling hypothesis)  ที่เชื่อมโยงระหว่าง ฟังก์ชัน
สหสัมพันธ์ที่ เวลาเท่ากันและกฎการเติบโตที่สามารถใช้ประมาณขนาดของ“โดเมน”ได้และใน
การศึกษาครั้งนี้ได้ตั้งสมมติฐานว่า ระบบที่อธิบายได้ด้วยพารามิเตอร์การจัดระเบียบแบบไม่อนุรักษ์ที่
เป็นปริมาณเวกเตอร์หลายองค์ประกอบและแบบจ าลองไอซิงจัดอยู่ในกลุ่มความเป็นสากลเดียวกัน  
และเนื่องจากแบบจ าลองไอซิงสามารถจ าลองได้ด้วยคอมพิวเตอร์  เพื่อเป็นการยืนยันผลการค านวณ
ในการศึกษาครั้งนี้  เราจึงสร้างแบบจ าลองมอนติคาร์โล (Monte Carlo) ของแบบจ าลองไอซิงเพื่อ
เทียบผลการค านวณ 
 
2.1 พลศาสตร์การจัดระเบียบเฟส 

 
รูปที่ 1 แสดงแผนภาพการเปลี่ยนอุณหภูมิของระบบจาก อุณหภูมิสูง TI ไปยังอุณหภูมิ TF ที่ต่า่กวา่
อุณหภูมิวิกฤติ TC พร้อมกับแสดงค่าแมกนิไตเซชัน (M) ของระบบที่อุณหภูมิต่างๆ 
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พลศาสตร์การจัดระเบียบเฟส  คือ  การศึกษาเกี่ยวกับพลวัตการจัดระเบียบองค์ประกอบ

ระดับจุลภาคของระบบที่ถูกลดอุณหภูมิลงอย่างทันทีทันใด  จากสถานะที่ระบบมีภาวะเอกพันธ์และ
อุณหภูมิสูง  ไปยงัสถานะที่ระบบมีภาวะวิวิธพันธ์และอุณหภูมิที่ต่ ากว่าอุณหภูมิวิกฤติ   

ตัวอย่างระบบที่อธิบายด้วยพลศาสตร์การจัดระเบียบเฟส   เช่น  ระบบแม่เหล็กเฟอโรที่
อะตอมมีค่าโมเมนต์ของขั้วคู่แม่เหล็ก (Magnetic dipole moment) ได้เพียง 2 ค่า  โดยจะเรียกว่า  
“สปินอัพ” และ “สปินดาวน์”  หรืออีกชื่อหนึ่งก็คือ ระบบแม่เหล็กเฟอโรเชิงแบบจ าลองไอซิง 
(Ferromagnetic system) เมื่ออุณหภูมิสูงระบบจะมีความเอกพันธ์  กล่าวคือ  ที่บริเวณต่างๆของ
เน้ือสาร  โมเมนต์ของขั้วคู่แม่เหล็กของอะตอมจะมีค่าสุ่มจึงท าให้ค่าแมกนิไตเซชันของระบบมีค่าเป็น
ศูนย์  แต่เมื่อระบบถูกลดอุณหภูมิต่ ากว่าอุณหภูมิวิกฤติ  ระบบจะพยายามจัดเรียงโมเมนต์ของขั้วคู่
แม่เหล็กให้เป็นระเบียบมากขึ้น  ท าให้แมกนิไตเซชันของระบบมีค่าไม่เป็นศูนย ์ ดังแสดงในรูปที่ 1 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 2 แสดงแผนภาพเฟสของระบบอัลลอยแบบ 2 ชนิดที่ความเข้มข้นและอุณหภูมิต่างๆ 

 
ระบบอัลลอยแบบ 2 ชนิด (Binary alloy) เมื่ออุณหภูมิสูงโลหะสองชนิดจะผสมเป็นเนื้อ

เดียวกัน (Homogenous mixture)  แต่เมื่อลดอุณหภูมิต่ าลงท าให้บางบริเวณจะมีความหนาแน่น
ของโลหะชนิดเดียวกันมากกว่าโลหะอีกชนิดหนึ่ง (Two-phase region)  กล่าวได้ว่าระบบมีการ
จัดเรียงตัวที่เป็นระเบียบมากขึ้น  ดังแสดงในรูปที่ 2 
 เนื่องจากในการศึกษาพลวัตการจัดระเบียบเฟสของระบบใดๆ  จะศึกษาผ่านตัวแปรที่
เรียกว่า  พารามิเตอร์การจัดระเบียบ  ซึ่งเป็นตัวแปรที่ใช้วัดความเป็นระเบียบขององค์ประกอบระดับ
จุลภาคที่ประกอบเป็นระบบมหภาค [5]  เช่น  ในระบบแม่เหล็กเฟอโร  จะใช้โมเมนต์ของขั้วคู่
แม่เหล็กของอะตอมหรือบางครั้งจะใช้ค าว่า “สปิน” เป็นพารามิเตอร์การจัดระเบียบ  ส่วนใน
ระบบอัลลอยแบบ 2 ชนิด จะใช้ความหนาแน่นของโลหะเป็นพารามิเตอร์การจัดระเบียบ  ซึ่งจาก

อุณหภูม ิ
สารผสมเน้ือเดียว 

 สารไม่ผสม 
 

ความเข้มข้น 
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ตัวอย่างที่ผ่านมาจะพบว่าพารามิเตอร์การจัดระเบียบมีลักษณะเป็นปริมาณสเกลาร์  แต่โดยทั่วไป
พารามิเตอร์การจัดระเบียบ  สามารถเป็นปริมาณเวกเตอร์หรือเทนเซอร์ได้เช่นกัน  นอกจากนี้ยัง
สามารถแบ่งแยก พารามิเตอร์การจัดระเบียบเป็นปริมาณที่อนุรักษ์หรือไม่อนุรักษ์ได้  เช่น  ในระบบ
แม่เหล็กเฟอโรที่ “สปิน” เป็นพารามิเตอร์การจัดระเบียบแบบไม่อนุรักษ์  เพราะจ านวนของอะตอมที่
มี “สปินอัพ” และ “สปินดาวน์” (สมมติในกรณีที่ “สปิน” เป็นไปได้แค่สองค่า)  ไม่จ าเป็นต้องมี
ค่าคงที่  แต่ส าหรับระบบอัล-ลอยแบบ 2 ชนิด ที่ความหนาแน่นของระบบเป็นพารามิเตอร์การจัด
ระเบียบแบบอนุรักษ์ เน่ืองจากจ านวนอนุภาคโลหะในระบบมีจ านวนคงที่ 
 โดยทั่วไปแล้วพลวัตของพารามิเตอร์การจัดระเบียบจะไม่สามารถอธิบายเชิงก าหนดได้  หรือ
กล่าวอีกนัยหนึ่งก็คือ พลวัตของพารามิเตอร์การจัดระเบียบเป็นกระบวนการสโตคาสติก  ซึ่งในหัวข้อ
ถัดไปจากกล่าวถึงความหมายของ กระบวนการสโตคาสติก  และเนื่องจากระบบที่เราสนใจใน
วิทยานิพนธ์ฉบับนี้คือ  ระบบที่สามารถอธิบายพลวัตของระบบนั้นได้ด้วยสมการกินซ์เบิร์ก-ลันเดาที่
ขึ้นกับเวลา  โดยสมการกินซ์เบิร์ก-ลันเดาที่ขึ้นกับเวลา  เป็นสมการที่สามารถพิสูจน์ได้จากสมการ
ควบคุมหลัก  ซึ่งจะกล่าวถึงในหัวข้อถัดไปเช่นกัน 
 
2.2 กระบวนการสโตคาสติกและสมการควบคุมหลัก 
 กระบวนการสโตคาสติกคือปรากฎการณ์สุ่มที่ เกิดขึ้นผ่านกระบวนการบางอย่างที่
เปลี่ยนแปลงไปกับเวลา  ซึ่งอธิบายได้ด้วยทฤษฎีความน่าจะเป็น  ตัวอย่างเช่น  การเคลื่อนที่แบบ 
บราวน์  การเติบโตของประชากรแบคทีเรีย  ความผันผวนของกระแสไฟฟ้าในวงจร  เป็นต้น 
 ในพลศาสตร์การจัดระเบียบเฟส  กระบวนการที่พารามิเตอร์การจัดระเบียบเปลี่ยนแปลงไป
กับเวลา  มีลักษณะเป็นกระบวนการสโตคาสติก ซึ่งหมายความว่าเราไม่สามารถหาความสัมพันธ์
ระหว่างพารามิเตอร์การจัดระเบียบกับต าแหน่งและเวลาที่ผ่านไปเชิงก าหนดได้  แต่เราสามารถ
อธิบายค่าเชิงสถิติของพารามิเตอร์การจัดระเบียบได้  เช่น  ฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันหรือ
ฟังก์ชันโครงสร้างที่เวลาเท่ากัน  เป็นต้น 
 สมการควบคุมหลัก  คือ  สมการที่ใช้บรรยายการเปลี่ยนแปลงไปกับเวลาของฟังก์ชันความ
น่าจะเป็นของระบบที่มีลักษณะเป็นกระบวนการมาร์คอฟ (Markov process) 
 

𝑃(𝑎, 𝑡 + 𝛥𝑡) − 𝑃(𝑎, 𝑡) = − ∑ 𝜇(𝑎 → 𝑏)𝑃(𝑎, 𝑡)𝛥𝑡

𝑏(≠𝑎)

+ ∑ 𝜇(𝑏 → 𝑎)𝑃(𝑏, 𝑡)𝛥𝑡

𝑏(≠𝑎)

 

 
โดย 𝑃(𝑎, 𝑡)   คือ  ความน่าจะเป็นที่ระบบจะอยู่ในสถานะ 𝑎 ที่เวลา 𝑡 
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 𝜇(𝑎 → 𝑏)𝛥𝑡  เรียกว่า ความน่าจะเป็นของการส่งผ่าน  คือ  ความน่าจะเป็นที่ระบบจะ
เปลี่ยนสถานะจาก 𝑎 ไป 𝑏 ในช่วงเวลา 𝛥𝑡 

 ในการพิสูจน์สมการกินซ์เบิร์ก-ลันเดาที่ขึ้นกับเวลาจากสมการควบคุมหลัก เริ่มต้นจาก
พิจารณาระบบแบบจ าลองไอซิง (อธิบายในบทที่ 5) ที่มีสมการควบคุมหลักเป็น 
 

𝑑𝑃({𝑆𝑖}, 𝑡)

𝑑𝑡
= −∑𝜇(𝑆1, … , 𝑆𝑗, … , 𝑆𝑁|𝑆1, … ,−𝑆𝑗 , … , 𝑆𝑁)𝑃({𝑆𝑖}, 𝑡)

𝑁

𝑗=1

+ ∑𝜇(𝑆1, … , −𝑆𝑗 , … , 𝑆𝑁|𝑆1, … , 𝑆𝑗 , … , 𝑆𝑁)𝑃({𝑆𝑖
′}, 𝑡)

𝑁

𝑗=1

 

 

เมื่อ 𝑆𝑖 คือค่าของ“สปิน” ณ ต าแหน่ง i และ{𝑆𝑖} คือเซตของค่า“สปิน”ทั้งหมดในการจัดเรียงตัวใดๆ
และใช้ค่าเฉลี่ยของ“สปิน” 〈𝑆𝑘〉 ซึ่งเป็นฟังก์ชันของเวลาเป็นพารามิเตอร์การจัดระเบียบ  
 

〈𝑆𝑘〉 = ∑𝑆𝑘𝑃({𝑆𝑖}, 𝑡)

{𝑆𝑖}

 

 

หลังจากนั้นท าการหาค่าอนุพันธ์ของ 〈𝑆𝑘〉 เทียบกับเวลาโดยอาศัยสมการควบคุมหลัก  และเน่ืองจาก
ในงานวิทยานิพนธ์ฉบับนี้ศึกษาพลศาสตร์การจัดระเบียบเฟสของระบบที่ถูกลดอุณหภูมิให้ต่ ากว่าค่า
อุณหภูมิวิกฤติ  ดังนั้นเราสามารถใช้การประมาณสนามเฉลี่ย (Mean-field approximation) กับ
ค่าเฉลี่ยของพารามิเตอร์การจัดระเบียบได้ กล่าวคือ เราสามารถแทนค่าเฉลี่ยของผลคูณ“สปิน” ได้
ด้วยค่าผลคูณของค่าเฉลี่ย“สปิน” 

〈𝑆𝑖𝑆𝑗〉 ≈ 〈𝑆𝑖〉〈𝑆𝑗〉 

 
จากนั้นเราจะได้อัตราการเปลี่ยนแปลงของ 〈𝑆𝑘〉 เทียบกับเวลา  แต่เนื่องจากระบบแบบจ าลองไอซิง
เป็นระบบที่ไม่ต่อเนื่อง (Discrete system) แต่ในมุมมองมหภาค  เราสามารถประมาณระบบที่ไม่
ต่อเน่ืองให้กลายเป็นระบบที่ต่อเนื่องได้ (Coarse-graining) 
 

〈𝑆𝑘〉 → 𝜙(�⃗� , 𝑡) 
 
ท้ายที่สุดเราจะได้ สมการกินซ์เบิร์ก-ลันเดาที่ขึ้นกับเวลาของระบบที่มีพารามิเตอร์การจัดระเบียบแบบ
ไม่อนุรักษ์ที่เป็นปริมาณสเกลาร์ 
 

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= −𝛤

𝛿𝐻[𝜙]

𝛿𝜙
+ 𝜁 (1) 
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เมื่อ  𝐻[𝜙] = ∫

1

2
(𝛻𝜙)2 + 𝑉(𝜙)𝑑3𝑟   คือ  ฟังก์ชันนอลกินซ์เบิร์ก-ลันเดาพลังงานอิสระ  

 𝑉(𝜙) คือ  พลังงานศักย์ของระบบ 
 𝜙 คือ  พารามิเตอร์การจัดระเบียบแบบไม่อนุรักษ์ที่เป็นปริมาณสเกลาร์ 
 แต่เน่ืองจากสมการที่ (1) เป็นสมการกินซ์เบิร์ก-ลันเดาที่ขึ้นกับเวลาของระบบที่มีพารามิเตอร์
การจัดระเบียบแบบไม่อนุรักษ์ที่เป็นปริมาณสเกลาร์  แต่ระบบที่สนใจในงานวิทยานิพนธ์ฉบับนี้คือ 
ระบบที่มีพารามิเตอร์การจัดระเบียบแบบไม่อนุรักษ์ที่เป็นปริมาณเวกเตอร์หลายองค์ประกอบ  ซึ่ง
จากงานของฮัลเพอรินและโฮเฮนเบิร์ก [6] เราสามารถท าให้สมการที่ (1) อยู่ในรูปทั่วไปได้  ดังแสดง
อยู่ในหัวข้อถัดไป 
 
2.3 สมการกินซ์เบิร์ก-ลนัเดาที่ขึ้นกับเวลา 

ดังที่กล่าวไว้ในหัวข้อก่อนหน้า  เราสามารถอธิบายระบบที่มีพารามิเตอร์การจัดระเบียบแบบ
ไม่อนุรักษ์ที่เป็นปริมาณเวกเตอร์หลายองค์ประกอบ  ด้วยสมการรูปทั่วไปของสมการที่ (1)  ซึ่งเขียน
ได้ดังนี้ 

𝜕𝜙𝛼

𝜕𝑡
= −𝛤

𝛿𝐻[�⃗� ]

𝛿𝜙𝛼
+ 𝜁𝛼 (2) 

 
เมื่อ  𝜙𝛼 คือ  องค์ประกอบที่𝛼 ของพารามิเตอรก์ารจัดระเบียบ 
 𝑡  คือ  เวลา 
 𝛤  คือ  สัมประสิทธิ์จลน์ของระบบ 
 𝜁𝛼  คือ  องค์ประกอบที่𝛼 ของการรบกวนทางความร้อน 
 
โดยทั่วไปจะพิจารณาระบบตามเงื่อนไขดังต่อไปน้ี 
1. พลังงานศักย์ของระบบจะไม่เปลี่ยนแปลงเมื่อระบบถูกหมุน ดังนั้น 𝑉 ≡ 𝑉(�⃗� 2) 
2. ฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากัน ที่เวลาเริ่มต้นของระบบ ซึ่งอยู่ในสถานะที่มีอุณหภูมิสูง  จะมีค่า 
เป็นศูนย์เมื่อเปรียบเทียบจุดที่ต่างกัน 2 จุด  หรือองค์ประกอบที่ต่างกัน  ดังสมการที่  (3) 
 

⟨𝜙𝛼(𝑟 , 0)𝜙𝛽(𝑟 ′, 0)⟩
0
= 𝛥𝛿𝛼𝛽𝛿(𝑟 − 𝑟 ′) (3) 

 
เมื่อ 𝛥  คือจ านวนจริง  และ ⟨… ⟩0 แทนค่าเฉลี่ยอองซอมเบิล (Ensemble average) บนสถานะ
เริ่มต้นที่เป็นไปได้ทั้งหมด 
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3. การรบกวนทางความร้อนจะมีสมบัติเป็นรบกวนเกาส์เซียนสีขาว กล่าวคือค่าเฉลี่ยของการรบกวน
จะมีค่าเป็นศูนย์เสมอ และค่าฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันจะมีค่าเป็นศูนย์เมื่อเปรียบเทียบจุด  2 
จุดที่ต่างกัน เวลาต่างกันหรือองค์ประกอบที่ต่างกัน สรุปได้ดังสมการที่ (4) 
 

⟨𝜁𝛼(𝑟 , 𝑡)⟩𝜁 = 0 

⟨𝜁𝛼(𝑟 , 𝑡)𝜁𝛽(𝑟 ′, 𝑡′)⟩
𝜁
= 𝐷𝛿𝛼𝛽𝛿(𝑟 − 𝑟 ′)𝛿(𝑡 − 𝑡′) 

(4) 

 
เมื่อ 𝐷 = 2𝛤𝑘𝐵𝑇 โดยที่ 𝑘𝐵 คือค่าคงที่บ็อลทซ์มัน 𝑇 คืออุณหภูมิ  และ ⟨… ⟩𝜁 แทนค่าเฉลี่ยอองซอม-
เบิลของการรบกวนทางความร้อน𝜁  
 แต่เน่ืองจากในงานวิทยานิพนธ์ฉบับน้ีจะศึกษาระบบที่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการเฉือน  ดังนั้น
สมการ TDGL ต้องเพิ่มพจน์ที่เกี่ยวข้องกับการเฉือน  ซึ่งจะได้ว่า 
 

𝜕𝜙𝛼

𝜕𝑡
+ 𝛻 ⋅ (�⃗� 𝜙𝛼) = −𝛤

𝛿𝐻[�⃗� ]

𝛿𝜙𝛼
+ 𝜁𝛼  (5) 

 
โดยที่  �⃗�   คือ  ความเร็วของของไหล 
 แต่เนื่องจากพลวัตของพารามิเตอร์การจัดระเบียบเป็นกระบวนการสโตคาสติก  เราจึงไม่
สามารถหาค่าของพารามิเตอร์การจัดระเบียบที่ต าแหน่งและเวลาต่างๆเชิงก าหนดได้  แต่เราสามารถ
หาฟังก์ชันทางสถิติของพารามิเตอร์การจัดระเบียบได้  โดยฟังก์ชันทางสถิติที่ส าคัญส าหรับการศึกษา
ทางกลศาสตร์สถิติ คือ ฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันและฟังก์ชันโครงสร้างที่เวลาเท่ากัน  ซึ่งจะ
กล่าวในหัวข้อถัดไป 
 
2.4 ฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันและฟังก์ชันโครงสร้างที่เวลาเท่ากนั 

ในทางสถิติหากต้องการรู้ว่าตัวแปรสุ่ม 2 ตัวใดๆสัมพันธ์กันหรือไม่  จะพิจารณาผ่านค่า
ฟังก์ชันสหสัมพันธ์ของ 2 ตัวแปรนั้น  หากค่าฟังก์ชันสหสัมพันธ์ของ 2 ตัวแปรมีค่าเป็นศูนย์ 
มีความหมายว่าทั้ง 2 ตัวแปรไม่สัมพันธ์กันหรือเป็นอิสระต่อกัน  ฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันแทน
ด้วย 𝐶(𝑟 , 𝑡) โดยมีนิยามดังนี้ 

 

𝐶(𝑟 , 𝑡) ≡ ⟨𝜙(𝑥 , 𝑡)𝜙(𝑥 + 𝑟 , 𝑡)⟩0 (6) 
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ส าหรับกลศาสตร์เชิงสถิติฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันเป็นฟังก์ชันที่ส าคัญเพราะสามารถใช้ศึกษา
ปริมาณที่ส าคัญต่างๆของระบบได้  เช่น  ศึกษาการสเกลเชิงพลวัต [1, 2] (Dynamical scaling) 
ศึกษาสเปกตรัมของพลังงาน [7] หรือการค านวณหาค่าสภาพรับไว้ได้ (Susceptibility) [5] เป็นต้น
ส่วนฟังก์ชันโครงสร้างที่เวลาเท่ากันคือการแปลงฟูเรียร์ของฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากัน 
 

𝑆(�⃗� , 𝑡) ≡ 𝑉3 ∫𝑒−𝑖�⃗� ∙𝑟 𝐶(𝑟 , 𝑡)𝑑3𝑟 (7) 

 
เมื่อ 𝑉3 คือปริมาตรทั้งหมดของปริภูมิพื้นที่ สาเหตุที่สนใจค่าฟังก์ชันโครงสร้างที่เวลาเท่ากัน  เพราะ
หลายครั้ง การค านวณหาค่าฟังก์ชันโครงสร้างที่เวลาเท่ากันจะสะดวกกว่าฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลา
เท่ากันและฟังก์ชันโครงสร้างที่เวลาเท่ากันยังให้มุมมองบางอย่างทางฟิสิกส์ที่ไม่มีในฟังก์ชันสหสัมพันธ์
ที่เวลาเท่ากัน  เพราะฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันพิจารณาในปริภูมิพื้นที่  แต่ฟังก์ชันโครงสร้างที่
เวลาเท่ากันพิจารณาในปริภูมิโมเมนตัม (Momentum space) 
 ปรากฎการณ์การสเกลเป็นปรากฎการณ์หนึ่งที่ส าคัญในทางกลศาสตร์สถิติ  เพราะเรา
สามารถอธิบายพฤติกรรมบางอย่างของระบบที่แตกต่างกันได้ด้วยกฎหรือสมมติฐานข้อเดียวกัน  ซึ่ง
ในหลายการทดลองและการจ าลองทางคอมพิวเตอร์ เกี่ยวกับพลศาสตร์การจัดระเบียบเฟสที่
เกิดปรากฎการณ์การสเกลเกิดขึ้น  มักพบว่าฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันและฟังก์ชันโครงสร้างที่
เวลาเท่ากัน  มีรูปแบบเดียวกัน  นักฟิสิกส์จึงน าพฤติกรรมที่พบบ่อยนั้นมาตั้งเป็นสมมติฐานใน
การศึกษาระบบที่เกี่ยวข้องกับปรากฎการณ์การสเกลของพลศาสตร์การจัดระเบียบเฟส  และเรียก
สมมติฐานนั้นว่า  สมมติฐานการสเกลเชิงพลวัต 
 
2.5 สมมติฐานการสเกลเชิงพลวัตและกฎการเตบิโต 
 สมมติฐานการสเกลเชิงพลวัต  คือ  หนึ่งในสมมติฐานที่ส าคัญของปรากฎการณ์การสเกล  
โดยสมมติฐานนี้กล่าวไว้ว่า  เมื่อเวลาผ่านไปนาน  จะมีสเกลความยาวลักษณะเฉพาะ (Characteristic 
length scale) 𝐿(𝑡) สเกลเดียวที่ท าให้  โครงสร้าง“โดเมน”ของระบบมีลักษณะไม่ขึ้นกับเวลาในเชิง
สถิติ  เมื่อท าการสเกลขนาดของระบบด้วย 𝐿(𝑡) 
 ตัวอย่างสมมติฐานการสเกลเชิงพลวัตกับแบบจ าลองไอซิงในปริภูมิพื้นที่ 2 มิติ ภาพ (a) ใน
รูปที ่3 คือภาพของระบบเมื่อเวลาผ่านไปนาน Ta  และภาพ (b) คือภาพของระบบเมื่อเวลาผ่านไป Tb   
โดย  Tb > Ta  จะเห็นว่าขนาดของ“สปินโดเมน”มีขนาดใหญ่ขึ้น  แต่ถ้าหากเราสเกลระบบด้วยค่า
ความยาวลักษณะเฉพาะ 𝐿(𝑡)  ภาพ (b) จะเล็กลงกลายเป็นภาพ (c)  จะเห็นได้ว่าโครงสร้าง
“โดเมน”ของภาพ (a) และภาพ (c)  ไม่ได้ต่างกัน  ดังที่แสดงในภาพ (d) 
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รูปที่ 3 แสดงภาพประกอบค่าอธิบายของสมมติฐานการสเกลเชิงพลวัต(ในภาพนี้ใช้ภาพประกอบที่
เกินความจริงเพื่อความเข้าใจ) 
 
  การขึ้นกับเวลาของความยาวลักษณะเฉพาะ 𝐿(𝑡) ของระบบนั้นๆเรียกว่า  กฎการเติบโต 
จากสมมติฐานการสเกลเชิงพลวัต จึงคาดการณ์ว่า ฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันและฟังก์ชัน
โครงสร้างที่ เวลาเท่ ากั น ของระบบในปริภู มิ พื้ นที่  3 มิติ ควรจะอยู่ ในรูปแบบ 𝐶(𝑟 , 𝑡) =

𝑓 (
𝑥

𝐿𝑥
,

𝑦

𝐿𝑦
,

𝑧

𝐿𝑧
)  และ 𝑆(�⃗� , 𝑡) = 𝐿𝑥𝐿𝑦𝐿𝑧𝑔(𝐿𝑥𝑘𝑥 , 𝐿𝑦𝑘𝑦, 𝐿𝑧𝑘𝑧)  ซึ่งโดยปกติฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่

เวลาเท่ากันจะมีลักษณะเป็นฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลแบบลด  ดังนั้นเราสามารถกล่าวได้วา่ ความยาว
ลักษณะเฉพาะ 𝐿(𝑡) แสดงขนาดประมาณของ“โดเมน”ของระบบและโดยทั่วไปกฎการเติบโตจะอยู่
ในรูปแบบ  𝐿(𝑡) ∼ 𝑡𝛼  โดย 𝛼 ∈ ℝ 

ส าหรับแบบจ าลองไอซิงในปริภูมิพื้นที่ 3 มิติ  ที่ไม่ได้อยู่ภายใต้อิทธิพลของการเฉือน  จะมี

กฎการเติบโตเป็น  𝐿𝑥(𝑡) ∼ 𝐿𝑦(𝑡) ∼ 𝐿𝑧(𝑡) ∼ 𝑡
1

2   ส าหรับระบบที่มีพารามิเตอร์การจัดระเบียบ
หลายองค์ประกอบแบบไม่อนุรักษ์และไม่ได้อยู่ภายใต้อิทธิพลของการเฉือน  จะมีกฎการเติบโตเป็น  

𝐿𝑥(𝑡) ∼ 𝐿𝑦(𝑡) ∼ 𝐿𝑧(𝑡) ∼ 𝑡
1

2  เช่นกัน [1]  แต่ส าหรับระบบที่มีพารามิเตอร์การจัดระเบียบหลาย
องค์ประกอบแบบไม่อนุรักษ์ภายใต้อิทธิพลของการเฉือนแบบสม่ าเสมอ  จะมีกฎการเติบโตเป็น 

𝐿𝑥(𝑡) ∼ 𝑡
3

2, 𝐿𝑦(𝑡) ∼ 𝐿𝑧(𝑡) ∼ 𝑡
1

2 [2] โดยระบบมีการเฉือนเฉพาะในทิศของแกน x เท่านั้น จะ
สังเกตได้ว่าในทิศของการเฉือน กฎการเติบโตของระบบจะมีค่ามากกว่าในทิศที่ตั้งฉาก 
 

(a) (b) (c) (d) 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

บทที่ 3 
การจัดระเบียบเฟสภายใต้อิทธิพลของการเฉือนแบบเคลื่อนที่สลับ 

โดยไม่ค านึงถึงผลของการรบกวนทางความร้อน 
 

ในกรณีที่ไม่ค านึงถึงผลของการรบกวนทางความร้อน  พจน์สุดท้ายขวามือของสมการที่ (5) 
จะมีค่าเป็นศูนย์  และได้สมการใหม่เป็น 
 

𝜕𝜙𝛼

𝜕𝑡
+ 𝛻 ⋅ (�⃗� 𝜙𝛼) = −𝛤

𝛿𝐻[�⃗� ]

𝛿𝜙𝛼
 (8) 

 
เพื่อให้เป็นไปตามเงื่อนไขข้อที่ 1 ที่กล่าวไว้ในหัวข้อที่ 2.3 จะก าหนดให้พจน์ของพลังงานศักย์

𝑉(�⃗� ) = (
𝐶

2
− √

𝑢0

4𝑛
�⃗� 2)

2

 ในฟังก์ชันนอลกินซ์เบิร์ก-ลันเดาพลังงานอิสระ 𝐻[�⃗� ] โดยที่ 𝐶 และ 𝑢0 

เป็นจ านวนจริงบวก n เป็นจ านวนองค์ประกอบของพารามิเตอร์การจดัระเบียบและเพื่อให้ง่ายต่อการ
พิจารณา จะก าหนดให้ทศิทางการเฉือนอยู่ในแกน x เพียงแกนเดียวและก าหนดความเร็วของของไหล
เป็น �⃗� = 𝛾𝑦𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜃)�̂� เมื่อ 𝛾 คือ อัตราการเฉือน  แทนค่าเหล่านี้ในสมการที ่(8) จะได้
สมการในรูปแบบใหม่เป็น 
 

𝜕𝜙𝛼

𝜕𝑡
+ 𝛾𝑦𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜃)

𝜕𝜙𝛼

𝜕𝑥
= −𝛤 (−𝛻2𝜙𝛼 +𝑟0𝜙

𝛼 +𝑢0

�⃗� 2

𝑛
𝜙𝛼) (9) 

 

เมื่อ 𝑟0 ≡ −𝐶√
𝑢0

𝑛
 และตั้งสมมติฐานว่าพจน์  �⃗⃗⃗�

 2

𝑛
 และ 〈(𝜙𝛼(𝑟 , 𝑡))2〉 ≡

1

𝑉3
∫⟨(𝜙𝛼(𝑟 , 𝑡))2⟩0𝑑

3𝑟  

เท่ากันเมื่อพิจารณาที่ n มีค่ามาก สาเหตุเพราะ �⃗⃗⃗�
 2

𝑛
 เป็นค่าเฉลี่ยของทุกองค์ประกอบของพารามิเตอร์

การจัดระเบียบยกก าลังสอง  เมื่อ n มีค่ามาก  �⃗⃗⃗�
 2

𝑛
 จะมีค่าน้อยมาก  ดังนั้นค่าเฉลี่ยของทุก

องค์ประกอบของพารามิเตอร์การจัดระเบียบยกก าลังสอง �⃗⃗⃗�
 2

𝑛
 สามารถแทนได้ด้วยค่าเฉลี่ยของ

องค์ประกอบใดองค์ประกอบหนึ่งยกก าลังสอง  〈(𝜙𝛼(𝑟 , 𝑡))2〉  และจากสมมติฐานนี้จะได้ว่าแต่ละ
องค์ประกอบของพารามิเตอร์การจัดระเบียบเป็นอิสระต่อกันและมีพฤติกรรมในแบบเดียวกัน  ดังนั้น
หลังจากนี้จะแทน 𝜙𝛼 ด้วย 𝜙 ท าให้เขียนสมการ (9) ใหม่ได้เป็น 
 

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝛾𝑦𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜃)

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= −𝛤(−𝛻2 − 𝑎(𝑡))𝜙 (10) 
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เมื่อ   𝑎(𝑡) ≡ −(𝑟0 +𝑢0〈�⃗� 
2(𝑟 , 𝑡)〉) (11) 

 

สิ่งหนึ่งที่ควรสังเกตคือ  ระบบจะมีพลังงานศักย์ต่ าสุดเมื่อ   �⃗⃗⃗�
 2

𝑛
= ⟨𝜙2(𝑟 , 𝑡)⟩ = −

𝑟0

𝑢0
  

ดังนั้นเราอาจจะกล่าวได้ว่า − 𝑟0

𝑢0
  คือค่าเฉลี่ยของ 𝜙2 ที่สมดุล  ⟨𝜙2(𝑟 , 𝑡 → ∞)⟩  และ  𝑎(𝑡)

𝑢0
   คือ

ผลต่างระหว่างค่าเฉลี่ยของ  𝜙2  ที่สมดุลกับค่าเฉลี่ยของ  𝜙2  ที่เวลา  𝑡  ใดๆ 
เพื่อหาผลเฉลยสมการเชิงอนุพันธ์นี้  จะท าการแปลงฟูเรียร์สมการนี้  ท าให้ได้สมการเชิง

อนุพันธ์ในรูปแบบใหม่เป็น 
 

𝜕�̃�

𝜕𝑡
− 𝛾𝑘𝑥 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜃)

𝜕�̃�

𝜕𝑘𝑦
= −𝛤(𝑘2 − 𝑎(𝑡))�̃� (12) 

 
เน่ืองจากในสมการที่ (12) มีพจน์ที่ 𝑘𝑥 คูณอยู่กับอนุพันธ์ของ �̃� เทียบกับ  𝑘𝑦 ท าให้ไม่สามารถหาผล
เฉลยด้วยวิธีมาตราฐานได้   ต้องอาศัยการแปลงตัวแปรเป็นตัวแปรใหม่ที่สัมพันธ์กับเส้นโค้ง

ลักษณ ะเฉพาะของสมการที่  (12)  โดยเส้น โค้ งลักษณ ะเฉพาะหาได้ จากสมการ  𝑑𝑘𝑦

𝑑𝑡
=

−𝛾𝑘𝑥𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜃)  ซึ่งจะได้สมการของเส้นโค้งลักษณะเฉพาะเป็น 
 

𝑘𝑦 = −𝛾
𝑘𝑥

𝜔
(𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜃) − 𝑠𝑖𝑛 𝜃) + ค่าคงที่ (13) 

 
จากสมการที่ (13) จะได้ความสัมพันธ์ของตัวแปรและฟังก์ชันที่ต้องการแปลงดังนี้ 
 

𝑞𝑥 = 𝑘𝑥 , 𝑞𝑦 = 𝑘𝑦 + 𝛾
𝑘𝑥

𝜔
(𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜃) − 𝑠𝑖𝑛(𝜃)), 𝑞𝑧 = 𝑘𝑧, 𝜏 = 𝑡 

𝑘𝑥 = 𝑞𝑥, 𝑘𝑦 = 𝑞𝑦 − 𝛾
𝑞𝑥

𝜔
(𝑠𝑖𝑛(𝜔𝜏 + 𝜃) − 𝑠𝑖𝑛(𝜃)), 𝑘𝑧 = 𝑞𝑧, 𝑡 = 𝜏 

        �̃�(�⃗� , 𝑡) → 𝜑(𝑞 , 𝜏) และ �⃗� 2 → 𝑄2(𝑞 , 𝜏) 

(14) 

 
หลังจากนั้นท าการแปลงตัวแปรเป็นตัวแปรชุดใหม่ผ่านความสัมพันธ์ที่  (14) สมการที่ (12) จะลดรูป
เหลือเพียง 

𝜕𝜑

𝜕𝜏
= −𝛤(𝑄2 − 𝑎(𝜏))𝜑 

 

(15) 

ซึ่งเราสามารถหาผลเฉลยของสมการที่ (15) ได้โดยการอินทิเกรตแบบตรงไปตรงมา 
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𝜑(𝑞 , 𝜏) = 𝜑(𝑞 , 0)𝑒𝑥𝑝 (−𝛤 ∫ 𝑄2 − 𝑎(𝜏′)𝑑𝜏′
𝜏

0

) (16) 

 
เพื่อความสะดวกในการค านวณ  จะนิยามฟังก์ชันใหม่ขึ้นมา  𝐹(𝑞 , 𝜏) ≡ ∫ 𝑄2𝑑𝜏′𝜏

0
  และ  

𝑏(𝜏) ≡ ∫ 𝑎(𝜏′)𝑑𝜏′𝜏

0
  เพราะฟังก์ชัน 𝐹(𝑞 , 𝜏)  และ 𝑏(𝜏)  จะถูกใช้ในการค านวนหาฟังก์ชัน

โครงสร้างที่ เวลาเท่ากันภายหลัง  จากนิยามของฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่ เวลาเท่ากันหรือฟังก์ชัน
โครงสร้างที่เวลาเท่ากัน  สมการที่ (6) สมการที่ (7) ตามล าดับ และเงื่อนไขที่ 2 ในบทที่ 2.3 สมการที่ 
(3) จะสามารถพิสูจน์ได้ว่า (บทพิสูจน์อยู่ในภาคผนวก ก) 
 

〈�̃�(−�⃗� , 0)�̃�(�⃗� , 0)〉0 = 𝛥𝑉3 (17) 
 
และสามารถพิสูจน์ต่อไปได้ว่า 
 

𝑆(�⃗� , 𝑡) = 〈�̃�(−�⃗� , 𝑡)�̃�(�⃗� , 𝑡)〉0 = 𝛥𝑉3𝑒
−2𝛤(𝐹(�⃗� ,𝑡)−𝑏(𝑡)) (18) 

 
ซึ่งอันดับแรกในการค านวณหาฟังก์ชันโครงสร้างที่เวลาเท่ากัน  คือการอินทิเกรตฟังก์ชัน 𝐹(𝑞 , 𝜏) 
 

𝐹(𝑞 , 𝜏) = 𝑞 2𝜏 +
2𝑞𝑥𝑞𝑦𝛾

𝜔2
[𝑐𝑜𝑠(𝜔𝜏 + 𝜃) − 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝜔𝜏𝑠𝑖𝑛𝜃] 

− (
𝛾𝑞𝑥

𝜔
)
2

[
𝑠𝑖𝑛(2𝜔𝜏 + 2𝜃) − 8𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠(𝜔𝜏 + 𝜃)

4𝜔
] 

− (
𝛾𝑞𝑥

𝜔
)
2

[
−(4𝜔𝑠𝑖𝑛2𝜃 − 2𝜔)𝜏 − 𝑠𝑖𝑛2𝜃 + 8𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜃

4𝜔
] 

(19) 

  
หลังจากได้ผลการอินทิเกรตแล้วจึงแบ่งพิจารณาฟังก์ชัน 𝐹(𝑞 , 𝜏) ของระบบออกเป็น 2 กรณี คือ  
(a) กรณีที่ความถี่ต่ ามาก และ (b) กรณีที่ความถี่จ ากัดค่าหน่ึง ตามล าดับ 
 

กรณี (a) พิจารณาที่เวลา  𝑡  นานแต่  𝑡𝜔 → 0  สมการที่ (19) จะลดรูปเป็น 
 

𝐹(𝑞 , 𝜏) = 𝑞 2𝜏 −𝑞𝑥𝑞𝑦𝛾𝜏
2𝑐𝑜𝑠𝜃 +

1

3
𝜏3(𝛾𝑞𝑥𝑐𝑜𝑠𝜃)2 (20) 
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ท าการแปลงตัวแปร (𝑞𝑥, 𝑞𝑦, 𝑞𝑧, 𝜏) → (𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑘𝑧 , 𝑡) ตามความสัมพันธ์ข้างต้นและจัดรูปสมการ
ใหม่ให้อยู่ในรูปผลบวกก าลังสองของแต่ละองค์ประกอบของ �⃗�  
 

𝐹(�⃗� , 𝑡) = {(
1

12
(𝛾𝑡𝑐𝑜𝑠𝜃)2 + 1) 𝑘𝑥

2 + (𝑘𝑦 −
1

2
𝑘𝑥𝛾𝑡𝑐𝑜𝑠𝜃)

2

+ 𝑘𝑧
2} 𝑡 (21) 

 
หากพิจารณาเง่ือนไขที่ 𝜃 =

𝜋

2
 หรือ 𝛾 = 0 จะได้ว่า 𝐹(�⃗� , 𝑡) = (𝑘𝑥

2 + 𝑘𝑦
2 + 𝑘𝑧

2)𝑡 ซึ่งหมายความ
ว่าระบบไม่ได้อยู่ภายใต้อิทธิพลของการเฉือน [2] ดังนั้นต่อจากนี้เราจะพิจารณาเฉพาะกรณีที่  𝜃 ≠

𝜋

2
  

และ 𝛾 ≠ 0  เท่านั้น 
 

 (b) พิจารณาที่เวลา  𝑡  นานและ  𝜔  มีค่าจ ากัดค่าหน่ึง สมการที่ (19) จะลดรูปเหลือเพียง 
 

𝐹(𝑞 , 𝜏) = 𝑞 2𝜏 +
2𝑞𝑥𝑞𝑦𝛾

𝜔
𝜏𝑠𝑖𝑛𝜃 + (

𝑞𝑥𝛾

𝜔
)
2

(
1

2
+ 𝑠𝑖𝑛2𝜃)𝜏 (22) 

 
ท าการแปลงตัวแปร (𝑞𝑥, 𝑞𝑦, 𝑞𝑧, 𝜏) → (𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑘𝑧 , 𝑡) ตามความสัมพันธ์ข้างต้นและจัดรูปสมการ
ใหม่ให้อยู่ในรูปผลบวกก าลังสองของแต่ละองค์ประกอบของ �⃗�  
 

𝐹(�⃗� , 𝑡) = {(
1

2
(
𝛾

𝜔
)
2

+ 1)𝑘𝑥
2 + (𝑘𝑦 +

𝛾

𝜔
𝑘𝑥𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜃))

2

+ 𝑘𝑧
2}𝑡 (23) 

 
สังเกตว่า 𝐹(−�⃗� , 𝑡) = 𝐹(�⃗� , 𝑡) ทั้ง 2 กรณี   ขั้นตอนถัดไปในการค านวณหาฟังก์ชัน

โครงสร้างที่เวลาเท่ากัน 𝑆(�⃗� , 𝑡)  ต้องรู้  𝑏(𝑡)  เพื่อค านวณหา 𝑏(𝑡) ต้องกลับไปพิจารณาสมการที่ 
(11) เน่ืองจากเมื่อ 𝑡 → ∞ ระบบจะเข้าสู่สมดุลดังนั้น 𝑎(𝑡) → 0 จะได้ว่า 
 

⟨𝜙2(𝑟 , 𝑡 → ∞)⟩ = −
𝑟0
𝑢0

 (24) 

 
และจากสมการผลเฉลยที่ (16)  เมื่อท าการแปลงตัวแปรและฟังก์ชัน 𝜑(𝑞 , 𝜏) → �̃�(�⃗� , 𝑡) แล้วอาศัย
การแปลงฟูเรียร์ผกผันและเงื่อนไขที่ 2 ในบทที่ 2.3 สมการที่ (3)  จะได้ว่า 
 

⟨𝜙2(𝑟 , 𝑡)⟩ =
𝛥𝑒2𝛤𝑏(𝑡)

(2𝜋)3
∫𝑒−2𝛤𝐹(�⃗� ,𝑡)𝑑3𝑘 (25) 
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เมื่อพิจารณาสมการที่ (25) และอาศัยสมบัติการอินทิเกรตของเกาส์เซียนฟังก์ชันที่ไม่ขึ้นกับต าแหน่ง
ของจุดกึ่งกลางของฟังก์ชัน 
 

∫ ∫ ∫ 𝑒𝑥𝑝(−𝑎𝑘𝑥
2 − 𝑏(𝑘𝑦 + 𝑎′𝑘𝑥)

2 − 𝑐𝑘𝑧
2)𝑑𝑘𝑥𝑑𝑘𝑦𝑑𝑘𝑧

∞

−∞

∞

−∞

∞

−∞

= √
𝜋

𝑎
√

𝜋

𝑏
√

𝜋

𝑐
 (26) 

 
ในกรณี (a)  เมื่อแทน𝐹(�⃗� , 𝑡) ของกรณีนี้มีค่าดังสมการที่ (21) ในสมการที่ (25) จะได้ว่า 

 

⟨𝜙2(𝑟 , 𝑡)⟩ =
𝛥𝑒2𝛤𝑏(𝑡)

(2𝜋)3
√

3𝜋3

2(𝛤𝑡)3(𝛾𝑡𝑐𝑜𝑠𝜃)2
 (27) 

 
และจากเง่ือนไข 𝑡 → ∞  สมการที่ (24) จะเท่ากับสมการที่ (27) สามารถจัดรูปสมการเพื่อหา 𝑏(𝑡) 

และ 𝑎(𝑡) =
𝑑𝑏(𝑡)

𝑑𝑡
  ได้ดังนี้ 

 

𝑏(𝑡) =
5

4𝛤
𝑙𝑛 (

𝑡

𝑡0
)  และ 𝑎(𝑡) =

5

4𝛤𝑡
 

เมื่อ 𝑡0 = √ 3

128(𝜋𝛤)3
(

𝛥𝑢0

𝑟0𝛾𝑐𝑜𝑠𝜃
)
25

 
(28) 

 
ในกรณี  (b)  เมื่อแทน𝐹(�⃗� , 𝑡) ของกรณีนี้มีค่าดังสมการที่ (23) ในสมการที่ (25) จะได้ว่า 

 

⟨𝜙2(𝑟 , 𝑡)⟩ =
𝛥𝑒2𝛤𝑏(𝑡)

(2𝜋)3 √
𝜋3

(
1
2 (

𝛾
𝜔)

2
+ 1) 8𝛤3𝑡3

 (29) 

 
และจากเง่ือนไข 𝑡 → ∞ สมการที่ (24) จะเท่ากับสมการที่ (29) สามารถจัดรูปสมการเพื่อหา 𝑏(𝑡) 

และ 𝑎(𝑡) =
𝑑𝑏(𝑡)

𝑑𝑡
  ได้ดังนี้ 

 

𝑏(𝑡) =
3

4𝛤
𝑙𝑛 (

𝑡

𝑡0
) และ 𝑎(𝑡) =

3

4𝛤𝑡
 

เมื่อ 𝑡0 = √
1

512(𝜋𝛤)3(1+
1

2
(
𝛾

𝜔
)
2
)
(
𝛥𝑢0

𝑟0
)
23  

(30) 
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จะสังเกตได้ว่า 𝑎(𝑡) ที่ค านวณได้มีความสอดคล้องกับ  𝑎(𝑡) → 0 เมื่อ 𝑡 → ∞ และ
เนื่องจากตอนนี้ทราบค่า 𝐹(�⃗� , 𝑡) และ𝑏(𝑡) แล้ว  สามารถน าผลที่ได้ไปค านวณหาค่าฟังก์ชัน
โครงสร้างที่เวลาเท่ากัน ในสมการที่ (18) ได้  และฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันหาได้จากการแปลง
ฟูเรียร์ผกผันของฟังก์ชันโครงสร้างที่เวลาเท่ากันตามสมการที่ (31) 

 

𝐶(𝑟 , 𝑡) =
1

𝑉3(2𝜋)3
∫𝑒𝑖�⃗� ∙𝑟 𝑆(�⃗� , 𝑡)𝑑3𝑘 (31) 

 
และอาศัยสมบัติการแปลงฟูเรียร์ของเกาส์เซียนฟังก์ชันดังต่อไปน้ี 
 

∫ 𝑒−𝑖𝑘𝑥𝑒−𝑎(𝑥−𝑏)2𝑑𝑥
∞

−∞
= 𝑒−𝑖𝑘𝑏𝑒−

𝑘2

4𝑎√
𝜋

𝑎
  และ ∫ 𝑒𝑖𝑘𝑥𝑒−𝑎(𝑘−𝑏)2𝑑𝑘

∞

−∞
= 𝑒𝑖𝑥𝑏𝑒−

𝑥2

4𝑎√
𝜋

𝑎
 (32) 

 
ในกรณี (a) 

𝑆(�⃗� , 𝑡) = 𝛥𝑉3 (
𝑡

𝑡0
)

5
2
𝑒𝑥𝑝 (−2𝛤 {

1

12
(𝛾𝑡

3
2𝑘𝑥𝑐𝑜𝑠𝜃)2 + (𝑡

1
2𝑘𝑦

−
1

2
𝛾𝑡

3
2𝑘𝑥𝑐𝑜𝑠𝜃)2 + (𝑡

1
2𝑘𝑧)

2

}) 
(33) 

𝐶(𝑟 , 𝑡) = −
𝑟0
𝑢0

𝑒𝑥𝑝(−
1

8𝛤𝑡
(3 (

2𝑥

𝛾𝑡𝑐𝑜𝑠𝜃
+ 𝑦)

2

+ 𝑦2 + 𝑧2)) (34) 

จากสมมติฐานการสเกลเชิงพลวัตจะได้ว่ากฎการเติบโตควรจะอยู่ในรูปแบบ  

𝐿𝑥(𝑡) ∼ (𝛾𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑡
3

2  และ 𝐿𝑦(𝑡) ∼ 𝐿𝑧(𝑡) ∼ 𝑡
1

2 (35) 

 
ในกรณี (b) 

𝑆(�⃗� , 𝑡) = 𝛥𝑉3 (
𝑡

𝑡0
)

3
2
𝑒𝑥𝑝 (−2𝛤 {(

1

2
(
𝛾

𝜔
)
2

+ 1) (𝑡
1
2𝑘𝑥)

2

+ (𝑡
1
2𝑘𝑦 +

𝛾

𝜔
𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜃)𝑡

1
2𝑘𝑥)

2

+ (𝑡
1
2𝑘𝑧)

2

}) 
(36) 

𝐶(𝑟 , 𝑡) = −
𝑟0
𝑢0

𝑒𝑥𝑝 (−
1

8𝛤𝑡
(𝛽 (𝑥 −

𝛾

𝜔
𝑦 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜃))

2

+ 𝑦2 + 𝑧2)) (37) 

เมื่อ  𝛽 =
1

(1+
1

2
(
𝛾

𝜔
)
2
)
  และจากสมมติฐานการสเกลเชิงพลวัตจะได้ว่ากฎการเติบโตควรเป็น  

𝐿𝑥(𝑡) ∼ 𝐿𝑦(𝑡) ∼ 𝐿𝑧(𝑡) ∼ 𝑡
1
2 (38) 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

บทที่ 4 
การจัดระเบียบเฟสภายใต้อิทธิพลของการเฉือนแบบเคลื่อนที่สลับ 

โดยค านึงถึงผลของการรบกวนทางความร้อน 
 

เน่ืองจากในบทนี้พิจารณาการรบกวนเชิงความร้อน ต้องเพิ่มพจน์การรบกวนทางความร้อน
เข้าไปในสมการที่ (10) 
 

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝛾𝑦 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜃)

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= −𝛤(−𝛻2 − 𝑎(𝑡))𝜙 + 𝜁 (39) 

 
เช่นเดียวกันกับบทที่ 3 ในการหาผลเฉลยสมการที่ (39) เริ่มต้นที่ท าการแปลงฟูเรียร์สมการนี้แล้ว
เปลี่ยนตัวแปรตามสมการที่ (14) ซึ่งเป็นความสัมพันธ์เดียวกันกับบทที่ 3 จะได้ว่าสมการที่ (39) ลด
รูปเป็น 

𝜕𝜑

𝜕𝜏
= −𝛤(𝑄2 − 𝑎(𝜏))𝜑 + 𝜉 (40) 

 
การแปลงฟังก์ชันเพิ่มเติมส าหรับพจน์ที่เกี่ยวกับการรบกวนทางความร้อนคือ𝜁(𝑟 , 𝑡) → 𝜁(�⃗� , 𝑡) →

𝜉(𝑞 , 𝜏) ดังนั้นผลเฉลยของสมการที่ (40) คือ 
 
𝜑(𝑞 , 𝜏) = 𝜑(𝑞 , 0)𝑒𝑥𝑝(−𝛤(𝐹(𝑞 , 𝜏) − 𝑏(𝜏))) 
              +∫ 𝑒𝑥𝑝{𝛤[(𝐹(𝑞 , 𝜏′) − 𝐹(𝑞 , 𝜏)) − (𝑏(𝜏′) − 𝑏(𝜏))]

𝜏

0
}𝜉(𝑞 , 𝜏′)𝑑𝜏′ (41) 

 
รูปแบบของ 𝐹(�⃗� , 𝑡) ยังคงเดิม กล่าวคือ สมการที่ (21)  และ สมการที่ (23) แต่รูปแบบของ 𝑏(𝑡) 
จะเปลี่ยนไปเพราะผลของการรบกวนทางความร้อน และเพื่อความสมบูรณ์ของการค านวณจะต้องรู้
ค่า 𝑏(𝑡) − 𝑏(𝑡′) และ 𝐹(�⃗� , 𝑡) − 𝐹(�⃗� , 𝑡′)  จากสมการที่ (41) ท าการแปลงฟังก์ชัน 𝜑(𝑞 , 𝜏) →

�̃�(�⃗� , 𝑡) แล้วแปลงฟูเรียร์ผกผันประกอบกับ เงื่อนไขที่ 2 และ เงื่อนไขที่ 3 ในบทที่ 2.3 สามารถ
ค านวณหาค่า ⟨𝜙2⟩ และ 𝑆(�⃗� , 𝑡) ได้ดังนี ้(บทพิสูจน์อยู่ในภาคผนวก ข) 
 

⟨𝜙2⟩ =
𝛥

(2𝜋)3
𝑒2𝛤𝑏(𝑡) ∫𝑒−2𝛤𝐹(�⃗� ,𝑡)𝑑3𝑘

+
𝐷

(2𝜋)3
∫ 𝑒2𝛤(𝑏(𝑡)−𝑏(𝑡′)) ∫𝑒−2𝛤(𝐹(�⃗� ,𝑡)−𝐹(�⃗� ,𝑡′))𝑑3𝑘𝑑𝑡′

𝑡

0

 
(42) 

𝑆(�⃗� , 𝑡) = 𝛥𝑉3𝑒
−2𝛤(𝐹(�⃗� ,𝑡)−𝑏(𝑡)) + 𝐷𝑉3 ∫ 𝑒2𝛤((𝐹(�⃗� ,𝑡′)−𝐹(�⃗� ,𝑡))−(𝑏(𝑡′)−𝑏(𝑡)))𝑑𝑡′

𝑡

0

 (43) 
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เช่นเดียวกับบทที่ 3 ขั้นตอนแรกในการหาค่า 𝑆(�⃗� , 𝑡) ต้องท าการหาค่า  𝐹(�⃗� , 𝑡) − 𝐹(�⃗� , 𝑡′)โดย
ในหัวข้อนี้จะแบ่งพิจารณา 𝐹(�⃗� , 𝑡) − 𝐹(�⃗� , 𝑡′)  เป็น 2 กรณี คือ (a) กรณีที่ความถี่ต่ ามาก  และ 
(b) กรณีที่ความถี่จ ากัดค่าหน่ึง เช่นกัน 
 

กรณี (a) พิจารณาสมการที่ (21) ที่เวลา 𝑡 นานมากแต่ค่า 𝑡𝜔 → 0 จะได้ว่า 
 

𝐹(�⃗� , 𝑡) − 𝐹(�⃗� , 𝑡′) =
1

12
(𝑡 − 𝑡′)3(𝛾𝑘𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜃)2 

+(𝑡 − 𝑡′) (𝑘𝑦 −
1

2
𝛾𝑘𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜃 (𝑡 + 𝑡′))

2

+ (𝑡 − 𝑡′)𝑘𝑧
2 

(44) 

 

โด ย  ∫ 𝑒−2𝛤(𝐹(�⃗� ,𝑡)−𝐹(�⃗� ,𝑡′))𝑑3𝑘 =𝐴𝑔(𝑡 − 𝑡′) เมื่ อ 𝐴 = √
3𝜋3

2𝛤3(𝛾 𝑐𝑜𝑠 𝜃)2
 แ ล ะ  𝑔(𝑡 − 𝑡′) =

(𝑡 − 𝑡′)−
5

2  โดยการอินทิเกรตข้างต้นอาศัยสมการที่  (26) 
 

กรณี (b) พิจารณาสมการที่ (23) ที่เวลา 𝑡 นานมากและ 𝜔 มีค่าจ ากัดค่าหน่ึงจะได้ว่า 
 
𝐹(𝑞 , 𝜏) − 𝐹(𝑞 , 𝜏′)

= {(1 +
1

2
(
𝛾

𝜔
)
2

) 𝑞𝑥
2 + (𝑞𝑦 + (

𝛾

𝜔
𝑠𝑖𝑛𝜃)𝑞𝑥)

2

+ 𝑞𝑧
2}(𝜏 − 𝜏′) 

(45) 

 

โดย  ∫ 𝑒−2𝛤(𝐹(�⃗� ,𝑡)−𝐹(�⃗� ,𝑡′))𝑑3𝑘 =𝐴𝑔(𝑡 − 𝑡′)  เมื่อ A = √
π3

8Γ3(1+
1

2
(
γ

ω
)
2
)
  และ𝑔(𝑡 − 𝑡′) =

(𝑡 − 𝑡′)−
3

2  โดยการอินทิเกรตข้างต้นอาศัยจาโคเบียนของการแปลงตัวแปรจาก (𝑞𝑥, 𝑞𝑦, 𝑞𝑧, 𝜏) →

(𝑘𝑥 , 𝑘𝑦, 𝑘𝑧, 𝑡) และสมการที่ (26) 
 

ข้อสังเกตสัญลักษณ์ต่างๆในทั้ง 2 กรณีเขียนเหมือนกัน  แต่เป็นฟังก์ชันที่แตกต่างกันไป
ส าหรับแต่ละกรณีและขั้นตอนถัดไปส าหรับการหาค่า 𝑆(�⃗� , 𝑡) คือการค านวณหา 𝑏(𝑡) โดยกลับไป
พิจารณาสมการที่ (11)  ก าหนดให้ 𝜂(𝑡) ≡ 𝑒−2𝛤𝑏(𝑡) พร้อมแทนสมการที่ (42) ในสมการที่ (11) 
แล้วจัดรูปสมการจะได้สมการใหม่เป็น 
 

𝑑𝜂(𝑡)

𝑑𝑡
= 2𝛤 (𝑟0𝜂(𝑡) +

𝛥𝑢0𝐴𝑔(𝑡)

(2𝜋)3
+

𝐷𝑢0𝐴

(2𝜋)3
∫ 𝜂(𝑡′)𝑔(𝑡 − 𝑡′)𝑑𝑡′

𝑡

0

) (46) 
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หากพิจารณาที่ 𝑡 มีค่ามากและการแปลงลาปลาซ 𝜂(𝑡) → �̅�(𝑠) สมการเชิงอนุพันธ์ที่ (46)  จะ
กลายเป็นสมการเชิงเส้น  หลังจากนั้นท าการแก้สมการเชิงเส้นเพื่อหาค่า  �̅�(𝑠)  แล้วใช้การแปลง   
ผกผันของ Mellin  เพื่อหาการแปลงผกผันของการแปลงลาปลาซ �̅�(𝑠) → 𝜂(𝑡)  โดยตั้งสมมติฐาน
ว่าที่เวลานานมากการแปลงลาปลาซของ 𝑔(𝑡) จะเป็นไปตามสมการ �̅�(𝑠) = ∫ 𝑔(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0
=

∫ 𝑔(𝑡 + 𝛼2)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

0
 โดย 𝛼 คือจ านวนจริงใดที่ 𝛼2 ≪ 1 

 

ในกรณี  (a)  จะได้ว่า  𝜂(𝑡) = (
𝑡

𝑡0
)
−

5

2 หลังจากนั้นน าไปค านวณหาค่า 𝑏(𝑡) และแทนลง
ในสมการที่ (43)  ท าให้ได้ 𝑆(�⃗� , 𝑡) แล้วท าการแปลงฟูเรียร์ผกผันเพื่อหา 𝐶(𝑟 , 𝑡) ตามล าดับท าให้
ได้ผลลัพธ์เป็น 

𝑆(�⃗� , 𝑡) = (𝛥 + 𝐷 (
𝑐1
𝑐′

1
))𝑉3 (

𝑡

𝑡0
)

5
2
𝑒−2𝛤𝐹(�⃗� ,𝑡) (47) 

  

𝐶(𝑟 , 𝑡) =

(𝛥 + 𝐷 (
𝑐1
𝑐′

1
))𝐴

(2𝜋)3𝑡0

5
2

𝑒𝑥𝑝(−
1

8𝛤𝑡
(3 (

2𝑥

𝛾𝑡 𝑐𝑜𝑠 𝜃
+ 𝑦)

2

+ 𝑦2 + 𝑧2)) (48) 

 

เมื่อ 𝑡0

5

2 =
3

4√𝜋
(
𝑐1𝑐′

3−𝑐′
1𝑐3

𝑐′
1
2 ) , 𝛧 =

2𝛤𝐴𝑢0

(2𝜋)3
  

𝑐1 = 1 +
4

3
(

1

2𝛼3)𝛥𝛧  ,  𝑐2 = −
4

3𝛼
𝛥𝛧 , 𝑐3 =

4

3
√𝜋𝛥𝛧 

𝑐1
′ = −

4

3
(

1

2𝛼3)𝐷𝛧 − 2𝛤𝑟0 , 𝑐2
′ = 1 +

4

3𝛼
𝐷𝛧  และ  𝑐3

′ = −
4

3
√𝜋𝛥𝛧 

 
จากสมมติฐานการสเกลเชิงพลวัตจะได้ว่ากฎการเติบโตควรจะอยู่ในรูปแบบ  
 

𝐿𝑥(𝑡) ∼ (𝛾𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑡
3

2  และ 𝐿𝑦(𝑡) ∼ 𝐿𝑧(𝑡) ∼ 𝑡
1

2 (49) 

 

ในกรณี (b)  จะได้ว่า  𝜂(𝑡) = (
𝑡

𝑡0
)
−

3

2  หลังจากนั้นน าไปค านวณหาค่า 𝑏(𝑡) และแทนลง

ในสมการที่ (43)  ท าให้ได้ 𝑆(�⃗� , 𝑡) แล้วท าการแปลงฟูเรียร์ผกผันเพื่อหา 𝐶(𝑟 , 𝑡) ตามล าดับท าให้
ได้ผลลัพธ์เป็น 
 

𝑆(�⃗� , 𝑡) = (𝛥 + 𝐷 (
𝑐1
𝑐′

1
))𝑉3 (

𝑡

𝑡0
)

3
2
𝑒−2𝛤𝐹(�⃗� ,𝑡) (50) 
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𝐶(𝑟 , 𝑡) =

(𝛥 + 𝐷 (
𝑐1
𝑐′

1
))𝐴

(2𝜋)3𝑡0

3
2

𝑒𝑥𝑝(−
1

8𝛤𝑡
(𝛽 (𝑥 −

𝛾

𝜔
𝑦 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜃))

2

+ 𝑦2 + 𝑧2)) (51) 

 

เมื่อ 𝛽 =
1

(1+
1

2
(
𝛾

𝜔
)
2
)
  ,𝑡0

3

2 =
1

2√𝜋
(
𝑐2𝑐′

1−𝑐′
2𝑐1

𝑐′
1
2 ), 𝛧 =

2𝛤𝐴𝑢0

(2𝜋)3
 

𝑐1 = 1 +
2𝛥𝛧

𝛼
, 𝑐2 = −2√𝜋𝛥𝛧 

𝑐1
′ = −

2𝐷𝛧

𝛼
− 2𝛤𝑟0 และ 𝑐2

′ = 2√𝜋𝐷𝛧 
 
จากสมมติฐานการสเกลเชิงพลวัตจะได้ว่ากฎการเติบโตควรจะอยู่ในรูปแบบ  
 

𝐿𝑥(𝑡) ∼ 𝐿𝑦(𝑡) ∼ 𝐿𝑧(𝑡) ∼ 𝑡
1
2 (52) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

บทที่ 5 
แบบจ าลองไอซิงในปริภูมพิื้นที่ 2 มิต ิ

 
 เพื่อเป็นการยืนยันผลการค านวณจากบทที่ 3 และ 4  เราจึงตั้งสมมติฐานต่อไปว่า  ระบบที่มี
พารามิเตอร์การจัดระเบียบแบบไม่อนุรักษ์ที่เป็นปริมาณเวกเตอร์หลายองค์ประกอบอยู่ในกลุ่มความ
เป็นสากลเดียวกันกับแบบจ าลองไอซิง  และเนื่องจากแบบจ าลองไอซิงสามารถจ าลองได้ด้วย
คอมพิวเตอร์  เราจึงสร้างแบบจ าลองมอนติคาร์โลของแบบจ าลองไอซิงเพื่อเทียบผลการค านวณ 
 โดยในบทนี้จะอธิบายถึงหลักการพื้นฐานของการจ าลองมอนติคาร์โลของแบบจ าลองไอซิงใน
ปริภูมิพื้นที่ 2 มิติ  โดยที่ในหัวข้อที่ 5.1 จะเป็นการอธิบายถึงแบบจ าลองไอซิงที่ไม่อยู่ภายใต้อิทธิพล
ของการเฉือน  ส่วนในหัวข้อที่ 5.2 จะเป็นการน าหลักการในหัวข้อที่ 5.1 มาพัฒนาให้เป็นแบบจ าลอง
ไอซิงที่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการเฉือนแบบเคลื่อนที่สลับ  และในหัวข้อสุดท้ายจะกล่าวถึงเงื่อนไขของ
การเฉือนที่ใช้ในการจ าลอง  ผลลัพธ์ของการจ าลอง  และการน าผลลัพธ์ที่ได้ไปเปรียบเทียบกับ
งานวิจัยอืน่เพื่อพิจารณาว่าแบบจ าลองไอซิงในปริภูมิพื้นที่ 2 มิติที่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการเฉือนแบบ
เคลื่อนที่สลับจะมีพฤติกรรมอย่างไรในเงื่อนไขการเฉือนแบบต่างๆ 
 ซึ่งงานวิจัยอื่นที่ใช้ในการพิจารณาพฤติกรรมของระบบ  ได้แก่ แบบจ าลองไอซิงในปริภูมิ
พื้นที่ 2 มิติที่ไม่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการเฉือน [8]  พบว่าระบบดังกล่าวจะมีกฎการเติบโตเป็น  

𝐿𝑥(𝑡) ∼ 𝑡
1

2  และ  𝐿𝑦(𝑡) ∼ 𝑡
1

2  และแบบจ าลองไอซิงในปริภูมิพื้นที่ 2 มิติที่อยู่ภายใต้อิทธิพลของ

การเฉือนแบบสม่ าเสมอ [9] พบว่าระบบดังกล่าวจะมีกฎการเติบโตเป็น 𝐿𝑥(𝑡) ∼ 𝑡(𝑙𝑛 𝑡)
1

4  และ 

𝐿𝑦(𝑡) ∼ (𝑙𝑛 𝑡)−
1

4 
 
5.1 แบบจ าลองมอนติคาร์โลของแบบจ าลองไอซิงในปริภูมิพื้นที่ 2 มิติ ที่ไม่อยู่ภายใต้อิทธิพลของ
การเฉือน 
 แบบจ าลองไอซิง คือแบบจ าลองที่สมมติว่าระบบมีลักษณะเป็นแลตทิซจัตุรัส 𝛬 โดยที่อะตอม
ที่ต าแหน่ง (x,y) มีค่า “สปิน” 𝜎𝑥,𝑦 ได้ 2 สถานะ  เช่น {1,-1} หรือ {1,0} เป็นต้น  ส าหรับระบบที่มี

สถานะเป็น {1,-1}  จะมีฮามิลโทเนียนส าหรับการเรียงตัว“สปิน” 𝜎 = [

𝜎1,1 … 𝜎ℓ,1

⋮ ⋱ ⋮
𝜎1,ℓ … 𝜎ℓ,ℓ

]  เท่ากับ 

 

𝐻𝛬(𝜎) = − ∑ 𝐽𝑟𝑟′𝜎𝑥,𝑦𝜎𝑥′,𝑦′

<𝑟𝑟′>

 (53) 
 

โดยที่  ∑ <𝑟𝑟′>   แทนผลรวมของทุกคู่ของอะตอมในแลตทิซที่เป็นไปได้ 
 𝐽𝑟𝑟′  คือ  อันตรกิริยาระหว่างคู่อะตอมที่พิจารณาอยู่ 
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 ส าหรับการจ าลองพลวัตของแบบจ าลองไอซิงในปริภูมิพื้นที่ 2 มิตินิยมใช้กระบวนการกลับ
สปินเดี่ยว (Single-spin flip) ที่ใช้แบบจ าลองมอนติคาร์โล  โดยในวิทยานิพนธ์ฉบับนี้จะอธิบาย
แบบจ าลองมอนติคาร์โลที่ใช้วิธีการแบบเมโทรโพลิส (Metropolis method) [5] กล่าวคือ ความ
น่าจะเป็นของการส่งผ่านในสมการควบคุมหลักที่ใช้อธิบายระบบมีค่า 
 

𝜇(𝑎 → 𝑏) = {𝑒
−𝛽(𝐻(𝑏)−𝐻(𝑎)); 𝐻(𝑏) − 𝐻(𝑎) ≥ 0

1; 𝐻(𝑏) − 𝐻(𝑎) < 0
 (54) 

  
และเพื่อความง่าย ฮามิลโทเนียนจะถูกค านวณเฉพาะอะตอมที่อยู่ใกล้ที่สุด  (Nearest neighbor 
atoms)  และค่า 𝐽𝑥𝑦 = 𝐽 เป็นค่าคงที่  เมื่อ 𝛽 =

1

𝑘𝐵𝑇
  โดยที่ 𝑇 คืออุณหภูมิ  ส าหรับแบบจ าลอง   

ไอซิงในปริภูมิพื้นที่ 2 มิติจะมีค่าอุณหภูมิวิกฤติอยู่ที่ 𝑇𝑐 ≈
2.269𝐽

𝑘𝐵
  [5] 

ขั้นตอนการจ าลองพลวัตการจัดระเบียบเฟสของแบบจ าลองไอซิงที่ไม่มีการเฉือน  มีดังนี้ 
1.  เริ่มต้นระบบที่สุ่มอย่างสม่ าเสมอ โดยแทนการจัดเรียงตัวของ “สปิน” ℓ2 ตัว ด้วย 

𝜎 = [

𝜎1,1 … 𝜎ℓ,1

⋮ ⋱ ⋮
𝜎1,ℓ … 𝜎ℓ,ℓ

] 

 2.  ค านวณหาค่าพลังงานของระบบ 𝐻(𝜎𝑥,𝑦) แล้วเลือก “สปิน” 𝜎𝑥,y ใดๆในระบบแบบสุ่ม 
 3.  กลับสถานะของ “สปิน” 𝜎𝑥,𝑦 แล้วค านวณหาค่าพลังงานของระบบ 𝐻(−𝜎𝑥,𝑦) และ
ผลต่างของพลังงาน ∆𝐸 = 𝐻(−𝜎𝑥,𝑦) − 𝐻(𝜎𝑥,𝑦) 

4.  สร้างการสุ่มแบบสม่ าเสมอของตัวแปร r ที่มีค่าระหว่าง 0 ถึง 1 ขึ้น เพื่อเทียบกับค่า
𝜇(𝜎𝑥,𝑦 → −𝜎𝑥,𝑦) ถ้า 𝑟 ≤ 𝜇(𝜎𝑥,𝑦 → −𝜎𝑥,𝑦)  ให้คงสถานะไว้ แต่ถ้า 𝑟 > 𝜇(𝜎𝑥,𝑦 → −𝜎𝑥,𝑦) 
ให้ “สปิน” 𝜎𝑥 กลับไปค่าเดิม 
 5.  ค านวณหาปริมาณทางฟิสิกส์ที่สนใจส าหรับการจัดเรียงตัวปัจจุบันของระบบ 
 6.  ท าซ้ าขั้นตอนที่ 2 ถึง 5 จนกว่าจะได้จ านวนข้อมูลที่มากพอ โดยถ้าท าซ้ าเป็นจ านวน
เท่ากับขนาดของระบบยกก าลังสองครั้ง จะเรียกว่า 1 ขั้นมอนติคาร์โล (Monte Carlo step (MCS)) 
 รูปที่ 4 แสดงตัวอย่างของแบบจ าลองมอนติคาร์โลของการเติบโต“โดเมน”ของแบบจ าลอง
มอนติคาร์โลของแบบจ าลองไอซิงในปริภูมิพื้นที่  2 มิติ ที่ไม่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการเฉือน  จะ
สังเกตเห็นว่าเมื่อเวลาผ่านไป“โดเมน”ของระบบจะมีขนาดใหญ่ข้ึน 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 26 

 
รูปที่ 4 แสดงแบบจ่าลองมอนติคาร์โลของการเติบโต“โดเมน”ของแบบจ่าลองไอซิงในปริภูมิพื้นที่ 2 
มิติ  ที่อุณหภูมิเท่ากับ 0 K (จาก Kissner [10])  โดยที่ระบบมีขนาด 256x256 และแต่ละภาพถูกถ่าย
เมื่อ MCS เท่ากับ 5 , 15, 60 และ 200  จากซ้ายไปขวา  หลังจากที่ระบบถูกลดอุณหภูมิอย่าง
รวดเรว็จากอุณหภูมิสูง 
 

5.2 แบบจ าลองมอนติคาร์โลของแบบจ าลองไอซิงในปริภูมิพื้นที่ 2 มิติ ที่อยู่ภายใต้อิทธิพลของ
การเฉือนแบบเคลื่อนที่สลับ 

การจ าลองมอนติคาร์โลพลวัตของแบบจ าลองไอซิงในปริภูมิพื้นที่ 2 มิติในงานวิทยานิพนธ์
ฉบับนี้ได้ดัดแปลงมาจากงานของชิชิลโล โกนเนลลาและซาราคโค [9] ซึ่งคล้ายกับมอนติคาร์โลของ
ระบบที่ไม่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการเฉือนที่กล่าวไว้ในบทย่อยที่ 5.1 โดยก าหนดให้แบบจ าลองมี
ลักษณะเป็นแลตทิซจัตุรัส 𝛬 ที่มีความยาวแต่ละด้าน ℓ และมีเงื่อนไขขอบแบบคาบส าหรับแกน x 
กล่าวคือ 𝜎ℓ+1,𝑦 = 𝜎1,𝑦 แต่มีเงื่อนไขขอบแบบอิสระส าหรับแกน y  “สปิน” ของแต่ละจุดในแลตทิซ
มีค่าได้สองค่า คือ +1 หรือ -1  ก าหนดให้ 𝛺 แทนเซตของการจัดเรียงตัวที่เป็นไปได้ทั้งหมดของ
แบบจ าลอง  และ 𝜎𝑥,𝑦 เป็นค่าของ “สปิน” ณ จุด (x,y) ในการจัดเรียงแบบ 𝜎  ฮามิลโทเนียนของ
แบบจ าลองคือ 

 

𝐻𝛬(𝜎) = −𝐽 ∑ ∑ 𝜎𝑥,𝑦𝜎𝑥+1,𝑦

ℓ

𝑦=1

ℓ

𝑥=1

− 𝐽 ∑ ∑ 𝜎𝑥,𝑦𝜎𝑥,𝑦+1

ℓ−1

𝑦=1

ℓ

𝑥=1

 (55) 

 
 ก าหนดให้ หนึ่งหน่วยเวลา (time unit (TU)) คือ 1 MCS กล่าวคือ ท าตามขั้นที่ 2 - 5 ที่จะ
กล่าวถัดไปเป็นจ านวน  ℓ2 ครั้ง  และก าหนดให้จ านวน 𝜏 คือจ านวนที่หาร ℓ2 ลงตัว 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 27 

ขั้นที่ 1 ก าหนดให้ 𝑡 = 0 และ 𝑖 = 0  และสุ่มค่า “สปิน” ของแต่ละจุดของระบบ  โดยให้มี
ความน่าจะเป็นที่ค่าจะเท่ากับ +1 หรือ -1 เท่ากัน และเรียกการจัดเรียงในขั้นนี้ว่า 𝜎0 

ขั้นที่ 2 ก าหนดให้ 𝑖 = 𝑖 + 1  แล้วด าเนินตามขั้นตอนที่ 2 – 4 ที่กล่าวไว้ในบทย่อยที่ 5.1 
ขั้นที่ 3 ถ้า 𝑖 มีค่าเป็นจ านวนเท่าของ 𝜏 แล้ว 𝜆 จะถูกก าหนดให้เท่ากับจ านวนเต็มของ 

𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔(𝑡 +
𝑖

ℓ2) + 𝜃) เมื่อ 𝐴 คือ จ านวนจริง 𝜔 และ𝜃  คือความถี่และเฟสเริ่มต้นของการเฉือน
ตามล าดับ  ต่อจากนั้นท าการสุ่มแถวของแลตทิซด้วยความน่าจะเป็นสม่ าเสมอ 1

ℓ
 และ  ถ้า 𝑌  คือ

แถวที่ถูกเลือก  แล้ว ทุกแถว 𝑦 ที่ 𝑦 ≥ 𝑌 จะถูกเลื่อนไปด้วยค่า 𝜆 โดยถ้า 𝜆 มีค่าเป็นบวกให้เลื่อนไป
ทางขวา  และถ้า 𝜆 มีค่าเป็นลบให้เลื่อนไปทางซ้าย 

ขั้นที่ 4 ถ้า 𝑖 < ℓ2 ให้กลับไปท าขั้นที่ 2 ในทางกลับกันถ้า 𝑖 = ℓ2 ก าหนดให้ 𝜎𝑡+1 
ขั้นที่ 5 ก าหนดให้ 𝑡 = 𝑡 + 1 และ 𝑖 = 0  แล้วเริ่มท าขั้นที่ 2 ใหม ่

จากขั้นตอนกล่าวมาข้างต้นสามารถพิสูจน์ได้ว่า 𝛾 =
𝐴ℓ

𝜏
 [9] 

 
5.3 การจ าลองแบบจ าลองไอซิงในปริภูมิพื้นท่ี 2 มิติ ภายใต้การเฉือนแบบเคลื่อนที่สลับ 

ในการจ าลองไอซิงในปริภูมิพื้นที่ 2 มิติ  ภายใต้อิทธิพลของการเฉือนแบบเคลื่อนที่สลับครั้งนี้  
ได้ก าหนดให้ขนาดของระบบ ℓ มีค่า 4,096 และ 2,048  อัตราการเฉือนมีค่า 𝛾 =

1

8
  ช่วงเวลาที่

สังเกตคือ 0 ถึง 2,000 TU และ 𝛽𝐽 = 2  เมื่อ 𝛽 =
1

𝑘𝐵𝑇
 เพราะจากงานวิจัยก่อนหน้าพบว่าจุดวิกฤติ

ของแบบจ าลองไอซิงในปริภูมิพื้นที่ 2 มิติมีค่า  𝛽𝐽 ≈ 0.44  [5]  โดยจะท าการจ าลองภายใต้การ
ก าหนดค่าเฟสเริ่มต้นและความถ่ีของการเฉือนตามตารางข้างล่าง 
 

คาบ 
 2𝜋/𝜔  

(TU) 

1/64 
ℓ =4,096 

1/48 
ℓ =2,048 

1/24 
ℓ =2,048 

100,000 
ℓ =4,096 

เฟสเริ่มต้น𝜃 

(ดีกรี) 

0 
5 
10 
45 
80 
85 
90 

ตารางที่ 1 แสดงเงื่อนไขที่ใช้ในการจา่ลองระบบ 
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เมื่อได้ผลลัพธ์จากการจ าลองแล้ว  ท าการค านวณค่าฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันโดยแยก
พิจารณาเป็นฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันในแนวแกน x  และฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันใน
แนวแกน y โดยใช้ค่าเฉลี่ยอองซอมเบิลและค่าเฉลี่ยเชิงปริภูมิพื้นที่ (Spatial average) ร่วมกัน 
ดังสมการที่แสดงอยู่ข้างล่าง  

𝐶𝑥(𝑟, 𝑡) =
1

3ℓ2
∑ ∑ ∑{𝜎𝑥,𝑦

(𝑘)(𝑡)𝜎𝑥+𝑟,𝑦
(𝑘) (𝑡) + 𝜎𝑥,𝑦

(𝑘)
(𝑡)𝜎𝑥−𝑟,𝑦

(𝑘)
(𝑡)}

ℓ

𝑦=1

3ℓ
4⁄

𝑥=ℓ
4⁄ +1

3

𝑘=1

 

𝐶𝑦(𝑟, 𝑡) =
1

3ℓ2
∑ ∑ ∑ {𝜎𝑥,𝑦

(𝑘)(𝑡)𝜎𝑥,𝑦+𝑟
(𝑘) (𝑡) + 𝜎𝑥,𝑦

(𝑘)
(𝑡)𝜎𝑥,𝑦−𝑟

(𝑘)
(𝑡)}

3ℓ
4⁄

𝑦=ℓ
4⁄ +1

ℓ

𝑥=1

3

𝑘=1

 

 

โดย 0 ≤ 𝑟 ≤ ℓ
4⁄  และ𝑘 คือเลขล าดับที่ของค่าเริ่มต้นของระบบ 

 จากการผลการจ าลอง  เราสามารถสร้างกราฟของฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันได้  โดย
รูปที่ 5 แสดงกราฟของฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันในทิศแกน x โดยความถี่ของการเฉือนมีค่า
เท่ากับ 0.00001 1/TU และ เฟสเริ่มต้นเท่ากับ 0 โดยกราฟแต่ละเส้นมีเวลาห่างกัน 200 TU รูปที่  6  
แสดงกราฟจากรูปที่ 5 ที่ถูกสเกลด้วยกฎการเติบโตของระบบที่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการเฉือนแบบ

สม่ าเสมอ 𝐿𝑥(𝑡) ∼ 𝑡(𝑙𝑛 𝑡)
1

4   รูปที่ 7 แสดงกราฟจากรูปที่ 5 ที่ถูกสเกลด้วยกฎการเติบโตของระบบ

ที่ไม่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการเฉือน 𝐿𝑥(𝑡) ∼ 𝑡
1

2  และรูปที่ 8 แสดง“สปินโดเมน”ของระบบที่มีการ
เฉือนที่ความถี่เท่ากับ 0.00001 1/TU และ เฟสเริ่มต้นเท่ากับ 0 ณ เวลา 1,000 TU 
 จะสังเกตเห็นว่ากราฟที่ถูกสเกลด้วยกฎการเติบโตของระบบที่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการเฉือน
แบบสม่ าเสมอ (รูปที่ 6) จะซ้อนทับสนิทกันมากกว่ากราฟที่ถูกสเกลด้วยกฎการเติบโตของระบบที่ไม่
อยู่ภายใต้อิทธิพลของการเฉือน (รูปที่ 7)  และเมื่อพิจารณาการซ้อนทับสนิทกันของกราฟฟังก์ชัน
สหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันในทิศแกน y (ภาคผนวก ค) ภายใต้เง่ือนไขการเฉือนเดียวกัน  เราก็จะพบว่า
กราฟฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันในทิศแกน y ที่ถูกสเกลด้วยกฎการเติบโตของระบบที่อยู่ภายใต้

อิทธิพลของการเฉือนแบบสม่ าเสมอ 𝐿𝑦(𝑡) ∼ (𝑙𝑛 𝑡)−
1

4 จะซ้อนทับกันสนิทกันมากกว่ากราฟฟังก์ชัน
สหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันในทิศแกน y ที่ถูกสเกลด้วยกฎการเติบโตของระบบที่ไม่อยู่ภายใต้อิทธิพล

ของการเฉือน 𝐿𝑦(𝑡) ∼ 𝑡
1

2  ซึ่งสอดคล้องกันกับการพิจารณาในแกน x  
 จากข้อความข้างต้นแสดงให้เห็นว่า  หากสมมติฐานการสเกลเชิงพลวัตเป็นจริง  แบบจ าลอง
ไอซิงในปริภูมิพื้นที่ 2 มิติที่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการเฉือนแบบเคลื่อนที่สลับ  ที่ความถี่ของการเฉือน
มีค่าเท่ากับ 0.00001 1/TU และ เฟสเริ่มต้นเท่ากับ 0  ในช่วงเวลา 2,000 TU จะประพฤติเสมือนว่า
อยู่ภายใต้การเฉือนแบบสม่ าเสมอ 
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รูปที่ 5 แสดงกราฟของฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันในทิศแกน x ความถี่ของการเฉือนมีค่าเท่ากับ 
0.00001 1/TU และ เฟสเริ่มต้นเท่ากับ 0 โดยกราฟแต่ละเส้นเวลาห่างกัน 200 TU 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝐶𝑥(𝑟, 𝑡) 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 
 

𝑟 
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รูปที่ 6 แสดงกราฟจากรูปที่ 5 ที่ถูกสเกลด้วยกฎการเติบโตของระบบที่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการ
เฉือนแบบสม่่าเสมอ 
 
 
 
 
 
 
 

𝐶𝑥 (
𝑟

𝑡(𝑙𝑛 𝑡)
1
4

, 𝑡) 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 
 

𝑟

𝑡(𝑙𝑛 𝑡)
1
4
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รูปที่ 7 แสดงกราฟจากรูปที่ 5 ที่ถูกสเกลด้วยกฎการเติบโตของระบบที่ไม่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการ
เฉือน 
 
 
 
 
 
 
 
 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 
 

𝐶𝑥 (
𝑟

𝑡
1
2

, 𝑡) 

𝑟

𝑡
1
2
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รูปที่ 8 แสดง“สปินโดเมน”ของระบบที่มีการเฉือนที่ความถี่เท่ากับ 0.00001 1/TU และ เฟสเริ่มต้น
เท่ากับ 0 ณ เวลา 1,000 TU 
 
 รูปที่ 9 แสดงกราฟของฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันในทิศแกน x โดยความถี่ของการ
เฉือนมีค่าเท่ากับ 0.00001 1/TU และเฟสเริ่มต้นเท่ากับ 90 โดยกราฟแต่ละเส้นมีเวลาห่างกัน  
200 TU  รูปที่  10  แสดงกราฟจากรปูที่ 9 ที่ถูกสเกลด้วยกฎการเติบโตของระบบที่อยู่ภายใต้อิทธพิล

ของการเฉือนแบบสม่ าเสมอ 𝐿𝑥(𝑡) ∼ 𝑡(𝑙𝑛 𝑡)
1

4   รูปที่ 11 แสดงกราฟจากรูปที่ 9 ที่ถูกสเกลด้วยกฎ

การเติบโตของระบบที่ไม่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการเฉือน 𝐿𝑥(𝑡) ∼ 𝑡
1

2  และรูปที่ 12 แสดง“สปิน
โดเมน”ของระบบที่มีการเฉือนที่ความถี่เท่ากับ 0.00001 1/TU และเฟสเริ่มต้นเท่ากับ 90 ณ เวลา 
1,000 TU 
 จะสังเกตเห็นว่ากราฟที่ถูกสเกลด้วยกฎการเติบโตของระบบที่ไม่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการ
เฉือน (รูปที่ 11) จะซ้อนทับสนิทกันมากกว่ากราฟที่ถูกสเกลด้วยกฎการเติบโตของระบบที่อยู่ภายใต้
อิทธิพลของการเฉือนแบบสม่ าเสมอ (รูปที่ 10)  และเมื่อพิจารณาการซ้อนทับสนิทกันของกราฟ
ฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันในทิศแกน y (ภาคผนวก ค) ภายใต้เงื่อนไขการเฉือนเดียวกัน  เราก็
จะพบว่ากราฟฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันในทิศแกน y ที่ถูกสเกลด้วยกฎการเติบโตของระบบที่

ไม่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการเฉือน 𝐿𝑦(𝑡) ∼ 𝑡
1

2 จะซ้อนทับกันสนิทกันมากกว่ากราฟฟังก์ชัน
สหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันในทิศแกน y ที่ถูกสเกลด้วยกฎการเติบโตของระบบที่อยู่ภายใต้อิทธิพลของ

การเฉือนแบบสม่ าเสมอ 𝐿𝑦(𝑡) ∼ (𝑙𝑛 𝑡)−
1

4 ซึ่งสอดคล้องกันกับการพิจารณาในแกน x 
 จากข้อความข้างต้นแสดงให้เห็นว่า  หากสมมติฐานการสเกลเชิงพลวัตเป็นจริง  แบบจ าลอง
ไอซิงในปริภูมิพื้นที่ 2 มิติที่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการเฉือนแบบเคลื่อนที่สลับ  ที่ความถี่ของการเฉือน
มีค่าเท่ากับ 0.00001 1/TU และ เฟสเริ่มต้นเท่ากับ 90  ในช่วงเวลา 2,000 TU จะประพฤติเสมือน
ว่าไม่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการเฉือน 
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รูปที่ 9 แสดงกราฟของฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันในทิศแกน x ความถี่ของการเฉือนมีค่าเท่ากับ 
0.00001 1/TU และ เฟสเริ่มต้นเท่ากับ 90 โดยกราฟแต่ละเส้นเวลาห่างกัน 200 TU 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝐶𝑥(𝑟, 𝑡) 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 
 

𝑟 
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รูปที่ 10 แสดงกราฟจากรูปที่ 9 ที่ถูกสเกลด้วยกฎการเติบโตของระบบที่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการ
เฉือนแบบสม่่าเสมอ 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

𝐶𝑥 (
𝑟

𝑡(𝑙𝑛 𝑡)
1
4

, 𝑡) 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 
 

𝑟

𝑡(𝑙𝑛 𝑡)
1
4
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รูปที่ 11 แสดงกราฟจากรูปที่ 9 ที่ถูกสเกลด้วยกฎการเติบโตของระบบที่ไม่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการ
เฉือน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝐶𝑥 (
𝑟

𝑡
1
2

, 𝑡) 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 
 

𝑟

𝑡
1
2
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รูปที่ 12 แสดง“สปินโดเมน”ของระบบที่มีการเฉือนที่ความถี่เท่ากับ 0.00001 1/TU และ เฟสเริ่มต้น
เท่ากับ 90 ณ เวลา 1,000 TU 
 
 รูปที่ 13 แสดงกราฟของฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันในทิศแกน y โดยความถี่ของการ
เฉือนมีค่าเท่ากับ 64 1/TU และ เฟสเริ่มต้นเท่ากับ 0 โดยกราฟแต่ละเส้นมีเวลาห่างกัน 100 TU  
รูปที่  14  แสดงกราฟจากรูปที่ 13 ที่ถูกสเกลด้วยกฎการเติบโตของระบบที่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการ

เฉือนแบบสม่ าเสมอ 𝐿𝑦(𝑡) ∼ (𝑙𝑛 𝑡)−
1

4   รูปที่ 15 แสดงกราฟจากรูปที่ 13 ที่ถูกสเกลด้วยกฎการ

เติบโตของระบบที่ไม่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการเฉือน 𝐿𝑦(𝑡) ∼ 𝑡
1

2  และรูปที่ 16 แสดง“สปินโดเมน”
ของระบบที่มีการเฉือนที่ความถี่เท่ากับ 64  1/TU และ เฟสเริ่มต้นเท่ากับ 0 ณ เวลา 1,000 TU 
 จะสังเกตเห็นว่ากราฟที่ถูกสเกลด้วยกฎการเติบโตของระบบที่ไม่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการ
เฉือน (รูปที่ 15) จะซ้อนทับสนิทกันมากกว่ากราฟที่ถูกสเกลด้วยกฎการเติบโตของระบบที่อยู่ภายใต้
อิทธิพลของการเฉือนแบบสม่ าเสมอ (รูปที่ 14)  และเมื่อพิจารณาการซ้อนทับสนิทกันของกราฟ
ฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันในทิศแกน x (ภาคผนวก ค) ภายใต้เงื่อนไขการเฉือนเดียวกัน  เราก็
จะพบว่ากราฟฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันในทิศแกน x ที่ถูกสเกลด้วยกฎการเติบโตของระบบที่

ไม่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการเฉือน 𝐿𝑥(𝑡) ∼ 𝑡
1

2 จะซ้อนทับกันสนิทกันมากกว่ากราฟฟังก์ชัน
สหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันในทิศแกน x ที่ถูกสเกลด้วยกฎการเติบโตของระบบที่อยู่ภายใต้อิทธิพลของ

การเฉือนแบบสม่ าเสมอ 𝐿𝑥(𝑡) ∼ 𝑡(𝑙𝑛 𝑡)
1

4 ซึ่งสอดคล้องกันกับการพิจารณาในแกน y 
 จากข้อความข้างต้นแสดงให้เห็นว่า  หากสมมติฐานการสเกลเชิงพลวัตเป็นจริง  แบบจ าลอง
ไอซิงในปริภูมิพื้นที่ 2 มิติที่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการเฉือนแบบเคลื่อนที่สลับ  ที่ความถี่ของการเฉือน
มีค่าเท่ากับ 64 1/TU และ เฟสเริ่มต้นเท่ากับ 0  ในช่วงเวลา 1,000 TU จะประพฤติเสมือนว่าไม่อยู่
ภายใต้อิทธิพลของการเฉือน 
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รูปที่ 13 แสดงกราฟของฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันในทิศแกน y ความถี่ของการเฉือนมีค่า
เท่ากับ 64 1/TU และ เฟสเริ่มต้นเท่ากับ 0 โดยกราฟแต่ละเส้นเวลาหา่งกัน 100 TU 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝐶𝑦(𝑟, 𝑡) t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 
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รูปที่ 14 แสดงกราฟจากรูปที่ 13 ที่ถูกสเกลด้วยกฎการเติบโตของระบบที่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการ
เฉือนแบบสม่่าเสมอ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝐶𝑦 (
𝑟

(𝑙𝑛 𝑡)−
1
4

, 𝑡) 
t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 
 

𝑟

(𝑙𝑛 𝑡)−
1
4
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รูปที่ 15 แสดงกราฟจากรูปที่ 13 ที่ถูกสเกลด้วยกฎการเติบโตของระบบที่ไม่อยู่ภายใต้อิทธิพลของ
การเฉือน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝐶𝑦 (
𝑟

𝑡
1
2

, 𝑡) 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 
 

𝑟

𝑡
1
2
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รูปที่ 16 แสดง“สปินโดเมน”ของระบบที่มีการเฉือนที่ความถี่เท่ากับ 64  1/TU และ เฟสเริ่มต้น
เท่ากับ 0 ณ เวลา 1,000 TU 
 
 รูปที่ 17 แสดงกราฟของฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันในทิศแกน y โดยความถี่ของการ
เฉือนมีค่าเท่ากับ 64 1/TU และ เฟสเริ่มต้นเท่ากับ 90 โดยกราฟแต่ละเส้นมีเวลาห่างกัน 100 TU  
รูปที่  18  แสดงกราฟจากรูปที่ 17 ที่ถูกสเกลด้วยกฎการเติบโตของระบบที่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการ

เฉือนแบบสม่ าเสมอ 𝐿𝑦(𝑡) ∼ (𝑙𝑛 𝑡)−
1

4   รูปที่ 19 แสดงกราฟจากรูปที่ 17 ที่ถูกสเกลด้วยกฎการ

เติบโตของระบบที่ไม่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการเฉือน 𝐿𝑦(𝑡) ∼ 𝑡
1

2  และรูปที่ 20 แสดง“สปินโดเมน”
ของระบบที่มีการเฉือนที่ความถี่เท่ากับ 64  1/TU และ เฟสเริ่มต้นเท่ากับ 90 ณ เวลา 1,000 TU 
 จะสังเกตเห็นว่ากราฟที่ถูกสเกลด้วยกฎการเติบโตของระบบที่ไม่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการ
เฉือน (รูปที่ 19) จะซ้อนทับสนิทกันมากกว่ากราฟที่ถูกสเกลด้วยกฎการเติบโตของระบบที่อยู่ภายใต้
อิทธิพลของการเฉือนแบบสม่ าเสมอ (รูปที่ 18)  และเมื่อพิจารณาการซ้อนทับสนิทกันของกราฟ
ฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันในทิศแกน x (ภาคผนวก ค) ภายใต้เงื่อนไขการเฉือนเดียวกัน  เราก็
จะพบว่ากราฟฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันในทิศแกน x ที่ถูกสเกลด้วยกฎการเติบโตของระบบที่

ไม่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการเฉือน 𝐿𝑥(𝑡) ∼ 𝑡
1

2 จะซ้อนทับกันสนิทกันมากกว่ากราฟฟังก์ชัน
สหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันในทิศแกน x ที่ถูกสเกลด้วยกฎการเติบโตของระบบที่อยู่ภายใต้อิทธิพลของ

การเฉือนแบบสม่ าเสมอ 𝐿𝑥(𝑡) ∼ 𝑡(𝑙𝑛 𝑡)
1

4 ซึ่งสอดคล้องกันกับการพิจารณาในแกน y 
 จากข้อความข้างต้นแสดงให้เห็นว่า  หากสมมติฐานการสเกลเชิงพลวัตเป็นจริง  แบบจ าลอง
ไอซิงในปริภูมิพื้นที่ 2 มิติที่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการเฉือนแบบเคลื่อนที่สลับ  ที่ความถี่ของการเฉือน
มีค่าเท่ากับ 64 1/TU และ เฟสเริ่มต้นเท่ากับ 90  ในช่วงเวลา 1,000 TU จะประพฤติเสมือนว่าไม่อยู่
ภายใต้อิทธิพลของการเฉือน 
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รูปที่ 17 แสดงกราฟของฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่เวลาเท่ากันในทิศแกน y ความถี่ของการเฉือนมีค่า
เท่ากับ 64 1/TU และ เฟสเริ่มต้นเท่ากับ 90 โดยกราฟแต่ละเส้นเวลาหา่งกัน 100 TU 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝐶𝑦(𝑟, 𝑡) 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 
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รูปที่ 18 แสดงกราฟจากรูปที่ 17 ที่ถูกสเกลด้วยกฎการเติบโตของระบบที่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการ
เฉือนแบบสม่่าเสมอ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝐶𝑦 (
𝑟

(𝑙𝑛 𝑡)−
1
4

, 𝑡) 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 
 

𝑟

(𝑙𝑛 𝑡)−
1
4
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รูปที่ 19 แสดงกราฟจากรูปที่ 17 ที่ถูกสเกลด้วยกฎการเติบโตของระบบที่ไม่อยู่ภายใต้อิทธิพลของ
การเฉือน 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 20 แสดง“สปินโดเมน”ของระบบที่มีการเฉือนที่ความถี่เท่ากับ 64  1/TU และ เฟสเริ่มต้น
เท่ากับ 90 ณ เวลา 1,000 TU 

𝐶𝑦 (
𝑟

𝑡
1
2

, 𝑡) 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 
 

𝑟

𝑡
1
2
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 เมื่อท าการวิเคราะห์การซ้อนทับสนิทกันของกราฟฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่ถูกสเกลด้วยกฎการ
เติบโตของระบบที่อยู่ภายใต้การเฉือนแบบสม่ าเสมอและกฎการเติบโตของระบบที่ไม่อยู่ภายใต้
อิทธิพลของการเฉือน  ทั้งในแนวแกน x และ แนวแกน y  ตามเงื่อนไขของการเฉือนในตารางที่ 1  
เราสามารถน าผลการวิเคราะห์ในแต่ละเงื่อนไขของการเฉือนมาสร้างแผนภาพเฟสของแบบจ าลองได้  
ดังแสดงในรูปที่ 21  จากภาพเราจะพบว่าระบบมี 2 พฤติกรรมเช่นเดียวกับระบบที่พิจารณาในบทที่ 
3 และ 4  กล่าวคือที่ความถี่จ ากัดค่าหนึ่ง (32 , 48 และ 64 1/TU) ระบบจะประพฤติเสมือนว่าไม่อยู่
ภายใต้อิทธิพลของการเฉือนซึ่งแทนด้วยจุดสีแดง  ส่วนที่ความถี่ต่ า (0.00001 1/TU)  ระบบจะ
ประพฤติเสมือนว่าอยู่ภายใต้อิทธิพลของการเฉือนแบบสม่ าเสมอซึ่งแทนด้วยจุดสีเหลือง  ส่วนจุดสีส้ม
คือส่วนที่แตกต่างจากการค านวณในบทที่ 3 และ 4 แทนสถานะของระบบที่ยังระบุไม่ได้  สาเหตุที่เรา
ไม่สามารถระบุสถานะได้  เป็นเพราะกราฟฟังก์ชันสหสัมพันธ์ที่ถูกสเกลด้วยกฎการเติบโตแบบต่างๆ  
ไม่มีการซ้อนทับกัน 
 ข้อจ ากัดในการพิจารณาแผนภาพนี้คือ ภาพนี้เป็นเพียงแผนภาพเฟสของแบบจ าลองไอซิงใน
ปริภูมิพื้นที่ 2 มิติ  ภายใต้อิทธิพลของการเฉือนแบบเคลื่อนที่สลับที่มีขนาดของระบบที่จ ากัด  และ
ในช่วงเวลา 0 ถึง 2,000 TU  หากท าการจ าลองในช่วงความถ่ีและเฟสเริ่มต้นของการเฉือนในค่าอื่นๆ
และช่วงเวลาในการจ าลองช่วงอื่นอาจจะได้ผลลัพธ์ที่ไม่สอดคล้องกับการค านวณในบทที่ 3 และ 4 
 
 

 
 

รูปที่ 21 แสดงแผนภาพเฟสของแบบจ่าลอง  จุดสีเหลืองแทนสถานะของระบบที่อยู่ภายใต้อิทธิพล
ของการเฉือนแบบสม่่าเสมอ  จุดสีแดงแทนสถานะของระบบที่ไม่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการเฉือน  
และจุดสีส้มแทนสถานะของระบบที่ยังระบุไม่ได้ 
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บทที่ 6 
ข้อสรุปและข้อเสนอแนะ 

 
 ผลการค านวณในบทที่ 3 และ 4 ท าให้สรุปได้ว่า  ผลการรบกวนทางความร้อนไม่ส่งผลต่อ
พลวัตของการสเกลของระบบ  เพราะทั้ง 2 กรณีมีกฎการเติบโตชุดเดียวกันและมีรูปแบบของ ฟังก์ชัน
สหสัมพันธ์ที่ เวลาเท่ากันและฟังก์ชันโครงสร้างที่ เวลาเท่ากันรูปแบบเดียวกัน  ต่างกันเพียงค่า
สัมประสิทธิ์ที่คูณอยู่กับฟังก์ชันเท่านั้น 
 หากพิจารณาพฤติกรรมของระบบภายใต้การเฉือนแบบเคลื่อนที่สลับที่ค่าความถี่และเฟส
เริ่มต้นต่างๆเมื่อเวลาผ่านไปนาน  ผ่านกฎการเติบโตของระบบ  จะพบว่าระบบมีพฤติกรรมที่แตกต่าง
กันอยู่ 2 แบบ  ได้แก่  ระบบที่ประพฤติเสมือนว่าไม่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการเฉือน  และระบบที่
ประพฤติเสมือนว่าอยู่ภายใต้อิทธิพลของการเฉือนแบบสม่ าเสมอ  กล่าวคือ  ถ้าความถ่ีของการเฉือนมี
ค่าจ ากัดค่าหนึ่ง  ระบบจะประพฤติเสมือนว่าไม่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการเฉือน  ซึ่งพิจารณาได้จาก
สมการที่ (38) หรือ สมการที่  (52)  ท าให้พลวัตของการสเกลในทิศของการเฉือน (แกน x) และทิศ
ที่ตั้งฉาก (แกน y) ไม่มีความแตกต่างกัน  แต่หากว่าค่าความถ่ีของการเฉือนมีค่าน้อยมาก  พฤติกรรม
ของระบบจะถูกควบคุมด้วยค่าเฟสเริ่มต้นของการเฉือน  เนื่องจากพจน์ 𝑐𝑜𝑠𝜃 ที่ปรากฏในสมการที่ 
(21) ถ้าเฟสเริ่มต้นมีค่าเท่ากับ 90 องศา หรือ 270 องศา ระบบจะประพฤติเสมือนว่าไม่อยู่ภายใต้
อิทธิพลของการเฉือน  ในทางกลับกัน  ถ้าเฟสเริ่มต้นเท่ากับค่าอื่น  ระบบจะประพฤติเสมือนว่าอยู่
ภายใต้อิทธิพลของการเฉือนแบบสม่ าเสมอ  ซึ่งหมายความว่าพลวัตการสเกลของระบบในทิศของการ
เฉือนและทิศที่ตั้งฉากมีค่าต่างกัน  โดยพิจารณาผ่านค่า 𝛼 ที่สัมพันธ์กับกฎการเติบโตดังนี้ 𝐿(𝑡) ∼

𝑡𝛼 หาก 𝛼∥ และ 𝛼⊥ คือ เลขชี้ก าลังของกฎการเติบโตในทิศขนานและตั้งฉากกับการเฉือนตามล าดับ  
จากสมการที่ (35) หรือ สมการที่ (49) พบว่า 𝛼∥ =

3

2
 และ 𝛼⊥ =

1

2
 ซึ่งสอดคล้องกับงานวิจัยอื่นที่ 

𝛼∥ และ 𝛼⊥จะสมพันธ์กันผ่านสมการ 𝛼∥ − 𝛼⊥ = 1 [11] 
 จากสิ่งที่กล่าวไว้ข้างต้นอาจจะสรุปได้ว่า  ที่การเฉือนความถี่ต่ า  ระบบจะมีเฟสที่แตกต่างกัน 
2 เฟส  โดยมีเฟสเริ่มต้นของการเฉือนเป็นพารามิเตอร์เฟส  ระบบจะเกิดการเปลี่ยนเฟส  จากเฟสที่
ระบบประพฤติเสมือนว่าอยู่ภายใต้อิทธิพลของการเฉือนแบบสม่ าเสมอ  ไปยังเฟสที่ระบบจะประพฤติ
เสมือนว่าไม่อยู่ภายใต้อิทธิพลของการเฉือน ณ เฟสเริ่มต้นของการเฉือนเท่ากับ 90 องศา 
 ในส่วนการจ าลองด้วยคอมพิวเตอร์  พบว่าแบบจ าลองสอดคล้องกับการค านวณในบทที่ 3 
และ 4 ในช่วงเวลา 0 ถึง 2,000 TU และเงื่อนไขของการเฉือนตามตารางที่ 1 แต่มีจุดที่น่าสังเกตคือ  
การเฉือนที่ความถี่ต่ าและมีเฟสเริ่มต้นการเฉือนเท่ากับ 85 องศา  พบว่าไม่สามารถจัดประเภท
พฤติกรรมที่เหมาะสมของระบบได้  คาดว่าสาเหตุมาจาก  การที่เมื่อเฟสเริ่มต้นของการเฉือนมีค่าเข้า
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ใกล้ 90 องศา พจน์การเฉือนในสมการที่ (10) จะมีค่าน้อยมาก  ดังนั้นอิทธิพลของการเฉือนจะส่งผล
ต่อระบบเมื่อเวลาผ่านไปนานมากพอ  แต่เน่ืองจากในการจ าลองครั้งนี้เวลาที่ใช้ในการสังเกตการณ์คือ 
2,000 TU  ซึ่งอาจจะไม่เพียงพอที่จะสังเกตเห็นผลจากการเฉือน  ดังนั้นในการแก้ปัญหานี้อาจจะ
ขยายขอบเขตเวลาในการสังเกตการณ์ออกไปให้มากขึ้น  แต่การขยายเวลาในการสังเกตให้มากขึ้น  
จ าเป็นจะต้องขยายขนาดของระบบให้ใหญ่ข้ึนตาม  เพื่อไม่ให้เกิดผลเน่ืองจากขนาดที่จ ากัดของระบบ 
(The finite system size effect) เพราะทฤษฎีที่ใช้ในวิทยานิพนธ์ฉบับนี้อยู่บนสมมติฐานของลิมิต
อุณหพลศาสตร์ (The thermodynamic limit)  ในท้ายที่สุดเมื่อเวลานานพอและระบบมีขนาดที่
ใหญ่พอ  คาดว่าส าหรับการเฉือนที่ความถี่ต่ าและมีเฟสเริ่มต้น 85 องศา  ระบบจะประพฤติเสมือนว่า
อยู่ภายใต้อิทธิพลของการเฉือนแบบสม่ าเสมอ 
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ภาคผนวก  ก 
 

พิสูจน์ว่า 〈�̃�(−�⃗� , 0)�̃�(�⃗� , 0)〉0 = 𝛥𝑉3 

 

〈�̃�(−�⃗� , 0)�̃�(�⃗� , 0)〉0 = 〈∬𝑒𝑖�⃗� ∙𝑟 𝑒−𝑖�⃗� ∙𝑟′⃗⃗  ⃗𝜙(𝑟 , 0)𝜙 (𝑟′⃗⃗ , 0) 𝑑3𝑟𝑑3𝑟′〉0 

〈�̃�(−�⃗� , 0)�̃�(�⃗� , 0)〉0 = ∬〈𝜙(𝑟 , 0)𝜙(𝑟′⃗⃗ , 0)〉0 𝑒𝑖�⃗� ∙(𝑟 −𝑟′⃗⃗  ⃗)𝑑3𝑟𝑑3𝑟′ 

จากสมการที ่(3)   ⟨𝜙(𝑟 , 0)𝜙(𝑟 ′, 0)⟩0 = 𝛥𝛿(𝑟 − 𝑟 ′) 

〈�̃�(−�⃗� , 0)�̃�(�⃗� , 0)〉0 = 𝛥∬𝛿(𝑟 − 𝑟′⃗⃗ )𝑒𝑖�⃗� ∙(𝑟 −𝑟′⃗⃗  ⃗)𝑑3𝑟𝑑3𝑟′ 

〈�̃�(−�⃗� , 0)�̃�(�⃗� , 0)〉0 = 𝛥∫𝑑3𝑟 = 𝛥𝑉3 

 

พิสูจน์ว่า  𝑆(�⃗� , 𝑡) = 〈�̃�(−�⃗� , 𝑡)�̃�(�⃗� , 𝑡)〉0 = 𝛥𝑉3𝑒
−2𝛤(𝐹(�⃗� ,𝑡)−𝑏(𝑡)) 

 

𝐶(𝑟 , 𝑡) ≡ ⟨𝜙 (𝑟′⃗⃗ , 𝑡) 𝜙 (𝑟′⃗⃗ + 𝑟 , 𝑡)⟩
0
= 〈𝜙 (𝑟′⃗⃗ , 𝑡)

1

(2𝜋)3
∫𝑒𝑖𝑘′⃗⃗⃗⃗ ∙(𝑟′⃗⃗  ⃗+𝑟 )�̃� (𝑘′⃗⃗⃗  , 𝑡) 𝑑3𝑘′〉0 

𝐶(𝑟 , 𝑡) =
1

(2𝜋)6
⟨∬𝑒𝑖(𝑘′⃗⃗⃗⃗ +𝑘′′⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)∙𝑟′⃗⃗  ⃗𝑒𝑖𝑘′⃗⃗⃗⃗ ∙𝑟 �̃� (𝑘′⃗⃗⃗  , 𝑡) �̃� (𝑘′′⃗⃗⃗⃗ , 𝑡) 𝑑3𝑘′𝑑3𝑘′′⟩

0

 

จากสมการที ่(7)  𝑆(�⃗� , 𝑡) ≡ 𝑉3 ∫ 𝑒−𝑖�⃗� ∙𝑟 𝐶(𝑟 , 𝑡)𝑑3𝑟 = ∬𝑒−𝑖�⃗� ∙𝑟 𝐶(𝑟 , 𝑡)𝑑3𝑟𝑑3𝑟′ 

𝑆(�⃗� , 𝑡) =
1

(2𝜋)6
⟨∬∬𝑒𝑖(𝑘′⃗⃗⃗⃗ +𝑘′′⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)∙𝑟′⃗⃗  ⃗𝑒𝑖(𝑘′⃗⃗⃗⃗ −�⃗� )∙𝑟 �̃� (𝑘′⃗⃗⃗  , 𝑡) �̃� (𝑘′′⃗⃗⃗⃗ , 𝑡) 𝑑3𝑟𝑑3𝑟′ 𝑑3𝑘′𝑑3𝑘′′⟩

0

 

𝑆(�⃗� , 𝑡) = ⟨∬𝛿(𝑘′⃗⃗⃗  + 𝑘′′⃗⃗⃗⃗ )𝛿(�⃗� − 𝑘′⃗⃗⃗  )�̃� (𝑘′⃗⃗⃗  , 𝑡) �̃� (𝑘′′⃗⃗⃗⃗ , 𝑡) 𝑑3𝑘′𝑑3𝑘′′⟩
0

 

𝑆(�⃗� , 𝑡) = ⟨∫𝛿(�⃗� + 𝑘′′⃗⃗⃗⃗ )�̃�(�⃗� , 𝑡)�̃� (𝑘′′⃗⃗⃗⃗ , 𝑡) 𝑑3𝑘′′⟩
0

 

𝑆(�⃗� , 𝑡) = ⟨�̃�(−�⃗� , 𝑡)�̃�(�⃗� , 𝑡)⟩
0

 

 
จากสมการที ่(16)  𝜑(𝑞 , 𝜏) = 𝜑(𝑞 , 0)𝑒𝑥𝑝(−𝛤(𝐹(𝑞 , 𝜏) − 𝑏(𝜏)))  และจากสมการที ่(14) 
�̃�(�⃗� , 𝑡) = �̃�(�⃗� , 0)𝑒𝑥𝑝(−𝛤(𝐹(�⃗� , 𝑡) − 𝑏(𝑡))) 

〈�̃�(−�⃗� , 𝑡)�̃�(�⃗� , 𝑡)〉0 = 〈�̃�(�⃗� , 0)�̃�(−�⃗� , 0)𝑒𝑥𝑝(−2𝛤(𝐹(�⃗� , 𝑡) − 𝑏(𝑡)))〉0 

โดยอาศัยสมบัติ 𝐹(�⃗� , 𝑡) = 𝐹(−�⃗� , 𝑡) 

〈�̃�(−�⃗� , 𝑡)�̃�(�⃗� , 𝑡)〉0 = 〈�̃�(−�⃗� , 0)�̃�(�⃗� , 0)〉0𝑒
−2𝛤(𝐹(�⃗� ,𝑡)−𝑏(𝑡)) = 𝛥𝑉3𝑒

−2𝛤(𝐹(�⃗� ,𝑡)−𝑏(𝑡)) 
 
 
 
 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

พิสูจน์ว่า   ⟨𝜙2(𝑟 , 𝑡)⟩ =
𝛥𝑒2𝛤𝑏(𝑡)

(2𝜋)3
∫ 𝑒−2𝛤𝐹(�⃗� ,𝑡)𝑑3𝑘 

 

⟨𝜙2(𝑟 , 𝑡)⟩ =
1

𝑉3
∫⟨(𝜙(𝑟 , 𝑡))2⟩0𝑑

3𝑟 

⟨𝜙2(𝑟 , 𝑡)⟩ =
1

𝑉3(2𝜋)6
∫⟨∬𝑒𝑖�⃗� ∙𝑟 𝑒𝑖𝑘′⃗⃗⃗⃗ ∙𝑟 𝜙(�⃗� , 𝑡)𝜙 (𝑘′⃗⃗⃗  , 𝑡) 𝑑3𝑘𝑑3𝑘′⟩

0

𝑑3𝑟 

⟨𝜙2(𝑟 , 𝑡)⟩ =
1

𝑉3(2𝜋)3
⟨∬𝛿(�⃗� + 𝑘′⃗⃗⃗  )𝜙(�⃗� , 𝑡)𝜙 (𝑘′⃗⃗⃗  , 𝑡) 𝑑3𝑘𝑑3𝑘′⟩

0

 

⟨𝜙2(𝑟 , 𝑡)⟩ =
1

𝑉3(2𝜋)3
∫⟨𝜙(�⃗� , 𝑡)𝜙(−�⃗� , 𝑡)⟩

0
𝑑3𝑘 

ข้อสังเกต  ⟨𝜙2(𝑟 , 𝑡)⟩ =
1

𝑉3(2𝜋)3
∫𝑆(�⃗� , 𝑡)𝑑3𝑘 

⟨𝜙2(𝑟 , 𝑡)⟩ =
𝑒2𝛤𝑏(𝑡)

𝑉3(2𝜋)3
〈�̃�(�⃗� , 0)�̃�(−�⃗� , 0)〉0 ∫𝑒−2𝛤𝐹(�⃗� ,𝑡)𝑑3𝑘 

⟨𝜙2(𝑟 , 𝑡)⟩ =
𝛥𝑒2𝛤𝑏(𝑡)

(2𝜋)3
∫𝑒−2𝛤𝐹(�⃗� ,𝑡)𝑑3𝑘 

 

บทที่ 3 
กรณี (a) 

พิสูจน์ว่า  ⟨𝜙2(𝑟 , 𝑡)⟩ =
𝛥𝑒2𝛤𝑏(𝑡)

(2𝜋)3
√

3𝜋3

2(𝛾𝑡𝑐𝑜𝑠𝜃)2𝛤3𝑡3 

 

∫𝑒−2𝛤𝐹(�⃗� ,𝑡)𝑑3𝑘 = ∭𝑒𝑥𝑝(−2𝛤 {(
1

12
(𝛾𝑡𝑐𝑜𝑠𝜃)2 + 1)𝑘𝑥

2 + (𝑘𝑦 −
1

2
𝑘𝑥𝛾𝑡𝑐𝑜𝑠𝜃)

2

+ 𝑘𝑧
2} 𝑡)𝑑𝑘𝑥𝑑𝑘𝑦𝑑𝑘𝑧 

จากสมการที ่(26) ∫ 𝑒−2𝛤𝐹(�⃗� ,𝑡)𝑑3𝑘 = {√
𝜋

(
1

12
(𝛾𝑡𝑐𝑜𝑠𝜃)2+1)2𝛤𝑡

√
𝜋

2𝛤𝑡
√

𝜋

2𝛤𝑡
} = √

𝜋3

(2𝛤𝑡)3(
1

12
(𝛾𝑡𝑐𝑜𝑠𝜃)2+1)

 

⟨𝜙2(𝑟 , 𝑡)⟩ =
𝛥𝑒2𝛤𝑏(𝑡)

(2𝜋)3
∫𝑒−2𝛤𝐹(�⃗� ,𝑡)𝑑3𝑘 =

𝛥𝑒2𝛤𝑏(𝑡)

(2𝜋)3 √
𝜋3

(2𝛤𝑡)3(
1
12

(𝛾𝑡𝑐𝑜𝑠𝜃)2 + 1)
 

เมื่อพิจารณาเฉพาะ 𝑡 → ∞ และ 𝜃 ≠
𝜋

2
 และ  𝛾 ≠ 0 

⟨𝜙2(𝑟 , 𝑡)⟩ =
𝛥𝑒2𝛤𝑏(𝑡)

(2𝜋)3
∫𝑒−2𝛤𝐹(�⃗� ,𝑡)𝑑3𝑘 =

𝛥𝑒2𝛤𝑏(𝑡)

(2𝜋)3
√

3𝜋3

2(𝛾𝑐𝑜𝑠𝜃)2𝛤3𝑡5
 

 
 
 
 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

พิสูจน์ว่า  𝑏(𝑡) =
5

4𝛤
𝑙𝑛 (

𝑡

𝑡0
)   

 

จากเงื่อนไข 𝑡 → ∞  สมการที่ (24) จะเท่ากับสมการที่ (27)  − 𝑟0

𝑢0
=

𝛥𝑒2𝛤𝑏(𝑡)

(2𝜋)3
√

3𝜋3

2(𝛾𝑐𝑜𝑠𝜃)2𝛤3𝑡5 

𝑒2𝛤𝑏(𝑡) =
|𝑟0|(2𝜋)3

𝑢0𝛥
√

2(𝛾𝑐𝑜𝑠𝜃)2𝛤3𝑡5

3𝜋3
= √(

𝑟0
𝑢0𝛥

)2
128𝜋3(𝛾𝑐𝑜𝑠𝜃)2𝛤3𝑡5

3
 

ให ้𝑡0 = √ 3

128(𝜋𝛤)3
(

𝛥𝑢0

𝑟0𝛾𝑐𝑜𝑠𝜃
)
25

  จะได้วา่  𝑒2𝛤𝑏(𝑡) = (
𝑡

𝑡0
)
5

2⁄  ดังนั้น  𝑏(𝑡) =
5

4𝛤
𝑙𝑛(

𝑡

𝑡0
) 

 

พิสูจน์ว่า  𝑆(�⃗� , 𝑡) = 𝛥𝑉3 (
𝑡

𝑡0
)

5

2
𝑒𝑥𝑝 (−2𝛤 {

1

12
(𝛾𝑡

3

2𝑘𝑥𝑐𝑜𝑠𝜃)2 + (𝑡
1

2𝑘𝑦 −
1

2
𝛾𝑡

3

2𝑘𝑥𝑐𝑜𝑠𝜃)2 + (𝑡
1

2𝑘𝑧)
2

}) 
 

𝑆(�⃗� , 𝑡) = 𝛥𝑉3𝑒
−2𝛤(𝐹(�⃗� ,𝑡)−𝑏(𝑡)) 

𝑆(�⃗� , 𝑡) = 𝛥𝑉3𝑒𝑥𝑝(−2𝛤 {(
1

12
(𝛾𝑡𝑐𝑜𝑠𝜃)2)𝑘𝑥

2 + (𝑘𝑦 −
1

2
𝑘𝑥𝛾𝑡𝑐𝑜𝑠𝜃)

2

+ 𝑘𝑧
2} 𝑡 + 2𝛤(

5

4𝛤
𝑙𝑛(

𝑡

𝑡0
))) 

𝑆(�⃗� , 𝑡) = 𝛥𝑉3(
𝑡

𝑡0
)5/2𝑒𝑥𝑝 (−2𝛤 {

1

12
(𝛾𝑡

3
2𝑘𝑥𝑐𝑜𝑠𝜃)2 + (𝑡

1
2𝑘𝑦 −

1

2
𝛾𝑡

3
2𝑘𝑥𝑐𝑜𝑠𝜃)2 + (𝑡

1
2𝑘𝑧)

2

}) 

 

พิสูจน์ว่า 𝐶(𝑟 , 𝑡) = −
𝑟0

𝑢0
𝑒𝑥𝑝 (−

1

8𝛤𝑡
(3 (

2𝑥

𝛾𝑡𝑐𝑜𝑠𝜃
+ 𝑦)

2
+ 𝑦2 + 𝑧2)) 

 

𝐶(𝑟 , 𝑡) =
1

𝑉3(2𝜋)3
∫𝑒𝑖�⃗� ∙𝑟 𝑆(�⃗� , 𝑡)𝑑3𝑘 

𝐶(𝑟 , 𝑡) =
1

𝑉3(2𝜋)3
∭𝑒𝑖�⃗� ∙𝑟 𝛥𝑉3(

𝑡

𝑡0
)5/2𝑒𝑥𝑝 (−2𝛤 {

1

12
(𝛾𝑡

3
2𝑘𝑥𝑐𝑜𝑠𝜃)2 + (𝑡

1
2𝑘𝑦

−
1

2
𝛾𝑡

3
2𝑘𝑥𝑐𝑜𝑠𝜃)2 + (𝑡

1
2𝑘𝑧)

2

})𝑑𝑘𝑥𝑑𝑘𝑦𝑑𝑘𝑧 

จากสมการที ่(32) 
𝐶(𝑟 , 𝑡)

=
1

𝑉3(2𝜋)3
𝛥𝑉3(

𝑡

𝑡0
)5/2{√

𝜋

2𝛤𝑡
𝑒−

𝑧2

8𝛤𝑡}{√
𝜋

2𝛤𝑡
𝑒−

𝑦2

8𝛤𝑡}{∫ 𝑒𝑖𝑦∙
1
2
𝛾𝑡𝑘𝑥𝑐𝑜𝑠𝜃𝑒𝑖𝑘𝑥𝑥𝑒−

𝛤
6
(𝛾𝑐𝑜𝑠𝜃)2𝑡3𝑘𝑥

2

𝑑𝑘𝑥

∞

−∞

} 

 

∫ 𝑒𝑖𝑦∙
1
2
𝛾𝑡𝑘𝑥𝑐𝑜𝑠𝜃𝑒𝑖𝑘𝑥𝑥𝑒−

𝛤
6
(𝛾𝑐𝑜𝑠𝜃)2𝑡3𝑘𝑥

2

𝑑𝑘𝑥

∞

−∞

= ∫ 𝑒𝑥𝑝{−
𝛤

6
(𝛾𝑐𝑜𝑠𝜃)2𝑡3((𝑘𝑥 −

3𝑦𝑖

2𝛤𝛾𝑐𝑜𝑠𝜃𝑡2
)2

∞

−∞

+ (
3𝑦

2𝛤𝛾𝑐𝑜𝑠𝜃𝑡2
)2)}𝑒𝑖𝑘𝑥𝑥𝑑𝑘𝑥

= √
6𝜋

𝛤(𝛾𝑐𝑜𝑠𝜃)2𝑡3
𝑒𝑥𝑝{−

3

8𝛤𝑡
(

2𝑥

𝛾𝑡𝑐𝑜𝑠𝜃
+ 𝑦)2} 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐶(𝑟 , 𝑡)

=
1

𝑉3(2𝜋)3
𝛥𝑉3(

𝑡

𝑡0
)5/2{√

𝜋

2𝛤𝑡
𝑒−

𝑧2

8𝛤𝑡}{√
𝜋

2𝛤𝑡
𝑒−

𝑦2

8𝛤𝑡}{√
6𝜋

𝛤(𝛾𝑐𝑜𝑠𝜃)2𝑡3
𝑒

−
3

8𝛤𝑡
(

2𝑥
𝛾𝑡𝑐𝑜𝑠𝜃

+𝑦)2
} 

𝐶(𝑟 , 𝑡) = (
𝑡

𝑡0
)5/2{√

3

128(𝜋𝛤)3𝑡5
(

𝛥

𝛾𝑐𝑜𝑠𝜃
)
2

}𝑒𝑥𝑝{−
1

8𝛤𝑡
(3(

2𝑥

𝛾𝑡𝑐𝑜𝑠𝜃
+ 𝑦)2 + 𝑦2 + 𝑧2)} 

𝐶(𝑟 , 𝑡) = −
𝑟0
𝑢0

(
𝑡

𝑡0
)5/2(

𝑡0
𝑡
)5/2𝑒𝑥𝑝{−

1

8𝛤𝑡
(3(

2𝑥

𝛾𝑡𝑐𝑜𝑠𝜃
+ 𝑦)2 + 𝑦2 + 𝑧2)} 

𝐶(𝑟 , 𝑡) = −
𝑟0
𝑢0

𝑒𝑥𝑝(−
1

8𝛤𝑡
(3 (

2𝑥

𝛾𝑡𝑐𝑜𝑠𝜃
+ 𝑦)

2

+ 𝑦2 + 𝑧2)) 

 
ในกรณี  (b) 

พิสูจน์ว่า   ⟨𝜙2(𝑟 , 𝑡)⟩ =
𝛥𝑒2𝛤𝑏(𝑡)

(2𝜋)3 √
𝜋3

(
1

2
(
𝛾

𝜔
)
2
+1)8𝛤3𝑡3

 

 

∫𝑒−2𝛤𝐹(�⃗� ,𝑡)𝑑3𝑘 = ∭𝑒𝑥𝑝(−2𝛤{(
1

2
(
𝛾

𝜔
)
2

+ 1)𝑘𝑥
2 + (𝑘𝑦 +

𝛾

𝜔
𝑘𝑥𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜃))

2

+ 𝑘𝑧
2}𝑡)𝑑𝑘𝑥𝑑𝑘𝑦𝑑𝑘𝑧 

∫𝑒−2𝛤𝐹(�⃗� ,𝑡)𝑑3𝑘 = {
√

𝜋

2 (
1
2 (

𝛾
𝜔)

2

+ 1)𝛤𝑡
}{√

𝜋

2𝛤𝑡
}{√

𝜋

2𝛤𝑡
} = √

𝜋3

(
1
2 (

𝛾
𝜔)

2

+ 1)8𝛤3𝑡3

 

⟨𝜙2(𝑟 , 𝑡)⟩ =
𝛥𝑒2𝛤𝑏(𝑡)

(2𝜋)3
∫𝑒−2𝛤𝐹(�⃗� ,𝑡)𝑑3𝑘 =

𝛥𝑒2𝛤𝑏(𝑡)

(2𝜋)3 √

𝜋3

(
1
2 (

𝛾
𝜔)

2

+ 1)8𝛤3𝑡3

 

 

พิสูจน์ว่า   𝑏(𝑡) =
3

4𝛤
𝑙𝑛 (

𝑡

𝑡0
) 

 

จากเงื่อนไข 𝑡 → ∞  สมการที ่(24) จะเท่ากับสมการที่ (29)  − 𝑟0

𝑢0
=

𝛥𝑒2𝛤𝑏(𝑡)

(2𝜋)3 √
𝜋3

(
1

2
(
𝛾

𝜔
)
2
+1)8𝛤3𝑡3

 

𝑒2𝛤𝑏(𝑡) =
|𝑟0|(2𝜋)3

𝑢0𝛥

√(
1
2 (

𝛾
𝜔)

2
+ 1) 8𝛤3𝑡3

𝜋3
=

√
(

𝑟0
𝑢0𝛥

)2
(
1
2 (

𝛾
𝜔)

2
+ 1) 8𝛤3𝑡3

𝜋3
 

ให ้𝑡0 = √
(𝛥𝑢0)2

512𝑟0
2(𝜋𝛤)3(

1

2
(
𝛾

𝜔
)
2
+1)

3   จะได้วา่  𝑒2𝛤𝑏(𝑡) = (
𝑡

𝑡0
)
3

2⁄  ดังนั้น 𝑏(𝑡) =
3

4𝛤
𝑙𝑛(

𝑡

𝑡0
) 

 

 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

พิสูจน์ว่า   

𝑆(�⃗� , 𝑡) = 𝛥𝑉3 (
𝑡

𝑡0
)

3
2
𝑒𝑥𝑝(−2𝛤 {(

1

2
(
𝛾

𝜔
)
2

+ 1) (𝑡
1
2𝑘𝑥)

2

+ (𝑡
1
2𝑘𝑦 +

𝛾

𝜔
𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜃)𝑡

1
2𝑘𝑥)

2

+ (𝑡
1
2𝑘𝑧)

2

}) 

 

𝑆(�⃗� , 𝑡) = 𝛥𝑉3𝑒
−2𝛤(𝐹(�⃗� ,𝑡)−𝑏(𝑡)) 

𝑆(�⃗� , 𝑡) = 𝛥𝑉3𝑒𝑥𝑝 (−2𝛤{(
1

2
(
𝛾

𝜔
)
2

+ 1)𝑘𝑥
2 + (𝑘𝑦 +

𝛾

𝜔
𝑘𝑥𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜃))

2

+ 𝑘𝑧
2}𝑡 +

3

2
𝑙𝑛(

𝑡

𝑡0
)) 

𝑆(�⃗� , 𝑡) = 𝛥𝑉3 (
𝑡

𝑡0
)

3
2
𝑒𝑥𝑝 (−2𝛤 {(

1

2
(
𝛾

𝜔
)
2

+ 1) (𝑡
1
2𝑘𝑥)

2

+ (𝑡
1
2𝑘𝑦 +

𝛾

𝜔
𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜃)𝑡

1
2𝑘𝑥)

2

+ (𝑡
1
2𝑘𝑧)

2

}) 

 

พิสูจน์ว่า 𝐶(𝑟 , 𝑡) = −
𝑟0

𝑢0
𝑒𝑥𝑝 (−

1

8𝛤𝑡
(𝛽 (𝑥 −

𝛾

𝜔
𝑦 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜃))

2

+ 𝑦2 + 𝑧2)) 
 

𝐶(𝑟 , 𝑡) =
1

𝑉3(2𝜋)3
∫𝑒𝑖�⃗� ∙𝑟 𝑆(�⃗� , 𝑡)𝑑3𝑘 

𝐶(𝑟 , 𝑡) =
1

𝑉3(2𝜋)3
∭𝑒𝑖�⃗� ∙𝑟 𝛥𝑉3 (

𝑡

𝑡0
)

3
2
𝑒𝑥𝑝(−2𝛤 {(

1

2
(
𝛾

𝜔
)
2

+ 1) (𝑡
1
2𝑘𝑥)

2

+ (𝑡
1
2𝑘𝑦 +

𝛾

𝜔
𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜃)𝑡

1
2𝑘𝑥)

2

+ (𝑡
1
2𝑘𝑧)

2

})𝑑𝑘𝑥𝑑𝑘𝑦𝑑𝑘𝑧 

จากสมการที ่(32) 

𝐶(𝑟 , 𝑡) =
𝛥

(2𝜋)3
(
𝑡

𝑡0
)

3
2
{√

𝜋

2𝛤𝑡
𝑒−

𝑧2

8𝛤𝑡}{√
𝜋

2𝛤𝑡
𝑒−

𝑦2

8𝛤𝑡}{∫ 𝑒
−𝑖
𝜔𝑦𝛾𝑘𝑥𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡+𝜃)

𝑒𝑖𝑘𝑥𝑥𝑒𝑥𝑝 (−2𝛤𝑡(
1

2
(
𝛾

𝜔
)
2∞

−∞

+ 1)𝑘𝑥
2) 𝑑𝑘𝑥} 

∫ 𝑒
−𝑖
𝜔𝑦𝛾𝑘𝑥𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡+𝜃)

𝑒𝑖𝑘𝑥𝑥𝑒𝑥𝑝 (−2𝛤𝑡(
1

2
(
𝛾

𝜔
)
2

+ 1)𝑘𝑥
2) 𝑑𝑘𝑥

∞

−∞

= ∫ 𝑒𝑥𝑝(−2𝛤𝑡(
1

2
(
𝛾

𝜔
)
2

+ 1)[(𝑘𝑥 +
𝑖𝑦𝛾𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜃)

4𝜔𝛤𝑡(
1
2 (

𝛾
𝜔)

2

+ 1)
)2

∞

−∞

+ (
𝑦𝛾𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜃)

4𝜔𝛤𝑡(
1
2 (

𝛾
𝜔)

2

+ 1)
)2])𝑑𝑘𝑥

=
√

𝜋

2𝛤𝑡(
1
2 (

𝛾
𝜔)

2

+ 1)
𝑒𝑥𝑝{−

1

8𝛤𝑡 (1 +
1
2 (

𝛾
𝜔)

2

)
(𝑥 −

𝛾

𝜔
𝑦 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜃))

2

} 

ก าหนดให้ 𝛽 =
1

(1+
1

2
(
𝛾

𝜔
)
2
)
 

 

𝐶(𝑟 , 𝑡) =
𝛥

(2𝜋)3
(
𝑡

𝑡0
)

3
2
{√

𝜋

2𝛤𝑡
𝑒−

𝑧2

8𝛤𝑡}{√
𝜋

2𝛤𝑡
𝑒−

𝑦2

8𝛤𝑡}{
√

𝜋

2𝛤𝑡(
1
2 (

𝛾
𝜔)

2

+ 1)
𝑒−

𝛽
8𝛤𝑡

(𝑥−
𝛾
𝜔𝑦 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡+𝜃))

2

} 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐶(𝑟 , 𝑡) =
𝛥

(2𝜋)3
(
𝑡

𝑡0
)

3
2

√(
𝜋

2𝛤𝑡
)
3 1

(
1
2 (

𝛾
𝜔)

2

+ 1)
𝑒𝑥𝑝(−

1

8𝛤𝑡
(𝛽 (𝑥 −

𝛾

𝜔
𝑦 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜃))

2

+ 𝑦2 + 𝑧2)) 

𝐶(𝑟 , 𝑡) = −
𝑟0
𝑢0

(
𝑡

𝑡0
)3/2(

𝑡0
𝑡
)3/2𝑒𝑥𝑝(−

1

8𝛤𝑡
(𝛽 (𝑥 −

𝛾

𝜔
𝑦 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜃))

2

+ 𝑦2 + 𝑧2)) 

𝐶(𝑟 , 𝑡) = −
𝑟0
𝑢0

𝑒𝑥𝑝 (−
1

8𝛤𝑡
(𝛽 (𝑥 −

𝛾

𝜔
𝑦 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜃))

2

+ 𝑦2 + 𝑧2)) 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาคผนวก  ข 
 

บทที่ 4 
พิสูจน์ว่า  

⟨𝜙2(𝑟 , 𝑡)⟩ =
𝛥

(2𝜋)3
𝑒2𝛤𝑏(𝑡) ∫𝑒−2𝛤𝐹(�⃗� ,𝑡)𝑑3𝑘

+
𝐷

(2𝜋)3
∫ 𝑒2𝛤(𝑏(𝑡)−𝑏(𝑡′)) ∫𝑒−2𝛤(𝐹(�⃗� ,𝑡)−𝐹(�⃗� ,𝑡′))𝑑3𝑘𝑑𝑡′

𝑡

0

 

 
 

จากสมการที ่(41) 
𝜑(𝑞 , 𝜏) = 𝜑(𝑞 , 0)𝑒𝑥𝑝(−𝛤(𝐹(𝑞 , 𝜏) − 𝑏(𝜏)))

+ ∫ 𝑒𝑥𝑝{𝛤[(𝐹(𝑞 , 𝜏′) − 𝐹(𝑞 , 𝜏)) − (𝑏(𝜏′) − 𝑏(𝜏))]
𝜏

0

}𝜉(𝑞 , 𝜏′)𝑑𝜏′ 

แปลงตัวแปรกลับตามสมการที ่(14) 
�̃�(�⃗� , 𝑡) = �̃�(�⃗� , 0)𝑒𝑥𝑝(−𝛤(𝐹(�⃗� , 𝑡) − 𝑏(𝑡)))

+ ∫ 𝑒𝑥𝑝{𝛤[(𝐹(�⃗� , 𝑡′) − 𝐹(�⃗� , 𝑡)) − (𝑏(𝑡′) − 𝑏(𝑡))]
𝜏

0

}𝜁(�⃗� , 𝑡′)𝑑𝑡′ 

จากสมับติ   𝐹(�⃗� , 𝑡) = 𝐹(−�⃗� , 𝑡) 

�̃�(−�⃗� , 𝑡) = �̃�(−�⃗� , 0)𝑒𝑥𝑝(−𝛤(𝐹(�⃗� , 𝑡) − 𝑏(𝑡)))

+ ∫ 𝑒𝑥𝑝{𝛤[(𝐹(�⃗� , 𝑡′) − 𝐹(�⃗� , 𝑡)) − (𝑏(𝑡′) − 𝑏(𝑡))]
𝜏

0

}𝜁(−�⃗� , 𝑡′)𝑑𝑡′ 

และจาก  ⟨𝜙2(𝑟 , 𝑡)⟩ =
1

𝑉3(2𝜋)3
⟨∫𝜙(�⃗� , 𝑡)𝜙(−�⃗� , 𝑡)𝑑3𝑘⟩

0
=

1

𝑉3(2𝜋)3
∫⟨𝜙(�⃗� , 𝑡)𝜙(−�⃗� , 𝑡)⟩

0
𝑑3𝑘 

⟨𝜙2(𝑟 , 𝑡)⟩ =
1

𝑉3(2𝜋)3
∫{⟨�̃�(−�⃗� , 0)�̃�(�⃗� , 0)⟩

0
𝑒𝑥𝑝(−2𝛤(𝐹(�⃗� , 𝑡) − 𝑏(𝑡)))

+ ∫ 𝑒𝑥𝑝{𝛤[(𝐹(�⃗� , 𝑡′) − 2𝐹(�⃗� , 𝑡)) − (𝑏(𝑡′) − 2𝑏(𝑡))]}⟨�̃�(−�⃗� , 0)𝜁(𝑟 , 𝑡′)⟩
0
𝑑𝑡′

𝜏

0



+ ∫ 𝑒𝑥𝑝{𝛤[(𝐹(�⃗� , 𝑡′) − 2𝐹(�⃗� , 𝑡)) − (𝑏(𝑡′) − 2𝑏(𝑡))]}⟨�̃�(�⃗� , 0)𝜁(−�⃗� , 𝑡′)⟩
0
𝑑𝑡′

𝜏

0

+ ∫ ∫ 𝑒𝑥𝑝{𝛤[(𝐹(�⃗� , 𝑡′) + 𝐹(�⃗� , 𝑡′′) − 2𝐹(�⃗� , 𝑡)) − (𝑏(𝑡′) + 𝑏(𝑡′′) 
𝜏

0

𝜏

0

− 2𝑏(𝑡))]}⟨𝜁(�⃗� , 𝑡′)𝜁(−�⃗� , 𝑡′′)⟩
0
𝑑𝑡′𝑑𝑡′′} 𝑑3𝑘 

จาก  ⟨𝜁(�⃗� , 𝑡′)𝜁(−�⃗� , 𝑡′′)⟩
0
= 𝑉3𝐷𝛿(𝑡′ − 𝑡′′) 

⟨�̃�(�⃗� , 0)𝜁(−�⃗� , 𝑡′)⟩
0
= ⟨�̃�(�⃗� , 0)⟩

0
⟨𝜁(−�⃗� , 𝑡′)⟩

0
= 0 

⟨�̃�(−�⃗� , 0)𝜁(𝑟 , 𝑡′)⟩
0
= ⟨�̃�(−�⃗� , 0)⟩

0
⟨𝜁(𝑟 , 𝑡′)⟩0 = 0  

⟨�̃�(−�⃗� , 0)�̃�(�⃗� , 0)⟩
0
= 𝛥𝑉3 

ดังนั้น 

⟨𝜙2(𝑟 , 𝑡)⟩ =
𝛥

(2𝜋)3
𝑒2𝛤𝑏(𝑡) ∫𝑒−2𝛤𝐹(�⃗� ,𝑡)𝑑3𝑘 +

𝐷

(2𝜋)3
∫ 𝑒2𝛤(𝑏(𝑡)−𝑏(𝑡′))

∫𝑒−2𝛤(𝐹(�⃗� ,𝑡)−𝐹(�⃗� ,𝑡′))
𝑑3𝑘𝑑𝑡′

𝑡

0

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

พิสูจน์ว่า   𝑆(�⃗� , 𝑡) = 𝛥𝑉3𝑒
−2𝛤(𝐹(�⃗� ,𝑡)−𝑏(𝑡)) + 𝐷𝑉3 ∫ 𝑒2𝛤((𝐹(�⃗� ,𝑡′)−𝐹(�⃗� ,𝑡))−(𝑏(𝑡′)−𝑏(𝑡)))𝑑𝑡′𝑡

0
 

 

จาก  ⟨𝜙2(𝑟 , 𝑡)⟩ =
𝛥

(2𝜋)3
𝑒2𝛤𝑏(𝑡) ∫ 𝑒−2𝛤𝐹(�⃗� ,𝑡)𝑑3𝑘 

                                   +
𝐷

(2𝜋)3
∫ 𝑒2𝛤(𝑏(𝑡)−𝑏(𝑡′))

∫ 𝑒−2𝛤(𝐹(�⃗� ,𝑡)−𝐹(�⃗� ,𝑡′))𝑑3𝑘𝑑𝑡′𝑡

0
 

⟨𝜙2
(�⃗⃗� , 𝑡)⟩ =

1

𝑉3(2𝜋)3
∫{𝛥𝑉3𝑒

−2𝛤(𝐹(�⃗⃗� ,𝑡)−𝑏(𝑡)) + 𝐷𝑉3 ∫ 𝑒2𝛤((𝐹(�⃗⃗� ,𝑡′)−𝐹(�⃗⃗� ,𝑡))−(𝑏(𝑡′)−𝑏(𝑡)))𝑑𝑡′
𝑡

0
}𝑑3𝑘 

และ  ⟨𝜙2(𝑟 , 𝑡)⟩ =
1

𝑉3(2𝜋)3
∫ 𝑆(�⃗� , 𝑡)𝑑3𝑘  ดังนั้น 

𝑆(�⃗� , 𝑡) = 𝛥𝑉3𝑒
−2𝛤(𝐹(�⃗� ,𝑡)−𝑏(𝑡)) + 𝐷𝑉3 ∫ 𝑒2𝛤((𝐹(�⃗� ,𝑡′)−𝐹(�⃗� ,𝑡))−(𝑏(𝑡′)−𝑏(𝑡)))𝑑𝑡′

𝑡

0

 

 

พิสูจน์ว่า   𝑑𝜂(𝑡)

𝑑𝑡
= 2𝛤 (𝑟0𝜂(𝑡) +

𝛥𝑢0𝐴𝑔(𝑡)

(2𝜋)3
+

𝐷𝑢0𝐴

(2𝜋)3
∫ 𝜂(𝑡′)𝑔(𝑡 − 𝑡′)𝑑𝑡′𝑡

0
) 

 
𝜂(𝑡) ≡ 𝑒−2𝛤𝑏(𝑡)  หรือ 𝑏(𝑡) = −

1

2𝛤
𝑙𝑛𝜂(𝑡)   

และจากสมการที่ (11)  𝑎(𝑡) ≡ −(𝑟0 +𝑢0〈𝜙
2(𝑟 , 𝑡)〉)  และ 𝑎(𝑡) =

𝑑𝑏(𝑡)

𝑑𝑡
  ดังนั้น 

𝑑𝑏(𝑡)

𝑑𝑡
= −(𝑟0 +𝑢0〈𝜙

2(𝑟 , 𝑡)〉) 

𝑑

𝑑𝑡
(−

1

2𝛤
𝑙𝑛𝜂(𝑡))

= −(𝑟0 +𝑢0{
𝛥

(2𝜋)3
𝑒2𝛤𝑏(𝑡) ∫𝑒−2𝛤𝐹(�⃗� ,𝑡)𝑑3𝑘

+
𝐷

(2𝜋)3
∫ 𝑒2𝛤(𝑏(𝑡)−𝑏(𝑡′)) ∫𝑒−2𝛤(𝐹(�⃗� ,𝑡)−𝐹(�⃗� ,𝑡′))𝑑3𝑘𝑑𝑡′

𝑡

0

}) 

1

𝜂(𝑡)

𝑑𝜂(𝑡)

𝑑𝑡
= 2𝛤 (𝑟0 +𝑢0{

𝛥

𝜂(𝑡)(2𝜋)3
∫𝑒−2𝛤𝐹(�⃗� ,𝑡)𝑑3𝑘

+
𝐷

𝜂(𝑡)(2𝜋)3
∫ 𝜂(𝑡′)∫ 𝑒−2𝛤(𝐹(�⃗� ,𝑡)−𝐹(�⃗� ,𝑡′))𝑑3𝑘𝑑𝑡′

𝑡

0

}) 

ถ้าก าหนดให∫้ 𝑒−2𝛤𝐹(�⃗� ,𝑡)𝑑3𝑘 ≡ A𝑔(𝑡)  จะสามารถพิสูจน์ภายหลังได้ว่า   

∫ 𝑒−2𝛤(𝐹(�⃗� ,𝑡)−𝐹(�⃗� ,𝑡′))𝑑3𝑘  สามารถเขียนให้อยู่ในรูปของ𝐴𝑔(𝑡 − 𝑡′)  ได้  เมื่อ 𝐴  เป็นค่าคงที่ 

ดังนั้น  
𝑑𝜂(𝑡)

𝑑𝑡
= 2𝛤 (𝑟0𝜂(𝑡) +

𝛥𝑢0𝐴𝑔(𝑡)

(2𝜋)3
+

𝐷𝑢0𝐴

(2𝜋)3
∫ 𝜂(𝑡′)𝑔(𝑡 − 𝑡′)𝑑𝑡′𝑡

0
) 

 
 
 
 
 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

กรณี (a) 

พิสูจน์ว่า  𝐴 = √
3𝜋3

2𝛤3(𝛾 𝑐𝑜𝑠 𝜃)2
  และ 𝑔(𝑡 − 𝑡′) = (𝑡 − 𝑡′)−

5

2 

 

จากสมการที ่(25) และ (27) ในลิมิต 𝑡 → ∞  จะได้วา่  ∫ 𝑒−2𝛤𝐹(�⃗� ,𝑡)𝑑3𝑘 = √
3𝜋3

2𝛤3(𝛾𝑐𝑜𝑠𝜃)2
𝑡−

5

2  

ดังนั้น 𝐴 = √
3𝜋3

2𝛤3(𝛾 𝑐𝑜𝑠 𝜃)2
  และ 𝑔(𝑡) = 𝑡−

5

2 

𝐹(�⃗� , 𝑡) − 𝐹(�⃗� , 𝑡′)

= {(
1

12
(𝛾𝑡𝑘𝑥𝑐𝑜𝑠𝜃)2) + (𝑘𝑦 −

1

2
𝑘𝑥𝛾𝑡𝑐𝑜𝑠𝜃)

2

+ 𝑘𝑧
2} 𝑡

− {(
1

12
(𝛾𝑡′𝑘𝑥𝑐𝑜𝑠𝜃)2) + (𝑘𝑦 −

1

2
𝑘𝑥𝛾𝑡′𝑐𝑜𝑠𝜃)

2

+ 𝑘𝑧
2} 𝑡′ 

𝐹(�⃗� , 𝑡) − 𝐹(�⃗� , 𝑡′)

=
1

12
(𝑡3 − 𝑡′3)(𝛾𝑐𝑜𝑠𝜃𝑘𝑥)

2 + (𝑡 − 𝑡′)𝑘𝑧
2 + 𝑘𝑦

2 − 𝑘𝑦𝑘𝑥𝛾𝑡𝑐𝑜𝑠𝜃

+
1

4
(𝑘𝑥𝛾𝑡𝑐𝑜𝑠𝜃)2𝑡 + {𝑘𝑦

2 − 𝑘𝑦𝑘𝑥𝛾𝑡′𝑐𝑜𝑠𝜃 +
1

4
(𝑘𝑥𝛾𝑡′𝑐𝑜𝑠𝜃)2}𝑡′ 

𝐹(�⃗� , 𝑡) − 𝐹(�⃗� , 𝑡′)

=
1

12
(𝑡3 − 𝑡′3)(𝛾𝑐𝑜𝑠𝜃𝑘𝑥)

2 + (𝑡 − 𝑡′)𝑘𝑧
2 + (𝑡 − 𝑡′)𝑘𝑦

2 − 𝑘𝑦𝑘𝑥𝛾(𝑡
2

− 𝑡′2)𝑐𝑜𝑠𝜃 +
1

4
(𝑡3 − 𝑡′3)(𝑘𝑥𝛾𝑐𝑜𝑠𝜃)2 

จาก 𝑎3 − 𝑏3 = (𝑎 − 𝑏)(𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2) 

𝐹(�⃗� , 𝑡) − 𝐹(�⃗� , 𝑡′)

=
1

12
(𝑡 − 𝑡′)(𝑡2 + 𝑡𝑡′ + 𝑡′2)(𝛾𝑐𝑜𝑠𝜃𝑘𝑥)

2 + (𝑡 − 𝑡′)𝑘𝑧
2 + (𝑡 − 𝑡′)𝑘𝑦

2

− 𝑘𝑦𝑘𝑥𝛾(𝑡 − 𝑡′)(𝑡 + 𝑡′)𝑐𝑜𝑠𝜃 +
1

4
(𝑡 − 𝑡′)(𝑡2 + 𝑡𝑡′ + 𝑡′2)(𝑘𝑥𝛾𝑐𝑜𝑠𝜃)2 

𝐹(�⃗� , 𝑡) − 𝐹(�⃗� , 𝑡′)

= {
1

12
(𝑡2 + 𝑡𝑡′ + 𝑡′2)(𝛾𝑐𝑜𝑠𝜃𝑘𝑥)

2 + 𝑘𝑧
2 + 𝑘𝑦

2 − 𝑘𝑦𝑘𝑥𝛾(𝑡 + 𝑡′)𝑐𝑜𝑠𝜃

+
1

4
(𝑡2 + 𝑡𝑡′ + 𝑡′2)(𝑘𝑥𝛾𝑐𝑜𝑠𝜃)2}(𝑡 − 𝑡′) 

𝐹(�⃗� , 𝑡) − 𝐹(�⃗� , 𝑡′)

= {
1

3
(𝑡2 + 𝑡𝑡′ + 𝑡′2)(𝛾𝑐𝑜𝑠𝜃𝑘𝑥)

2 + (𝑘𝑦 −
1

2
𝑘𝑥𝛾(𝑡 + 𝑡′)𝑐𝑜𝑠𝜃)2

−
1

4
(𝑡2 + 2𝑡𝑡′ + 𝑡′2)(𝑘𝑥𝛾𝑐𝑜𝑠𝜃)2 + 𝑘𝑧

2}(𝑡 − 𝑡′) 

𝐹(�⃗� , 𝑡) − 𝐹(�⃗� , 𝑡′)

= {
1

12
(𝑡2 − 2𝑡𝑡′ + 𝑡′2)(𝛾𝑐𝑜𝑠𝜃𝑘𝑥)

2 + (𝑘𝑦 −
1

2
𝑘𝑥𝛾(𝑡 + 𝑡′)𝑐𝑜𝑠𝜃)2

+ 𝑘𝑧
2}(𝑡 − 𝑡′) 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐹(�⃗� , 𝑡) − 𝐹(�⃗� , 𝑡′)

=
1

12
(𝑡 − 𝑡′)3(𝛾𝑐𝑜𝑠𝜃𝑘𝑥)

2 + (𝑡 − 𝑡′) (𝑘𝑦 −
1

2
𝑘𝑥𝛾(𝑡 + 𝑡′)𝑐𝑜𝑠𝜃)

2

+ (𝑡 − 𝑡′)𝑘𝑧
2 

 

∫𝑒−2𝛤(𝐹(�⃗� ,𝑡)−𝐹(�⃗� ,𝑡′))𝑑3𝑘

= ∫𝑒
−2𝛤(

1
12

(𝑡−𝑡′)
3
(𝛾𝑐𝑜𝑠𝜃𝑘𝑥)2+(𝑡−𝑡′)(𝑘𝑦−

1
2
𝑘𝑥𝛾(𝑡+𝑡′)𝑐𝑜𝑠𝜃)

2
+(𝑡−𝑡′)𝑘𝑧

2)
𝑑3𝑘 

 

เปรียบเทียบกับ  ∫ 𝑒−2𝛤𝐹(�⃗� ,𝑡)𝑑3𝑘 = ∫𝑒𝑥𝑝(−2𝛤 {(
1

12
(𝛾𝑡𝑐𝑜𝑠𝜃)2) 𝑘𝑥

2 + (𝑘𝑦 −

1

2
𝑘𝑥𝛾𝑡𝑐𝑜𝑠𝜃)

2
+ 𝑘𝑧

2} 𝑡)𝑑3𝑘 = √
𝜋

(
1

12
(𝛾𝑡𝑐𝑜𝑠𝜃)2)2𝛤𝑡

√
𝜋

2𝛤𝑡
√

𝜋

2𝛤𝑡
   ดังนั้น 

 

∫𝑒
−2𝛤(𝐹(�⃗� ,𝑡)−𝐹(�⃗� ,𝑡′))

𝑑3𝑘

= √
𝜋

(
1
12

(𝛾(𝑡 − 𝑡′)𝑐𝑜𝑠𝜃)2)2𝛤(𝑡 − 𝑡′)
√

𝜋

2𝛤(𝑡 − 𝑡′)
√

𝜋

2𝛤(𝑡 − 𝑡′)
 

∫ 𝑒−2𝛤(𝐹(�⃗� ,𝑡)−𝐹(�⃗� ,𝑡′))𝑑3𝑘 = √
3𝜋3

2𝛤3(𝛾 𝑐𝑜𝑠 𝜃)2
(𝑡 − 𝑡′)−

5

2  และ  𝑔(𝑡 − 𝑡′) = (𝑡 − 𝑡′)−
5

2 

 

พิสูจน์ว่า  𝜂(𝑡) = (
𝑡

𝑡0
)
−

5

2  เมื่อ 𝑡0
5

2 =
3

4√𝜋
(
𝑐1𝑐3

′−𝑐1
′𝑐3

𝑐′
1
2 ) 

 

จาก  𝑑𝜂(𝑡)

𝑑𝑡
= 2𝛤 (𝑟0𝜂(𝑡) +

𝛥𝑢0𝐴𝑔(𝑡)

(2𝜋)3
+

𝐷𝑢0𝐴

(2𝜋)3
∫ 𝜂(𝑡′)𝑔(𝑡 − 𝑡′)𝑑𝑡′𝑡

0
) 

เมื่อด าเนินการแปลงลาปลาซสมการนี้จะได้ว่า 

−1 + 𝑠�̅�(𝑠) = 2𝛤(𝑟0�̅�(𝑠) +
𝛥𝑢0𝐴�̅�(𝑠)

(2𝜋)3
+

𝐷𝑢0𝐴

(2𝜋)3
�̅�(𝑠)�̅�(𝑠)) 

โดยที่  �̅�(𝑠) = ∫ 𝜂(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

0
  �̅�(𝑠) = ∫ 𝑔(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0
  และ 

 ∫ {∫ 𝜂(𝑡′)𝑔(𝑡 − 𝑡′)𝑑𝑡′}
𝑡

0
𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0
= ∫ 𝜂 ∗ 𝑔(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0
= �̅�(𝑠)�̅�(𝑠) 

�̅�(𝑠) =
1 +

2𝛤𝛥𝑢0𝐴�̅�(𝑠)
(2𝜋)3

𝑠 −
2𝛤𝐷𝑢0𝐴
(2𝜋)3

�̅�(𝑠) − 2𝛤𝑟0

 

จาก สตูรผกผันของ Mellin 𝜂(𝑡) =
1

2𝜋𝑖
∫ �̅�(𝑠)𝑒𝑠𝑡𝑑𝑠

𝜆+𝑖∞

𝜆−𝑖∞
 

ที่เวลานานมากการแปลงลาปลาซของ 𝑔(𝑡) จะเป็นไปตามสมการ 
 �̅�(𝑠) = ∫ 𝑔(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0
= ∫ 𝑔(𝑡 + 𝛼2)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0
 โดย 𝛼 คือจ านวนจริงใดที่ 𝛼2 ≪ 1 

�̅�(𝑠) = ∫ 𝑔(𝑡 + 𝛼2)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

0

= ∫ (𝑡 + 𝛼2)−
5
2𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

= 𝑠
3

2⁄ 𝑒𝛼2𝑠 ∫ 𝑡−
5
2𝑒−𝑡𝑑𝑡

∞

𝛼2𝑠

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

�̅�(𝑠) =
−2

3
𝑠
3

2⁄ 𝑒𝛼2𝑠 {𝑡−
3
2𝑒−𝑡|

𝛼2𝑠

∞

+ ∫ 𝑡−
3
2𝑒−𝑡𝑑𝑡

∞

𝛼2𝑠

} 

�̅�(𝑠) =
−2

3
𝑠
3

2⁄ 𝑒𝛼2𝑠 {𝑡−
3
2𝑒−𝑡|

𝛼2𝑠

∞

− 2(𝑡−
1
2𝑒−𝑡|

𝛼2𝑠

∞

+ ∫ 𝑡−
1
2𝑒−𝑡𝑑𝑡

∞

𝛼2𝑠

)} 

เน่ืองจาก 𝛼2 ≪ 1 ดังนั้น 𝛼2𝑠 → 0 และ 𝑒±𝛼2𝑠 ≈ 1  ท าให ้

�̅�(𝑠) =
−2

3
𝑠
3

2⁄ {−(𝛼2𝑠)−
3
2 − 2(−(𝛼2𝑠)−

1
2 + ∫ 𝑡−

1
2𝑒−𝑡𝑑𝑡

∞

0

)} 

�̅�(𝑠) =
−2

3
𝑠
3

2⁄ {−(𝛼2𝑠)−
3
2 − 2(−(𝛼2𝑠)−

1
2 + 𝛤(

1

2
))} 

�̅�(𝑠) =
4

3
{

1

2𝛼3
−

𝑠

𝛼
+ √𝜋𝑠

3
2⁄ } 

จาก 

�̅�(𝑠) =
1 +

2𝛤𝛥𝑢0𝐴�̅�(𝑠)
(2𝜋)3

𝑠 −
2𝛤𝐷𝑢0𝐴
(2𝜋)3

�̅�(𝑠) − 2𝛤𝑟0

 

ก าหนดให ้
𝛧 =

2𝛤𝐴𝑢0

(2𝜋)3
  

𝑐1 = 1 +
4

3
(

1

2𝛼3)𝛥𝛧  ,  𝑐2 = −
4

3𝛼
𝛥𝛧 , 𝑐3 =

4

3
√𝜋𝛥𝛧 

𝑐1
′ = −

4

3
(

1

2𝛼3)𝐷𝛧 − 2𝛤𝑟0 , 𝑐2
′ = 1 +

4

3𝛼
𝐷𝛧  และ  𝑐3

′ = −
4

3
√𝜋𝛥𝛧 

 

�̅�(𝑠) =
𝑐1+𝑐2𝑠+𝑐3𝑠

3
2⁄

𝑐1
′+𝑐2

′𝑠+𝑐3
′𝑠

3
2⁄
  เน่ืองจากพจน์ 𝑠3

2⁄   ท าให้เกิดแบรชคัต (Branch cut)  ซึ่งเป็นสิ่งที่ก าหนด

เส้นทางในการอินทริเกตดังภาพ 

 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
Re{S} 
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2𝜖 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∮ �̅�(𝑠)𝑒𝑠𝑡𝑑𝑠
𝐶

= 0 

−∫ �̅�(𝑠)𝑒𝑠𝑡𝑑𝑠
𝜆+𝑖∞

𝜆−𝑖∞

= lim
𝜖→0

{∫ �̅�(𝑠)𝑒𝑠𝑡𝑑𝑠
0+𝑖𝜖

−∞+𝑖𝜖

+ ∫ �̅�(𝑠)𝑒𝑠𝑡𝑑𝑠
−∞−𝑖𝜖

0−𝑖𝜖

} 

−∫ �̅�(𝑠)𝑒𝑠𝑡𝑑𝑠
𝜆+𝑖∞

𝜆−𝑖∞

= ∫ {
𝑐1 − 𝑐2𝑥 + 𝑖𝑐3𝑥

3
2⁄

𝑐1
′ − 𝑐2

′𝑥 + 𝑖𝑐3
′𝑥

3
2⁄
} 𝑒−𝑥𝑡𝑑𝑥

∞

0

− ∫ {
𝑐1 − 𝑐2𝑥 − 𝑖𝑐3𝑥

3
2⁄

𝑐1
′ − 𝑐2

′𝑥 − 𝑖𝑐3
′𝑥

3
2⁄
} 𝑒−𝑥𝑡𝑑𝑥

∞

0

 

−∫ �̅�(𝑠)𝑒𝑠𝑡𝑑𝑠
𝜆+𝑖∞

𝜆−𝑖∞

= 2𝑖 ∫ {
(𝑐1 − 𝑐2𝑥)(−𝑐3

′) − (−𝑐3)(𝑐1
′ − 𝑐2

′𝑥)

(𝑐1
′ − 𝑐2

′𝑥)2 + 𝑐3
′ 2𝑥3

} 𝑥
3

2⁄ 𝑒−𝑥𝑡𝑑𝑥
∞

0

 

จากเงื่อนไข 𝑙𝑖𝑚𝑡 → ∞  ดังนั้นเฉพาะค่า 𝑥 ≪ 0 เท่านั้นที่มีผลต่อการอินทริเกรต 

∫ �̅�(𝑠)𝑒𝑠𝑡𝑑𝑠
𝜆+𝑖∞

𝜆−𝑖∞

= 2𝑖 [
𝑐1𝑐3

′ − 𝑐1
′𝑐3

𝑐1
′2

]∫ 𝑥
3

2⁄ 𝑒−𝑥𝑡𝑑𝑥
∞

0

= 2𝑖 [
𝑐1𝑐3

′ − 𝑐1
′𝑐3

𝑐1
′2

] (
3√𝜋

4
𝑡
−5

2⁄ ) 

𝜂(𝑡) =
1

2𝜋𝑖
∫ �̅�(𝑠)𝑒𝑠𝑡𝑑𝑠

𝜆+𝑖∞

𝜆−𝑖∞

=
1

2𝜋𝑖
2𝑖 [

𝑐1𝑐3
′ − 𝑐1

′𝑐3

𝑐1
′2

] (
3√𝜋

4
𝑡
−5

2⁄ ) = (
𝑡

𝑡0
)
−
5
2

 

เมื่อ 𝑡0
5

2 =
3

4√𝜋
(
𝑐1𝑐3

′−𝑐1
′𝑐3

𝑐′
1
2 ) 

 

พิสูจน์ว่า  𝑆(�⃗� , 𝑡) = (𝛥 + 𝐷 (
𝑐1

𝑐′
1
))𝑉3 (

𝑡

𝑡0
)

5

2
𝑒−2𝛤𝐹(�⃗� ,𝑡) 

จาก  𝑆(�⃗� , 𝑡) = 𝛥𝑉3𝑒
−2𝛤(𝐹(�⃗� ,𝑡)−𝑏(𝑡)) + 𝐷𝑉3 ∫ 𝑒2𝛤((𝐹(�⃗� ,𝑡′)−𝐹(�⃗� ,𝑡))−(𝑏(𝑡′)−𝑏(𝑡)))𝑑𝑡′𝑡

0
 

𝑆(�⃗� , 𝑡) =
𝛥𝑉3

𝜂(𝑡)
𝑒−2𝛤𝐹(�⃗� ,𝑡) + 𝐷𝑉3 ∫

𝜂(𝑡′)

𝜂(𝑡)
𝑒2𝛤(𝐹(�⃗� ,𝑡′)−𝐹(�⃗� ,𝑡))𝑑𝑡′

𝑡

0

 

จากเงื่อนไข 𝑙𝑖𝑚𝑡 → ∞  ดังนั้นเฉพาะค่า 𝑡′ ≪ 0 เท่านั้นที่มีผลต่อการอินทริเกรต 

𝑆(�⃗� , 𝑡) =
𝛥𝑉3

𝜂(𝑡)
𝑒−2𝛤𝐹(�⃗� ,𝑡) +

𝐷𝑉3𝑒
−2𝛤𝐹(�⃗� ,𝑡)

𝜂(𝑡)
∫ 𝜂(𝑡′)𝑑𝑡′

∞

0

 

𝑆(�⃗� , 𝑡) = (𝛥 + 𝐷�̅�(0))
𝑉3

𝜂(𝑡)
𝑒−2𝛤𝐹(�⃗� ,𝑡) 

𝑆(�⃗� , 𝑡) = (𝛥 + 𝐷 (
𝑐1
𝑐′

1
))𝑉3 (

𝑡

𝑡0
)

5
2
𝑒−2𝛤𝐹(�⃗� ,𝑡) 

ข้อสังเกต  𝑆(�⃗� , 𝑡)  ในกรณีที่ค านึงถึงการรบกวนเชิงความร้อน  แตกต่างจากกรณีที่ไม่ค านึงถึงการ

รบกวนเชิงความร้อนตรงที่มีพจน์ 𝐷 (
𝑐1

𝑐′
1
)  เพิ่มเข้ามาในสัมประสิทธิ ์

 

พิสูจน์ว่า  𝐶(𝑟 , 𝑡) =
(𝛥+𝐷(

𝑐1
𝑐′1

))𝐴

(2𝜋)3𝑡0

5
2

𝑒𝑥𝑝 (−
1

8𝛤𝑡
(3 (

2𝑥

𝛾𝑡 𝑐𝑜𝑠 𝜃
+ 𝑦)

2
+ 𝑦2 + 𝑧2)) 

สามารถใชว้ิธีคดิของกรณีที่ไม่ค านึงถึงการรบกวนเชิงความร้อนได ้ ผลลพัธ์จะแตกต่างเพียง
สัมประสิทธิ์ที่คูณอยู่เท่าน้ัน 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

กรณี (b) 

พิสูจน์ว่า  A = √
π3

8Γ3(1+
1

2
(
γ

ω
)
2
)
  และ 𝑔(𝑡 − 𝑡′) = (𝑡 − 𝑡′)−

3

2 

 

ท าการแปลง ∫ 𝑒−2𝛤(𝐹(�⃗� ,𝑡)−𝐹(�⃗� ,𝑡′))𝑑3𝑘 ด้วยจาโคเบียนของการแปลงและสมการที ่(14)  ดังนั้น 

∫𝑒−2𝛤(𝐹(�⃗� ,𝑡)−𝐹(�⃗� ,𝑡′))𝑑3𝑘 = ∫𝑒−2𝛤(𝐹(�⃗� ,𝜏)−𝐹(�⃗� ,𝜏′))𝐽𝑑3𝑞 = ∫𝑒−2𝛤(𝐹(�⃗� ,𝜏)−𝐹(�⃗� ,𝜏′))𝑑3𝑞 

เมื่อ  𝐽 = |
𝜕𝑘𝑖

𝜕𝑞𝑗
| = |

1 0 0

−
𝛾

𝜔
(𝑠𝑖𝑛(𝜔𝜏 + 𝜃) − 𝑠𝑖𝑛(𝜃)) 1 0

0 0 1

| = 1 

𝐹(𝑞 , 𝜏) − 𝐹(𝑞 , 𝜏′) = {𝑞 2 +
2𝑞𝑥𝑞𝑦𝛾

𝜔
𝑠𝑖𝑛𝜃 + (

𝑞𝑥𝛾

𝜔
)
2
(
1

2
+ 𝑠𝑖𝑛2𝜃)} (𝜏 − 𝜏′)  ดังนั้น 

∫𝑒−2𝛤(𝐹(�⃗� ,𝜏)−𝐹(�⃗� ,𝜏′))𝑑3𝑞 = ∫𝑒−2𝛤𝐹(�⃗� ,(𝜏−𝜏′))𝑑3𝑞 

∫𝑒−2𝛤(𝐹(�⃗� ,𝜏)−𝐹(�⃗� ,𝜏′))𝑑3𝑞

= {
√

𝜋

2 (
1
2 (

𝛾
𝜔)

2
+ 1)𝛤(𝜏 − 𝜏′)

}{√
𝜋

2𝛤(𝜏 − 𝜏′)
}{√

𝜋

2𝛤(𝜏 − 𝜏′)
} 

∫ 𝑒−2𝛤(𝐹(�⃗� ,𝜏)−𝐹(�⃗� ,𝜏′))𝑑3𝑞 = √
π3

8Γ3(1+
1

2
(
γ

ω
)
2
)
(𝑡 − 𝑡′)−

3

2  ดังนั้น 

A = √
π3

8Γ3(1+
1

2
(
γ

ω
)
2
)
  และ 𝑔(𝑡 − 𝑡′) = (𝑡 − 𝑡′)−

3

2 

 

พิสูจน์ว่า  𝜂(𝑡) = (
𝑡

𝑡0
)
−

3

2  เมื่อ   𝑡0
3

2 =
1

2√𝜋
(
𝑐2𝑐′

1−𝑐′
2𝑐1

𝑐′
1
2 ), 

ขั้นตอนในการพิสจูน์จะคล้ายกับกรณี (a) 
�̅�(𝑠) = ∫ 𝑔(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0
= ∫ 𝑔(𝑡 + 𝛼2)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0
 โดย 𝛼 คือจ านวนจริงใดที ่𝛼2 ≪ 1 

�̅�(𝑠) = ∫ 𝑔(𝑡 + 𝛼2)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

0

= ∫ (𝑡 + 𝛼2)−
3
2𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

= √𝑠𝑒𝛼2𝑠 ∫ 𝑡−
3
2𝑒−𝑡𝑑𝑡

∞

𝛼2𝑠

 

�̅�(𝑠) = −2√𝑠𝑒𝛼2𝑠 {𝑡−
1
2𝑒−𝑡|

𝛼2𝑠

∞

+ ∫ 𝑡−
1
2𝑒−𝑡𝑑𝑡

∞

𝛼2𝑠

} 

เน่ืองจาก 𝛼2 ≪ 1 ดังนั้น 𝛼2𝑠 → 0 และ 𝑒±𝛼2𝑠 ≈ 1  ท าให ้

�̅�(𝑠) = −2√𝑠 {−(𝛼2𝑠)−
1
2 + ∫ 𝑡−

1
2𝑒−𝑡𝑑𝑡

∞

0

} 

�̅�(𝑠) =
2

𝛼
− 2√𝜋√𝑠 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

จาก 

�̅�(𝑠) =
1 +

2𝛤𝛥𝑢0𝐴�̅�(𝑠)
(2𝜋)3

𝑠 −
2𝛤𝐷𝑢0𝐴
(2𝜋)3

�̅�(𝑠) − 2𝛤𝑟0

 

�̅�(𝑠) =
𝑐1 + 𝑐2√𝑠

𝑐1
′ + 𝑐2

′√𝑠 + 𝑠
 

เมื่อ   𝛧 =
2𝛤𝐴𝑢0

(2𝜋)3
 

𝑐1 = 1 +
2𝛥𝛧

𝛼
, 𝑐2 = −2√𝜋𝛥𝛧 

𝑐1
′ = −

2𝐷𝛧

𝛼
− 2𝛤𝑟0 และ 𝑐2

′ = 2√𝜋𝐷𝛧 

 

เน่ืองจากพจน์ √𝑠  ท าให้เกดิแบรชคัตซึ่งเป็นสิ่งที่ก าหนดเส้นทางในการอินทริเกตดังภาพ 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
 

∮ �̅�(𝑠)𝑒𝑠𝑡𝑑𝑠
𝐶

= 0 

−∫ �̅�(𝑠)𝑒𝑠𝑡𝑑𝑠
𝜆+𝑖∞

𝜆−𝑖∞

= lim
𝜖→0

{∫ �̅�(𝑠)𝑒𝑠𝑡𝑑𝑠
0+𝑖𝜖

−∞+𝑖𝜖

+ ∫ �̅�(𝑠)𝑒𝑠𝑡𝑑𝑠
−∞−𝑖𝜖

0−𝑖𝜖

} 

−∫ �̅�(𝑠)𝑒𝑠𝑡𝑑𝑠
𝜆+𝑖∞

𝜆−𝑖∞

= ∫ {
𝑐1 − 𝑖𝑐2√𝑥

𝑐1
′ − 𝑐2

′ 𝑖√𝑥 − 𝑥
} 𝑒−𝑥𝑡𝑑𝑥

∞

0

− ∫ {
𝑐1 + 𝑖𝑐2√𝑥

𝑐1
′ + 𝑐2

′ 𝑖√𝑥 − 𝑥
} 𝑒−𝑥𝑡𝑑𝑥

∞

0

 

จากเงื่อนไข 𝑙𝑖𝑚𝑡 → ∞  ดังนั้นเฉพาะค่า 𝑥 ≪ 0 เท่านั้นที่มีผลต่อการอินทริเกรต 

𝜂(𝑡) =
1

2√𝜋
[
𝑐2𝑐

′
1 − 𝑐′

2𝑐1

𝑐1
′2

] 𝑡
−5

2⁄ = (
𝑡

𝑡0
)
−
3
2

 

เมื่อ 𝑡0
3

2 =
1

2√𝜋
(
𝑐2𝑐′

1−𝑐′
2𝑐1

𝑐′
1
2 ) 

 
 
 
 
 

 
Re{S} 

Im{S} 

C 

2𝜖 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

พิสูจน์ว่า  𝑆(�⃗� , 𝑡) = (𝛥 + 𝐷 (
𝑐1

𝑐′
1
))𝑉3 (

𝑡

𝑡0
)

3

2
𝑒−2𝛤𝐹(�⃗� ,𝑡) 

 

จาก  𝑆(�⃗� , 𝑡) =
𝛥𝑉3

𝜂(𝑡)
𝑒−2𝛤𝐹(�⃗� ,𝑡) + 𝐷𝑉3 ∫

𝜂(𝑡′)

𝜂(𝑡)
𝑒2𝛤(𝐹(�⃗� ,𝑡′)−𝐹(�⃗� ,𝑡))𝑑𝑡′𝑡

0
 

จากเงื่อนไข 𝑙𝑖𝑚𝑡 → ∞  ดังนั้นเฉพาะค่า 𝑡′ ≪ 0 เท่านั้นที่มีผลต่อการอินทริเกรต 

𝑆(�⃗� , 𝑡) =
𝛥𝑉3

𝜂(𝑡)
𝑒−2𝛤𝐹(�⃗� ,𝑡) +

𝐷𝑉3𝑒
−2𝛤𝐹(�⃗� ,𝑡)

𝜂(𝑡)
∫ 𝜂(𝑡′)𝑑𝑡′

∞

0

 

𝑆(�⃗� , 𝑡) = (𝛥 + 𝐷�̅�(0))
𝑉3

𝜂(𝑡)
𝑒−2𝛤𝐹(�⃗� ,𝑡) 

𝑆(�⃗� , 𝑡) = (𝛥 + 𝐷 (
𝑐1
𝑐′

1
))𝑉3 (

𝑡

𝑡0
)

3
2
𝑒−2𝛤𝐹(�⃗� ,𝑡) 

ข้อสังเกต  𝑆(�⃗� , 𝑡)  ในกรณีที่ค านึงถึงการรบกวนเชิงความร้อน  แตกต่างจากกรณีที่ไม่ค านึงถึงการ

รบกวนเชิงความร้อนตรงที่มีพจน์   𝐷 (
𝑐1

𝑐′
1
)  เพิ่มเข้ามาในสัมประสิทธิ์ 

 

พิสูจน์ว่า  𝐶(𝑟 , 𝑡) =
(𝛥+𝐷(

𝑐1
𝑐′1

))𝐴

(2𝜋)3𝑡0

3
2

𝑒𝑥𝑝 (−
1

8𝛤𝑡
(𝛽 (𝑥 −

𝛾

𝜔
𝑦 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜃))

2
+ 𝑦2 + 𝑧2)) 

 

สามารถใชว้ิธีคดิของกรณีที่ไม่ค านึงถึงการรบกวนเชิงความร้อนได ้ ผลลพัธ์จะแตกต่างเพียง
สัมประสิทธิ์ที่คูณอยู่เท่าน้ัน 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาคผนวก  ค 
 

ความถี่ = 64 , ℓ = 4,096 
เฟส = 0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
เฟส = 5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ETCF ในทิศแกน X การสเกล (a) แบบไม่มีการเฉือน  ETCF ในทิศแกน Y 

การสเกล (a) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

การสเกล (b) แบบไม่มีการ

เฉือน 

การสเกล (b) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

(a) (b) 

ETCF ในทิศแกน X การสเกล (a) แบบไม่มีการเฉือน  ETCF ในทิศแกน Y 

การสเกล (a) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

การสเกล (b) แบบไม่มีการ

เฉือน 

การสเกล (b) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

(a) (b) 

Cx(r,t) 

r 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

Cy(r,t) 

r 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

Cx(r*,t) 

r* 

Cx(r*,t) 

r* 

Cy(r*,t) Cy(r*,t) 

r* r* 

Cx(r,t) 

r 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

Cy(r,t) 

r 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

Cx(r*,t) 

r* 
Cx(r*,t) 

r* 

Cy(r*,t) Cy(r*,t) 

r* r* 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

เฟส = 10 
 
 
 
 
 
 
 
  
   
 
 
 
 
 
เฟส = 45 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ETCF ในทิศแกน X การสเกล (a) แบบไม่มีการเฉือน  ETCF ในทิศแกน Y 

การสเกล (a) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

การสเกล (b) แบบไม่มีการ

เฉือน 

การสเกล (b) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

(a) (b) 

ETCF ในทิศแกน X การสเกล (a) แบบไม่มีการเฉือน  ETCF ในทิศแกน Y 

การสเกล (a) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 
การสเกล (b) แบบไม่มีการ

เฉือน 

การสเกล (b) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

(a) (b) Cx(r,t) 

r 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

Cy(r,t) 

r 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

Cx(r*,t) 

r* 

Cx(r*,t) 

r* 

Cy(r*,t) Cy(r*,t) 

r* r* 

Cx(r,t) 

r 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

Cy(r,t) 

r 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

Cx(r*,t) 

r* 

Cx(r*,t) 

r* 

Cy(r*,t) Cy(r*,t) 

r* r* 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

เฟส = 80  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
เฟส = 85 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ETCF ในทิศแกน X การสเกล (a) แบบไม่มีการเฉือน  ETCF ในทิศแกน Y 

การสเกล (a) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

การสเกล (b) แบบไม่มีการ

เฉือน 

การสเกล (b) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

(a) (b) 

ETCF ในทิศแกน X การสเกล (a) แบบไม่มีการเฉือน  ETCF ในทิศแกน Y 

การสเกล (a) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

การสเกล (b) แบบไม่มีการ

เฉือน 

การสเกล (b) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

(a) (b) Cx(r,t) 

r 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

Cy(r,t) 

r 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

Cx(r*,t) 

r* 

Cx(r*,t) 

r* 

Cy(r*,t) Cy(r*,t) 

r* r* 

Cx(r,t) 

r 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

Cy(r,t) 

r 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

Cx(r*,t) 

r* 

Cx(r*,t) 

r* 

Cy(r*,t) Cy(r*,t) 

r* r* 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

เฟส = 90 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ความถี่ = 48 , ℓ = 2,048  
เฟส = 0  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ETCF ในทิศแกน X การสเกล (a) แบบไม่มีการเฉือน  ETCF ในทิศแกน Y 

การสเกล (a) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

การสเกล (b) แบบไม่มีการ

เฉือน 

การสเกล (b) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

(a) (b) 

ETCF ในทิศแกน X การสเกล (a) แบบไม่มีการเฉือน  ETCF ในทิศแกน Y 

การสเกล (a) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

การสเกล (b) แบบไม่มีการ

เฉือน 

การสเกล (b) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

(a) (b) Cx(r,t) 

r 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

Cy(r,t) 

r 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

Cx(r*,t) 

r* 

Cx(r*,t) 

r* 

Cy(r*,t) Cy(r*,t) 

r* r* 

Cx(r,t) 

r 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

Cy(r,t) 

r 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

Cx(r*,t) 

r* 

Cx(r*,t) 

r* 

Cy(r*,t) Cy(r*,t) 

r* r* 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

เฟส = 5  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
เฟส = 10 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ETCF ในทิศแกน X การสเกล (a) แบบไม่มีการเฉือน  ETCF ในทิศแกน Y 

การสเกล (a) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

การสเกล (b) แบบไม่มีการ

เฉือน 

การสเกล (b) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

(a) (b) 

ETCF ในทิศแกน X การสเกล (a) แบบไม่มีการเฉือน  ETCF ในทิศแกน Y 

การสเกล (a) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

การสเกล (b) แบบไม่มีการ

เฉือน 

การสเกล (b) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

(a) (b) Cx(r,t) 

r 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

Cy(r,t) 

r 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

Cx(r*,t) 

r* 

Cx(r*,t) 

r* 

Cy(r*,t) Cy(r*,t) 

r* r* 

Cx(r,t) 

r 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

Cy(r,t) 

r 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

Cx(r*,t) 

r* 

Cx(r*,t) 

r* 

Cy(r*,t) Cy(r*,t) 

r* r* 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

เฟส = 45 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
เฟส = 80 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ETCF ในทิศแกน X การสเกล (a) แบบไม่มีการเฉือน  ETCF ในทิศแกน Y 

การสเกล (a) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

การสเกล (b) แบบไม่มีการ

เฉือน 

การสเกล (b) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

(a) (b) 

ETCF ในทิศแกน X การสเกล (a) แบบไม่มีการเฉือน  ETCF ในทิศแกน Y 

การสเกล (a) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

การสเกล (b) แบบไม่มีการ

เฉือน 

การสเกล (b) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

(a) (b) Cx(r,t) 

r 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

Cy(r,t) 

r 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

Cx(r*,t) 

r* 

Cx(r*,t) 

r* 

Cy(r*,t) Cy(r*,t) 

r* r* 

Cx(r,t) 

r 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

Cy(r,t) 

r 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

Cx(r*,t) 

r* 

Cx(r*,t) 

r* 

Cy(r*,t) Cy(r*,t) 

r* r* 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

เฟส = 85 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
เฟส = 90 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ETCF ในทิศแกน X การสเกล (a) แบบไม่มีการเฉือน  ETCF ในทิศแกน Y 

การสเกล (a) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

การสเกล (b) แบบไม่มีการ

เฉือน 

การสเกล (b) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

(a) (b) 

ETCF ในทิศแกน X การสเกล (a) แบบไม่มีการเฉือน  ETCF ในทิศแกน Y 

การสเกล (a) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

การสเกล (b) แบบไม่มีการ

เฉือน 

การสเกล (b) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

(a) (b) Cx(r,t) 

r 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

Cy(r,t) 

r 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

Cx(r*,t) 

r* 

Cx(r*,t) 

r* 

Cy(r*,t) Cy(r*,t) 

r* r* 

Cx(r,t) 

r 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

Cy(r,t) 

r 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

Cx(r*,t) 

r* 

Cx(r*,t) 

r* 

Cy(r*,t) Cy(r*,t) 

r* r* 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ความถี่ = 24 , ℓ = 2,048 
เฟส = 0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
เฟส = 5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ETCF ในทิศแกน X การสเกล (a) แบบไม่มีการเฉือน  ETCF ในทิศแกน Y 

การสเกล (a) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 
การสเกล (b) แบบไม่มีการ

เฉือน 

การสเกล (b) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

(a) (b) 

ETCF ในทิศแกน X การสเกล (a) แบบไม่มีการ ETCF ในทิศแกน Y 

การสเกล (a) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 
การสเกล (b) แบบไม่มีการ

เฉือน 

การสเกล (b) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

(a) (b) 

Cx(r,t) 

r 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

Cy(r,t) 

r 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

Cx(r*,t) 

r* 

Cx(r*,t) 

r* 

Cy(r*,t) Cy(r*,t) 

r* r* 

Cx(r,t) 

r 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

Cy(r,t) 

r 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

Cx(r*,t) 

r* 

Cx(r*,t) 

r* 

Cy(r*,t) Cy(r*,t) 

r* r* 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

เฟส = 10 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
เฟส = 45 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ETCF ในทิศแกน X การสเกล (a) แบบไม่มีการเฉือน  ETCF ในทิศแกน Y 

การสเกล (a) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

การสเกล (b) แบบไม่มีการ

เฉือน 

การสเกล (b) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

(a) (b) 

ETCF ในทิศแกน X การสเกล (a) แบบไม่มีการเฉือน  ETCF ในทิศแกน Y 

การสเกล (a) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 
การสเกล (b) แบบไม่มีการ

เฉือน 

การสเกล (b) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

(a) (b) Cx(r,t) 

r 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

Cy(r,t) 

r 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

Cx(r*,t) 

r* 

Cx(r*,t) 

r* 

Cy(r*,t) Cy(r*,t) 

r* r* 

Cx(r,t) 

r 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

Cy(r,t) 

r 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

Cx(r*,t) 

r* 

Cx(r*,t) 

r* 

Cy(r*,t) Cy(r*,t) 

r* r* 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

เฟส = 80 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
เฟส = 85 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ETCF ในทิศแกน X การสเกล (a) แบบไม่มีการเฉือน  ETCF ในทิศแกน Y 

การสเกล (a) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 
การสเกล (b) แบบไม่มีการ

เฉือน 

การสเกล (b) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

(a) (b) 

ETCF ในทิศแกน X การสเกล (a) แบบไม่มีการเฉือน  ETCF ในทิศแกน Y 

การสเกล (a) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

การสเกล (b) แบบไม่มีการ

เฉือน 

การสเกล (b) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

(a) (b) Cx(r,t) 

r 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

Cy(r,t) 

r 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

Cx(r*,t) 

r* 

Cx(r*,t) 

r* 

Cy(r*,t) Cy(r*,t) 

r* r* 

Cx(r,t) 

r 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

Cy(r,t) 

r 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

Cx(r*,t) 

r* 

Cx(r*,t) 

r* 

Cy(r*,t) Cy(r*,t) 

r* r* 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

เฟส = 90 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ความถี่ = 0.00001 , ℓ = 4,096 
เฟส = 0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ETCF ในทิศแกน X การสเกล (a) แบบไม่มีการเฉือน  ETCF ในทิศแกน Y 

การสเกล (a) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

การสเกล (b) แบบไม่มีการ

เฉือน 

การสเกล (b) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

(a) (b) 

ETCF ในทิศแกน X การสเกล (a) แบบไม่มีการเฉือน  ETCF ในทิศแกน Y 

การสเกล (a) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

การสเกล (b) แบบไม่มีการ

เฉือน 

การสเกล (b) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

(a) (b) Cx(r,t) 

r 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

Cy(r,t) 

r 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

Cx(r*,t) 

r* 

Cx(r*,t) 

r* 

Cy(r*,t) Cy(r*,t) 

r* r* 

Cx(r,t) 

r 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

Cy(r,t) 

r 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

t = 100 TU 
t = 200 TU 
t = 300 TU 
t = 400 TU 
t = 500 TU 

Cx(r*,t) 

r* 

Cx(r*,t) 

r* 

Cy(r*,t) Cy(r*,t) 

r* r* 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

เฟส = 5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
เฟส = 10 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ETCF ในทิศแกน X การสเกล (a) แบบไม่มีการเฉือน  ETCF ในทิศแกน Y 

การสเกล (a) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

การสเกล (b) แบบไม่มีการ

เฉือน 

การสเกล (b) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

(a) (b) 

ETCF ในทิศแกน X การสเกล (a) แบบไม่มีการเฉือน  ETCF ในทิศแกน Y 

การสเกล (a) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

การสเกล (b) แบบไม่มีการ

เฉือน 

การสเกล (b) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

(a) (b) 
Cx(r,t) 

r 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

Cy(r,t) 

r 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

Cx(r*,t) 

r* 

Cx(r*,t) 

r* 

Cy(r*,t) Cy(r*,t) 

r* r* 

Cx(r,t) 

r 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

Cy(r,t) 

r 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

Cx(r*,t) 

r* 

Cx(r*,t) 

r* 

Cy(r*,t) Cy(r*,t) 

r* r* 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

เฟส = 45 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
เฟส = 80 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ETCF ในทิศแกน X การสเกล (a) แบบไม่มีการเฉือน  ETCF ในทิศแกน Y 

การสเกล (a) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

การสเกล (b) แบบไม่มีการ

เฉือน 

การสเกล (b) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

(a) (b) 

ETCF ในทิศแกน X การสเกล (a) แบบไม่มีการเฉือน  ETCF ในทิศแกน Y 

การสเกล (a) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 
การสเกล (b) แบบไม่มีการ

เฉือน 

การสเกล (b) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

(a) (b) Cx(r,t) 

r 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

Cy(r,t) 

r 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

Cx(r*,t) 

r* 

Cx(r*,t) 

r* 

Cy(r*,t) Cy(r*,t) 

r* r* 

Cx(r,t) 

r 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

Cy(r,t) 

r 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

Cx(r*,t) 

r* 

Cx(r*,t) 

r* 

Cy(r*,t) Cy(r*,t) 

r* r* 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

เฟส = 85 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
เฟส = 90 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ETCF ในทิศแกน X การสเกล (a) แบบไม่มีการเฉือน  ETCF ในทิศแกน Y 

การสเกล (a) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

การสเกล (b) แบบไม่มีการ

เฉือน 

การสเกล (b) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

(a) (b) 

ETCF ในทิศแกน X การสเกล (a) แบบไม่มีการเฉือน  ETCF ในทิศแกน Y 

การสเกล (a) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

การสเกล (b) แบบไม่มีการ

เฉือน 

การสเกล (b) ภายใต้การเฉือน

แบบสม่ าเสมอ 

(a) (b

) 
Cx(r,t) 

r 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

Cy(r,t) 

r 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

Cx(r*,t) 

r* 

Cx(r*,t) 

r* 

Cy(r*,t) Cy(r*,t) 

r* r* 

Cx(r,t) 

r 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

Cy(r,t) 

r 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

t = 200 TU 
t = 400 TU 
t = 600 TU 
t = 800 TU 
t = 1,000 TU 

Cx(r*,t) 

r* 

Cx(r*,t) 

r* 

Cy(r*,t) Cy(r*,t) 

r* r* 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ประวัติผู้เขียน 
 

ประวัติผู้เขียน 
 

ชื่อ-สกุล สราวธุ  สะสม 
วัน เดือน ปี เกิด 25 กันยายน 2536 
สถานที่เกิด อ าเภอเมือง  จังหวัดเชียงใหม่ 
วุฒิการศึกษา สถาบันเทคโนโลยีพระจอมเกล้าเจ้าคุณทหารลาดกระบัง 
ที่อยู่ปัจจุบัน 107 ชัยกานต์อพาร์ทเมนต์ ซ.พระยาด ารงค์ ถ.พระราม 4 แขวงมหาพฤฒา

ราม  เขตบางรัก  กรุงเทพมหานคร 10500 
ผลงานตีพิมพ์ - 
รางวัลที่ได้รับ -   
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