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บทที ่1 

บทนําและความรูพื้นฐาน 
 

ในเกมหมากรุก ตัวหมากตัวหน่ึง คือ มา มาจะมีวิธีการเดินแตกตางจากตัวหมากตัวอ่ืนๆ 

อยางมาก กลาวคือ จะเดินตามแนวต้ังหรือแนวนอนไปหน่ึงชองแลวเดินเลี้ยวทํามุม 90 องศากับแนว

เดิมไปอีกสองชอง เรียกการเดินแบบน้ีวาการเดินแบบปกติของมา 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที ่1.1 ชองที่มาเดินแบบปกติไปถึงไดจากตําแหนงของมาที่กําหนดให 
 

กระดานหมากรุกขนาดมาตรฐาน คือ กระดานหมากรุกขนาด 8 × 8 ซึ่งประกอบดวยชองรูป

สี่เหลี่ยมจัตุรัสจํานวนแปดแถวและแปดหลัก โดยแตละชองทาดวยสีดําหรือสีขาวดังภาพ 

ภาพที ่1.2 กระดานหมากรุกขนาดมาตรฐาน 

ตอมามีการขยายกระดานหมากรุกขนาดมาตรฐานใหเปนกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 ซึ่ง 

กระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 ประกอบดวยชองรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสจํานวน 𝑚𝑚 แถว และ 𝑛𝑛 หลัก ทาสี

แตละชองดวยสีดําและสีขาวสลับกันไป 
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ภาพที ่1.3 ตัวอยางกระดานหมากรุกขนาด 4 × 5 
 

การเดินของมาและกระดานหมากรุกสามารถจําลองเปนตัวแบบเชิงคณิตศาสตรไดโดยใช

กราฟ ดวยการแทนชองรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสแตละชองเปนจุดยอดของกราฟ และจุดยอดสองจุดจะมีเสน

เช่ือมหรือเรียกวาประชิดกันถามาสามารถเดินจากชองหน่ึงไปยังอีกชองหน่ึงได    

ในป ค.ศ. 2003 Chia และOng [1] ไดปรับเปลี่ยนการเดินแบบปกติของมาไปเปน การเดิน

แบบ (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) ของมา น่ันคือ การเดินมาไป 𝑎𝑎 ชองตามแนวต้ังหรือแนวนอนแลวเดินเลี้ยวทํามุม 90 

องศากับแนวเดิมไปอีก 𝑏𝑏 ชอง นอกจากน้ียังสามารถพิจารณาไดโดยงายวาการเดินแบบ (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) ของ

มา จะเหมือนกับการเดินแบบ (𝑏𝑏,𝑎𝑎) ของมา ดังน้ันในโครงงานฉบับน้ีจึงพิจารณาการเดินแบบ (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) 

ของมา เมื่อกําหนดให 𝑎𝑎 < 𝑏𝑏 นอกจากน้ียังไดดวยวาการเดินแบบปกติของมา คือ การเดินแบบ 

(1,2) ของมา ถาให (𝑖𝑖, 𝑗𝑗) เปนชองบนกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 ตรงตําแหนงแถวที่ 𝑖𝑖 และ

หลักที่ 𝑗𝑗 เมื่อ 𝑖𝑖 ∈ {1,2,3, … ,𝑚𝑚} และ  𝑗𝑗 ∈ {1,2,3, … ,𝑛𝑛} เปนจุดเริ่มตน มาจะสามารถเดินแบบ 

(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) ไปไดอยางมาก 8 ชอง กลาวคือ (𝑖𝑖 ± 𝑎𝑎, 𝑗𝑗 ± 𝑏𝑏) และ (𝑖𝑖 ± 𝑏𝑏, 𝑗𝑗 ± 𝑎𝑎) เชน ในภาพ 1.4 แสดง

การเดินแบบ (1,3) ของมาบนกระดานขนาด 9 × 9 จากจุดเริ่มตน (5,5) ซึ่งจะเดินไปไดทั้งหมด 8 

ชอง คือ (2,4), (4,2), (2,6), (6,2), (4,8), (8,4), (6,8) และ (8,6) ซึ่ ง เราจะเห็นไดว าจาก

จุดเริ่มตนน้ัน ตําแหนงที่มาเดินแบบ (1,3) เพียง 1 ครั้งทั้ง 8 ตําแหนงมีความสมมาตรกัน 

ภาพที ่1.4 ตําแหนงทั้ง 8 ที่มาเดินแบบ (1,3) จากตําแหนง (5,5) 
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ในป ค.ศ. 2013 Miller และ Farnsworth [2] ไดพิจารณากระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 ที่ 

𝑚𝑚 และ 𝑛𝑛 ลูเขาสูอนันต หรือที่เรียกวากระดานหมากรุกแบบอนันตซึ่งมีชองรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสตาม

แนวนอนและชองรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสตามแนวต้ังเปนจํานวนอนันต แลวหาสูตรของจํานวนชองที่มา

สามารถเดินแบบ (1,2)  ไปถึงไดภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง และสูตรของจํานวนชองสะสมที่มา

สามารถเดินไปถึงไดในการเดิน 𝑘𝑘 ครั้ง  

 

ภาพที่ 1.5 สวนหน่ึงของกระดานหมากรุกขนาดอนันตโดยกําหนดให 𝐾𝐾 เปนจุดเริ่มตนของ

การเดินมาแบบปกติ และตัวเลขตางๆ ที่กํากับในชองเปนจํานวนครั้ง 𝑘𝑘 ≤ 9 ที่นอยที่สุดที่มาเดินแบบ

ปกติไปถึงชองเหลาน้ันได 

 

ทฤษฎีบทและบทแทรกตอไปน้ีเปนผลจากการศึกษาของ Miller และ Farnsworth [2] 

 

ทฤษฎีบท 1.1 [2] จํานวนชองที่มาสามารถเดินแบบ (1,2) ไปถึงไดภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง จาก

จุดเริ่มตน 𝐾𝐾 ของกระดานหมากรุกขนาดอนันตเมื่อ 𝑘𝑘 = 0, 1, 2, 3 และ 4 เทากับ 1, 8, 32, 68 และ 

96 ชองตามลําดับ และเมื่อ 𝑘𝑘 ≥ 5 เทากับ 28𝑘𝑘 –  20 ชอง 

 

บทแทรก 1.1 [2] จํานวนชองสะสมที่มาสามารถเดินแบบ (1,2) ไปถึงไดภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง 

จากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 ของกระดานหมากรุกขนาดอนันต เมื่อ 𝑘𝑘 = 0, 1, 2 และ 3 เทากับ 1, 9, 41 และ 

109 ชองตามลําดับ และเมื่อ 𝑘𝑘 ≥  4 เทากับ 14𝑘𝑘2 − 6𝑘𝑘 + 5  
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ในป ค.ศ. 2018 Theprod [3] ไดขยายแนวคิดของ Miller และ Farnsworth [2] ไปพิจารณา

จํานวนชองที่มาสามารถเดินแบบ (1, 𝑏𝑏) ไปถึงไดภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง ตลอดจนจํานวนชอง

สะสมที่มาสามารถเดินแบบ (1, 2) ไปถึงไดภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง จากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 ของ

กระดานหมากรุกขนาดอนันตเมื่อ 𝑏𝑏 ∈ {3, 4, 5, 7} ซึ่งไดผลดังตอไปน้ี 

 

ทฤษฎีบท 1.2 [3] จํานวนชองที่มาสามารถเดินแบบ (1, 3) ไปถึงไดภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง จาก

จุดเริ่มตน 𝐾𝐾 ของกระดานหมากรุกขนาดอนันตเมื่อ 𝑘𝑘 = 0, 1, 2, 3 และ 4  เทากับ 1, 8, 32, 68 

และ 80 ชอง ตามลําดับ และเมื่อ 𝑘𝑘 = 2𝑡𝑡 + 1  ที่ 𝑡𝑡 ∈  {2, 3, 4, … }  เทากับ 56𝑡𝑡 + 8 ชอง และ 

𝑘𝑘 = 2𝑡𝑡  ที่ 𝑡𝑡 ∈  {3, 4, 5 … }  เทากับ 56𝑡𝑡 − 20  ชอง 

 

บทแทรก 1.2 [3] จํานวนชองสะสมที่มาสามารถเดินแบบ (1,3) ไปถึงไดภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง 

จากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 ของกระดานหมากรุกขนาดอนันต เมื่อ  𝑘𝑘 = 0, 1, 2, 3 และ 4  เทากับ 

1, 9, 41, 109 และ 189 ชอง ตามลําดับ และเมื่อ  𝑘𝑘 = 2𝑡𝑡 + 1  ที่  𝑡𝑡 ∈  {2, 3, 4, … }  เทากับ 

56𝑡𝑡2 + 44𝑡𝑡 − 3 ชอง  และ   𝑘𝑘 = 2𝑡𝑡  ที่ 𝑡𝑡 ∈  {3, 4, 5, … }  เทากับ 56𝑡𝑡2 − 12𝑡𝑡 − 11 ชอง 

 

ทฤษฎีบท 1.3 [3] จํานวนชองที่มาสามารถเดินแบบ (1,4) ไปถึงไดภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง จาก

จุดเริ่มตน 𝐾𝐾 ของกระดานหมากรุกขนาดอนันตเมื่อ 𝑘𝑘 = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 และ 8 เทากับ

1, 8, 32, 88, 204, 324, 448, 548 แ ล ะ  620 ช อ ง  ต าม ลํ า ดั บ  แ ล ะ เ มื่ อ  𝑘𝑘 ≥ 9 เ ท า กั บ 

92𝑘𝑘 –  132 ชอง 

 

บทแทรก 1.3 [3] จํานวนชองสะสมที่มาสามารถเดินแบบ (1,4) ไปถึงไดภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง 

จากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 ของกระดานหมากรุกขนาดอนันตเมื่อ 𝑘𝑘 = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7   และ 8   

เทากับ1, 9, 41, 129, 333, 657, 1105, 1653 และ 2273 ชอง ตามลําดับ และเมื่อ 𝑘𝑘 ≥  9 

เทากับ 46𝑘𝑘2 − 86𝑘𝑘 + 17  

 

ทฤษฎีบท 1.4 [3] จํานวนชองที่มาสามารถเดินแบบ (1,5) ไปถึงไดภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง จาก

จุดเริ่มตน 𝐾𝐾 ของกระดานหมากรุกขนาดอนันต เมื่อ 𝑘𝑘 = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 และ 7 เทากับ 

1,8,32,88,192,304,360 และ 416 ชอง ตามลําดับ และเมื่อ 𝑘𝑘 = 2𝑡𝑡 + 1  ที่ 𝑡𝑡 ∈  {4, 5, 6, … } 

เทากับ 136𝑡𝑡 − 8 ชอง และ 𝑘𝑘 = 2𝑡𝑡  ที่ 𝑡𝑡 ∈  {4, 5, 6, … }  เทากับ 136𝑡𝑡 − 72  ชอง 

 



5 
 

 

บทแทรก 1.4 [3] จํานวนชองสะสมที่มาสามารถเดินแบบ (1,5) ไปถึงไดภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง        

จากจุด เริ่ มตน  𝐾𝐾 ของกระดานหมากรุกขนาดอนันต  เมื่ อ  𝑘𝑘 = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 และ 7            

เ ท า กั บ  1, 9, 41, 129,321, 625, 985  และ  1401  ช อ ง  ต ามลํ า ดั บ  แ ละ  𝑘𝑘 = 2𝑡𝑡 + 1  ที่                        

𝑡𝑡 ∈  {4, 5, 6, … }  เทากับ 136𝑡𝑡2 + 56𝑡𝑡 + 9 ชอง และ 𝑘𝑘 = 2𝑡𝑡  ที่ 𝑡𝑡 ∈  {4, 5, 6, … }  เทากับ

136𝑡𝑡2 − 80𝑡𝑡 + 17  ชอง 

 

ทฤษฎีบท 1.5 [3] จํานวนชองที่มาสามารถเดินแบบ (1,7) ไปถึงไดภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง จาก

จุดเริ่มตน  𝐾𝐾  ของกระดานหมากรุกขนาดอนันต เมื่อ   𝑘𝑘 = 0, 1, 2, …, 11   เทากับ   1, 8, 32, 88, 

 192, 360, 608, 872, 960, 956, 1112  และ 1208 ชอง ตามลําดับ และเมื่อ 𝑘𝑘 = 2𝑡𝑡 + 1  ที่ 

𝑡𝑡 ∈  {6,7,8, … }  เทากับ 240𝑡𝑡 + 8 ชอง และ 𝑘𝑘 = 2𝑡𝑡  ที่  𝑡𝑡 ∈  {6, 7, 8, … }  เทากับ 144𝑡𝑡 +

468  ชอง 

 

บทแทรก 1.5 [3] จํานวนชองสะสมที่มาสามารถเดินแบบ (1,7) ไปถึงไดภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง 

จากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 ของกระดานหมากรุกขนาดอนันต เมื่อ  𝑘𝑘 = 0, 1, 2, … ,11  เทากับ  1, 9, 41,129 

 321, 681, 1298, 2161, 3121, 4161, 5273  และ  6481  ชอง ตามลําดับ และ เมื่อ  𝑘𝑘 =

2𝑡𝑡 + 1  ที่ 𝑡𝑡 ∈  {6, 7, 8, … } เทากับ 192𝑡𝑡2 + 668𝑡𝑡 − 1659 ชอง และ 𝑘𝑘 = 2𝑡𝑡  ที่ 𝑡𝑡 ∈

 {6, 7, 8, … }  เทากับ 192𝑡𝑡2 + 428𝑡𝑡 − 1667 ชอง  

  

โครงงานฉบับน้ีไดขยายแนวคิดของ Miller และ Farnsworth [2] และ Theprod [3] มาเปน

การหาสูตรของจํานวนชองที่มาสามารถเดินแบบ (2, 𝑏𝑏) ไปถึงไดภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง และ  

สูตรของจํานวนชองสะสมที่มาสามารถเดินแบบ (2, 𝑏𝑏) ไปถึงไดในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง สําหรับจํานวน

เต็ม 𝑏𝑏 ∈ {2,4,6,8}     
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บทที่ 2 

ทฤษฎีบทหลัก 

2.1 การเดินของมาแบบ (2,2)  

พิจารณาการเดินของมาแบบ (2,2) บนกระดานหมากรุกขนาดอนันต จากจุดเริ่มตน           

ที่กําหนด เราจะแบงกระดานหมากรุกออกเปน 4 สวน ดวยหลักแนวต้ังและแถวแนวนอนที่ผาน      

จุดกําเนิดดังภาพ  

ภาพที ่2.1 การแบงกระดานหมากรุกขนาดอนันตที่มาสามารถเดินแบบ (2,2)ออกเปน 4 สวน 

 

เน่ืองจากการเดินของมาแบบ (2,2) จะเดินจากชองสีดําไปชองสีดํา หรือจากชองสีขาวไป

ชองสีขาวเทาน้ัน และจากจุดเริ่มตนมาจะเดินไปไดเพียง 4 ชอง ทําใหไดวามาไมสามารถเดินไปทั่วทุก

ชองบนกระดานหมากรุกขนาดอนันตได อยางไรก็ดีการเดินไปในแตละสวนของกระดานน้ันมีความ

สมมาตรกันทั้ง 4 สวน และมีสมมาตรกันตามหลักแนวต้ังและแถวแนวนอน ในทิศทางขึ้น ลง ซาย 

และขวา จากจุดเร่ิมตน 𝐾𝐾 อีกดวย ดังน้ันในการนับจํานวนชองที่มาเดินไปถึงไดดวยการเดินเพียง 𝑘𝑘 

ครั้ง จึงเพียงพอที่จะแยกพิจารณาจํานวนชองที่มาเดินไปถึงไดดวยการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง จากสวนที่ 1 

และแถวแนวนอนในทิศทางขวาจากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 เทาน้ัน  

  

ทฤษฎีบทประกอบ 2.1 จํานวนชองที่มาสามารถเดินแบบ (2,2) ไปถึงไดภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง 

บนสวนที่ 1 และแถวแนวนอนในทิศทางขวาจากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 ของกระดานหมากรุกขนาดอนันต เมื่อ 

𝑘𝑘 = 0  จะได 1 ชอง และเปน 𝑘𝑘 ชอง เมื่อ  𝑘𝑘 เปนจํานวนเต็มบวก 

สวนที่ 1 สวนที่ 2 

สวนที่ 3 สวนที่ 4 
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บทพิสูจน กรณี 1 𝑘𝑘 = 0 ชองที่กํากับดวยเลข 0 (คือ ชองที่กํากับดวย 𝐾𝐾) ปรากฏ 1 หลัก ในหลัก

เหลาน้ันมีอยูจํานวน 1 ชอง  

 กรณี 2 𝑘𝑘 เปนจํานวนเต็มคี่ จากสวนที่ 1 และแถวแนวนอนในทิศทางขวาจากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 จะเห็น

วา  

ชองที่กํากับดวยเลข 1 ปรากฏ 1 หลัก ในหลักเหลาน้ันมีอยูจํานวน 1 ชอง  

ชองที่กํากับดวยเลข 3 ปรากฏ 2 หลัก ในหลักเหลาน้ันมีอยูจํานวน 1 + 2 = 3 ชอง 

ชองที่กํากับดวยเลข 5 ปรากฏ 3 หลัก ในหลักเหลาน้ันมีอยูจํานวน 1 + 1 + 3 = 5 ชอง 

ชองที่กํากับดวยเลข 7 ปรากฏ 4 หลัก ในหลักเหลาน้ันมีอยูจํานวน 1 + 1 + 1 + 4 = 7 

ชอง 

ดวยวิธีการนับแบบน้ีจะไดวาชองที่กํากับดวยเลข 𝑘𝑘 ปรากฏ 𝑘𝑘+1
2

 หลัก ในหลักเหลาน้ันมีอยูจํานวน 

(1 + 1 + 1 + ⋯+ 1)�������������
𝑘𝑘−1
2  ตัว

+ 𝑘𝑘+1
2

= 𝑘𝑘 ชอง 

ภาพที ่2.2 จํานวนชองที่มาสามารถเดินแบบ (2,2) ไปถึงไดภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง     

เมื่อ 1 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 12 ในสวนที ่1 และแถวแนวนอนในทิศทางขวาจากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 

 

กรณี 3 𝑘𝑘 เปนจํานวนเต็มคูบวก จากสวนที่ 1 และแถวแนวนอนในทิศทางขวาจากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾          

จะเห็นวา  

ชองที่กํากับดวยเลข 2 ปรากฏ 2 หลัก ในหลักเหลาน้ันมีอยูจํานวน 1 + 1 = 2 ชอง  

ชองที่กํากับดวยเลข 4 ปรากฏ 3 หลัก ในหลักเหลาน้ันมีอยูจํานวน 1 + 1 + 2 = 4 ชอง 
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ชองที่กํากับดวยเลข 6 ปรากฏ 4 หลัก ในหลักเหลาน้ันมีอยูจํานวน 1 + 1 + 1 + 3 =  6 

ชอง 

ชองที่กํากับดวยเลข 8 ปรากฏ 5 หลัก ในหลักเหลาน้ันมีอยูจํานวน 1 + 1 + 1 + 1 + 4 =

8  ชอง 

ดวยวิธีการนับแบบน้ีจะไดวาชองที่กํากับดวยเลข 𝑘𝑘 ปรากฏ 𝑘𝑘+2
2

 หลัก ในหลักเหลาน้ันมีอยูจํานวน 

                                      (1 + 1 + 1 + ⋯+ 1)���������������
𝑘𝑘−2
2  ตัว

+ �𝑘𝑘
2

+ 1� = 𝑘𝑘 ชอง      

 

ทฤษฎีบท 2.1 จํานวนชองที่มาสามารถเดินแบบ (2,2) ไปถึงไดภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง จาก

จุดเริ่มตน 𝐾𝐾 บนกระดานหมากรุกขนาดอนันต เมื่อ 𝑘𝑘 = 0  จะได 1 ชอง และเปน 4𝑘𝑘 ชอง เมื่อ  𝑘𝑘 

เปนจํานวนเต็มบวก 

 

บทพิสูจน จากทฤษฎีบทประกอบ 2.1 และการที่แตละสวนของกระดานน้ันมีความสมมาตรกันทั้ง     

4 สวน และมีสมมาตรกันตามหลักแนวต้ังและแถวแนวนอน ในทิศทางขึ้น ลง ซาย และขวา จาก

จุดเริ่มตน 𝐾𝐾                      

     

บทแทรก 2.1 จํานวนชองสะสมที่มาสามารถเดินแบบ (2,2) ไปถึงไดในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้งหรือนอย

กวา 𝑘𝑘 ครั้ง จากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 บนกระดานหมากรุกขนาดอนันต คือ 2𝑘𝑘2 + 2𝑘𝑘 + 1 ชอง เมื่อ 𝑘𝑘 เปน

จํานวนเต็มที่ไมเปนลบ 

 

บทพิสูจน จากทฤษฎีบท 2.1 จะไดวา จํานวนชองสะสมที่มาสามารถเดินแบบ (2,2) ไปถึงไดในการ

เดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้งหรือนอยกวา 𝑘𝑘 คร้ัง จากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 บนกระดานหมากรุกขนาดอนันต คือ             

1 + ∑ 4𝑖𝑖𝑘𝑘
𝑖𝑖=1 = 2𝑘𝑘2 + 2𝑘𝑘 + 1 ชอง                                    
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2.2 การเดินของมาแบบ (2,4)  

พิจารณาการเดินของมาแบบ (2,4) บนกระดานหมากรุกขนาดอนันต จากจุดเริ่มตน           

ที่กําหนด เราจะแบงกระดานหมากรุกออกเปน 4 สวน ดวยหลักแนวต้ังและแถวแนวนอนที่ผาน       

จุดกําเนิดดังภาพ  
 

 
 

ภาพที ่2.3 การแบงกระดานหมากรุกขนาดอนันตที่มาสามารถเดินแบบ (2,4) ออกเปน 4 สวน 

 

จากการพิจารณาดวยการนับโดยตรงจะไดจํานวนชองที่มาสามารถเดินแบบ (2,4) ไปถึงได

ภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง จากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 ของกระดานหมากรุกขนาดอนันตดวยการนับโดยตรง 

เมื่อ 𝑘𝑘 = 0, 1, 2, 3 และ 4 ดังทฤษฎีบทประกอบตอไปน้ี 

 

ทฤษฎีบทประกอบ 2.2 จํานวนชองที่มาสามารถเดินแบบ (2,4) ไปถึงไดภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง 

จากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 ของกระดานหมากรุกขนาดอนันต เมื่อ 𝑘𝑘 = 0, 1, 2, 3 และ 4 เทากับ 1, 8, 32, 68 

และ 96 ชองตามลําดับ 

ในกรณีที่ 𝑘𝑘 ≥ 5 เน่ืองจากการเดินของมาแบบ (2,4) จะเดินจากชองสีดําไปชองสีดํา หรือ

จากชองสีขาวไปชองสีขาวเทาน้ัน และจากจุดเริ่มตนมาจะเดินไปไดเพียง 8 ชอง ทําใหไดวามาไม

สามารถเดินไปทั่วทุกชองบนกระดานหมากรุกขนาดอนันตได อยางไรก็ดีการเดินไปในแตละสวนของ

กระดานน้ันมีความสมมาตรกันทั้ง 4 สวน และมีสมมาตรกันตามหลักแนวต้ังและแถวแนวนอน        

18 17 18 17 16 17 16 15 16 15 14 15 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 15 14 15 16 15 16 17 16 17 18 17 18

17 18 17 16 17 16 15 16 15 14 15 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 15 14 15 16 15 16 17 16 17 18 17

18 17 16 17 16 15 16 15 14 15 14 13 14 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 14 13 14 15 14 15 16 15 16 17 16 17 18

17 16 17 16 15 16 15 14 15 14 13 14 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 14 13 14 15 14 15 16 15 16 17 16 17

16 17 16 15 16 15 14 15 14 13 14 13 12 13 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 13 12 13 14 13 14 15 14 15 16 15 16 17 16

17 16 15 16 15 14 15 14 13 14 13 12 13 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 13 12 13 14 13 14 15 14 15 16 15 16 17

16 15 16 15 14 15 14 13 14 13 12 13 12 11 12 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 12 11 12 13 12 13 14 13 14 15 14 15 16 15 16

15 16 15 14 15 14 13 14 13 12 13 12 11 12 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 12 11 12 13 12 13 14 13 14 15 14 15 16 15

16 15 14 15 14 13 14 13 12 13 12 11 12 11 10 11 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 11 10 11 12 11 12 13 12 13 14 13 14 15 14 15 16

15 14 15 14 13 14 13 12 13 12 11 12 11 10 11 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 11 10 11 12 11 12 13 12 13 14 13 14 15 14 15

14 15 14 13 14 13 12 13 12 11 12 11 10 11 10 9 10 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 10 9 10 11 10 11 12 11 12 13 12 13 14 13 14 15 14

15 14 13 14 13 12 13 12 11 12 11 10 11 10 9 10 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 10 9 10 11 10 11 12 11 12 13 12 13 14 13 14 15

14 13 14 13 12 13 12 11 12 11 10 11 10 9 10 9 8 9 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 9 8 9 10 9 10 11 10 11 12 11 12 13 12 13 14 13 14

13 14 13 12 13 12 11 12 11 10 11 10 9 10 9 8 9 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 9 8 9 10 9 10 11 10 11 12 11 12 13 12 13 14 13

14 13 12 13 12 11 12 11 10 11 10 9 10 9 8 9 8 7 8 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 8 7 8 9 8 9 10 9 10 11 10 11 12 11 12 13 12 13 14

13 14 13 12 11 12 11 10 11 10 9 10 9 8 9 8 7 8 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 8 7 8 9 8 9 10 9 10 11 10 11 12 11 12 13 14 13

14 13 12 13 12 11 10 11 10 9 10 9 8 9 8 7 8 7 6 7 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 7 6 7 8 7 8 9 8 9 10 9 10 11 10 11 12 13 12 13 14

13 14 13 12 11 12 11 10 9 10 9 8 9 8 7 8 7 6 7 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 7 6 7 8 7 8 9 8 9 10 9 10 11 12 11 12 13 14 13

14 13 12 13 12 11 10 11 10 9 8 9 8 7 8 7 6 7 6 5 6 5 4 5 4 5 4 5 4 5 4 5 6 5 6 7 6 7 8 7 8 9 8 9 10 11 10 11 12 13 12 13 14

13 14 13 12 11 12 11 10 9 10 9 8 7 8 7 6 7 6 5 6 5 4 5 4 5 4 5 4 5 4 5 4 5 6 5 6 7 6 7 8 7 8 9 10 9 10 11 12 11 12 13 14 13

14 13 12 13 12 11 10 11 10 9 8 9 8 7 6 7 6 5 6 5 4 5 4 3 4 3 4 3 4 3 4 5 4 5 6 5 6 7 6 7 8 9 8 9 10 11 10 11 12 13 12 13 14

13 14 13 12 11 12 11 10 9 10 9 8 7 8 7 6 5 6 5 4 5 4 3 4 3 4 3 4 3 4 3 4 5 4 5 6 5 6 7 8 7 8 9 10 9 10 11 12 11 12 13 14 13

14 13 12 13 12 11 10 11 10 9 8 9 8 7 6 7 6 5 4 5 4 3 4 3 2 3 2 3 2 3 4 3 4 5 4 5 6 7 6 7 8 9 8 9 10 11 10 11 12 13 12 13 14

13 14 13 12 11 12 11 10 9 10 9 8 7 8 7 6 5 6 5 4 3 4 3 2 3 2 3 2 3 2 3 4 3 4 5 6 5 6 7 8 7 8 9 10 9 10 11 12 11 12 13 14 13

14 13 12 13 12 11 10 11 10 9 8 9 8 7 6 7 6 5 4 5 4 3 2 3 4 1 2 1 4 3 2 3 4 5 4 5 6 7 6 7 8 9 8 9 10 11 10 11 12 13 12 13 14

13 14 13 12 11 12 11 10 9 10 9 8 7 8 7 6 5 6 5 4 3 4 3 2 1 2 3 2 1 2 3 4 3 4 5 6 5 6 7 8 7 8 9 10 9 10 11 12 11 12 13 14 13

14 13 12 13 12 11 10 11 10 9 8 9 8 7 6 7 6 5 4 5 4 3 2 3 2 3 k 3 2 3 2 3 4 5 4 5 6 7 6 7 8 9 8 9 10 11 10 11 12 13 12 13 14

13 14 13 12 11 12 11 10 9 10 9 8 7 8 7 6 5 6 5 4 3 4 3 2 1 2 3 2 1 2 3 4 3 4 5 6 5 6 7 8 7 8 9 10 9 10 11 12 11 12 13 14 13

14 13 12 13 12 11 10 11 10 9 8 9 8 7 6 7 6 5 4 5 4 3 2 3 4 1 2 1 4 3 2 3 4 5 4 5 6 7 6 7 8 9 8 9 10 11 10 11 12 13 12 13 14

13 14 13 12 11 12 11 10 9 10 9 8 7 8 7 6 5 6 5 4 3 4 3 2 3 2 3 2 3 2 3 4 3 4 5 6 5 6 7 8 7 8 9 10 9 10 11 12 11 12 13 14 13

14 13 12 13 12 11 10 11 10 9 8 9 8 7 6 7 6 5 4 5 4 3 4 3 2 3 2 3 2 3 4 3 4 5 4 5 6 7 6 7 8 9 8 9 10 11 10 11 12 13 12 13 14

13 14 13 12 11 12 11 10 9 10 9 8 7 8 7 6 5 6 5 4 5 4 3 4 3 4 3 4 3 4 3 4 5 4 5 6 5 6 7 8 7 8 9 10 9 10 11 12 11 12 13 14 13

14 13 12 13 12 11 10 11 10 9 8 9 8 7 6 7 6 5 6 5 4 5 4 3 4 3 4 3 4 3 4 5 4 5 6 5 6 7 6 7 8 9 8 9 10 11 10 11 12 13 12 13 14

13 14 13 12 11 12 11 10 9 10 9 8 7 8 7 6 7 6 5 6 5 4 5 4 5 4 5 4 5 4 5 4 5 6 5 6 7 6 7 8 7 8 9 10 9 10 11 12 11 12 13 14 13

14 13 12 13 12 11 10 11 10 9 8 9 8 7 8 7 6 7 6 5 6 5 4 5 4 5 4 5 4 5 4 5 6 5 6 7 6 7 8 7 8 9 8 9 10 11 10 11 12 13 12 13 14

13 14 13 12 11 12 11 10 9 10 9 8 9 8 7 8 7 6 7 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 7 6 7 8 7 8 9 8 9 10 9 10 11 12 11 12 13 14 13

14 13 12 13 12 11 10 11 10 9 10 9 8 9 8 7 8 7 6 7 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 7 6 7 8 7 8 9 8 9 10 9 10 11 10 11 12 13 12 13 14

13 14 13 12 11 12 11 10 11 10 9 10 9 8 9 8 7 8 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 8 7 8 9 8 9 10 9 10 11 10 11 12 11 12 13 14 13

14 13 12 13 12 11 12 11 10 11 10 9 10 9 8 9 8 7 8 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 8 7 8 9 8 9 10 9 10 11 10 11 12 11 12 13 12 13 14

13 14 13 12 13 12 11 12 11 10 11 10 9 10 9 8 9 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 9 8 9 10 9 10 11 10 11 12 11 12 13 12 13 14 13

14 13 14 13 12 13 12 11 12 11 10 11 10 9 10 9 8 9 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 9 8 9 10 9 10 11 10 11 12 11 12 13 12 13 14 13 14

15 14 13 14 13 12 13 12 11 12 11 10 11 10 9 10 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 10 9 10 11 10 11 12 11 12 13 12 13 14 13 14 15

14 15 14 13 14 13 12 13 12 11 12 11 10 11 10 9 10 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 10 9 10 11 10 11 12 11 12 13 12 13 14 13 14 15 14

15 14 15 14 13 14 13 12 13 12 11 12 11 10 11 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 11 10 11 12 11 12 13 12 13 14 13 14 15 14 15

16 15 14 15 14 13 14 13 12 13 12 11 12 11 10 11 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 11 10 11 12 11 12 13 12 13 14 13 14 15 14 15 16

15 16 15 14 15 14 13 14 13 12 13 12 11 12 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 12 11 12 13 12 13 14 13 14 15 14 15 16 15

16 15 16 15 14 15 14 13 14 13 12 13 12 11 12 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 12 11 12 13 12 13 14 13 14 15 14 15 16 15 16

17 16 15 16 15 14 15 14 13 14 13 12 13 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 13 12 13 14 13 14 15 14 15 16 15 16 17

16 17 16 15 16 15 14 15 14 13 14 13 12 13 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 13 12 13 14 13 14 15 14 15 16 15 16 17 16

17 16 17 16 15 16 15 14 15 14 13 14 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 14 13 14 15 14 15 16 15 16 17 16 17

18 17 16 17 16 15 16 15 14 15 14 13 14 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 14 13 14 15 14 15 16 15 16 17 16 17 18

17 18 17 16 17 16 15 16 15 14 15 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 15 14 15 16 15 16 17 16 17 18 17

18 17 18 17 16 17 16 15 16 15 14 15 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 15 14 15 16 15 16 17 16 17 18 17 18

สวนที่ 1 สวนที่ 2 

สวนที่ 3 สวนที่ 4 



10 
 

 

ในทิศทางขึ้น ลง ซาย และขวา จากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 อีกดวย ดังน้ันในการนับจํานวนชองที่มาเดินไปถึงได

ดวยการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง จึงเพียงพอที่จะแยกพิจารณาจํานวนชองที่มาเดินไปถึงไดดวยการเดินเพียง 

𝑘𝑘 ครั้ง จากสวนที่ 1 และแถวแนวนอนในทิศทางขวาจากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 เทาน้ัน  

 

ทฤษฎีบทประกอบ 2.3 จํานวนชองที่มาสามารถเดินแบบ (2,4) ไปถึงไดภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง 

บนสวนที่ 1 และแถวแนวนอนในทิศทางขวาจากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 ของกระดานหมากรุกขนาดอนันตเปน 

7𝑘𝑘 –  5 ชอง เมื่อ 𝑘𝑘 เปนจํานวนเต็มที่ 𝑘𝑘 ≥ 5   
 

บทพิสูจน กรณี 1 𝑘𝑘 เปนจํานวนเต็มคี่ ให 𝑘𝑘 = 2𝑡𝑡 + 1 เมื่อ 𝑡𝑡 ∈ {2, 3, 4, … } จากสวนที่ 1 และ

แถวแนวนอนในทิศทางขวาจากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 จะเห็นวา  

ชองที่กํากับดวยเลข  5 ปรากฏ 10 หลัก ในหลักเหลาน้ันมีอยูจํานวน (2 + 2 + 2 + 2) +

(3 + 3) + 5 + 4 + 4 + 3 = 30 ชอง 

ชองที่กํากับดวยเลข 7 ปรากฏ 14 หลัก ในหลักเหลาน้ันมีอยูจํานวน (2 + 2 + 2 + 2 +

2 + 2) + (3 + 3 + 3 + 3) + 6 + 5 + 5 + 4 = 44 ชอง 

ชองที่กํากับดวยเลข 9 ปรากฏ 18 หลัก ในหลักเหลาน้ันมีอยูจํานวน (2 + 2 + 2 + 2 +

2 + 2 + 2 + 2) + (3 + 3 + 3 + 3 + 3 + 3) + 7 + 6 + 6 + 5 = 58 ชอง 

ชองที่กํากับดวยเลข 11 ปรากฏ 22 หลัก ในหลักเหลาน้ันมีอยูจํานวน (2 + 2 + 2 + 2 +
2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2) + (3 + 3 + 3 + 3 + 3 + 3 + 3 + 3) + 8 + 7 + 7 + 6 =  72 
ชอง 

ดวยวิธีการนับแบบน้ีจะไดวาชองที่กํากับดวยเลข 𝑘𝑘 ปรากฏ เมื่อ 𝑘𝑘 = 2𝑡𝑡 + 1  ที่  𝑡𝑡 ∈ {2, 3, 4, … } 

ในหลักเหลาน้ันมีอยูจํานวน  (2 + 2 + 2 + ⋯+ 2)������������� +
2𝑡𝑡 ตัว

(3 + 3 + 3 + ⋯+ 3)�������������
2𝑡𝑡−2 ตัว

+ (𝑡𝑡 + 3) +

(𝑡𝑡 + 2) + (𝑡𝑡 + 2) + (𝑡𝑡 + 1) =  14𝑡𝑡 + 2 = 7𝑘𝑘 –  5 ชอง   

 

กรณี 2 𝑘𝑘 เปนจํานวนเต็มคู ให 𝑘𝑘 = 2𝑡𝑡 เมื่อ 𝑡𝑡 ∈ {3,4,5, … } จากสวนที่ 1 และแถว

แนวนอนในทิศทางขวาจากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 จะเห็นวา  

ชองที่กํากับดวยเลข 6 ปรากฏ 12 หลัก ในหลักเหลาน้ันมีอยูจํานวน (2 + 2 + 2 + 2 +

2) + (3 + 3 + 3) + 5 + 5 + 4 + 4 = 37 ชอง 

ชองที่กํากับดวยเลข 8 ปรากฏ 16 หลัก ในหลักเหลาน้ันมีอยูจํานวน (2 + 2 + 2 + 2 +

2 + 2 + 2) + (3 + 3 + 3 + 3 + 3) + 6 + 6 + 5 + 5 = 51 ชอง 
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ภาพที ่2.4 จํานวนชองที่มาสามารถเดินแบบ (2,4) ไปถึงไดภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง เมื่อ 

         1 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 12 ในสวนที่ 1 และแถวแนวนอนในทิศทางขวาจากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾   
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13
14

13
14

13
14

13
14

13
14

13
14

13
14

15
14

15
16

15
16

17
16

17
18

17

12
13

12
13

12
13

12
13

12
13

12
13

12
13

14
13

14
15

14
15

16
15

16
17

16
17

18

13
12

13
12

13
12

13
12

13
12

13
12

13
12

13
14

13
14

15
14

15
16

15
16

17
16

17

12
11

12
11

12
11

12
11

12
11

12
11

12
13

12
13

14
13

14
15

14
15

16
15

16
17

16

11
12

11
12

11
12

11
12

11
12

11
12

11
12

13
12

13
14

13
14

15
14

15
16

15
16

17

10
11

10
11

10
11

10
11

10
11

10
11

12
11

12
13

12
13

14
13

14
15

14
15

16
15

16

11
10

11
10

11
10

11
10

11
10

11
10

11
12

11
12

13
12

13
14

13
14

15
14

15
16

15

10
9

10
9

10
9

10
9

10
9

10
11

10
11

12
11

12
13

12
13

14
13

14
15

14
15

16

9
10

9
10

9
10

9
10

9
10

9
10

11
10

11
12

11
12

13
12

13
14

13
14

15
14

15

8
9

8
9

8
9

8
9

8
9

10
9

10
11

10
11

12
11

12
13

12
13

14
13

14
15

14

9
8

9
8

9
8

9
8

9
8

9
10

9
10

11
10

11
12

11
12

13
12

13
14

13
14

15

8
7

8
7

8
7

8
7

8
9

8
9

10
9

10
11

10
11

12
11

12
13

12
13

14
13

14

7
8

7
8

7
8

7
8

7
8

9
8

9
10

9
10

11
10

11
12

11
12

13
12

13
14

13

6
7

6
7

6
7

6
7

8
7

8
9

8
9

10
9

10
11

10
11

12
11

12
13

12
13

14

7
6

7
6

7
6

7
6

7
8

7
8

9
8

9
10

9
10

11
10

11
12

11
12

13
14

13

6
5

6
5

6
5

6
7

6
7

8
7

8
9

8
9

10
9

10
11

10
11

12
13

12
13

14

5
6

5
6

5
6

5
6

7
6

7
8

7
8

9
8
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ชองที่กํากับดวยเลข 10 ปรากฏ 20 หลัก ในหลักเหลาน้ันมีอยูจํานวน (2 + 2 + 2 + 2 + 2 +

2 + 2 + 2 + 2) + (3 + 3 + 3 + 3 + 3 + 3 + 3) + 7 + 7 + 6 + 6 = 65 ชอง 

ชองที่กํากับดวยเลข 12 ปรากฏ 24 หลัก ในหลักเหลาน้ันมีอยูจํานวน (2 + 2 + 2 + 2 +
2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2) + (3 + 3 + 3 + 3 + 3 + 3 + 3 + 3 + 3) + 8 + 8 + 7 +
7 = 79 ชอง 

ดวยวิธีการนับแบบน้ีจะไดวาชองที่กํากับดวยเลข 𝑘𝑘 ปรากฏ เมื่อ 𝑘𝑘 = 2𝑡𝑡    ที่  𝑡𝑡 ∈ {3,4,5, … }         

ในหลักเหลาน้ันมีอยูจํานวน (2 + 2 + 2 + ⋯+ 2)������������� +
2𝑡𝑡−1 ตัว

(3 + 3 + 3 + ⋯+ 3)�������������
2𝑡𝑡−3 ตัว

+ (𝑡𝑡 + 2) +

(𝑡𝑡 + 2) + (𝑡𝑡 + 1) + (𝑡𝑡 + 1) = 14𝑡𝑡 –  5 = 7𝑘𝑘 –  5 ชอง        

 

ทฤษฎีบท 2.2 จํานวนชองที่มาสามารถเดินแบบ (2,4) ไปถึงไดภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง จาก

จุดเริ่มตน 𝐾𝐾 บนกระดานหมากรุกขนาดอนันต เมื่อ 𝑘𝑘 = 0, 1, 2, 3 และ 4 เทากับ 1, 8, 32, 68 และ 

96 ชองตามลําดับ และ เมื่อ 𝑘𝑘 เปนจํานวนเต็มที่  𝑘𝑘 ≥ 5  เทากับ 28𝑘𝑘 –  20 ชอง   
 

บทพิสูจน เมื่อ 𝑘𝑘 = 0, 1, 2, 3 และ 4  สามารถสรุปผลโดยตรงไดจากทฤษฎีบทประกอบ 2.2 และ 

เมื่อ 𝑘𝑘 เปนจํานวนเต็มที่  𝑘𝑘 ≥ 5 สามารถสรุปผลไดจากทฤษฎีบทประกอบ 2.3 และการที่แตละสวน

ของกระดานน้ันมีความสมมาตรกันทั้ง 4 สวน และมีสมมาตรกันตามหลักแนวต้ังและแถวแนวนอน ใน

ทิศทางขึ้น ลง ซาย และขวา จากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾               

 

บทแทรก 2.2 จํานวนชองสะสมที่มาสามารถเดินแบบ (2,4) ไปถึงไดในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้งหรือนอย

กวา 𝑘𝑘 ครั้ง จากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 บนกระดานหมากรุกขนาดอนันต เมื่อ 𝑘𝑘 = 0, 1, 2, 3 และ 4 เทากับ 

1, 9, 41, 109 และ 205 ชองตามลําดับ และเมื่อ 𝑘𝑘 เปนจํานวนเต็มที่  𝑘𝑘 ≥ 5 เทากับ 14𝑘𝑘2 −

6𝑘𝑘 + 5 ชอง 

 

บทพิสูจน เมื่อ 𝑘𝑘 = 0, 1, 2, 3 และ 4  สามารถสรุปผลโดยตรงไดจากสวนแรกของทฤษฎีบท 2.2 

และ เมื่อ 𝑘𝑘 เปนจํานวนเต็มที่  𝑘𝑘 ≥ 5 สามารถสรุปจากสวนหลังของทฤษฎีบท 2.2 ไดวาจํานวนชอง

สะสมที่มาสามารถเดินแบบ (2,4) ไปถึงไดในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้งหรือนอยกวา 𝑘𝑘 ครั้ง จากจุดเริ่มตน 

𝐾𝐾 บนกระดานหมากรุกขนาดอนันต คือ 205 + ∑ (28𝑖𝑖 − 20)𝑘𝑘
𝑖𝑖=5 = 14𝑘𝑘2 − 6𝑘𝑘 + 5 ชอง      
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2.3 การเดินของมาแบบ (2,6)  

พิจารณาการเดินของมาแบบ (2,6) บนกระดานหมากรุกขนาดอนันต จากจุดเริ่มตน          

ที่กําหนด เราจะแบงกระดานหมากรุกออกเปน 4 สวน ดวยหลักแนวต้ังและแถวแนวนอนที่ผาน      

จุดกําเนิดดังรูป  

 

ภาพที ่2.5 การแบงกระดานหมากรุกขนาดอนันตที่มาสามารถเดินแบบ (2,6)  

ออกเปน 4 สวน 

จากการพิจารณาดวยการนับโดยตรงจะไดจํานวนชองที่มาสามารถเดินแบบ (2,6) ไปถึงได

ภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง จากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 ของกระดานหมากรุกขนาดอนันตดวยการนับโดยตรง 

เมื่อ 𝑘𝑘 = 0, 1, 2, 3 และ 4 ดังทฤษฎีบทประกอบตอไปน้ี 
 

ทฤษฎีบทประกอบ 2.4 จํานวนชองที่มาสามารถเดินแบบ (2,6) ไปถึงไดภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง 

จากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 ของกระดานหมากรุกขนาดอนันต เมื่อ 𝑘𝑘 = 0, 1, 2, 3 และ 4 เทากับ 1, 8, 32, 68 

และ 96 ชองตามลําดับ 
 

ในกรณีที่ 𝑘𝑘 ≥ 5 เน่ืองจากการเดินของมาแบบ (2,6) จะเดินจากชองสีดําไปชองสีดํา หรือ

จากชองสีขาวไปชองสีขาวเทาน้ัน และจากจุดเริ่มตนมาจะเดินไปไดเพียง 8 ชอง ทําใหไดวามาไม

สามารถเดินไปทั่วทุกชองบนกระดานหมากรุกขนาดอนันตได อยางไรก็ดีการเดินไปในแตละสวนของ

กระดานน้ันมีความสมมาตรกันทั้ง 4 สวน และมีสมมาตรกันตามหลักแนวต้ังและแถวแนวนอน ใน

ทิศทางขึ้น ลง ซาย และขวา จากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 อีกดวย ดังน้ันในการนับจํานวนชองที่มาเดินไปถึงได

18 18 18 18 16 16 16 16 14 14 14 14 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 14 14 14 14 16 16 16 16 18 18 18 18

19 17 17 17 17 15 15 15 15 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 15 15 15 15 17 17 17 17 19

18 18 18 16 16 16 16 14 14 14 14 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 14 14 14 14 16 16 16 16 18 18 18

17 17 17 17 15 15 15 15 13 13 13 13 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 13 13 13 13 15 15 15 15 17 17 17 17

18 18 16 16 16 16 14 14 14 14 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 14 14 14 14 16 16 16 16 18 18

17 17 17 15 15 15 15 13 13 13 13 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 13 13 13 13 15 15 15 15 17 17 17

18 16 16 16 16 14 14 14 14 12 12 12 12 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 12 12 12 12 14 14 14 14 16 16 16 16 18

17 17 15 15 15 15 13 13 13 13 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 13 13 13 13 15 15 15 15 17 17

16 16 16 16 14 14 14 14 12 12 12 12 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 12 12 12 12 14 14 14 14 16 16 16 16

17 15 15 15 15 13 13 13 13 11 11 11 11 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 11 11 11 11 13 13 13 13 15 15 15 15 17

16 16 16 14 14 14 14 12 12 12 12 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 12 12 12 12 14 14 14 14 16 16 16

15 15 15 15 13 13 13 13 11 11 11 11 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 11 11 11 11 13 13 13 13 15 15 15 15

16 16 14 14 14 14 12 12 12 12 10 10 10 10 8 8 8 8 8 8 8 8 8 10 10 10 10 12 12 12 12 14 14 14 14 16 16

15 15 15 13 13 13 13 11 11 11 11 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 11 11 11 11 13 13 13 13 15 15 15

16 14 14 14 14 12 12 12 12 10 10 10 10 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 10 10 10 10 12 12 12 12 14 14 14 14 16

15 15 13 13 13 13 11 11 11 11 9 9 9 9 7 7 7 7 7 7 7 7 9 9 9 9 11 11 11 11 13 13 13 13 15 15

14 14 14 14 12 12 12 12 10 10 10 10 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 10 10 10 10 12 12 12 12 14 14 14 14

15 13 13 13 13 11 11 11 11 9 9 9 9 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 9 9 9 9 11 11 11 11 13 13 13 13 15

14 14 14 12 12 12 12 10 10 10 10 8 8 8 8 6 6 6 6 6 6 6 8 8 8 8 10 10 10 10 12 12 12 12 14 14 14

13 13 13 13 11 11 11 11 9 9 9 9 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 9 9 9 9 11 11 11 11 13 13 13 13

14 14 12 12 12 12 10 10 10 10 8 8 8 8 6 6 6 6 6 6 6 6 6 8 8 8 8 10 10 10 10 12 12 12 12 14 14

13 13 13 11 11 11 11 9 9 9 9 7 7 7 7 5 5 5 5 5 5 7 7 7 7 9 9 9 9 11 11 11 11 13 13 13

14 12 12 12 12 10 10 10 10 8 8 8 8 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 8 8 8 8 10 10 10 10 12 12 12 12 14

13 13 11 11 11 11 9 9 9 9 7 7 7 7 5 5 5 5 5 5 5 5 7 7 7 7 9 9 9 9 11 11 11 11 13 13

12 12 12 12 10 10 10 10 8 8 8 8 6 6 6 6 4 4 4 4 4 6 6 6 6 8 8 8 8 10 10 10 10 12 12 12 12

13 11 11 11 11 9 9 9 9 7 7 7 7 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 7 7 7 7 9 9 9 9 11 11 11 11 13

12 12 12 10 10 10 10 8 8 8 8 6 6 6 6 4 4 4 4 4 4 4 6 6 6 6 8 8 8 8 10 10 10 10 12 12 12

13 11 11 11 9 9 9 9 7 7 7 7 5 5 5 5 3 3 3 3 5 5 5 5 7 7 7 7 9 9 9 9 11 11 11 13

12 12 12 10 10 10 8 8 8 8 6 6 6 6 4 4 4 4 4 4 4 4 4 6 6 6 6 8 8 8 8 10 10 10 12 12 12

13 11 11 11 9 9 9 7 7 7 7 5 5 5 5 3 3 3 3 3 3 5 5 5 5 7 7 7 7 9 9 9 11 11 11 13

12 12 12 10 10 10 8 8 8 6 6 6 6 4 4 4 4 2 2 2 4 4 4 4 6 6 6 6 8 8 8 10 10 10 12 12 12

13 11 11 11 9 9 9 7 7 7 5 5 5 5 3 3 3 3 3 3 3 3 5 5 5 5 7 7 7 9 9 9 11 11 11 13

12 12 12 10 10 10 8 8 8 6 6 6 4 4 4 4 2 2 4 2 2 4 4 4 4 6 6 6 8 8 8 10 10 10 12 12 12

13 11 11 11 9 9 9 7 7 7 5 5 5 3 3 3 3 1 1 3 3 3 3 5 5 5 7 7 7 9 9 9 11 11 11 13

12 12 12 10 10 10 8 8 8 6 6 6 4 4 4 2 2 2 2 2 2 2 4 4 4 6 6 6 8 8 8 10 10 10 12 12 12

13 11 11 11 9 9 9 7 7 7 5 5 5 3 3 3 1 3 3 1 3 3 3 5 5 5 7 7 7 9 9 9 11 11 11 13

12 12 12 10 10 10 8 8 8 6 6 6 4 4 4 2 4 2 K 2 4 2 4 4 4 6 6 6 8 8 8 10 10 10 12 12 12

13 11 11 11 9 9 9 7 7 7 5 5 5 3 3 3 1 3 3 1 3 3 3 5 5 5 7 7 7 9 9 9 11 11 11 13

12 12 12 10 10 10 8 8 8 6 6 6 4 4 4 2 2 2 2 2 2 2 4 4 4 6 6 6 8 8 8 10 10 10 12 12 12

13 11 11 11 9 9 9 7 7 7 5 5 5 3 3 3 3 1 1 3 3 3 3 5 5 5 7 7 7 9 9 9 11 11 11 13

12 12 12 10 10 10 8 8 8 6 6 6 4 4 4 4 2 2 4 2 2 4 4 4 4 6 6 6 8 8 8 10 10 10 12 12 12

13 11 11 11 9 9 9 7 7 7 5 5 5 5 3 3 3 3 3 3 3 3 5 5 5 5 7 7 7 9 9 9 11 11 11 13

12 12 12 10 10 10 8 8 8 6 6 6 6 4 4 4 4 2 2 2 4 4 4 4 6 6 6 6 8 8 8 10 10 10 12 12 12

13 11 11 11 9 9 9 7 7 7 7 5 5 5 5 3 3 3 3 3 3 5 5 5 5 7 7 7 7 9 9 9 11 11 11 13

12 12 12 10 10 10 8 8 8 8 6 6 6 6 4 4 4 4 4 4 4 4 4 6 6 6 6 8 8 8 8 10 10 10 12 12 12

13 11 11 11 9 9 9 9 7 7 7 7 5 5 5 5 3 3 3 3 5 5 5 5 7 7 7 7 9 9 9 9 11 11 11 13

12 12 12 10 10 10 10 8 8 8 8 6 6 6 6 4 4 4 4 4 4 4 6 6 6 6  8 8 8 8 10 10 10 10 12 12 12

13 11 11 11 11 9 9 9 9 7 7 7 7 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 7 7 7 7 9 9 9 9 11 11 11 11 13

12 12 12 12 10 10 10 10 8 8 8 8 6 6 6 6 4 4 4 4 4 6 6 6 6 8 8 8 8 10 10 10 10 12 12 12 12

13 13 11 11 11 11 9 9 9 9 7 7 7 7 5 5 5 5 5 5 5 5 7 7 7 7 9 9 9 9 11 11 11 11 13 13

14 12 12 12 12 10 10 10 10 8 8 8 8 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 8 8 8 8 10 10 10 10 12 12 12 12 14

13 13 13 11 11 11 11 9 9 9 9 7 7 7 7 5 5 5 5 5 5 7 7 7 7 9 9 9 9 11 11 11 11 13 13 13

14 14 12 12 12 12 10 10 10 10 8 8 8 8 6 6 6 6 6 6 6 6 6 8 8 8 8 10 10 10 10 12 12 12 12 14 14

13 13 13 13 11 11 11 11 9 9 9 9 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 9 9 9 9 11 11 11 11 13 13 13 13

14 14 14 12 12 12 12 10 10 10 10 8 8 8 8 6 6 6 6 6 6 6 8 8 8 8 10 10 10 10 12 12 12 12 14 14 14

15 13 13 13 13 11 11 11 11 9 9 9 9 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 9 9 9 9 11 11 11 11 13 13 13 13 15

14 14 14 14 12 12 12 12 10 10 10 10 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 10 10 10 10 12 12 12 12 14 14 14 14

15 15 13 13 13 13 11 11 11 11 9 9 9 9 7 7 7 7 7 7 7 7 9 9 9 9 11 11 11 11 13 13 13 13 15 15

16 14 14 14 14 12 12 12 12 10 10 10 10 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 10 10 10 10 12 12 12 12 14 14 14 14 16

15 15 15 13 13 13 13 11 11 11 11 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 11 11 11 11 13 13 13 13 15 15 15

16 16 14 14 14 14 12 12 12 12 10 10 10 10 8 8 8 8 8 8 8 8 8 10 10 10 10 12 12 12 12 14 14 14 14 16 16

15 15 15 15 13 13 13 13 11 11 11 11 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 11 11 11 11 13 13 13 13 15 15 15 15

16 16 16 14 14 14 14 12 12 12 12 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 12 12 12 12 14 14 14 14 16 16 16

11

17 15 15 15 15 13 13 13 13 11 11 11 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 11 11 11 11 13 13 13 13 15 15 15 15 17

16 16 16 16 14 14 14 14 12 12 12 12 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 12 12 12 12 14 14 14 14 16 16 16 16

17 17 15 15 15 15 13 13 13 13 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 13 13 13 13 15 15 15 15 17 17

18 16 16 16 16 14 14 14 14 12 12 12 12 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 12 12 12 12 14 14 14 14 16 16 16 16 18

17 17 17 15 15 15 15 13 13 13 13 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 13 13 13 13 15 15 15 15 17 17 17

18 18 16 16 16 16 14 14 14 14 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 14 14 14 14 16 16 16 16 18 18

17 17 17 17 15 15 15 15 13 13 13 13 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 13 13 13 13 15 15 15 15 17 17 17 17

18 18 18 16 16 16 16 14 14 14 14 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 14 14 14 14 16 16 16 16 18 18 18

19 17 17 17 17 15 15 15 15 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 15 15 15 15 17 17 17 17 19

18 18 18 18 16 16 16 16 14 14 14 14 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 14 14 14 14 16 16 16 16 18 18 18 18

สวนที่ 1 สวนที่ 2 

สวนที่ 3 สวนที่ 4 
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ดวยการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง จึงเพียงพอที่จะแยกพิจารณาจํานวนชองที่มาเดินไปถึงไดดวยการเดินเพียง 

𝑘𝑘 ครั้ง จากสวนที่ 1 และแถวแนวนอนในทิศทางขวาจากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 เทาน้ัน  

 

ทฤษฎีบทประกอบ 2.5 จํานวนชองที่มาสามารถเดินแบบ (2,6) ไปถึงไดภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง 

บนสวนที่ 1 และแถวแนวนอนในทิศทางขวาจากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 ของกระดานหมากรุกขนาดอนันตเปน 

7𝑘𝑘 –  5 ชอง เมื่อ 𝑘𝑘 เปนจํานวนเต็มที่ 𝑘𝑘 ≥ 5   
 

บทพิสูจน กรณี 1 𝑘𝑘 เปนจํานวนเต็มคี่ ให 𝑘𝑘 = 2𝑡𝑡 + 1 เมื่อ 𝑡𝑡 ∈ {2, 3, 4, … } จากสวนที่ 1 และ

แถวแนวนอนในทิศทางขวาจากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 จะเห็นวา  

ชองที่กํากับดวยเลข 5 ปรากฏ 8 หลัก มีอยู (3 + 3) + (4 + 4 + 4) + 5 + 4 + 3 =

30 ชอง 

ชองที่กํากับดวยเลข 7 ปรากฏ 11 หลัก มีอยู (3 + 3 + 3) + (4 + 4 + 4 + 4 + 4) +
6 + 5 + 4 = 44  

ชองที่กํากับดวยเลข 9 ปรากฏ 14 หลัก มีอยู (3 + 3 + 3 + 3) + (4 + 4 + 4 + 4 +
4 + 4 + 4) + 7 + 6 + 5 = 58 

ชองที่กํากับดวยเลข 11 ปรากฏ 17  หลัก มีอยู (3 + 3 + 3 + 3 + 3) + (4 + 4 + 4 +

4 + 4 + 4 + 4 + 4 + 4) + 8 + 7 + 6 = 72 ชอง 

ดวยวิธีการนับแบบน้ีจะไดวาชองที่กํากับดวยเลข 𝑘𝑘 ปรากฏ เมื่อ 𝑘𝑘 = 2𝑡𝑡 + 1  ที่  𝑡𝑡 ∈ {2,3,4, … } 

มี อ ยู   (3 + 3 + 3 + ⋯+ 3)�������������
𝑡𝑡 ตัว

+ (4 + 4 + 4 + ⋯+ 4)�������������
2𝑡𝑡−1 ตัว

+ (𝑡𝑡 + 3) + (𝑡𝑡 + 2) + (𝑡𝑡 + 1) =

14𝑡𝑡 + 2 = 7𝑘𝑘 –  5 ชอง   

 

กรณี 2 𝑘𝑘 เปนจํานวนเต็มคู ให 𝑘𝑘 = 2𝑡𝑡 เมื่อ 𝑡𝑡 ∈ {3,4,5, … } จากสวนที่ 1 และแถว

แนวนอนในทิศทางขวาจากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 จะเห็นวา  

ชองที่กํากับดวยเลข 6 ปรากฏ 9 หลัก มีอยู (3 + 3) + (4 + 4 + 4 + 4) + 6 + 5 +

4 = 37 ชอง 

ชองที่กํากับดวยเลข 8 ปรากฏ 12 หลัก มีอยู (3 + 3 + 3) + (4 + 4 + 4 + 4 + 4 +

4) + 7 + 6 + 5 = 51 ชอง 

ชองที่กํากับดวยเลข 10 ปรากฏ 15 หลัก มีอยู (3 + 3 + 3 + 3) + (4 + 4 + 4 + 4 +

4 + 4 + 4 + 4) + 8 + 7 + 6 = 65 ชอง 
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ภาพที ่2.6 จํานวนชองที่มาสามารถเดินแบบ (2,6) ไปถึงไดภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง  

                    เมื่อ 1 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 12 ในสวนที่ 1 และแถวแนวนอนในทศิทางขวาจากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 
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4
4

4
6

6
6

6
8

8
8

8
10

10
10

10
12

12
12

12

5
5

5
5

5
7

7
7

7
9

9
9

9
11

11
11

11
13

4
4

4
4

6
6

6
6

8
8

8
8

10
10

10
10

12
12

12

3
3

5
5

5
5

7
7

7
7

9
9

9
9

11
11

11
13

4
4

4
4

4
6

6
6

6
8

8
8

8
10

10
10

12
12

12

3
3

3
5

5
5

5
7

7
7

7
9

9
9

11
11

11
13

2
2

4
4

4
4

6
6

6
6

8
8

8
10

10
10

12
12

12

3
3

3
3

5
5

5
5

7
7

7
9

9
9

11
11

11
13

4
2

2
4

4
4

4
6

6
6

8
8

8
10

10
10

12
12

12

1
3

3
3

3
5

5
5

7
7

7
9

9
9

11
11

11
13

2
2

2
2

4
4

4
6

6
6

8
8

8
10

10
10

12
12

12

3
1

3
3

3
5

5
5

7
7

7
9

9
9

11
11

11
13

K
2

4
2

4
4

4
6

6
6

8
8

8
10

10
10

12
12

12
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ชองที่กํากับดวยเลข 12 ปรากฏ 18 หลัก มีอยู (3 + 3 + 3 + 3 + 3) + (4 + 4 + 4 + 4 +

4 + 4 + 4 + 4 + 4 + 4) + 9 + 8 + 7 = 79 ชอง 

ดวยวิธีการนับแบบน้ีจะไดวาชองที่กํากับดวยเลข 𝑘𝑘 ปรากฏ เมื่อ 𝑘𝑘 = 2𝑡𝑡 ที่  𝑡𝑡 ∈ {3,4,5, … }  มีอยู  
(3 + 3 + 3 + ⋯+ 3)�������������

𝑡𝑡−1 ตัว

+ (4 + 4 + 4 + ⋯+ 4)�������������
2𝑡𝑡−2 ตัว

+ (𝑡𝑡 + 3) + (𝑡𝑡 + 2) + (𝑡𝑡 + 1) =

14𝑡𝑡 − 5 =  7𝑘𝑘 –  5 ชอง           

ทฤษฎีบท 2.3 จํานวนชองที่มาสามารถเดินแบบ (2,6) ไปถึงไดภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง จาก

จุดเริ่มตน 𝐾𝐾 บนกระดานหมากรุกขนาดอนันต เมื่อ 𝑘𝑘 = 0, 1, 2, 3 และ 4 เทากับ 1, 8, 32, 68 และ 

96 ชองตามลําดับ และ เมื่อ 𝑘𝑘 เปนจํานวนเต็มที่  𝑘𝑘 ≥ 5  เทากับ 28𝑘𝑘 –  20 ชอง   
 

บทพิสูจน เมื่อ 𝑘𝑘 = 0, 1, 2, 3 และ 4  สามารถสรุปผลโดยตรงไดจากทฤษฎีบทประกอบ 2.4 และ 

เมื่อ 𝑘𝑘 เปนจํานวนเต็มที่  𝑘𝑘 ≥ 5 สามารถสรุปผลไดจากทฤษฎีบทประกอบ 2.5 และการที่แตละสวน

ของกระดานน้ันมีความสมมาตรกันทั้ง 4 สวน และมีสมมาตรกันตามหลักแนวต้ังและแถวแนวนอน ใน

ทิศทางขึ้น ลง ซาย และขวา จากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾              
     

บทแทรก 2.3 จํานวนชองสะสมที่มาสามารถเดินแบบ (2,6) ไปถึงไดในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้งหรือนอย

กวา 𝑘𝑘 ครั้ง จากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 บนกระดานหมากรุกขนาดอนันต เมื่อ 𝑘𝑘 = 0, 1, 2, 3 และ 4 เทากับ 

1, 9, 41, 109 และ 205 ชองตามลําดับ และเมื่อ 𝑘𝑘 เปนจํานวนเต็มที่  𝑘𝑘 ≥ 5 เทากับ 14𝑘𝑘2 −
6𝑘𝑘 + 5 
 

บทพิสูจน เมื่อ 𝑘𝑘 = 0, 1, 2, 3 และ 4  สามารถสรุปผลโดยตรงไดจากสวนแรกของทฤษฎีบท 2.3 

และ เมื่อ 𝑘𝑘 เปนจํานวนเต็มที่  𝑘𝑘 ≥ 5 สามารถสรุปจากสวนหลังของทฤษฎีบท 2.3 ไดวาจํานวนชอง

สะสมที่มาสามารถเดินแบบ (2,6) ไปถึงไดในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้งหรือนอยกวา 𝑘𝑘 ครั้ง จากจุดเริ่มตน 

𝐾𝐾 บนกระดานหมากรุกขนาดอนันต คือ 205 + ∑ (28𝑖𝑖 − 20)𝑘𝑘
𝑖𝑖=5 = 14𝑘𝑘2 − 6𝑘𝑘 + 5 ชอง     
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2.4 การเดินของมาแบบ (2,8)  

พิจารณาการเดินของมาแบบ (2,8) บนกระดานหมากรุกขนาดอนันต จากจุดเริ่มตนที่

กําหนด เราจะแบงกระดานหมากรุกออกเปน 4 สวน ดวยหลักแนวต้ังและแถวแนวนอนที่ผานจุด

กําเนิดดังภาพ  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที ่2.7 การแบงกระดานหมากรุกขนาดอนันตที่มาสามารถเดินแบบ (2,8) ออกเปน 4 สวน 

 

จากการพิจารณาดวยการนับโดยตรงจะไดจํานวนชองที่มาสามารถเดินแบบ (2,8) ไปถึงได

ภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง จากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 ของกระดานหมากรุกขนาดอนันตดวยการนับโดยตรง 

เมื่อ 𝑘𝑘 = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 และ 8 ดังทฤษฎีบทประกอบตอไปน้ี 
 

ทฤษฎีบทประกอบ 2.6 จํานวนชองที่มาสามารถเดินแบบ (2,8) ไปถึงไดภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง 

จากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 ของกระดานหมากรุกขนาดอนันต เมื่อ 𝑘𝑘 = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 และ 8 เทากับ 

1, 8, 32, 88, 204, 324, 448, 548  และ 620 ชองตามลําดับ 

 

ในกรณีที่ 𝑘𝑘 ≥ 9 เน่ืองจากการเดินของมาแบบ (2,8) จะเดินจากชองสีดําไปชองสีดํา หรือจาก

ชองสีขาวไปชองสีขาวเทาน้ัน และจากจุดเริ่มตนมาจะเดินไปไดเพียง 8 ชอง ทําใหไดวามาไมสามารถ

เดินไปทั่วทุกชองบนกระดานหมากรุกขนาดอนันตได อยางไรก็ดีการเดินไปในแตละสวนของกระดาน

น้ันมีความสมมาตรกันทั้ง 4 สวน และมีสมมาตรกันตามหลักแนวต้ังและแถวแนวนอน ในทิศทางขึ้น 

20 21 20 21 20 19 18 19 18 19 18 19 18 17 18 17 18 17 18 17 16 17 16 15 16 15 16 15 14 15 14 15 14 15 14 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 14 15 14 15 14 15 14 15 16 15 16 15 16 17 16 17 18 17 18 17 18 17 18 19 18 19 18 19 18 19 20 21 20 21 20

21 20 19 20 19 20 19 20 19 18 17 18 17 18 17 18 17 16 17 16 17 16 17 16 15 14 15 14 15 14 15 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 15 14 15 14 15 14 15 16 17 16 17 16 17 16 17 18 17 18 17 18 17 18 19 20 19 20 19 20 19 20 21

20 19 20 19 20 19 18 19 18 19 18 19 18 17 16 17 16 17 16 17 16 15 16 15 16 15 16 15 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 15 16 15 16 15 16 15 16 17 16 17 16 17 16 17 18 19 18 19 18 19 18 19 20 19 20 19 20

21 20 19 18 19 18 19 18 19 18 17 18 17 18 17 18 17 16 15 16 15 16 15 16 15 14 15 14 15 14 15 14 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 14 15 14 15 14 15 14 15 16 15 16 15 16 15 16 17 18 17 18 17 18 17 18 19 18 19 18 19 18 19 20 21

20 19 20 19 20 19 18 17 18 17 18 17 18 17 16 17 16 17 16 17 16 15 14 15 14 15 14 15 14 13 14 13 14 13 14 13 14 11 14 11 14 11 14 11 14 11 14 11 14 11 14 11 14 11 14 11 14 11 14 11 14 13 14 13 14 13 14 13 14 15 14 15 14 15 14 15 16 17 16 17 16 17 16 17 18 17 18 17 18 17 18 19 20 19 20 19 20

19 20 19 18 19 18 19 18 19 18 17 16 17 16 17 16 17 16 15 16 15 16 15 16 15 14 13 14 13 14 13 14 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 14 13 14 13 14 13 14 15 16 15 16 15 16 15 16 17 16 17 16 17 16 17 18 19 18 19 18 19 18 19 20 19

18 19 18 19 18 19 18 17 18 17 18 17 18 17 16 15 16 15 16 15 16 15 14 15 14 15 14 15 14 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 14 15 14 15 14 15 14 15 16 15 16 15 16 15 16 17 18 17 18 17 18 17 18 19 18 19 18 19 18

19 20 19 18 17 18 17 18 17 18 17 16 17 16 17 16 17 16 15 14 15 14 15 14 15 14 13 14 13 14 13 14 13 14 11 14 11 14 11 14 11 14 11 14 11 14 11 14 11 14 11 14 11 14 11 14 11 14 11 14 11 14 11 14 13 14 13 14 13 14 13 14 15 14 15 14 15 14 15 16 17 16 17 16 17 16 17 18 17 18 17 18 17 18 19 20 19

18 19 18 19 18 19 18 17 16 17 16 17 16 17 16 15 16 15 16 15 16 15 14 13 14 13 14 13 14 13 12 13 12 13 12 13 12 13 10 13 10 13 10 13 10 13 10 13 10 13 10 13 10 13 10 13 10 13 10 13 12 13 12 13 12 13 12 13 14 13 14 13 14 13 14 15 16 15 16 15 16 15 16 17 16 17 16 17 16 17 18 19 18 19 18 19 18

19 18 19 18 17 18 17 18 17 18 17 16 15 16 15 16 15 16 15 14 15 14 15 14 15 14 13 12 13 12 13 12 13 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 13 12 13 12 13 12 13 14 15 14 15 14 15 14 15 16 15 16 15 16 15 16 17 18 17 18 17 18 17 18 19 18 19

18 17 18 17 18 17 18 17 16 17 16 17 16 17 16 15 14 15 14 15 14 15 14 13 14 13 14 13 14 13 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 13 14 13 14 13 14 13 14 15 14 15 14 15 14 15 16 17 16 17 16 17 16 17 18 17 18 17 18 17 18

19 18 19 18 17 16 17 16 17 16 17 16 15 16 15 16 15 16 15 14 13 14 13 14 13 14 13 12 13 12 13 12 13 12 13 10 13 10 13 10 13 10 13 10 13 10 13 10 13 10 13 10 13 10 13 10 13 10 13 10 13 10 13 12 13 12 13 12 13 12 13 14 13 14 13 14 13 14 15 16 15 16 15 16 15 16 17 16 17 16 17 16 17 18 19 18 19

18 17 18 17 18 17 18 17 16 15 16 15 16 15 16 15 14 15 14 15 14 15 14 13 12 13 12 13 12 13 12 11 12 11 12 11 12 11 12 9 12 9 12 9 12 9 12 9 12 9 12 9 12 9 12 9 12 9 12 11 12 11 12 11 12 11 12 13 12 13 12 13 12 13 14 15 14 15 14 15 14 15 16 15 16 15 16 15 16 17 18 17 18 17 18 17 18

17 18 17 18 17 16 17 16 17 16 17 16 15 14 15 14 15 14 15 14 13 14 13 14 13 14 13 12 11 12 11 12 11 12 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 12 11 12 11 12 11 12 13 14 13 14 13 14 13 14 15 14 15 14 15 14 15 16 17 16 17 16 17 16 17 18 17 18 17

18 17 16 17 16 17 16 17 16 15 16 15 16 15 16 15 14 13 14 13 14 13 14 13 12 13 12 13 12 13 12 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 12 13 12 13 12 13 12 13 14 13 14 13 14 13 14 15 16 15 16 15 16 15 16 17 16 17 16 17 16 17 18

17 18 17 18 17 16 15 16 15 16 15 16 15 14 15 14 15 14 15 14 15 12 13 12 13 12 13 12 11 12 11 12 11 12 11 12 9 12 9 12 9 12 9 12 9 12 9 12 9 12 9 12 9 12 9 12 9 12 9 12 9 12 11 12 11 12 11 12 11 12 13 12 13 12 13 12 15 14 15 14 15 14 15 14 15 16 15 16 15 16 15 16 17 18 17 18 17

18 17 16 17 16 17 16 17 16 15 14 15 14 15 14 15 14 13 14 13 14 13 14 13 12 11 12 11 12 11 12 11 10 11 10 11 10 11 10 11 8 11 8 11 8 11 8 11 8 11 8 11 8 11 8 11 8 11 10 11 10 11 10 11 10 11 12 11 12 11 12 11 12 13 14 13 14 13 14 13 14 15 14 15 14 15 14 15 16 17 16 17 16 17 16 17 18

17 16 17 16 17 16 15 16 15 16 15 16 15 14 13 14 13 14 13 14 13 12 13 12 13 12 13 12 11 10 11 10 11 10 11 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 11 10 11 10 11 10 11 12 13 12 13 12 13 12 13 14 13 14 13 14 13 14 15 16 15 16 15 16 15 16 17 16 17 16 17

18 17 16 15 16 15 16 15 16 15 14 15 14 15 14 15 14 13 12 13 12 13 12 13 12 11 12 11 12 11 12 11 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 11 12 11 12 11 12 11 12 13 12 13 12 13 12 13 14 15 14 15 14 15 14 15 16 15 16 15 16 15 16 17 18

17 16 17 16 17 16 15 14 15 14 15 14 15 14 13 14 13 14 13 14 13 12 11 12 11 12 11 12 11 10 11 10 11 10 11 10 11 8 11 8 11 8 11 8 11 8 11 8 11 8 11 8 11 8 11 8 11 8 11 8 11 10 11 10 11 10 11 10 11 12 11 12 11 12 11 12 13 14 13 14 13 14 13 14 15 14 15 14 15 14 15 16 17 16 17 16 17

16 17 16 15 16 15 16 15 16 15 14 13 14 13 14 13 14 13 12 13 12 13 12 13 12 11 10 11 10 11 10 11 10 9 10 9 10 9 10 9 10 7 10 7 10 7 10 7 10 7 10 7 10 7 10 7 10 9 10 9 10 9 10 9 10 11 10 11 10 11 10 11 12 13 12 13 12 13 12 13 14 13 14 13 14 13 14 15 16 15 16 15 16 15 16 17 16

15 16 15 16 15 16 15 14 15 14 15 14 15 14 13 12 13 12 13 12 13 12 11 12 11 12 11 12 11 10 9 10 9 10 9 10 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 10 9 10 9 10 9 10 11 12 11 12 11 12 11 12 13 12 13 12 13 12 13 14 15 14 15 14 15 14 15 16 15 16 15 16 15

16 17 16 15 16 15 14 15 14 15 14 13 14 13 14 13 14 13 12 11 12 11 12 11 12 11 10 11 10 11 10 11 10 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 10 11 10 11 10 11 10 11 12 11 12 11 12 11 12 13 14 13 14 13 14 13 14 15 14 15 14 15 16 15 16 17 16

15 16 15 16 15 16 15 14 13 14 13 14 13 14 13 12 13 12 13 12 13 12 11 10 11 10 11 10 11 10 9 10 9 10 9 10 9 10 7 10 7 10 7 10 7 10 7 10 7 10 7 10 7 10 7 10 7 10 7 10 9 10 9 10 9 10 9 10 11 10 11 10 11 10 11 12 13 12 13 12 13 12 13 14 13 14 13 14 13 14 15 16 15 16 15 16 15

16 15 16 15 14 15 14 15 14 15 14 15 12 15 12 13 12 13 12 11 12 11 12 11 12 11 10 9 10 9 10 9 10 9 8 9 8 9 8 9 8 9 6 9 6 9 6 9 6 9 6 9 6 9 6 9 8 9 8 9 8 9 8 9 10 9 10 9 10 9 10 11 12 11 12 11 12 11 12 13 12 13 12 15 12 15 14 15 14 15 14 15 14 15 16 15 16

15 14 15 14 15 14 15 14 13 14 13 14 13 14 13 12 11 12 11 12 11 12 11 10 11 10 11 10 11 10 9 8 9 8 9 8 9 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 9 8 9 8 9 8 9 10 11 10 11 10 11 10 11 12 11 12 11 12 11 12 13 14 13 14 13 14 13 14 15 14 15 14 15 14 15

16 15 16 15 14 13 14 13 14 13 14 13 12 13 12 13 12 13 12 11 10 11 10 11 10 11 10 9 10 9 10 9 10 9 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 9 10 9 10 9 10 9 10 11 10 11 10 11 10 11 12 13 12 13 12 13 12 13 14 13 14 13 14 13 14 15 16 15 16

15 14 15 14 15 14 15 14 15 12 13 12 13 12 13 12 11 12 11 12 11 12 11 10 9 10 9 10 9 10 9 8 9 8 9 8 9 8 9 6 9 6 9 6 9 6 9 6 9 6 9 6 9 6 9 6 9 6 9 8 9 8 9 8 9 8 9 10 9 10 9 10 9 10 11 12 11 12 11 12 11 12 13 12 13 12 13 12 15 14 15 14 15 14 15 14 15

14 15 14 15 14 13 14 13 14 13 14 13 12 11 12 11 12 11 12 11 10 11 10 11 10 11 10 9 8 9 8 9 8 9 8 7 8 7 8 7 8 7 8 5 8 5 8 5 8 5 8 5 8 5 8 7 8 7 8 7 8 7 8 9 8 9 8 9 8 9 10 11 10 11 10 11 10 11 12 11 12 11 12 11 12 13 14 13 14 13 14 13 14 15 14 15 14

15 14 13 14 13 14 13 14 13 12 13 12 13 12 13 12 11 10 11 10 11 10 11 10 9 10 9 10 9 10 9 8 7 8 7 8 7 8 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 8 7 8 7 8 7 8 9 10 9 10 9 10 9 10 11 10 11 10 11 10 11 12 13 12 13 12 13 12 13 14 13 14 13 14 13 14 15

14 15 14 15 14 13 12 13 12 13 12 13 12 11 12 11 12 11 12 11 10 9 10 9 10 9 10 9 8 9 8 9 8 9 8 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 8 9 8 9 8 9 8 9 10 9 10 9 10 9 10 11 12 11 12 11 12 11 12 13 12 13 12 13 12 13 14 15 14 15 14

15 14 13 14 13 14 13 14 13 12 11 12 11 12 11 12 11 10 11 10 11 10 11 10 9 8 9 8 9 8 9 8 7 8 7 8 7 8 7 8 5 8 5 8 5 8 5 8 5 8 5 8 5 8 5 8 5 8 7 8 7 8 7 8 7 8 9 8 9 8 9 8 9 10 11 10 11 10 11 10 11 12 11 12 11 12 11 12 13 14 13 14 13 14 13 14 15

14 13 14 15 14 13 12 13 12 13 12 13 12 11 10 11 10 11 10 11 10 9 10 9 10 9 10 9 8 7 8 7 8 7 8 7 6 7 6 7 6 7 6 7 4 7 4 7 4 7 4 7 4 7 6 7 6 7 6 7 6 7 8 7 8 7 8 7 8 9 10 9 10 9 10 9 10 11 10 11 10 11 10 11 12 13 12 13 12 13 12 13 14 15 14 13 14

15 14 13 12 13 12 13 14 13 12 11 12 11 12 11 12 11 10 9 10 9 10 9 10 9 8 9 8 9 8 9 8 7 6 7 6 7 6 7 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 7 6 7 6 7 6 7 8 9 8 9 8 9 8 9 10 9 10 9 10 9 10 11 12 11 12 11 12 11 12 13 14 13 12 13 12 13 14 15

14 13 14 15 14 13 12 11 12 11 12 13 12 11 10 11 10 11 10 11 10 9 8 9 8 9 8 9 8 7 8 7 8 7 8 7 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 7 8 7 8 7 8 7 8 9 8 9 8 9 8 9 10 11 10 11 10 11 10 11 12 13 12 11 12 11 12 13 14 15 14 13 14

15 14 13 12 13 12 13 14 13 12 11 10 11 10 11 12 11 10 9 10 9 10 9 10 9 8 7 8 7 8 7 8 7 6 7 6 7 6 7 6 7 4 7 4 7 4 7 4 7 4 7 4 7 4 7 4 7 6 7 6 7 6 7 6 7 8 7 8 7 8 7 8 9 10 9 10 9 10 9 10 11 12 11 10 11 10 11 12 13 14 13 12 13 12 13 14 15

12 13 14 15 14 13 12 11 12 11 12 13 12 11 10 9 10 9 10 11 10 9 8 9 8 9 8 9 8 7 6 7 6 7 6 7 8 5 6 5 6 5 6 5 8 3 6 3 6 3 6 3 8 5 6 5 6 5 6 5 8 7 6 7 6 7 6 7 8 9 8 9 8 9 8 9 10 11 10 9 10 9 10 11 12 13 12 11 12 11 12 13 14 15 14 13 12

15 14 13 12 11 12 13 14 13 12 11 10 11 10 11 12 11 10 9 8 9 8 9 10 9 8 7 8 7 8 7 8 7 6 5 6 5 6 5 6 7 4 5 4 5 4 5 4 7 4 5 4 5 4 5 4 7 6 5 6 5 6 5 6 7 8 7 8 7 8 7 8 9 10 9 8 9 8 9 10 11 12 11 10 11 10 11 12 13 14 13 12 11 12 13 14 15

12 13 14 15 14 13 12 11 10 11 12 13 12 11 10 9 10 9 10 11 10 9 8 7 8 7 8 9 8 7 6 7 6 7 6 7 6 5 4 5 4 5 4 5 6 5 4 5 4 5 4 5 6 5 4 5 4 5 4 5 6 7 6 7 6 7 6 7 8 9 8 7 8 7 8 9 10 11 10 9 10 9 10 11 12 13 12 11 10 11 12 13 14 15 14 13 12

15 14 13 12 11 12 13 14 13 12 11 10 9 10 11 12 11 10 9 8 9 8 9 10 9 8 7 6 7 6 7 8 7 6 5 6 5 6 5 6 5 6 3 6 3 6 3 6 5 6 3 6 3 6 3 6 5 6 5 6 5 6 5 6 7 8 7 6 7 6 7 8 9 10 9 8 9 8 9 10 11 12 11 10 9 10 11 12 13 14 13 12 11 12 13 14 15

12 13 14 15 14 13 12 11 10 11 12 13 12 11 10 9 8 9 10 11 10 9 8 7 8 7 8 9 8 7 6 5 6 5 6 7 6 7 4 5 4 5 4 7 4 7 2 5 2 5 2 7 4 7 4 5 4 5 4 7 6 7 6 5 6 5 6 7 8 9 8 7 8 7 8 9 10 11 10 9 8 9 10 11 12 13 12 11 10 11 12 13 14 15 14 13 12

15 14 13 12 11 12 13 14 13 12 11 10 9 10 11 12 11 10 9 8 7 8 9 10 9 8 7 6 7 6 7 8 7 6 5 4 5 4 5 6 5 6 3 4 3 4 3 6 5 6 3 4 3 4 3 6 5 6 5 4 5 4 5 6 7 8 7 6 7 6 7 8 9 10 9 8 7 8 9 10 11 12 11 10 9 10 11 12 13 14 13 12 11 12 13 14 15

12 13 14 15 14 13 12 11 10 11 12 13 12 11 10 9 8 9 10 11 10 9 8 7 6 7 8 9 8 7 6 5 6 5 6 7 6 5 4 3 4 3 4 5 6 5 4 3 4 3 4 5 6 5 4 3 4 3 4 5 6 7 6 5 6 5 6 7 8 9 8 7 6 7 8 9 10 11 10 9 8 9 10 11 12 13 12 11 10 11 12 13 14 15 14 13 12

15 14 13 12 11 12 13 14 13 12 11 10 9 10 11 12 11 10 9 8 7 8 9 10 9 8 7 6 5 6 7 8 7 6 5 4 5 4 5 6 7 4 5 2 5 2 5 4 7 4 5 2 5 2 5 4 7 6 5 4 5 4 5 6 7 8 7 6 5 6 7 8 9 10 9 8 7 8 9 10 11 12 11 10 9 10 11 12 13 14 13 12 11 12 13 14 15

12 13 14 15 14 13 12 11 10 11 12 13 12 11 10 9 8 9 10 11 10 9 8 7 6 7 8 9 8 7 6 5 4 5 6 7 8 5 6 3 4 3 6 5 8 3 6 1 4 1 6 3 8 5 6 3 4 3 6 5 8 7 6 5 4 5 6 7 8 9 8 7 6 7 8 9 10 11 10 9 8 9 10 11 12 13 12 11 10 11 12 13 14 15 14 13 12

15 14 13 12 11 12 13 14 13 12 11 10 9 10 11 12 11 10 9 8 7 8 9 10 9 8 7 6 5 6 7 8 7 6 5 4 3 4 5 6 7 4 5 2 3 2 5 4 7 4 5 2 3 2 5 4 7 6 5 4 3 4 5 6 7 8 7 6 5 6 7 8 9 10 9 8 7 8 9 10 11 12 11 10 9 10 11 12 13 14 13 12 11 12 13 14 15

12 13 14 15 14 13 12 11 10 11 12 13 12 11 10 9 8 9 10 11 10 9 8 7 6 7 8 9 8 7 6 5 4 5 6 7 6 5 4 3 2 3 4 5 6 5 4 3 2 3 4 5 6 5 4 3 2 3 4 5 6 7 6 5 4 5 6 7 8 9 8 7 6 7 8 9 10 11 10 9 8 9 10 11 12 13 12 11 10 11 12 13 14 15 14 13 12

15 14 13 12 11 12 13 14 13 12 11 10 9 10 11 12 11 10 9 8 7 8 9 10 9 8 7 6 5 6 7 8 7 6 5 4 3 4 5 6 5 6 3 4 1 4 3 6 5 6 3 4 1 4 3 6 5 6 5 4 3 4 5 6 7 8 7 6 5 6 7 8 9 10 9 8 7 8 9 10 11 12 11 10 9 10 11 12 13 14 13 12 11 12 13 14 15

12 13 14 15 14 13 12 11 10 11 12 13 12 11 10 9 8 9 10 11 10 9 8 7 6 7 8 9 8 7 6 5 4 5 6 7 6 7 4 5 2 5 4 7 4 7 2 5 K 5 2 7 4 7 4 5 2 5 4 7 6 7 6 5 4 5 6 7 8 9 8 7 6 7 8 9 10 11 10 9 8 9 10 11 12 13 12 11 10 11 12 13 14 15 14 13 12

15 14 13 12 11 12 13 14 13 12 11 10 9 10 11 12 11 10 9 8 7 8 9 10 9 8 7 6 5 6 7 8 7 6 5 4 3 4 5 6 5 6 3 4 1 4 3 6 5 6 3 4 1 4 3 6 5 6 5 4 3 4 5 6 7 8 7 6 5 6 7 8 9 10 9 8 7 8 9 10 11 12 11 10 9 10 11 12 13 14 13 12 11 12 13 14 15

12 13 14 15 14 13 12 11 10 11 12 13 12 11 10 9 8 9 10 11 10 9 8 7 6 7 8 9 8 7 6 5 4 5 6 7 6 5 4 3 2 3 4 5 6 5 4 3 2 3 4 5 6 5 4 3 2 3 4 5 6 7 6 5 4 5 6 7 8 9 8 7 6 7 8 9 10 11 10 9 8 9 10 11 12 13 12 11 10 11 12 13 14 15 14 13 12

15 14 13 12 11 12 13 14 13 12 11 10 9 10 11 12 11 10 9 8 7 8 9 10 9 8 7 6 5 6 7 8 7 6 5 4 3 4 5 6 7 4 5 2 3 2 5 4 7 4 5 2 3 2 5 4 7 6 5 4 3 4 5 6 7 8 7 6 5 6 7 8 9 10 9 8 7 8 9 10 11 12 11 10 9 10 11 12 13 14 13 12 11 12 13 14 15

12 13 14 15 14 13 12 11 10 11 12 13 12 11 10 9 8 9 10 11 10 9 8 7 6 7 8 9 8 7 6 5 4 5 6 7 8 5 6 3 4 3 6 5 8 3 6 1 4 1 6 3 8 5 6 3 4 3 6 5 8 7 6 5 4 5 6 7 8 9 8 7 6 7 8 9 10 11 10 9 8 9 10 11 12 13 12 11 10 11 12 13 14 15 14 13 12

15 14 13 12 11 12 13 14 13 12 11 10 9 10 11 12 11 10 9 8 7 8 9 10 9 8 7 6 5 6 7 8 7 6 5 4 5 4 5 6 7 4 5 2 5 2 5 4 7 4 5 2 5 2 5 4 7 6 5 4 5 4 5 6 7 8 7 6 5 6 7 8 9 10 9 8 7 8 9 10 11 12 11 10 9 10 11 12 13 14 13 12 11 12 13 14 15

12 13 14 15 14 13 12 11 10 11 12 13 12 11 10 9 8 9 10 11 10 9 8 7 6 7 8 9 8 7 6 5 6 5 6 7 6 5 4 3 4 3 4 5 6 5 4 3 4 3 4 5 6 5 4 3 4 3 4 5 6 7 6 5 6 5 6 7 8 9 8 7 6 7 8 9 10 11 10 9 8 9 10 11 12 13 12 11 10 11 12 13 14 15 14 13 12

15 14 13 12 11 12 13 14 13 12 11 10 9 10 11 12 11 10 9 8 7 8 9 10 9 8 7 6 7 6 7 8 7 6 5 4 5 4 5 6 5 6 3 4 3 4 3 6 5 6 3 4 3 4 3 6 5 6 5 4 5 4 5 6 7 8 7 6 7 6 7 8 9 10 9 8 7 8 9 10 11 12 11 10 9 10 11 12 13 14 13 12 11 12 13 14 15

12 13 14 15 14 13 12 11 10 11 12 13 12 11 10 9 8 9 10 11 10 9 8 7 8 7 8 9 8 7 6 5 6 5 6 7 6 7 4 5 4 5 4 7 4 7 2 5 2 5 2 7 4 7 4 5 4 5 4 7 6 7 6 5 6 5 6 7 8 9 8 7 8 7 8 9 10 11 10 9 8 9 10 11 12 13 12 11 10 11 12 13 14 15 14 13 12

15 14 13 12 11 12 13 14 13 12 11 10 9 10 11 12 11 10 9 8 9 8 9 10 9 8 7 6 7 6 7 8 7 6 5 6 5 6 5 6 5 6 3 6 3 6 3 6 5 6 3 6 3 6 3 6 5 6 5 6 5 6 5 6 7 8 7 6 7 6 7 8 9 10 9 8 9 8 9 10 11 12 11 10 9 10 11 12 13 14 13 12 11 12 13 14 15

12 13 14 15 14 13 12 11 10 11 12 13 12 11 10 9 10 9 10 11 10 9 8 7 8 7 8 9 8 7 6 7 6 7 6 7 6 5 4 5 4 5 4 5 6 5 4 5 4 5 4 5 6 5 4 5 4 5 4 5 6 7 6 7 6 7 6 7 8 9 8 7 8 7 8 9 10 11 10 9 10 9 10 11 12 13 12 11 10 11 12 13 14 15 14 13 12

15 14 13 12 11 12 13 14 13 12 11 10 11 10 11 12 11 10 9 8 9 8 9 10 9 8 7 8 7 8 7 8 7 6 5 6 5 6 5 6 7 4 5 4 5 4 5 4 7 4 5 4 5 4 5 4 7 6 5 6 5 6 5 6 7 8 7 8 7 8 7 8 9 10 9 8 9 8 9 10 11 12 11 10 11 10 11 12 13 14 13 12 11 12 13 14 15

12 13 14 15 14 13 12 11 12 11 12 13 12 11 10 9 10 9 10 11 10 9 8 9 8 9 8 9 8 7 6 7 6 7 6 7 8 5 6 5 6 5 6 5 8 3 6 3 6 3 6 3 8 5 6 5 6 5 6 5 8 7 6 7 6 7 6 7 8 9 8 9 8 9 8 9 10 11 10 9 10 9 10 11 12 13 12 11 12 11 12 13 14 15 14 13 12

15 14 13 12 13 12 13 14 13 12 11 10 11 10 11 12 11 10 9 10 9 10 9 10 9 8 7 8 7 8 7 8 7 6 7 6 7 6 7 6 7 4 7 4 7 4 7 4 7 4 7 4 7 4 7 4 7 6 7 6 7 6 7 6 7 8 7 8 7 8 7 8 9 10 9 10 9 10 9 10 11 12 11 10 11 10 11 12 13 14 13 12 13 12 13 14 15

14 13 14 15 14 13 12 11 12 11 12 13 12 11 10 11 10 11 10 11 10 9 8 9 8 9 8 9 8 7 8 7 8 7 8 7 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 7 8 7 8 7 8 7 8 9 8 9 8 9 8 9 10 11 10 11 10 11 10 11 12 13 12 11 12 11 12 13 14 15 14 13 14

15 14 13 12 13 12 13 14 13 12 11 12 11 12 11 12 11 10 9 10 9 10 9 10 9 8 9 8 9 8 9 8 7 6 7 6 7 6 7 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 7 6 7 6 7 6 7 8 9 8 9 8 9 8 9 10 9 10 9 10 9 10 11 12 11 12 11 12 11 12 13 14 13 12 13 12 13 14 15

14 13 14 15 14 13 12 13 12 13 12 13 12 11 10 11 10 11 10 11 10 9 10 9 10 9 10 9 8 7 8 7 8 7 8 7 6 7 6 7 6 7 6 7 4 7 4 7 4 7 4 7 4 7 6 7 6 7 6 7 6 7 8 7 8 7 8 7 8 9 10 9 10 9 10 9 10 11 10 11 10 11 10 11 12 13 12 13 12 13 12 13 14 15 14 13 14

15 14 13 14 13 14 13 14 13 12 11 12 11 12 11 12 11 10 11 10 11 10 11 10 9 8 9 8 9 8 9 8 7 8 7 8 7 8 7 8 5 8 5 8 5 8 5 8 5 8 5 8 5 8 5 8 5 8 7 8 7 8 7 8 7 8 9 8 9 8 9 8 9 10 11 10 11 10 11 10 11 12 11 12 11 12 11 12 13 14 13 14 13 14 13 14 15

14 15 14 15 14 13 12 13 12 13 12 13 12 11 12 11 12 11 12 11 10 9 10 9 10 9 10 9 8 9 8 9 8 9 8 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 8 9 8 9 8 9 8 9 10 9 10 9 10 9 10 11 12 11 12 11 12 11 12 13 12 13 12 13 12 13 14 15 14 15 14

15 14 13 14 13 14 13 14 13 12 13 12 13 12 13 12 11 10 11 10 11 10 11 10 9 10 9 10 9 10 9 8 7 8 7 8 7 8 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 6 7 8 7 8 7 8 7 8 9 10 9 10 9 10 9 10 11 10 11 10 11 10 11 12 13 12 13 12 13 12 13 14 13 14 13 14 13 14 15

14 15 14 15 14 13 14 13 14 13 14 13 12 11 12 11 12 11 12 11 10 11 10 11 10 11 10 9 8 9 8 9 8 9 8 7 8 7 8 7 8 7 8 5 8 5 8 5 8 5 8 5 8 5 8 7 8 7 8 7 8 7 8 9 8 9 8 9 8 9 10 11 10 11 10 11 10 11 12 11 12 11 12 11 12 13 14 13 14 13 14 13 14 15 14 15 14

15 14 15 14 15 14 15 14 13 12 13 12 13 12 13 12 11 12 11 12 11 12 11 10 9 10 9 10 9 10 9 8 9 8 9 8 9 8 9 6 9 6 9 6 9 6 9 6 9 6 9 6 9 6 9 6 9 6 9 8 9 8 9 8 9 8 9 10 9 10 9 10 9 10 11 12 11 12 11 12 11 12 13 12 13 12 13 12 13 14 15 14 15 14 15 14 15

16 15 16 15 14 13 14 13 14 13 14 13 12 13 12 13 12 13 12 11 10 11 10 11 10 11 10 9 10 9 10 9 10 9 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 9 10 9 10 9 10 9 10 11 10 11 10 11 10 11 12 13 12 13 12 13 12 13 14 13 14 13 14 13 14 15 16 15 16

15 14 15 14 15 14 15 14 13 14 13 14 13 14 13 12 11 12 11 12 11 12 11 10 11 10 11 10 11 10 9 8 9 8 9 8 9 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 9 8 9 8 9 8 9 10 11 10 11 10 11 10 11 12 11 12 11 12 11 12 13 14 13 14 13 14 13 14 15 14 15 14 15 14 15

16 15 16 15 14 15 14 15 14 15 14 13 12 13 12 13 12 13 12 11 12 11 12 11 12 11 10 9 10 9 10 9 10 9 8 9 8 9 8 9 8 9 6 9 6 9 6 9 6 9 6 9 6 9 6 9 8 9 8 9 8 9 8 9 10 9 10 9 10 9 10 11 12 11 12 11 12 11 12 13 12 13 12 13 12 13 14 15 14 15 14 15 14 15 16 15 16

15 16 15 16 15 16 15 14 13 14 13 14 13 14 13 12 13 12 13 12 13 12 11 10 11 10 11 10 11 10 9 10 9 10 9 10 9 10 7 10 7 10 7 10 7 10 7 10 7 10 7 10 7 10 7 10 7 10 7 10 9 10 9 10 9 10 9 10 11 10 11 10 11 10 11 12 13 12 13 12 13 12 13 14 13 14 13 14 13 14 15 16 15 16 15 16 15

16 17 16 15 14 15 14 15 14 15 14 13 14 13 14 13 14 13 12 11 12 11 12 11 12 11 10 11 10 11 10 11 10 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 10 11 10 11 10 11 10 11 12 11 12 11 12 11 12 13 14 13 14 13 14 13 14 15 14 15 14 15 14 15 16 17 16

17 16 15 16 15 16 15 14 15 14 15 14 15 14 13 12 13 12 13 12 13 12 11 12 11 12 11 12 11 10 9 10 9 10 9 10 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 10 9 10 9 10 9 10 11 12 11 12 11 12 11 12 13 12 13 12 13 12 13 14 15 14 15 14 15 14 15 16 15 16 15 16 17

16 17 16 15 16 15 16 15 16 15 14 13 14 13 14 15 14 13 12 13 12 13 12 13 12 11 10 11 10 11 10 11 10 9 10 9 10 9 10 9 10 7 10 7 10 7 10 7 10 7 10 7 10 7 10 7 10 9 10 9 10 9 10 9 10 11 10 11 10 11 10 11 12 13 12 13 12 13 12 13 14 15 14 13 14 13 14 15 16 15 16 15 16 15 16 17 16

17 16 17 16 17 16 15 14 15 14 15 14 15 14 13 14 13 14 13 14 13 12 11 12 11 12 11 12 11 10 11 10 11 10 11 10 11 8 11 8 11 8 11 8 11 8 11 8 11 8 11 8 11 8 11 8 11 8 11 8 11 10 11 10 11 10 11 10 11 12 11 12 11 12 11 12 13 14 13 14 13 14 13 14 15 14 15 14 15 14 15 16 17 16 17 16 17

18 17 16 15 16 15 16 15 16 15 14 15 14 15 14 15 14 13 12 13 12 13 12 13 12 11 12 11 12 11 12 11 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 11 12 11 12 11 12 11 12 13 12 13 12 13 12 13 14 15 14 15 14 15 14 15 16 15 16 15 16 15 16 17 18

17 16 17 16 17 16 15 16 15 16 15 16 15 14 13 14 13 14 13 14 13 12 13 12 13 12 13 12 11 10 11 10 11 10 11 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 9 10 11 10 11 10 11 10 11 12 13 12 13 12 13 12 13 14 13 14 13 14 13 14 15 16 15 16 15 16 15 16 17 16 17 16 17

18 17 16 17 16 17 16 17 16 15 14 15 14 15 14 15 14 13 14 13 14 13 14 13 12 11 12 11 12 11 12 11 10 11 10 11 10 11 10 11 8 11 8 11 8 11 8 11 8 11 8 11 8 11 8 11 8 11 10 11 10 11 10 11 10 11 12 11 12 11 12 11 12 13 14 13 14 13 14 13 14 15 14 15 14 15 14 15 16 17 16 17 16 17 16 17 18

17 18 17 18 17 16 15 16 15 16 15 16 15 14 15 14 15 14 15 14 13 12 13 12 13 12 13 12 11 12 11 12 11 12 11 12 9 12 9 12 9 12 9 12 9 12 9 12 9 12 9 12 9 12 9 12 9 12 9 12 9 12 11 12 11 12 11 12 11 12 13 12 13 12 13 12 13 14 15 14 15 14 15 14 15 16 15 16 15 16 15 16 17 18 17 18 17

18 17 16 17 16 17 16 17 16 15 16 15 16 15 16 15 14 13 14 13 14 13 14 13 12 13 12 13 12 13 12 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 12 13 12 13 12 13 12 13 14 13 14 13 14 13 14 15 16 15 16 15 16 15 16 17 16 17 16 17 16 17 18

17 18 17 18 17 16 17 16 17 16 17 16 15 14 15 14 15 14 15 14 13 14 13 14 15 14 13 12 11 12 11 12 11 12 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 12 11 12 11 12 11 12 13 14 15 14 13 14 13 14 15 14 15 14 15 14 15 16 17 16 17 16 17 16 17 18 17 18 17

18 17 18 17 18 17 18 17 16 15 16 15 16 15 16 15 14 15 14 15 14 15 14 13 12 13 12 13 12 13 12 11 12 11 12 11 12 11 12 9 12 9 12 9 12 9 12 9 12 9 12 9 12 9 12 9 12 9 12 11 12 11 12 11 12 11 12 13 12 13 12 13 12 13 14 15 14 15 14 15 14 15 16 15 16 15 16 15 16 17 18 17 18 17 18 17 18

19 18 19 18 17 16 17 16 17 16 17 16 15 16 15 16 15 16 15 14 13 14 13 14 15 14 13 12 13 12 13 12 13 12 13 10 13 10 13 10 13 10 13 10 13 10 13 10 10 13 10 13 10 13 10 13 10 13 10 13 10 13 12 13 12 13 12 13 12 13 14 15 14 13 14 13 14 15 16 15 16 15 16 15 16 17 16 17 16 17 16 17 18 19 18 19

18 17 18 17 18 17 18 17 16 17 16 17 16 17 16 15 14 15 14 15 14 15 14 13 14 13 14 13 14 13 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 13 14 13 14 13 14 13 14 15 14 15 14 15 14 15 16 17 16 17 16 17 16 17 18 17 18 17 18 17 18

19 18 19 18 17 18 17 18 17 18 17 16 15 16 15 16 15 16 15 14 15 14 15 14 15 14 13 12 13 12 13 12 13 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 11 12 13 12 13 12 13 12 13 14 15 14 15 14 15 14 15 16 15 16 15 16 15 16 17 18 17 18 17 18 17 18 19 18 19

18 19 18 19 18 19 18 17 16 17 16 17 16 17 16 15 16 15 16 15 16 15 14 13 14 13 14 15 14 13 12 13 12 13 12 13 12 13 10 13 10 13 10 13 10 13 10 13 10 13 10 13 10 13 10 13 10 13 10 13 12 13 12 13 12 13 12 13 14 15 14 13 14 13 14 15 16 15 16 15 16 15 16 17 16 17 16 17 16 17 18 19 18 19 18 19 18

19 20 19 18 17 18 17 18 17 18 17 16 17 16 17 16 17 16 15 14 15 14 15 14 15 14 13 14 13 14 13 14 13 14 11 14 11 14 11 14 11 14 11 14 11 14 11 14 11 14 11 14 11 14 11 14 11 14 11 14 11 14 11 14 13 14 13 14 13 14 13 14 15 14 15 14 15 14 15 16 17 16 17 16 17 16 17 18 17 18 17 18 17 18 19 20 19

18 19 18 19 18 19 18 17 18 17 18 17 18 17 16 15 16 15 16 15 16 15 14 15 14 15 14 15 14 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 14 15 14 15 14 15 14 15 16 15 16 15 16 15 16 17 18 17 18 17 18 17 18 19 18 19 18 19 18

19 20 19 18 19 18 19 18 19 18 17 16 17 16 17 16 17 16 15 16 15 16 15 16 15 14 13 14 13 14 13 14 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 12 13 14 13 14 13 14 13 14 15 16 15 16 15 16 15 16 17 16 17 16 17 16 17 18 19 18 19 18 19 18 19 20 19

20 19 20 19 20 19 18 17 18 17 18 17 18 17 16 17 16 17 16 17 16 15 16 15 14 15 14 15 14 13 14 13 14 13 14 13 14 11 14 11 14 11 14 11 14 11 14 11 11 14 11 14 11 14 11 14 11 14 11 14 13 14 13 14 13 14 13 14 15 14 15 14 15 16 15 16 17 16 17 16 17 16 17 18 17 18 17 18 17 18 19 20 19 20 19 20

21 20 19 18 19 18 19 18 19 18 17 18 17 18 17 18 17 16 15 16 15 16 15 16 15 14 15 14 15 14 15 14 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 14 15 14 15 14 15 14 15 16 15 16 15 16 15 16 17 18 17 18 17 18 17 18 19 18 19 18 19 18 19 20 21

20 19 20 19 20 19 18 19 18 19 18 19 18 17 16 17 16 17 16 17 16 15 16 15 16 15 16 15 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 15 16 15 16 15 16 15 16 17 16 17 16 17 16 17 18 19 18 19 18 19 18 19 20 19 20 19 20

21 20 19 20 19 20 19 20 19 18 17 18 17 18 17 18 17 16 17 16 17 16 17 16 15 14 15 14 15 14 15 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 13 14 15 14 15 14 15 14 15 16 17 16 17 16 17 16 17 18 17 18 17 18 17 18 19 20 19 20 19 20 19 20 21

20 21 20 21 20 19 18 19 18 19 18 19 18 17 18 17 18 17 18 17 16 15 16 15 16 15 16 15 14 15 14 15 14 15 14 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 12 15 14 15 14 15 14 15 14 15 16 15 16 15 16 15 16 17 18 17 18 17 18 17 18 19 18 19 18 19 18 19 20 21 20 21 20

สวนที่ 1 สวนที่ 2 

สวนที่ 3 สวนที่ 4 
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ลง ซาย และขวา จากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 อีกดวย ดังน้ันในการนับจํานวนชองที่มาเดินไปถึงไดดวยการเดิน

เพียง 𝑘𝑘 ครั้ง จึงเพียงพอที่จะแยกพิจารณาจํานวนชองที่มาเดินไปถึงไดดวยการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง จาก

สวนที่ 1 และแถวแนวนอนในทิศทางขวาจากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 เทาน้ัน  
 

ทฤษฎีบทประกอบ 2.7 จํานวนชองที่มาสามารถเดินแบบ (2,8) ไปถึงไดภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง 

บนสวนที่ 1 และแถวแนวนอนในทิศทางขวาจากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 ของกระดานหมากรุกขนาดอนันตเปน 

23𝑘𝑘 –  33 ชอง เมื่อ 𝑘𝑘 เปนจํานวนเต็มที่ 𝑘𝑘 ≥ 9   
 

บทพิสูจน กรณี 1 𝑘𝑘 เปนจํานวนเต็มคี่ ให 𝑘𝑘 = 2𝑡𝑡 + 1 เมื่อ 𝑡𝑡 ∈ {4,5,6, … } จากสวนที่ 1 และ

แถวแนวนอนในทิศทางขวาจากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 จะเห็นวา  

ชองที่กํากับดวยเลข 9 ปรากฏ 32 หลัก มอียู (4 + 4 + 4 + 4 + 4 + 4 + 4 + 4) +
5 + (4 + 4) + 6 + (4 + 4) + (7 + 4 + 4) + (7 + 4 + 4) + 13 + (4 + 4) + 11 +
4 + 8 + 10 + 4 + 8 + 7 + 7 + 5 = 174 ชอง 

ชองที่กํากับดวยเลข 11 ปรากฏ 40  หลัก มีอยู (4 + 4 + 4 + 4 + 4 + 4 + 4 + 4 +
4 + 4) + 5 + (4 + 4) + 6 + (4 + 4) + (7 + 4 + 4) + (7 + 4 + 4) + (7 + 4 + 4) +
(7 + 4 + 4) + 14 + (4 + 4) + 12 + 4 + 9 + 11 + 4 + 9 + 8 + 8 + 6 = 220 ชอง 

ชองที่กํากับดวยเลข 13 ปรากฏ 48  หลัก มีอยู(4 + 4 + 4 + 4 + 4 + 4 + 4 + 4 +
4 + 4 + 4 + 4) + (5 + 4 + 4) + (6 + 4 + 4) + (7 + 4 + 4) + (7 + 4 + 4) + (7 +
4 + 4) + (7 + 4 + 4) + (7 + 4 + 4) + (7 + 4 + 4) + 15 + (4 + 4) + 13 + 4 + 10 

+12 + 4 + 10 + 9 + 9 + 7 = 266 ชอง 

ดวยวิธีการนับแบบน้ีจะไดวาชองที่กํากับดวยเลข 𝑘𝑘 ปรากฏเมื่อ  𝑘𝑘 = 2𝑡𝑡 + 1  ท่ี  𝑡𝑡 ∈ {4, 5, 6 … }  

มีอยู  (4 + 4 + 4 + ⋯+ 4)�������������
2𝑡𝑡 ตัว

+ (5 + 4 + 4) + (6 + 4 + 4) +

((7 + 4 + 4) + (7 + 4 + 4) + (7 + 4 + 4) + ⋯+ (7 + 4 + 4)�����������������������������������������
2𝑡𝑡−6 ตัว

+ (𝑡𝑡 + 9) +

(4 + 4) + (𝑡𝑡 + 7) + 4 + (𝑡𝑡 + 4) + (𝑡𝑡 + 6) + 4 + (𝑡𝑡 + 4) + (𝑡𝑡 + 3) + (𝑡𝑡 + 3) +
(𝑡𝑡 + 1) = 46𝑡𝑡 − 10 = 23𝑘𝑘 − 33 ชอง 

 

กรณี 2 𝑘𝑘 เปนจํานวนเต็มคู ให 𝑘𝑘 = 2𝑡𝑡 เมื่อ 𝑡𝑡 ∈ {5, 6, 7, … } จากสวนที่ 1 และแถว

แนวนอนในทิศทางขวาจากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 จะเห็นวา  

ชองที่กํากับดวยเลข 10 ปรากฏ 36 หลัก มีอยู (4 + 4 + 4 + 4 + 4 + 4 + 4 + 4 +

4) + 5 + (4 + 4) + 6 + (4 + 4) + (7 + 4 + 4) + (7 + 4 + 4) + (7 + 4 +
4) + 13 + (4 + 4) + 12 + 4 + 9 + 10 + 4 + 9 + 7 + 7 + 6 = 197  ชอง 
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ภาพที ่2.8 จํานวนชองที่มาสามารถเดินแบบ (2,8) ไปถึงไดภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง เมื่อ  

        1 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 12 ในสวนที่ 1 และแถวแนวนอนในทิศทางขวาจากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 

12
15

12
15

12
15

12
15

12
15

12
15

12
15

14
15

14
15

14
15

14
15

16
15

16
15

16
17

16
17

18
17

18
17

18
17

18
19

18
19

18
19

18
19

20
21

20
21

20

13
14

13
14

13
14

13
14

13
14

13
14

13
14

13
14

13
14

15
14

15
14

15
14

15
16

17
16

17
16

17
16

17
18

17
18

17
18

17
18

19
20

19
20

19
20

19
20

21

14
13

14
13

14
13

14
13

14
13

14
13

14
13

14
13

14
13

14
13

14
15

16
15

16
15

16
15

16
17

16
17

16
17

16
17

18
19

18
19

18
19

18
19

20
19

20
19

20

15
12

15
12

15
12

15
12

15
12

15
12

15
12

15
12

15
14

15
14

15
14

15
14

15
16

15
16

15
16

15
16

17
18

17
18

17
18

17
18

19
18

19
18

19
18

19
20

21

14
11

14
11

14
11

14
11

14
11

14
11

14
13

14
13

14
13

14
13

14
15

14
15

14
15

14
15

16
17

16
17

16
17

16
17

18
17

18
17

18
17

18
19

20
19

20
19

20

13
12

13
12

13
12

13
12

13
12

13
12

13
12

13
12

13
14

13
14

13
14

13
14

15
16

15
16

15
16

15
16

17
16

17
16

17
16

17
18

19
18

19
18

19
18

19
20

19

12
13

12
13

12
13

12
13

12
13

12
13

12
13

12
13

12
13

12
13

14
15

14
15

14
15

14
15

16
15

16
15

16
15

16
17

18
17

18
17

18
17

18
19

18
19

18
19

18

11
14

11
14

11
14

11
14

11
14

11
14

11
14

11
14

13
14

13
14

13
14

13
14

15
14

15
14

15
14

15
16

17
16

17
16

17
16

17
18

17
18

17
18

17
18

19
20

19

10
13

10
13

10
13

10
13

10
13

10
13

12
13

12
13

12
13

12
13

14
13

14
13

14
13

14
15

16
15

16
15

16
15

16
17

16
17

16
17

16
17

18
19

18
19

18
19

18

11
12

11
12

11
12

11
12

11
12

11
12

11
12

11
12

13
12

13
12

13
12

13
14

15
14

15
14

15
14

15
16

15
16

15
16

15
16

17
18

17
18

17
18

17
18

19
18

19

12
11

12
11

12
11

12
11

12
11

12
11

12
11

12
11

12
11

12
13

14
13

14
13

14
13

14
15

14
15

14
15

14
15

16
17

16
17

16
17

16
17

18
17

18
17

18
17

18

13
10

13
10

13
10

13
10

13
10

13
10

13
10

13
12

13
12

13
12

13
12

13
14

13
14

13
14

13
14

15
16

15
16

15
16

15
16

17
16

17
16

17
16

17
18

19
18

19

12
9

12
9

12
9

12
9

12
9

12
11

12
11

12
11

12
11

12
13

12
13

12
13

12
13

14
15

14
15

14
15

14
15

16
15

16
15

16
15

16
17

18
17

18
17

18
17

18

11
10

11
10

11
10

11
10

11
10

11
10

11
10

11
12

11
12

11
12

11
12

13
14

13
14

13
14

13
14

15
14

15
14

15
14

15
16

17
16

17
16

17
16

17
18

17
18

17

10
11

10
11

10
11

10
11

10
11

10
11

10
11

10
11

10
11

12
13

12
13

12
13

12
13

14
13

14
13

14
13

14
15

16
15

16
15

16
15

16
17

16
17

16
17

16
17

18

9
12

9
12

9
12

9
12

9
12

9
12

9
12

11
12

11
12

11
12

11
12

13
12

13
12

13
12

15
14

15
14

15
14

15
14

15
16

15
16

15
16

15
16

17
18

17
18

17

8
11

8
11

8
11

8
11

8
11

10
11

10
11

10
11

10
11

12
11

12
11

12
11

12
13

14
13

14
13

14
13

14
15

14
15

14
15

14
15

16
17

16
17

16
17

16
17

18

9
10

9
10

9
10

9
10

9
10

9
10

9
10

11
10

11
10

11
10

11
12

13
12

13
12

13
12

13
14

13
14

13
14

13
14

15
16

15
16

15
16

15
16

17
16

17
16

17

10
9

10
9

10
9

10
9

10
9

10
9

10
9

10
9

10
11

12
11

12
11

12
11

12
13

12
13

12
13

12
13

14
15

14
15

14
15

14
15

16
15

16
15

16
15

16
17

18

11
8

11
8

11
8

11
8

11
8

11
8

11
10

11
10

11
10

11
10

11
12

11
12

11
12

11
12

13
14

13
14

13
14

13
14

15
14

15
14

15
14

15
16

17
16

17
16

17

10
7

10
7

10
7

10
7

10
9

10
9

10
9

10
9

10
11

10
11

10
11

10
11

12
13

12
13

12
13

12
13

14
13

14
13

14
13

14
15

16
15

16
15

16
15

16
17

16

9
8

9
8

9
8

9
8

9
8

9
8

9
10

9
10

9
10

9
10

11
12

11
12

11
12

11
12

13
12

13
12

13
12

13
14

15
14

15
14

15
14

15
16

15
16

15
16

15

8
9

8
9

8
9

8
9

8
9

8
9

8
9

8
9

10
11

10
11

10
11

10
11

12
11

12
11

12
11

12
13

14
13

14
13

14
13

14
15

14
15

14
15

16
15

16
17

16

7
10

7
10

7
10

7
10

7
10

7
10

9
10

9
10

9
10

9
10

11
10

11
10

11
10

11
12

13
12

13
12

13
12

13
14

13
14

13
14

13
14

15
16

15
16

15
16

15

6
9

6
9

6
9

6
9

8
9

8
9

8
9

8
9

10
9

10
9

10
9

10
11

12
11

12
11

12
11

12
13

12
13

12
15

12
15

14
15

14
15

14
15

14
15

16
15

16

7
8

7
8

7
8

7
8

7
8

7
8

9
8

9
8

9
8

9
10

11
10

11
10

11
10

11
12

11
12

11
12

11
12

13
14

13
14

13
14

13
14

15
14

15
14

15
14

15

8
7

8
7

8
7

8
7

8
7

8
7

8
7

8
9

10
9

10
9

10
9

10
11

10
11

10
11

10
11

12
13

12
13

12
13

12
13

14
13

14
13

14
13

14
15

16
15

16

9
6

9
6

9
6

9
6

9
6

9
8

9
8

9
8

9
8

9
10

9
10

9
10

9
10

11
12

11
12

11
12

11
12

13
12

13
12

13
12

15
14

15
14

15
14

15
14

15

8
5

8
5

8
5

8
7

8
7

8
7

8
7

8
9

8
9

8
9

8
9

10
11

10
11

10
11

10
11

12
11

12
11

12
11

12
13

14
13

14
13

14
13

14
15

14
15

14

7
6

7
6

7
6

7
6

7
6

7
8

7
8

7
8

7
8

9
10

9
10

9
10

9
10

11
10

11
10

11
10

11
12

13
12

13
12

13
12

13
14

13
14

13
14

13
14

15

6
7

6
7

6
7

6
7

6
7

6
7

6
7

8
9

8
9

8
9

8
9

10
9

10
9

10
9

10
11

12
11

12
11

12
11

12
13

12
13

12
13

12
13

14
15

14
15

14

5
8

5
8

5
8

5
8

5
8

7
8

7
8

7
8

7
8

9
8

9
8

9
8

9
10

11
10

11
10

11
10

11
12

11
12

11
12

11
12

13
14

13
14

13
14

13
14

15

4
7

4
7

4
7

6
7

6
7

6
7

6
7

8
7

8
7

8
7

8
9

10
9

10
9

10
9

10
11

10
11

10
11

10
11

12
13

12
13

12
13

12
13

14
15

14
13

14

5
6

5
6

5
6

5
6

5
6

7
6

7
6

7
6

7
8

9
8

9
8

9
8

9
10

9
10

9
10

9
10

11
12

11
12

11
12

11
12

13
14

13
12

13
12

13
14

15

6
5

6
5

6
5

6
5

6
5

6
5

6
7

8
7

8
7

8
7

8
9

8
9

8
9

8
9

10
11

10
11

10
11

10
11

12
13

12
11

12
11

12
13

14
15

14
13

14

7
4

7
4

7
4

7
4

7
6

7
6

7
6

7
6

7
8

7
8

7
8

7
8

9
10

9
10

9
10

9
10

11
12

11
10

11
10

11
12

13
14

13
12

13
12

13
14

15

6
3

6
3

8
5

6
5

6
5

6
5

8
7

6
7

6
7

6
7

8
9

8
9

8
9

8
9

10
11

10
9

10
9

10
11

12
13

12
11

12
11

12
13

14
15

14
13

12

7
4

5
4

5
4

5
4

7
6

5
6

5
6

5
6

7
8

7
8

7
8

7
8

9
10

9
8

9
8

9
10

11
12

11
10

11
10

11
12

13
14

13
12

11
12

13
14

15

4
5

4
5

6
5

4
5

4
5

4
5

6
7

6
7

6
7

6
7

8
9

8
7

8
7

8
9

10
11

10
9

10
9

10
11

12
13

12
11

10
11

12
13

14
15

14
13

12

5
6

3
6

3
6

3
6

5
6

5
6

5
6

5
6

7
8

7
6

7
6

7
8

9
10

9
8

9
8

9
10

11
12

11
10

9
10

11
12

13
14

13
12

11
12

13
14

15

2
5

2
7

4
7

4
5

4
5

4
7

6
7

6
5

6
5

6
7

8
9

8
7

8
7

8
9

10
11

10
9

8
9

10
11

12
13

12
11

10
11

12
13

14
15

14
13

12

5
6

3
4

3
4

3
6

5
6

5
4

5
4

5
6

7
8

7
6

7
6

7
8

9
10

9
8

7
8

9
10

11
12

11
10

9
10

11
12

13
14

13
12

11
12

13
14

15

4
3

4
5

6
5

4
3

4
3

4
5

6
7

6
5

6
5

6
7

8
9

8
7

6
7

8
9

10
11

10
9

8
9

10
11

12
13

12
11

10
11

12
13

14
15

14
13

12

7
4

5
2

5
2

5
4

7
6

5
4

5
4

5
6

7
8

7
6

5
6

7
8

9
10

9
8

7
8

9
10

11
12

11
10

9
10

11
12

13
14

13
12

11
12

13
14

15

4
1

6
3

8
5

6
3

4
3

6
5

8
7

6
5

4
5

6
7

8
9

8
7

6
7

8
9

10
11

10
9

8
9

10
11

12
13

12
11

10
11

12
13

14
15

14
13

12

7
4

5
2

3
2

5
4

7
6

5
4

3
4

5
6

7
8

7
6

5
6

7
8

9
10

9
8

7
8

9
10

11
12

11
10

9
10

11
12

13
14

13
12

11
12

13
14

15

2
3

4
5

6
5

4
3

2
3

4
5

6
7

6
5

4
5

6
7

8
9

8
7

6
7

8
9

10
11

10
9

8
9

10
11

12
13

12
11

10
11

12
13

14
15

14
13

12

5
6

3
4

1
4

3
6

5
6

5
4

3
4

5
6

7
8

7
6

5
6

7
8

9
10

9
8

7
8

9
10

11
12

11
10

9
10

11
12

13
14

13
12

11
12

13
14

15

K
5

2
7

4
7

4
5

2
5

4
7

6
7

6
5

4
5

6
7

8
9

8
7

6
7

8
9

10
11

10
9

8
9

10
11

12
13

12
11

10
11

12
13

14
15

14
13

12



20 
 

 

ชองที่กํากับดวยเลข 12 ปรากฏ 44  หลัก มีอยู (4 + 4 + 4 + 4 + 4 + 4 + 4 + 4 +
4 + 4 + 4) +  5 +  (4 + 4) +  6 + (4 + 4) + (7 + 4 + 4)  +  (7 + 4 + 4) +
(7 + 4 + 4) +  (7 + 4 + 4) + (7 + 4 + 4) + 14 + (4 + 4) + 13 + 4 + 10 + 11 +
4 + 10 + 8 + 8 + 7 = 243 ชอง 

ชองที่กํากับดวยเลข 14 ปรากฏ 52  หลัก มีอยู (4 + 4 + 4 + 4 + 4 + 4 + 4 + 4 +

4 + 4 + 4 + 4 + 4) + (5 + 4 + 4) + (6 + 4 + 4) + (7 + 4 + 4) + (7 + 4 +
4) + (7 + 4 + 4) + (7 + 4 + 4) + (7 + 4 + 4) + (7 + 4 + 4) + (7 + 4 +
4) + 15 +  (4 + 4) + 14 + 4 + 11 + 12 + 4 + 11 + 9 + 9 + 8 = 289  ชอง 

                                                                           

ดวยวิธีการนับแบบน้ีจะไดวาชองที่กํากับดวยเลข 𝑘𝑘 ปรากฏเมื่อ  𝑘𝑘 = 2𝑡𝑡 + 1  ท่ี  𝑡𝑡 ∈ { 5, 6, 7 … } 

มีอยู   (4 + 4 + 4 + ⋯+ 4)�������������
2𝑡𝑡−1 ตัว

+ (5 + 4 + 4) + (6 + 4 + 4) +

(7 + 4 + 4) + (7 + 4 + 4) + (7 + 4 + 4) + ⋯+ (7 + 4 + 4)���������������������������������������
2𝑡𝑡−7 ตัว

+ (𝑡𝑡 + 8) + (4 + 4) +

(𝑡𝑡 + 7) + 4 + (𝑡𝑡 + 4) + (𝑡𝑡 + 5) + 4 + (𝑡𝑡 + 4) + (𝑡𝑡 + 2) + (𝑡𝑡 + 2) + (𝑡𝑡 + 1) =
  46𝑡𝑡 − 33 = 23𝑘𝑘 − 33 ชอง                  

 

ทฤษฎีบท 2.4 จํานวนชองที่มาสามารถเดินแบบ (2,8) ไปถึงไดภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง จาก

จุดเริ่มตน 𝐾𝐾 บนกระดานหมากรุกขนาดอนันต เ เมื่อ 𝑘𝑘 = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 และ 8 เทากับ 

1, 8, 32, 88, 192, 324, 448, 548 และ 620 ชองตามลําดับ และเมื่อ 𝑘𝑘 เปนจํานวนเต็มที่  𝑘𝑘 ≥

9  เทากับ 92𝑘𝑘 –  132 ชอง   

 

บทพิสูจน เมื่อ 𝑘𝑘 = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 และ 8 สามารถสรุปผลโดยตรงไดจากทฤษฎีบทประกอบ 

2.6 และ เมื่อ 𝑘𝑘 เปนจํานวนเต็มที่  𝑘𝑘 ≥ 9 สามารถสรุปผลไดจากทฤษฎีบทประกอบ 2.7 และการที่

แตละสวนของกระดานน้ันมีความสมมาตรกันทั้ง 4 สวน และมีสมมาตรกันตามหลักแนวต้ังและแถว

แนวนอน ในทิศทางขึ้น ลง ซาย และขวา จากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾             
     

บทแทรก 2.4 จํานวนชองสะสมที่มาสามารถเดินแบบ (2,8) ไปถึงไดในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้งหรือนอย

กวา 𝑘𝑘 ครั้ง จากจุดเริ่มตน 𝐾𝐾 บนกระดานหมากรุกขนาดอนันต 𝑘𝑘 = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 และ 8 

เทากับ 1, 9, 41, 129, 333, 657, 1105, 1653  และ 2273 และเมื่อ 𝑘𝑘 เปนจํานวนเต็มที่  𝑘𝑘 ≥ 9  

เทากับ 46𝑘𝑘2 − 86𝑘𝑘 + 17 
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บทพิสูจน 𝑘𝑘 = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 และ 8 สามารถสรุปผลโดยตรงไดจากสวนแรกของทฤษฎีบท 

2.4 และ เมื่อ 𝑘𝑘 เปนจํานวนเต็มที่  𝑘𝑘 ≥ 9 สามารถสรุปจากสวนหลังของทฤษฎีบท 2.4 ไดวาจํานวน 

ชองสะสมที่มาสามารถเดินแบบ (2,8) ไปถึงไดในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้งหรือนอยกวา 𝑘𝑘 ครั้ง จาก

จุดเริ่มตน 𝐾𝐾 บนกระดานหมากรุกขนาดอนันต คือ 2273 + ∑ (92𝑖𝑖 − 132)𝑘𝑘
𝑖𝑖=9 = 46𝑘𝑘2 −

86𝑘𝑘 + 17 ชอง               
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บทที่ 3 

ขอสรุปและขอเสนอแนะ 
3.1 ขอสรุป 

โครงงานฉบับน้ีพิจารณาการเดินของมาหมากรุกแบบ (2, 𝑏𝑏) สําหรับจํานวนเต็ม 𝑏𝑏 ∈

{2,4,6,8} บนกระดานหมากรุกขนานอนันต โดยสามารถหาสูตรของจํานวนชองที่มาหมากรุกสามารถ

เดินแบบ (2, 𝑏𝑏) ไปถึงไดภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง และสูตรของจํานวนชองสะสมที่มาสามารถเดิน

แบบ (2, 𝑏𝑏) ไปถึงไดในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้งหรือนอยกวา 𝑘𝑘 ครั้ง ดังตอไปน้ี 

 

𝑏𝑏 สูตรของจํานวนชองที่มาหมากรุกสามารถเดิน

แบบ (2, 𝑏𝑏) ไปถึงไดภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง 

สูตรของจํานวนชองสะสมที่มาสามารถเดินแบบ 

(2, 𝑏𝑏) ไปถึงไดในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้งหรือนอย

กวา 𝑘𝑘 ครั้ง 

2 𝑘𝑘 = 0 เดินได 1 ชอง 

𝑘𝑘 ≥ 1 เดินได 4𝑘𝑘 ชอง  

2𝑘𝑘2 + 2𝑘𝑘 + 1 
 

4 และ 6 𝑘𝑘 = 0 เดินได 1 ชอง 

𝑘𝑘 = 1 เดินได 8 ชอง 

𝑘𝑘 = 2 เดินได 32 ชอง 

𝑘𝑘 = 3 เดินได 68 ชอง 

𝑘𝑘 = 4 เดินได 96 ชอง 

𝑘𝑘 ≥ 5 เดินได 28𝑘𝑘 –  20 ชอง   

𝑘𝑘 = 0 เดินสะสมได 1 ชอง 

𝑘𝑘 = 1 เดินสะสมได 9 ชอง 

𝑘𝑘 = 2 เดินสะสมได 41 ชอง 

𝑘𝑘 = 3 เดินสะสมได 109 ชอง 

𝑘𝑘 = 4 เดินสะสมได 205 ชอง 

𝑘𝑘 ≥ 5 เดินสะสมได 14𝑘𝑘2 − 6𝑘𝑘 + 5 ชอง   

8 𝑘𝑘 = 0 เดินได 1 ชอง 

𝑘𝑘 = 1 เดินได 8 ชอง 

𝑘𝑘 = 2 เดินได 32 ชอง 

𝑘𝑘 = 3 เดินได 88 ชอง 

𝑘𝑘 = 4 เดินได 192 ชอง 

𝑘𝑘 = 5 เดินได 324 ชอง 

𝑘𝑘 = 6 เดินได 448 ชอง 

𝑘𝑘 = 7 เดินได 548 ชอง 

𝑘𝑘 = 8 เดินได 620 ชอง 

𝑘𝑘 ≥ 9 เดินได 92𝑘𝑘 –  132 ชอง   

𝑘𝑘 = 0 เดินสะสมได 1 ชอง 

𝑘𝑘 = 1 เดินสะสมได 9 ชอง 

𝑘𝑘 = 2 เดินสะสมได 41 ชอง 

𝑘𝑘 = 3 เดินสะสมได 129 ชอง 

𝑘𝑘 = 4 เดินสะสมได 333 ชอง 

𝑘𝑘 = 4 เดินสะสมได 657 ชอง 

𝑘𝑘 = 4 เดินสะสมได 1105 ชอง 

𝑘𝑘 = 4 เดินสะสมได 1653 ชอง 

𝑘𝑘 = 4 เดินสะสมได 2273 ชอง 

𝑘𝑘 ≥ 9 เดินสะสมได 46𝑘𝑘2 − 86𝑘𝑘 + 17 ชอง   
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3.2 ขอเสนอแนะ  

โครงงานฉบับน้ีสามารถศึกษาตอไปได โดยสามารถหาสูตรของจํานวนชองที่มาหมากรุก

สามารถเดินแบบ (2, 𝑏𝑏) ไปถึงไดภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง สําหรับจํานวนเต็ม 𝑏𝑏 ที่เปนจํานวนคู

ทั้งหมด หรือ หาสูตรของจํานวนชองที่มาสามารถเดินแบบ (2, 𝑏𝑏) ไปถึงไดภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง 

สําหรับจํานวนเต็ม 𝑏𝑏 ที่เปนจํานวนคี่ แตในกรณีน้ีมาหมากรุกจะเดินไปไดทั้งชองขาวและดํา ซึ่งทําให

การนับจํานวนชองมีความยุงยากมากขึ้น ย่ิงไปกวาน้ันยัง  สามารถขยายไปหาสูตรของจํานวนชองที่มา

หมากรุกสามารถเดินแบบ (𝑛𝑛, 𝑏𝑏) ไปถึงไดภายในการเดินเพียง 𝑘𝑘 ครั้ง โดยที่ 𝑛𝑛 เปนจํานวนเต็มที่ 

𝑛𝑛 ≥ 3 ได แตในกรณีดังกลาวการเดินหน่ึงครั้งของมาหมากรุกจะออกไปจากจุดเริ่มตนที่กําหนดไกล

มากทําใหตองสรางกระดานหมากรุกขนาดใหญ และสูตรทั่วไปของจํานวนชองที่ไดจะเริ่มหาไดเมื่อ 𝑘𝑘 

เปนจํานวนเต็มที่มีคามากๆ  
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แบบเสนอหัวขอโครงงาน รายวิชา 2301399 Project Proposal 

ปการศึกษา 2561 
ช่ือโครงงาน (ภาษาไทย) สูตรของจํานวนชองที่มาหมากรุกสามารถเดินแบบ (2, b) สําหรับ

จํานวนเต็ม b ≥ 2 บางจํานวน     

ช่ือโครงงาน (ภาษาอังกฤษ)     The number of squares reachable in k moves with (2,b)-

knight's move for some b  

อาจารยที่ปรึกษา ผูชวยศาสตราจารย ดร.รตินันท  บุญเคลือบ 

ผูดําเนินการ นางสาวอ่ิมบุญ  เนียมนอย เลขประจําตัวนิสิต 5833558523 

 สาขาวิชาคณิตศาสตร ภาควิชาคณิตศาสตรและวิทยาการคอมพิวเตอร 

 คณะวิทยาศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย 

_________________________________________________________________________ 

 

หลักการและเหตุผล 

ในเกมหมากรุก ตัวหมากตัวหน่ึง คือ มา จะมีวิธีการเดินแตกตางจากตัวหมากตัวอ่ืนๆ อยาง

มาก กลาวคือ มาจะเดินตามแนวต้ังหรือแนวนอนไปหน่ึงชองแลวเดินเลี้ยวทํามุม 90 องศากับแนวเดิม

ไปอีกสองชอง เรียกการเดินแบบน้ีวาการเดินของมาแบบปกติ กระดานหมากรุกขนาดมาตรฐาน คือ 

กระดานหมากรุกขนาด  8 x 8 ประกอบดวยชองรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสจํานวนแปดแถว และแปดหลัก โดย

แตละชองทาดวยสีดําหรือสีขาว ตอมามีการขยายกระดานหมากรุกขนาดมาตรฐานใหเปนกระดาน

หมากรุกขนาด m x n ซึ่งประกอบดวยชองรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสจํานวน m แถว และ n หลัก ทาสีแตละ

ชองดวยสีดําและสีขาวสลับกันไป การเดินของมาและกระดานหมากรุกสามารถจําลองเปนตัวแบบเชิง

คณิตศาสตรไดโดยใชกราฟดวยการแทนชองรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสแตละชองเปนจุดยอดของกราฟ และจุด

ยอดสองจุดจะมีเสนเช่ือมหรือเรียกวาประชิดกันถามาสามารถเดินจากชองหน่ึงไปยังอีกชองหน่ึงได 

   

ในป ค.ศ. 2003 Chia และคณะไดปรับเปลี่ยนการเดินของมาไปเปน การเดินของมาแบบ    

(a, b) น่ันคือ การเดินมาไป a ชองตามแนวต้ังหรือแนวนอนแลวเดินเลี้ยวทํามุม 90 องศากับแนวเดิม

ไปอีก b ชอง นอกจากน้ียังสามารถพิจารณาไดโดยงายวาการเดินของมาแบบ (a, b) จะเหมือนกับการ

เดินของมาแบบ (b, a) ดังน้ันจึงกําหนดให a < b นอกจากน้ียังไดดวยวาการเดินของมาแบบปกติ คือ 

การเดินของมาแบบ (1, 2) ในป ค.ศ. 2013 Miller และคณะไดพิจารณากระดานหมากรุกขนาด m x 

n ที่ m และ n ลูเขาสูอนันต หรือที่เรียกวากระดานหมากรุกแบบอนันตซึ่งมีชองรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสตาม

แนวนอนและชองรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสตามแนวต้ังเปนจํานวนอนันต โดยหาสูตรของจํานวนชองที่มา
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สามารถเดินแบบ (1, 2) ไปถึงไดภายในการเดินไมเกินจํานวน k ครั้ง และสูตรของจํานวนชองสะสมที่

มาสามารถเดินไปถึงไดในการเดิน k ครั้ง   

ในโครงงานฉบับน้ีขยายแนวคิดของ Miller และคณะ มาเปนการหาสูตรของจํานวนชองที่มา

สามารถเดินแบบ (2, b) ไปถึงไดภายในการเดินไมเกินจํานวน k ครั้ง และสูตรของจํานวนชองสะสมที่

มาสามารถเดินแบบ (2, b) ไปถึงไดในการเดิน k ครั้ง สําหรับจํานวนเต็ม b ≥ 2 บางจํานวน     

 

วัตถุประสงค 

เพ่ือหาสูตรของจํานวนชองที่มาสามารถเดินแบบ (2, b) ไปถึงไดภายในการเดินไมเกินจํานวน 

k ครั้ง และสูตรของจํานวนชองสะสมที่มาสามารถเดินแบบ (2, b) ไปถึงไดในการเดิน k ครั้ง สําหรับ

จํานวนเต็ม b ≥ 2 บางจํานวน     

 

ขอบเขตของโครงงาน 

ศึกษากระดานหมากรุกแบบอนันต โดยจะพิจารณาเฉพาะการเดินของมาแบบ (2, b) และจะ

หาเฉพาะสูตรของจํานวนชองที่มาสามารถเดินแบบ (2, b) ไปถึงไดภายในการเดินไมเกินจํานวน k ครั้ง 

และสูตรของจํานวนชองสะสมที่มาสามารถเดินแบบ (2, b) ไปถึงไดในการเดิน k ครั้งเทาน้ัน สําหรับ

จํานวนเต็ม b ≥ 2 บางจํานวน     

 

วิธีการดําเนินงาน 

แผนการศึกษา 

1. ศึกษาการเดินของมาแบบปกติบนกระดานหมากรุกขนาดมาตรฐาน  

2. ศึกษาการเดินของมาแบบ (2, b) สําหรับจํานวนเต็ม b ≥ 2 บางจํานวน บนกระดานหมากรุก

แบบอนันต 

3. หาสูตรของจํานวนชองที่มาสามารถเดินแบบ (2, b)ไปถึงไดภายในการเดินไมเกินจํานวน        

k ครั้ง สําหรับจํานวนเต็ม b ≥ 2 บางจํานวน     

4. หาสูตรของจํานวนชองสะสมที่มาสามารถเดินแบบ (2, b) ไปถึงไดในการเดิน k ครัง้เทาน้ัน 

สําหรับจํานวนเต็ม b ≥ 2 บางจํานวน     
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ระยะเวลาท่ีศึกษา 

 

ขั้นตอนการดําเนินการ เดือน 

ก.ค ส.ค ก.ย ต.ค พ.ย ธ.ค ม.ค ก.พ มี.ค เม.ย พ.ค 

1. ศึกษาเนื้อหาท่ีเกี่ยวของและ

เสนอหัวขอโครงงาน 

           

2. ดําเนินการโครงงาน 

- ศึกษาการเดินของมาแบบ

ปกติบนกระดานหมากรุก

ขนาดมาตรฐาน  

- ศึกษาการเดินของมาแบบ 

(2, b)   

- หาสูตรของจํานวนชองท่ีมา

สามารถเดินแบบ (2, b) ไป

ถึงไดภายในการเดินไมเกิน

จํานวน  k ครั้ง สําหรับ

จํานวนเต็ม b ≥ 2 บาง

จํานวน 

- หาสูตรของจํานวนชอง

สะสมท่ีมาสามารถเดินแบบ 

(2, b) ไปถึงไดในการเดิน k 

ครั้งเทานั้น สําหรับจํานวน

เต็ม b ≥ 2 บางจํานวน 

           

3. เขียนรายงานและนําเสนอ

โครงงาน 

           

 

ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรับ 

1. ทําใหหาสูตรของจํานวนชองที่มาสามารถเดินแบบ (2, b) ไปถึงไดภายในการเดินไมเกิน

จํานวน k ครั้ง และสูตรของจาํนวนชองสะสมที่มาสามารถเดินแบบ (2, b) ไปถึงไดในการเดิน 

k ครั้งเทาน้ันสําหรับจํานวนเต็ม b ≥ 2 บางจํานวน     

2. ไดฝกฝนการคดิ วิเคราะห ต้ังคําถาม และขยายปญหา  
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อุปกรณและเครื่องมือท่ีใช 

กระดาษ A4             1000  บาท                  

คาถายเอกสาร                                           1000   บาท 

อุปกรณจัดเก็บขอมูล                                    1500 บาท 

อุปกรณเครื่องเขียน      500     บาท 

คาพิมพโปสเตอรและคาเดินทางไปนําเสนอผลงาน           1000  บาท  

 

เอกสารอางอิง 

Chai, G.L. and Ong, S.-H. (2005). Generalized Knight’s tours on rectangular  

       chessboard, Discrete Applied Math, 150, 80-89. 

Miller, A.M. and Farnsworth, D.L. (2013). Counting the number of Squares reachable in  

       k knight’s move, Open J. of Discreate Math, 3, 151-154. 
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