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แบบจ าลองที่ได้รับความนิยมในการค านวณราคาออปชัน คือ แบบจ าลองแบล็ค-โชลส์ และ
แบบจ าลองทวินามซึ่งแบ่งเวลาทั้งหมดออกเป็น 𝑛 ช่วงเท่ากัน เป็นที่ทราบกันดีว่าส าหรับ 𝑛 ที่มีค่า
มาก ราคาออปชันจากแบบจ าลองทวินามจะลู่เข้าสู่ราคาออปชันจากแบบจ าลองแบล็ค-โชลส์ ในปี 
1986 Boyle ได้น าเสนอแบบจ าลองไตรนามส าหรับค านวณราคาออปชันและในปี 2007 Ahn และ 
Song ได้พัฒนาแบบจ าลองไตรนามโดยประยุกต์อัตราการเคลื่อนทีข่องราคาหุน้เปน็ไปตามแบบจ าลอง
ของ Cox, Ross และ Rubinstein (1979)  
 ในโครงงานนี้ เราได้แสดงว่าราคาออปชันที่ค านวณโดยแบบจ าลองไตรนามของ Ahn และ 
Song จะลู่เข้าสู่แบบจ าลองแบล็ค-โชลส์ด้วยความคลาดเคลื่อนที่น้อยกว่าของแบบจ าลองทวินาม 2 
เท่า นอกจากนี้เรายังใช้แนวคิดของ Ahn และ Song เพื่อสร้างแบบจ าลองพหุนามที่ราคาหุ้นสามารถ
เปลี่ยนแปลงได้ 𝑘 แบบในแต่ละช่วงเวลาและได้แสดงว่าราคาออปชันที่ค านวณจากแบบจ าลองพหุ
นามนี้จะลู่เข้าสู่แบบจ าลองแบล็ค-โชลส์ด้วยความคลาดเคลื่อนที่น้อยกว่าของแบบจ าลองทวินาม 
𝑘 − 1 เท่า 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาควิชา คณิตศาสตร์และวิทยาการคอมพิวเตอร ์ ลายมือช่ือนสิิต  

สาขาวิชา      คณิตศาสตร์ ลายมือช่ือ อ.ที่ปรึกษาโครงงาน  

ปีการศึกษา        2561  



จ 

 

# # 5833522923 : MAJOR MATHEMATICS 

KEYWORDS : OPTION PRICING/ BLACK-SCHOLES MODEL/ BINOMIAL MODEL/ TRINOMIAL 

MODEL/ MULTINOMIAL MODEL/ THE RATE OF CONVERGENCE 

TANATORN INTARAPANYA : THE CONVERGENCE OF TRINOMIAL MODEL AND 

MULTINOMIAL MODEL TO BLACK-SCHOLES MODEL FOR OPTION PRICING. 

ADVISOR : PROF. KRITSANA NEAMMANEE, Ph.D., 43 pp.  

 

Well-known models for computing an option price are the Black-Scholes model 
and the Binomial model that is divided into 𝑛 periods. It is known that for large 𝑛, the 
option price from the Binomial model converges to the option price from the Black-
Scholes model. In 1986, Boyle presented the Trinomial model for computing an option 
price and in 2007, Ahn and Song improved the Trinomial model when the movement 
rates of stock price are based on the model of Cox, Ross and Rubinstein (1979). 
 In this project, we show that the option price computed by the Trinomial model 
of Ahn and Song converges to the option price from the Black-Scholes model with 
errors that are less than the Binomial model 2 times.  In addition, we use the idea of 
Ahn and Song to create the Multinomial model that stock price moves in 𝑘 directions 
each period and we show that the option price computed by this model converges to 
the option price from the Black-Scholes model with errors that are less than the 
Binomial model 𝑘 − 1 times.  
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บทที ่1 

บทน า 
 

 ตราสารสทิธิ หรือ ออปชนั (option) คือ หนังสือสัญญาระหว่างผูซ้ื้อและผู้ขาย มกีารก าหนดราคาสินค้า 
(strike price) ที่จะตกลงซื้อขายเมื่อถึงเวลาที่ก าหนด ซึง่ผู้ซื้อสัญญาสามารถเลือกได้ว่าจะใช้สทิธิหรือไม่เมื่อครบ
ก าหนดสญัญา โดยสิทธิแบง่ออกเป็น 2 ชนิดคือ คอลออปชนั (call option) คือสิทธิในการซื้อสินค้าอ้างองิตามที่ได้
ตกลงไว้กับผู้ขายสทิธิ และ พทุออปชนั (put option) คือสทิธิในการขายสินค้าอ้างองิตามที่ได้ตกลงกันไว้กับผู้ขาย
สิทธิ และผู้ทีซ่ื้อสิทธิไม่ว่าจะเป็นคอลออปชันหรอืพุทออปชันจะต้องจ่ายค่าพรเีมยีม (premium) หรอื ราคาออปชัน 
เพื่อแลกกับสิทธิดังกล่าว 

 ตัวอย่างเช่น ปัจจุบันสินค้าราคา 100 บาท ถ้านาย ก ซื้อคอลออปชันหรอืสทิธิในการซื้อกับนาย ข โดยมี
เงื่อนไขว่า ในอีก 1 เดือนข้างหน้า นาย ก จะซื้อสินค้าในราคา 95 บาท และค่าพรีเมียม 5 บาทต่อสญัญา โดยที่ 1 
สญัญาสามารถซื้อสินค้าได้ 1 หน่วย สมมติว่านาย ก ซื้อ 100 สัญญา นาย ก จะต้องเสียค่าพรีเมียม 500 บาท เพื่อ
แลกกับสิทธิดังกล่าว เมื่อครบก าหนดเวลา 1 เดือน นาย ก สามารถเลือกได้ว่าจะใช้สทิธิหรอืไม่ ซึ่งข้ึนอยู่กบัราคา
สินค้า ณ วันใช้สิทธิ ถ้าสินค้า ณ วันใช้สิทธิมีราคา 107 บาท นาย ก จะใช้สิทธิในการซื้อสินค้าในราคา 95 บาท รวม
กับค่าพรเีมียม 5 บาท เป็น 100 บาทต่อสัญญา ท าให้ได้ก าไร 107-100 = 7 บาทต่อสัญญา รวมเป็นเงินทั้งสิ้น 700 
บาท ถ้าราคาสินค้า ณ วันใช้สิทธิมีราคา 93 บาท นาย ก จะเลือกไม่ใช้สทิธิโดยจะจ่ายเฉพาะค่าพรีเมียม นั่นคือ 
ขาดทุน 500 บาท จะเห็นได้ว่าการลงทุนในออปชันน้ันสามารถได้ก าไรมากหรือน้อยข้ึนอยูก่ับราคาสินค้า ณ วันใช้
สิทธิ แต่จะขาดทุนได้มากสุดแค่ค่าพรีเมียม 

 จากตัวอย่างข้างต้น นาย ก สามารถใช้สิทธิได้เมื่อครบก าหนดอายุสัญญาหรือเมื่อถึงวันที่ใช้สิทธิ เราจะ
เรียกออปชันลักษณะนี้ ว่า ตราสารสิทธิแบบยุโรป (European option) และยังมีตราสารสิทธิแบบอเมริกา 
(American option) คือ ตราสารที่สามารถใช้สิทธิได้ทุกวันท าการใดๆก่อนหรือภายในวันใช้สิทธิ 

เพื่อความสะดวกในการค านวณ เราจะก าหนดตัวแปรดังต่อไปนี้ 

𝑆0  คือ ราคาหุ้น ณ ปัจจุบัน  
𝑇 คือ ระยะเวลาครบก าหนดอายุสญัญา  
𝑆𝑇 คือ ราคาหุ้น ณ วันใช้สิทธิ 
𝑆𝑡 คือ ราคาหุ้น ณ เวลา 𝑡 เมือ่ 0 ≤ 𝑡 < 𝑇 
𝐾 คือ ราคาใช้สิทธิ  
𝑟 คือ อัตราดอกเบี้ยที่ปราศจากความเสี่ยง  
𝜎  คือ ความผันผวน 
𝐶𝑇  คือ ราคาคอลออปชัน ณ เวลา 𝑇  
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พิจารณาสัญญาคอลออปชัน 1 สัญญา เมื่อถึงเวลาครบก าหนดใช้สิทธิ 𝑇 ผู้ถือสัญญาสามารถเลือกใช้สิทธิเมื่อราคา
หุ้น ณ วันใช้สิทธิ 𝑆𝑇 มีค่ามากกว่าราคาใช้สิทธิ 𝐾 นั่นคือ 𝑆𝑇 − 𝐾 > 0 ดังนั้นมูลค่า 𝐶𝑇  ของคอลออปชัน ณ เวลา 
𝑇 มีค่าดังนี ้

𝐶𝑇 = {
𝑆𝑇 − 𝐾 ; 𝑆𝑇 > 𝐾  

0         ; 𝑆𝑇 ≤ 𝐾
 

นั่นคือ 

𝐶𝑇 = max{0, 𝑆𝑇 − 𝐾} 

ส่วนมูลค่าคอลออปชัน ณ เวลาเริ่มต้น 𝐶0 สามารถหาได้จากการคิดลดกระแสเงินสด โดยใช้อัตราดอกเบี้ยที่ไมม่ี
ความเสี่ยง 𝑟 จะได ้

𝐶0 = 𝑒−𝑟𝑇max{0, 𝑆𝑇 − 𝐾} 

การหาราคาคอลออปชัน (𝐶0) สามารถหาได้หลายวิธี ซึ่งวิธีที่ได้รับความนิยมมี 2 วิธี 

1. การใช้แบบจ าลองของแบล็ค-โชลส์  
2. การใช้แบบจ าลองทวินาม  

แบบจ าลองแบลค็-โชลส ์(Black-Scholes model) สร้างโดย Black, Scholes และ Merton ในปี 1973 ([2]) 

โดยแนวคิดของแบบจ าลองแบล็ค-โชลส์ เกิดจากแนวคิดที่ว่าราคาหุ้นเป็นกระบวนการสุ่มและราคาของคอลออป
ชันน้ันข้ึนอยู่กับราคาหุ้นและเวลา ถ้าเราก าหนดให้  

𝑓(𝑆𝑡 , 𝑡)  คือ ราคาคอลออปชัน ณ เวลา 𝑡 (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇) เราจะได้ว่า 𝑓 สอดคล้องสมการ 

𝜕𝑓

𝜕𝑡
+ 𝑟𝑆𝑡

𝜕𝑓

𝜕𝑆𝑡
+

1

2
𝜎2𝑆𝑡

2
𝜕2𝑓

𝜕𝑆𝑡
2 = 𝑟𝑓 

โดยเราจะเรียกสมการข้างต้นว่าสมการเชิงอนุพันธ์แบล็ค-โชลส์ (Black-Scholes differential equation)  
จากสมการข้างต้นเมือ่พิจารณาในกรณีของคอลออปชันน้ันมเีงื่อนไขขอบเขตคือ 

𝑓(𝑆𝑇 , 𝑇)  =  max {0, 𝑆𝑇 − 𝐾} 

เมื่อเราแกส้มการเชิงอนุพันธ์แบล็ค-โชลส์ แล้วจะได้ว่าราคาคอลออปชัน 𝐶𝐵𝑆(= 𝑓(𝑆0, 0) = 𝐶0) มีค่าเท่ากบั 

𝐶𝐵𝑆 = 𝑆0𝜙(𝑐1) − 𝐾𝑒−𝑟𝑇𝜙(𝑐2) 

เมื่อ   

𝑐1 =
𝑙𝑜𝑔(𝑆0/𝐾) + (𝑟 + 𝜎2/2)𝑇

𝜎√𝑇
 

𝑐2 =
𝑙𝑜𝑔(𝑆0/𝐾) + (𝑟 − 𝜎2/2)𝑇

𝜎√𝑇
= 𝑐1 − 𝜎√𝑇 

และ   𝜙(𝑐) =
1

√2𝜋
∫ 𝑒−

𝑡2

2 𝑑𝑡
𝑐

−∞
 

(สามารถอ่านเพิ่มเติมได้ใน [2]) 



3 
 

 

แบบจ าลองทวนิาม (Binomial model) เป็นแบบจ าลองที่ใช้ค านวณราคาคอลออปชันโดยแบ่งช่วงเวลา 𝑇 ออกเป็น 
𝑛 ช่วงเท่ากัน และราคาหุ้นมกีารเปลี่ยนแปลงใน 1 ช่วงเวลาใดๆได้ 2 แบบ คือหุ้นมีราคาเพิม่ขึ้นด้วยอัตรา 𝑢𝑛 ด้วย
ความน่าจะเป็น 𝑝𝑛  หรือหุ้นมรีาคาลดลงด้วยอัตรา 𝑑𝑛  ด้วยความน่าจะเป็น 1 − 𝑝𝑛   

 

 

 

 

 

 

และเราจะประมาณราคาคอลออปชัน 𝐶𝑇  ณ เวลา 𝑇 ด้วยค่าคาดการณ์ทางสถิต ิ

𝐸[𝐶𝑇] = 𝐸[max{0, 𝑆𝑇 − 𝐾}] 

ท าให้ได้ว่าราคาคอลออปชัน ณ ปัจจุบันคือ 

𝐵𝑛 = 𝑒−𝑟𝑇𝐸[max{0, 𝑆𝑇 − 𝐾}] 

ซึ่งเกิดจากการน าราคาคาดการณ์ 𝐸[𝐶𝑇] มาคิดลดกระแสเงินสด โดยใช้อัตราดอกเบี้ย 𝑟 นั่นเอง 

จาก (1.1) เราสามารถแสดงได้ว่า 

𝐵𝑛 = 𝑒−𝑟𝑇 ∑ (
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=0

𝑝𝑛
𝑘(1 − 𝑝𝑛)𝑛−𝑘max {0, 𝑆0𝑢𝑛

𝑘𝑑𝑛
𝑛−𝑘 − 𝐾} 

 
แบบจ าลองนี้เป็นแบบจ าลองทีเ่ข้าใจได้ง่าย ซึ่งถูกน ามาใช้ครั้งแรกโดย Cox, Ross และ Rubinstein ([5]) ในปี 
1979 โดยมีการก าหนดอัตราการเคลื่อนที่ของราคาหุ้นเป็น 

𝑢𝑛 =  𝑒
𝜎√

𝑇

𝑛 และ 𝑑𝑛 = 𝑒
−𝜎√

𝑇

𝑛 

ซึ่ง 𝑢𝑛𝑑𝑛 = 1 และความน่าจะเป็นทีหุ่้นราคาเพิ่มข้ึน 𝑝𝑛  มีค่าดังนี้ 

𝑝𝑛 =  
𝑒𝑟

𝑇
𝑛 − 𝑑𝑛 

𝑢𝑛 − 𝑑𝑛
 

และจะไดสู้ตรในการประมาณราคาคอลออปชันดังนี้ 

𝐵𝑛 =  𝑆0 ∑ (
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=𝑎

𝑞𝑛
𝑘(1 − 𝑞𝑛)𝑛−𝑘 − 𝐾𝑒−𝑟𝑇 ∑ (

𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=𝑎

𝑝𝑛
𝑘(1 − 𝑝𝑛)𝑛−𝑘  

เมื่อ 𝑞𝑛 =  𝑝𝑛𝑢𝑛𝑒−𝑟
𝑇

𝑛  และ 𝑎 = min{𝑗 ∈ {0,1,2, … , 𝑛}| 𝑆0𝑢𝑛
𝑗

𝑑𝑛
𝑛−𝑗

> 𝐾} 

(1.2) 

ภาพที ่1.1  แผนภาพแบบจ าลองทวนิาม 

(1.1) 

(1.3) 

𝑆0𝑑𝑛 

𝑆0𝑢𝑛 

𝑆0 

ลง (1 − 𝑝𝑛) 

ขึ้น (𝑝𝑛) 
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ตัวอยา่ง 1.1 ปจัจบุันหุ้น SCB มรีาคา 150 บาท และมีราคาใช้สิทธิในอีก 3 เดือนข้างหน้าที่ 154 บาท ถ้าดอกเบี้ย
ที่ไม่มีความเสี่ยงมอีัตรา 6% ต่อปีและราคาหุ้นมีความผันผวน σ = 0.50 จงหา 

1) ราคาคอลออปชันโดยใช้สูตรแบล็ค-โชลส ์

2) ราคาคอลออปชันโดยใช้สูตรทวินาม เมื่อ 𝑛 = 4  

3) ราคาคอลออปชันโดยใช้สูตรทวินาม เมื่อ 𝑛 = 50  

วิธที า จากโจทย์ 𝑆0 = 150, 𝐾 = 154, 𝑇 =
1

4
, 𝑟 = 0.06  และ σ = 0.50  

1) เนื่องจาก 𝑐1 =
𝑙𝑜𝑔(

150

154
)+(0.06+

0.52

2
)(

1

4
)

0.5√
1

4

= 0.0797 และ 𝑐2 = 𝑑1 − 0.5√
1

4
= −0.1703 

จะได้ว่า 𝜙(𝑐1) = 0.5318  และ 𝜙(𝑐2) = 0.4324 ดังนั้น 

𝐶𝐵𝑆 = 150(0.5318) − 154𝑒
−0.06

4 (0.4324) = 14.1681 

 

2) จากโจทย์จะได้ 𝑢4 = 𝑒
0.50√

1

16 = 1.1331,  𝑑4 = 𝑒
−0.50√

1

16 = 0.8825,  

𝑝4 =
𝑒0.06(

1
16

) − 0.8825 

1.1331 − 0.8825
= 0.4839 , 𝑞4 = (0.4839)(1.1331)𝑒−0.06(

1
16

) = 0.5462 

และ 𝑎 = min{𝑗 ∈ {0,1,2,3,4}| 150(1.1331)𝑗(0.8825)4−𝑗 > 154} = 3 ดังนั้น 

𝐵4 = 150 ∑ (
4

𝑘
)

4

𝑘=3

(0.5462)𝑘(0.4538)4−𝑘 − 154𝑒−0.06(
1
4

) ∑ (
4

𝑘
)

4

𝑘=3

(0.4839)𝑘(0.5161)4−𝑘  

        = 150 ∑ (
4

𝑘
)

4

𝑘=3

(0.5462)𝑘(0.4538)4−𝑘 − 151.7072 ∑ (
4

𝑘
)

4

𝑘=3

(0.4839)𝑘(0.5161)4−𝑘 

      = 13.9260  
 

3) จากโจทย์จะได้ 𝑢50 = 𝑒
0.50√

1

200 = 1.0360,  𝑑50 = 𝑒
−0.50√

1

200 = 0.9653  

𝑝50 =
𝑒0.06(

1
200

) − 0.9653 

1.0360 − 0.9653
= 0.4954 , 𝑞50 = (0.4954)(1.0360)𝑒−0.06(

1
200

) = 0.5131 

และ 𝑎 = min{𝑗 ∈ {0,1,2, … ,50}| 150(1.0360)𝑗(0.9653)50−𝑗 > 154} = 26 ดังนั้น 

𝐵50 = 150 ∑ (
50

𝑘
)

50

𝑘=26

(0.5131)𝑘(0.4869)50−𝑘 − 154𝑒−0.06(
1
4

) ∑ (
50

𝑘
)

50

𝑘=26

(0.4954)𝑘(0.5046)50−𝑘  

     = 150 ∑ (
50

𝑘
)

50

𝑘=26

(0.5131)𝑘(0.4869)50−𝑘 − 151.7072 ∑ (
50

𝑘
)

50

𝑘=26

(0.4954)𝑘(0.5046)50−𝑘 

      = 14.2316  
(สามารถศึกษาตัวอย่างเกี่ยวกับการเปรยีบเทียบแบบจ าลองทวินามและแบบจ าลองแบล็ค − โชลส์ได้ใน [10]) 
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สังเกตได้ว่าเมื่อ 𝑛 มีค่ามากๆ จะท าให้ได้ว่า ราคาคอลออปชันที่ค านวณจากแบบจ าลองทวินามมีค่า
ใกล้เคียงราคาคอลออปชันที่ค านวณจากสูตรของแบล็ค-โชลส์ ซึ่งความเป็นจริงนี้เป็นจริงโดยทั่วไป นั่นคือ 
lim

𝑛→∞
𝐵𝑛 = 𝐶𝐵𝑆 ([5]) มีนักวิจัยหลายคนที่สนใจอัตราการลู่เข้าน้ีและได้ค านวณหาค่าคงตัวของขอบเขตของอัตรา

การลู่เข้า โดยสามารถอ่านเพิ่มเติมได้ใน [4], [6], [7], [9], [11] และ [12] 

ต่อมาในปีค.ศ. 1986 Boyle ([3]) ได้น าเสนอแบบจ าลองไตรนาม (Trinomial model) ซึ่งแบบจ าลอง
ไตรนามเป็นการพจิารณาราคาหุ้นทีร่าคาสามารถเปลี่ยนแปลงไปได้ 3 แบบในแต่ละช่วงเวลา นั่นคือ  

มีราคาข้ึนด้วยอัตรา 𝑢𝑇
 ด้วยความน่าจะเป็น 𝑝𝑢  

มีราคาลดลงด้วยอัตรา 𝑑𝑇
 ด้วยความน่าจะเป็น 𝑝𝑑  

และมรีาคาคงที่ด้วยความน่าจะเป็น 𝑝𝑚   
 

 

 

  

 

  

ท านองเดียวกันกับ (1.2) เราสามารถแสดงได้ว่า ราคาคอลออปชัน 𝑇𝑛  มีค่าดังนี ้

𝑇𝑛 = 𝑒−𝑟𝑇 ∑ ∑ (
𝑛!

𝑘! 𝑙! (𝑛 − 𝑘 − 𝑙)!
)

𝑛−𝑘

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

𝑝𝑢
𝑘𝑝𝑑

𝑙𝑝𝑚
𝑛−𝑘−𝑙max {0, 𝑆0𝑢𝑇

𝑘 𝑑𝑇
𝑙 − 𝐾} 

 

ในปี 2007 Ahn และ Song ([1])  ไดพ้ิจารณาแบบจ าลองไตรนามทีแ่บ่งเป็น 𝑛 ช่วงเทียบกับแบบจ าลอง
ทวินามที่แบ่งเป็น 2𝑛 ช่วง โดยมีการก าหนดอัตราการเคลื่อนที่ของราคาหุ้นเปน็ไปตามแบบจ าลองของ Cox, Ross 
และ Rubinstein ([5]) เมื่อพิจารณา 2 ช่วงแรกของแบบจ าลองทวินามจะได้แผนภาพดังนี้ 

 

 
 

 

 

 

 

  

𝑆0𝑑𝑇
 

 𝑆0
 

𝑆0𝑢𝑇 

𝑆0  

ข้ึน (𝑝𝑢) 

คงที ่(𝑝𝑚) 

ลง (𝑝𝑑) 

ภาพที ่1.3 การเปรยีบระหวา่งแผนภาพแบบจ าลองทวนิามและไตรนาม 

ภาพที ่1.2 แผนภาพแบบจ าลองไตรนาม 

(1.4) 

𝑇

𝑛
 

    𝑆0𝑢𝑇 = 𝑆0𝑢2𝑛
2  

 

 𝑆0
 

𝑆0  

𝑝𝑢  

𝑝𝑚  

) 

    𝑆0𝑑𝑇 = 𝑆0𝑑2𝑛
2  

 

𝑝𝑑  

𝑇

2𝑛
 

𝑆0𝑢2𝑛
2  

 𝑆0
 

𝑆0𝑢2𝑛 

𝑆0𝑑2𝑛 

𝑆0  

𝑆0𝑑2𝑛
2  

𝑇

2𝑛
 

𝑝2𝑛  

1 − 𝑝2𝑛  
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สังเกตได้ว่าราคาหุ้น ณ ช่วงเวลาที่ 2 ของแบบจ าลองทวินามเป็นไปได้ 3 แบบ คือ 
𝑆0𝑢2𝑛

2  ด้วยความน่าจะเป็น 𝑝2𝑛
2  

𝑆0      ด้วยความน่าจะเป็น 𝑝2𝑛(1 − 𝑝2𝑛) + (1 − 𝑝2𝑛)𝑝2𝑛 = 2 𝑝2𝑛(1 − 𝑝2𝑛) 
𝑆0𝑑2𝑛

2  ด้วยความน่าจะเป็น (1 − 𝑝2𝑛)2 
ซึ่งมีลักษณะเหมือนกับแบบจ าลองไตรนามที่มีอัตราการเคลื่อนที่ของหุ้นดังนี้  

𝑢𝑇 = 𝑢2𝑛
2 , 1 = 𝑢2𝑛𝑑2𝑛 ,  𝑑𝑇 = 𝑑2𝑛

2  

และมีความน่าจะเป็น  

𝑝𝑢 = 𝑝2𝑛 
2 , 𝑝𝑚 = 2𝑝2𝑛(1 − 𝑝2𝑛), 𝑝𝑑 = (1 − 𝑝2𝑛)2 

จาก (1.4), (1.5) และ (1.6) Ahn และ Song ([1]) จึงได้สูตรไตรนามดังต่อไปนี ้

𝑇𝑛 = 𝑒−𝑟𝑇 ∑ ∑ (
𝑛!

𝑘! 𝑙! (𝑛 − 𝑘 − 𝑙)!
)

𝑛−𝑘

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

𝑝2𝑛
2𝑘(1 − 𝑝2𝑛)2𝑙(2𝑝

2𝑛
(1 − 𝑝

2𝑛
))𝑛−𝑘−𝑙max {0, 𝑆0𝑢2𝑛

2𝑘𝑑2𝑛
2𝑙 − 𝐾} 

 

เมื่อพิจารณาแบบจ าลองทวินามและแบบจ าลองไตรนามในภาพที่ 1.3 เราจะสังเกตได้ว่าแบบจ าลองไตรนามที่แบง่ 
𝑇 เป็น 𝑛 คาบ ก็คือแบบจ าลองทวินามที่แบ่ง 𝑇 เป็น 2𝑛 คาบนั่นเอง 

จากข้อสังเกตข้างต้น ผู้จัดท าโครงงานจึงมีแนวคิดว่า ราคาคอลออปชันจากสูตรไตรนามควรจะลู่เข้าสู่ค่าที่
ได้จากสูตรแบล็ค-โชลส์ นั่นคือ lim

𝑛→∞
𝑇𝑛 = 𝐶𝐵𝑆 โดยอัตราการลู่เข้าน่าจะเร็วข้ึนเป็น 2 เท่าด้วย 

โดยผลลัพธ์ที่ได้เป็นไปดังทฤษฎีบทต่อไปนี ้
 
ทฤษฎบีท 1.1 ถ้ามี 𝜀 > 0 ซึ่ง |𝐵𝑛 − 𝐶𝐵𝑆| ≤

𝜀

𝑛
 ส าหรบัทุก 𝑛 ∈ ℕ แล้ว 

|𝑇𝑛 − 𝐶𝐵𝑆| ≤
𝜀

2𝑛
 

จากแนวคิดของ Ahn และ Song ([1]) ท าให้ผู้จัดท ามีแนวคิดที่จะขยายแนวคิดจากแบบจ าลองไตรนามสู่
แบบจ าลองพหนุาม (Multinomial model) ซึ่งเป็นแบบจ าลองที่ใช้ในการค านวณราคาคอลออปชัน โดยที่ราคาหุ้น
ในแต่ละช่วงเวลาสามารถเปลี่ยนแปลงได้ 𝑘 แบบ ด้วยอัตรา 𝑚𝑘,1, 𝑚𝑘,2, 𝑚𝑘,3, … , 𝑚𝑘,𝑘 (𝑘 ≥ 2) ด้วยความ
น่าจะเป็น 𝑝𝑘,1, 𝑝𝑘,2, 𝑝𝑘,3, … , 𝑝𝑘,𝑘  ตามล าดับ (สามารถอ่านเพิ่มเติมได้ใน [8]) และเมื่อพจิารณาช่วงแรกของ
แบบจ าลองพหุนามที่แบง่ช่วงเวลา 𝑇 เป็น 𝑛 ช่วงเท่ากัน จะได้แผนภาพต้นไม้ต่อไปนี ้

 

 

 

 

(1.7) 

(1.5) 

(1.6) 
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ภาพที่ 1.4 เป็นเพียง 1 ช่วงของแบบจ าลองพหุนามที่แบง่เป็น 𝑛 ช่วง ซึ่งในแต่ละช่วงเวลา ราคาหุ้นกส็ามารถ
เปลี่ยนแปลงด้วยอัตรา 𝑚𝑘,1, 𝑚𝑘,2, 𝑚𝑘,3, … , 𝑚𝑘,𝑘 เช่นกัน  

เมื่อพจิารณา ณ เวลา 𝑇 ซึ่งจะมทีั้งหมด 𝑛 ช่วง เราจะได้ว่าราคาหุ้นจะมีค่า 

𝑆0𝑚𝑘,1
𝑗1 𝑚𝑘,2

𝑗2 … 𝑚𝑘,𝑘−1
𝑗𝑘−1 𝑚𝑘,𝑘

 𝑛−∑ 𝑗𝑖
𝑘−1
𝑖=1 = 𝑆0 (∏ 𝑚𝑘,𝑖

𝑗𝑖

𝑘−1

𝑖=1

) 𝑚𝑘,𝑘

𝑛−∑ 𝑗𝑖
𝑘−1
𝑖=1  

เมื่อ 0 ≤ 𝑗1, 𝑗2, … , 𝑗𝑘−1 ≤ 𝑛 โดยที่ 𝑗1 + 𝑗2 + ⋯ + 𝑗𝑘−1 ≤ 𝑛 

ด้วยความน่าจะเป็น 

(
𝑛!

(𝑗1)! (𝑗2)! … (𝑛 − ∑ 𝑗𝑖
𝑘−1
𝑖=1 )!

) 𝑝𝑘,1
𝑗1 𝑝𝑘,2

𝑗2 … 𝑝𝑘,𝑘−1
𝑗𝑘−1 𝑝𝑘,𝑘

 𝑛−∑ 𝑗𝑖
𝑘−1
𝑖=1 = (

𝑛

𝑗1, 𝑗2, 𝑗3, … , 𝑗𝑘−1
) (∏ 𝑝𝑘,𝑖

𝑗𝑖

𝑘−1

𝑖=1

) 𝑝𝑘,𝑘

𝑛−∑ 𝑗𝑖
𝑘−1
𝑖=1  

เราจะได้สูตรราคาคอลออปชัน ณ ปัจจบุัน 𝑀𝑘,𝑛  ดังนี ้

𝑀𝑘,𝑛 

= 𝑒−𝑟𝑇 ∑ ∑ ∑ … ∑ (
𝑛

𝑗1, 𝑗2, 𝑗3, … , 𝑗𝑘−1

) (∏ 𝑝𝑘,𝑖

𝑗𝑖

𝑘−1

𝑖=1

) 𝑝
𝑘,𝑘

𝑛−∑ 𝑗𝑖
𝑘−1
𝑖=1 max {0, 𝑆0 (∏ 𝑚𝑘,𝑖

𝑗𝑖

𝑘−1

𝑖=1

) 𝑚
𝑘,𝑘

𝑛−∑ 𝑗𝑖
𝑘−1
𝑖=1 − 𝐾}

𝑛−∑ 𝑗𝑖
𝑘−2
𝑖=1

𝑗𝑘−1=0

𝑛−𝑗1−𝑗2

𝑗3=0

𝑛−𝑗1

𝑗2=0

𝑛

𝑗1=0

 

 
จะสงัเกตได้ว่าเมื่อ 𝑘 = 2 จะได้แบบจ าลองทวินาม และเมื่อ 𝑘 = 3 จะได้แบบจ าลองไตรนาม 

ภาพที ่1.4 แผนภาพแบบจ าลองพหนุาม 

𝑝𝑘,1 

𝑝𝑘,2 

𝑝𝑘,3 

𝑝𝑘,𝑘  

𝑆0𝑚𝑘,1 

𝑆0𝑚𝑘,2 

𝑆0𝑚𝑘,3 

𝑆0 

𝑆0𝑚𝑘,𝑘 

𝑆0𝑚𝑘,𝑘−1 

𝑆0𝑚𝑘,𝑘−2 

𝑝𝑘,𝑘−1 

𝑝𝑘,𝑘−2 

𝑇

𝑛
 

(1.8) 
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ถ้าเราน าแนวคิดเรื่องอัตราข้ึนและลงของ Ahn และ Song ([1]) มาประยุกต์โดยเปรียบเทียบกับ
แผนภาพของแบบจ าลองทวินามที่แบ่งเป็น (𝑘 − 1)𝑛 ช่วงกับแบบจ าลองพหุนามที่เปลี่ยนแปลงได้ 𝑘 แบบซึ่ง
แบ่งเป็น 𝑛 ช่วง เมื่อพิจารณา 𝑘 − 1 ช่วงแรกของแบบจ าลองทวินาม จะได้แผนภาพดังนี้ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

สังเกตได้ว่าราคาหุ้น ณ ช่วงเวลาที่ 𝑘 − 1 ของแบบจ าลองทวินามเป็นไปได้ 𝑘 แบบ คือ 

𝑆0𝑢(𝑘−1)𝑛
0 𝑑(𝑘−1)𝑛

𝑘−1    ด้วยความน่าจะเป็น (𝑘−1
0

)𝑝(𝑘−1)𝑛
0 (1 − 𝑝(𝑘−1)𝑛)𝑘−1 

𝑆0𝑢(𝑘−1)𝑛
1 𝑑(𝑘−1)𝑛

𝑘−2    ด้วยความน่าจะเป็น (𝑘−1
1

)𝑝(𝑘−1)𝑛
1 (1 − 𝑝(𝑘−1)𝑛)𝑘−2 

 
𝑆0𝑢(𝑘−1)𝑛

𝑘−2 𝑑(𝑘−1)𝑛
1     ด้วยความน่าจะเป็น (𝑘−1

𝑘−2
)𝑝(𝑘−1)𝑛

𝑘−2 (1 − 𝑝(𝑘−1)𝑛)1 

𝑆0𝑢(𝑘−1)𝑛
𝑘−1 𝑑(𝑘−1)𝑛

0    ด้วยความน่าจะเป็น (𝑘−1
𝑘−1

)𝑝(𝑘−1)𝑛
𝑘−1 (1 − 𝑝(𝑘−1)𝑛)0 

เราจงึก าหนดอัตราการเปลี่ยนแปลงของราคาหุ้น 𝑚𝑘,1, … , 𝑚𝑘,𝑘  และความน่าจะเป็น 𝑝𝑘,1, … , 𝑝𝑘,𝑘 ดังนี ้

𝑚𝑘,1 = 𝑢(𝑘−1)𝑛
0 𝑑(𝑘−1)𝑛

𝑘−1  

𝑚𝑘,2 = 𝑢(𝑘−1)𝑛
1 𝑑(𝑘−1)𝑛

𝑘−2  

𝑚𝑘,3 = 𝑢(𝑘−1)𝑛
2 𝑑(𝑘−1)𝑛

𝑘−3  

 

𝑚𝑘,𝑘 = 𝑢(𝑘−1)𝑛
𝑘−1 𝑑(𝑘−1)𝑛

0  

ภาพที ่1.5 แผนภาพแบบจ าลองทวนิาม (𝒌 − 𝟏)𝒏 ชว่ง 

𝑇

𝑛
 𝑡 = 0 

𝑇

(𝑘 − 1)𝑛
 

2𝑇

(𝑘 − 1)𝑛
 

𝑆0 

𝑆0𝑢(𝑘−1)𝑛 

𝑆0𝑑(𝑘−1)𝑛 

𝑆0𝑢(𝑘−1)𝑛
2  

𝑆0𝑑(𝑘−1)𝑛
2  

𝑆0𝑢(𝑘−1)𝑛𝑑(𝑘−1)𝑛 

𝑆0𝑢(𝑘−1)𝑛
0 𝑑(𝑘−1)𝑛

𝑘−1  

 

𝑆0𝑢(𝑘−1)𝑛
1 𝑑(𝑘−1)𝑛

𝑘−2  

 

𝑆0𝑢(𝑘−1)𝑛
𝑘−2 𝑑(𝑘−1)𝑛

1  

 

𝑆0𝑢(𝑘−1)𝑛
𝑘−1 𝑑(𝑘−1)𝑛

0  

(𝑘 − 2)𝑇

(𝑘 − 1)𝑛
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และ 

𝑝𝑘,1 = (
𝑘 − 1

0
) 𝑝(𝑘−1)𝑛

0 (1 − 𝑝(𝑘−1)𝑛)𝑘−1 

𝑝𝑘,2 = (
𝑘 − 1

1
) 𝑝(𝑘−1)𝑛

1 (1 − 𝑝(𝑘−1)𝑛)𝑘−2 

𝑝𝑘,3 = (
𝑘 − 1

2
) 𝑝(𝑘−1)𝑛

2 (1 − 𝑝(𝑘−1)𝑛)𝑘−3 

 

𝑝𝑘,𝑘 = (
𝑘 − 1

𝑘 − 1
) 𝑝(𝑘−1)𝑛

𝑘−1 (1 − 𝑝(𝑘−1)𝑛)
0

 

นั่นคือ ส าหรบั 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 จะได้ว่า 
𝑚𝑘,𝑖 = 𝑢(𝑘−1)𝑛

𝑖−1 𝑑(𝑘−1)𝑛
𝑘−𝑖  

และ 

𝑝𝑘,𝑖 = (
𝑘 − 1

𝑖 − 1
) 𝑝(𝑘−1)𝑛

𝑖−1 (1 − 𝑝(𝑘−1)𝑛)
𝑘−𝑖

 

เมื่อพจิารณาแบบจ าลองพหุนามที่แบง่ช่วง 𝑇 ออกเป็น 1 ช่วง (𝑛 = 1) จากภาพที่ 1.4 และประมาณราคา
คอลออปชัน ณ เวลา 𝑇 ด้วยค่าคาดการณ์ทางสถิติ จากนั้นท าการคิดลดกระแสเงินสดด้วยอัตราดอกเบี้ยที่
ปราศจากความเสี่ยง 𝑟 จะไดร้าคาคอลออปชัน ณ ปัจจบุัน คือ 

𝑀𝑘,1 = 𝑒−𝑟𝑇[𝑝𝑘,1 max{0, 𝑆0𝑚𝑘,1 − 𝐾} + 𝑝𝑘,2 max{0, 𝑆0𝑚𝑘,2 − 𝐾} + ⋯ + 𝑝𝑘,𝑘 max{0, 𝑆0𝑚𝑘,𝑘 − 𝐾}] 

          = 𝑒−𝑟𝑇 [∑ 𝑝𝑘,𝑖max {0, 𝑆0𝑚𝑘,𝑖 − 𝐾}

𝑘

𝑖=1

] 

          = 𝑒−𝑟𝑇 [∑ (
𝑘 − 1

𝑖 − 1
) 𝑝(𝑘−1)

𝑖−1 (1 − 𝑝(𝑘−1))
𝑘−𝑖

max {0, 𝑆0𝑢(𝑘−1)
𝑖−1 𝑑(𝑘−1)

𝑘−𝑖 − 𝐾}

𝑘

𝑖=1

] 

          = 𝑒−𝑟𝑇 [∑ (
𝑘 − 1

𝑖
) 𝑝(𝑘−1)

𝑖 (1 − 𝑝(𝑘−1))
(𝑘−1)−𝑖

max {0, 𝑆0𝑢(𝑘−1)
𝑖 𝑑(𝑘−1)

(𝑘−1)−𝑖 − 𝐾}

𝑘−1

𝑖=0

] 

          = 𝐵𝑘−1 

ผู้จัดท าโครงงานจงึมีแนวคิดว่า ราคาคอลออปชันจากสูตร 𝑀𝑘,𝑛  ควรจะลูเ่ข้าสู่ค่าที่ได้จากสูตรแบล็ค-
โชลส์ โดยอัตราการลู่เข้าน่าจะเร็วข้ึนเป็น 𝑘 − 1 เท่าของแบบสูตร 𝐵𝑛 โดยผลลัพธ์ที่ได้เป็นไปดังทฤษฎีบทต่อไปนี ้

ทฤษฎบีท 1.2 ถ้ามี 𝜀 > 0 ซึ่ง |𝐵𝑛 − 𝐶𝐵𝑆| ≤
𝜀

𝑛
 ส าหรบัทุก 𝑛 ∈ ℕ แล้วจะได้ว่าทุกจ านวนนับ 𝑘 ≥ 2 

|𝑀𝑘,𝑛 − 𝐶𝐵𝑆| ≤
𝜀

(𝑘 − 1)𝑛
 

 

(1.9) 



10 
 

 

(2.1) 

(2.2) 

บทที ่2 

การประมาณคา่แบบจ าลองไตรนามดว้ยแบบจ าลองแบลค็-โชลส ์

  

ในบทนี้เราจะกล่าวถึงการลู่เข้าสู่สูตรแบล็ค-โชลส์ของแบบจ าลองไตรนามพร้อมทั้งเศษของการประมาณ
ค่า โดยก าหนดตัวแปรต่างๆดังต่อไปนี้ 

𝑆0  คือ ราคาหุ้น ณ ปัจจุบัน  
𝑆𝑇 คือ ราคาหุ้น ณ วันใช้สิทธิ 
𝐾 คือ ราคาใช้สิทธิ  
𝑟 คือ อัตราดอกเบี้ยที่ปราศจากความเสี่ยง  
𝑇 คือ ระยะเวลาครบก าหนดอายุสญัญา  
𝜎  คือ ความผันผวน  

ในโครงงานนีจ้ะใช้อัตราการเคลื่อนที่ของราคาหุ้นแบบ Cox, Ross และ Rubinstein โดยก าหนดให ้

𝑢𝑛 =  𝑒
𝜎√

𝑇

𝑛, 𝑑𝑛 = 𝑒
−𝜎√

𝑇

𝑛  และ 𝑝𝑛 =  
𝑒

𝑟𝑇
𝑛 −𝑑𝑛  

𝑢𝑛−𝑑𝑛
 

ในการประมาณราคาคอลออปชันที่แบ่งช่วงเวลา 𝑇 ออกเป็น 𝑛 ช่วงเท่าๆกันนั้น เราจะได้ว่าสูตรแบบจ าลองทวินาม
และไตรนาม เป็นไปดังต่อไปนี ้
สตูรของแบบจ าลองทวนิามคอื 

𝐵𝑛 = 𝑒−𝑟𝑇 ∑ (
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=0

𝑝𝑛
𝑘(1 − 𝑝𝑛)𝑛−𝑘max {0, 𝑆0𝑢𝑛

𝑘𝑑𝑛
𝑛−𝑘 − 𝐾} 

และสตูรของแบบจ าลองไตรนามคอื 

𝑇𝑛 = 𝑒−𝑟𝑇 ∑ ∑ (
𝑛

𝑘, 𝑙
)

𝑛−𝑘

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

𝑝2𝑛
2𝑘(1 − 𝑝2𝑛)2𝑙(2𝑝2𝑛(1 − 𝑝2𝑛))𝑛−𝑘−𝑙max {0, 𝑆0𝑢2𝑛

2𝑘𝑑2𝑛
2𝑙 − 𝐾} 

โดยสูตรจากแบบจ าลองทั้ง 2 สูตร จะลูเ่ข้าสูร่าคาจากสูตรของแบล็ค-โชลส์ต่อไปนีเ้มื่อ 𝑛 → ∞ 

สตูรของแบบจ าลองแบลค็-โชลสค์อื 

𝐶𝐵𝑆 = 𝑆0𝜙(𝑐1) − 𝐾𝑒−𝑟𝑇𝜙(𝑐2) 

เมื่อ   

𝑐1 =
𝑙𝑜𝑔(𝑆0/𝐾) + (𝑟 + 𝜎2/2)𝑇

𝜎√𝑇
 

𝑐2 =
𝑙𝑜𝑔(𝑆0/𝐾) + (𝑟 − 𝜎2/2)𝑇

𝜎√𝑇
= 𝑐1 − 𝜎√𝑇 

และ   𝜙(𝑐) =
1

√2𝜋
∫ 𝑒−

𝑡2

2 𝑑𝑡
𝑐

−∞
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ทฤษฎีบทต่อไปนี้ แสดงว่าอัตราการลูเ่ข้าของสูตรของแบบจ าลองไตรนามสู่สูตรของแบบจ าลองแบล็ค-โชลส์นั้นมี

ความเร็วเป็น 2 เท่าของการลู่เข้าของสูตรทวินามสู่ราคาคอลออปชันที่ได้จากสูตรของแบล็ค-โชลส์ 

ทฤษฎบีท 1.1 ถ้ามี 𝜀 > 0 ซึ่ง |𝐵𝑛 − 𝐶𝐵𝑆| ≤
𝜀

𝑛
 ส าหรบัทุก 𝑛 ∈ ℕ แล้ว 

|𝑇𝑛 − 𝐶𝐵𝑆| ≤
𝜀

2𝑛
 

ในการพิสูจน์ทฤษฎีบท 1 จะใช้ความจริงที่ว่า ราคาคอลออปชันของแบบจ าลองไตรนามที่แบ่งเป็น 𝑛 ช่วงจะมีค่า
เท่ากับราคาคอลออปชันของแบบจ าลองทวินามที่แบ่งเป็น 2𝑛 ช่วง โดยใช้ทฤษฎีประกอบที่ 1 และ 2 ช่วยในการ
พิสูจน์  

ต่อไปนี้เป็นการอธิบายสูตรทวินามที่ใช้ในทฤษฎีประกอบที่ 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที่ 2.1 เป็นแผนภาพของแบบจ าลองทวินามเมื่อแบง่ช่วงเวลา 𝑇 เป็น 𝑛 ช่วง ๆละ 
𝑇

𝑛
 โดยมีราคาเริ่มต้นที่ 𝑆0 

ภาพที ่2.1 แผนภาพแบบจ าลองทวนิาม 𝒏 ชว่ง โดยมรีาคาเริม่ตน้ 𝐒𝟎 

𝑇 (𝑛 − 1)𝑇

𝑛
 

2𝑇

𝑛
 

𝑇

𝑛
 

𝑡 = 0 

𝑆0𝑑𝑛
𝑛  

𝑆0𝑑𝑛
𝑛−2 

𝑆0𝑑𝑛
𝑛−1 

𝑆0𝑑𝑛
2 

𝑆0𝑢𝑛
𝑛−2 

𝑆0𝑢𝑛
𝑛−3 

𝑆0𝑢𝑛𝑑𝑛  

𝑆0𝑑𝑛 
1 − 𝑝𝑛 

𝑆0𝑢𝑛
𝑛  

𝑆0𝑢𝑛
2  

𝑆0𝑢𝑛 

𝑝𝑛 

𝑆0 

𝑆0𝑢𝑛
𝑛−1 

𝑆0𝑑𝑛
𝑛−3 
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ถ้าพิจารณาช่วงเวลา [
𝑇

𝑛
, 𝑇] จากภาพที่ 2.1 จะได้แบบจ าลองทวินามซึ่งมีแผนภาพดังนี ้

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

และ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

ภาพที ่2.2 (ก) แผนภาพแบบจ าลองทวนิาม 𝒏 − 𝟏 ชว่ง โดยมรีาคาเริม่ตน้ 𝑺𝟎𝒖𝒏 

𝑇 (𝑛 − 1)𝑇

𝑛
 

𝑇

𝑛
 

 

2𝑇

𝑛
 

 

𝑆0𝑑𝑛
𝑛−2 

𝑆0𝑢𝑛
𝑛−2 

𝑆0𝑑𝑛
𝑛−4 

𝑆0𝑢𝑛𝑑𝑛 
1 − 𝑝𝑛 

𝑆0𝑢𝑛
𝑛  

𝑆0𝑢𝑛
2  

𝑆0𝑢𝑛  

𝑆0𝑢𝑛
𝑛−1 

𝑆0𝑑𝑛
𝑛−3 

𝑝𝑛 

𝑆0𝑑𝑛
𝑛 

𝑆0𝑢𝑛
𝑛−4 

𝑆0𝑑𝑛
𝑛−2 

𝑆0𝑢𝑛𝑑𝑛 

1 − 𝑝𝑛 

𝑆0𝑢𝑛
𝑛−2 

𝑆0𝑑𝑛
2  

𝑆0𝑑𝑛 

𝑆0𝑢𝑛
𝑛−3 

𝑆0𝑑𝑛
𝑛−1 

𝑝𝑛 

𝑇 (𝑛 − 1)𝑇

𝑛
 

𝑇

𝑛
 

 

2𝑇

𝑛
 

 ภาพที ่2.2 (ข) แผนภาพแบบจ าลองทวนิาม 𝒏 − 𝟏 ชว่ง โดยมรีาคาเริม่ตน้ 𝑺𝟎𝒅𝒏 
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(2.3) 

(2.4) 

จากภาพที่ 2.2 (ก) และ 2.2 (ข) เป็นการพิจารณาราคาคอลออปชันของสูตรทวินามที่มีราคาเริ่มต้นที่ 𝑆0𝑢𝑛 และ 

𝑆0𝑑𝑛 บนช่วงเวลา 
(𝑛−1)𝑇

𝑛
 โดยแบ่งเป็น 𝑛 − 1 ช่วง ๆละ 

𝑇

𝑛
 มีราคาคอลออปชันคือ 

𝐵𝑛,𝑛−1
𝑢𝑛  =  𝑒− 

𝑟(𝑛−1)𝑇
𝑛 ∑ (

𝑛 − 1

𝑘
)

𝑛−1

𝑘=0

𝑝𝑛
𝑘(1 − 𝑝𝑛)(𝑛−1)−𝑘max {0, (𝑆0𝑢𝑛)𝑢𝑛

𝑘𝑑𝑛
(𝑛−1)−𝑘

− 𝐾} 

และ 

𝐵𝑛,𝑛−1
𝑑𝑛  = 𝑒− 

𝑟(𝑛−1)𝑇
𝑛 ∑ (

𝑛 − 1

𝑘
)

𝑛−1

𝑘=0

𝑝𝑛
𝑘(1 − 𝑝𝑛)(𝑛−1)−𝑘max {0, (𝑆0𝑑𝑛)𝑢𝑛

𝑘𝑑𝑛
(𝑛−1)−𝑘

− 𝐾} 

ตามล าดับ 

ในการพิจารณาราคาคอลออปชันที่มีราคาเริ่มต้นที่ 𝑆0 ซึ่งมีระยะเวลาครบก าหนดสัญญา 𝑇 โดยแบ่ง
ช่วงเวลา 𝑇 ออกเป็น 𝑛 ช่วงเท่ากัน ส าหรับจ านวนเต็ม 𝑚 ซึ่ง 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛 และจ านวนจริง 𝑥 > 0 เรา
ก าหนดให้ 𝐵𝑛,𝑚

𝑥  คือ ราคาคอลออปชันที่ค านวณได้จากสูตรทวินามโดยมีราคาเริ่มต้นที่ 𝑆0𝑥 และมีระยะเวลาครบ

ก าหนดสัญญา 
𝑚𝑇

𝑛
 ซึ่งแบ่งเป็น 𝑚 ช่วงเท่ากัน (ช่วงละ 

𝑇

𝑛
) ดังนั้น 

𝐵𝑛,𝑚
𝑥  =  𝑒− 

𝑟𝑚𝑇
𝑛 ∑ (

𝑚

𝑘
)

𝑚

𝑘=0

𝑝𝑛
𝑘(1 − 𝑝𝑛)𝑚−𝑘max {0, (𝑆0𝑥)𝑢𝑛

𝑘𝑑𝑛
𝑚−𝑘 − 𝐾} 

เนื่องจาก 𝐵𝑛 = 𝐵𝑛,𝑛
1  และจากแผนภาพในภาพที่ 2.1, 2.2 (ก) และ 2.2 (ข) จะได้ว่า 

𝐵𝑛 = 𝐵𝑛,𝑛
1 = 𝑒− 

𝑟𝑇
𝑛 [𝑝𝑛𝐵𝑛,𝑛−1

𝑢𝑛 + (1 − 𝑝𝑛)𝐵𝑛,𝑛−1
𝑑𝑛 ] 

ซึ่งข้อสงัเกตนี้เป็นจริงโดยทั่วไปดงัทฤษฎีประกอบที่ 1 ต่อไปนี้ 

ทฤษฎปีระกอบที ่1 ส าหรับ 𝑥 > 0 และ 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ ซึ่ง 𝑚 ≤ 𝑛 จะได้ว่า 

𝐵𝑛,𝑚
𝑥 = 𝑒− 

𝑟𝑇
𝑛 [𝑝𝑛𝐵𝑛,𝑚−1

𝑥𝑢𝑛 + (1 − 𝑝𝑛)𝐵𝑛,𝑚−1
𝑥𝑑𝑛 ] 

พสิจูน ์           

จาก (2.3) จะได้ว่า 

𝐵𝑛,𝑚−1
𝑥𝑢𝑛 = 𝑒− 

𝑟(𝑚−1)𝑇
𝑛 ∑ (

𝑚 − 1

𝑘
)

𝑚−1

𝑘=0

𝑝𝑛
𝑘(1 − 𝑝𝑛)𝑚−1−𝑘max {0, (𝑆0𝑥𝑢𝑛)𝑢𝑛

𝑘𝑑𝑛
𝑚−1−𝑘 − 𝐾} 

𝐵𝑛,𝑚−1
𝑥𝑑𝑛 = 𝑒− 

𝑟(𝑚−1)𝑇
𝑛 ∑ (

𝑚 − 1

𝑘
)

𝑚−1

𝑘=0

𝑝𝑛
𝑘(1 − 𝑝𝑛)𝑚−1−𝑘max {0, (𝑆0𝑥𝑑𝑛)𝑢𝑛

𝑘𝑑𝑛
𝑚−1−𝑘 − 𝐾} 

และความจริงที่ว่า 

(
𝑚 − 1

𝑘 − 1
) + (

𝑚 − 1

𝑘
) =

(𝑚 − 1)!

(𝑘 − 1)! (𝑚 − 𝑘)!
+

(𝑚 − 1)!

𝑘! (𝑚 − 1 − 𝑘)!
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(2.5) 

                                                                        =
𝑘(𝑚 − 1)!

𝑘! (𝑚 − 𝑘)!
+

(𝑚 − 𝑘)(𝑚 − 1)!

𝑘! (𝑚 − 𝑘)!
 

                                                                        =
𝑘(𝑚 − 1)! + (𝑚 − 𝑘)(𝑚 − 1)!

𝑘! (𝑚 − 𝑘)!
 

                                                                        =
𝑚!

𝑘! (𝑚 − 𝑘)!
 

                                                                        = (
𝑚

𝑘
)  ทุก 𝑚 ∈ ℕ และ 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚 − 1 

ดังนั้น 
𝐵𝑛,𝑚

𝑥   

=  𝑒
− 

𝑟𝑚𝑇
𝑛 ∑ (

𝑚

𝑘
)

𝑚

𝑘=0

𝑝𝑛
𝑘(1 − 𝑝𝑛)𝑚−𝑘max {0, (𝑆0𝑥)𝑢𝑛

𝑘𝑑𝑛
𝑚−𝑘 − 𝐾} 

= 𝑒− 
𝑟𝑚𝑇

𝑛 (
𝑚

0
) 𝑝

𝑛
0(1 − 𝑝

𝑛
)𝑚−0

max {0, (𝑆0𝑥)𝑢𝑛
0𝑑𝑛

𝑚−0
− 𝐾} + 

     𝑒− 
𝑟𝑚𝑇

𝑛 ∑ [(
𝑚 − 1

𝑘 − 1
) + (

𝑚 − 1

𝑘
)]

𝑚−1

𝑘=1

𝑝
𝑛
𝑘(1 − 𝑝

𝑛
)𝑚−𝑘

max {0, (𝑆0𝑥)𝑢𝑛
𝑘𝑑𝑛

𝑚−𝑘
− 𝐾} + 

     𝑒− 
𝑟𝑚𝑇

𝑛 (
𝑚

𝑚
) 𝑝

𝑛
𝑚(1 − 𝑝

𝑛
)0

max {0, (𝑆0𝑥)𝑢𝑛
𝑚𝑑𝑛

0
− 𝐾} 

= 𝑒− 
𝑟𝑚𝑇

𝑛 (
𝑚

0
) 𝑝

𝑛
0(1 − 𝑝

𝑛
)𝑚−0

max {0, (𝑆0𝑥)𝑢𝑛
0𝑑2𝑛

𝑚−0
− 𝐾} + 

    [𝑒− 
𝑟𝑚𝑇

𝑛 ∑ (
𝑚 − 1

𝑘 − 1
)

𝑚−1

𝑘=1

𝑝
𝑛
𝑘(1 − 𝑝

𝑛
)𝑚−𝑘

max {0, (𝑆0𝑥)𝑢𝑛
𝑘𝑑𝑛

𝑚−𝑘
− 𝐾}] + 

    [𝑒− 
𝑟𝑚𝑇

𝑛 ∑ (
𝑚 − 1

𝑘
)

𝑚−1

𝑘=1

𝑝
𝑛
𝑘(1 − 𝑝

𝑛
)𝑚−𝑘

max {0, (𝑆0𝑥)𝑢𝑛
𝑘𝑑𝑛

𝑚−𝑘
− 𝐾}] + 

     𝑒− 
𝑟𝑚𝑇

𝑛 (
𝑚

𝑚
) 𝑝

𝑛
𝑚(1 − 𝑝

𝑛
)0

max {0, (𝑆0𝑥)𝑢𝑛
𝑚𝑑𝑛

0
− 𝐾} 

= 𝑒− 
𝑟𝑚𝑇

𝑛 (
𝑚 − 1

0
) 𝑝

𝑛
0(1 − 𝑝

𝑛
)𝑚−0

max {0, (𝑆0𝑥)𝑢𝑛
0𝑑𝑛

𝑚−0
− 𝐾} + 

  [𝑒− 
𝑟𝑚𝑇

𝑛 ∑ (
𝑚 − 1

𝑘
)

𝑚−2

𝑘=0

𝑝
𝑛
𝑘+1(1 − 𝑝

𝑛
)𝑚−𝑘−1

max {0, (𝑆0𝑥)𝑢𝑛
𝑘+1𝑑𝑛

𝑚−𝑘−1
− 𝐾}] + 

  [𝑒− 
𝑟𝑚𝑇

𝑛 ∑ (
𝑚 − 1

𝑘
)

𝑚−1

𝑘=1

𝑝
𝑛
𝑘(1 − 𝑝

𝑛
)𝑚−𝑘

max {0, (𝑆0𝑥)𝑢𝑛
𝑘𝑑𝑛

𝑚−𝑘
− 𝐾}] + 

  𝑒− 
𝑟𝑚𝑇

𝑛 (
𝑚 − 1

𝑚 − 1
) 𝑝𝑛

𝑚−1+1(1 − 𝑝
𝑛

)
𝑚−(𝑚−1)−1

max {0, (𝑆0𝑥)𝑢𝑛
𝑚−1+1𝑑𝑛

𝑚−(𝑚−1)−1 − 𝐾} 
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= 𝑒− 
𝑟𝑇
𝑛 [𝑒− 

𝑟(𝑚−1)𝑇
𝑛 ∑ (

𝑚 − 1

𝑘
)

𝑚−1

𝑘=0

𝑝𝑛
𝑘+1(1 − 𝑝𝑛)𝑚−𝑘−1 max {0, (𝑆0𝑥𝑢𝑛)𝑢𝑛

𝑘𝑑𝑛
𝑚−𝑘−1

− 𝐾}] + 

       𝑒− 
𝑟𝑇
𝑛 [𝑒− 

𝑟(𝑚−1)𝑇
𝑛 ∑ (

𝑚 − 1

𝑘
)

𝑚−1

𝑘=0

𝑝
𝑛
𝑘(1 − 𝑝

𝑛
)𝑚−𝑘max {0, (𝑆0𝑥𝑑𝑛)𝑢𝑛

𝑘𝑑𝑛
𝑚−𝑘−1

− 𝐾}] 

= 𝑒− 
𝑟𝑇

𝑛 [𝑝
𝑛

𝐵𝑛,𝑚−1
𝑥𝑢𝑛 + (1 − 𝑝

𝑛
)𝐵𝑛,𝑚−1

𝑥𝑑𝑛 ]                                                                                                            

ทฤษฎปีระกอบที ่2 ส าหรับ 𝑥 > 0 และ 𝑛, 𝑚, 𝑠 ∈ ℕ ซึ่ง 0 ≤ 𝑚 − 𝑠 ≤ 𝑛 จะได้ว่า 

𝐵𝑛,𝑚
𝑥 = 𝑒− 

𝑠𝑟𝑇
𝑛 [∑ (

𝑠

𝑖
) 𝑝𝑛

𝑖 (1 − 𝑝𝑛)𝑠−𝑖𝐵𝑛,𝑚−𝑠
𝑥𝑢𝑛

𝑖 𝑑𝑛
𝑠−𝑖

𝑠

𝑖=0

] 

พสิจูน ์

ก าหนดให้ 𝑥 > 0 และ 𝑛, 𝑚, 𝑠 ∈ ℕ ซึ่ง 0 ≤ 𝑚 − 𝑠 ≤ 𝑛  

𝑃(𝑠) ∶   𝐵𝑛,𝑚
𝑥 = 𝑒− 

𝑠𝑟𝑇
𝑛 [∑ (

𝑠

𝑖
) 𝑝𝑛

𝑖 (1 − 𝑝𝑛)𝑠−𝑖𝐵𝑛,𝑚−𝑠
𝑥𝑢𝑛

𝑖 𝑑𝑛
𝑠−𝑖

𝑠

𝑖=0

] 

เราจะพิสจูน์ว่า 𝑃(𝑠) จริง โดยใช้หลกัอุปนัยเชิงคณิตศาสตรบ์น 𝑠 

โดยทฤษฎีประกอบที่ 1 จะได้ว่า 

𝐵𝑛,𝑚
𝑥   = 𝑒− 

𝑟𝑇
𝑛 [𝑝𝑛

1𝐵𝑛,𝑚−1
𝑥𝑢𝑛

1

+ (1 − 𝑝𝑛)1𝐵𝑛,𝑚−1
𝑥𝑑𝑛

1

] 

            = 𝑒− 
𝑟𝑇
𝑛 [∑ (

1

𝑖
) 𝑝𝑛

𝑖 (1 − 𝑝𝑛)1−𝑖𝐵𝑛,𝑚−1
𝑥𝑢𝑛

𝑖 𝑑𝑛
1−𝑖

1

𝑖=0

] 

ดังนั้น 𝑃(𝑠) เป็นจรงิเมือ่ 𝑠 = 1 

สมมติให้ 𝑃(𝑠) เป็นจรงิเมื่อ 𝑠 = 𝑗 − 1 ดังนั้น 

𝐵𝑛,𝑚
𝑥 = 𝑒− 

(𝑗−1)𝑟𝑇
𝑛 [∑ (

𝑗 − 1

𝑖
) 𝑝𝑛

𝑖 (1 − 𝑝𝑛)𝑗−1−𝑖𝐵
𝑛,𝑚−(𝑗−1)

𝑥𝑢𝑛
𝑖 𝑑𝑛

𝑗−1−𝑖
𝑗−1

𝑖=0

] 

เมื่อพจิารณา (2.6) โดยทฤษฎีประกอบที่ 1 จะได้ว่า 

 

 

(2.6) 
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𝐵𝑛,𝑚
𝑥  

= 𝑒− 
(𝑗−1)𝑟𝑇

𝑛 [∑ (
𝑗 − 1

𝑖
) 𝑝𝑛

𝑖 (1 − 𝑝𝑛)𝑗−1−𝑖𝑒− 
𝑟𝑇
𝑛 [𝑝𝑛𝐵𝑛,𝑚−𝑗

𝑥𝑢𝑛
𝑖+1𝑑𝑛

𝑗−1−𝑖

+ (1 − 𝑝𝑛)𝐵𝑛,𝑚−𝑗

𝑥𝑢𝑛
𝑖 𝑑𝑛

𝑗−𝑖

]

𝑗−1

𝑖=0

] 

= 𝑒− 
𝑗𝑟𝑇

𝑛 [∑ (
𝑗 − 1

𝑖
) 𝑝𝑛

𝑖+1(1 − 𝑝𝑛)𝑗−1−𝑖𝐵𝑛,𝑚−𝑗

𝑥𝑢𝑛
𝑖+1𝑑𝑛

𝑗−1−𝑖
𝑗−1

𝑖=0

+   ∑ (
𝑗 − 1

𝑖
) 𝑝𝑛

𝑖 (1 − 𝑝𝑛)𝑗−𝑖𝐵𝑛,𝑚−𝑗

𝑥𝑢𝑛
𝑖 𝑑𝑛

𝑗−𝑖
𝑗−1

𝑖=0

]  

= 𝑒− 
𝑗𝑟𝑇

𝑛 [∑ (
𝑗 − 1

𝑖
) 𝑝𝑛

𝑖+1(1 − 𝑝𝑛)𝑗−1−𝑖𝐵𝑛,𝑚−𝑗

𝑥𝑢𝑛
𝑖+1𝑑𝑛

𝑗−1−𝑖
𝑗−2

𝑖=0

+ (
𝑗 − 1

𝑗 − 1
) 𝑝𝑛

𝑗 (1 − 𝑝𝑛)0𝐵𝑛,𝑚−𝑗

𝑥𝑢𝑛
𝑗

𝑑𝑛
0

+ 

     ∑ (
𝑗 − 1

𝑖
) 𝑝𝑛

𝑖 (1 − 𝑝𝑛)𝑗−𝑖𝐵𝑛,𝑚−𝑗

𝑥𝑢𝑛
𝑖 𝑑𝑛

𝑗−𝑖
𝑗−1

𝑖=1

+ (
𝑗 − 1

0
) 𝑝𝑛

0(1 − 𝑝𝑛)𝑗𝐵𝑛,𝑚−𝑗

𝑥𝑢𝑛
0 𝑑𝑛

𝑗

] 

= 𝑒− 
𝑗𝑟𝑇

𝑛 [∑ (
𝑗 − 1

𝑖 − 1
) 𝑝𝑛

𝑖 (1 − 𝑝𝑛)𝑗−𝑖𝐵𝑛,𝑚−𝑗

𝑥𝑢𝑛
𝑖 𝑑𝑛

𝑗−𝑖
𝑗−1

𝑖=1

+ (
𝑗

𝑗
) 𝑝𝑛

𝑗 (1 − 𝑝𝑛)0𝐵𝑛,𝑚−𝑗

𝑥𝑢𝑛
𝑗

𝑑𝑛
0

+ 

     ∑ (
𝑗 − 1

𝑖
) 𝑝𝑛

𝑖 (1 − 𝑝𝑛)𝑗−𝑖𝐵𝑛,𝑚−𝑗

𝑥𝑢𝑛
𝑖 𝑑𝑛

𝑗−𝑖
𝑗−1

𝑖=1

+ (
𝑗

0
) 𝑝𝑛

0(1 − 𝑝𝑛)𝑗𝐵𝑛,𝑚−𝑗

𝑥𝑢𝑛
0 𝑑𝑛

𝑗

] 

= 𝑒− 
𝑗𝑟𝑇

𝑛 [∑ [(
𝑗 − 1

𝑖 − 1
) + (

𝑗 − 1

𝑖
)] 𝑝𝑛

𝑖 (1 − 𝑝𝑛)𝑗−𝑖𝐵𝑛,𝑚−𝑗

𝑥𝑢𝑛
𝑖 𝑑𝑛

𝑗−𝑖
𝑗−1

𝑖=1

+ (
𝑗

𝑗
) 𝑝𝑛

𝑗 (1 − 𝑝𝑛)0𝐵𝑛,𝑚−𝑗

𝑥𝑢𝑛
𝑗

𝑑𝑛
0

+ (
𝑗

0
) 𝑝𝑛

0(1 − 𝑝𝑛)𝑗𝐵𝑛,𝑚−𝑗

𝑥𝑢𝑛
0 𝑑𝑛

𝑗

] (จาก (2.5)) 

= 𝑒− 
𝑗𝑟𝑇

𝑛 [∑ (
𝑗

𝑖
) 𝑝𝑛

𝑖 (1 − 𝑝𝑛)𝑗−𝑖𝐵𝑛,𝑚−𝑗

𝑥𝑢𝑛
𝑖 𝑑𝑛

𝑗−𝑖
𝑗−1

𝑖=1

+ (
𝑗

𝑗
) 𝑝𝑛

𝑗 (1 − 𝑝𝑛)0𝐵𝑛,𝑚−𝑗

𝑥𝑢𝑛
𝑗

𝑑𝑛
0

+ (
𝑗

0
) 𝑝𝑛

0(1 − 𝑝𝑛)𝑗𝐵𝑛,𝑚−𝑗

𝑥𝑢𝑛
0 𝑑𝑛

𝑗

] 

= 𝑒− 
𝑗𝑟𝑇

𝑛 [∑ (
𝑗

𝑖
) 𝑝𝑛

𝑖 (1 − 𝑝𝑛)𝑗−𝑖𝐵𝑛,𝑚−𝑗

𝑥𝑢𝑛
𝑖 𝑑𝑛

𝑗−𝑖
𝑗

𝑖=0

] 

โดยหลกัอุปนัยเชิงคณิตศาสตรจ์ะได้ว่า 𝑃(𝑠) เป็นจรงิส าหรบัจ านวนนับ 𝑠 ใดๆ                                                       

ในท านองเดียวกับแผนภาพของแบบจ าลองทวินาม แผนภาพต่อไปนี้ เป็นการอธิบายสูตรไตรนามที่ใช้ใน
การพิสูจน์ทฤษฎีบท 1.1 
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ภาพที่ 2.3 เป็นแผนภาพของแบบจ าลองไตรนามเมื่อแบ่งช่วงเวลา 𝑇 เป็น 𝑛 ช่วง ๆละ 
𝑇

𝑛
 โดยมีราคาเริ่มต้นที่ 𝑆0 

ถ้าพิจารณาช่วงเวลา [
𝑇

𝑛
, 𝑇] จากภาพที่ 2.3 จะไดแ้บบจ าลองไตรนามซึ่งมีแผนภาพดังนี ้

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑆0𝑑2𝑛
2𝑛

 

𝑆0𝑑2𝑛
2𝑛−2

 

 

𝑆0𝑑2𝑛
2𝑛−4

 

𝑆0𝑑2𝑛
2𝑛−6

 

𝑆0𝑢2𝑛
2𝑛−6 

 

𝑆0𝑢2𝑛
2𝑛−4 

𝑆0𝑢2𝑛
2𝑛−2 

𝑆0𝑢2𝑛
2𝑛 

 

𝑆0𝑑2𝑛
4

 

𝑆0𝑑2𝑛
2

 

𝑆0 

𝑆0𝑢2𝑛
2  

 

𝑆0𝑢2𝑛
4  

𝑆0𝑑2𝑛
2

 

𝑆0 

𝑆0𝑢2𝑛
2  

(1 − 𝑝2𝑛)2 

2𝑝2𝑛(1 − 𝑝2𝑛) 

𝑝2𝑛
2  

𝑆0 

𝑇 
(𝑛 − 1)𝑇

𝑛
 

2𝑇

𝑛
 

𝑇

𝑛
 𝑡 = 0 

ภาพที ่2.3 แผนภาพแบบจ าลองไตรนาม 𝒏 ชว่ง โดยมรีาคาเริม่ตน้ 𝑺𝟎 

ภาพที ่2.4 (ก) แผนภาพแบบจ าลองไตรนาม 𝒏 − 𝟏 ช่วง โดยมรีาคาเริม่ตน้ 𝑺𝟎𝒖𝒏
𝟐 

𝑇 
(𝑛 − 1)𝑇

𝑛
 

2𝑇

𝑛
 

𝑇

𝑛
 

𝑆0𝑑2𝑛
2𝑛−8

 

 

𝑆0𝑑2𝑛
2𝑛−4

 

𝑆0𝑑2𝑛
2𝑛−6

 

𝑆0𝑢2𝑛
2𝑛−4 

𝑆0𝑢2𝑛
2𝑛−2 

𝑆0𝑢2𝑛
2𝑛 

 

𝑆0 

𝑆0𝑢2𝑛
2  

 

𝑆0𝑢2𝑛
4  

𝑆0𝑢2𝑛
2  
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𝑆0𝑑2𝑛
2𝑛−6

 

 

𝑆0𝑑2𝑛
2𝑛−2

 

𝑆0𝑑2𝑛
2𝑛−4

 

𝑆0𝑢2𝑛
2𝑛−6 

𝑆0𝑢2𝑛
2𝑛−4 

𝑆0𝑢2𝑛
2𝑛−2 

 

𝑆0𝑑2𝑛
2

 

𝑆0 

 

𝑆0𝑢2𝑛
2  

𝑆0 

𝑇 
(𝑛 − 1)𝑇

𝑛
 

2𝑇

𝑛
 

𝑇

𝑛
 

ภาพที ่2.4 (ข) แผนภาพแบบจ าลองไตรนาม 𝒏 − 𝟏 ชว่ง โดยมรีาคาเริม่ตน้ 𝑺𝟎 

𝑆0𝑑2𝑛
2𝑛−4

 

 

𝑆0𝑑2𝑛
2𝑛

 

𝑆0𝑑2𝑛
2𝑛−2

 

𝑆0𝑢2𝑛
2𝑛−8 

𝑆0𝑢2𝑛
2𝑛−6 

𝑆0𝑢2𝑛
2𝑛−4 

 

𝑆0𝑑2𝑛
4

 

𝑆0𝑑2𝑛
2

 

 

𝑆0 

𝑆0𝑑2𝑛
2

 

𝑇 
(𝑛 − 1)𝑇

𝑛
 

2𝑇

𝑛
 

𝑇

𝑛
 

ภาพที ่2.4 (ค) แผนภาพแบบจ าลองไตรนาม 𝒏 − 𝟏 ชว่ง โดยมรีาคาเริม่ตน้ 𝑺𝟎𝒅𝒏
𝟐  
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จากภาพที่ 2.4 (ก), 2.4 (ข) และ 2.4 (ค) เป็นการพิจารณาราคาคอลออปชันของสูตรไตรนามที่มีราคาเริ่มต้นที่ 

𝑆0𝑢2𝑛
2 , 𝑆0 และ 𝑆0𝑑2𝑛

2  บนช่วงเวลา 
(𝑛−1)𝑇

𝑛
 โดยแบ่งเป็น 𝑛 − 1 ช่วง ๆละ 

𝑇

𝑛
 มีราคาคอลออปชันคือ 

𝑇𝑛,𝑛−1
𝑢2𝑛

2

 =  𝑒
− 

𝑟(𝑛−1)𝑇

𝑛 ∑ ∑ (
𝑛 − 1

𝑘, 𝑙
)

𝑛−1−𝑘

𝑙=0

𝑛−1

𝑘=0

𝑝
2𝑛
2𝑘(1 − 𝑝

2𝑛
)

2𝑙
(2𝑝

2𝑛
(1 − 𝑝

2𝑛
))

𝑛−1−𝑘−𝑙

max {0, (𝑆0𝑢2𝑛
2 )𝑢2𝑛

2𝑘𝑑2𝑛
2𝑙 − 𝐾} 

𝑇𝑛,𝑛−1
1  =  𝑒

− 
𝑟(𝑛−1)𝑇

𝑛 ∑ ∑ (
𝑛 − 1

𝑘, 𝑙
)

𝑛−1−𝑘

𝑙=0

𝑛−1

𝑘=0

𝑝
2𝑛
2𝑘(1 − 𝑝

2𝑛
)

2𝑙
(2𝑝

2𝑛
(1 − 𝑝

2𝑛
))

𝑛−1−𝑘−𝑙

max {0, (𝑆0)𝑢2𝑛
2𝑘𝑑2𝑛

2𝑙 − 𝐾} 

และ 

𝑇𝑛,𝑛−1
𝑑2𝑛

2

 =  𝑒
− 

𝑟(𝑛−1)𝑇

𝑛 ∑ ∑ (
𝑛 − 1

𝑘, 𝑙
)

𝑛−1−𝑘

𝑙=0

𝑛−1

𝑘=0

𝑝
2𝑛
2𝑘(1 − 𝑝

2𝑛
)

2𝑙
(2𝑝

2𝑛
(1 − 𝑝

2𝑛
))

𝑛−1−𝑘−𝑙

max {0, (𝑆0𝑑2𝑛
2 )𝑢2𝑛

2𝑘𝑑2𝑛
2𝑙 − 𝐾} 

ตามล าดับ 

ในการพิจารณาราคาคอลออปชันที่มีราคาเริ่มต้นที่ 𝑆0 ซึ่งมีระยะเวลาครบก าหนดสัญญา 𝑇 โดยแบ่ง
ช่วงเวลา 𝑇 ออกเป็น 𝑛 ช่วงเท่ากัน ส าหรับจ านวนเต็ม 𝑚 ซึ่ง 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛 และจ านวนจริง 𝑥 > 0 เรา
ก าหนดให้ 𝑇𝑛,𝑚

𝑥  คือ ราคาคอลออปชันที่ค านวณได้จากสูตรไตรนามโดยมีราคาเริ่มต้นที่ 𝑆0𝑥 และมีระยะเวลาครบ

ก าหนดสัญญา 
𝑚𝑇

𝑛
 ซึ่งแบ่งเป็น 𝑚 ช่วงเท่ากัน ดังนั้น 

𝑇𝑛,𝑚
𝑥  =  𝑒

− 
𝑟𝑚𝑇

𝑛 ∑ ∑ (
𝑚

𝑘, 𝑙
)

𝑚−𝑘

𝑙=0

𝑚

𝑘=0

𝑝
2𝑛
2𝑘(1 − 𝑝

2𝑛
)

2𝑙
(2𝑝

2𝑛
(1 − 𝑝

2𝑛
))

𝑚−𝑘−𝑙

max {0, (𝑆0𝑥)𝑢2𝑛
2𝑘𝑑2𝑛

2𝑙 − 𝐾} 

และส าหรบั 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛 สามารถอธิบายได้โดยใช้แผนภาพต้นไม้ต่อไปนี ้

 

 

 

 

 

 

 

 

จากภาพที่ 2.5 จะเห็นว่า 

ราคาคาดการณ์ของคอลออปชัน ณ เวลา 
(𝑛 − 𝑚 + 1)𝑇

𝑛
 มีค่าเป็น  

(2.7) 

𝑇𝑛,𝑚−1
𝑥

 

𝑝2𝑛
2  

2𝑝2𝑛(1 − 𝑝2𝑛) 

(𝑛 − 𝑚)𝑇

𝑛
 

 

(1 − 𝑝2𝑛)2 
𝑇𝑛,𝑚

𝑥
 

𝑇𝑛,𝑚−1
𝑥𝑢2𝑛

2

 

𝑇𝑛,𝑚−1
𝑥𝑑2𝑛

2

 

(𝑛 − 𝑚 + 1)𝑇

𝑛
 

 ภาพที ่2.5 แผนภาพของ 𝑻𝒏,𝒎
𝒙  
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𝑝2𝑛
2 𝑇𝑛,𝑚−1

𝑥𝑢2𝑛
2

+ 2𝑝2𝑛(1 − 𝑝2𝑛)𝑇𝑛,𝑚−1
𝑥 + (1 − 𝑝2𝑛)2𝑇𝑛,𝑚−1

𝑥𝑑2𝑛
2

 

เมื่อน าราคาคาดการณ์ ณ เวลา 
(𝑛−𝑚+1)𝑇

𝑛
 มาคิดลดกระแสเงินสดโดยใช้อัตราดอกเบี้ย 𝑟 จะได้ว่า 

𝑇𝑛,𝑚
𝑥 = 𝑒− 

𝑟𝑇
𝑛 [𝑝2𝑛

2 𝑇𝑛,𝑚−1
𝑥𝑢2𝑛

2

+ 2𝑝2𝑛(1 − 𝑝2𝑛)𝑇𝑛,𝑚−1
𝑥 + (1 − 𝑝2𝑛)2𝑇𝑛,𝑚−1

𝑥𝑑2𝑛
2

] 

พสิจูนท์ฤษฎบีท 1.1  

ก าหนดให้ 𝑥 > 0 และ 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ โดยที่ 𝑚 ≤ 𝑛  

𝑃(𝑚) ∶  𝑇𝑛,𝑚
𝑥 = 𝐵2𝑛,2𝑚

𝑥  

เราจะแสดงว่า 𝑇𝑛,𝑚
𝑥 = 𝐵2𝑛,2𝑚

𝑥  โดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตรบ์น 𝑚 

จาก (2.8) จะได้ว่า 

𝑇𝑛,1
𝑥  

= 𝑒− 
𝑟𝑇
𝑛 [𝑝2𝑛

2 𝑇𝑛,0
𝑥𝑢2𝑛

2

+ 2𝑝2𝑛(1 − 𝑝2𝑛)𝑇𝑛,0
𝑥 + (1 − 𝑝2𝑛)2𝑇𝑛,0

𝑥𝑑2𝑛
2

] 

= 𝑒−
𝑟𝑇
𝑛 [𝑝2𝑛

2 max{0, 𝑆0𝑥𝑢2𝑛 − 𝐾} + 2𝑝2𝑛(1 − 𝑝2𝑛) max{0, 𝑆0𝑥 − 𝐾} 

    +(1 − 𝑝2𝑛)2 max{0, 𝑆0𝑥𝑑2𝑛 − 𝐾}] 

= 𝑒
−

𝑟2𝑇
2𝑛 [∑ (

2

𝑖
) 𝑝2𝑛

𝑖 (1 − 𝑝2𝑛)2−𝑖max {0, (𝑆0𝑥)𝑢2𝑛
𝑖 𝑑2𝑛

2−𝑖 − 𝐾}

2

𝑖=0

] 

= 𝐵2𝑛,2
𝑥  

สมมติให้ 𝑃(𝑚) เป็นจริงส าหรับ 𝑚 = 𝑗 − 1 นั่นคือ 

𝑇𝑛,𝑗−1
𝑥 = 𝐵2𝑛,2𝑗−2

𝑥  

เมื่อพจิารณา 𝐵2𝑛,2𝑗
𝑥  โดยใช้ทฤษฎีประกอบที่ 2, (2.8) และ (2.9) จะได้ว่า 

𝐵2𝑛,2𝑗
𝑥 = 𝑒− 

2𝑟𝑇
2𝑛 [∑ (

2

𝑖
) 𝑝2𝑛

𝑖 (1 − 𝑝2𝑛)2−𝑖𝐵2𝑛,2𝑗−2

𝑥𝑢2𝑛
𝑖 𝑑2𝑛

2−𝑖
2

𝑖=0

] 

             = 𝑒− 
𝑟𝑇
𝑛 [(1 − 𝑝2𝑛)2𝐵2𝑛,2𝑗−2

𝑥𝑑2𝑛
2

+ 2𝑝2𝑛(1 − 𝑝2𝑛)𝐵2𝑛,2𝑗−2
𝑥𝑢2𝑛𝑑2𝑛 + 𝑝2𝑛

2 𝐵2𝑛,2𝑗−2

𝑥𝑢2𝑛
2

] 

             = 𝑒− 
𝑟𝑇
𝑛 [(1 − 𝑝2𝑛)2𝑇𝑛,𝑗−1

𝑥𝑑2𝑛
2

+ 2𝑝2𝑛(1 − 𝑝2𝑛)𝑇𝑛,𝑗−1
𝑥𝑢2𝑛𝑑2𝑛 + 𝑝2𝑛

2 𝑇𝑛,𝑗−1

𝑥𝑢2𝑛
2

] 

             = 𝑇𝑛,𝑗
𝑥   

โดยหลกัอุปนัยเชิงคณิตศาสตรจ์ะได้ว่า 

𝑇𝑛,𝑚
𝑥 = 𝐵2𝑛,2𝑚

𝑥  

(2.8) 

(2.9) 
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ส าหรับ 𝑥 > 0 และ 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ โดยที่ 𝑚 ≤ 𝑛 

ดังนั้น 

𝑇𝑛 = 𝑇𝑛,𝑛
1 = 𝐵2𝑛,2𝑛

1 = 𝐵2𝑛  

จาก 𝑇𝑛 = 𝐵2𝑛  จะได้ว่า ถ้ามี 𝜀 > 0 ซึ่ง |𝐵𝑛 − 𝐶𝐵𝑆| ≤ 
𝜀

𝑛
 แล้ว 

|𝑇𝑛 − 𝐶𝐵𝑆| = |𝐵2𝑛 − 𝐶𝐵𝑆| ≤ 
𝜀

2𝑛
 

 

 

 

 

 

  

 
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บทที ่3 

การประมาณคา่แบบจ าลองพหนุามดว้ยแบบจ าลองแบลค็-โชลส ์

 
 ในบทนี้เราจะกล่าวถึงการลูเ่ข้าสูสู่ตรแบล็ค-โชลส์ของแบบจ าลองพหุนาม ซึง่ใช้แนวคิดเดียวกับทฤษฎีหลกั
ในบทที่ 2 โดยใช้สูตรในการค านวณราคาคอลออปชันของแบบจ าลองพหุนาม ดังนี้ 

สตูรของแบบจ าลองพหนุามคอื 

𝑀𝑘,𝑛 = 𝑒−𝑟𝑇 ∑ ∑ ∑ … ∑ (
𝑛

𝑗1, 𝑗2, 𝑗3, … , 𝑗𝑘−1
) (∏ 𝑝𝑘,𝑖

𝑗𝑖

𝑘−1

𝑖=1

) 𝑝𝑘,𝑘

𝑛−∑ 𝑗𝑖
𝑘−1
𝑖=1

𝑛−∑ 𝑗𝑖
𝑘−2
𝑖=1

𝑗𝑘−1=0

𝑛−𝑗1−𝑗2

𝑗3=0

𝑛−𝑗1

𝑗2=0

𝑛

𝑗1=0

 

              × max {0, 𝑆0 (∏ 𝑚𝑘,𝑖
𝑗𝑖

𝑘−1

𝑖=1

) 𝑚𝑘,𝑘

𝑛−∑ 𝑗𝑖
𝑘−1
𝑖=1 − 𝐾} 

 
โดยก าหนดให ้

𝑢(𝑘−1)𝑛 = 𝑒
𝜎√

𝑇

(𝑘−1)𝑛  และ  𝑑(𝑘−1)𝑛 = 𝑒
−𝜎√

𝑇

(𝑘−1)𝑛 

และส าหรบั 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 

𝑚𝑘,𝑖 = 𝑢(𝑘−1)𝑛
𝑖−1 𝑑(𝑘−1)𝑛

𝑘−𝑖  

และ 

𝑝𝑘,𝑖 = (
𝑘 − 1

𝑖 − 1
) 𝑝(𝑘−1)𝑛

𝑖−1 (1 − 𝑝(𝑘−1)𝑛)
𝑘−𝑖

 

ทฤษฎบีท 1.2 ถ้ามี 𝜀 > 0 ซึ่ง |𝐵𝑛 − 𝐶𝐵𝑆| ≤
𝜀

𝑛
 ส าหรบัทุก 𝑛 ∈ ℕ แล้วจะได้ว่าทุกจ านวนนับ 𝑘 ≥ 2 

|𝑀𝑘,𝑛 − 𝐶𝐵𝑆| ≤
𝜀

(𝑘 − 1)𝑛
 

ในการพิสจูน์ทฤษฎีบท 1.2 จะใช้ความจรงิที่ว่า ราคาคอลออปชันของแบบจ าลองพหุนาม 𝑀𝑘,𝑛  ที่แบ่งเป็น 𝑛 ช่วง 
จะมีค่าเท่ากับราคาคอลออปชันของแบบจ าลองทวินามที่แบง่เป็น (𝑘 − 1)𝑛 ช่วง โดยใช้ทฤษฎีประกอบที่ 2 ช่วย
ในการพิสจูน์  

(3.1) 
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พิจารณาราคาคอลออปชันที่มรีาคาเริม่ต้นที่ 𝑆0 ซึ่งมรีะยะเวลาครบก าหนดสัญญา 𝑇 โดยแบ่งช่วงเวลา 𝑇 
ออกเป็น 𝑛 ช่วงเท่ากัน ส าหรบัจ านวนเต็ม 𝑚 ซึ่ง 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛 และจ านวนจริง 𝑥 > 0  เราก าหนดให้ 𝑀𝑘,𝑛,𝑚

𝑥  คือ 
ราคาคอลออปชันที่ค านวณได้จากสูตรของแบบจ าลองพหุนามที่ราคาหุ้นเปลี่ยนแปลงได้ 𝑘 แบบในแต่ละช่วงเวลา 

โดยมีราคาเริ่มต้นที่ 𝑆0𝑥 และมรีะยะเวลาครบก าหนดสัญญา 
𝑚𝑇

𝑛
 ซึ่งแบ่งเป็น 𝑚 ช่วงเท่ากัน ดังนั้น 

ส าหรับ 𝑥 > 0, 𝑘, 𝑛 ∈ ℕ และ 𝑚 ∈ ℤ ซึ่ง 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛 และ 𝑘 ≥ 2 จะได้ว่า 

𝑀𝑘,𝑛,𝑚 = 𝑒
−𝑟𝑚𝑇

𝑛 ∑ ∑ ∑ … ∑ (
𝑚

𝑗1, 𝑗2, 𝑗3, … , 𝑗𝑘−1
) (∏ 𝑝𝑘,𝑖

𝑗𝑖

𝑘−1

𝑖=1

) 𝑝𝑘,𝑘

𝑚−∑ 𝑗𝑖
𝑘−1
𝑖=1

𝑚−∑ 𝑗𝑖
𝑘−2
𝑖=1

𝑗𝑘−1=0

𝑚−𝑗1−𝑗2

𝑗3=0

𝑚−𝑗1

𝑗2=0

𝑚

𝑗1=0

 

                 × max {0, 𝑆0𝑥 (∏ 𝑚𝑘,𝑖
𝑗𝑖

𝑘−1

𝑖=1

) 𝑚𝑘,𝑘

𝑚−∑ 𝑗𝑖
𝑘−1
𝑖=1 − 𝐾} 

และส าหรบั 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛 สามารถอธิบายไดโ้ดยใช้แผนภาพต้นไม้ต่อไปนี ้

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

จากภาพที่ 3.1 จะเห็นว่า 

ราคาคาดการณ์ของคอลออปชัน ณ เวลา 
(𝑛 − 𝑚 + 1)𝑇

𝑛
 มีค่าเป็น ∑ 𝑝

𝑘,𝑖
𝑀

𝑘,𝑛,𝑚−1

𝑚𝑘,𝑖

𝑘

𝑖=1

 

เมื่อน าราคาคาดการณ์ ณ เวลา 
(𝑛−𝑚+1)𝑇

𝑛
 มาคิดลดกระแสเงินสดโดยใช้อัตราดอกเบี้ย 𝑟 จะได้ว่า 

ภาพที ่3.1 แผนภาพของ 𝑴𝒌,𝒏,𝒎
𝒙  

𝑝𝑘,1 

𝑝𝑘,2 

𝑝𝑘,3 

𝑝𝑘,𝑘  

𝑀𝑘,𝑛,𝑚−1

𝑥𝑚𝑘,1  

 

𝑀𝑘,𝑛,𝑚−1

𝑥𝑚𝑘,2  

 

𝑀𝑘,𝑛,𝑚−1

𝑥𝑚𝑘,3  

 

𝑀𝑘,𝑛,𝑚
𝑥  

 

𝑀𝑘,𝑛,𝑚−1

𝑥𝑚𝑘,𝑘  

 

𝑀𝑘,𝑛,𝑚−1

𝑥𝑚𝑘,𝑘−1  

 
𝑀𝑘,𝑛,𝑚−1

𝑥𝑚𝑘,𝑘−2  

 

𝑝𝑘,𝑘−1 

𝑝𝑘,𝑘−2 

(𝑛 − 𝑚 + 1)𝑇

𝑛
 (𝑛 − 𝑚)𝑇

𝑛
 

 

(3.2) 
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𝑀𝑘,𝑛,𝑚
𝑥 = 𝑒− 

𝑟𝑇
𝑛 [∑ 𝑝𝑘,𝑖𝑀

𝑘,𝑛,𝑚−1

𝑥𝑚𝑘,𝑖

𝑘

𝑖=1

] 

พสิจูนท์ฤษฎบีท 1.2  

ก าหนดให้ 𝑥 > 0 และ 𝑘, 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ โดยที่ 𝑚 ≤ 𝑛 และ 𝑘 ≥ 2  

𝑃(𝑚) ∶  𝑀𝑘,𝑛,𝑚
𝑥 = 𝐵(𝑘−1)𝑛,(𝑘−1)𝑚

𝑥  

เราจะแสดงว่า 𝑀𝑘,𝑛,𝑚
𝑥 = 𝐵(𝑘−1)𝑛,(𝑘−1)𝑚

𝑥  โดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตรบ์น 𝑚 

จาก (2.3), (3.2) และ (3.3) จะได้ว่า 

𝑀𝑘,𝑛,1
𝑥  

= 𝑒− 
𝑟𝑇
𝑛 [∑ 𝑝𝑘,𝑖𝑀

𝑘,𝑛,0

𝑥𝑚𝑘,𝑖

𝑘

𝑖=1

] 

= 𝑒−
𝑟𝑇
𝑛 [𝑝𝑘,1 max{0, (𝑆0𝑥)𝑚𝑘,1 − 𝐾} + 𝑝𝑘,2 max{0, (𝑆0𝑥)𝑚𝑘,2 − 𝐾} + ⋯ 

    +𝑝𝑘,𝑘 max{0, (𝑆0𝑥)𝑚𝑘,𝑘 − 𝐾}] 

= 𝑒−
𝑟𝑇
𝑛 [∑ 𝑝𝑘,𝑖max {0, (𝑆0𝑥)𝑚𝑘,𝑖 − 𝐾}

𝑘

𝑖=1

] 

= 𝑒−
𝑟𝑇
𝑛 [∑ (

𝑘 − 1

𝑖 − 1
) 𝑝(𝑘−1)𝑛

𝑖−1 (1 − 𝑝(𝑘−1)𝑛)
𝑘−𝑖

max {0, (𝑆0𝑥)𝑢(𝑘−1)𝑛
𝑖−1 𝑑(𝑘−1)𝑛

𝑘−𝑖 − 𝐾}

𝑘

𝑖=1

] 

= 𝑒
−

𝑟(𝑘−1)𝑇
(𝑘−1)𝑛 [∑ (

𝑘 − 1

𝑖
) 𝑝(𝑘−1)𝑛

𝑖 (1 − 𝑝(𝑘−1)𝑛)
(𝑘−1)−𝑖

max {0, (𝑆0𝑥)𝑢(𝑘−1)𝑛
𝑖 𝑑(𝑘−1)𝑛

(𝑘−1)−𝑖 − 𝐾}

𝑘−1

𝑖=0

] 

= 𝐵(𝑘−1)𝑛,(𝑘−1)
𝑥   

สมมติให้ 𝑃(𝑚) เป็นจริงส าหรับ 𝑚 = 𝑗 − 1 นั่นคือ 

𝑀𝑘,𝑛,𝑗−1
𝑥 = 𝐵(𝑘−1)𝑛,(𝑘−1)(𝑗−1)

𝑥  

เมื่อพจิารณา 𝐵(𝑘−1)𝑛,(𝑘−1)𝑗
𝑥  โดยใช้ทฤษฎีประกอบที่ 2, (3.3) และ (3.4) จะได้ว่า 

𝐵(𝑘−1)𝑛,(𝑘−1)𝑗
𝑥  

= 𝑒
− 

(𝑘−1)𝑟𝑇
(𝑘−1)𝑛 [∑ (

𝑘 − 1

𝑖
) 𝑝(𝑘−1)𝑛

𝑖 (1 − 𝑝(𝑘−1)𝑛)
𝑘−1−𝑖

𝐵
(𝑘−1)𝑛,(𝑘−1)𝑗−(𝑘−1)

𝑥𝑢(𝑘−1)𝑛
𝑖 𝑑(𝑘−1)𝑛

𝑘−1−𝑖
𝑘−1

𝑖=0

] 

= 𝑒
− 

(𝑘−1)𝑟𝑇
(𝑘−1)𝑛 [∑ (

𝑘 − 1

𝑖 − 1
) 𝑝(𝑘−1)𝑛

𝑖−1 (1 − 𝑝(𝑘−1)𝑛)
𝑘−𝑖

𝐵
(𝑘−1)𝑛,(𝑘−1)𝑗−(𝑘−1)

𝑥𝑢(𝑘−1)𝑛
𝑖−1 𝑑(𝑘−1)𝑛

𝑘−𝑖
𝑘

𝑖=1

] 

(3.3) 

(3.4) 
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= 𝑒
− 

(𝑘−1)𝑟𝑇
(𝑘−1)𝑛 [∑ 𝑝𝑘,𝑖𝐵

(𝑘−1)𝑛,(𝑘−1)(𝑗−1)

𝑥𝑚𝑘,𝑖

𝑘

𝑖=1

] 

= 𝑒
− 

𝑟𝑇
𝑛 [∑ 𝑝𝑘,𝑖𝑀

𝑘,𝑛,𝑗−1

𝑥𝑚𝑘,𝑖

𝑘

𝑖=1

] 

= 𝑀𝑘,𝑛,𝑗
𝑥    

โดยหลกัอุปนัยเชิงคณิตศาสตรจ์ะได้ว่า 

𝑀𝑘,𝑛,𝑚
𝑥 = 𝐵(𝑘−1)𝑛,(𝑘−1)𝑚

𝑥  

ส าหรับ 𝑥 > 0 และ 𝑘, 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ โดยที่ 𝑚 ≤ 𝑛 และ 𝑘 ≥ 2  

ดังนั้น 

𝑀𝑘,𝑛 = 𝑀𝑘,𝑛,𝑛
1 = 𝐵(𝑘−1)𝑛,(𝑘−1)𝑛

1 = 𝐵(𝑘−1)𝑛 

 จาก 𝑀𝑘,𝑛 = 𝐵(𝑘−1)𝑛  จะได้ว่า ถ้ามี 𝜀 > 0 ซึ่ง |𝐵𝑛 − 𝐶𝐵𝑆| ≤ 
𝜀

𝑛
 แล้ว 

|𝑀𝑘,𝑛 − 𝐶𝐵𝑆| = |𝐵(𝑘−1)𝑛 − 𝐶𝐵𝑆| ≤ 
𝜀

(𝑘−1)𝑛
 

  

 
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ภาคผนวก ก 
แบบเสนอหวัขอ้โครงงาน รายวชิา 2301399 Project Proposal 

ปกีารศกึษา 2561 
ช่ือโครงงาน (ภาษาไทย) การลูเ่ข้าของตัวแบบไตรนามสู่ตัวแบบแบล็ค-โชลสส์ าหรับราคาออปชัน 
ช่ือโครงงาน (ภาษาอังกฤษ) The Convergence of Trinomial Model to Black-Scholes Model for 

Option Pricing 
อาจารย์ทีป่รึกษา ศาสตราจารย์ ดร.กฤษณะ เนียมมณ ี
ผู้ด าเนินการ ธนาทร  อินทรปญัญา เลขประจ าตัวนิสิต 5833522923 
 สาขาวิชา คณิตศาสตร์ ภาควิชาคณิตศาสตร์และวิทยาการคอมพิวเตอร์ 
 คณะวิทยาศาสตร์ จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 
__________________________________________________________________________________________________________ 

หลักการและเหตุผล 

ตราสารสทิธิ หรือ ออปชนั (option) คือ หนังสือสัญญาระหว่างผูซ้ื้อและผู้ขาย มกีารก าหนดราคาสินค้า 
(strike price) ที่จะตกลงซื้อขายเมื่อถึงเวลาที่ก าหนด ซึง่ผู้ซื้อสัญญาสามารถเลือกได้ว่าจะใช้สทิธิหรือไม่เมื่อครบ
ก าหนดสญัญา โดยสิทธิแบง่ออกเป็น 2 ชนิดคือ คอลออปชนั (call option) คือสิทธิในการซื้อสินค้าอ้างองิตามที่ได้
ตกลงไว้กับผู้ขายสทิธิ และ พทุออปชนั (put option) คือสทิธิในการขายสินค้าอ้างองิตามที่ได้ตกลงกันไว้กับผู้ขาย
สิทธิ และผูท้ี่ซื้อสิทธิไม่ว่าจะเป็นคอลออปชันหรือพุทออปชันจะต้องจ่ายค่าพรเีมยีม หรือ ราคาออปชนั เพื่อแลกกับ
สิทธิดังกล่าว 

ออปชันแบ่งตามการใช้สิทธิโดยลักษณะที่สามารถใช้สิทธิได้เมื่อครบก าหนดอายุสัญญาหรือเมื่อถึงวันที่ใช้
สิทธิ เราจะเรียกออปชันลักษณะนี้ว่า ตราสารสิทธิแบบยุโรป (European option) และยังมีตราสารสิทธิแบบ
อเมริกา (American option) คือ ตราสารที่สามารถใช้สิทธิได้ทุกวันท าการใดๆก่อนหรือภายในวันใช้สิทธิ 
เพื่อความสะดวกในการค านวณ เราจะก าหนดตัวแปรดังต่อไปนี้ 

𝑆0  คือ ราคาหุ้น ณ ปัจจุบัน  
𝑆𝑇 คือ ราคาหุ้น ณ วันใช้สิทธิ 
𝑆𝑡 คือ ราคาหุ้น ณ เวลา 𝑡 เมื่อ 0 ≤ 𝑡 < 𝑇 
𝐾 คือ ราคาใช้สิทธิ  
𝐶𝑇   คือ มูลค่าคอลออปชัน ณ เวลา 𝑇 
𝑟 คือ อัตราดอกเบี้ยที่ปราศจากความเสี่ยง  
𝑇 คือ ระยะเวลาครบก าหนดอายุสญัญา  
𝜎  คือ ความผันผวน  
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พิจารณาสัญญาคอลออปชัน 1 สัญญา เมือ่ถึงเวลาครบก าหนดใช้สิทธิ 𝑇 ผู้ถือสญัญาสามารถเลือกใช้สิทธิเมื่อราคา
หุ้น ณ วันใช้สิทธิ 𝑆𝑇 มีค่ามากกว่าราคาใช้สิทธิ 𝐾 นั่นคือ 𝑆𝑇 − 𝐾 > 0 ดังนั้นมูลค่า 𝐶𝑇  ของคอลออปชัน ณ เวลา 

𝑇 มีค่าดังนี ้

𝐶𝑇 = {
𝑆𝑇 − 𝐾 ; 𝑆𝑇 > 𝐾  

0         ; 𝑆𝑇 ≤ 𝐾
 

นั่นคือ 
𝐶𝑇 = max{0, 𝑆𝑇 − 𝐾} 

ส่วนมูลค่าคอลออปชัน ณ ปัจจุบัน 𝐶0 สามารถหาได้จากการคิดลดกระแสเงินสด โดยใช้อัตราดอกเบี้ยที่ไม่มีความ
เสี่ยง 𝑟 จะได ้

𝐶0 = 𝑒−𝑟𝑇max{0, 𝑆𝑇 − 𝐾} 

การหาราคาคอลออปชัน ณ ปัจจบุัน (𝐶0) สามารถหาได้หลายวิธี ซึ่งวิธีที่ได้รับความนิยมมี 2 วิธี 

1. การใช้แบบจ าลองของแบล็ค-โชลส์  
2. การใช้แบบจ าลองทวินาม  

แบบจ าลองแบลค็-โชลส ์ (Black-Scholes model) สร้างโดย Fischer Black, Myron Scholes และ 
Robert Merton ในปี 1973 ([2]) โดยแนวคิดของแบบจ าลองแบล็ค-โชลสเ์กิดจากแนวคิดที่ว่าราคาหุ้นเป็น
กระบวนการสุ่มและราคาของคอลออปชันน้ันข้ึนอยู่กับราคาหุ้นและเวลา ถ้าเราก าหนดให้  

𝑓(𝑆𝑡 , 𝑡)  คือ ราคาคอลออปชัน ณ เวลา 𝑡 (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇) เราจะได้ว่า 𝑓 สอดคล้องสมการ 

𝜕𝑓

𝜕𝑡
+ 𝑟𝑆𝑡

𝜕𝑓

𝜕𝑆𝑡
+

1

2
𝜎2𝑆𝑡

2
𝜕2𝑓

𝜕𝑆𝑡
2 = 𝑟𝑓 

โดยเราจะเรียกสมการข้างต้นว่าสมการเชิงอนุพันธ์แบล็ค-โชลส์ (Black-Scholes differential equation)  
จากสมการข้างต้นเมือ่พิจารณาในกรณีของคอลออปชันน้ันมเีงื่อนไขขอบเขตคือ 

𝑓(𝑆𝑇 , 𝑇)  =  𝑚𝑎𝑥(0, 𝑆𝑇 − 𝐾) 

เมื่อเราแกส้มการเชิงอนุพันธ์แบล็ค-โชลส์ แล้วจะได้ว่าราคาออปชัน ณ ปัจจบุัน 𝐶𝐵𝑆(= 𝑓(𝑆0, 0) = 𝐶0) มีค่า
เท่ากับ 

𝐶𝐵𝑆 = 𝑆0𝜙(𝑐1) − 𝐾𝑒−𝑟𝑇𝜙(𝑐2) 

เมื่อ   

𝑐1 =
𝑙𝑜𝑔(𝑆0/𝐾) + (𝑟 + 𝜎2/2)𝑇

𝜎√𝑇
 

𝑐2 =
𝑙𝑜𝑔(𝑆0/𝐾) + (𝑟 − 𝜎2/2)𝑇

𝜎√𝑇
= 𝑐1 − 𝜎√𝑇 



30 
 

 

และ   𝜙(𝑐) =
1

√2𝜋
∫ 𝑒

−
𝑡2

2 𝑑𝑡
𝑐

−∞
 

สามารถอ่านเพิ่มเติมได้ใน [2] 

แบบจ าลองทวนิาม (Binomial model) เป็นแบบจ าลองที่ใช้ค านวณราคาออปชันโดยแบ่งช่วงเวลา 𝑇 ออกเป็น 
𝑛 ช่วงเท่าๆกัน และราคาหุ้นมกีารเปลี่ยนแปลงใน 1 ช่วงเวลาใดๆได้ 2 แบบ คือหุ้นมรีาคาเพิ่มข้ึนด้วยอัตรา 𝑢𝑛 ด้วย
ความน่าจะเป็น 𝑝𝑛  หรือหุ้นมรีาคาลดลงด้วยอัตรา 𝑑𝑛 ด้วยความน่าจะเป็น 1 − 𝑝𝑛   

 

 

 

 

 

และเราจะประมาณราคาคอลออปชัน 𝐶𝑇  ณ เวลา 𝑇 ด้วยค่าคาดการณ์ทางสถิต ิ
𝐸[𝐶𝑇] = 𝐸[max{0, 𝑆𝑇 − 𝐾}] 

ท าให้ได้ว่าราคาคอลออปชัน 𝐵𝑛 ณ ปัจจุบันคือ 
𝐵𝑛 = 𝑒−𝑟𝑇𝐸[max{0, 𝑆𝑇 − 𝐾}] 

ซึ่งเกิดจากการน าราคาคาดการณ์ 𝐸[𝐶𝑇] มาคิดลดกระแสเงินสด โดยใช้อัตราดอกเบี้ย 𝑟 นั่นเอง 
จาก (1) เราสามารถแสดงได้ว่า 

𝐵𝑛 = 𝑒−𝑟𝑇 ∑ (
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=0

𝑝𝑛
𝑘(1 − 𝑝𝑛)𝑛−𝑘max {0, 𝑆0𝑢𝑛

𝑘𝑑𝑛
𝑛−𝑘 − 𝐾} 

แบบจ าลองนี้เป็นแบบจ าลองทีเ่ข้าใจได้ง่าย ถูกน ามาใช้ครั้งแรกโดย Cox, Ross และ Rubinstein ในปี 1979 

([4]) โดยมีการก าหนดอัตราการเคลื่อนที่ของราคาหุ้นเป็น 𝑢𝑛 =  𝑒
𝜎√

𝑇

𝑛 และ 𝑑𝑛 = 𝑒
−𝜎√

𝑇

𝑛 ซึ่งท าให้ความน่าจะ

เป็นทีหุ่้นราคาเพิ่มข้ึน 𝑝𝑛 =  
𝑒

𝑟
𝑇
𝑛−𝑑𝑛  

𝑢𝑛−𝑑𝑛
 และจะได้สูตรในการประมาณราคาคอลออปชันดังนี ้

𝐵𝑛 =  𝑆0 ∑ (
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=𝑎

𝑞𝑛
𝑘(1 − 𝑞𝑛)𝑛−𝑘 − 𝐾𝑒−𝑟𝑇 ∑ (

𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=𝑎

𝑝𝑛
𝑘(1 − 𝑝𝑛)𝑛−𝑘  

เมื่อ 𝑞𝑛 =  𝑝𝑛𝑢𝑛𝑒−𝑟
𝑇

𝑛 และ 𝑎 = min{𝑗 ∈ {0,1,2, … , 𝑛}| 𝑆0𝑢𝑗𝑑𝑛−𝑗 > 𝐾} 

 

𝑆0𝑑𝑛 

𝑆0𝑢𝑛 

𝑆0 

ขึ้น 

ลง 

(2) 

รูปที่ 1 

(1) 

(3) 
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ต่อมาในปีค.ศ. 1986 Phelim P. Boyle ([3]) ได้น าเสนอแบบจ าลองไตรนาม (Trinomial model) 
ซึ่งแบบจ าลองไตรนามเป็นการพิจารณาราคาหุ้นที่ราคาสามารถเปลี่ยนแปลงไปได้ 3 แบบในแต่ละช่วงเวลา นั่นคือ  

มีราคาข้ึนด้วยอัตรา 𝑢𝑇
 ด้วยความน่าจะเป็น 𝑝𝑢  

มีราคาลดลงด้วยอัตรา 𝑑𝑇
 ด้วยความน่าจะเป็น 𝑝𝑑  

และมรีาคาคงที่ด้วยความน่าจะเป็น 𝑝𝑚  

 

 

 

  

 

ท านองเดียวกันกับ (2) เราสามารถแสดงได้ว่า ราคาคอลออปชัน 𝑇𝑛 มีค่าดังนี ้

𝑇𝑛 = 𝑒−𝑟𝑇 ∑ ∑ (
𝑛!

𝑘! 𝑙! (𝑛 − 𝑘 − 𝑙)!
)

𝑛−𝑘

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

𝑝𝑢
𝑘𝑝𝑑

𝑙𝑝𝑚
𝑛−𝑘−𝑙max {0, 𝑆0𝑢𝑇

𝑘 𝑑𝑇
𝑙 − 𝐾} 

ในปี 2007 Jaemin Ahn และ Minsu Song ได้ประยุกต์แนวคิดของ Cox, Ross และ Rubinstein 
([1]) โดยก าหนดให้ 𝑝𝑢 = 𝑝2𝑛 

2 , 𝑝𝑚 = 2𝑝2𝑛(1 − 𝑝2𝑛), 𝑝𝑑 = (1 − 𝑝2𝑛)2, 𝑢𝑇 = 𝑢2𝑛
2  และ 𝑑𝑇 = 𝑑2𝑛

2
 

จะได้แผนภาพดังนี ้

 

 

 

 

 

 

  

 

 

𝑆0𝑑𝑇
 

 𝑆0
 

𝑆0𝑢𝑇  

𝑆0  

ขึ้น 

คงที่ 

ลง 

รูปที่ 3 

รูปที่ 2 

𝑇

𝑛
 

𝑆0𝑢𝑇 = 𝑆0𝑢2𝑛
2  

 

 𝑆0
 

𝑆0  

ขึ้น 

คงที่ 

) ลง 

𝑆0𝑑𝑇 = 𝑆0𝑑2𝑛
2  

 

(4) 
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จาก (4) เราจะได้ว่า 

𝑇𝑛 = 𝑒−𝑟𝑇 ∑ ∑ (
𝑛!

𝑘! 𝑙! (𝑛 − 𝑘 − 𝑙)!
)

𝑛−𝑘

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

𝑝2𝑛
2𝑘(1 − 𝑝2𝑛)2𝑙(2𝑝

2𝑛
(1 − 𝑝

2𝑛
))𝑛−𝑘−𝑙max {0, 𝑆0𝑢2𝑛

2𝑘𝑑2𝑛
2𝑙 − 𝐾} 

 

เราจะสงัเกตได้ว่า ถ้าเราใช้แบบจ าลองทวินามที่แบ่ง 𝑇 เป็น 2𝑛 คาบ 
จะได้แผนภาพดังนี ้

 

 

  

 

 

 

  

 

เมื่อเปรียบเทียบรูปที่ 3 และรูปที่ 4 เราจะเห็นว่าแบบจ าลองไตรนามที่แบ่ง 𝑇 เป็น 𝑛 คาบ ก็คือแบบจ าลองทวิ
นามที่แบ่ง 𝑇 เป็น 2𝑛 คาบนั่นเอง 

วัตถุประสงค์ 
จากข้อสงัเกตว่า 𝑇𝑛 = 𝐵2𝑛 ผู้จัดท าโครงงานจึงมีแนวคิดว่า ราคาคอลออปชันจากสูตรไตรนาม (𝑇𝑛) 

ควรจะลูเ่ข้าค่าที่ได้จากสูตรแบล็ค-โชลส์ (𝐶𝐵𝑆) นั่นคือ lim
𝑛→∞

𝑇𝑛 = 𝐶𝐵𝑆 โดยอัตราการลูเ่ข้าน่าจะเร็วข้ึนเป็น 2 เท่า

ของราคาคอลออปชันจากสูตรทวินาม (𝐵𝑛) ดังนั้น โครงงานนี้จงึมีวัตถุประสงค์ ดังนี ้

1. แสดงว่า lim
𝑛→∞

𝑇𝑛 = 𝐶𝐵𝑆 
2. แสดงว่าขอบเขตของการลู่เข้าของ 𝑇𝑛 จะน้อยกว่าขอบเขตการลู่เข้าของ 𝐵𝑛 2 เท่า 

ขอบเขตของโครงงาน 

ในโครงงานนี้จะศึกษาการลู่เข้าของราคาคอลออปชันจากตัวแบบทวินามและไตรนามสู่ราคาออปชันที่ได้
จากตัวแบบแบล็ค-โชลส์ โดยก าหนดอัตราการเคลื่อนที่ของราคาหุ้นเป็นไปตามแบบจ าลองของ Cox, Ross และ 
Rubinstein ดังนี ้

𝑢𝑛 =  𝑒𝜎√𝑇 𝑛⁄  และ 𝑑𝑛 = 𝑒−𝜎√𝑇 𝑛⁄  ส าหรับแบบจ าลองทวินามและ 
 𝑢𝑇 = 𝑢2𝑛

2  และ  𝑑𝑇 = 𝑑2𝑛
2  ส าหรับแบบจ าลองไตรนาม 

 

(5) 

𝑇

2𝑛
 

𝑆0𝑢2𝑛
2  

 𝑆0
 

𝑆0𝑢2𝑛 

𝑆0𝑑2𝑛 

𝑆0 

𝑆0𝑑2𝑛
2  

𝑇

2𝑛
 

รูปที่ 4 
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วิธีการด าเนินงาน 

1. ศึกษาปัญหาและก าหนดหัวข้อที่จะศึกษา 
2. สืบค้นข้อมูลเพิ่มเติมเกี่ยวกับงานวิจัยที่เกี่ยวข้อง 
3. ค านวณค่าคงตัวของขอบเขตการลู่เข้าของแบบจ าลองทวินามสู่แบบจ าลองแบล็ค-โชลส์  
4. ค านวณค่าคงตัวของขอบเขตการลู่เข้าของแบบจ าลองไตรนามสู่แบบจ าลองแบลค็-โชลส์ โดยคาดว่า ค่าคง

ตัวของขอบเขตการลู่เข้าของตัวแบบทวินามจะเป็น 2 เท่าของค่าคงตัวของขอบเขตการลู่เข้าของตัวแบบ
ไตรนาม 

5. ตรวจสอบความถูกต้องของผลการด าเนินงาน 
6. สรุปและจัดท ารูปเล่มรายงาน   

 

วิธกีารด าเนนิงาน 
สงิหาคม 2561 - เมษายน 2562 

ส.ค. ก.ย. ต.ค. พ.ย. ธ.ค. ม.ค. ก.พ. ม.ีค. เม.ย. 

1. ศึกษาปัญหาและก าหนดหัวข้อ
ที่จะศึกษา 

         

2. สืบค้นข้อมูลเพิ่มเติมเกี่ยวกับ
งานวิจัยที่เกี่ยวข้อง 

         

3 .  แสดง ว่าราคาออปชันจาก
แบบจ าลองไตรนามจะลู่ เ ข้าสู่
แบบจ าลองแบล็ค-โชลส์ โดยคาด
ว่าค่าคงตัวของขอบเขตการลู่เข้า
ของตัวแบบทวินามจะเป็น 2 เท่า
ของค่าคงตัวของขอบเขตการลู่เข้า
ของตัวแบบไตรนาม 

         

4.  ตรวจสอบความถูกต้องของผล
การด าเนินงาน 

          

5. สรุปและจัดท ารูปเล่มรายงาน            

 
ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ 

ส าหรับอัตราการเคลื่อนที่ของราคาหุ้นแบบ Cox, Ross และ Rubinstein นั้น เราจะทราบว่าขอบเขตการ
ลู่เข้าของตัวแบบไตรนามสู่ตัวแบบแบล็ค-โชลส์นั้นจะเป็น 1

2
 เท่าของตัวแบบทวินาม ดังนั้นการประมาณค่าราคาคอ

ลออปชันด้วยตัวแบบไตรนามจะลู่เข้าสู่ค่าที่ได้จากตัวแบบแบล็ค-โชลส์เร็วกว่าการประมาณราคาด้วยตัวแบบทวิ
นาม 2 เท่า 
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อุปกรณ์และเครื่องมือที่ใช้ 
1. กระดาษ A4 

2. Notebook 

3. โปรแกรม Microsoft Word, Mathlabs และ Mathematica 
4. วารสารและหนังสือที่เกี่ยวข้อง 
 

งบประมาณ 

 

รายการ ราคาต่อหน่วย(บาท) จ านวน จ านวนเงิน(บาท) 

1. กระดาษ A4 80 แกรม (รีม) 120 5 600 

2. ค่าถ่ายเอกสารและจัดท ารปูเล่ม 250 4 1000 

3. ค่าวารสารและหนงัสือที่เกี่ยวข้อง 2400 1 2400 

4. ค่าพิมพ์โปสเตอร์และค่าเดินทางไป
น าเสนอผลงาน 

1000 1 1000 

รวม 5000 
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ประวตัผิูเ้ขยีน 
 

       นายธนาทร อินทรปัญญา 

       เลขประจ าตัวนิสิต 5833522923 

       สาขาวิชาคณิตศาสตร์ 

       ภาควิชาคณิตศาสตร์และวิทยาการคอมพิวเตอร์ 

       คณะวิทยาศาสตร์ จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 
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