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บทคัดย่อ 

ดร.ทีปานิส ชาชิโย สร้างสมการอธิบายพลังงานสหสมัพันธ์ของก๊าซอเิลก็ตรอนที่รัศมีใดๆ คือ 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) = 𝑎 ∙ ln(1 +
𝑏

𝑟𝑠
+

𝑐

𝑟𝑠2
) 

โดยอิงเทียบผลของการสุ่มเชิงควอนตัมแบบมอนติคารโ์ล ที่ Ceperley และ Alder ได้ตีพิมพ์มาแล้ว ซึ่งก็เป็นที่

ทราบกันดีว่าสมการมีความน่าเช่ือถือมากพอทีจ่ะน าไปใช้ แต่ก็ยังมสีมการอีกหลายรูปแบบเช่นสมการของ J.P. 

Perdew และ Yue Wang ที่สามารถใช้อธิบายได้เช่นกัน และมีความน่าเช่ือถือมากพอๆกัน โครงงานนี้จงึสนใจ

ที่จะสร้างสมการที่สามารถใช้อธิบายพลงังานสหสัมพันธ์ของก๊าซอิเล็กตรอนทีม่ีความน่าเช่ือถือมากพอเมือ่อิง

เทียบผลของการสุม่เชิงควอนตัมแบบมอนติคาร์โล อกีทั้งควรที่จะต้องอยู่ในรูปที่ไม่ซบัซ้อนมากเกินไป และหาก

สามารถมีค่าความผิดพลาดน้อยกว่าสมการข้างต้นได้ก็ถือว่าประสบความส าเร็จในการสร้างสมการใหม่ 

ตัวอย่างหนึ่งคือ 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) = 𝑘 ∙ 𝑙𝑛 (1 +
1

𝑎 ∙ 𝑟𝑠
1
2⁄ + 𝑏 ∙ 𝑟𝑠 + 𝑐 +

𝑑
𝑟𝑠

) 

โดยที่ k = -1.6920 eV , a = 0.14484 𝑎0
−1

2⁄  , b = 0.44616 
1

𝑎0
 , c = 0.0184 , d = -0.0001648 𝑎0 

โดย 𝑎0 คือหน่วย Bohr radius 

เมื่อเลือกใช้ข้อมูลจาก J.P. Perdew และ Alex Zunger ซึ่งมีข้อมูล 13 ต าแหน่งค่าข้อมลู เราจะได้ค่าความ

ผิดพลาดจากสมการของ ดร.ทีปานิส คือ 8.9 × 10−3𝑒𝑉2 ในขณะที่สมการตวัอย่างได้ค่าความผิดพลาดอยู่ที่         

5.1 × 10−3𝑒𝑉2 เป็นต้น ถือว่าสมการใหม่นี้มีความน่าเช่ือถือมากพอที่จะน าไปใช้ 

 

 



c 

 

Project name: Equation for Describing Correlation Energy of Uniform Electron Gas 

Author: Mr. Suttipan  Anusasnanan 

Advisor: Associate Professor Dr. Udomsilp  Pinsook 

Department: Physics 

Academic Years: 2018 

Abstract 

Dr. Teepanis  Chachiyo created the equation for describing the correlation energy of 

uniform electron gas for the full range of density, 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) = 𝑎 ∙ ln (1 +
𝑏

𝑟𝑠
+

𝑐

𝑟𝑠2
). 

This equation gives good comparison with the Quantum Monti-Carlo (QMC) results of Ceperley 

and Alder. Thus it is reasonable to use this equation for reference. J.P. Perdew and Yue Wang 

also created the equation that can describe the correlation energy of uniform electron gas for 

the full range of density and give reasonable results too. In this project, I created several 

equations for describing the correlation energy of uniform electron gas for the full range of 

density. I showed that my equations give reasonable comparison with the QMC results. 

Moreover, these equations are not too complex and the variation between the equations and 

the QMC results is equal or less than the variation of the Chachiyo equation.  

For example, I proposed the equation of the form 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) = 𝑘 ∙ 𝑙𝑛 (1 +
1

𝑎 ∙ 𝑟𝑠
1
2⁄ + 𝑏 ∙ 𝑟𝑠 + 𝑐 +

𝑑
𝑟𝑠

), 

where k = -1.6920 eV , a = 0.14484 𝑎0
−1

2⁄  , b = 0.44616 
1

𝑎0
 , c = 0.0184 , d = -0.0001648 𝑎0, 

and 𝑎0 is Bohr radius unit. 

By using data from J.P. Perdew and Alex Zunger, there are 13 points of data, the variation 

when the Chachiyo equation is used is  8.9 × 10−3𝑒𝑉2 , while the variation from the above 

equation is  5.1 × 10−3𝑒𝑉2 . 
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บทท่ี 1 

บทน า 

ท่ีมาและความส าคัญ 

จากทฤษฎีที่ได้มีการยอมรับมาแล้วของสมการอธิบายพลังงานสหสัมพันธ์ของก๊าซอิเล็กตรอนทั้งสองขอบเขต ความ

ท้าทายเกิดจากความจริงที่ว่าสมการอธิบายพลังงานสหสัมพันธ์ของก๊าซอิเล็กตรอนที่ขอบเขตทั้งสองน้ันไม่สามารถเชื่อมกัน

เป็นเส้นเดียวได้อย่างราบรื่นเหมือนอย่างทฤษฎีฟังก์ชั่นความหนาแน่น (DFT) ที่ต้องการความต่อเน่ืองราบรื่นของสมการ

พลังงานสหสัมพันธ์ของก๊าซอิเล็กตรอนที่ค่ารัศมีใดๆ 

มีวิธีการที่จะหาค่าพลังงานสหสัมพันธ์ของก๊าซอิเล็กตรอนที่อยู่ระหว่างขอบเขตทั้งสอง เช่น ท า QFT ให้ละเอียด

ยิ่งขึ้น หรือใช้วิธีการที่ไม่คิดการรบกวน หน่ึงในน้ันคือการสุ่มเชิงควอนตัมแบบมอนติคาร์โล (QMC) ที่ใช้การค านวณอินทิกรัล

เชิงเส้นจากฮามิลโตเนียนของก๊าซอิเล็กตรอนที่ทราบค่า ในช่วงรัศมี 1 ถึง 100 Bohr radius ซ่ึงวิธีน้ีได้รับการยอมรับว่ามี

ความแม่นย าสูงส าหรับการหาพลังงานสหสัมพันธ์ของก๊าซอิเล็กตรอน และยังแสดงให้เห็นว่าสมการอธิบายพลังงานสหสัมพันธ์

ของก๊าซอิเล็กตรอนที่ขอบเขตทั้งสองเชื่อมต่อกันอย่างไร แต่อย่างไรก็ตาม ผลลัพธ์ยังเป็นเพียงจุดข้อมูลที่ยังไม่ได้มีสมการมา

อธิบายประกอบที่ชัดเจน 

วิธีที่ง่ายที่สุดคือการสร้างสมการที่สามารถใช้อธิบายแทนจุดที่เกิดจาก QMC โดยที่ยังคงคุณสมบัติเชิงฟิสิกส์ไว้ได้ ซ่ึง 

ดร.ทีปานิส ชาชิโย สร้างสมการอธิบายพลังงานสหสัมพันธ์ของก๊าซอิเล็กตรอนที่รัศมีใดๆ ซ่ึงมีเพียง 2 พารามิเตอร์ คือ 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) = 𝑎 ∙ ln(1 +
𝑏

𝑟𝑠
+

𝑐

𝑟𝑠
2
) 

โดยเลือก a = ln(2)−1
𝜋2

 Rydberg , b = 20.4562557 𝑎0 , c = 20.4562557 𝑎02 

 ซ่ึงสมการน้ีมีความต่อเน่ืองราบรื่นและเหมาะกับการใช้ใน DFT นอกจากน้ี เม่ือเทียบกับผลของ QMC ที่ Ceperley 

และ Alder ได้ตีพิมพ์มาแล้ว ถือว่าสมเหตุสมผลคือค่าพลังงานสหสัมพันธ์ของก๊าซอิเล็กตรอนใกล้เคียงกันในระดับที่สามารถ

ยอมรับได้ ในช่วงรัศมี 1 ถึง 100 Bohr radius 

 

 

 

 

 

 

กราฟที่ 1,2 : กราฟแสดงเส้นสมการและเปอร์เซ็นความแตกต่างของจุดจากสมการเทียบจุดของมอนติ-คาร์โล 
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รูปแบบสมการอ่ืนๆที่สามารถอธิบายพลังงานสหสัมพันธ์ของก๊าซอิเล็กตรอน ได้ เช่น จากงานวิจัยของ J.P. Perdew 

และ Yue Wang ที่สร้างสมการอธิบายพลังงานสหสัมพันธ์ของก๊าซอิเล็กตรอนที่รัศมีใดๆ คือ 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) = −2𝐴(1 + 𝛼1𝑟𝑠)𝑙𝑛 (1 +
1

2𝐴(𝑎𝑟𝑠
1
2⁄ + 𝑏𝑟𝑠 + 𝑐𝑟𝑠

3
2⁄ + 𝑑𝑟𝑠

𝑝+1)
) 

โดยเลือก A =(-1* ln(2)−1
𝜋2

) hartree , 𝛼1 = 0.21370 𝑎0−1 , p = 1 , a = 7.5957 𝑎0
−1

2⁄  /hartree , b = 3.5876 𝑎0−1 

/hartree , c = 1.6382 𝑎0
−3

2⁄  /hartree , d = 0.49294 𝑎0−2 /hartree 

ซ่ึงสมการน้ีใช้พารามิเตอร์ถึง 6 ตัว แต่ก็ท าให้เม่ือเทียบกับผลของ QMC ที่ Ceperley and Alder ได้ตีพิมพ์มาแล้ว 

ถือว่าสมเหตุสมผลคือค่าพลังงานสหสัมพันธ์ของก๊าซอิเล็กตรอนใกล้เคียงกันในระดับที่สามารถยอมรับได้ ในช่วงรัศมี 1 ถึง 

100 Bohr radius และนอกจากน้ีสมการน้ีสามารถอธิบายพลังงานสหสัมพันธ์ของก๊าซอิเล็กตรอนที่ความหนาแน่นต่ า(𝑟𝑠 ≫ 1)

ได้แม่นย าสูง 

 

 

 

 

 

 

กราฟที่ 3,4 : กราฟแสดงเส้นสมการและเปอร์เซ็นความแตกต่างของจุดจากสมการเทียบจุดของมอนติ-คาร์โล 

พบว่ายังมีงานวิจัยที่เก่ียวข้องที่มีการระบุจ านวนข้อมูลมากขึ้น เช่น จากงานวิจัยของ J.P. Perdew และ Alex 

Zunger เป็นต้น ข้าพเจ้าจึงตั้งใจที่จะท าการทดสอบสมการกับข้อมูลที่มากขึ้น และปรับค่าหรือสร้างใหม่เพื่อให้ง่ายต่อการ

น าไปใช้ 
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วัตถุประสงค์ 

เพื่อสร้างสมการที่สามารถอธิบายพลังงานสหสัมพันธ์ของก๊าซอิเล็กตรอน ที่มีความแม่นย าสูงกับจ านวนข้อมูลที่มาก

ขึ้น มีความต่อเน่ืองราบรื่น และง่ายต่อการน าไปใช้คือมีพารามิเตอร์น้อยกว่า 6 ตัว 

ขอบเขตการศึกษา 

 ศึกษาพลังงานสหสัมพันธ์ของก๊าซอิเล็กตรอนแบบไม่โพลาไรซ์ในสถานะ paramagnetic จากการสร้างสมการที่ใช้

อธิบายโดยอิงจากข้อมูลแบบ QMC ที่มผีู้เสนอมาก่อนหน้าชนิด CA เท่าน้ัน และไม่ยุ่งเก่ียวกับพลังงานระดับพื้นเฉลี่ยต่อ

อิเล็กตรอนกับพลังงาน Hartree-Fock เฉลี่ยต่ออิเล็กตรอน 

ประโยชน์ท่ีคาดว่าจะได้รับ 

เข้าใจความสัมพันธ์ของค่าพลังงานสหสัมพันธ์ของก๊าซอิเล็กตรอน ผ่านสมการที่สร้างขึ้น และสมการมีความ

น่าเชื่อถือมากพอที่จะน าไปใช้อ้างอิงได้ 
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บทท่ี 2 

ทฤษฎีท่ีเกี่ยวข้อง 

ก๊าซอิเล็กตรอน คือแบบจ าลองที่มักน ามาใช้ในการศึกษาเรื่องราวเก่ียวกับ condensed-matter physics เป็นการ

น าอิเล็กตรอนอิสระมาอยู่รวมกันโดยมีความหนาแน่นคงที่ เพื่อให้ระบบเป็นกลางทางไฟฟ้า บริเวณที่ก๊าซอิเล็กตรอนอยู่ต้องมี

ประจุบวกขนาดเท่ากับประจุลบเป็นพื้นหลัง และเม่ือกล่าวถึงก๊าซอิเล็กตรอนจะมีการรายงานค่า QMC ที่ดีที่สุด และค่า

พลังงาน Hartree-Fock ของระบบน้ันด้วย 

พลังงานสหสัมพันธ์ของก๊าซอิเล็กตรอนเกิดจากผลต่างระหว่างค่าพลังงานพื้นที่วัดได้ กับค่าพลังงานพื้นที่ค านวณโดย

คิดว่าอิเล็กตรอนแยกจากกันชัดเจนสามารถหาได้จาก 

𝜀𝑐 = 𝜀𝐺𝑆 − 𝜀𝐻𝐹  

โดย 𝜀𝑐 คือพลังงานสหสัมพันธ์เฉลี่ยต่ออิเล็กตรอน , 𝜀𝐺𝑆 คือพลังงานระดับพื้นเฉลี่ยต่ออิเล็กตรอน , 𝜀𝐻𝐹 คือพลังงาน Hartree-

Fock เฉลี่ยต่ออิเล็กตรอน 

ส าหรับก๊าซอิเล็กตรอนเราสามารถหาความหนาแน่นได้ และก าหนดโดย 𝑛 = (
4

3
𝜋𝑟𝑠

3)
−1

, เม่ือ n เป็นความ

หนาแน่นของก๊าซอิเล็กตรอน ซ่ึงเกิดจากหน่ึงอิเล็กตรอนหารด้วยปริมาตรทรงกลมเฉลี่ยต่ออิเล็กตรอน เราเรียกตัวแปร 𝑟𝑠 ว่า

รัศมี Wigner-Seitz 

มีการพิจารณาพลังงานสหสัมพันธ์ของก๊าซอิเล็กตรอนที่อยู่ในสถานะ paramagnetic (PM) ใน 2 ขอบเขตคือที่

ความหนาแน่นต่ า(𝑟𝑠 ≫ 1)และที่ความหนาแน่นสูง(𝑟𝑠 ≪ 1)ดังน้ี 

ส าหรับพลังงานสหสัมพันธ์ของก๊าซอิเล็กตรอนขณะที่ความหนาแน่นก๊าซอิเล็กตรอนต่ า(low density limit) 

Wigner เสนอมาจากการเปลี่ยนไปใช้รูปแบบอย่างง่ายเช่นการคิดว่าอิเล็กตรอนเรียงตัวกันเป็นระเบียบคือเป็นผลึก และใช้การ

สร้างปริมาตรที่ครอบคลุมเพียงหน่ึงอิเล็กตรอน(Wigner-Seitz cell) เพื่อค านวนหาค่าพลังงานระดับพื้นเฉลี่ยต่ออิเล็กตรอน

ของระบบที่ทราบพลังงาน Hartree-Fock เฉลี่ยต่ออิเล็กตรอน การสั่นของผลึกอิเล็กตรอนจะได้ค่าแก้เป็นพลังงานสหสัมพันธ์

ซ่ึงเป็นตัวแทนของระบบคือ 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) = −
0.8757

𝑟𝑠
+
2.65

𝑟𝑠
3
2⁄
−
2.94

𝑟𝑠
2

 

โดยพลังงานอยู่ในหน่วย Rydberg และรัศมีอยู่หน่วย Bohr radius 

ส าหรับพลังงานสหสัมพันธ์ของก๊าซอิเล็กตรอนขณะที่ความหนาแน่นก๊าซอิเล็กตรอนสูง(high density limit)  Gell-

mann และ Brueckner ใช้ทฤษฎีสนามเชิงควอนตัม (QFT) เพื่อศึกษาสสารเชิงนิวเคลียร์ ซ่ึงเป็นวิธีการที่มีการรบกวนมา

เก่ียวข้อง และเม่ือท าอย่างละเอียดโดยใช้อนุกรมการรบกวนของ QFT ร่วมกับ Feynman diagram จึงได้พลังงานสหสัมพันธ์ 

น่ันคือ 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) = −0.094 + 0.0622 ln(𝑟𝑠) − 0.036(𝑟𝑠) + 0.018𝑟𝑠ln(𝑟𝑠) 

โดยพลังงานอยู่ในหน่วย Rydberg และรัศมีอยู่หน่วย Bohr radius 
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กราฟที่ 5 : กราฟพลังงานสหสัมพันธ์ของก๊าซอิเล็กตรอนจากสมการของ Wigner (ขอบเขตความหนาแน่นต่ า) และจากสมการ

ของ Gell-mann และ Brueckner (ขอบเขตความหนาแน่นสูง) เทียบผลเชิงมอนติ-คาร์โล 

จากสมการอธิบายพลังงานสหสัมพันธ์ของก๊าซอิเล็กตรอนที่รัศมีใดๆ ของ ดร.ทีปานิส  ชาชิโย 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) = 𝑎 ∙ ln(1 +
𝑏

𝑟𝑠
+

𝑐

𝑟𝑠
2
) 

พบว่าที่ความหนาแน่นก๊าซอิเล็กตรอนต่ า(low density limit) สมการจะมีรูปแบบคือ (พลังงานอยู่ในหน่วย Rydberg) 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) =
𝑎𝑏

𝑟𝑠
+
𝑎𝑐

𝑟𝑠
2
=
−0.6360

𝑟𝑠
+
−0.6360

𝑟𝑠
2

 

และที่ความหนาแน่นก๊าซอิเล็กตรอนสูง(high density limit) สมการจะมีรูปแบบคือ (พลังงานอยู่ในหน่วย Rydberg) 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) = 𝑎𝑙𝑛(𝑐) − 2𝑎 ln(𝑟𝑠) = −0.094 + 0.0622ln(𝑟𝑠) 

และจากสมการอธิบายพลังงานสหสัมพันธ์ของก๊าซอิเล็กตรอนที่รัศมีใดๆ ของ J.P. Perdew และ Yue Wang 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) = −2𝐴(1 + 𝛼1𝑟𝑠)𝑙𝑛 (1 +
1

2𝐴(𝑎𝑟𝑠
1
2⁄ + 𝑏𝑟𝑠 + 𝑐𝑟𝑠

3
2⁄ + 𝑑𝑟𝑠

𝑝+1)
) 

พบว่าที่ความหนาแน่นก๊าซอิเล็กตรอนต่ า(low density limit) สมการจะมีรูปแบบคือ (พลังงานอยู่ในหน่วย Rydberg) 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) =
−(

𝛼1
𝑑⁄ )

𝑟𝑠
+
(
𝛼1𝑐

𝑑2⁄ )

𝑟𝑠
3
2⁄

= −
0.867

𝑟𝑠
+
2.88

𝑟𝑠
3
2⁄
 

และที่ความหนาแน่นก๊าซอิเล็กตรอนสูง(high density limit) สมการจะมีรูปแบบคือ (พลังงานอยู่ในหน่วย Rydberg) 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) = 2𝐴𝑙𝑛(2𝐴𝑎) + 𝐴 ln(𝑟𝑠) + 2𝐴 [𝛼1 ln(2𝐴𝑎) − (
𝑏

𝑎
)
2

+
𝑐

𝑎
] (𝑟𝑠) + (𝐴𝛼1)𝑟𝑠ln(𝑟𝑠) 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) = −1.27 + 0.0622 ln(𝑟𝑠) − 0.284(𝑟𝑠) + 0.18𝑟𝑠ln(𝑟𝑠) 

ซ่ึงจะเห็นว่าสมการทั้งสองสามารถให้ค่าพลังงานสหสัมพันธ์ที่ขอบเขตความหนาแน่นต่ าใกล้เคียงสมการของ Wigner และให้

ค่าพลังงานสหสัมพันธ์ที่ขอบเขตความหนาแน่นสูงใกล้เคียงสมการของ Gell-mann และ Brueckner 
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บทท่ี3 

ระเบียบวิธีการท าโครงงาน 

ข้อมูลพื้นฐานท่ีใช้ 

 ในการศึกษาครั้งน้ีได้เลือกข้อมูลจากงานวิจัยของ J.P. Perdew และ Alex Zunger ซ่ึงมีข้อมูลที่ต้องการคือ 

𝑟𝑠 
Unpolarized Polarized 

CA RPA CA RPA 

0.01 -5.21 -5.82 -2.68 -3.32 

0.1 -3.30 -3.89 -1.72 -2.34 
0.5 -2.07 -2.65 -1.10 -1.68 

1 -1.62 -2.14 -0.86 -1.41 

2 -1.23 -1.68 -0.66 -1.15 

3 -1.01 -1.44 -0.55 -1.01 
4 -0.87 -1.27 -0.47 -0.91 

5 -0.77 -1.16 -0.42 -0.84 

6 -0.69 -1.06 -0.38 -0.79 
10 -0.51 -0.84 -0.29 -0.64 

20 -0.31 -0.58 -0.19 -0.47 

50 -0.16 -0.35 -0.10 -0.29 

100 -0.09 -0.23 -0.06 -0.20 

 

ตารางที่ 1 : พลังงานสหสัมพันธ์ต่อหน่ึงอิเล็กตรอนของก๊าซอิเล็กตรอนแบบไม่โพลาไรซ์ กับแบบโพลาไรซ์                       

CA : parametrized Ceperley-Alder , RPA : numerical random phase approximation โดยที่พลังงานอยู่ในหน่วย eV 

 

ระเบียบวิธีวิจัย 

1.ค้นหาข้อมูลเก่ียวกับสมการอธิบายพลังงานสหสัมพันธ์ของก๊าซอิเล็กตรอน ที่ได้ตีพิมพ์มาแล้ว และมีข้อมูลที่มีจ านวนข้อมูล

มากขึ้นและละเอียดขึ้น 

2.ทดสอบสมการกับข้อมูลที่มีจ านวนมากขึ้น พร้อมทั้งหาค่าความผิดพลาดจากสมการ  

𝑅2 =∑(𝑥𝑒𝑥𝑝 − 𝑥𝑓𝑛)
2

𝑛

𝑖=1

 

3.สร้างสมการใหม่หรือปรับค่าสมการเดิมและท าซ้ าข้อ2. เพื่อให้ค่าความผิดพลาด(R2) น้อยที่สุด หรือสามารถยอมรับได้ 



7 

 

ตัวอย่าง : การหาค่าพารามิเตอร์ของสมการอธิบายพลังงานสหสัมพันธ์ของก๊าซอิเล็กตรอน 

ขั้นที่ 1 เลือกรูปสมการที่จะใช้ 

ในที่น้ีเลือกรูปแบบ 𝜀𝑐(𝑟𝑠) = 𝑘 ∙ 𝑙𝑛 (1 +
1

{𝑟𝑠}
) โดยที ่{𝑟𝑠} คือกลุ่มฟังก์ชั่นขึ้นกับ 𝑟𝑠 และ k คือค่าคงที่ 

ขั้นที่ 2 เลือกพารามิเตอร์เบื้องต้นจากสมการที่ได้ตีพิมพ์มาแล้ว 

ในที่น้ีเลือกค่าจากสมการของ J.P. Perdew และ Yue Wang โดยใชค้่า A =(-1* ln(2)−1
𝜋2

)* 27.21138602 eV, 

b = (-2* ln(2)−1
𝜋2

) *3.5876 𝑎0−1  , c = (-2* ln(2)−1
𝜋2

) *1.6382 𝑎0
−3

2⁄   

จะได้ว่า k = A , {𝑟𝑠} = 𝑏𝑟𝑠 + 𝑐𝑟𝑠
3
2⁄   

ขั้นที่ 3 ดคู่าที่ได้และท าการปรับเบื้องต้น 

ในที่น้ีพบว่า จาก {𝑟𝑠} = 𝑏𝑟𝑠 + 𝑐𝑟𝑠
3
2⁄  ท าการคูณด้วย 2𝑟𝑠

−1
2⁄  จะให้ค่าความผิดพลาดได้น้อยกว่าและมีแนวโน้มที่ดี 

ขั้นที่ 4 ใช้กราฟเส้นตรงในการปรับค่า 

โดยการหาค่าผลต่างระหว่าง{𝑟𝑠}ที่เกิดจากการท าผกผันจากค่าพลังงานกับค่า{𝑟𝑠}จากสมการที่สร้างขึ้น ผลที่ได้เป็นดังน้ี 

 

 

 

 

 

จากน้ันเอาสมการเส้นตรงไปบวกค่า{𝑟𝑠}จากสมการที่สร้างขึ้น แล้วดูค่าที่ได้อีกครั้ง 

ขั้นที่ 5 ท าการปรับเฉพาะจุด 

จากกราฟข้างต้นจะเห็นว่าที่ค่ารัศมีน้อยๆ ค่าจะไม่ได้เรียงเป็นเส้นตรง จึงใชค้่าที่น้อยมากๆในการปรับ โดยที่ค่าน้ันต้องมีผล

เม่ือค่ารัศมีน้อยและไม่มีผลเม่ือค่ารัศมีมาก เช่น 0.0001
𝑟𝑠

 เม่ือเทียบกับค่ารอบข้างที่อยู่ในอันดับสิบก าลังลบสอง จะพบว่า 𝑟𝑠 

ตั้งแต่ 1 ท าให้ 0.0001
𝑟𝑠

 สามารถละทิ้งได้ แต่เม่ือ 𝑟𝑠 อยู่ในอันดับสิบก าลังลบหน่ึง จะพบว่า 0.0001
𝑟𝑠

 มีผลต่อค่ารอบข้างด้วย 
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บทท่ี 4 

ผลการศึกษา 

หลังจากที่เลือกข้อมูลของผลการทดลองเพื่อสร้างสมการที่จะน ามาใช้อธิบาย  และได้เห็นตัวอย่างของสมการที่

น ามาใช้อธิบายแล้ว จึงได้ท าการปรับค่าตัวอย่างสมการและได้ทดลองสร้างสมการอ่ืนที่มีแนวโน้มว่าจะเป็นสมการที่ใช้อธิบาย 

พร้อมทั้งหาค่าความผิดพลาด พบว่า  

.Chachiyo equation ที่ปรับค่าด้วยการบวกค่าคงที่ เพื่อให้ค่าความผิดพลาดรวมน้อยที่สุดส าหรับข้อมูลที่ใช้ 

ค่าคงที่น้ันอยู่ระหว่าง -0.023 eV ถึง -0.022 eV  

สร้างออกมาได้เป็นสมการคือ 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) = 𝑘 ∙ 𝑙𝑛 (1 +
1

𝑎∙𝑟𝑠
1
2⁄ +𝑏∙𝑟𝑠+𝑐+

𝑑

𝑟𝑠

)                                                         (1) 

 

เลือก k = -1.6920 eV , a = 0.14484 𝑎0
−1

2⁄  , b = 0.44616 1
𝑎0

 , c = 0.0184 , d = -0.0001648 𝑎0 โดย 𝑎0 คือหน่วย 

Bohr radius 

ซ่ึงผลที่ได้คือ 

𝑟𝑠(𝑎0) 𝜀𝑐-lab(eV) 𝜀𝑐-Fn(eV) 𝑅2((𝑒𝑉)2) 

0.01 -5.21 -5.22 1.0E-04 
0.1 -3.30 -3.24 3.6E-03 

0.5 -2.07 -2.10 9.0E-04 

1 -1.62 -1.64 4.0E-04 

2 -1.23 -1.23 0.00 
3 -1.01 -1.01 0.00 

4 -0.87 -0.87 0.00 

5 -0.77 -0.77 0.00 
6 -0.69 -0.69 0.00 

10 -0.51 -0.50 1.0E-04 

20 -0.31 -0.31 0.00 

50 -0.16 -0.16 0.00 
100 -0.09 -0.09 0.00 

 

 



9 

 

Function 𝑠𝑢𝑚𝑅2((𝑒𝑉)2) 𝑅2(𝑟𝑠 < 10)((𝑒𝑉)2) 𝑅2(𝑟𝑠 ≥ 10)((𝑒𝑉)2) จ านวนค่าคงที่ 
𝑑 ≠ 0 5.1E-03 5.0E-03 1.0E-04 5 
𝑑 = 0 0.22 0.22 1.0E-04 4 

 

โดยมีจุดเด่นและจุดด้อยดังน้ี 

1.ค่าความผิดพลาดที่ค่ารัศมีมากกว่าหรือเท่ากับ 2 มีค่าน้อยมากๆ และค่าความผิดพลาดรวมอยู่ในระดับที่ยอมรับได้ 

2.เม่ือให้ d เท่ากับ 0 ค่าความผิดพลาดที่รัศมีน้อยกว่าจนถึงเท่ากับ 1 จะมากจนมีผล ท าให้ค่าความผิดพลาดรวมมากเกินที่ระ

ยอมรับได้ 

3.จะมีจ านวนจริงบวกไม่เท่ากับศูนย์ค่าหน่ึงที่ท าให้ {𝑟𝑠} เท่ากับ 0 ส่งผลให้ค่ารัศมีที่น้อยกว่าค่าน้ันไม่สามารถห่าค่าพลังงาน

สหสัมพันธ์ของก๊าซอิเล็กตรอนโดยสมการน้ีได้ 

 

 

 

 

 

 

กราฟที่ 6,7 : กราฟแสดงเส้นสมการและเปอร์เซ็นความแตกต่างของจุดจากสมการเทียบจุดของมอนติ-คาร์โล 

 

 

 

 

 

 

กราฟที่ 8,9 : กราฟแสดงเส้นสมการและเปอร์เซ็นความแตกต่างของจุดจากสมการเทียบจุดของมอนติ-คาร์โล เม่ือ d=0 
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สร้างออกมาได้เป็นสมการคือ 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) = 𝑘 ∙ ln(1 +
𝑎

𝑟𝑠
+

𝑏

𝑟𝑠
3
2⁄
+

𝑐

𝑟𝑠
2)                                                          (2) 

โดยเลือก k = ln(2)−1
2𝜋2

∙ 27.21138602 eV , a = 20.4562557 𝑎0 , b = 2.4 𝑎0
3
2⁄  , c = 7𝜋 𝑎0

2  

โดย 𝑎0 คือหน่วย Bohr radius 

ซึ่งผลที่ได้คือ 

𝑟𝑠(𝑎0) 𝜀𝑐-lab(eV) 𝜀𝑐-Fn(eV) 𝑅2((𝑒𝑉)2) 

0.01 -5.21 -5.21 0.00 

0.1 -3.30 -3.31 1.0E-04 

0.5 -2.07 -2.08 1.0E-04 
1 -1.62 -1.62 0.00 

2 -1.23 -1.21 4.0E-04 

3 -1.01 -1.00 1.0E-04 
4 -0.87 -0.87 0.00 

5 -0.77 -0.77 0.00 

6 -0.69 -0.70 1.0E-04 

10 -0.51 -0.51 0.00 
20 -0.31 -0.31 0.00 

50 -0.16 -0.15 1.0E-04 

100 -0.09 -0.08 1.0E-04 

 

Function 𝑠𝑢𝑚𝑅2((𝑒𝑉)2) 𝑅2(𝑟𝑠 < 10)((𝑒𝑉)2) 𝑅2(𝑟𝑠 ≥ 10)((𝑒𝑉)2) จ านวนค่าคงที่ 

 1.0E-03 8.0E-04 2.0E-04 4 

 

 

 

 

 

 

กราฟที่ 10,11 : กราฟแสดงเส้นสมการและเปอร์เซ็นความแตกต่างของจุดจากสมการเทียบจุดของมอนติ-คาร์โล  
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สร้างออกมาได้เป็นสมการคือ 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) = −
1

2
𝑙𝑛 (1 +

2𝑎

𝑟𝑠
)                                                                             (3) 

เลือก a = 9.50 𝑎0    โดย 𝑎0 คือหน่วย Bohr radius 

ซึ่งผลที่ได้คือ 

𝑟𝑠(𝑎0) 𝜀𝑐-lab(eV) 𝜀𝑐-Fn(eV) 𝑅2((𝑒𝑉)2) 

0.01 -5.21 -3.78 2.05 

0.1 -3.30 -2.63 0.45 

0.5 -2.07 -1.83 0.058 

1 -1.62 -1.50 0.014 
2 -1.23 -1.18 2.5E-03 

3 -1.01 -1.00 1.0E-04 

4 -0.87 -0.88 1.0E-04 

5 -0.77 -0.78 1.0E-04 
6 -0.69 -0.71 4.0E-04 

10 -0.51 -0.53 4.0E-04 

20 -0.31 -0.33 4.0E-04 
50 -0.16 -0.16 0.00 

100 -0.09 -0.09 0.00 

 

Function 𝑠𝑢𝑚𝑅2((𝑒𝑉)2) 𝑅2(𝑟𝑠 < 10)((𝑒𝑉)2) 𝑅2(𝑟𝑠 ≥ 10)((𝑒𝑉)2) จ านวนค่าคงที่ 

 2.58 2.58 8.0E-04 1 

 

 

 

 

 

 

 

กราฟที่ 12,13 : กราฟแสดงเส้นสมการและเปอร์เซ็นความแตกต่างของจุดจากสมการเทียบจุดของมอนติ-คาร์โล 
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สร้างออกมาได้เป็นสมการคือ 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) = −
1

2
𝑙𝑛 (1 +

2𝑎

𝑟𝑠(1−𝑘𝑒
𝑚𝑟𝑠)

)                                                                    (4) 

เลือก a = 9.50 𝑎0  , k = 0.967 , m = -2.5  1
𝑎0

      โดย 𝑎0 คือหน่วย Bohr radius 

ซ่ึงผลที่ได้คือ 

𝑟𝑠(𝑎0) 𝜀𝑐-lab(eV) 𝜀𝑐-Fn(eV) 𝑅2((𝑒𝑉)2) 

0.01 -5.21 -5.21 0.00 

0.1 -3.30 -3.32 4.0E-04 
0.5 -2.07 -1.99 6.4E-03 

1 -1.62 -1.54 6.4E-03 

2 -1.23 -1.18 2.5E-03 

3 -1.01 -1.00 1.0E-04 
4 -0.87 -0.88 1.0E-04 

5 -0.77 -0.78 1.0E-04 

6 -0.69 -0.71 4.0E-04 

10 -0.51 -0.53 4.0E-04 
20 -0.31 -0.33 4.0E-04 

50 -0.16 -0.16 0.00 

100 -0.09 -0.09 0.00 

 

Function 𝑠𝑢𝑚𝑅2((𝑒𝑉)2) 𝑅2(𝑟𝑠 < 10)((𝑒𝑉)2) 𝑅2(𝑟𝑠 ≥ 10)((𝑒𝑉)2) จ านวนค่าคงที่ 

 0.017 0.016 8.0E-04 3 

 

 

 

 

 

 

 

กราฟที่ 14,15 : กราฟแสดงเส้นสมการและเปอร์เซ็นความแตกต่างของจุดจากสมการเทียบจุดของมอนติ-คาร์โล 
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สร้างออกมาได้เป็นสมการคือ 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) = −
1

2
𝑙𝑛 (1 +

2𝑎(1+𝑒−𝑟𝑠)

𝑟𝑠
)                                                                    (5) 

เลือก a = 9.50 𝑎0    โดย 𝑎0 คือหน่วย Bohr radius 

ซ่ึงผลที่ได้คือ 

𝑟𝑠(𝑎0) 𝜀𝑐-lab(eV) 𝜀𝑐-Fn(eV) 𝑅2((𝑒𝑉)2) 

0.01 -5.21 -4.12 1.19 
0.1 -3.30 -2.95 0.12 

0.5 -2.07 -2.07 0.00 

1 -1.62 -1.65 9.0E-04 
2 -1.23 -1.23 0.00 

3 -1.01 -1.02 1.0E-04 

4 -0.87 -0.88 1.0E-04 

5 -0.77 -0.79 4.0E-04 
6 -0.69 -0.71 4.0E-04 

10 -0.51 -0.53 4.0E-04 

20 -0.31 -0.33 4.0E-04 

50 -0.16 -0.16 0.00 
100 -0.09 -0.09 0.00 

 

Function 𝑠𝑢𝑚𝑅2((𝑒𝑉)2) 𝑅2(𝑟𝑠 < 10)((𝑒𝑉)2) 𝑅2(𝑟𝑠 ≥ 10)((𝑒𝑉)2) จ านวนค่าคงที่ 

 1.31 1.31 8.0E-04 1 

 

 

 

 

 

 

กราฟที่ 16,17 : กราฟแสดงเส้นสมการและเปอร์เซ็นความแตกต่างของจุดจากสมการเทียบจุดของมอนติ-คาร์โล 
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ดังน้ันสมการที่สร้างออกมาคือ 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) = 𝑘 ∙ 𝑙𝑛 (1 +
1

𝑎∙𝑟𝑠
1
2⁄ +𝑏∙𝑟𝑠+𝑐+

𝑑

𝑟𝑠

)                                                               (1) 

พบว่าที่ความหนาแน่นก๊าซอิเล็กตรอนต่ า(low density limit) สมการจะมีรูปแบบคือ (พลังงานอยู่ในหน่วย Rydberg) 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) =
−2𝑘

𝑏𝑟𝑠
+ (

1

2𝑏2
)

𝑘𝑎

𝑟𝑠
3
2⁄
= −

0.558

𝑟𝑠
−

0.045

𝑟𝑠
3
2⁄
                                      (1.1) 

และที่ความหนาแน่นก๊าซอิเล็กตรอนสูง(high density limit) สมการจะมีรูปแบบคือ (พลังงานอยู่ในหน่วย Rydberg) 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) = 𝑘𝑙𝑛 (1 +
1

𝑐
) −

𝑘𝑑

(𝑐)(𝑐+1)𝑟𝑠
= −0.499 −

0.0011

𝑟𝑠
                                (1.2) 

 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) = 𝑘 ∙ ln(1 +
𝑎

𝑟𝑠
+

𝑏

𝑟𝑠
3
2⁄
+

𝑐

𝑟𝑠
2)                                                                  (2) 

พบว่าที่ความหนาแน่นก๊าซอิเล็กตรอนต่ า(low density limit) สมการจะมีรูปแบบคือ (พลังงานอยู่ในหน่วย Rydberg) 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) =
𝑘𝑎

𝑟𝑠
+

𝑘𝑏

𝑟𝑠
3
2⁄
+

𝑘𝑐

𝑟𝑠
2 = −

0.636

𝑟𝑠
−

0.0746

𝑟𝑠
3
2⁄
−

0.684

𝑟𝑠
2                                                  (2.1) 

และที่ความหนาแน่นก๊าซอิเล็กตรอนสูง(high density limit) สมการจะมีรูปแบบคือ (พลังงานอยู่ในหน่วย Rydberg) 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) = 𝑎𝑙𝑛(𝑐) − 2𝑎 ln(𝑟𝑠) = −0.094 + 0.0622ln(𝑟𝑠)                                               (2.2) 

 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) = −
1

2
𝑙𝑛 (1 +

2𝑎

𝑟𝑠
)                                                                               (3) 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) = −
1

2
𝑙𝑛 (1 +

2𝑎

𝑟𝑠(1−𝑘𝑒
𝑚𝑟𝑠)

)                                                                  (4) 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) = −
1

2
𝑙𝑛 (1 +

2𝑎(1+𝑒−𝑟𝑠)

𝑟𝑠
)                                                                  (5) 

พบว่าที่ความหนาแน่นก๊าซอิเล็กตรอนต่ า(low density limit) สมการจะมีรูปแบบคือ (พลังงานอยู่ในหน่วย Rydberg) 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) = −(
𝑎

𝑟𝑠
) = −

0.698

𝑟𝑠
                                                          (3.1,4.1,5.1) 

และที่ความหนาแน่นก๊าซอิเล็กตรอนสูง(high density limit) สมการจะมีรูปแบบคือ (พลังงานอยู่ในหน่วย Rydberg) 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) = −
1

2
𝑙𝑛(2𝑎) +

1

2
ln(𝑟𝑠) = −1.47 + 0.5 ln(𝑟𝑠)                                    (3.2) 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) = −
1

2
𝑙𝑛(2𝑎) +

1

2
ln(𝑟𝑠) +

1

2
ln(1 − 𝑘𝑒𝑚𝑟𝑠) = −2.90 + 0.5 ln(𝑟𝑠) + 0.95𝑟𝑠                     (4.2) 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) = −
1

2
𝑙𝑛(2𝑎) +

1

2
ln(𝑟𝑠) −

1

2
ln(1 + 𝑒−𝑟𝑠) = −1.72 + 0.5 ln(𝑟𝑠) − 0.5𝑟𝑠                        (5.2) 
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สรุป 

ในการสร้างสมการที่สามารถอธิบายพลังงานสหสัมพันธ์ของก๊าซอิเล็กตรอน ที่มีความแม่นย าสูงกับจ านวนข้อมูลที่

มากขึ้น มีความต่อเน่ืองราบรื่น และง่ายต่อการน าไปใช้คือมีพารามิเตอร์น้อยกว่า 6 ตัว ผลปรากฏว่าสามารถสร้างได้ทั้งสิ้น    

5 สมการ โดยที่สองสมการแรกมีค่าความผิดพลาดที่น้อยกว่า Chachiyo equation ในขณะที่อีกสามสมการที่เหลือน้ันมีค่า

ความผิดพลาดที่มากกว่า Chachiyo equation 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

กราฟที่ 2,7,9,13,15,17 : กราฟแสดงเปอร์เซ็นความแตกต่างของจุดจากสมการเทียบจุดของมอนติ-คาร์โล โดยสมการของ  

ดร.ทีปานิส  ชาชิโย(สีฟ้า) กับสมการที่สร้างขึ้น ที่1(เทา) ที่2(เหลือง) ที่3(น้ าเงิน) ที่4(เขียว) ที่5(ม่วงน้ าเงิน) 
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ฉะน้ันแล้วสมการที่สามารถใช้อ้างอิงเพื่ออธิบายพลังงานสหสัมพันธ์ของก๊าซอิเล็กตรอนทุกค่าความหนาแน่น      

(ทุกค่ารัศมี)คือ 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) = 𝑘 ∙ 𝑙𝑛(1 +
1

𝑎 ∙ 𝑟𝑠
1
2⁄ + 𝑏 ∙ 𝑟𝑠 + 𝑐 +

𝑑
𝑟𝑠

) 

ที่สามารถใช้อธิบายพลังงานสหสัมพันธ์ที่ขอบเขตความหนาแน่นปานกลางถึงต่ าได้ดีกว่าสมการของดร.ทีปานิส ชาชิโย และ 

𝜀𝑐(𝑟𝑠) = 𝑘 ∙ ln(1 +
𝑎

𝑟𝑠
+

𝑏

𝑟𝑠
3
2⁄
+

𝑐

𝑟𝑠
2
) 

ที่สามารถใช้อธิบายพลังงานสหสัมพันธ์ที่ขอบเขตความหนาแน่นปานกลางถึงสูงได้ดีกว่าสมการของดร.ทีปานิส ชาชิโย 

ทั้งน้ีหากข้อมูลที่ใช้มีความละเอียดไม่มาก(เลขนัยส าคัญไม่เกิน3ตัว) ก็จะยังสามารถประมาณได้ด้วยสมการของ    

ดร.ทีปานิส ชาชิโย ได้เช่นกัน 

ส่วนสามสมการที่เหลือถึงแม้จะอยู่ในรูปที่ใช้ได้ง่ายแต่ยังไม่ดีพอที่จะเอามาใช้อ้างอิงได้ 
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