
ทฤษฎีและสถิติที่เกี่ยวข้อง

วัตถุประสงค์หลักในการทำวิจ ัยน ี เพ ื่อทำการศึกษาและเปรียบเทียบค่าความสัมพันธ์ของ 

ค่าสุดปลาย (Extreme Values) ของตัวแปรสุ่ม 2 ตัว โดยเรียกส่วนนี้ว่า Tail Dependence ของตัว 

แปรสุ่ม 2 ตัว ท ี่ม ีความสัมพันธ์ก ันและนำผลที่ได ้มาประยุกต์ใช้ก ับการประเมินมูลค่าของตราสาร 

อนุพ ันธ์ (Collateralized Dept Obligations : CDO) โดยทำการศึกษาและเปรียบเทียบการแจกแจงทั้ง 

3 แบบ คือ การแจกแจงแบบปกติ, การแจกแจงแบบที และ การแจกแจงแบบดับเบ ิ้ลท ี ภายใต้ 

สถานการณ์ต่าง ๆ ดังที่ได้กล่าวไว้ในขอบเขตการวิจัยในบทที่ 1

ในบทนี้จะกล่าวถึงรายละเอียดของทฤษฎีและการแจกแจงที่เก ี่ยวข้องกับการวิจ ัย โดยมี 

ทฤษฎี ที่เกี่ยวข้องดังนี้

2.1 Correlation

ส ัมประส ิทธ ิสหส ัมพ ันธ ์ (Correlation Coefficient) ระหว่าง X  และ Y
1.. ‘ '" ‘'น .

a x < J Y

โดยที่ Cov[X,Y]  เป็น Covariance ระหว่าง X  และ Y 

Cov[X,Y] = E[XY]-E[X]E[Y]

และ cr2[X] , a 2[Y] เป็น Variance ของ X  และ Y
สัมประสิทธิสหสัมพ ันธ์เช ิงเส ้นเป ็นหน่วยวัดสัมประสิทธิความสัมพ ันธ์เช ิงเส ้น 

ในกรณีที่ต ัวแปรสุ่มไม่มีความสัมพันธ์ก ัน p [ X , Y \  = 0 ซึ่งค่า Cov[X,Y] = 0 โดยที่การ 

แจกแจงที่ไม่มีค ว าม ส ัม พ ัน ธ ์ก ัน น ัน  เราจะเรียกการแจกแจงนี้ว่า Spherical Distribution

ตัวอย่าง เช่น การแจกแจงแบบ Standard Multivariate Normal โดยท่ี X  และ Y มีการแจกแจง 

ส่วนริมเป็น Standard Normal N(0.1) ที่มีค''าสัมประส ิท ธ สิหส ัมพ ันธ์เป ็น 0 โดยมีภาพแสดงการ 

กระจายของจุดตัวอย่างจำนวน 1,000ชุดดังภาพ 1.3

ฯ
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ภาพ 2.1 Standard Multivariate Normal ซงมค่า P เปน 0

ในกรณ ีท ี่ต ัวแปรส ุ่มม ีความส ัมพ ันธ ์ก ันอย ่างสมบ ูรณ ์โดยม ีความส ัมพ ันธ ์ก ันเป ็นเช ิงเส ้น 

เช่น Y  = aX + b  หรือ P [ Y  = aX + b]  = 1 , V a e « |{0 }  , ôe 'J Î 

เราจะได้ว่า P [XJ] = ±1

และในกรณีท่ีตัวแปรส ุ่มมีความสัมพันธ์ก ันอย่างไม'สมบูรณ ์-\<pyx,Y\ < 1  

ซึ่งทั้งสองกรณีหลังนี้มีการแจกแจงที่เรียกว่า Elliptical Distribution 

ตัวอย่าง เช่น การแจกแจงแบบ Standard Multivariate Normal โดยท่ี X และ Y มีการแจกแจง 

ส่วนริมเป็น Standard Normal N{0,l) ท ี่ม ีค ่าส ัมประส ิทธ ิสหส ัมพ ันธ ์เป ็น 0.7โดยมีภาพแสดงการ 

กระจายของจุดตัวอย่างจำนวน 1,000จุด ตังภาพนี้

2 
1.5 

1
0.5 

Y 0 

-0.5 

-1 

-1.5

2-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
X

ภาพ 2.2 Standard Multivariate Normal ซงมีค่า P เปน 0.7
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2.2 Copula

Copula เป ็นการแจกแจงร ่วมของต ัวแปรส ุ่ม  ท ตัว โดยแต ่ละต ัวม ีการแจกแจงส ่วนร ิม 

(Marginal Distribution) เปนการแจกแจงแบบเอกรูป (Uniform Distribution) บนช่วง [0,1] คือ 

C ะ [อ , 1 ]  " - > [ 0 , 1 ]  ซึ่งม ีค ุณสมบัต ิด ังน ี ้

1. C(x,,...,x„) เป ็นพังก์ช ันเพิ่มขึ้นในทุกๆ X,

2. C ( l,. . . , l,x ,, l, . . . , l)  = X, ท ุก I

3. สำหร ับท ุกๆ («1,...,«,1) , (สิ1,...,ส ิ,,)e [0 , l ] "  โดย a 1 < สิ,. เราจะได้ว่า

± - ± c - i > ....... 'C(%,........

โดย Xy 1)=  ai และ Xy2)=bj สำหร ับท ุกๆ je  { l , ...,«} 

ในที่นี้เราจะศึกษา 2 Distribution ด ังน ี้

2.2.1 Gaussian Copula or Normal Copula สำหรับตัวแปรสุ่ม 2 ตัวมีรูปแบบ ดังนี

<D '(v)O-'(v)
c ? 'U -> ')=  1 1

2tt ( 1 — /ว»2 ) 2
exp

-( .ร2 -  2pst +12 )

2 0 -p 1)
dsdt

เมื่อ -1 < p[X,Y] < 1 และ 0 เปีน Univariate Standard Normal Distribution Function 

โดยมีภาพแสดงการกระจายของจุดตัวอย่าง จำนวน 1,000 จุด ดังภาพนี้

X

ภาพ 2.3 Gaussian Copula ท ี่ม ีคำส ัมประส ิทธ ิสหส ัมพ ันธ ์เป ็น 0.7
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2.2.2 t-Distribution Copula สำหรับตัวแปรสุ่ม 2 ตัวมีรูปแบบ ตังนี้

c ,  M  -  T  ] ’
1 -i- ( * 2- 2 ps t 4-1 ^

(1-P-)Y1 V( I V )

J (2+2

dsdt

เมอ เปน Inverse Distribution Function ของ Standard Univariate t ด้วยระดับขันความ

เสรี V โดยมีภาพแสดงการกระจายของจุดตัวอย่างจำนวน 1,000 จุดดังภาพนี้

ภาพ 2.4 t-Copula ท ี่ม ีค ่าส ัมประส ิทธ ิสหส ัมพ ันธ์เป ็น 0.7
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2.3 การแจกแจงแบบปกติ

นิยาม การแจกแจงแบบปกติหนงตัวแปร (บทivariate Normal Distribution)

ตัวแปรสุ่ม X มีการแจกแจงปกติ หรือ การแจกแจงแบบเกาส์ ด้วยพารามิเตอร์ // และ CT2 

เขียนแทนด้วย X ~ n(ju,ct2) ถ้า X ม ีฟ ิงถ ้ช ันความหนาแน่นของความน ่าจะเป ็น (Probability 

Density Function) เปน

f (x )  = / ( . y ; แ , O-2 ) =  —JY= e -  oc <  x  <  00

และ -o c < /y < x ,0 < c r2 <oo

โดยที่ ท -  3.14159... และ e = 2.71828...

เมื่อ // เป็นพารามิเตอร์แสดงตำแหน่งของการแจกแจง

° 2 เป็นพารามิเตอร์แสดงขนาดของการแจกแจง 

ถ้าตัวแปรสุ่ม X มีการแจกแจงแบบปกติ จะได้ว่า

1. ค่าเฉลี่ยของตัวแปรสุ่ม X
E{x )=M

2. ค่าความแปรปรวนของตัวแปรสุ่ม X
Var(x)~ a2

3. ส ัมประส ิทธิความเบ ้

7 \ =0
4. ส้มประสิทธิความโด่ง

y 3 =0

นิยาม การแจกแจงแบบปกติสองตัวแปร (bivariate normal distribution)

ต ัวแปรสุ่ม (X,Y)T นีการแจกแจงปกติสองตัวแปร ด้วยพารามิเตอร์ ,น ,,p2,cr{ และ ๐-2 

เข ียน แท น ด ้วยส ัญ ล ักษ ณ ์ (X,Y)t ~ N2(//15/ / 2 5(J,2,o\,p) ถ้า {X,Y)r มีทัเงก0’ช ันความ 

หนาแน่นร่วมเป็น

f i x , y ) = f (•*,y ,Ml , / บ ุ  , ๐ ' I2 , ๐ '22 , > ๐ ) = ------------- 1 , g 2 , - c c < . Y < c o , - c o < y < o o
2;rcr|o-2 y i -  yO2

เมื่อ 9 = l - p 2 - 2  P X-Mi y-M 2 y - V  2
\  '•บ A  ^2  y

- o c  <  / / ,  <  0 0 , -  00 <  /y  2 <  0 0 , 0  <  CT2 <  o c , 0  < ๐ • 2 <  0 0 1 <  <  1และ
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2.4 การแจกแจงแบบที

นิยาม การแจกแจงแบบทีหนึ่งตัวแปร (Univariate t Distribution)

ตัวแปรสุ่ม X มีการแจกแจงความน่าจะเป็นแบบที ด้วยระดับขั้นความเสรี V เขียนแทน 

ด้วย X  ~ f(v) ถ้า X  มีท ีงก์ช ันความหนาแน่นของความน่าจะเป็น (Probability Density Function) 

เป็น

/ M = / b ;  v)=
r V + ท

- ไ
2,

1

f1 + (v+l)/2

l  v )

GO <  X  <  0 0

และ

เมื่อ

V = 1,2,3,...

V เป็นพารามิเตอร์แสดงรูปร่างของการแจกแจง 

ถ้าตัวแปรสุ่ม X  มีการแจกแจงแบบที จะได้ว่า

1. ค่าเฉลี่ยของตัวแปรสุ่ม X
E{x)= 0, V >  1

2. ค่าความแปรปรวนของตัวแปรสุ่ม X
Var{x) = - ^ — , V > 2

3. ส ้มประส ิทธิความเบ ้

4.

7 \ = 0 ,
ส้มประสิทธิความโด่ง

Ï I  =
3(v-2)

V > 3

V > 4

นิยาม การแจกแจงแบบทีสองตัวแปร (Bivariate t Distribution)

ตัวแปรสุ่ม (x , y )t มีการแจกแจงความน่าจะเป็นแบบทีสองตัวแปร ด้วยระดับขั้นความเสรี 

V ถ้า (X,y)T มีท ีงก์ช ันความหนาแน่นร่วมเป็น

f { x ,y ) = f { x ,y ,v ,p )= m

M r J  V1- ^ 2 1 +

________1

X 2 -  2 p x y  + y 

v(! -  P 1 )

2 \(>'+2)/2

เมอ - 0 0 < X < 3 0 , - 3 0 < ^ < 0 C  และ —1 < P < 1, V = 1,2,3,...
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น ิยาม การแจกแจงแบบต ับ เบลท ีหน ึ่งต ัวแปร
ต ัวแปรช ุ่ม  X ม ีการแจกแจงความน ่าจะเป ็น แบ บ ต ับ เบ ิ้ลท ี ถ ้ากำห น ดให ้ M และ Z  เป็น 

ต ัวแป รช ุ่มท ี่ม ีการแจกแจงแบ บ ท ีท ี่อ ิสระต ่อก ัน  และ X = M + Z
การว ิจ ัยคร ั้งน ี้ต ้องการศ ึกษ าการแจกแจงด ับ เบ ิ้ลท ีท ี่ม ีค ่าเฉล ี่ย เป ็น 0 ค ่าความแปรปรวนเป ็น 1 

จ ึง ก ำห น ด ใ ห ้M  และ Z ม ีก ารแ จก แ จ งแ บ บ ท ีท ี่ม ีค ่า เฉ ล ี่ย เป ็น  0 ค ่าค วาม แป รป รวน เป ็น  1 และม ี 
ร ูปแบบฟ ้งก ์ช ัน เป ็น

X =Ü]M + 6 ,z

ซึ่ง O c a ,  <1 ,0 < 6 เ  <1 และ bx = น ี้! - a,2

น ิยาม การแจกแจงแบบต ับ เน ี้ลท ีสองต ัวแปร
ใน ก ารว ิจ ัยค ร ั้งน ี้ต ้อ งก ารจะศ ึก ษ า ก ารแจก แ จ งต ับ เบ ิ้ล ท ีส อ งต ัวแ ป รท ี่ม ีค ่า เฉ ล ี่ย เป ็น  0 ค่า 

ความแปรปรวนเป ็น  1 ม ีค ่าส ้มป ระส ิท ธ ิส ห ส ัมพ ัน ธ ์ระห ว ่าง X และ Y เป็น rho = aia2 ม ีร ูปแนบ 
ท ีงก ์ช ันของ X และ Y เป็น

X = a ,M  + 6 ,Z 1 
Y =  a ,M  + 6 , z ,

เมื่อ M , Z 1 และ z 2 ม ีการแจกแจงแบบท ี ซ ึ่งม ีค ่าเฉล ี่ยเป ็น  0 ค ่าความแปรปรวนเป ็น  1 และ 
เป ็นอ ิสระซ ึ่งก ัน และก ัน  ม ีค ่าพ าราม ิเต อ ร ์ค ือ  O c a ,  <1 , 0 c 6, < 1 ,6 , = น ี้1 - a j 2 และ O c a ,  <1 , 
0 < 6 ,  < 1 ,6 , = น ี้1 — a,2

2.5 การแจกแจงแบบตับฌิ้ลที
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สามารถแสดงรูปแบบการแจกแจงที่ต่าง ๆ กันได้ดังรูปภาพข้างล่างนี้

ภาพ 2.5 แสดงฟ้งก์ชันความหนาแน่นของการแจกแจงแบบปกติ, การแจกแจง 

แบบที และการแจกแจงแบบดับเบิลทีตามลำดับ เมื่อมีค่าเฉลี่ยเป็น 0 และความ 

แปรปรวนเป็น!

X

ภาพ 2.6 แสดงฟิงก์ชันการแจกแจงสะสมของการแจกแจงแบบปกติ, การแจกแจง 

แบบที และการแจกแจงแบบดับเบิ้ลที เมื่อมีค่าเฉลี่ย 0 และความแปรปรวน 1



15

2.6 การแจกแจงแบบ!ลขชี้ถ้าลง

นิยาม การแจกแจงแบบเลขชีกำลัง (Exponential Distribution)

ต ัวแปรสุ่มค ่าไม่เป ็นลบ .V มีการแจกแจงแบบเลขชี้กำลัง ที่ม ีพารามิเตอร์ À เขียนแทน 

ด้วย X - Exp(À) ถ้า X มีฟ้งก์ชันความหนาแน่นเป็น

/ พ = /  M ) ;

หรืออาจนิยามในรูปแบบ

X  > 0
X  > 0

/ (x )= /(x ;/? )  =
- x / p

P
0

0 < X  <  0 0  ; / ?  >  0 

X  >  0

ถ้าตัวแปรสุ่ม X มีการแจกแจงแบบเลขชี้กำลัง จะได้ว่า

1. ค่าเฉลี่ยของตัวแปรสุ่ม X

2. ค่าความแปรปรวนของตัวแปรสุ่ม X
Var{x)=~

ตัวแปรสุ่มเลขชี้กำลังมีคุณสมบัติพิเศษ คือ ไม่มีความจำดังทฤษฎีนี้

ทฤษฎืบท คุณสมบัติไม่มีความจำของการแจกแจงแบบเลขชี้กำลัง

ถ้า X มีการแจกแจงแบบเลขชี้กำลัง X Exp(A) จะได้ว่า 

p(x > a + b\x >a)= p(x >b) , a, b > 0



16

2.7 T a il Dependence

เป ็นการศึกษาความสัมพันธ์ของค่าที่ส ุดปลาย (Extreme Values) ของตัวแปรสุ่ม เรียก 

ความสัมพ ันธ์น ี้ว ่า Tail Dependence!ดยมีการแจกแจงส่วนริมของตัวแปรสุ่มเป ็นการแจกแจง 

แบบต่อเน ื่อง และสามารถวัดหาความสัมพันธ์ของฟ้งก์ช ันให้อยู่ในรูปแบบ Copula ได้ โดยเป็น 

พิงก์ชันเพิ่มอย่างแน่นอนภายใต้เงื่อนไขของการแปลงข้อมูล

นิยาม ใ ห X้ และ Y เป็นตัวแปรสุ่มที่ม ีฟ ิงก์ช ันการแจกแจงแบบ/’, และ / ’2 สัมประสิทธิของ Tail 

Dependence ของ X และ Y มีค่าเปน

= โ

โดยมีเงื่อนไขว่า re  [0,1]

ถ้า re (0 ,l] เราจะได้ว่า X และ Y มีความสัมพันธ์กันอย่างแน่นอน 

ถ้า r = 0 เราจะได้ว่า X และ Y อิสระจากกัน

2.8 การจำลองแบบด้วยเทคนิคมอนติคาร์โล (Monte Carlo Simulation Technique)

เทคนิคมอนติคาร์โล เป็นการทดลองโดยใช้ตัวเลขสุ่มมาช่วยในการหาคำตอบของปิญหาที่ 

ยังไม'แน่ใจในผลที่จะเกิดขึ้น เพราะเลขสุ่มมีประโยชน์หลายประการ คือ

1. ทำให้การเลือกตัวอย่างไม,มีความเอนเอียงในการสำรวจ หรือทดลองในเร ื่องน ี้น  ๆ 

พังนีเพราะเลขสุ่มมาจากแนวคิดเกี่ยวกับการคำนวณความน่าจะเป็น

2. เลขส ุ่มจะทำให ้ได ้มาซ ึ่งร ูปแบบต ่าง ๆ หร ือว ิธ ีการท ี่สล ับซ ับช ้อน  โดยการสร้าง 

สถานการณ์จำลอง (Simulation)

3. การใช ้เลขส ุ่มอาจทำเพ ื่อศ ึกษาค ุณสมบ ัต ิทางทฤษฎ ีของกระบวนการทางสถ ิต ิ ที่มี 

ความสำค ัญสำหรับการประมาณค่าตลอดจนนำไปส ู่คำอธ ิบายเก ี่ยวก ับอำนาจการ 

ทดสอบทางสถิติ (Power of statistic test)

4. เพื่อหาคำตอบในปิญหาทางคณิตศาสตร์โดยจะพิจารณาจากการแจกแจงความน่าจะเป็น 

ของป็ญหานี้น ๆ

หลักการของเทคนิคมอนติคาร์โล คือ การนำเลขสุ่มมาประยุกต์ใช้ในการแก้ปิญหาต่าง ๆ ท่ี 

สนใจศึกษาถึงผลสรุป1ของรัเญหานี้น ๆ โดยมีขึ้นตอนสำคัญ 3 ขึ้นตอนตังนี้



17

ขั้นตอนท่ี 1 การสร้างเลขสุ่ม (Generate random number) การสร้างเลขสุ่มจะกำหนดให้ 

มีการแจกแจงแบบยูนิฟอร์มในช่วง [0,1] และเป ็นอ ิสระซ ึ่งก ันและกัน จากนั้นนำเลขสุ่มนี้ไปสร้าง 

ตัวแปรตามลักษณะการแจกแจงที่ต้องการในปิญหาที่ศึกษา เพื่อเป็นข้อมูลปัญหานั้น ๆ

ขั้นตอนที 2 การประยุกต์ปัญหาที่ต้องการกิกษาโดยใช้เลขสุ่ม ขั้นตอนนี้ข ึ้นอยู่ก ับปัญหาที่ 

ศึกษา ซึ่งเป็นขันตอนที่นำเลขสุ่มมาใช้ในการหาค่าต่าง ๆ ตามปัญหาที่ต้องการตามสูตรการคำนวณ 

ในปัญหาที่ศึกษา

ขั้นตอนที 3 การทดลอง เม ื่อประย ุกต ์ป ัญหาที่ต้องการศึกษาโดยใช้เลขสุ่มแล้ว ขั้นตอน 

ต่อไป คือ การทำวิธีการนันชำ ๆ กัน (Replication) จำนวนหลายครั้ง โดยถือว่าการทำชา ๆ กันนั้น 

เป็นวิธีการเก็บรวบรวมข้อมูลให้มีจำนวนมากเพื่อลดความไม่แน่นอนของคำตอบ

จากหลักการของเทคนิคมอนติคาร์โล การใช้เลขสุ่มเพื่อเป็นพื้นฐานในการหาคำตอบของ 

ปัญหา เป ็นวิธ ีการที่จะนำไปสู่แนวคิดในทางทฤษฎีท ี่เก ี่ยวข ้องกับการคำนวณ โดยเฉพาะทฤษฎี 

ความน่าจะเป็นที่จะนำไปสู่การล้างอิงผลสรุปในสถานการณ์ของข้อมูลจริง เพราะไม,มีผลกระทบ 

จากเรื่องอื่น ๆ เข้ามาเกี่ยวข้องในการทดลองเมื่อทำชำ ๆ กันเป็นจำนวนมากแล้ว ความคลาดเคลื่อน 

อย่างสุ่มที่เก ิดขึ้นในการวิเคราะห์หาค่าต่าง ๆ ในแต ่ละครั้งจะหมดไป (Counter Balance) จาก 

ขันตอนเทคนิคมอนติคาร์โล สามารถเขียนแผนผังไต้ดังนี้

แผนผังท่ี 2.1 แผนผังเทคนิคมอนติคาร์โล

ประยุกต์ใช้ข ้อมูลตามปัญหาที่ศ ึกษา

บ ันทึกผลที่ได ้

ไม่ครบ
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