
บทที่ 2

ทฤษฎี และ แนวค ิดท ี่เท ี่ยวข ้อง

งานวิจัยนีเกี่ยวข้องกับดวงจันทร์ที่กระทำกับอนุภาควงแหวนขโดยใช้ข้อมูลของดาวเสาร์ 
ดาวเคราะห์ที่มีวงแหวนพบตั้งแต่ดาวพฤหัสบดีถึงดาวพลูโตซึ่งตำแหน่งของดาวอยู่ระหว่างแถบ 
ดาวเคราะห์น้อย ถึง แถบไคเปอร์เรียกว่าดาวเคราะห์รอบนอก(Outer Planet)!ด้แก่ดาวพฤหัสบดีถึง 
ดาวณปจูน และ ตำแหน่งของแถบไคเปอร์ขึ้นไปเรียกว่าดาวที่อยู่ถัดจากณปจูน(Trans-Neptunian 
Object)!ด้แก่ดาวพลูโต การกำเนิดของวงแหวนดาวเคราะห์ถูกอธิบายสาเหตุน่าจะเป็นไปได้เกิด 
จากการแตกตัวของดาวบริวาร, ดาวหาง และ ดาวเคราะห์น้อยเข้ามาใกล้บริเวณท่ีเรียกว่าขอบเขต 
โรช(Roche limit) ทำให้เกิดการแตกตัว และ โดยมีดวงจันทร์ของดาวเสาร์ทำหน้าที่เป็นดาวผู้ให้ 
กำเนิดเกิดการรวมกันของอนุภาควงแหวนจนกลายเป็นวงแหวนโดยใช้ทฤษฎีของทีมงานของเดอ 
โมท,โกลด์ และ เมอเลย์ และ หน้าที่ควบคุมอนุภาควงแหวนเป็นของทฤษฎีของทีมงานโกลด์ริช 
และทรีเมน ทฤษฎีของทังสองใช้ขอบเขตโรช, ขนาดของดาวบริวาร และ การหมุนรอบตัวเอง
ของดวงจันทร์เป็นตัวอธิบายหน้าที่ที่แตกต่างกันของดวงจันทร์ที่มีต่ออนุภาควงแหวน

2.1 ข ้อตกลงของป ัญ หาว ัตถ ุสามช ิ้นกรณ ีจำก ัด  และ การพ ิจารณาภายใต ้กรอบอ ้างอ ิงหม ุน

ทฤษฎีในงานวิจัยเป็นทฤษฎีท่ีใช้ในป็ญหาวัตถุสามช้ินในกรณีจำกัดซ่ึงอธิบายถึงการเคลื่อนที่ 
ของวัตถุชิ้นที่สามโดยมีการกำหนดให้มวลโน้มถ่วงของวัตถุชิ้นที่สามมีค่าเข้าใกล้ศูนย์ทำให้ไม,มีผล 
ต่อการเคลื่อนที่ของวัตถุชิ้นที่หนึ่งและวัตถุชิ้นที่สองโคจรรอบจุดศูนย์กลางมวลโดยมีทางโคจรเข้า 
ใกล้ทางโคจรแบบวงกลม (e -> 0) และ ตำแหน่งของวัตถุชิ้นที่หนึ่งและสองอยู่ในแนวเดียวกันกับ 
แนวเล้นศูนย์สูตรของดาวเสาร์ ข้อมูลของยานอวกาศวอยเยเจอร์2 และ โพณียท เป็นการสังเกต 
ผลในลักษณะติดตามเหตุการณ์น้ันซึ่งเป็นเง่ือนไขการพิจารณาผลภายใต้กรอบอ้างอิงหมุน

2.1.1 ขอบเขตของโรช

ขอบเขตของโรช(Roche limit) คือระยะทางน้อยที่สุดที่วัตถุบนท้องฟ้าสามารถอยู่ร่วมกันได้ 
อนุภาควงแหวนตามคำอธิบายของโรชเกิดจากการแตกตัวของวัตถุเนื่องมาจากแรงการโป่งตัวของ 
ดาวเสาร์สามารถเอาชนะแรงยึดเหนี่ยวของวัตถุหันเมื่อเคลื่อนที่เข้ามาใกล้ขอบเขตโรชจะทำให้เกิด 
การแตกตัวออกของวัตถุหันได้ดังแสดงจากรูปที่1 ตัวอย่างของขอบเขตโรชคือการแตกตัวของ



ดาวหางชูมาร์คเกอร์-เรวี9(Shoemaker-Levy9)%3เป็นผลมาจากดาวหางถูกแรงการโป่งตัวของดาว 
พฤหัสบดีมีการโป่งตัวมากขึ้นเกินกว่าท่ีดาวหางจะสามารถรักษาพ้ืนผิวไว้ได้จนสุดท้ายเกิดการแตก 
ตัวภายใต้อิทธิพลของแรงการโป่งตัวของดาวพฤหัสบดี ขอบเขตของโรชใช้อธิบายเหตุผลของ
การดำรงอยู่ของดวงจันทร์โดยเปรียบเทียบกันของขอบเขตโรชกับระยะทางโคจรของดาวบริวาร
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ร ูปท ี่า แสดงการแตกต ัวของดาวบร ิวาร (6)

ขอบเขตโรชมีแนวคิดมาจากการพิจารณาว่าดวงจันทร์มีลักษณะเป็นของไหลถูกกระทำด้วย 
แรงการโป่งตัวของดาวเสาร์จนทำให้ดวงจันทร์เกิดการโป่งตัวเพิ่มขึ้นจนสามารถเอาชนะแรงยึด 
เหนี่ยวของผิวดวงจันทร์จนทำให้เกิดการแตกตัวในบริเวณที่เรียกว่าขอบเขตโรช(ช)

d = 2.423R
A \/3  

k m

Pm )
(4,5,6)

R เป็นรัศมีดาวเสาร์, P M  เป็นความหนาแน่นดาวเสาร์ และ p m  เป็นความหนาแน่นดาวบริวาร
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ระยะทางการโคจรของดาวบริวารเป็นการนำระยะทางที่ได้จากสมการของเคปเลอร์

(rmin . rmax ) =  ( a ( l  -  e ), a ( l  +  e »  (1 .6 )

rmin คือระยะทางใกล้ที่สุด, rmax คือระยะทางไกลที่สุด, a คือความยาวคร่ึงแกนเอก, e คือความรี 
และ / คือมุมระหว่างระนาบเส้นศูนย์สูตรถึงวงโคจรของดาวบริวาร

ข้อมูลดวงจันทร์ของดาวเสาร์ตรวจสอบหาโอกาสความน่าจะเป็นที่จะกลายเป็นอนุภาควงแหวน 
ของดวงจันทร์ได้หรือไม่โดยการตรวจสอบนีคำนวณค่าขอบเขตโรช และ ระยะทางโคจรของดวง 
จันทร์ในตารางที่า เปรียบเทียบหาความน่าจะเป็นไปได้ของเงื่อนไขทั้งสอง คือ ดาวบริวารสามารถ 
รักษาพืนผิวดาวไว้ได้โดยมีเงื่อนไขว่าค่าขอบเขตโรชน้อยกว่าระยะทางการโคจร หรือ ดาวบริวาร 
ไม่สามารถรักษาพืนผิวของดาวไว้ได้โดยมีเงื่อนไขว่าค่าขอบเขตโรชมากกว่าระยะทางการโคจร

ตารางท ี่าแสดงการเปร ียบเท ียบก ันของระยะทางขอบเขตโรชก ับตำแหน ่งของดวงจ ันทร ์

Psa.un, = 0 -69% m 3 และ R sa,un, = 60,268km

Dione Tethys Prometheus Pandora

«%»■ > 1.50 0.99 0.63 0.60

a(xRs) 6.26 4.89 2.31 2.35

e 0.0022 0 0.0024 0.0042

i f ) 0.02 1.09 0 0

d(xRs) 1.87 2.15 2.50 2.54

( โ  . โ ไ
(xRs)

(6.25,6.28) (4.89,4.89) (2.31,2.32) (2.34,2.36)
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ร ูป ท ี่2 แสดงขนาดและตำแหน ่งของดาวบร ิวาร (6)

รูปที่ 2 อธิบายถึงตำแหน่งของดวงจันทร์สี่ดวง ชื่อไดโอนิ (Dione) และ เททีส (Tethys) อยู่ใน 
ชันวงแหวนE และ ดวงจันทร์ท่ีมีช่ือว่า โพมีทรีอัส(Prometheus) และ แพนดูล่า(Pandora) อยู่ใน 
ชันวงแหวนFเมื่อเปรียบเทียบดวงจันทร์ในชั้นของวงแหวนFมีโอกาสกลายเป็นอนุภาควงแหวนได้ 
ง่ายกว่าดวงจันทร์ในชันของวงแหวน E เพราะว่า ดวงจันทร์ในชั้นของวงแหวนFอยู่ใกล้ดาวเสาร์ 
มากกว่าจึงทำให้แรงการโป่งตัวของคาวเสาร์มีค่าสูงกว่าดวงจันทร์ในชั้นของวงแหวนE

ตารางที่1แสดงว่าดวงจันทร์ท้ังสี่อยู่ใกล้กับระนาบเล้นศูนย์สูตรของดาวเสาร์ทำให้ง่ายต่อการ 
พิจารณาเง่ือนไข'ของท้ังสองทฤษฎีน้ีท่ี'ใช้'ในงานวิจัย และ เงื่อนไขที่คาดไว้มีอยู่สองเงื่อนไข คือ ดวง 
จันทร์สามารถรักษาพื้นผิวดาวไว้ได้เช่นไดโอนิ และ เททีส ซึ่งดวงจันทร์ในกลุ่มนี้อยู่ในบริเวณของ 
อนุภาควงแหวนและมีความเป็นไปได้ที่จะทำหน้าที่ควบคุมอนุภาควงแหวนโดยทฤษฎีของทีมงาน 
เดอโมท, โกลด์ และ เมอเลย์ ว่าดวงจันทร์ในกลุ่มนี้สามารถทำหน้าที่ควบคุมอนุภาคของวงแหวน 
จนกลายเป็นวงแหวนของดาวเคราะห์ได้ และ ดวงจันทร์ไม่สามารถรักษาพื้นผิวได้เช่น โพมีทรีอัส 
และแพนดูล่าซึ่งควงจันทร์ในกลุ่มนี้อยู่นอกวงแหวนของดาวเคราะห์ซึ่งอาจใช้ตรวจสอบเงื่อนไข



ของทฤษฎ ีของท ีมงานโกลด ์ร ิชและทรีเมนว่าดวงจ ันทร ์ในกลุ่มน ี้อาจม ีส ่วนหน ึ่งของดวงจ ันทร ์
กลายเป ็นอน ุภาควงแหวนเน ื่องจากเง ื่อนไขการเปรียบเท ียบก ันของขอบเขตโรชกับระยะทางโคจร
หรือ ไม่ ทำให ้หน ้าท ี่ของดวงจ ันทร ์ในกล ุ่มน ีทำได ้เฉพาะการควบคุมวงแหวนได ้เท ่าน ั้น

7

2 . 1 .2  ก า ร ล ด ผ ล ข อ ง แ ร ง ก า ร โป ่ง ต ัว

ขอบเขตโรชถูกใช้อธิบายการแตกตัวของวัตถุในบริเวณวงแหวนจนเกิดอนุภาควงแหวนได้ 
ดีกว่าการนำมาใช้อธิบายถึงเหตุผลของการที่ดวงจันทร์สามารถดำรงอยู่ภายใต้ระบบของวงแหวน 
เนื่องมาจากการเปรียบเทียบกันของขอบเขตโรชกับระยะทางโคจรของดาวเสาร์พบว่าดวงจันทร์ยัง 
ดำรงอยู่ได้โดยที่ไม่จำเป็นต้องมีตำแหน่งอยู่นอกขอบเขตของโรชเท่านั้นจึงแน่ใจว่าดวงจันทร์ควรมี 
วิธีรักษาพืนผิวของดาวมากกว่าการที่ดวงจันทร์ต้องมีทางโคจรอยู่ได้เฉพาะนอกขอบเขตโรชเท่านั้น 
การพิจารณาถึงขนาด และ คาบการหมุนรอบตัวเองของดวงจันทร์พบว่าน่าจะเป็นสาเหตของการลด 
ผลของแรงการโป่งตัวของดาวรอบตัวของมันที่กระท่ากับดวงจันทร์

ฅ ใ ร า ง ท ี2  แ ส ด ง ข น า ด , ร ะ ย ะ ห ่า ง จ า ก ด า ว เส า ร ์ และ  ก า ร ห ม ุน ร อ บ ต ัว เอ ง ข อ ง ด ว ง จ ัน ท ร ์ ( 6 )

Dione Tethys Prometheus Pandora

Diameter(km) 1118 1059.8 50.1 41.9

a (km) 377,396 294,619 139,350 141,700

Rotation period (d) 2.736915 1.887802 0.614102 0.6285

ตารางที่2 แสดงข้อมูลของการลดผลของแรงการโป่งตัวของดวงจันทร์สามารถแบ่งออกเป็น 
สองกลุ่มใหญ่ตามเงื่อนไขของขนาด, ระยะทาง และ คาบการหมุนรอบตัวเอง ท่าให้ทราบว่าดวง 
จันทร์มีเงื่อนไขตังกล่าวเหล่านี้เพื่อลดผลของแรงการโป่งตัวโดยมีได้สองเงื่อนไข คือ
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Ft .  2 ™ M ° T (6 )

โดย M คือมวลของดาวเสาร์และ M æ คือมวลของดวงจันทร์

แรงนีแปรผันตรงกับระยะห่างของดาว (r) และ แปรผกผันกับระยะทางระหว่างดาวเสาร์กับ 
ดวงจันทร์ยกกำลังสาม (d3) ดวงจันทร์ที่มีทางโคจรอยู่นอกขอบเขตโรชพบว่าดาวในกลุ่มนี้ไม่
มีโอกาสที่จะกลายเป็นอนุภาดวงแหวนทำให้ขนาดของดวงจันทร์มีขนาดใหญ่เพราะว่าไม่มีผลต่อ 
ของตัวมันเอง ดาวบริวารมีทางโคจรอยู่ภายในขอบเขตโรชมีทางโคจรรอบดาวเสาร์ใกล้กว่าดาว
ในกลุ่มแรกจึงทำให้ดาวในกลุ่มนี้มีขนาดเล็กเพื่อลดผลของแรงการโป่งตัว

(2) การลดผลของแรงการโป่งตัวโดยอาศัยผลของอัตราเร็วเชิงมุมของดวงจันทร์ร่วมกับขนาดของ 
ดวงจันทร์จะทำให้เกิดการลดผลของแรงการโป่งตัวในธรรมชาติร่วมกันเพราะว่าคาบการหมุนรอบ 
ตัวเองของดวงจันทร์จะทำให้การโป่งตัวของดวงจันทร์เนื่องจากดาวรอบตัวของมันเกิดการลดลงจน 
สามารถรักษาพื้นผิวของดาวไว้ได้โดยเรียกปรากฎการณ์น้ีว่าทอร์กการโป่งตัว การลดผลการโป่ง
ตัวของดวงจันทร์เป็นสิ่งที่ดวงจันทร์และดาวบริวารโดยทั้วไปต้องเกิดขึ้นเพราะการโป่งตัวของดาว 
ที่มากเกินไปจะทำให้เกิดสภาพร้าของผิวดาวจนเกิดการแตกตัวขึ้นได้

ข้อสังเกตของทั้งสองเหตุการณ์นี้เกิดขึ้นร่วมกันคือดวงจันทร์ หรือ ดาวบริวารอื่นๆจะมีลักษณะ 
เป็นทรงกลมเพราะว่าเกิดการลดผลของแรงการโป่งตัวได้อย่างสมบูรณ์

(1) การลดผลของแรงการโป ่งต ัวเน ื่องจากขนาดของดวงจ ันทร์ และ ระยะทางของดวงจันทร์
ถ ึงดาวเสาร ์โดยม ีความส ัมพ ันธ ์ของแรงการโป ่งต ัว คือ

2 .2  ท ฤ ษ ฎ ืข อ ง ท ีม ง า น  เด อ โม ท , โ ก ล ด ์แ ล ะ  เม อ เลย ์

ทฤษฎีของพวกเขาอธิบายถึงการกำเนิดของวงแหวนมาจากดวงจันทร์ผู้ให้กำเนิดซึ่งทำหน้าที่ 
เป็นวัตถุชินที่สองโดยมีการรบกวนอนุภาควงแหวน(วัตถุชินที่สาม)เนื่องจากดาวพฤหัส และ ดาว 
รอบอนุภาควงแหวนจนทำให้เกิดวงแหวนโดยล้าวงแหวนนี้เคลื่อนที่ผ่านได้เฉพาะจุดลากรานจ์ที่สี่ 
(L 4) หรือ จุดลากรานจ์ที่ห้า(L 5) เรียกว่าวงแหวนไม่ครบรอบ(วงโคจรรูปลูกอ็อด) และ วงแหวน 
ที่เคลื่อนที่ผ่านจุดลากรานจ์ได้สามจุดคือจุดลากรานจ์ที่สาม, จุดลากรานจ์ท่ีสี่ และ จุดลากรานจ์ท่ีห้า 
เรียกว่าวงแหวนเต็มวง(วงโคจรรูปเกือกม้า)โดยทั้งสองวงโคจรนี้อยู่ภายใต้กรอบอ้างอิงหมุน ดวง 
จันทร์ในทฤษฎีนี้มีคาบการหมุนรอบตัวเองที่มีค่าที่สูงแสดงว่าดาวในกลุ่มนี้ไม่จำเป็นที่จะต้องมี
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เงื่อนไขการลดผลแรงการโป่งตัวโดยใช้สมบัติของดวงจันทร์เพราะว่าตำแหน่งของดวงจันทร์อยู่ 
นอกขอบเขตโรช ตำแหน่งของดวงจันทร์ชื่อว่าไดโอนิ, เททีส และ วัตถุรอบจุดลากรานจ์ที่ส่ี
หรือ จุดลากรานจ์ที่ห้าของดาวทั้งสองนี้เมื่อพิจารณามุมเอียงระนาบเส้นศูนย์สูตรพบว่ามีค่า i 0
แสดงว่าดวงจันทร์ในระบบนิเคลื่อนที่อยู่ในบริเวณระนาบเส้นศูนย์สูตรตังรูปที่2โดยมีภาพขยาย 
ของดาวตังรูปที่ร การเคลื่อนที่ของวัตถุชิ้นที่สามรอบจุดลากรานจ์มีเงื่อนไขของจุดลากรานจ์อยู่
สองเง่ือนไขคือจุดลากรานจ์ที่เสถียร (L4,L 5) ซึ่งเป็นจุดที่พบวัตถุเคลื่อนที่เชิงคาบอยู่รอบบริเวณนี้ 
และ จุดลากรานจ์ไม่เสถียร(L ,,L 2,L 3) ซึ่งเป็นจุดท่ีไม่สามารถพบวัตถุรอบบริเวณนี้ไค้ยกเว้นวัตถุ 
ที่มนุษย์สร้างขึ้นต้องมีการบังคับให้อยู่รอบบริเวณนี้เท่านั้น

Hélène

Polydeuces

DIONE

Calypso
T é le s to

«พพ .techno-science .net TETHYS

ร ูป ท ี่ 3 อธ ิบ ายถ ึงตำแห น ่งดาวบร ิวารท ี่เก ี่ยวข ้องก ับทฤษ ฎ ีเดอโมท ,โกลด ์ และ เมอ เลย ์ (6)

รูปท่ี3แสดงระบบดาวเสาร์คับไดโอนิโดยมีดวงจันทร์ชื่อเฮเลน(Helene) เคลื่อนท่ีรอบ L4 คับ 
โพริไดส์(Polydeuces) เคลื่อนที่รอบ L5 และ ระบบของ คาวเสาร์คับเททีสมีดวงจันทร์ชื่อเทเทส 
โต้(Telesto)mล่ือนท่ีรอบ L4 และคาล ิปโซ(Calypso)mล่ือนท่ีรอบ L5 ดวงจันทร์ท้ังสี่มีทางโคจร 
เป็นวงโคจรรูปลูกอ็อดรอบจุดลากรานจ์ที่เสถียรนี้
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2.2.1 สมกใรการเคลื่อนที่ของวัฅลุชิ้นที่สาม (1,6,9) 

ส ม ก า ร จ า ก ก ร อ บ อ ้ า ง อ ิ ง เ ฉ ื ่ อ ย ค ื อ

1

ส ม ก า ร ท ี ่ า อ ธ ิ บ า ย ก า ร เ ค ล ื ่ อ น ท ี ่ ข อ ง ว ั ต ถ ุ ช ิ น ท ี ่ ส า ม ภ า ย ใ ต ้ ก ร อ บ อ ้ า ง อ ิ ง เ ฉ ื ่ อ ย ไ ด ้ ร ั บ แ ร ง ด ึ ง ด ู ด  

ร ะ ห ว ่ า ง ม ว ล ข อ ง ว ั ต ถ ุ ช ิ ้ น ท ี ่ ห น ึ ่ ง แ ล ะ ว ั ต ถ ุ ช ิ ้ น ท ี ่ ส อ ง  ด า ว เ ส า ร ์ ม ี พ ิ ก ั ด  ( x ,  , 0 , 0 ) ,  ด ว ง จ ั น ท ร ์ ท ำ ห น ้ า ท ี ่  

ผ ู ้ ใ ห ้ ก ำ เ น ิ ด ม ี พ ิ ก ั ด  ( x 2 , 0 , 0 )  แ ล ะ  ค ว ง จ ั น ท ร ์  ห ร ื อ  อ น ุ ภ า ค ว ง แ ห ว น เ ป ็ น ว ั ต ถ ุ ช ิ ้ น ท ี ่ ส า ม ม ี พ ิ ก ั ด  ( x ,  y ,  z )  

อ ย ู ่ ใ น ก ร อ บ อ ้ า ง อ ิ ง ห ม ุ น ซ ึ ่ ง ก ร อ บ น ี ้ จ ะ ห ม ุ น ด ้ ว ย อ ั ต ร า เ ร ็ ว เ ช ิ ง ม ุ ม ท ี ่ ค ง ท ี ่ เ ม ื ่ อ เ ท ี ย บ ก ั บ ก ร อ บ อ ้ า ง อ ิ ง เ ฉ ื ่ อ ย  

ส ม ก า ร ก า ร เ ค ล ื ่ อ น ท ี ่ ข อ ง ว ั ต ถ ุ ช ิ น ท ี ่ ส า ม ภ า ย ใ ต ้ ก ร อ บ อ ้ า ง อ ิ ง ห ม ุ น ถ ู ก ด ั ด แ ป ล ง จ า ก ส ม ก า ร ท ี ่ 1 โ ด ย ก า ร  

ห ม ุ น ร อ บ แ ก น Z ข อ ง ก ร อ บ อ ้ า ง อ ิ ง เ ฉ ื ่ อ ย เ ข ้ า ส ู ่ ก ร อ บ อ ้ า ง อ ิ ง ห ม ุ น เ พ ื ่ อ ห า ส ม ก า ร ใ น ก ร อ บ อ ้ า ง อ ิ ง ห ม ุ น โ ด ย  

ม ี เ ง ื ่ อ น ไ ข ก า ร ห ม ุ น แ ก น ด ั ง ใ น ส ม ก า ร ท ี ่ 2

X; = Xj cos c o t - y f s in cot
y \  =  Xj s in  cot + y  ■1coscot ---------------- 2

z 'i =  z ,

y'

รูปที่4แสดงการพิจารณาวัตถุชิ้นที่สามภายในกรอบอ้างอิงเฉื่อยกับกรอบอ้างอิงหมุน (6,9) 

ร ู ป ท ี ่ 4  ใ ห ้ แ ก น ข อ ง  y ,  Ç  อ ย ู ่ ท ี ่ ต ำ แ ห น ่ ง เ ค ี ย ว ก ั น  แ ล ะ  ม ี ท ิ ศ อ อ ก จ า ก ก ร ะ ด า ษ
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สมการที่2แทนเงื่อนไขการดัดแปลงลงในสมการที่ 1 ได้สมการการเคลื่อนที่ภายใต้กรอบหมุนคือ

X  - 2 c o ÿ - o o 2 x  =  

Ÿ  +  2 ( 0 X - C 0 2 y  = ะ

Z  =

-ไ § 7 s

7 [ ( x - x , ) 2 + y 2 + z 2]3 V [ ( x - X 2) 2 + y 2 + z 2]3
Z  M ,z

7 [ ( x - x , ) 2 + y 2 + z 2]3 ^ [ ( x - x 2) 2 +  y 2 + z 2Ÿ

สมการที่รมีการดัดแปลงสมการเพื่อให้ง่ายต่อการคำนวณดังสมการที่4

X - 2 c o ÿ  -  

ÿ  +  2 c o x  =

ลน
ล ิ^
ล น

ô ÿ
Z  =

ล น

Ô Z

1น = ธ์-©2 (x2 + y2) + - 7==-----
2 v ( x - x i)

M , - + ■ M .
2 +  y 2 +  z 2 7 ( x  -  x 2 ) 2 +  y 2 +  z 2

ส ม ก า ร ท ี ่ 4 เ ป ็ น ส ม ก า ร ก า ร เ ค ล ื ่ อ น ท ี ่ ข อ ง ว ั ต ถ ุ ช ิ ้ น ท ี ่ ส า ม ภ า ย ใ ต ้ ก ร อ บ อ ้ า ง อ ิ ง ห ม ุ น โ ด ย พ ิ จ า ร ณ า ใ น  

ก ร อ บ ข อ ง ว ั ต ถ ุ ช ิ น ท ี ่ ส อ ง โ ค จ ร ร อ บ ว ั ต ถ ุ ช ิ ้ น ท ี ่ ห น ึ ่ ง  ต ั ว แ ป ร ใ น ส ม ก า ร ท ี ่ 4  ค ื อ  ( x , ÿ , z )  เ ป ็ น อ ั ต ร า เ ร ่ ง  

ข อ ง ว ั ต ถ ุ เ ท ี ย บ ก ั บ ก ร อ บ อ ้ า ง อ ิ ง ห ม ุ น ,  ( - 2 c o ÿ , 2 c o x , 0 )  เ ป ็ น แ ร ง โ ค ล ิ อ อ ร ิ ส ต ่ อ ม ว ล ข อ ง ว ั ต ถ ุ ช ิ ้ น ท ี ่ ส า ม

แ ล ะ  บ  เ ป ็ น ศ ั ก ย ์ ย ั ง ผ ล ข อ ง ว ั ต ถ ุ ช ิ ้ น ท ี ่ ส า ม ป ร ะ ก อ บ ด ้ ว ย ศ ั ก ย ์ ข อ ง แ ร ง ส ู ่ ศ ู น ย ์ ก ล า ง  ( - j C D 2 ( x 2 +  y 2 ) )  

แ ล ะ ผ ล ร ว ม ข อ ง ศ ั ก ย ์ โ น ้ ม ถ ่ ว ง ข อ ง ว ั ต ถ ุ ช ิ ้ น ท ี ่ ห น ึ ่ ง แ ล ะ ว ั ต ถ ุ ช ิ ้ น ท ี ่ ส อ ง ก ร ะ ท ำ ก ั บ ว ั ต ถ ุ ช ิ ้ น ท ี ่ ส า ม ค ื อ<1’ £7'ไ ใ โ . .? " โ 7^ ( x - x , ) 2 +  y 2 +  z 2 a / ( x - x 2 ) 2 +  y 2 +  z 2

ข ้ อ ก ำ ห น ด ข อ ง ว ั ต ถ ุ ช ิ น ท ี ่ ส า ม ค ื อ ม ว ล โ น ้ ม ถ ่ ว ง ข อ ง ว ั ต ถ ุ ช ิ ้ น ท ี ่ ส า ม ม ี ค ่ า เ ป ็ น ศ ู น ย ์ ท ำ ใ ห ้ ว ั ต ถ ุ ช ิ ้ น ท ี ่  

ห น ึ ่ ง แ ล ะ ว ั ต ถ ุ ช ิ น ท ี ่ ส อ ง เ ค ล ื ่ อ น ท ี ่ ร อ บ จ ุ ด ศ ู น ย ์ ก ล า ง ม ว ล แ ล ะ ค ว า ม ส ั ม พ ั น ธ ์ ข อ ง ก า ร เ ค ล ื ่ อ น ท ี ่ ข อ ง ว ั ต ถ ุ  

ท ั ง ส อ ง น ี เ ป ็ น ไ ป ต า ม เ ง ื ่ อ น ไ ข ข อ ง ป ิ ญ ห า ว ั ต ถ ุ ส อ ง ช ิ น เ พ ื ่ อ ห า เ ง ื ่ อ น ไ ข ข อ ง  M , , M 2 , x 1 , x 2

M , + M 2 =1
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0) เป ็นอัตราเร็วเชิงมุมและ a เป็นระยะทางเฉลี่ย กำหนดให้«  = 1 , 0  = 1 ทำให้ค่าGในสมการ

ปีญหาวัตถุสองชิ้นกลายเป็นค่าใหม่ที่ไม่ใช้ค่านิจสนามโน้มถ่วง (G  ->  G ' = -— —----- ) ได้ค่า
ทา1 +  ทา2

ใหม่คือ M , -^-1 — |J-,M2 ->|ว,1ฬ3 = 0 ได้ค่า (I = — — —  ตำแหน่งของค่า xใ และ x2 ถูกm, + m 2
กำหนดให้จุดศูนย์กลางมวลอยู่ที่จุดกำเนิดและระยะห่างมวลขของวัตถุชิ้นที่หนึ่งกับวัตถุชิ้นที่สองมี 
ค่าเป็น1ได้ค ่าของX  1 เท่ากับ (-(ว,0,0) และ x 2 เท่ากับ (1 -  (ว,0 ,0 )--------- 5

ส ม ก า ร ท ี ่  5  น ำ ไ ป ใ ช ้ ด ั ด แ ป ล ง บ า ง ค ่ า ใ น ส ม ก า ร ท ี ่  4  ใ ห ้ ก ล า ย เ ป ็ น ส ม ก า ร ท ี ่  6  โ ด ย ม ี เ ห ต ุ ผ ล ข อ ง  

ก า ร ด ั ด แ ป ล ง ค ื อ ร ะ บ บ ท ี ่ เ ร า ส น ใ จ ห า ก า ร เ ค ล ื ่ อ น ท ี ่ ข อ ง ว ั ต ถ ุ ช ิ ้ น ท ี ่ ส า ม น ี ้ ม ี ล ั ก ษ ณ ะ ท ี ่ ค ล ้ า ย ก ั น จ น ม ี ก า ร  

ค ิ ด ว ่ า ถ ้ า เ ร า ส ร ้ า ง เ ง ื ่ อ น ไ ข ท ี ่ ส า ม า ร ถ บ ร ร ย า ย ล ั ก ษ ณ ะ ก า ร เ ค ล ื ่ อ น ท ี ่ ด ้ ว ย ต ั ว แ ป ร แ ค ่ ค ่ า เ ด ี ย ว ก ็ จ ะ ส า ม า ร ถ  

บ ร ร ย า ย ร ะ บ บ ไ ด ้ ท ุ ก ร ะ บ บ ข อ ง ป ี ญ ห า ว ั ต ถ ุ ส า ม ช ิ ้ น ก ร ณ ี จ ำ ก ั ด ก ็ จ ึ ง ท ำ ใ ห ้ ง ่ า ย ต ่ อ ก า ร พ ิ จ า ร ณ า

ส ม ก า ร ก า ร เ ค ล ื ่ อ น ท ี ่ ข อ ง ด ว ง จ ั น ท ร ์  ห ร ื อ  อ น ุ ภ า ค ว ง แ ห ว น  ( 1 , 6 , 9 )

X -  2 ÿ  =
a u

âx
ÿ  +  2 x  =

au
ร ิy

au
d z

น =
L2 ( x ,  +  y 2 ) + ^ S 0 ^ 7 + ^ - ! + ม้> + น ุ; 7

6

น  เ ร ี ย ก ว ่ า ศ ั ก ย ์ ซ ู โ ด ( P s e u d o - P o t e n t i a l )

ส ม ก า ร ท ี ่ ธ เ ป ็ น ส ม ก า ร ท ี ่ ม ี ค ว า ม ส ำ ค ั ญ ม า ก ใ น ป ็ ญ ห า ว ั ต ถ ุ ส า ม ช ิ ้ น ใ น ก ร ณ ี จ ำ ก ั ด โ ด ย ก า ร พ ิ จ า ร ณ า  

ค ่ า  ( ว เ ท ่ า น ั น เ พ ื ่ อ ห า ท า ง โ ค จ ร ท ี ่ เ ก ิ ด จ า ก ก า ร ร บ ก ว น จ ุ ด ล า ก ร า น จ ์ ท ี ่ ส ี ่  ห ร ื อ  ห ้ า จ ะ ส า ม า ร ถ ไ ด ้ ว ง โ ค จ ร ใ น  

ร ะ บ บ ท ี ่ เ ป ็ น ไ ป ไ ด ้ ค ื อ ว ง โ ค จ ร ร ู ป ล ู ก อ ็ อ ด  แ ล ะ  ว ง โ ค จ ร ร ู ป เ ก ื อ ก ม ้ า

2.2.2 สมการจาโคบิ

ส ม ก า ร จ า โ ค บ ิ เ ป ็ น ป ร ิ ม า ณ อ น ุ ร ั ก ษ ์ ใ น ป ิ ญ ห า ว ั ต ถ ุ ส า ม ช ิ ้ น ก ร ณ ี จ ำ ก ั ด ซ ึ ่ ง ส า ม า ร ถ พ ิ จ า ร ณ า  

ล ั ก ษ ณ ะ ก า ร เ ค ล ื ่ อ น ท ี ่ ข อ ง ว ั ต ถ ุ ช ิ น ท ี ่ ส า ม ใ น บ ร ิ เ ว ณ ค ว า ม เ ร ็ ว ศ ู น ย ์ ข อ ง พ ื น ผ ิ ว  ส ม ก า ร ถ ู ก ด ั ด แ ป ล ง ม า
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จ า ก ส ม ก า ร ก า ร เ ค ล ื ่ อ น ท ี ่ข อ ง ป ญ ห า ว ัต ถ ุส า ม ช ิ ้น ใ น ก ร ณ ีจ ำ ก ัด ใ น ส ม ก า ร ท ี ่6 โ ด ย ม ี เ ง ื ่ อ น ไ ข ข อ ง ก า ร  

เ ป ล ี ่ ย น แ ป ล ง ด ัง น ี ้

( ค ู ณ ค ่า  2 x  ต ล อ ด ส ม ก า ร  2 X X  -  4 x ÿ  =  2 x  —  ) + ( ค ณ ค ่า  2 ^ ต ล อ ด ส ม ก า ร  2 ÿ ÿ  +  4 x ÿ  =  2 ÿ
d x

( ค ณ ค ่า  2 z  ต ล อ ด ส ม ก า ร  2 z z  =  2 z  —  ) ไ ด ้ ส ม ก า ร จ า โ ค บ ิค ื อ
d z

V 2 =  2 น  -  C j , C j เ ร ีย ก ว ่า ค ่า ค ง ท ี ่ข อ ง จ า โ ค บ ิ

ส ม ก า ร จ า โ ค บ ิท ำ ก า ร ด ัด แ ป ล ง โ ด ย ก ำ ห น ด ใ ห ้ค ่า อ ัต ร า เ ร ็ว ข อ ง แ น ว ก า ร เ ค ล ื ่อ น ท ี ่ข อ ง  X แ ล ะ  y  ม ี 

ค ่า เ ป ็น 0  (v  =  0) ท ำ ใ ห ้ไ ด ้ส ม ก า ร ท ี ่ม ีช ื ่อ ว ่า เ ส ัน โ ค ้ง ค ว า ม เ ร ็ว ศ ูน ย ์ม ีส ม ก า ร ค ือ

X 2 +  y 2 +  .......... - — ■ ■2- .........-2- =  C j  (1,6,9)
นี ้0  + ฟ 2 + y 2 นี ้ ( x - 1 +  M-)2 +  y 2

รูปที่ 5 แสดงเส้นโค้งความเรีวคูนย์ของสนการจาโคบิ (6,9)

3*
 IS

*
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ร ู ป ท ี ่  5 เ ป ็ น ก า ร ก ำ ห น ด ค ่ า ข อ ง ช ่ ว ง  X แ ล ะ  y  ท ำ ใ ห ้ไค้ส ม ก า ร เ ส ั น โ ค ้ ง โ ด ย ม ี ค ่ า ข อ ง  C j  ต ่ า ง ๆ  

เ ก ิ ด ข ึ น  แ ล ะ  ก า ร ต ร ว จ ส อ บ ค ่ า ข อ ง ( 4 จ า ก ร ู ป ท ี ่  5 พ บ ว ่ า ม ี ค ่ า ป ร ะ ม า ณ 0.2 ธ ซ ึ ่ ง ค ่ า น ี ้ เ ป ็ น ค ่ า ท ี ่ ท ำ ใ ห ้ไม่ 
พ บ วัตถุท ี ่ เ ค ล ื ่ อ น ท ี ่ ร อ บ จ ุ ด ล า ก ร า น จ ์ ท ี ่ ส ี ่ แ ล ะ ห ้ า  เ ส ั น โ ค ้ ง บ ร ิ เ ว ณ ข อ ง  L , ,  L , ,  L 3 ม ี ล ั ก ษ ณ ะ เ ป ็ น ภ ู เ ข า  

แ ส ด ง ว ่ า เ ก ิ ด ล ั ก ษ ณ ะ ข อ ง จ ุ ด ส ม ด ุ ล ท ี ่ ไ ม ่ เ ส ถ ี ย ร จ ึ ง ท ำ ใ ห ้ ว ั ต ถ ุ ใ น ธ ร ร ม ช า ต ิ ไ ม ่ ส า ม า ร ถ เ ค ล ื ่ อ น ท ี ่ เ ข ้ า ม า อ ย ู ่  

ร อ บ บ ร ิ เ ว ณ น ี  ห ร ื อ  ว ั ต ถ ุ ท ี ่ อ ย ู ่ ร อ บ บ ร ิ เ ว ณ น ี ม ี ก า ร เ ค ล ื ่ อ น ท ี ่ อ อ ก จ า ก จ ุ ด ล า ก ร า น จ ์ ท ี ่ ห น ึ ่ ง ,  ส อ ง  แ ล ะ  ส า ม  

เ ห ้ น โ ค ้ ง บ ร ิ เ ว ณ  L4,L 5 ม ี ล ั ก ษ ณ ะ เ ป ็ น ห ุ บ เ ข า แ ส ด ง ว ่ า เ ก ิ ด ล ั ก ษ ณ ะ ข อ ง จ ุ ด ส ม ด ุ ล ท ี ่ เ ส ถ ี ย ร จ ึ ง ส า ม า ร ถ  

พ บ ว ั ต ถ ุ ใ น ธ ร ร ม ช า ต ิ ร อ บ บ ร ิ เ ว ณ น ี ้ เ พ ร า ะ ว ่ า เ ก ิ ด ก า ร เ ค ล ื ่ อ น ท ี ่ เ น ื ่ อ ง จ า ก ก า ร ร บ ก ว น ข อ ง ร ะ บ บ ภ า ย น อ ก  

น ั น จ ะ ท ำ ใ ห ้ ร ะ บ บ ม ี ก า ร ล ด ผ ล ข อ ง ก า ร ร บ ก ว น โ ด ย เ ค ล ื ่ อ น ท ี ่ ร อ บ จ ุ ด ล า ก ร า น จ ์ ท ี ่ ส ี แ ล ะ ห ้ า บ ร ิ เ ว ณ ท ี ่ ท ำ  

ใ ห ้ ว ั ต ถ ุ ม ี ค ่ า ค ว า ม เ ร ็ ว เ ป ็ น ศ ู น ย ์ จ น เ ก ิ ด ไ ค ้ ท ั ้ ง ว ง โ ค จ ร ร ู ป ล ู ก อ ็ อ ด  ห ร ื อ  ว ง โ ค จ ร ร ู ป เ ก ื อ ก ม ้ า ไ ค ้

2.2.3 การเคลื่อนที่น้อยยิ่งรอบจุดลากรานจ์ที่สี่และ จุดลากรานจ์ที่ห้า (1,6,9)

ก า ร เ ค ล ื ่ อ น ท ี ่ข อ ง ว ัต ถ ุช ิน ท ี ่ส า ม ม ีก า ร เ ค ล ื ่อ น ท ี ่ เ ช ิง ค า บ เ ก ิด ข ึ ้น ท ำ ใ ห ้ เ ร า ส น ใ จ เ ฉ พ า ะ ก า ร เ ค ล ื ่อ น ท ี ่  

ข อ ง ว ัต ถ ุช ิน ท ี ่ส า ม ใ น บ ร ิ เ ว ณ จ ุด ล า ก ร า น จ ์ท ี ่ส ี ่  แ ล ะ  จ ุด ล า ก ร า น จ ์ท ี ่ห ้ า โ ด ย ห า เ ห ต ุผ ล ใ น ท า ง ฟ ิส ิก ส ์ว ่ า  

ท ำ ไ ม ว ัต ถ ุน ีค ้อ ง เ ค ล ื ่อ น ท ี ่ ใ น บ ร ิ เ ว ณ น ีโ ด ย พ ิจ า ร ณ า ศ ัก ย ์ซ ูโ ด ข อ ง ร ะ บ บ ด า ว เ ส า ร ์ก ับ เ ท ท ีส  แ ล ะ  ร ะ บ บ  

ด า ว เ ส า ร ์ก ับ ไ ด โ อ น ิ เ พ ื ่อ ห า บ ร ิ เ ว ณ ท ี ่ม ีค่าศ ัก ย ์น ้อ ย ท ี ่ส ุด ข อ ง จ ุด ล า ก ร า น จ ์ซ ึ ่ ง ศ ัก ย ์ด ัง ก ล ่า ว น ี ้ จ ะ ท ำ ใ ห ้ เ ก ิด  

ก า ร เ ค ล ื ่อ น ท ี ่ เ ช ิ ่ ง ค า บ ข อ ง ร ะ บ บ ไ ค ้

2.2.3.1 ตำแหนงและศักย์ชุโดของจุดลากรานจ์ฑงห้า

จุดลากรานจ์ทังห้ามีสมบัติของจุดอย่างไรโดยเริ่มหาตำแหน่งของแต่ละจุดหาศักย์ซูโดเพื่อ 
ใช้ในการพิจารณาสมบัติของจุดเหล่าบัน จุดลากรานจ์เป็นจุดสมดุลภายใต้กรอบหมุนมีเงื่อนไข
ของจุดลากรานจํคอความเร่งของวัตถุชิ้นที่สามเทียบกับกรอบอ้างอิงหมุนมีค่าเป็น0 [ (x ,ÿ ,z )  = 0] 
และ ความเร็วของวัตถุชินที่สามเมื่อเทียบกับกรอบอ้างอิงหมุนมีค่าเป็น0 [(x ,ÿ .z )  =  0]

d u  _  d น _ d น _  7.

ôx dy  dz

ปิญหาวัตถุสามชิ้นจะมีจุดลากรานจ์มีทั้งหมดห้าจุดดังรูปที่ 6
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สมการที่/ใช้หาตำแหน่งของจุดลากรานจ์ที่ไ, 2 และ 3 โดยค่าy=zะ=0, ค่าของ X คือ

ตำแหน่งของจุดลากรานจ ์ท ี ่า หาค่าXได้จากสมการคือ X  -  + ------------ -- ----------  =  0 ( 1 )
( x  +  ฬ 2 ( x - 1  +  แ ) 2

ตำแหน่งของจุดลากรานจ์ที่2หาค่าXได้จากสมการคือ X  -  ~  --------------- —-------- -  =  0 ( 1 )
( x  + ฬ 2 ( a - 1 +  ฬ 2

ตำแหน่งของจุดลากรานจ์ที่รหาค่าXได้จากสมการคือ X  + - — + ——  -------  = 0 (1)(x + ฬ 2 (x-1 + แ)2
สมการที่/หาตำแหน่งของจุดลากรานจ์ที่สี่และห้าโดยมีการกำหนดให้ค่าของXและyมีค่าไม่เป็น0

= X [1-<‘^ - 4 - ] +[HllziO _HâziO1 = 0

(1,6,9)

du
dx
du

r 3 r 3 J L r 3M 3 2 U
=  y [ l - f l ^ - i ]  = 0

r, rî

เ ง ื ่ อ น ไ ข ข อ ง พ ิ ก ั ด ข อ ง  L 4 เ ป ็ น  ( ^ -  —  j j . , - ^ - , 0 )  แ ล ะ พ ิ ก ั ด ข อ ง L 5 เ ป ็ น  ( ^ - - ! ! , - ^ - , 0 )  ( 1 , 6 , 9 )
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ต า ร า งท ี่ 3  แ ส ด ง ต ำ แ ห น ่ง แ ล ะ ศ ัก ย ์ช ุโ ด ข อ ง ช ุด ล า ก ร า น จ ์ข อ ง ร ะ บ บ ด า ว เส า ร ์ก ับ เฑ ท ีส

L, *-2 * - 3 l 4 เ - 5

X 0 . 9 9 2 3 7 4 1 . 0 0 7 6 6 2 - 1 . 0 0 0 0 0 0 . 4 9 9 9 9 8 6 6 0 . 4 9 9 9 9 8 6 6

y 0 0 0 0 . 8 6 6 2 5 0 0 0 - 0 . 8 6 6 2 5 0 0

Z 0 0 0 0 0

น 1 . 5 0 0 2 6 0 7 1 . 5 0 0 2 5 9 8 1 . 5 0 0 0 0 0 7 1 . 4 9 9 9 9 9 3 1 . 4 9 9 9 9 9 3

ต า ร า งท ี่ 4  แ ส ด ง ต ำ แ ห น ่ง แ ล ะ ศ ัก ย ์ช ุโ ด ข อ ง ช ุด ล า ก ร า น จ ์ข อ ง ร ะ บ บ ด า ว เส า ร ์ก ับ ไ ด โ อ น ี

L , ^-2 * - 3 แ l 5

X 0 . 9 9 1 5 1 1 1 . 0 0 8 7 3 - 1 . 0 0 0 0 0 0 . 4 9 9 9 9 8 1 5 0 . 4 9 9 9 9 8 1 5

Y 0 0 0 0 . 8 6 6 2 5 0 0 0 - 0 . 8 6 6 2 5 0 0

Z 0 0 0 0 0

น 1 . 5 0 0 3 2 2 9 1 . 5 0 0 3 2 1 7 1 . 5 0 0 0 0 0 9 1 . 4 9 9 9 9 9 1 1 . 4 9 9 9 9 9 1

ข ้ อ ม ู ล แ ส ด ง ต ำ แ ห น ่ ง ข อ ง จ ุ ด ล า ก ร า น จ ์ แ ล ะ ศ ั ก ย ์ ซ ู โ ด ข อ ง ร ะ บ บ ด า ว เ ส า ร ์ ก ั บ ไ ด โ อ น ี  แ ล ะ  ร ะ บ บ  

ด า ว เ ส า ร ์ ก ั บ เ ท ท ี ส ด ั ง ใ น ต า ร า ง ท ี ่ 3 แ ล ะ ต า ร า ง ท ี ่ 4 เ ม ื ่ อ พ ิ จ า ร ณ า ศ ั ก ย ์ ช ุ โ ด ข อ ง จ ุ ด ล า ก ร า น จ ์ ท ี ่ ห น ึ ่ ง ,  ส อ ง  

แ ล ะ  ส า ม  พ บ ว ่ า ศ ั ก ย ์ ม ี ค ่ า ท ี ่ ส ู ง ก ว ่ า ศ ั ก ย ์ ข อ ง จ ุ ด ล า ก ร า น จ ์ ท ี ่ ส ี ่  แ ล ะ  ห ้ า  ท ำ ใ ห ้ ท ร า บ ว ่ า จ ุ ด ล า ก ร า น จ ์ ท ี ่ ส ี ่  

แ ล ะ ห ้ า จ ึ ง เ ป ็ น ธ ุ ด ม ี ค ว า ม เ ส ถ ี ย ร ม า ก ท ี ่ ส ุ ด ข อ ง ร ะ บ บ ท ำ ใ ห ้ ส า ม า ร ถ พ บ ด ว ง จ ั น ท ร ์ ร อ บ จ ุ ด ล า ก ร า น จ ์ ท ี ่ ส ี ่  

แ ล ะ  ห ้ า ไ ด ้ เ ท ่ า น ั ้ น

2 .2 . 3 .2  ส ม ก า ร ก า ร เค ล ื่อ น ท ี่น ้อ ย ย ิ่ง ร อ บ ช ุด ล า ก ร า น จ ์ฑ ง ห ้า  ( 1 ,6 , 9 )

ศ ั ก ย ์ ซ ู โ ด ข อ ง จ ุ ด ล า ก ร า น จ ์ ท ั ้ ง ห ้ า ข อ ง ท ั ้ ง ส อ ง ร ะ บ บ ไ ม ่ ส า ม า ร ถ ย ื น ย ั น ว ่ า ก า ร เ ค ล ื ่ อ น ท ี ่ ร อ บ จ ุ ด  

ล า ก ร า น จ ์ น ี ้ ม ี ล ั ก ษ ณ ะ ค ล ้ า ย ก ั บ เ ง ื ่ อ น ไ ข ข อ ง ส ม ด ุ ล ท ั ้ ว ไ ป ห ร ื อ ไ ม ่ จ ึ ง ท ำ ก า ร ต ร ว จ ส อ บ ห า ก า ร เ ค ล ื ่ อ น ท ี ่



17

น ้อ ย ย ิ ่ ง ร อ บ จ ุด ล า ก ร า น จ ์ เ พ ื ่อ ห า ก า ร เ ค ล ื ่อ น ท ี ่ เ ช ิง ค า บ  ก า ร เ ค ล ื ่อ น ท ี ่น ้อ ย ย ิ ่ ง ร อ บ จ ุด ล า ก ร า น จ ์ เ ป ็น ก า ร  

เ ค ล ื ่อ น ท ี ่ท ี ่แ ส ด ง ส ม บ ัต ิข อ ง จ ุด ล า ก ร า น จ ์น ั ้น  เ ง ื ่อ น ไ ข ข อ ง ก า ร ด ัด แ ป ล ง ส ม ก า ร ก า ร เ ค ล ื ่อ น ท ี ่ค ือ เ ท อ ม  

ท า ง ซ ้า ย ข อ ง ส ม ก า ร แ ท น ค ่า  (x — > X 0 +  ^ ,  y  — > y 0 +  T | ,Z  — > Z q + ç )  แ ล ะ  เ ท อ ม ข ว า ป ร ะ ม า ณ โ ด ย  

ใช้อ น ุก ร ม เ ท ย ์ เ ล อ ร ์ เ ก ็บ ค ่า ตัวแ ป ร ก ำ ล ั ง ท ี ่ า โ ด ย ก ำ ห น ด ให ้ค ่า ข อ ง  ( Ç , ๆ , ç )  ม ีค ่า น ้อ ย ม า ก ๆ เ ม ื ่อ เ ท ีย บ ก ับ  

ค ่า ข อ ง  (x , y ,  z) ไ ด ้ส ม ก า ร ก า ร เ ค ล ื ่อ น ท ี ่น ้อ ย ย ิ ่ ง  ค ือ

2ๆ = 4 u  XX10 +  xy| 0 + ÇU*z|o
 ๆ+ 24 = ̂ Uyx|0+ ๆ นyyl0+ Çนyz|0 ------ 8 (1.6,9)

ร =  Ç u J o +TlUzy|0 + Ç u J o

ต ัว แ ป ร ม ีก า ร ก ำ ห น ด ค ่า ด ัง น ี ้

I _ <3 dน
Uijl° = ~d) ร ิโ

. . .  9

Xo.yo,zo

เ ง ื ่ อ น ไ ข ข อ ง ส ม ก า ร ท ี ่ 1 0 แ ท น ค ่ า ต ่ า ง ๆ ด ้ ว ย ค ำ ต อ บ ท ี ่ ไ ด ้ จ า ก ห ั ว ข ้ อ 2 . 2 . 2 ล ง ใ น ส ม ก า ร ท ี ่ 9 ไ ด ้ ส ม ก า ร ต ั ง น ี ้  

ส ม ก า ร ก า ร เ ค ล ื ่ อ น ท ี ่ น ้ อ ย ย ิ ่ ง ก ร ณ ี ข อ ง จ ุ ด ล า ก ร า น จ ์ ท ี ่  ส า ม  ม ี ค ่ า  น ุ  £  ( 0 , 0 . 5 )

I -  2i| = (l + 2A0)Ç 
 ๆ+ 2 เ  = (1 - A 0) ๆ

c  = 0
A  - r f l - ฬ  I E°  *-| 11  | 3 +  I 1 |3|x + นุเ | x - l  + นุ. ] x 0 , 0 , 0

ส ม ก า ร ก า ร เ ค ล ื ่ อ น ท ี ่ น ้ อ ย ย ิ ่ ง ก ร ณ ี ข อ ง จ ุ ด ล า ก ร า น จ ์ ท ี ่ ส ี ่  แ ล ะ  ห ้ า

10 (1)

2 ๆ  =  ^ ± [ ^ ( 1 - 2 น ุ ) ] ๆ  

 ๆ+ 24 = ± [ ~ ( 1 - 2 น ุ) £  + ^ๆ  -------- 11 (1,6,9)
c  = 0

เ ค ร ื ่ อ ง ห ม า ย บ ว ก ค ื อ ก ร ณ ี ข อ ง จ ุ ด ล า ก ร า น จ ์ ท ี ่ ส ี ่  แ ล ะ  เ ค ร ื ่ อ ง ห ม า ย ล บ ค ื อ ก ร ณ ี ข อ ง จ ุ ด ล า ก ร า น จ ์ ท ี ่ ห ้ า

ส ม ก า ร ท ี ่ 1 0  แ ล ะ  ส ม ก า ร ท ี ่ า า เ ป ็ น ส ม ก า ร ก า ร เ ค ล ื ่ อ น ท ี ่ น ้ อ ย ย ิ ่ ง ไ ม ่ ต ้ อ ง พ ิ จ า ร ณ า ใ น ท ิ ศ Z  เ พ ร า ะ ว ่ า  

ค ่ า ,ข อ ง Z  ม ี ค ่ า เ ป ็ น 0  แ ล ะ  ก ฎ ข ้ อ ห น ึ ่ ง ข อ ง น ิ ว ต ั น ค ื อ ว ั ต ถ ุ ท ี ่ ม ี ค ว า ม เ ร ่ ง เ ป ็ น ศ ู น ย ์ จ ะ ห ย ุ ด น ิ ่ ง  ห ร ื อ  เ ค ล ื ่ อ น ท ี ่
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ด้วยอัตราเร็วคงที่ทำให้แน่ใจว่าการเคลื่อนที่ในทิศZไม่สามารถเกิดขึ้นได้จึงคิดเฉพาะการเคลื่อนที่ 
ของ Ç และ ทุ เท่านั้นโดยกำหนดเงื่อนไขการแก้สมการที่10 และ 11 คือ

ร = Ç0e " , ทุ = ท ุ0e “ --------- 12 (1)

สมการที่12 แทนค่าในสมการที่10 ได้สมการรอบจุดลากรานจ์ที่หนึ่ง, สอง และ สาม คือ

X2 - 1  -  2 A C 
2X

- 2 X

X2 - 1  + An = 0 -------13 (1,6,9)

สมการที่12แทนค่าในสมการที่ 11ได้สมการรอบจุดลากรานจ์ท ี่ส ี่และห้าคือ

2 1 + 3 jท ุ่t- M

22. + - X ( l  -  2,1.)
2 9X 2 -  ะ-  4

14 (1,6,9)

สมการที่13 และ 14 โดยให้ค ่าของ^,ๆ * 0ทำให้ต้องได้ค่าของดิเทอมิเนนท์ของเมทริก2 x  2 
เป็น0เรียกสมการที่ออกมานี้ว่าสมการเอกลักษณ์

สมการเอกลักษณ์ของกรณีจุดลากรานจ์ที่หนึ่ง, สอง และ สาม คือ

X4 + ( 2 - A 0)X2 + (1 + A 0 - 2 A 2) = 0 --------- 15 (1,6,9)

สมการการเคลื่อนที่น้อยยิ่งในบริเวณจุดลากรานจ์ที่หนึ่ง, สอง และ สาม คือ

% = a 1 e*'1 + a 2e ^ '1 + b, cosÀ,2t + b 2 s in ^ 21 ^
ทุ = a j e ^ 1 4- a 4e~x,t + b 3 cosÀ,2t + b 4 s i n ^ 2t

สมการเอกลักษณ์ของกรณีจุดลากรานจ์ที่สี่ และ ห้า คือ

A.4 + X 2 + (-^-ท ุ- ^ - ทุ2) = 0 (1,6,9)

X2 - ~ 1-±j l ~ ^  + 27^ 2 --------16 (1,6,9)

สมการที่1 6 ได้เงื่อนไขของ ทุ คือ

(27ท ุ2 -  27ทุ +1 > 0) น ท ุ G (0,0.5] จากการรวมเงื่อนไขดังกล่าวได้ค่า ทุ G (0,0.0385]
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|1 ของระบบดาวเสาร์กับไดโอนีเท่ากับ 1.85x io -6 และ เบจองระบบดาวเสาร์กับเททีสเท่ากับ
1.34 X 10"6 โดยค่า แของทั้งสองระบบนี้อยู่ในช่วงของคำนวณนี้แสดงว่าระบบทั้งสองนี้จะพบวัตถุ 
เคลื่อนที่รอบจุดลากรานจ์ท่ีสี่ และ ห้า สรุปได้ว่าค่า(Iเป็นเงื่อนไขแรกในการใช้วิเคราะห์เพื่อหา 
โอกาสในการพบวัตถุเคลื่อนที่รอบจุดลากรานจ์ที่สี่ และ ห้าได้

ค่าแดัดแปลงสมการที่'!6โดยใช้ทฤษฎีไบโนเมียลเพื่อหาอัตราเร็วเชิงมุม คือ

X , , = * < 1- ^ น , .  (9)

คาบของระบบหาได้จากความสัมพันธ์ของ T oc |x|"

T. =- T___  T
27 ’ 1 = ^

(1 8 ฬ
(9)

27

T เป็นคาบของวัตถุชิ้นที่2โคจรรอบวัตถุชิ้นที่า,Tsเป็นคาบสั้นและ T,lปีนคาบยาว 

สมการการเคล่ือนท่ี'ของอนุภาครอบ L 4,L 5โดยการแทนค่า 2 เข้าไปในสมการที่า4 คือ

4 = c ,  c o s ( t( l-3 .3 7 5 p .)  + 0 )  + c 2 s in ( tV 6 7 5 |I  + พ )

ๆ = D 1 s in ( t ( l -3 .3 7 5 n )  + 0 )  + D 2 sin (t^6 .75 |j. + ¥ ) ___ 17 (1 ,6 ,9 )
Ç(t =  0 ) =  c , ทุ(t =  0) = c ,4 ( t  = 0 ) =  0 , ๆ(t = 0 ) = 0

3 T he  R e s tr ic te d  T h re e -B o d y  P ro b le m

ร ูป ท ี่ 7  แ ส ด ง ก า ร ส ั่น ร อ บ อ ุด ส ม ด ุล ท ี่เส ถ ีย ร  ( 6 )



20

การเพิ่มค่าอของทั้งสองระบบทำเพื่อพิจารณาหาว่าการเคลื่อนที่ของวัตถุชิ้นที่สามที่เกิดขึ้นว่าจะ 
สามารถเกิดการเคลื่อนที่ของวงโคจรรูปเกือกม้าได้ หรือ ไม่

ร ูป ท ี่ 8  แ ส ด ง ร ูป ส ม ม า ต ร ท า ง โค จ ร ข อ ง ฟ ้ญ ห า ว ัต ถ ุส า ม ช ิ้น ใ น ก ร ณ ีจ ำ ก ัด  ( 6 )

การเคลื่อนที่น้อยยิ่งรอบจุดลากรานจ์ที่หน่ึง, สอง และ สามพบว่าสมการที่เกิดขึ้นนี้ทำให้วัตถุ 
ไม่สามารถอยู่รอบบริเวณนีได้เปรียบเทียบกับการเคลื่อนที่ข้ึนภูเขาทำให้วัตถุเคลื่อนท่ีได้ยากลำบาก 
จนไม่สามารถพบวัตถุรอบบริเวณนีได้ การเคลื่อนที่รอบจุดลากรานจ์ท่ีสี่ และ ห้าเกิดการเคล่ือนท่ี 
เชิงคาบประกอบด้วยวงโคจรคาบสั้นเคลื่อนที่ร่วมกับวงโคจรคาบยาวเกิดเป็นการเคล่ือนท่ีที่เรียกว่า 
การเคลื่อนที่แบบไซคลิกดังรูปที่/ซึ่งเป็นการเคลื่อนที่พื้นฐานของวงโคจรรูปลูกอ็อด และ วงโคจร 
รูปเกือกม้าซึ่งทั้งสองวงโคจรนี้เป็นสิ่งที่ต้องการในทฤษฎีของทีมงาน เดอโมท, โกลด์ และ เมอเลย์ 
สมมาตรทางโคจรดังรูปที่ 8 อธิบายว่าวงโคจรท่ีเกิดขึ้นเกิดจากการรบกวนจุดลากรานจ์ท่ีสี่ และ จุด 
ลากรานจ์ที่ห้าจะมีจำนวนวงรอบของคาบสั่นและจำนวนวงรอบของคาบยาวเท่ากันท้ังสองบริเวณ 
แต่มีการวนครบรอบที่ตรงข้ามกันทำให้เกิดลักษณะของวงโคจรที่เหมือนกันทังสองบริเวณเมื่อมี 
การรบกวนที่เหมือนกัน เช่น วงโคจรรูปลูกอ็อดเป็นวงโคจรที่เกิดการเคลื่อนที่ร่วมกันของวงโคจร 
คาบสั่นกับวงโคจรคาบยาวเคลื่อนที่หนึ่งรอบโดยถ้าการรบกวนเพิ่มขึ้นพบว่ามีจำนวนวงไซคลอยด์ 
เพิ่มขึ้นเนื่องจากวงโคจรคาบยาวเกิดการยืดตัวออกทำให้มีการวนของวงโคจรคาบส่ันเพ่ิมขึ้น และ 
วงโคจรรูปเกือกม้าเป็นผลมาจากการรบกวนที่เพิ่มขึ้นที่ให้กับระบบจนเกิดวงโคจรที่มีการเคลื่อนที่ 
ร่วมกันรอบบริเวณของจุดลากรานจ์ท่ีสี่,จุดลากรานจ์ท่ีห้า และ จุดลากรานจ์ท่ีสามเน่ืองจากศักย์1ชูโด
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ของจุดลากรานจ์ที่เสถียรมีค่าเท่ากันจึงทำให้เกิดการเคลื่อนที่เหมือนกันรอบบริเวณดังกล่าวนี้ทำให้ 
การวนของวงโคจรคาบยาวมีทังหมดสองรอบโดยถ้ามีการรบกวนเพิ่มขึ้นจะทำให้เกิดการวนของวง 
ไซคลอยด์เพ่ิมข้ึน และ มีคาบของการเคลื่อนที่ของระบบโดยประมาณ คือ

^system  =  m T long +  n T short.  m =  1,2, ท e [0, N] (6,9)

ทา เป็นจำนวนของจุดลากรานจ์ที่เสถียร, N เป็นจำนวนนับ และ ท เป็นจำนวนของวงของคาบสั่น

2 .3  ท ฤ ษ ฎ ีข อ ง ท ีม ง า น โก ลด์ริช และ ฑ ร ีเม น

ดวงจันทร์ในระบบวงแหวนมีอีกหน้าท่ีหนึ่งที่สำคัญนอกจากการกำเนิดวงแหวนนั้นก็คือทำ 
หน้าที่เป็นผู้ควบคุมอนุภาควงแหวนภายในระบบวงแหวนไม่ให้หลุดออกจากวงแหวนโดยมีทฤษฎี 
ที่สนับสนุนเป็นของทีมงานโกลด์ริช และ ทรีเมน ทฤษฎีน้ีใช้พิจารณาการเคล่ือนท่ีของอนุภาควง 
แหวนนีเป็นป็ญหาหน่ึงของปีญหาวัตถุสามชิ้นกรณีจำกัด ดวงจันทร์ที่ทำหน้าที่นี้เรียกว่าดวงจันทร์ 
ผู้ควบคุม(Shepherd moons) ซึ่งทำหน้าที่คล้ายกับสุนัขเผ่าแกะโดยแรงดึงดูดของดวงจันทร์คู่นีทำ 
การรบกวนอนุภาควงแหวนจนสามารถบังคับอนุภาควงแหวนไม่ให้หลุดออกจากวงแหวน ดาว
บริวารของดาวเสาร์ทำหน้าที่นีคือ แพนดูล่า และ โพมีทรีอัส ซึ่งทั้งคู่ถูกค้นพบโดยข้อมูลของยาน 
อวกาศโพฌียา 1 (Pioneer'll) , ตำแหน่งของดาวทั้งสองนี้ดังรูปที่9 และ รูปที่ๆ0 เป็นภาพขยายผล 
ของดวงจันทร์คู่นีเดินทางผ่านบริเวณอนุภาควงแหวนโดยมีผลต่ออนุภาควงแหวน ข้อมูลของยาน 
อวกาศพิจารณาผลโดยการสังเกตในกรอบของอนุภาควงแหวน(กรอบอ้างอิงหมุน) เพราะว่า ข้อมูล 
ของยานอวกาศเป็นการสังเกตในลักษณะของการเคลื่อนที่สัมพันธ์กับอนุภาควงแหวนจนสามารถ 
ตรวจสอบผลของเหตุการณ์นี้ได้
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ร ูป ท ี 9  แ ส ด ง ถ ึง ต ำ แ ห น ่ง ข อ ง ด ว ง จ ัน ท ร ์ ช ื่อ  แ พ น ด ูล ่า  และ  โพ ม ีฑ ร ีอ ัส  (7 )

ร ูป ท ี1 0  ภ า พ ข ย า ย ข อ ง เห ต ุก า ร ณ ์ข อ ง อ น ุภ า ค ว ง แ ห ว น เน ื่อ ง จ า ก อ ิท ธ ิพ ล ข อ ง ด ว ง จ ัน ท ร ์ ( 7 )
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ตำแหน่งของดวงจันทร์ทังสองนีอยู่ด้านนอกของวงแหวน และ การตรวจสอบขอบเขตโรชพบว่ามี 
ค่าท่ีสูงกว่าระยะทางโคจรรอบดาวเสาร์ทำให้เกิดแนวคิดว่าดวงจันทร์น้ีอาจเคยกลายเป็นส่วนหน่ึง 
ของอนุภาควงแหวนในอดีตค่อนท่ีดวงจันทร์ในกลุ่มน้ีจะมีขนาดเล็กเพ่ือใช้ในการลดผลของแรง 
การโป่งตัวท่ีเกิดข้ึนให้มากท่ีสุด งานวิจัยน้ีตรวจสอบถึงหน้าท่ีของดวงจันทร์ท้ังสองน้ีกระทำกับ
อนุภาควงแหวนโดยใช้สมการของฮิลล์เป็นตัวตรวจสอบเปรียบเทียบกับข้อมูลจากยานโพณียา1ได้ 
มีการยืนยันเหตุการณ์โดยมีลักษณะของการเคล่ือนท่ีคล้ายกับการเคล่ือนท่ีน้อยย่ิงรอบบริเวณของ 
จุดสมดุลท่ีไม่เสถียรทำให้เกิดแนวคิดของการคำตอบคล้ายกับการหาเง่ือนไขของจุดลากรานจ์ท่ีส่ี 
และ ห้าในทฤษฎีของทีมงานเดอโมท, โกลค์ และ เมอร์เลย์

2 .3 .1  ส ม ก า ร ก า ร เค ล ื่อ น ท ี่ข อ ง อ น ุภ า ค ว ง แ ห ว น ภ า ย ใ ต ้อ ิฑ ธ ิ่พ ล ข อ ง ด ว ง จ ัน ท ร ์ ( 1 ,6 )

กฎข้อสองของนิวตันทำให้ได้สมการการเคล่ือนท่ีของมวลกา2และ๓3มีสมการตังน้ี

ร ูป ท ี่11 แ ส ด ง เง ื่อ น ไ ข ข อ ง ส ม ก า ร ก า ร เค ล ื่อ น ท ี่ข อ ง อ น ุภ า ค ว ง แ ห ว น ถ ูก ก ร ะ ท ำ โด ย แ พ น ด ูล ่า  ( 1 )
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ร ูป ท ี่1 2  เ ง ื่อ น ไ ข ข อ ง ส ม ก า ร ก า ร เค ล ื่อ น ท ี่ข อ ง อ น ุภ า ค ว ง แ ห ว น ล ูก ก ร ะ ท ำ โด ย โพ ม ีท ร ีอ ัส  (1 )

กรอบอ้างอิงเฉ่ือยของมวลหน่ึงมีพิกัดคือ (X',, Y1', z \  ) 1 มวลสองมีพิกัดคือ (X'2, Y2 5 Z'2 ) และ 
มวลสามมีพิกัดคือ (X'3, Y3' , Z3) กรอบอ้างอิงหมุนของมวลสองมีพิกัดคือ (X, Y, Z) และ พิกัดน้ี 
มีค่าประมาณตำแหน่งของดาวเสาร์กับขอบอนุภาควงแหวน, มวลหน่ึงมีพิกัดคือ (0,0,0) และ มวล 
สามเป็นศูนย์กลางของอนุภาควงแหวนมีพิกัดคือ (X ',Y ',Z ') กำหนดมุมของเวกเตอร์ตำแหน่งของ 
ดาวเสาร์กับดวงจันทร์ และ เวคเตอร์บอกตำแหน่งของดาวเสาร์กับอนุภาควงแหวน 6 -> ท และ ค่า 
0 -> 0°เป็นกรณีโพมีทรีอัส และ แพนดูล่า ตามลำดับ, ทนุ,1ฑ2,1ท3 แทนมวลของดาวเสาร์, มวล 
ของดวงจันทร์และ มวลของอนุภาควงแหวน ตามลำดับ, d 2 « ( d , , d ) ,m 3 «(ท น ุ,1ท 2)และ 
เง่ือนไขต่างๆของแรงการโป่งตัวจะทำในบริเวณสามเหล่ียม (d ,d ,,d 2)

กฎข้อสองของนิวดันได้สมการการเคล่ือนท่ีของมวล ทา2 และทา3มีสมการดังน้ี

h = G m > /ๆ  A \  G m 3 ๆ(d i - d 2) - - T T - d 2di d ๆ
ริ _ G m ■  ๆ ^ G m

(6)
r3 = d i +•

สมการการเคลื่อนที่ในกฎข้อสองของนิวดันทำการดัดแปลงเป็นสมการการเคลื่อนที่ของดวง 
จันทร์กระทำกับอนุภาควงแหวนโดยการนำการกระจัดของมวลสามลบกับการกระจัดของมวลสอง 
ทำให้ได้สมการการเคลื่อนที่ดังสมการที่18 คือ
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â , = - « £ 5 £ 5 ! i > d 1 + G m , ( 4 + ( î 4 4 ) -------- 18 (6)
d, — d 2

สมกา รกา ร เ คล ื ่ อนท ี ่ ใ นป ี ญหา ว ั ตถ ุ สองช ิ ้ นค ื อ - d 2 « - • ^ p -d 2 และ แรง

)

d32 '  d 2
การโป่งตัวเป็นแรงเน่ืองมาจากดาวเสาร์กระทำกับอนุภาควงแหวนคือ Gm, ( - - ^  ■ rï?)1 + V-. -2 .

d , - d 2

แรงการโป่งตัวมีค่าประมาณคือ

R = Gm, — ะ:---- ^ ^ - )  = ^ - v  (1)dd d , - d 2 d; ' dd

V เป็นศักย์'จองแรง'โป่งตัวมีค่าเท่ากับ Gm, (-Z ---- -—1- -̂--) (1)
d, - d 2

ขนาดของ d, - d 2 สามารถตัดแปลงโดยใช้สมการพิงกํชนก่อกำเนิดของพหุนามเลอช็องด์
และ เทอมย่อยอ่ืน  ๆ คือ

1 1 ^ f d 2 ไ
d, - d j “ d , £ U  J i A  = i-C O S 0 (1)

ศักย์แรงการโป่งตัวในกรอบอ้างอิงหมุนกรณีของดวงจันทร์ท่ีมีต่ออนุภาควงแหวน

V = Gm, P2 (cosG)
d,

V = ^ 1[[-^-[(X'(X' -  X) + Y'(Y' -  Y) + Z'(Z' -  Z)]2 -  [(X' -  X)2 + (Y' -  Y)2 + (Z' -  Z)2 ]]]2d, d.

แรงการโป่งตัวของดวงจันทร์ท่ีมีต่ออนุภาควงแหวนในพิกัดของกรอบอ้างอิงหมุน คือ

(1)R . g W W )
ÔX ÔY d Z (X '«d,, Y'-»0,Z'=0)

แรงการโป่งตัวของดวงจันทร์ท่ีมีต่ออนุภาควงแหวนในพิกัดของกรอบอ้างอิงหมุน คือ 

R « (2 (Q 2X - Q 2d ,) ,-Q 2Y ,-Q 2Z)
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สมการการเคลื่อนที่ของแพนดูล่า และ โพมีทรีอัสมีเทอมการเคล่ือนที่ในแนวแกนXของแรง 
โน้นถ่วงตรงข้ามกันของดาวเสาร์กระทำกับวงแหวนและวงแหวนในชั้นfSลักษณะเป็นวงแหวนที่ 
มีความบางมากเมื่อเทียบกับระยะทางของดาวเสาร์ถึงบริเวณของวงแหวนจึงทำให้แรงโน้มถ่วงของ 
ดาวเสาร์ที่มีต่ออนุภาควงแหวนมีขนาดเกือบเท่ากับ Qgd, จนมีการหักล้างกันของแรงโน้นถ่วงนี้ 
ปรากฎการณ์นีสังเกตได้จากรูปที่10พบว่าการบังคับอนุภาคของวงแหวนโดยดวงจันทร์เกิดเฉพาะ 
ทางด้านขอบของวงแหวนในส่วนที่อยู่ใกล้คับดวงจันทร์โดยภายในของวงแหวนมีการหักล้างกัน 
ของแรงโน้นถ่วงของดาวเสาร์กับอนุภาควงแหวนจนหมด

สมการของแรงการโป่งตัวของดวงจันทร์ที่ใช้พิจารณาผลของอนุภาควงแหวน

R « (2Q qX ,-Q qY ,-Q qZ)

สมการการเคลื่อนที่นีเปีนสมการที่ใช้บรรยายผลของดวงจันทร์แต่ละดวงที่มีผลต่ออนุภาควง 
แหวนทางด้านขอบของวงแหวนโดยส่วนใหญ่จะทราบตำแหน่งของดวงจันทร์กับดาวเสาร์เท่าบัน 
ทำให้สมการนีสามารถตัดแปลงเพื่อใช้หาผลของดวงจันทร์มีต่ออนุภาควงแหวนได้

ค่าเปลี่ยนพิกัดจากกรอบอ้างอิงเฉื่อยเป็นกรอบอ้างอิงหมุนจะทำการพิจารณาด้วยอัตราเร็ว 
เชิงมุมของอนุภาควงแหวนโดยใช้เงื่อนไขการเปลี่ยนพิกัด คือ

x | = > (j cos Q 0t -  Yj sin Q 0t
y ; = > [j s in Q 0t + Yj co sQ 0t —
z; = z

กรอบอ้างอิงหมุนพิจารณาการเคลื่อนที่โดยให้มีอัตราเร็วเชิงมุมเท่ากับอัตราเร็วเชิงมุมของ 
อนุภาควงแหวนเพื่อใช้ในการตัดแปลงสมการการเคลื่อนที่ภายใต้กรอบหมุนต่อไป

แรงการโป่งตัวของกรอบอ้างอิงหมุนดัดแปลงเป็นแรงการโป่งตัวในกรอบอ้างอิงเฉื่อยโดย 
ใช้วิธีการหมุนแกน

R = [2 0 0  (X; -  X '2 ),-Q I  (y ; -  Y2 ) , - q l  (z; -  Z'2 )] ----- 20

การตัดแปลงนี้จะทำตามเงื่อนไขในการหมุนน้อยมากโดยให้มีข้อกำหนดเพิ่มเติมของสมการ

นี้คือต้องใช้ในช่วงของค่า X คือ —  ~ A 1̂ « 1  และ ค่า Y คือ ^  —^  «  1 โดยค่า d, e  [a,b]d, d,
แทนตำแหน่งเฉลี่ยของอนุภาควงแหวน
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การกระจัดของดวงจันทร์กระทำกับอนุภาควงแหวนภายใต้กรอบเฉ่ือย คือ

d 2 = (x ; - x ; , y ; - y 3' , z ; - Z '3 ) — 2 1

สมการท่ีา9, สมการท่ี20 และ สมการท่ี21 แทนลงในสมการท่ี18 ไต้สมการการเคล่ือนท่ี 
ภายใต้กรอบหมุนของอนุภาควงแหวนเน่ืองจากผลของดวงจันทร์กระทำกับอนุภาควงแหวนโดย 
พิจารณาเทียบกับตำแหน่งของดาวเสาร์ ผลงานของ Hill, 1878, Nakazawa and Ida, 1988

X ,- 2 Q 0Ÿ1 = 

Ÿi + 2Q0X1 =

9Ui
5X;
ÔU,
av, —22 (3)

บ ^ (3Xj2 - Z j 2) + G r r i j

V(Xi - A ) 2 +(Yi - B ) 2 + Z i2

Y

รูปท่ี13 อธิบายการหาสมการการเคล่ือนท่ีของอนุภาควงแหวนเน่ืองจากดวงจันทร์ท่ี'งสอง (7)
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Q 0 เป็นอัตราเร็วเชิงมุมของอนุภาควงแหวน, (A,B,0) = (a,0,0)แทนตำแหน่งของแพนดูล่า, 
(A,B,O) = (bcos0,bsin0,O )แทนตำแหน่งของโพมีทรีอัส, แเป็นมวลของดาวเสาร์ และ ทนุ 
เป็นมวลของดวงจันทร์ท่ีอยู่ใกล้ๆอนุภาควงแหวน สมการท่ี22 อธิบายผลท่ีเกิดข้ึนของดวงจันทร์ 
แด,ละดวงท่ีกระทำกับอนุภาควงแหวนในแต่ละบริเวณโดยมีส่วนประกอบท่ีสำคัญของสมการคือ 
ความเร่งของแรงโคลิออริส (-2 Q 0Ÿj ,2Q0Xj ,0), ผลรวมของความเร่งของแรงหนีศูนย์กลางคับ 
แรงการโป่งตัวเน่ืองมาจากดาวเสาร์(SQoXjA-QgZj) และ ความเร่งของแรงโน้มถ่วงดวงจันทร์ 
กระทำคับอนุภาควงแหวน คือ

1__________ G m ;cx  1-  A)____________________ Gm i(Yj -  B)
(V (X ,-A )2 +(Y i - B ) 2 + Z i2)3 ’ (ข ึ้(X i - A ) 2 +(Y i - B ) 2 + Z i2)3 ’

- ,  Gn;-Z; 2 ](V(Xi - A ) 2 +(Y i - B ) 2 + Z i2)3

สมการการเคล่ือนท่ีดังรูปท่ี 10 เป็นผลมาจากดวงจันทร์คู่หน่ึงทำให้อนุภาควงแหวนเคล่ือนท่ี 
คล้ายคับการเคล่ือนท่ีของสมการภายใต้เง่ือนไขแบบ underdamped harmonic ซ่ึงอธิบายว่าผล 
ของดวงจันทร์คู่นีกระทำคับอนุภาควงแหวนดังรูปท่ี 10 เกิดการบีบอัดของอนุภาควงแหวนโดยการ 
หักล้างคันของเทอมsinZ,t และ cosZ,t ด้วย เทอมของ eM , e 'M จนทำให้เกิดผลตามทฤษฎี 
การหาคำตอบของสมการนีคิดว่าอนุภาคของวงแหวนผ่านดวงจันทร์ทังสองนีต้องเกิดการเคล่ือนท่ี 
ในลักษณะของการเคล่ือนท่ีน้อยย่ิงผ่านจุดสมดุลแบบไม่เสถียร

2.3.2 สมการฮิลส์

สมการฮิลส์มีแนวคิดเดียวคันกับสมการจาโคบิซ่ึงอธิบายถึงการเคล่ือนท่ีในบริเวณใกล้จุด 
สมดุลในบริเวณค่าZเป็นศูนย์ควรมีการเคล่ือนท่ีใกล้บริเวณจุดสมดุลเป็นอย่างไรโดยลักษณะของ 
พืนผิวท่ีเกิดข้ึนเรียกว่าเส้นโค้งความเร็วศูนย์โดยใช้เง่ือนไขดังรูปท่ี13 มาใช้ในการพิจารณา

สมการฮิลส์ของกรณีโพมีทรีอัสกระทำกับอนุภาควงแหวนคือ

3Q2X 2 + 2 —j =  = •:- - mp; ”,lc,him-s = C H (6)
V (X -bcosO )2 + (Y - b  sin O)2

สมการฮิลส์ของกรณีแพนลูล่ากระทำกับอนุภาควงแหวนคือ

3QgX2 + 2 - p  Gmpa"dora = C H (6)
V (X -a )2 + Y 2
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เรียกค่า CH น้ีว่า ค่าคงท่ีคัดแปลงของจาโคบิ(modified Jacobi constant)

การวิเคราะห์สมการน้ีกำหนดให้ค่า Z = 0 เพราะว่าการเคล่ือนท่ีน้ีจะเกิดข้ึนเฉพาะระนาบXY 
สมการฮิลส์ของโพมีทรีอัส และ แพนดูล่าเป็นผลของการเคล่ือนท่ีรอบจุดลมดุลท่ีไม่เสถียรเหมือน 
ผลรอบจุดลากรานจ์ท่ีหน่ึง, สอง และ สามทำให้ทราบว่าเกิดการเคล่ือนท่ีน้อยย่ิงของอนุภาควง 
แหวนเป็นกรณีของจุดสมดุลแบบไม่เสถียร

2.3.3 อุดสมดุลในบริเวณอนุภาควงแหวน

จุดสมดุลน้ีจะหาคล้ายกับเง่ือนไขของจุดลากรานจ์ คือ

ÔU _ 5U _ 5U _ 
d x  =  d Y  =  5Z =

จุดสมดุลในแนวX ในเง่ือนไขของโพมีทรีอัส กระทำกับอนุภาควงแหวน คือ

4.0990 x lO '8X - ( 2 . 2 0 1 1 x l Q 10) 

(X  -1 .3901x 10 ) 2
= 0

จุดสมดุลในแนวX ในเง่ือนไขของแพนดูล่า กระทำกับอนุภาควงแหวน คือ

4.099 x lO '8X (1 .294xlQ10)
(X -1 .4 1 7 x io  )2 = 0

ฅารางท่ี 5 แสดงอุดสมดุล และ ศักย์ยังผลใกล้กับ โพมีฑรีอัส และ แพนสูล่า

Prometheus Pandora

X(km) 1.39072 x io 5 1.41653x 105

Y(km) 9720.6 0

Z(km) 0 0

บ(J/kg) 3.96757 x io 8 4.11525 X108
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โพมีทริอัสมีตำแหน่งจุดสมดุลในแนวแกน X มีค่ามากกว่า 1 .3901x l08m โดยค่าของY 
เป็น9 .7 2 06 x l0 6rm iละ z=0 และ แพนดูล่ามีตำแหน่งของจุดสมดุลมีค่าน้อยกว่า 1.417xlO sm 
โดยค่าY=z=0 ศักย์ของแพนดูล่ามีค่าสูงกว่าของโพมีทริอัสทำให้ทราบว่าลักษณะการเคล่ือนท่ี
น้อยย่ิงในบริเวณใกล้กับแพนดูล่าเกิดการเคล่ือนท่ีได้ยากกว่าในบริเวณใกล้กับโพมีทรีอัส

2.3.4 สมการการเคล่ือนท่ีน้อยย่ิงของอนุภาควงแหวน

สมการการเคล่ือนท่ีน้อยย่ิงมีวิธีการหาคล้ายกับปิญหาวัตถุสามช้ินกรณีจำกัดโดยมีเง่ือนไขดังน้ี

ï ~  2 ^ 0 ๆ  = รบXX 10 
 ๆ + 2 0 ^ 4  = ๆ บ  YY เ0

Ç = Ç U Zz |0 (1’6,9)
au
â iâ j

สมการการเคล่ือนท่ีน้อยย่ิงมีความแตกต่างจากสมการในทฤษฎีของเดอโมท, โกลด์ และ เมอเลย์ 
คือมีการเคล่ือนท่ีเชิงคาบเกิดข้ึนในแนวZแต่การตรวจสอบเง่ือนไขของการเคล่ือนท่ีน้อยย่ิงพบว่าไม่ 
สามารถเกิดเคล่ือนท่ีในแนวนีได้เพราะว่าตำแหน่งของสมดุลในแนวการเคล่ือนท่ีน้ีมีค่าเป็นศูนย์จึง 
ทำให้แน่ใจว่าไม่มีจำนวนจริงใดมีขนาดของการเคล่ือนท่ีมีค่าน้อยกว่าศูนย์ได้ฉะน้ันการพิจารณาถึง 
การเคล่ือนท่ีจึงคิดเฉพาะการเคล่ือนท่ีในแนวX และ Y การเคล่ือนท่ีของอนุภาควงแหวนได้รับ
อิทธิพลของดวงจันทร์เป็นการหาผลของการบังคับอนุภาควงแหวนโดยใช้สมการการเคล่ือนท่ีน้อย 
ย่ิงในแนว XllละY (รุ,,ๆ) ตามลำดับ

สมการการเคล่ือนท่ีน้อยย่ิงของอนุภาควงแหวน

4 = ajeXl' + a 2e~x,t +b , cosX2t + ๖2 sinA,,t 
 ๆ= a 3ex,t + a 4e"x,t +๖ 3 cosZ2t + ๖4 sinZ2t

คำตอบของสมการนีนำไปแทนค่าร่วมกับจุดสมดุลในแนวแกนXและแกนYทำให้ได้สมการ 
ของการเคล่ือนท่ีน้อยย่ิงอธิบายผลของดวงจันทร์ท่ีมีต่ออนุภาควงแหวนโดยวิธีการหาจะทำคล้ายกับ 
การพิจารณาเง่ือนไขของการหาการเคล่ือนท่ีน้อยย่ิงของจุดลากรานจ์ท่ีส่ี และ ห้า
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2.4 การหาเง่ือนไขของตำแหน่งสมดุล (6)

การหาจุดสมดุลของวัตถุสามชินกรณีจำกัดได้ตำแหน่งของจุดสมดุลในลักษณะสามเหล่ียม 
ด้านเท่า กับ เห้นตรง ทำให้คิดว่าระบบของปัญหาวัตถุสามช้ินน้ียังมีรูปแบบสมดุลในลักษณะอ่ืน 
หรือ ไม่ การเร่ิมด้นของการหาคือการพิจารณาต้ังแต่จุดศูนย์กลางมวลของสามเหล่ียนดังรูปท่ี 14

รูปท่ี 14 แสดงเง่ือนไขการพิจารณาสมดุลของปัญหาวัตถุสามช้ิน (6)

จุดศูนย์กลางมวลหาได้จากสมการคือ

ทา1?, + ทา2?2 + ทา3?3 = 0 ------23

การเคล่ือนท่ีของมวลทังสามใช้กฎข้อสองของนิวดันเป็นตัวอธิบายได้สมการดังน้ี

-  Gm 2 Gm 3
r. + - r . )

Gm,r2 = - — น ี้( ?2 - r 2)
Gm

G m , ^
"r ? 24

r3 = - - 3L(?3 -  r r - Œ  - r 2)R ; R,

เง่ือนไขของสมดุลภายใต้กรอบอ้างอิงหมุนคือทอร์กของมวลท้ังสามเป็นศูนย์ทำให้ได้สมการคือ
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ธุ X  ชุ = 0 -----25

นำ สมการท่ี 24 แทนสมการท่ี 25 ได้สมการของมวลท้ังสามคือ

มวลท่ีา มีเง่ือนไขของสมการคือ r, X ( - ^ ^  + -^ 7 ^ ) = 0R 3 R-2

มวลท่ี2 มีเง่ือนไขของสมการคือ โ2 X  ( ^ y - + - y y )  = 0R 3 R,

มวลท่ีร มีเง่ือนไขของสมการคือ r3 X  (-^y -  + y r r -) = 0R 2 R,

เง่ือนไขของทอร์กของมวลท้ังสามแทนเง่ือนไขสมการท่ี23ได้เง่ือนไขของสมดุลคือ 

1วัตถุท้ังสามอยู่ในตำแหน่งของแนวเส้นตรงเดียวกันพิจารณาจาก (r ,x r2 = r2 X  r3 = r1 x r3 =0)

2 วัตถุท้ังสามเป็นลักษณะของสามเหล่ียมด้านเท่าพิจารณาจาก (R, = R 2 = R 3)

สมดุลในปิญหาวัตถุสามชินกรณีจำกัดมีตำแหน่งตรงกับสมดุลของกรอบอ้างอิงหมุนในป็ญหา 
วัตถุสามช้ินแสดงว่าวัตถุช้ินท่ีสามมีการเคล่ือนท่ีรอบจุดสมดุลน้ี ทฤษฎีของเดอโมท, โกลด์ และ 
เมอเลย์ สนใจผลของการเคล่ือนท่ีรอบจุดลากรานจ์ท่ีส่ี หรือ ห้า ทฤษฎีของโกลด์ริช และ ทรีเมน 
สนใจการเคล่ือนท่ีบริเวณสมดุลในแนวเสันตรง สมดุลของตำแหน่งมวลท้ังสามเป็นเส้นตรง!กัด
สมดุลท่ีไม่เสถียร และ สมดุลของตำแหน่งมวลเป็นสามเหล่ียมด้านเท่าเกิดสมดุลแบบมีเสถียรภาพ
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