
บทที 3

การหาผลเฉลยของการเคลอนที

การเคล่ือนท่ีน้อยย่ิงของทังสองทฤษฎีเป็นการหาการเคล่ือนท่ีรอบจุดสมดุลของแต่ละทฤษฎีทำ 
ให้ทราบประเภทของจุดสมดุลเน่ืองจากผลของการเคล่ือนท่ีน้อยย่ิงท่ีเกิดข้ึนได้ ทฤษฎีของทีมงาน 
เดอโมท, โกลด์ และ เมอร์เลย์ กับ ทฤษฎีของทีมงานโกลด์ริช และ ทรีเมน โดยท้ังสองทฤษฎีน้ีมี
ตำแหน่งของจุดสมดุลเป็นไปตามตำแหน่งสมดุลของสามเหล่ียมคือตำแหน่งของมวลท้ังสามอยู่ใน 
แนวเน้นตรง และ สามเหล่ียมด้านเท่า การเคล่ือนท่ีน้อยย่ิงรอบบริเวณหน่ึงของสามเหล่ียมด้านเท่า 
มีลักษณะการเคล่ือนท่ีเป็นเชิงคาบของจุดลากรานจ์ท่ีส่ีและห้าซ่ึงสามารถสังเกตได้จนถึงปีจจุบัน 
การเคล่ือนท่ีน้อยย่ิงรอบบริเวณหน่ึงของตำแหน่งมวลเป็นเน้นตรงพบว่าเกิดการเคล่ือนท่ีแบบแดม 
ของอนุภาควงแหวนจนบังคับอนุภาควงแหวนในเวลาส้ันๆได้ การหาผลเฉลยของท้ังสองทฤษฎี
จะทำการเปรียบเทียบผลในธรรมชาติกับผลท่ีได้จากการจำลองภาพ

3 .1  ก า ร ห า ผ ล เฉ ล ย ข อ ง ก ร ณ ืข อ ง ก า ร เค ล ื่อ น ท ีใ ก ล ้ก ับ จ ุด ล า ก ร า น จ ์ท ี่ส ี่ แ ละ  ห ้า  ( 1 )

สมการการเคล่ือนท่ีรอบจุดลากรานจ์ท่ีส่ี และ ห้าเร่ิมด้นในการหาสมการการเคล่ือนท่ีใน 
พิกัดของวงโคจรซ่ึงการพิจารณาวงโคจรภายใต้พิกัดทางโคจรจะมีการเคล่ือนท่ีในลักษณะเดียวกัน 
กับจุดลากรานจ์ท่ีไม,เสถียรดัดแปลงจนได้สมการเพ่ือนำมาใช้หมุนแกนเพ่ือหาสมการการเคล่ือนท่ี 
ในพิกัดของการเคล่ือนท่ีน้อยย่ิง(^,นุ) ต่อไป

รูปทีา5 แสดงความสัมพันธ์ของพิกัดในแนว x,y และ แนวการเคล่ือนทีของวงโคจร (1)
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ความสัมพันธ์ของพิกัดท้ังสองคือ

X* =  t 1 COS30° + ๆsin30° 2g 
y* = ±Çsin30° + ๆcos30°

£1 = X* cos30° ± y* sin30° ^
 ๆ= +x* sin30° + y* cos30°

เคร่ืองหมายด้านบนแสดงเง่ือนไขการเปล่ียนพิกัดของจุดลากรานจ์ท่ีส่ี และ ด้านล่างแสดง 
เง่ือนไขของการเปล่ียนพิกัดของจุดลากรานจ์ท่ีห้า การคำนวณน้ีเร่ิมการพิจารณาลักษณะของวง
โคจรท่ีเกิดข้ึนโดยการประมาณของค่า £1 และ  ๆมีค่าเท่ากันแล้วนำไปหาค่าของ X*, y* ดังในสมการ 
ท่ี26 เพ่ือหาค่าต่างๆต่อไป

3.1.1 การหาสัมประสิทธ์ และ เฟสเร่ิมต้นของวงโคจรในพิกัดของวงโคจร (1)

สมการการเคล่ือนท่ีน้อยย่ิงในกรณีของพิกัดของวงโคจร คือ

X* ะ= A s cos(cost + <|>) + A l cos(coLt + 0 )  
y* = Bs sin(cost + (j)) + B L sin(coLt + O)

สัมประสิทธ์ของค่า A S,A L มีสมการคือ

28 (1)

A;! = + ) Xy’(0))i

A ï = ( 4 ^ À ) 2(x -(0))! + ( _ ^ x _ )(y •(0)).
®ร - ®L a ( © s  ©L )

a * = - ^ ( l  + V l- 3 ^ ( l - ฬ ) ท '2 

0 < f L < 0.41421356 < f s <0.5

29 (1)
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มุมเฟสของวงโคจรมีสมการคือ

sin <j) = -[ 2n'cosco2L2 „  2 Jy -(O )A sa*(co2 -CÙ2)

“ - ' ^ ร '
sin O = [ 2n'coLco2

A La > s2 -co2) ]y*(0)

2n'(oLcûsy‘ (0) tanO = ( - ป / L Sa (C0s -  a )x (0)

-30 (1)

3.1.2 การหาการเคลื่อนที่น้อยยิ่งใกล้จุดลากรานจ์ที่ส่ี และ ห้า (1)

การคำนวณหาสมการการเคลื่อนที่โดยการแทนค่าของสัมประสิทธ์ของวงโคจรคาบสั่นกับวง 
โคจรคาบยาวในสมการที่29และมุมเฟสในสมการที่30แทนค่าลงในสมการที่28จะได้สมการการ 
เคลื่อนที่ของวัตถุชินที่สามในพิกัดของวงโคจรเพื่อนำมาใช้ในการหมุนแกนดังสมการที่27เพ่ือหา 
สมการการเคลื่อนที่รอบจุดลากรานจ์ที่สี่และห้าโดยมีสมการการเคลื่อนที่ คือ

ห้3 1£1 = — [(As cos(cost + <))) + A l cos(coLt + O)] ± —[(Bs sin(<j)st + <j)) + BL sin(û)Lt + $>)]
2  2 ' 31

 ๆ = +-^[(As cos(cost + <!>) + A l cos(coLt + O)] + ^ - [ ( B s sin(cost + <j)) + B L sin(coLt + O)]

เครื่องหมายด้านบนแทนเงื่อนไขจุดลากรานจํที่สี่ และ ด้านล่างแทนเงื่อนไขจุดลากรานจ์ที่ห้า 
สมการที่31แทนค่ารวมกับพิกัดของจุดลากรานจ์ที่สี่คือ (0.5 -  |ว,0 .866)และ พิกัดของจุดลากรานจ์ 
ท่ีห้าคือ (0.5 -  1ว,-0 .866) เพื่อนำมาใช้หาคาบ และ ลักษณะของวงโคจรที่เกิดข้ึนน้ีสามารถเกิดเป็น 
วงโคจรรูปเกือกม้าตามทฤษฎีนี้ได้ หรือ ไม่

3.2 การหาผลเฉลยของกรณีของการเคล่ือนท่ีใกล้กับจุดสมดุลท่ีไม่เสถียร (6)

การหาผลเฉลยบริเวณรอบจุดสมดุลของโพมีทรีอัส และ แพนดูล่ามีการเคลื่อนท่ีคล้ายกับจุด 
ลากรานจ์ที่หนึ่ง, สอง และ สาม เพราะมีสมการการเคลื่อนที่น้อยยิ่งเหมือนกัน การจำลองภาพ
ของทฤษฎีโกลด์ริช กับ ทรีเมน ต้องมีแดมเกิดขึ้นจึงจะสามารถรักษาอนุภาควงแหวนได้โดยการหา
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ผลเฉลยนี้มีผู้หาคำตอบอย่างประมาณของสมการการเคลื่อนที่นี้ในเงื่อนไขของมวลดวงจันทร์มีค่า 
เป็นศูนย์จึงเกิดแนวคิดว่าถ้าเราพิจารณาหาคำตอบในกรณีนี้ก็จะสามารถได้การเคลื่อนที่ของอนุภาค 
วงแหวนอย่างประมาณในแนวการเคลื่อนที่น้อยยิ่งของ ทุ

คำตอบทัวไปของสมการการเคลื่อนที่ของค่า £1,ๆ  ในกรณีของมวลดวงจันทร์มีค่าเป็นศูนย์ คือ

£ =  a .ent + b.e~nt + c, sinnt + d, cosnt
nt , ท, " " 3 2  ( 6 )าๅ = a 2em + b 2e~nt + c2 sinnt + d 2 cosnt

ผลเฉลยของสมการ32ในกรณีที่ค่าของGmของดวงจันทร์มีค่าเข้าใกล้ศูนย์จะทำให้ได้สมการ 
การเคลื่อนที่ใหม่โดยใช้การประมาณค่าของ e* โดยใช้ทฤษฎีเทย์เลอร์จะได้สมการคือ

£1 = a ,(l + nt) + b l( l - n t )  + c, sinnt + d, cosnt ^
ทุ = a 2(1 + nt) + ๖2( ใ - nt) + c2 sinnt + d2 cosnt

คำตอบของสมการที่ 33 เทียบกับ สมการที่34 (ธ) โดยใช้ผลของดวงจันทร์กระทำกับอนุภาค 
วงแหวนมากที่สุดเมื่อเริ่มที่เวลาเป็นศูนย์ให้ค่าของ £1 = C ,ทุ = 0 โดยค่า C มีขนาดที่มากท่ีสุด

£1 =  D3 + D 2 sinnt + D, cosnt
3 - - 3 4  (6)ทุ = D4 - ^ D 3nt - 2D, sinnt + 2D, cosnt

การเปรียบเทียบของแต่ละเทอมทำให้ได้สมการการเคลื่อนที่น้อยยิ่งของทฤษฎีของทีมงานของ 
โกลด์ริช และ ทรีเมน คือ

£ 1 =  a,emit + a , e -ü,lt  + C ,  sinco2t +  (C -2a ,)cosco2t
ทุ = (“ a, ~ c i)eü)lt + (-“ a i -c ,)e '“ra,t -2 (C -2 a ,)s in c o 2t + 2c, cosco2t

สมการที่35เพ่ือหาการเคลื่อนที่รอบจุดสมดุลของ แพนดูล่า หรือ โพมีทรีอัส ดังในตารางท่ีห้า 
โดยเหตุผลของการหาคำตอบในลักษณะนี้ก็เพื่อง่ายต่อการหาค่าคงที่ที่เหมาะสมซึ่งดีกว่าการหา 
ค่าคงที่ที่มากกว่าสองค่าจะทำให้เกิดความยากต่อการวิเคราะห์ผลมากเกินไป
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