
ทฤษฎิและสถติทิเกยวข์อง

ในบทน ี้จะกล ่าวถ ึงรายละเอ ียดของการว ิเคราะห ์ความถดถอยโลจ ิสต ิคท ั้งแบบสถ ิตย ์และ 

แบบพลว ัตร การประมาณ ค ่าพ าราม ิเตอร ์ด ้วยว ิธ ีภาวะน ่าจะเป ็นส ูงส ุด  (Maximum Likelihood 

Estimation) พ ังกช ันอัตราภาวะภ ัย (Hazard Function) พ ังกช ันการอยู่รอด (Survival Function) ซ่ึง 

พังค ์ช ันเหล่าน ีเก ี่ยวข ้องก ับต ัวแบบถดถอยโลจิสต ิคท ี่จะทำการศึกษาในการวิจ ัยครั้งน ี้

ข ้อ ส ม ม ต ิท ั่ว ไป ฃ อ งต ัว แบ บ ถ ด ถ อ ย โล จ ิส ต ิค

จ ุดประสงค ์ของการว ิเคราะห ์ความถดถอยโลจ ิสต ิค เพ ื่อสร ้างต ัวแบบถดถอยโลจ ิสต ิคท ี่ใช ้ 

อธ ิบายความส ัมพ ันธ ์ระหว ่างต ัวแปรตามซ ึ่งเป ็นต ัวแปรเช ิงกล ุ่มและกล ุ่มของต ัวแปรอ ิสระท ี่เป ็นต ัว  

แปรเช ิงปร ิมาณ หร ือต ัวแปรเช ิงกล ุ่มหร ือท ั้งสองอย ่าง และพยากรณ ์ความน ่าจะเป ็นของการเก ิด  

เหต ุการณ ์ท ี่สนใจหรือโอกาสที่หน ่วยตัวอย่างจะอยู่ในกลุ่มท ี่สนใจ

ข ้อม ูลสำหร ับการว ิเคราะห ์จะอย ู่ในร ูป  (y  1, x , ) ; i  = เม ื่อต ัวแปรตาม ¥1 มีการ

แจกแจงแบบเบอร์น ูล ีด ้วยพาราม ิเตอร ์ p : X, แทน x u , x 2i, . . . , x  t เป ็นต ัวแปรอ ิสระร ่วมก ัน  P 
ตัวแปร และข ้อม ูลต ัวอย ่าง ท หน ่วยเป ็นอ ิสระต ่อก ัน  น ั่นค ือ

1 ; เถิดเหตุการณ์ที่สนใจ ด้วยความน่าจะเป็น p t
0 ; ไม'เถิดเหตุการณ์ที่สนใจ ด ้วยความน่าจะเป็น 1 -  P 1

P , ค ือ ค ว า ม น ่า จ ะ เป ็น แ บ บ ม ีเง ื่อ น ไ ข ข อ ง  7  = 1 เม ื่อ ก ำ ห น ด  X ณ ร ะด ับ ท ี่ i น ั่น ค ือ  

/ ? ,= p (¥1= 1 1 X,.)  แ ล ะจ ะ เข ีย น แ ท น ด ้ว ย  ท (X ;) เพ ราะ เป ็น พ ังค ์ช ัน ข อ ง  X, ต ังน ั้น ส ม ก าร  

ถดถอยโลจิสติค (Logistic Response Function) คอ

P o + P \ x \ i + p 2 x 2 i + - ~ + P p x p iE[¥ 1 X] =  -  - ■ ■■ -  -  --------——  = 7:น.)  ( 2 .1 )
L 1 J j  +  e P o + P lx i , + P 2 x 2 , +  - + P p x p ,  v  u

จะทำการแปลงค ่า 7T(x,) จากช่วง (0,1) เป ็นค ่าของ logit(/7-(x,)) ท ี่อย ู่ในช ่วง ( - 00 ,oo) ซึ่ง

พ ังค ์ช ันการแปลงโลจิสต ิคของ ท (x ,)  คือ

logit (;r(x , ))  =  In
V

x ( x , )
l - 7 T ( x . )

\

y
=  p 0 + P \x  น + P lXh + • • • +  P pXp1 (2.2)
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และ Odd Ratio ซึ่งเป็นอัตราส่วนระหว่างโอกาสที่เหตุการณ์จะเกิดก ับ โอกาสที่เหตุการณ์จะไม่เกิด คือ

O d d  =
f  ท  (x,.) A 

v l - ; r ( x , . )  J

__ _ A )  + P lx น  ^  P 2 x 2 i • + P p x p i (2.3)

เราสามารถเขียนสมการ (2.2) ในรูปของเมทริทซ ได้ดังน

g (x ) = xp (2.4)

โดยที่

lo g z ï(^ (x 1))

G(x) = lo g // ( ; r ( x 2))

lo g it(x (x „))_

'1 x ท X2\

x = 1 X12 X22

1 Xln x 2ท -

A)'
p = A

Pp. (p + l)xl

nxl

>2

Jnx(p-H)

ฟ ังก ์ช ัน ภ าว ะ น ่าจ ะ เป ็น  (L ik elihood  F unction) ข อ งค ว าม ถ ด ถ อ ย โล จ ิส ฅ ิค  

z ( p ) = l n / ( p )

= X  {y>๒  พ * /  ) ) + ( ! -  X  ) ln 0 -  * (* , ' ))}

=  Ê  (y- ๒ พ 1 / )) +  ln 0  -  * ( Xi ) ) - y  1 ๒(1 -  2r(x, ))}

(2.5)
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=  Ê  f c  6 ท พ * /  ) )  -  l n ( !  -  4 *  i ) ) } + ๒ ( !  -  4*,  ) ) }

ท  g  P o + A * l i  +* • •+ P p x p i

^  ^ g P o + P l x น  + " ' + P p x p i  g P o  + f h x l i  + ■■-+  P p x p i

^   ̂ J  ^  ç P o + P \ x \ i +  - + P p x p i

-  ฬ , , ln  L  11/ . -------  ;  - ไ }
t i l  v + JJ

= j r  {v, เ ท ( / " )+ lnl -  ln(l + (,<'•>''>'1'* ><v ท I

= Ê { v , ( A  + M ,  +  •••+ / พ ) - 4  +  e* " ’W'*' )}

P o + P ix u + - + P p x p i

1 -
1 +  e P o + P lx \ i + - - - + P p x 1p p i

(2.6)

การประมาณค่าพารามิเตอร์ด ้วยว ิธ ีภาวะน ่าจะเป ็นส ูงส ุด

ส ำ ห ร ับ ก า ร ป ระ ม า ณ ค ่า พ า รา ม ิเต อ ร ์ห ร ือ ค ่า ส ัม ป ระ ส ิท ธ ิค ว า ม ถ ด ถ อ ย ใน ส ม ก า รถ ด ถ อ ย  
โล จ ิส ต ิค  P ' =  (p o, p 1, . . . , P p ) จ ะ ใช ้ว ิธ ีภ าวะน ่าจะ เป ็น ส ูง ส ุด โด ยการห าต ัวป ระม าณ พ าราม ิเต อร ์ 

ท ี่ท ำ ให ้ z ( p )  ใน ส ม การ (2.6) ม ีค ่ามากที่ส ุด โด ยการห าอน ุพ ัน ธ ์เท ียบ ก ับ พ าราม ิเตอร ์แต ่ละต ัวแล ้วให ้ 
ผ ล ล ัพ ธ ์เท ่า ก ับ ศ ูน ย ์ ซ ึ่ง จ ะ ได ้ส ม ก า ร ท ี่ไม ่เป ็น เส ้น ต ร ง  P  + 1 ส ม ก าร และสาม ารถห าค ่าป ระม าณ  
พ าราม ิเต อร ์ P' =  (/?0 ท ี่ส อ ด ค ล ้อ งได ้ด ้วย ว ิธ ีท ำๆ ท  (Iterative Method) ซ ึ่ง เร ีย ก ต ัว

ประมาณ น ี้ว ่า “ ต ัวประมาณ ภาวะน ่าจะเป ็นส ูง ส ุด ”  (M axim um  Like lihood Estimator : M L E )

จากสมการ (2.6) เม ื่อหาอน ุพ ันธ ์เท ียบ ก ับ พ าราม ิเตอร ์ P 0 , p 1, . . . , /?  จะได ้ว ่า

d L  (P)

dPo p = p  <=1 I  V I

= 5 > ,  - * ( *  1) ) = °

;  P o  + P \X l i  + - - + P p x p i

P o + P \ x l i + - " + P p x p A

SL(p) 
à Pi p=p

1
P o + P l x l i + - ~ + P p x p i

g  P o  + P l x น  + * • ‘ + P p x p i (x น)

= £ * 1, (y, - 4 *  1) ) = °
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s M
พ , “ ร ู่{ พ . - ( :

p=p i=l I VI

=  z x pi ( y  1 - ”  (x 1))= °

P o + P \ x \ i + - + P p x p i

P o + P \ x U + - - + P p x p i (Xpi)

(2.7)

ซ ึ่งจะสามารถหาค ่าประมาณ พาราม ิเตอร ์ /?0 , p 1, . . . , P p ท ี่สอดคล ้องก ับสมการ (2.7) ได้ด ้วยวิธ ี 

ทำซํ้า

ต ัวแบบความถดถอยโลจิสต ิคแบบสถ ิตย ์และแบบพลวัตรจะม ีสมการอย ู่ในรูปแบบเด ียวก ัน  

และการประมาณ ค่าส ัมประส ิทธ ิความถดถอยในสมการจะใช ้ว ิธ ีภาวะน ่าจะเป ็นส ูงส ุดเช ่นเด ียวก ัน  

สำห ร ับส ่วนท ี่แตกต ่างก ันข องต ัวแบบท ั้งสอง คือ การพ ิจารณาข ้อม ูลสำหรับใช ้ในการประมาณ  

ค ่าพาราม ิเตอร ์ในสมการซ ึ่งจะแสดงอย ู่ใน  Likelihood Function ต ังจะกล ่าวต ่อไปน ี้ Shumway, 

Tyler. (2001)

ก ารว ิเค ราะ ห ์ค ว าม ถ ด ถ อ ย โล จ ิส ต ิค แบ บ ส ถ ิฅ ย ์ (Static  L ogistic  R egression  A n alysis)

การวิเคราะห ์ความถดถอยโลจิสต ิคแบบสถิตย ์หรือการวิเคราะห ์แบบปกติ เป็นการพิจารณา 

ข้อมูลของแต่ละหน่วยตัวอย่างเพ ียง 1 ช่วงเวลาหรือ 1 ช ุดสำหร ับต ัวแปรต ่างๆ ที่เกี่ยวข้อง ท ี่จะใช้ 

ในการประมาณค่าพารามิเตอร์ P' = 1, . . . , / ? )  ในตัวแบบ โดยจะพิจารณาข้อมูลของตัวแปร

อ ิสระท ี่จ ุด เร ิ่มด ้นของช ่วงเวลาท ี่ศ ึกษาและพ ิจารณ าเหต ุการณ ์หร ือค ่าส ัง เกตของต ัวแปรตามท ี่ 

จุดสินสุดของการศึกษา ด ังน ันเราจะม ีจำนวนข้อมูลท ั้งหมดเท ่าก ับ ท ช ุดสำหร ับ ท หน ่วยต ัวอย ่าง 

ซ ึ่งจะได ้ Likelihood Function และ Log Likelihood Function ของความถดถอยโลจ ิสต ิคแบบสถ ิตย ์ 

สำหรับช่วงเวลา t  = \ , 2 , . . . , T  ต ังน ี้

น ี้P) = n  ̂ ( ^ ,  X7 ; P)-' [1 -  ^ ( ^  5 X, ; P)]1

z(p) = ln/(p)
= Z > V i ๒ W f ,i =1 |X ,1 ,P )]

= +T,2ln[/,(T,2 =l|x,2 5 p)]
= + . . .  + y ,T \n [p { y ,r  = 1 | X,7 , p)]

=  +  ( 1 - T , r ) 14 P 6 ; ,T = 0 | x , T > P ) ]
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จาก Log like lihood fonction จะ เห ็น ว ่า ไม ่ม ีก ารพ ิจารณ าห ร ือสน ใจค วาม น ่าจะ เป ็น ท ี่ห น ่วย ต ัวอย ่าง  
ไม ่เก ิด เหต ุการณ ์ในช ่วงเวลาก ่อนท ี่จะเก ิด เหต ุการณ ์ข ึ้น

ก าร ว ิเค ราะ ห ์ค วาม ถ ด ถ อ ย โล จ ิส ต ิค แบ บ พ ล ว ัต ร  (D yn am ic L ogistic  R egression  A n alysis)

ก ารว ิเค ราะห ์ค วาม ถ ด ถ อ ย โล จ ิส ต ิค แ บ บ พ ล ว ัต ร จะเป ็น การพ ิจารณ าข ้อม ูลของต ัวอย ่างใน  
หลายช ่วงเวลา เพ ื่อ ใช ้การป ระม าณ ค ่าพ าราม ิเตอร ์ P ' = (/?0, @1, . . . , P p ) ใน ส ม ก าร โดยจะทำการ 
แ บ ่ง ช ่ว ง เว ล า ข อ ง ก า ร ศ ึก ษ า อ อ ก เป ็น ห ล า ย ช ่ว ง เว ล า ย ่อ ย แ ล ะ พ ิจ า ร ณ า ค ่า ข อ ง ต ัว แ ป ร ต ่า ง ๆ  ที่ 
เป ล ี่ย น แ ป ล งไป ใน แ ต ่ล ะ ช ่ว ง เว ล า ย ่อ ย  น ั่น ค ือ  แ ต ่ล ะ ห น ่วย ต ัว อ ย ่า งจ ะม ีข ้อ ม ูล ข อ งต ัวแ ป รต ่า งๆ  ที่ 
เก ี่ย ว ข ้อ งส ำ ห ร ับ ห ล า ย ช ่ว ง เว ล า  L ikelihood Function และ Log L ikelihood Function ส ำ ห ร ับ  
ช ่วงเวลา t = l , 2 , . . . , T  ข อ งค ว า ม ถ ด ถ อ ย โล จ ิส ต ิค แ บ บ พ ล ว ัต รจ ะ เก ี่ย ว ข ้อ งก ับ  Survival function 
และ Hazard function โด ย ม ีร ูป แ บ บ ด ัง น ี้1

พ  = n ^ , x , . ; p r n [ i - F ( y , x , . ; p ) f

= n  X,■ะP )*

= n  ส ํน ี้1, x ,.;p )y'5 ( t . ,x . ;P )

L  (P) = ln /(p )

= Z  y  i t ๒ [p (y«  = 1 1 Xft. P)] ■+ Z  ln [^ (y y =  0 1 x ÿ , p)]

(2.8)

(2.9)

การประมาณค่าพาราม ิเตอร์ในสมการถดถอยโลจิสต ิคแบบพลวัตรจะใช ้ว ิธ ีภาวะน ่าจะเป ็น  

ส ูง ส ุด เช ่น เด ีย วก ับ ต ัวแบ บสถ ิต ย ์ แต ่สถ ิต ิของการทดสอบท ี่ได ้จากการว ิเคราะห ์จะย ังไม ่ถ ูกต ้อง  

สำหรับต ัวแบบพลวัตร เพราะข ้อม ูลท ี่ใช ้ในการวิเคราะห ์แบบพลวัตรเป ็นข ้อม ูลท ี่เก ิดข ึ้นของหน ่วย  

ต ัวอย ่างในหลายช ่วงเวลาหร ือม ีค ่าส ังเกตหลายค ่าในหน ่วยต ัวอย ่างเด ียว ซ ึ่งทำให ้ข ้อม ูลม ีความ  

บกพร ่องในค ุณ สมบ ัต ิของความเป ็นอ ิสระต ่อก ันระหว ่างช ่วงเวลาย ่อย เพราะหน ่วยต ัวอย ่างท ี่เก ิด  

เหตุการณ์ในช่วงเวลา t - 1 แล้ว จะไม,สามารถเกิดเหตุการณ ์ในช่วงเวลา t  ได้อีก เช ่นเดียวกันกับ 

หน่วยตัวอย่างที่ม ีช ีว ิตอยู่หรือไม่เกิดเหตุการณ์ในช่วงเวลา t  ก ็ไม่สามารถเกิดเหตุการณ์ในช่วงเวลา 

f - 1  ได ้จ ึงทำให ้ค ่าส ัง เกต ไ ม ่เป ็น อ ิสระต ่อก ัน  Shumway, Ty le r. (2 0 0 1 )ได ้แนะนำถ ึงว ิธ ีการ 

แก ้ป ็ญ าน ี้โดยจะต ้องทำการปร ับแก ้ค ่าสถ ิต ิทดสอบ (L ike lihood ratio test) ซึ่งประมาณด้วยการ
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แจกแจงไคสแควร ์ น ี้}ห ์) โดยการหารด ้วยจำนวนเฉล ี่ยของจำนวนต ัวอย ่างท ี่ใช ้ในการว ิเคราะห ์ 

แบบพ ลว ัตร (จำนวนค ่าส ังเกตในหลายช ่วงเวลา) ต ่อจำนวนต ัวอย ่างท ี่ใช ้ในการว ิเคราะห ์แบบ  

สถ ิตย ์ (จำนวนตัวอย่างจริงๆ) ต ังน ี้

(2.10)

เมื่อ [ - 2 L L 0] - [ - 2 L L X]
-  2L L 0 ~ - 2 x  log l ik e lih o o d  ของพีงก์ช ันที่ม ีเพ ียงค่าคงที่

- 2 ZXj = - 2  X  log l ik e lih o o d  ของพ ีงก ์1ช ันท ี่ม ีต ัวแปรอิสระจำนวน P  ตัว

ซ ึ่งจากการปร ับจำนวนต ัวอย ่าง ท ใน ต ัวแ บ บ พ ล ว ัต รจ ึง เป ็น ก ารเห ม าะส ม แ ล ้ว  ด ังน ั้น จ ึงไม ่

จำเป ็นต้องมีข ้อสมมติท ี่ว ่าต ัวอย ่างท ี่ใช ้ในการวิเคราะห์ต ้องเป ็นอิสระต่อก ัน

Survival Function หรือ ฟังก์ชันการอยู,รอด

เป ็นพ ีงก ์ช ันความน ่าจะเป ็นท ี่ค ่าส ังเกตจะอย ู่รอด (ไม ่เถ ิดเหตุการณ์) ต ่อไปจากช่วงเวลา t 
โดยที่อยู่รอดมาแล้วจนถึงช่วงเวลา t  ม ีร ูปแบบสมการต ังน ี้

ภ ัน ี้, x; P) =  P  (T  > t ) =  1 -  £  f ( j ,  x; p ) =  1 -  F ( j ,  x; p) (2.11)

สำหรับช่วงเวลา t  = 1,2,...

โดยที่ / น ี้, x ;P ) เป ็นพีงก์ช ันความน่าจะเป ็น (Probability Function) ที่'ช่วงเวลา t
F ( t ,  x ;p ) เป ็นพ ีงกช ันการแจกแจงสะสม (Cumulative Distribution Function) ทีช่วงเวลา t  น ันคือ

F ( t ,x ; V )  = P ( T < t )

ร น ี้, x ;p )  ม ีค ุณสมบ ัต ิต ังน ี้

1. เป ็นพีงกชันไม่เพม (Nonincreasing function)

2. เป็นพีงก์ช ันต่อเนื่องของช่วงเวลา t
3. .ร'น้ี, x ;P ) = l  เมื่อ t  = 0 และ ร'นี้, x ;P )= 0  เมื่อ t  = co

H azard  function  หร ือ ฟ ังก ์ช ัน อ ัต ราภ าวะภ ัย

เป ็นอัตราส่วนความน่าจะเป ็นท ี่ค ่าส ังเกตจะสูญเส ีย (เถิดเหตุการณ์) ในช ่วงเวลาสั้นๆ t  เมื่อ 

ค่าสังเกตมีการอยู่รอดมาแล้วจนถึงเวลา t ม ีร ูปแบบสมการต ังน ี้
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= t i p )  (2-12)

ซึ่ง ส ัน ั่, x ;P )> 0  เมือ 0 >  และ .ร'น่ื, x ;P ) =  P " [ [ l - / l ( ÿ ,x ;p ) ]
j < t

และจะได ้ว ่า / l( t ,x ;P )=  F นั่, x ;P ) สำหรับการความถดถอยโลจิสต ิคท ี่ช ่วงเวลาไม่ต ่อเน ื่อง

ในการว ิจ ัยครั้งน ี้จะทำการศ ึกษากรณ ี Hazard function หรือ Hazard model สำหร ับ  

ช ่วงเวลาไม ่ต ่อ เน ื่องและต ัวแปรอ ิสระ X  ท ี่ม ีค ่าเปล ี่ยนไปตามเวลาน ั้นมาจากการแจกแจงแบบ  

เอกซโพฒนเชียล (Exponential Distribution) ด ้วยพารามิเตอร์ A  ซ ึ่งม ีร ูปแบบต ังน ี

/  ( t ,x ; À )  = ; ต ั> 0 ,  t > 0
F ( t ,x ; A )  =
ร ( t ,x ;  À )  =

จะได ้ค ่าเฉล ี่ยและความแปรปรวนต ังน ี้

E [ x ]=\;

ซึ่งจะพบว่า A ( t ,x ; f i )  เมื่อ X  มีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียลจะไม่ขึ้นอยู่ก ับเวลา t 
นั่นคือ ในแต่ละช่วงเวลาที่เปลี่ยนไปอัตราการสูญเสีย A (t ,x ;  p) จะยังคงที่

การป ระม าณ ค า H azard  F u nction  และ S u rv iva l F u n ction

สำหรับช ่วงเวลาไม ่ต ่อเน ื่อง t  = l , 2 , . . . , T  การประมาณค่า ต ัน ื่,x ;P ) และ .ร'นื่,x ;P ) ใน 

แต่ละช ่วงเวลา t  สามารถคำนวณได้จากสมการต ังต ่อไปน ี้2

i ( f , x ; p )  =  ^ -  และ ร น ั่, x ;p )  =  JL[ ^ - - t i  =  p j [ l - i ( f , x ; p ) ]  (2.13)

เมื่อ h ' คือ จำนวนหน่วยตัวอย่างที่เก ิดเหตุการณ์ท ี่สนใจหรือสูญเสียในช่วงเวลา t
ท' คือ จำนวนหน่วยต ัวอย่างท ี่ถ ูกส ังเกตหรือหน ่วยต ัวอย ่างท ี่เส ี่ยงจะเก ิดเหต ุการณ ์ท ี่สนใจใน  

ช่วงเวลา t  ซ ึ่งม ีค ่าเท ่าก ับผลรวมของจำนวนหน่วยตัวอย่างท ี่เก ิดเหต ุการณ ์และไม่เก ิดเหต ุการณ ์ใน  

ช่วงเวลา t
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