
ช ิ้น ส ่ว น แ ผ ่น พ น พ น ร ุท า ง

ในงานวิจัยจะทำการแบ่งกลุ่มช้ินส่วนแผ่นพ้ืนพันธุทางออกเปิน 6 กลุ่มด้วยกัน โดยจำแนกตามรูปร่าง 

จำนวนข้ัว และชนิดของสนามการกระจัดท่ีทำการสมมุติ กลุ่มแรกคือ กลุ่มช้ินส่วนส่ีเหล่ียมสี,ข้ัว และการกระจัด 

ท่ีทำการสมมุติจะเป็นการกระจัดภายในช้ินส่วน (internal displacement) ซ่ึงในกลุ่มน้ีจะมีท้ังหมด 12 ช้ิน กลุ่ม 

ต่อมาคือ ช้ินส่วนส่ีเหล่ียมห้าข้ัว ซ่ึงข้ัวท่ีห้าจะอยู่ตรงกลางของช้ินส่วน และการกระจัดท่ีทำการสมมุติจะเป็นการ 

กระจัดภายในช้ินส่วน ในกลุ่มน้ีจะมีเพียงแค,ช้ินเดียว กลุ่มท่ีสามคือช้ินส่วนส่ีเหล่ียมแปดข้ัว และการกระจัดท่ี 

สมมุติจะเป็นการกระจัดภายในชินส่วน ชินส่วนในกลุ่มนิมีทังหมด 5 ชินส่วน และชินส่วนกลุ่มท่ีส่ีคือ ช้ินส่วนส่ี 

เหล่ียมเก้าข้ัวและมีการสมมุติการกระจัดภายในช้ินส่วน ช้ินส่วนในกลุ่มน้ีมีอยู่ด้วยกันสองช้ินส่วน และช้ินส่วน

กลุ่มท่ีห้าคือช้ินส่วนส่ีข้ัวท่ีมีการสมมุติการกระจัดท่ีขอบ (edge displacement) ชองช้ินส่วน ซ่ึงในกลุ่มน้ีมีช้ิน 

ส่วนทังหมด 7 ช้ิน และกลุ่มสุดท้ายคือ ชินส่วนท่ีไม่สามารถจัดอยู่ในกลุ่มดังท่ีกล่าวมาข้างต้นได้ อันได้แก่ ช้ิน 

ส่วนลามเหล่ียม และช้ินส่วนส่ีเหล่ียมท่ีมีการสมมุติจำนวนข้ัวไม่เข้าตามกลุ่มดังข้างต้น

กลุ่มท่ี 1 ส่ีเหล่ียมส่ีข้ัว การกระจัดภายใน กลุ่มท่ี 2 ส่ีเหล่ียมห้าข้ัว การกระจัดภายใน
y

7 6 5

4 *

3

กลุ่มท่ี 3 ส่ีเหล่ียมแปดฃัว การกระจัดภายใน กลุ่มท่ี 4 ส่ีเหล่ียมเก้าฃัว การกระจัดภายใน

รูปท่ี 3.1 กลุ่มของช้ินส่วนแผ่นพ้ืน
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ในอันดับต่อไปจะกล่าวถึงรายละเอียดของแต่ละกลุ่ม 

3.1 กลุ่มช้ินส่วน 4 ข้ัวและมีการสมมุติการกระอัดภายในซ้ินล่วน

ช้ินส่วน 4 ข้ัว ซ่ึงแต่ละข้ัวมีระดับข้ันความเสรี (degree of freedom) เท่ากับ 3 ค่าได้แก่ การกระอัดใน 

แนวต้ังฉาก (translation) พ  การหมุน (rotation) ท่ีกระทำในทิศทาง X  เท่ากับ พ , x และการหมุนในทิศทาง 

y  เท่ากับ พ  สำหรับกรณีเป็นแผ่นพีนเคอร์ซอฟฟ้ และ การกระอัดในแนวตังฉาก (translation) พ การ

หมุน (rotation) ในทิศทาง X เท่ากับ 6X และการ'หมุน'ไน'ท ิศ ทาง y  เท่ากับ#1, ในกรณีของแผ่นพ้ืนมีนด"ลนด์ 

เพราะฉะน้ันช้ินส่วนในกลุ่มน้ีจะมีระดับข้ันความเสรีรวมเท่ากับ 12 สนามการกระอัดจะถูกสมมุติขึนภายในชิน 

ส่วนโดยจะมีความต่อเน่ืองกับช้ินส่วนประชิด และจำนวนของการกระอัดสามัญท่ีสมมุติจะเท่ากับระดับข้ันความ 

เสรี และช้ินส่วนท้ังหมดจะใช้ฟังก์ชันสันฐานแบบไอโซพาราเมตริก (รายละเอียดของแต่ละช้ินส่วนอยู่ในภาค

ผนวก ก ) ในส่วนของตัวคูณลากรองจ์น้ัน จะมีเฉพาะช้ินส่วน HSC1 HSC2 และ QHMID เท่าน้ัน ท่ีมีการ 

สมมุติเพ่ิมเข้าไป

การสมมุติสนามความเค้นน้ัน มีความแตกต่างกันในรายละเอียดของแต่ละช้ินส่วน ซ่ึงจำนวนความ

เค้นสามัญต่ําสุดท่ีทำการสมมุติเท่ากับ 9 ตัวและจำนวนท่ีมากท่ีสุด ค้อชินส่วน LH4_B ซ่ึงจะมีการสมมุติถึง 18 

ตัว

ในกลุ่มน้ีจะมีช้ินส่วนอยู่ท้ังส้ิน 12 ช้ินซ่ึงเป็นช้ินส่วนแผ่นพ้ืนมีนด”ลนท้ังหมด อันได้แก่ LH3 LH4 

LH4_B LH5 LH11 ซ่ึงเสนอโดย Spilker โดย LH3 จะมีการสมมุติสนามความเค้นโดยใช้จำนวนความเค้น 

สามัญ (3  เท่ากับ 9 ตัว และมีการสมมุติสนามการกระอัดโดยใช้ฟังก์ชันสันฐานแบบไอโซพาราเมตริก และไม่ได้ 

ใช้ตัวคูณลากรองจ’' ในช้ินส่วน LH4 น้ันในส่วนของการสมมุติสนามกากระอัด จะเหมือนกันกับในกรณีของชิน 

ส่วน LH3 ค้อใช้ฟังก์ชันสันฐานแบบไอโซพาราฌตรีก และไม่ใช้ตัวคูณลากรองจ์ จะแตกต่างกันก็แคเ่พยงจำนวน 

ความเค้นสามัญ P  ท่ี'ใช้ในการสมมุติสนามความเค้น ในกรณีของ LH4 จะใช้จำนวนของความเค้นสามัญทังสิน 

9 ตัว และในทำนองเดียวกัน ในช้ินส่วน LH4_B ก็ยังคงสมมุติสนามการกระอัดแบบเติม จะเปล่ียนเพียงแค่การ 

สมมุติสนามความเค้นเท่านัน โดย LH4_B จะใช้จำนวนความเค้นสามัญเท่ากับ 18 ตัว ส่วน'ชินส่วน LH5 และ
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LH 11 ก็ทำนองเดียวกับรินส่วนอ่ืน ท่ียังคงใช้สนามการกระจัดเหมือนเดิม จะเปล่ียนก็เพียงแค่จำนวนความเค้น 

สามัญท่ีให้ในการสมมุติสนามความเค้น ซ่ึงท้ังสองช้ินส่วนน้ีใช้เท่ากับ 12 ตัว แต่พหุนามท่ีใช้ในการสมมุติต่างกัน 

รินส่วน QHMID ซ่ึงเสนอโดย Dong ในการสมมุติสนามการกระจัดน้ันมืการสมมุติท้ังสนามการกระจัดท่ีสอด 

คล้อง และตัวคูณลากรองจ์ {พ;1!  ในส่วนของการกระจัดท่ีสอดคล้องน้ันใช้ฟ้งก์ซ้นลันฐานเหมือนกัน

กับกรณีรินส่วนท่ี Spilker ได้เสนอไว้ และตัวคูณลากรองจ์น้ัน จะทำการสมมุติ 4 ตัว ท่ีสอดคล้องกับการหมุน 

เท่ามัน จะไม่สมมุติเพ่ิมในส่วนของการเคล่ือนท่ีในแนวต้ังฉาก พ  ในส่วนของการสนามความเค้นน้ันจะใช้

จำนวนความเค้นสามัญ/? เท่ากับ 13 ตัว อันตับต่อมาได้แก่ช้ินส่วน QRDH ซ่ึงเสนอโดย Henshell ในส่วน 

ของฟังก์ชันลันฐานก็จะใช้พีงก์ซ้นลันฐานแบบไอโซพาราเมตริก และไม่ใช้ตัวคูณลากรองจ์ และสนามความเค้น 

น้ันจะใช้จำนวนความเค้นสามัญเท่ากับ 11 ตัว

รินส่วน LH-OP HSC1 HSC2 QHMID-OP และ QRHD-OP เป็นรินส่วนท่ีเสนอโดยผู้วิจัย โดย 

จะท่าการปรับปรุงจากช้ินส่วนเดิมท่ีได้ท่าการเสนอโดยมักวิจัยท่านอ่ืน  ๆ (ลังเกตได้จากซ่ึอต้นน้ันจะเรียกซ่ือตาม 

ช้ินส่วนเดิม โดยการเติม -OP ) ซ่ึงวิธีการปรับปรุงน้ันจะได้กล่าวรายละเอียดในอันดับต่อไป

ช้ินส่วน LH-OP ท่าการปรับปรุงช้ินส่วนท่ีเสนอโดย Spilker ในส่วนของสนามการกระจัดน้ันจะยังคง 

ใช้ฟังก์ซ้นกำหนดรูปร่างแบบไอโซพาราเมตริกแบบเดิม และจะไม่เพ่ิมตัวคูณลากรองจ์เข้ามา ส่วนสนามความ 

เค้นน้ันจะใช้จำนวนความเค้นสามัญ เ3  เพียงแค่ 9 ตัวเท่าน้ัน โดยจะมืการเสือกพหุนามใหม่ด้วย ช้ินส่วน

HSC1 ในส่วนของสนามความเค้นน้ันใช้สนามความเค้นแบบเดียวกันกับช้ินส่วน LH แต่ในสนามการกระจัดน้ัน 

ท่าการสมมุติสนามการกระจัดท้ังสองส่วน โดยในส่วนสนามการกระจัดท่ีสอดคล้องก็จะใช้สนามการกระจัดแบบ 

เดียวกันกับช้ินส่วน LH-OP ส่วนตัวคูณลากรองจ์น้ันจะมัามาจากช้ินส่วน HSC1 ท่ีเสนอโดย Cheung และ 

ในท่านองเดียวกัน กรณีของช้ินส่วน HSC2 สมมุติสนามความเค้น และสนามการกระจัดท่ีลอดคล้อง แบบเดียว 

กันกับช้ินส่วน HSC1 แต่เปล่ียนตัวคูณลากรองจํโดยนำตัวคูณลากรองจ์ของช้ินส่วน QHMID มาใช้

ช้ินส่วน QHMID-OP ปรับปรุงจากช้ินส่วน QHMID ท่ีเสนอโดย Dong โดยการลดสนามการกระจัด 

เหลอเพียงส่วนของสนามการกระจัดท่ีสอดคล้องเท่าน้ัน จะไม่ใช้ตัวคูณลากรองจ์ และจะลดจำนวนความเค้น 

สามัญท่ีสมมุติสำหรับสนามความเค้นเหลือเพียง 9 ตัว ช้ินส่วน QRDH-OP ปรับปรุงจากช้ินส่วน QRDH 

ท่ีเสนอโดย Henshell โดยการลดสนามจำนวนความเค้นสามัญท่ีใช้ในการสมมุติสนามความเค้นเหลือเพียง 9 

ตัว

ข้ันตอนของการสร้างเมตริกซ์สติฟเนสของช้ินส่วนในกลุ่มน้ี ใช้'หลักการของเฮลลิงเกอร-'ไรส์เนอร์ ซ่ึงข้ัน 

ตอนการสร้างฌตริกซ์สติฟเนสจะไม่มืความซับช้อน เม่ือเทียบกับกรณีชินส่วน 4 ขัว ท่ีสมมุติการกระจัดท่ีขอบ 

ของช้ินส่วน ซ่ึงจะกล่าวกัดไป โดยเฉพาะในกรณีทีไม่มีการใช้ตัวคูณลากรองจ์ ความสะดวก'ในการ'หาเมตริกซ์ 

สติฟเนสก็จะเพ่ิมข้ึนอีก ด้วยเหตุผลท่ีกล่าวมา ท่าให้ข้ันตอนของการโปรแกรมช้ินส่วนกลุ่มน้ีง่ายย่ิงข้ึน
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ตารางท่ี 3.1.1 กลุ่มช้ินส่วน 4 ฃวและมีการสมมุติการกระจัดภายในช้ินส่วน

ร้นส่วน
สนามความเค้น [p ] สนามการกระจัด นq + น1

ห?ทยเทด'
จำนวนความเค้นลาป๋ญท่ีสมมฝ็ (/9) จำนวนภารกระจัดสามัญ (<?) จำนวนส์ว«นสากรองจั (A)

LH3 9 12 - Spilker เสนอ

LH4 11 12 - Spilker เสนอ

LH4B 18 12 - Spilker เสนอ

LH5 12 12 - Spilker เสนอ

LH11 12 12 - Spilker เสนอ

LH-OP 9 12 - ป?นปรุงโดยผู้กิจัย

HSC1-OP 9 12 6 ปf มปรุงโดยผู้วิจัย

HSC2-OP 9 12 4 รงโดยผู้กิจัย

QHMID 13 12 4 Dong เลนอ

QHMID-OP 9 12 - ป?บป «fet)Æî4ij

QRDH 11 12 - Henshell เสนอ

QRDH-OP 9 12 - ป?บปรุงโดยผู้วจัย

ในท่ีน้ีจะยกตัวอย่างรายละเอียดของชินส่วน LH3 ท่ีเสนอโดย Spilker 

จากสมการความเค้นหลักท่ีเกิดข้ึนในแผ่นพ้ืน

ริป = zGx(x,y) 
Gy =Z(Jy{x,y) 

ริไçy = Z G ^ y )

â 2 =  ] - (z3 - 3 h 2z - 2 h 3 ) a z ( x , y )

สามารถสมมุติความเค้นให้สอดคล้องกับสมการความเค้นหลัก ในรูปของความเค้นสามัญ

G x — Px +  P\x + P3y +  p }0x y  +  y  P\$x 
Gy -  p 4 + P5X + p & y + P u x y  ~  iP\3,y2 
G^y =  P i  + p * x  +  p 9y  +  p n x y

° x z  -  { f i l  +  @ 9  ) + (Pu + Pl3 )x + Pv>y 
Gyz -  {fie + Pt ) + PlIx + (Pn -  Pu )y  
G Z = 2Pn
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ในกรณีขีนส่วน LH3 จะทำการสมมุติความเค้นสาม้ญเพียง 9 ตัวเท่านั้น โดยจะกำหนดให้

A o  ~  A l  ~  P \1  — A 3 — 0  .......3.1.3

เมื่อนำเงื่อนไขในสมการที่ 3.1.3 แทนค่าลงในสมการ3.1.2 สามารถเขียนสมการของสนามความเค้นได้เป็น

โดย

น ั้7 * ~1 X .y 0 0 0 0 0 0~ A
0 0 0 1 X y 0 0 0 A
0 0 0 0 0 0 0 0 0 A
0 0 0 0 0 0 1 X y

๐ ' » 0 1 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0 1 0 . A .

ผ 6 * 9  { ^ } 9x1

4

X =  vV jX , +  /ท ํ2X 2 +  jV 3x 3 +  # 4X 4
1=1

^  = ^ > 1 + # 2>2 + # 3>3 + ̂ 4>4 = ร ^ ,

เม่ือ

.......3.1.4

.......3.1.รก

.......3.1.รฃ

ๆ) N 2= x~(\

N 2 = ^ ( \  +  S l \  + n) A ^ M X l  + ฟ ่

ซ่ึงก็คึอ ฟังก์ชันสันฐานของร้ินส่วนน้ันเองและ (x,,>1) ..........(x4,>4) คือพิกัดของข้ัวท่ี 1 ถึงข้ัวท่ี 4

ในส่วนของสนามการกระจัดท่ีสมมุติน้ันจะเป็นการกระชัดภายในร้ินส่วน

M S ,ฦ) =  (ร ’ ,ท)w,

ร , ( ร , . ( ร ’’’K

e , (ร.'!)= t m ,  ท)1

หรอสามารถเขียนได้ว่า

.......3.1.7ก

.......3.1.7ฃ

.......3.1.7ค

{ “ }  =  [ ^ น  { ' • L , ..... 3.1.รก
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Ox - ^ 1 0 0 /ทํ2 0 0 0 0 ! 4̂ 0 0 "

' ° , > = 0 0 0 n 2 0 0 0 0 0
พ 3x1 0 0 0 0 n 2 0 0 3̂ 0 0 iV4_

พ A 12x1

..... 3.1.8ข

ทำการหาความเครียดท่ีสัมพันธ์กับการกระจัดในสมการ 3.1.รก ได้เป็น

M = [d ]M
เม่ือ

..... 3.1.9

[a]

% 0 0

0
% y

0

0 0 9 /Ydz

% y
9 // d x 0

0 1

1 0 - % ,

และจากความสัมพันธ์

" a '
dx = J - 1

rs
 V

1 022 ~ J \2 Oj
 

("
ร.
. 

'A
t 

^

a a ~~ de t J ~ J 2\ Jn a
_ày_ 5ๆ drj

โดย J  คือ จาโคเบียน (Jacobian) และมีค่าเท่ากับ

..... 3.1.10

..... 3.1.11

J

ôx dx
dç 5 ๆ
dy dy
dÇ 0 ๆ

J ,
J ,

J\2
J  22

..... 3.1.12

น่ันคือสามารถเขียนสมการของความเครียดในสมการ 3.1.9 ได้ใหม่เป็น
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J 22 —J XI 0 0 0

0 0 ~ ^ 2\ Jn 0

1 0 0 0 0 0

d e ty —J 2\ Jn J 22 —J \2 0

0 0 0 0 J 2\
0 0 0 0

ไ̂
หรือเฃียนสมการท่ี 3.1.1รก ได้ใหม่เป็น

พ =[4 ,. M m

0  0  o '

' 3 6 J  3 4  
s e j d n

0  0  0 3 6 , / d ç
0  0  0

<
8 6 , / d t ,

0  0  0 d w / d ç

Os
51 ร พ เ ร ฤ

y 12 y  0
6x8 k

o y■ ' J

..... 3.1.1รก

..... 3.1.13ข

[-4]

> —J\2 0 0 0 0 0 0

0 0 J2\ Jn 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0

d e ty - J 2\ Jn J22 —J\2 0 0 0 0

0 0 0 0 J21 -Jn 0 k l

0 0 0 0 — J22 J\2 k l 0

ในทำนองเดียวกันสามารถเขียนความสัมพันธ์ของฌตรืกซ์ [M L ,  ได้ว่า

'à e M 'N v i 0 0 เ ^ 0 0 j ^ 4 0 0 | A ^ 0 0
d e jd V K r, 0 0 ^ 0 0 0 0 A*,,, 0 0
dejdç 0 tf..4 0 0 4 0 0 tf „ 4 0 0 K ,4 0 WL
ddjdn 0 ^ 0 0 0 0 0 0 0
dw /d£, 0 0 tf..4 0 0 t f v ( 1 0 0 tf,.4 0 0 4
dw เรฦ 0 0 A'.,, 0 0 A^,, 0 0 AÛ ! 0 0

0, AT, 0 0 N2 0 0 N3 0 0 *4 0 0 ° *
. ° , 0 0 ร 0 n 2 0 I 0 0 0 0 8x12 ,w4.

..... 3.1.14ก

หรือสามารถท่ีจะเขียนสมการท่ี 3.1.14ก ได้ใหม่เป็น

M = [ £ L u H m
เม่ึอ

..... 3.1.14ฃ

l ' I n è s  4 >42
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[* ] =

A fp4 0 0 : 0 0 11: 4 0 0 1! 4 0 0
0 0 1: ^ , , 0 0 A ^ 0 0 A fp , 0 0

0 0 1 0 N 2,ç 0
1
1 0 A ^ 0

1
1 0 น * '* 0

0 A ^ 0 111 0 0 1 0 ^ 0 11 0 0
0 0 4 11 0 0 A ^ 1 0 0 4 11 0 0 น * ,1
0 0 A ^

!11 0 0 111 0 0 111 0 0 น * , ,
0 0 11 n 2 0 0 11 N , 0 0 i1 K 0 0

0 K 0
111 0 n 2 0

1
1 0 น * 0

111 0 น * 0

และ

= =  1- £ )

< = 4 ( 1" ฟ ้

N3’4 = + 4 ^  + 7̂'3  ’ 4

l ( 1+??)

N»ท=+ ^(l+ £ ) 

N4,n = + i ( l - £ )

จากสมการ 3.1.13ฃ และ 3.1.14ข จะได้ว่า

พ = [ 4 k . [ พ ุL
= M6x8[^L l2  [ฝ

=  [®  L i b ]

112x1
Jl2xl

เม่ือ

[รH 4 „[4 ,„
เม่ือนำค่าลมมุติไว้ท้ังหมดแทนค่าลงในสมการเฮลลิงเกอร์-ไรส์เนอร์จะได้ว่า

( « L  = ^ r f J _ P Tร ิ1’ พ

[ G L z = “  L  L B \J  เ ^ ๘''

.3.1.15

.3.1.16ท

,...3.1.16ข

.3.1.17

..... 3.1.18

เมื่อh  = — คือระยะทางจากระนาบกลางถึงขอบนอกสุดของแผ่นพืน และด้วยวิธีการแปรผันสามารถ'หาสติฟเนส 
" 2

ของช้ินส่วนออกมาได้เป็น

[4 = [ศ [G]
โดยมีแรงกระทำเป็น

..... 3.1.19

{Q }= £ X  M r p(Ç,ๆ)\A d%dri ..... 3.1.20
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เมอ

โริ] =4L  J6x6 JT
0

0

u *£
1 จ ร
2h2 52 7,4

c 105 '

0

0
0

0
0
0

0
0
0

2(1 + ü)
0
0

4h
5 i

4 k
i

..... 3.1.21

p (ç ,ๆ) คือ เวกเตอร์แรง

และจากความสัมพันธ์(เง่ือนไฃท่ีกล่าวว่าความเครียดจากการกระจัดต้องเท่ากับความเครียดจากความเค้น)

.... 3.1.22{P} =[»r[G] พ
เม่ือทราบค่าการกระจัดท่ีข้ัว { r }  ก็จะทำให้หาค่าความเค้นสามัญ {/?} นำกลับไปหาความเค้นออกมาได้

3.2 กลุ่มชินส่วน 5 ฃัวและมีการสมมุติการกระจัดภายในชินส่วน

ชินส่วน 5 ฃัวดังท่ีแสดงในรูปท่ี 3.2.1 มัน ขัวท่ี 5 จะอยู่ตรงกลางของชินส่วน และมีระดับข้ันความเสรี 

เฉพาะการหมุน 2 ตัวเท่าน้ัน จะไม่มีการกระจัดในขณะท่ีฃัว 1-4 จะมีระดับขนความเสรีครบทังสามตัว ดังมันช้ิน 

ส่วนนีจะมีระดับขันความเสรีทังหมดเท่ากับ 14 เท่ามัน

การสมมุติสนามการกระจัดจะเป็นสนามการกระจัดภายในชินส่วน โดยฟังก์ชันกำหนดรูปร่าง

Nl -N 4 จะเป็นฟังก์ชันสันฐานของกรณีไอโซพาราเมตรีกธรรมดา แต่ฟังก์ชันกำหนดรูปร่าง Ns จะเป็น 

ฟังก์ชันฟองสบู่ คือ N5 = ( ' ร 2) ( ' - ๆ2) ซ่ึงจะเป็นศูนย์ท่ีขอบตามนิยามของฟังก์ชันฟองสบู่น่ันเอง และ

N 5 น้ีจะถูกใช้ไนการสมมุติการหมุนเท่าน้ัน

4

y

A
3

1 พ

(
5

o ----------------------

\

\

พ

J

----------------------4

X

»

#  3D O F  พ  ex 0y
O  2 DOF 0V

1 2

รูปท่ี 3.2.1 ช้ินส่วน 5 ขัว

การสมมุติสนามความเค้นจะสมมุติความเค้นสามัญเพียงแค่ 9 ตัวเท่ามัน ในการสร้างเมตริกซ์สติฟเนล 

จะ'ใช้'หลักการ'ของเฮลลิงเกอริ-1ไรสัเนอร์ ความยุ่งยากของชินส่วนนิ จะมีในขันตอนของการโปรแกรมเพราะว่าขัวพี
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5 ท่ีเพ่ิม!'นมา,น้ัน จะมีความยุ่งยากในการกำหนดระดับข้ันความเสร ซ่ึงโปรแกรมต้องทำการตรวจสอบว่าข้ัวได 

เป็นฃัวท่ี 5 แล้วจึงทำการนับระดับขันความเสรี ท้ังยังส่งผลถึงการรวมเมตรีกซ์สต้ฟเนสฃองทังแผ่นพืนอีกต่อหน่ึง

ตารางท่ี 3.2.1 ช้ินส่วน5 ข้ัวและมีการสมมติการกระจัดภายในช้ินส่วน

ช ิ้น ส ่า น

ลนามความเค้น [ / * ] ลนามการกระจัด น 11 +  น 1

จำนวนความ เค้นลามัญที่ลมมติ (P) จำนวนการกระจัดลามัญ ( <7 )

ห ม  m bหเค ู

จำนวนตัวคูณลากรองจั ( A )

Q4BS 9 14 Taylor เลนอ

3.3 กลุ่มช้ินส่วน 8 ข้ัวและมีการสมมุติการกระจัดภายในชินส่วน

จากรูปท่ี 3.3.1 จะเห็นใต้ว่าขอบของช้ินส่วน 8 ข้ัว จะมีขัวอยู่ต้านละ 3 ขัว ทำให้ความต่อเน่ืองระหว่าง 

ช้ินส่วนมีมากฃึนกว่าในกรณี 4 ขัว โดยในทำนองเดียวกันกับกรณีชินส่วน 4 ขัวทํแต่ละขัวมีระดับขันความเสรีเท่า 

กับ 3 ยังผลให้ระดับข้ันความเสรีทังหมดของชินส่วนกลุ่มนีเท่ากับ 24 และมีผลทำให้ขนาดของเมตริกซ์สติฟเนส 

สูงตามข้ึนไปด้วย

ชินส่วนในกลุ่มนีประกอบไปด้วย QH4 QH3 QH2 QH1 ซึงเสนอโดย Spilker และ Q H-OP ซึงเสนอ 

โดยผู้วิจัย ในการสมมุติสนามการกระจัดทัง 5 ชินส่วนจะสมมุติเป็นการกระจัดภายในชินส่วน โดย’ฟังก์'ชันสัน 

ฐานสร้างไต้โดยง่ายด้วยวิธีการดังท่ีแสดงไว่ในสมการที 2.3.1.3-2.3.1.7 (ซึงฟังก์ขันสันฐานของชินส่วนอยู่ใน 

ภาคผนวก ก ) ในส่วนของการสมมุติสนามความเค้นนันทัง 5 ชินส่วนมีการสมมุติต่างๆกัน เซ่น QH4 มีการ 

สมมุติจำนวนความเค้นสามัญสูงถึง 30 ตัว QH3 มีการใช้จำนวนความเค้นสามัญเท่ากับ 28 QH2 มีการใช้ 

จำนวนความเค้นสามัญเท่ากับ 25 ตัว QH1 มีการใช้จำนวนความเค้นสามัญเท่ากับ 22 ตัว ในขณะท่ี QH- 

OP มีการสมมุติเพียง 21 ตัวเท่าน้ัน

รูปที่3.3.1 ซนส่วน8 ขว
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ในการสร้างเมตริกซ์สติฟเนสนันใช้สมการของเฮลลิงเกอร-ใรส่เนอริ แต่ข้ันตอนของการโปรแกรมจะมี

ความซับช้อนกว่ากรณีชินส่วน 4 ซัวในหลายๆด้าน เซ่น การอินทิเกรด ก็จำเป็นต้องใช้จุดอินทิเกรตฃองเกาส์ 3 

จุด ในแต่ละด้าน น้นดีอจุดอินพีเกรตทังหมดจะเท่ากับ 9 จุด ในขณะท่ีกรณีชินส่วน 4 ซัวจะต้องการจุดอินทิเกรต 

ของเกาส์’เพียงแค่ 2 จุดในแต่ละด้าน หริอเพียงแค่ 4 จุด เท่าน้ัน

ตารางท่ี3.3.1 กลุ่มช้ินส่วน8 ข้ัวและมีการสมมุติการกระจัดภายในช้ินส่วน

ช ิ้น ส ่ว น

ลนามความเค ้น [ p ] ลนามโทรกระ:จัด นq +  น1

ห ม าย เห ต ุ
จำนวนความเค ้นลามญที่สมมต (P) จำนวนการกระจัดสาม้ญ ( ? ) จำนวนตัวค ูณลากรองจั ( A )

Q H 4 30 2 4 - sp ilker เลนอ

Q H 3 2 8 2 4 - spilker เลนอ

Q H 2 2 5 2 4 - Spilker เลบ{อ

Q H 1 2 2 2 4 - Spilker เลนอ

Q H -O P 2 1 2 4 - ปรับป^งโดยผู้วจ ัย

3.4 กลุ่มชินส่วน 9 ซัวและมีการสมมุติการกระจัดภายในช้ินส่วน

ในทำนองเดียวกันกับช้ินส่วน 8 ข้ัว ช้ินส่วน 9 ข้ัว จะมีข้ัวตรงกลางเพ่ิมช้ินมาอีกหน่ึงข้ัว [ ดังรูปท่ี 3.4.1] 

โดยท่ีซัวท่ี 9 จะมีระดับข้ันความเสริเท่ากับ 3 ในกรณี LQH4 และเท่ากับ 2 ในกรณี HQH4 ดังนันจำนวนระดับ 

ข้ันความเลริท้ังหมดของช้ินส่วนเท่ากับ 27 ในกรณี LQH4 และเท่ากับ 26 .ในกรณี HQH4 โดยในทำนองเดียว 

กันกับกรณีช้ินส่วน 5 ข้ัว ฟังก์ชันสันฐาน N.9 จะเลือกใช้ฟังก์ชันฟองสบู่ ส่วนในการสมมุติสนามความเค้นจะ 

สมมุติความเค้นสามัญเพียงแค่ 21 ตัวเท่าน้ัน

ใ------

•  3 dof 

0 2 dof ( only rotatiorj)

พ Shape 
fu n c tio n

รปท่ี 3.4.1 ซ้ินส่วน 9 ฃว
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ในการสร้างสติฟเนสเมตริกซ์จะใช้สมการของใรส์เนอริ ความยุ่งยากของการโปรแกรมน้ัน จะเกิดข้ึนกับ 

กรณีชินส่วน HQH4 ในทำนองเดียวกันกับ Q4BS (ชินส่วน 5 ฃัว) ในขณะท่ีข้ึนส่วน LQH4 จะไม่เกิดปัญหาน้ี

ตารางท่ี 3.4.1 ช้ินส่วน9 ข้ัวและมีการสมมุติการกระจัดภาย'ในช้ี'นส่วน

ชิ้นส่วน

ลนามความเค้น \p\ สนามการกระจัด นq + น1
ห ม าย เห ต ุ

จำนวนความเค้นสามัญท่ีลมมติ (P) จำนวนภารกระจัดสามัญ ( q ) จำนวนตัวคูณสา กรfm  (A.)

LQH4 21 27 - าทนนุ้̂-̂ 'CJ

HQH4 21 26 - 1พบป?งโ«นผุ้ไจ้น

3.5 กลุ่มช้ินส่วน 4 ข้ัวและมีการสมมุติการกระจัดท่ีขอบของช้ินส่วน

รูปท่ี 3.5.1ช้ินส่วน 4 ข้ัวการกระจัดท่ีขอบของชินส่วน

ในช้ินส่วนกลุ่มน้ีจะแตกต่างกับในกลุ่มช้ินส่วนท่ีผ่านมา ถึงแม้ว่าในแต่ละข้ัวจะมีระดับขันความเลริเท่า 

กับ 3 เช่นกัน แต่สนามการกระจัดท่ีสมมุติจะแตกต่างกัน ในชินส่วนกลุ่มนืลมมุติสนามการกระจัดในรูปของการ 

กระจัดท่ีขอบของชินส่วนแทนท่ีจะสมมุติภายในชินส่วนแบบทีผ่านมา และสมมุติในรูปของระยะทางแทนทีจะ

สมมุติในระบบพิกัดตามแบบเดิม ทำให้จำเป็นท่ีจะต้องเขียนสนามการกระจัดให้สอดคล้องกับการกระจัดในแต่

ละด้านของแผ่นพินในรูปเมตริกซ์ ผ

การสมมุติสนามความเค้นก็ทำการสมมุติในรูปของสนามความเค้นสามัญเช่นกับ แต่ต่างกันกับกรณีที 

ผ่านมาคือ จะต้องเขียนเมตริกซ์ของสนามความเค้นออกมาในรูปของความเค้นลัพธ์(stress resultants) ทีขอบ 

ของช้ินส่วน หริอเริยก'ว่าเมตริกซ์[7?]

การหาสติฟเนสของช้ินส่วนจะใช้หลักการของพลังงานศักย์เติมเต็มตำสุด เนืองจากพิกัดทีทำการสมมุติ 

นันจะอยู่ในรูปของระยะทางท่ีขอบของชินส่วน ทำให้ขอบเขตของการอินทีเกรดค~เป็น 0 —> a  และ O —> b
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เมือ a  และ/) คือความยาวของด้าน แทนท่ีจะเป็น-1 ถึง 1 เหมือนในกรณีท่ีผ่านมา ท่าให้ต้องเปล่ียนขอบเขต 

ของการอนทํเกรตให้เป็น-1 ถึง 1 เพือทีจะใช้การอินทีเกรตฃองเกาสัจากความสัมพันธ์

^a f ( x ) d x - > ^ g ( u ) d u  ..... 3 .5.1

เม่ือ

{ b - a ) u  b + a
2 +  2

dx  =

..... 3.5.2

..... 3.5.3

ตารางท่ี3.5.1 ชินส่วน4 ฃัวและมืการสมมุติการกระจัดที,ขอบของช้ินส่วน

ชิ้นส่วน

ลนามความเค้น [z5] สนามการกรr จด นq +  น  x

ห ม าย เห ต ุ
จำนวนความเค้นลามญัท่ีสมมต ( P  ) จำนวนการกระจํ'ดลาม้ญ (? ) จำนวนตัวค ูณ ล า ก รองจ'’ ( ^ )

HQL5 5 ก า ร ก ร ะ จ ด ท ีข อ บ - Cook เสนอ

HQL9 9 ก า ร ก ร ะ จ ัด ท ีข อ บ - Cook เสนอ

HQQ9 9 ก า ร ก ร ะ จ ัด ท ีข อ บ - Cook เลนอ

HQC9 9 ก า ร ก ร ะ 'จ้ดท ี่,ข อ บ - Cook เสนอ

SCP 13 ก า ร ก ร ะ จ ัด ท ีข อ บ - Sze เสนอ

SCP3 9 ก า ร ก ร ะ 1จ ด ท 'ข อ บ - ปรัชป?ง'โดยผู้5พเย

HSQK1 12 ก า ร ก ร ะ จ ด ท ี่ข อ บ - Sze เสนอ

ชินส่วนในกลุ่มนีประกอบด้วย 7 ชินด้วยกันคือ HQL5 HQL9 HQQ9 HQC9 ซ่ึง Cook เสนอแนว 

คิดเอาไว้ ชินส่วน HQL5 จะใช้จำนวนความเค้นสามัญ 5 ตัว และการกระจัดท่ีขอบจะสมมุติในรูปของความ 

สัมพันธ์เชิงเค้น HQL9 จะใช้จำนวนความเค้นสามัญ 9 ตัว และการกระจัดท่ีขอบจะสมมุติในรูปของความ

สัมพันธ์เชิงเค้น HQQ9 จะใช้จำนวนความเค้นสามัญเท่ากับ 9 ตัว และการกระจัดท่ีขอบจะสมมุติในรูปของ 

ความสัมพันธ์กำลังสอง และ HQC9 จะใช้จำนวนความเค้นสามัญเท่ากับ 9 ตัว และการกระจัดท่ีขอบจะ

สมมุติในรูปของความสัมพันธ์กำลังสาม ชินส่วน SCP ซ่ึงเสนอโดย Sze จะมืการใช้จำนวนความเค้นสามัญ

เท่ากับ 13 ตัว ช้ินส่วน SCP3 ก็จะเป็นการปรับปรุงจากช้ินส่วน SCPÎดยการลดจำนวนการสมมุติการกระจัด 

สามัญให้เหลือเท่า 9 ตัว และช้ินส่วน HSQK1 ซ่ึงเสนอโดย Sze มืการสมมุติจำนวนความเค้นสามัญเท่ากับ 

12 ตัว
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ในบทนีจะยกตัวอย่างชินส่วน HQL9 มีรายละเอียดดังต่อใปน้ี

การสมมุติความเค้นสามารถเขยนได้ในรูปของระยะทางในแต่ละด้านดังนี

X ' 1 0 0 X 0 0 y 0 o ' P i
M y 0 1 0 0 X 0 0 y 0 P 2

> = 0 0 1 0 0 X 0 0 y :
a 0 0 0 1 0 0 0 0 1

X . 0 0 0 0 0 1 0 1 0 A .

[ p \ M ..... 3.5.4

รูปท่ี 3.5.2 ความเค้นในชินส่วน

I ร/

รปท่ี 3.5.3 แรงและการกระจัดท่ีฃว
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จากสมการท่ี 3.5.4 เราจำเป็นท่ีจะต้องเฃียนสนามความเค้นให้ลอดคล้องก้บแรงในรูปท่ี 3.5.2 โดยมี 

ทิศทางสอดคล้องกับการกระจัดในรูปท่ี 3.5.3 โดยสนามความเค้นท่ีเขียนนันจะลามารถแสดงในรูปของระยะ

ทางในแต่ละด้านดังรูปท่ี 3.5.1 ซ่ึงสามารถเขียนได้ว่า

- K 4
K ) ,

(a),

0 1 0 0 X 0 0 0 0
0 0 -1 0 0 -X 0 0 0
0 0 0 0 0 -1 0 -1 0

0 0 1 0 0 0 0 0 y
-1 0 0 0 0 0 -y 0 0

0 0 0 -1 0 0 0 0 -1

0 -1 0 0 -X 0 0 0 0

0 0 1 0 0 X 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 1 0

0 0 1 0 0 0 0 0 -y
1 0 0 0 0 0 y 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 1

A '
A
A
A
A
A
A
A

lA ,

.3.5.5

หรือสามารถเขียนสมการผ? เฉลยของแรงท่ีขอบในสมการทิ 3.5.5 ได้ว่า

{■ร}=[*L» ฬ»,1
ณ ท่ีน้ี Xและ y  ในสมการท่ี3.5.5จะหมายถึงระยะทาง^ ดังแสดง'ในรูปทิ3.5.1 

การสมมุติการกระจัดท่ีขอบในแต่ละด้านสามารถเขียนได้ดังนี

..... 3.5.6

พ = (i - & j h + £vwj  ..... 3-5-7

หรือสามารถเขียนสนามการกระจัด'ไนรูปของความล้ม'พันธ์ระหว่างระยะ'ทางและการกระจัเจทิฃั'วในรูป,ของ 

เมตริกซ์ได้ว่า
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■ พ * 0 0 $ 0 0~
%* — 0 0 0 $ 0

พ i 0 0 0 0 ร ุ, .

r 0*

wi
0*

0 *

WJJ

= H W , .......3.5.9

นั่นคือเราสามารถเขียนสนามการกระจัดในรูปของระยะทางในแต่ละด้านชึ่งสอดคล้องกับทิศทางในรูปที่ 3.5.3

(ท,(ท,
H

พ (ท,(w),พ,(ท.
M l(«I(ท.
K

1- X 0 0 X 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1- X 0 0 X 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1- X 0 0 X 0 0 0 0 0 0
0 0 0 l - y 0 0 y 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 - y 0 0 y 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1-.V 0 0 y 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1-X 0 0 X 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1-X 0 0 X 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1-X 0 0 X

y 0 0 0 0 0 0 0 0 1 - y 0 0
0 y 0 0 0 0 0 0 0 0 1 - y 0
0 0 y 0 0 0 0 0 0 0 0 1 - y

N

w ,

**
0*

0*
wk
ox,

พ

.3.5.10
เมื่อนำสนามการกระจัดและสนามความเค้นไปแทนในสมการพลังงานศักย์เติมเต็มจะได้ว่า

[ " L = l J > f  [ป [p\d*dy
[ ° เ , = น ั่ i > r  ผ ฺ* *

[ ท ™ ป G f W ' l G ]

.......3.5.11

.......3.5.12

.......3.5.13

ท้ายที่สุดสามารถเขียนได้ว่า

[Q ] = [ * ] พ

เมื่อสามารถหาค่าการกระจัดที่ฃั้ว {r} นำกลับไปหาค่าความเค้นสามัญที่ทำการสมมุติได้ดังสมการ

พ - พ  [G J M

ดังนั้นเราจะสามารถหาค่าความเค้นจากสนามความเค้นได้ดังลมการ

พ = ห  (P )

.......3.5.14

.......3.5.15

...... 3.5.16
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3.6 กลุ่มช้ินส่วนอ่ืนๆ

ชินส่วนกลุ่มนีจะประกอบไปด้วยชินส่วนรูปสามเหล่ียม และชินส่วนทีไม'สามารถจัดเข้ากลุ่มท่ีผ่านมา

ได้ ในรายละเอียดของแต่ละชินส่วนจะแตกต่างกันออกไป ซ่ึงสามารถดูได้จากภาคผนวก ก

พ

ก) ช้ินส่วน 16-D0F

ข) ช้ินส่วน CH1

รูปท่ี 3.5.1 ช้ินส่วนในกลุ่มอ่ืนๆ

ชินส่วนในกลุ่มนีมืทังสิน 8 ชินได้แก่ HTL5 HTL9 HTQ9 HTT9 ชิงเสนอโดย Cook ชิงเป็นชิน 

ส่วนลามเหล่ียม สนามการกระจัดและสนามความเค้นจะเหมือนกับกรณีของ HQL5 HQL9 HQQ9 HQT9 

ตามลำดับ ช้ินส่วน 16-DOF เป็นชินส่วนท่ีเสนอโดย Shou ซ่ึงเป็นชินส่วนล่ีเหล่ียม มืการสมมุติสนามความ
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เค้นโดยใช้จำนวนความเค้นสามัญเท่ากับ 30 ตัว และ ช้ินส่วน CH1 น้ันจะปรับปรุงมาจากท่ี Spilker เสนอเอา 

ไว้ เป็นช้ินส่วนส่ีเหล่ียม มีการสมมุติสนามความเค้นโดยใช้จำนวนความเค้นสาม้ญ 36 ตัว ช้ินส่วน HM16-

14 เสนอโดย Shou ก็เป็นชินส่วนส่ีเหล่ียมเซ่นเดียวกัน มีการสมมุติจำนวนความเค้นสามัญเท่ากับ 28 ตัว และ 

ท้ายท่ีสุดชินส่วน HSM เสนอโดย Bathe ซ่ึงเป็นช้ินส่วนสามเหล่ียม จะมีการสมมุติความเค้นสามัญท้ังหมดเท่า

กับ 9 ตัว

ตารางท่ี 3.6.1 ช้ินส่วนอ่ืนๆ

ชิ้นส่วน

ลนามความเค้น [ ^ ] ลนามการกระ?*?- น q +  น x

ห ม าย เห ต ุ
จำนวนความเค้นลามิญที่ลมมติ ( /? ) จำนวนm รกระจ^าม ิญ  ( q ) จำนวนตัวคูณลากรองจ์ (A )

HTL5 5 - Cook เลนอ

HTL9 9 กา•รกระจัดทข อบกํก«ง์พนง - Cook เลนอ

HTQ9 9 ก ารก ระจ ัด ^อ บ ก ำส ้งส อ ง - Cook เลนอ

HTT9 9 การกระจ ัดvraอบกำส ้ง ์สาม - Cook เลนอ

16-DOF 30 16 5 Shou เลนอ

CH1 36 12 - ปรัชปรงเนล'วนของ Spilker

HM16-14 28 18 - Shou เลนอ

HSM 9 การกระจ ัดหขอบ - Bathe เตV»
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