
บทท 2

คัวสถิติและผลงานวิจัยที่เกี่ยวข้อง

การวิเคราะห์ข้อมูลเกี่ยวกับอายุการใช้งาน( life time ) หเอช่วงเวลาของความล้มเหลว 
( failure time ) ภายใต้การแจกแจงแบบเลขชี้กำลัง 2 พารามิเตอร์เป็นเรื่องที่มีความสำคัญเร่ืองหนึ่ง 
ซึ่งมักจะเกี่ยวข้องกับงานทางต้านวิศวกรรมศาสตร์ วิทยาศาสตรํและทางการแพทย์ ข้อมลลักษณะ 
ดังกล่าวมักจะเกิดการตัดปลายเนื่องมาจากข้อกำหนดของเวลาและข้อจำกัดอื่นๆ ในบทนี้จะกล่าวถึง 
รายละเอียดเกี่ยวกับประเภทของข้อมูลตัดปลาย ( type of data censoring ) ทฤษฎีบทของการแจกแจง 
แบบเลขชี้กำลัง 2 พารามิเตอร์ ตัวสถิติทดสอบ และผลงานวิจัยท่ีเก่ียวข้องซ่ึงมีรายละเอียดต่างๆ คังนี้

2.1 ประเภทของข้อมูลท่ีมีค,าสูกคัดปลาย ( Type Of Data Censoring)
ก) ข้อมูลถูกคัดปลายประเภทที่ 1 (type I censoring) เป็นลักษณะของข้อมูลที ่

กำหนดระยะเวลาของข้อมูลที่ถูกตัดปลายไล้ล่วงหน้า เช่น ในการถึกษาเกี่ยวกับอายุการใช้งานของ 
เครื่องจักรชนิดหนึ่งโดยถึกษาในระยะเวลา 8,000 ชั่งโมง เมื่อครบระยะเวลา 8,000 ชั่วโมง ล้าเครื่อง 
จักรยังทำงานไต้จะบันทึกอายุการใช้งานของเครื่องจักร 8,000 ชั่วโมงโดยไม่ทราบอายุการใช้งานจริง 
เราเรียกข้อมูลที่บันทึกไล้นั้นว่าเป็นข้อมูลตัดปลายประ๓ทท่ี 1

ข) ข้อมูลถูกคัดปลายประเภทที่ 2 (type II censoring) เป็นลักษณะของข้อมูล 
ที่จะต้องกำหนดจำนวนข้อมูลที่ถูกตัดปลายไล้ล่วงหน้า เช่น ในการทดลองเกี่ยวกับประสํทธิภาพ 
ของเครื่องใช้ไฟฟ้าชนิดหนึ่งจำนวน 20 เคร่ือง แทนที่เราจะทำการทคลองอย่างต่อเนื่องจนกระทั่ง 
เครื่องใช้ไฟฟ้าที่นำมาทดลองทั้ง 20 เครื่องจะเสียหรือใช้งานไม่ไต้ เราจะหยุดทำการทดลองเม่ือ 
เครื่องใช้ไฟฟ้าที่นำมาทำการทคลองจะเสียเป็นเครื่องที่ 15 ซึ่งการทคลองแบบน้ีจะช่วยประหยัดท้ัง 
เวลาและค่าใช้จ่าย

ค) ข้อมูลถูกคัดปลายแบบสุ่ม (random censoring) เป็นลักษณะของข้อมูลที ่
คล้ายแบบที่ 1 คือมีการกำหนดระยะเวลาของการทดลองแต่การตัดของข้อมูลนั้นอาจเกิดขึ้นไต้ก่อน 
สิ้นสุดการทคลอง จึงเรียกว่าการตัดแบบสุ่ม ส่วนใหญ่จะพบมากในการทคลองทางการแพทย์ เช่น 
คนไข้ถอนตัวจากการทคลองก่อนสิ้นสุดการทดลอง จึงทำให์ไม่สามารถบันทึกค่าที่แน่นอนของค่า 
สังเกตนั้นไต้
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ในการวิจัยคร้ังน้ัผู้วิจัยจะทำการสืกษาท้ังในกรณีท่ีวิเคราะห์ข้อมูลสมมูรณ์และข้อมูลท่ี
ถูกตัดปลายทางขวาซ่ึงข้อมูลท่ีถูกตัดปลายทางขวาเปีนข้อมูลถูกตัดปลายประ๓ทท่ี 2 ซ่ึงกล่าวถึงข้าง
ตัน

2.2 การแจกแจงที่ใช้ในการวิจัย
1. การแจกแจงแบบเลขชี้กำลัง 2 พารามิเตอร์

การแจกแจงแบบเลขชี้กำลัง 2 พารามิเตอร์ มีพีงก์ชันความหนาแน่นอยู่ในเปแบบ

/ ๓  = , 0 > 0

เม่ือ P เป็นพารามิเตอร์ตำแหน่ง (location parameter)
และ 0 เป็นพารามิเตอร์สเกล (scale parameter)
ตัวประมาณค่าพารามิเตอร์จะใช้ตัวประมาณภาวะน่าจะเป็นสูงสุด (Maximum likelihood) 

กล่าวคือ ให ้ XlrX2,...X,, เป็นตัวอย่างสุ่มของการแจกแจงแบบเลขชี้กำลัง 2 พารามิเตอร์ ซ่ึงมี 
พารามิเตอร์pirns 0 จะหาตัวประมาณภาวะน่าจะเป็นสูงสุดสำหรับพารามิเตอร์แต่ละตัว

เน่ืองจาก

= ร '"  e x p i ~ Y , ( x , - f l ) }

๗ น ’
ln L (0 ;J )  = -ภ ln < 9 -^ X (x , - ^ )

= - « ๒  6 ๓ | > 1. - /7))6>->

เพราะฉะน้ัน สมการภาวะน่าจะเป็นอยู่ใน•เปและ

- n O + Y j ( x i - Æ )  =  °

จะไตัว่า # = —X ( * i ) ~ / ?  (1)
สำหรับตัวประมาณค่าพารามิเตอร์ตำแหน่ง สามารถหาไตัจากตัวสถิติท่ีเพียงพอ
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n / O i ) = 0 - "  e x p ^ z  <>1 ~  P f i  ^  y = m i n ( x \>x 2> - * * )  -  p

-  f ( T ( x ) , ร ิ ) * h(x)
เม่ือ / ( f ( J ) ; 0 )  = r " e x p { ^  ! > , - / ? ) }  ,/< *) = !
ดังน้ัน T { x )  ะ= {m in {X x, X 2, . . . x „ y  เปีนตัวสถิติที่เพียงพอสำหรับ f i  
ดังน้ัน P < ( X x < x 2 < . . .< x 11)  จะได้ว่า /? =  X 2,. . . X 11)
น่ันคือ f i -  X,
แทนค่าใน (1) จะไค้ว่า

ê j ± M - ê

ดังน้ันตัวประมาณของพารามิเตอร์ตำแหน่งคือ ตัวสถิติอันดับของข้อมูลที่มีค่าสังเกตน้อยที่ชุด และ 
ตัวประมาณของพารามิเตอร์สเกลคือ ค่าเฉลี่ยของผลรวมตัวสถิติลำดับ X ต้ังแต่ 1 กึง ท ลบค้วยตัว 
สถิติอันดับที่หนึ่งของข้อมูลที่มีค่าสังเกตน้อยที่ชุค กล่าวคือ

f i  = x 1 = m in (X {, X 2, . . . , x n)
และ

0  = ท-1t s X 1 - X l
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2ปท่ี 2.2.1.1 เค้นโค ้งการนจกแจงแบบเอ ■ «ชีกาอ ัง 2 พาราม ิเตอร์เม ื่อJ3 = 1 แ อะ 0 = 0.5, 1, 2 แอะ 5 
จากเปที่ 2.2.1.1 สามารถอธิบายไค้'ว์าฒื่อพารามิเตอร์สเกล (0) มีค์าเท่ากับ 0.5 เน้นโค้งจะมีความ 

โค่งมากกว่าค่าพารามิเตอร์สเกลค่าอื่นๆ และเม่ือเพ่ิมค่าพารามิเตอร์สเกลเปีน 1 ,2 แ ล ะ 5 เน้นโค้งจะมี 
ความโค่งลดลงและมีแนวโน้มที่ลคตํ่าลงเรื่อยๆ ตามค่าของพารามิเตอร์สเกลท่ีเพ่ิมขึน
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X

รูปที่ 2.2.1.2 เศนโค้งการแจกแจงแบบเลขชี้กำลัง 2 หารามิเตอร์เมื่อ 0 = 1 และ {3 = 0.5, 1, 2 แอะ 5 

จากรูปท่ี 2.2.1.2 สามารถอธิบายไค้ว่าฌื่อพารามิเตอร์ตำแหน่ง (P) มีค่าเปลี่ยนไป โดยพารามิเตอร ์
สเกล (0)มีค่าคงที พบว่าลักษณะเสันโค้งที่ไค้มีรูปแบบลักษณะเดียวกัน โดยมีระยะความห่างของ 
แต่ละเสันโค้งเป็นไปตามค่าพารามิเตอร์ตำแหน่งที่เปลี่ยนไป

2. การแจกแจงแบบแกมมา
ฟงก์ขันความหนาแน่นอยู่ในรูป

(x Yโ1 ex p (-;t /  À))
/ ( * )  = a ' t o d ,-* > 0  , Y >0 5A > 0

อ่ืนๆ

เม่ือ X เป็นพารามิเตอร์สเกล (scale parameter) ให้เท่ากับ 1
X เป็นพารามิเตอร์รูปทรง (shape parameter) ให้เท่ากับ 1,2 และ 3 

ซึ่งเขียนรูปกราฟไค้ดังนี้
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0 5 10 15 20 25 30
เป ท ี่ 2.2.2.1 ร ูปกราฟการแจกจงแบบแกมมา เมื่อ A =  1 และ t  =  1, 2 และ 3 ดามลำดับ

สนใจสืกษาเมื่อค่า A = 1 และ X = 1, 2 และ 3 โดยมีค่า c.v(x)=100%, 70% และ 5 0 % ตามลำดับ
และสาเหตุที่เลือกใช้ค่า C.V(X) เท่ากับ 50% เพราะหากค่า C.V. มีค่าตํ่ากว่านีลักษณะรูปกราฟจะถู่เช้า
สู่การแจกแจงแบบปกติมากขึ้น1
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° 0 5 10 15 20 25 30
เป ท ี่ 2.2.2.2 เป กราฟ การฟ ร ีขบ เท ียบ การแจกแจงแบ บ เลขชกำล ัง 2 พาราม ิเตอร ์ p  = 1 และ 0  = 0.5 

ก ับการแจกแจงแบบแกมมาเม ื่อ  A =  1 และ 7 .=  1, 2 และ 3 ตามลำด ับ
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3. การแจกแจงแบบไวบูลล์
ฟงก์ชันความหนาแน่นอยู่ในรูปของ 

a x a~' exp[-(jc /  เ3)° ]
/ (■ *) = F

, 0 < x < o o  , a >  0

อนๆ

เมื่อ P เป็นพารามิเตอร์สเกล (scale parameter) ให้เท่ากับ 1
a  เป็นพารามิเตอร์รูปทรง (shape parameter) ให้เท่ากับ 0.5 และ 2.0 

ซึ่งเขียนรูปกราฟไค้ดังนี้

, /? > 0

รูปที่ 2.2.3.1 รูปกราฟการแจกแจงแบบไว\!ลลัเที่อ p = 1 และ a =  0.5,2.0 ตามลำคับ

สนใจกักษาเมื่อค่า p = 1 และ a  = 0.5 และ 2.0 โดยมีค่า C.V(X) = 223% และ 52% ตามลำดับ และ 
สาเหตุที่เลือกใช้ค่า C.V(X) เท่ากับ 52% เพราะหากค่า C.V มีค่าตํ่ากว่าน้ีลักษณะของรูปกราฟจะณู่ช้า 
สู่การแจกแจงแบบปกติมากขึ้น



14

X

รูปฑ่ื 2 . 2 3 . 2  เปกราฟการเปรียบเทียบการแจกแจงแบบเลขชีก้ำลัง 2 หารามิเตอร์ (3 = 1 และ 0 = 0.5 

กันการแจกแจงแบบไว\jลล์เมื่อ P = 1 และ a  = 0.5 และ 2.0 คามลำดับ

4. การแจกแฉงแบบลอกนอร์มออ
ฟงก์ชันความหนาแน่นอยู่ในรูป

e x p [- ( ln X -  / j )2 H e r 2]
/ ( * )  = cV2Xx L7MJ ,Jt>0  ,CT > 0 ,-0 0 < //< 0 0

อนๆ
เม่ือ น เป็นคำเฉลี่ยเท่ากับ 0 และ G 2 เป็นค่าความแปรปรวนเท่ากับ 0.7 และ 0.9 ซ่ึงเขียนรูปกราฟ 

ไค้กังนี้
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Q 5 10 15 20 25 30 35

รูปที่ 2.2.4.1 รูปกราฟการแจกแจงแบบลอกนอร์'มอล เม่ือ บ. = 0 และ CT = 0.7 และ 0.9 คามลำดับ

สนใจสืกษาเมื่อ บ. เท่ากับ 0 และ G2 เท่ากับ 0.7 และ 0.9 มีค่า c .v(x)=  100% และ 120% ตาม 
ลำดับโดยค่า C.V ม ีค่าดำกว่านี2ปกราฟจะถู่เข้าสู่การแจกแจงปกติมากขึ้น

รูปที 2.2.4.2 รูปกราฟการเปรียบเทียบการแจกแจงแบบเลขขึ้กํๅลัง 2 หารามิตอร์ P = 1 และ 9 = 0.5 

กับการแจกแจงแบบลอกนอร''มอล เม่ือ บ = 0 และ CT2 = 0.7 และ 0.9 คามลำดับ
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2 3  คัวสถิติทดสอบที่ใช้ในกใรวิชัย
ก)คัวสถิติทดสอบ Gini (G)

ในปี ค.ศ. 1978 Gail และ Gastwirth ได้เสนอตัวสถิติทดสอบ G สำหรับ 
การแจกแจงแบบเลขชี้กำลัง 2 พารามิเตอร์กรณีเมื่อไม่ทราบด่าพารามิเตอร์สเกล โดยพัฒนามาจาก 
การสืกษาและนำเสนอของ Dempster และ Kleyle เม่ือปี ค.ศ. 1969 ซึ่งตัวสถิติทดสอบ G อยู่ในรูป 
แบบ

£  { / ( » - / ) X, , , ) }
g ;  =  - - - - - - - - - - - - - - - - - V -----------------------  (1)

( « - 1 ) 2

Xq) เป็นตัวสถิติอันดับจากตัวอย่างสุ่มขนาดท โดยท่ี x<1)< X(2)< ... <X(n)
เม่ือ ท มีขนาดใหญ่มากๆ จะประมาณว่าตัวสถิติทดสอบ G จะลู่เข้าสู่การแจกแจงปกติมาตรฐาน 
กล่าวคือ

C Ç - E « ? n )
J v m o ;  )

Z "  «  N (2)

จากการสืกษาของ Hoeffding1 โดยท่ี £ (G *) = 0.5 สำหรับทุก ๆ ด่าของ ท และ 
Var(G*) = 1 / 12(« -  1) สำหรับค่าวิกฤตของตัวสถิติทดสอบ Gini (G) จะแยกออกเป็น 2 กรณีคือ

1. เม่ือขนาดตัวอย่าง n<20 ขอบเขตการยอมรับสมมติฐานสำหรับการทดสอบทางเดียว 
คือ I G* I <  G n (ตาราง)

2. เม่ือขนาดตัวอย่าง ท > 20 จะต้องปรับด่า G* โดยใช้สมการ (2) ดังน่ันจะปฏิเสธ 
สมมติฐานเม่ือ |z*J > Z a
นั่นคือท้ัง 2 กรณีจะปฏิเสธสมมติฐานว่าง H0: การแจกแจงเป็นแบบเลขชี้กำลัง 2 พารามิเตอร์ เม่ือค่า 
สถิติทดสอบ G* ที่คำนวณได้มีค่ามากกว่า Gn และ Z* ที่คำนวณได้มีค่ามากกว่า Za จากตาราง 
ณ ระดับนัยสำคัญท่ีกำหนด

'Hoeffding,พ .,”A class of statistics with asymptotically normal distribution ,”Ann.Math. 
Statist., 19,293-325,1949.
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ข) ตัวสถิติทดสอบ Lorenz (L)
Gail (ค.ศ. 1977) และ Gail และ Gaswirth(ค.ศ. 1978) ไดศึกษาหาสัวสถิติทดสอบ 

สำหรับการแจกแจงแบบเลขชี้กำลังที่มิ 2 พารามิเตอร์ โดยจะมิอำนาจการทดสอบสูงและสามารถแก้ 
ซญหาในกรณีที่ข้อมูลตัดปลายไดัคี ซ่ึงติ'วสถิติทดสอบ L นั้นอยู่ในรูป

ร น , ) - ^ ) )
4  ( / > ) - - - V — --------------

5 โ ด ย ท ี่ 0  <  P  <  1 (3)
! ( * < » -*<■ ))

Xg) เป็นตัวสถิติอันดับจากตัวอย่างสุ่มขนาด ท โดยท่ี x< 0< x ( 2)<...< x<n) และ r = [np] 
คือจำนวนเต็มที่ใหญ่ที่สุดที่น้อยกว่าหรือเท่าอับ np เม่ือค่า ทมิค่าใหญ่มากๆ ตัวสถิติทดสอบ L จะมิ 
ค่าลู่เข้าสู่การแจกแจงปกติมาตรฐาน

L ' n ( p ) -  M p )
y j v  a r ( L n( p ) ) =  Z ^ ( ( น ) (4 )

จากการศึกษาของ Gail,M.H.2 โดยที่ค่า X(P) คือท่งอัชันเพิ่มมูน(the convex incresing
function) จาก [0,1] ท่ัวถึง [0,1] ที่ระดับความน่าจะเป็นเท่าอับ P (การวิจัยครั้งนี้จะใชัระดับความน่าจะ 
เป็นเท่าอับ0.5) และ Var(Ln(P)) = ๙ และจากทฤษฎีของ Moore จะได'-ว่า 

A ( p ) = p + ( \ - p ) \ ï i \ - p )
และ (T 2 = 2 q \ n q  +  p  +  p q  ~ ( p  +  q \ n q ) 2 โดยท่ี q = i-p

สำหรับค่าวิกฤตของตัวสถิติทดสอบ Lorenz (L) จะแยกออกเป็น 2 กรณีคือ
1. เม่ือขนาดตัวอย่าง ท < 2 0  ขอบเขตการยอมรับสมมติฐานของการทดสอบทางเคียว เม่ือ 

\l [ ( p ) \ < l „ (p ) ตาราง
2. เม่ือขนาดตัวอย่าง ท > 20 จะตัองปรับค่า L [ (p )  โคยใชัสมการ (4) ดังน้ันจะปฏิเสธ 

สมมติฐานเม่ือ |z*| > Z a
นั่นคือทั้ง 2 กรณีจะปฏิเสธสมมติฐานว่าง H0: การแจกแจงเป็นแบบเลขชี้กำลัง 2 พารามิเตอร์ เม่ือค่า 
สถิติทดสอบ £*(/?) ที่คำนวณไดัมิค่ามากกว่า Ln(p )  และ Z* ที่คำนวณไดัมีค่ามากกว่า Z a จาก 
ตาราง ณ ระดับนัยสำคัญท่ีกำหนด

2Gail,M.H.”A scale-free on the sample Lorenz Currve,’’unpublished Ph.D. thesis, Department of 
statistics,George Washington University.
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ค) ตัวสถตทดสอบ Kolmogorov-Smirnov (K-S)
ในปี ค.ศ. 1976 Barry H. Margorin และ Willi Maiircr ไต้เสนอคัวสถิต ิ

ทดสอบ K-S สำหรับการทดสอบการแจกแจงแบบเลขชีกำลังที่มี 2 พารามิเตอร์ โดยพิจารณาจากค่า 
ความแตกต่างที่สูงท่ีสุคระหว่างพิงก์ชันการแจกแจงสะสมของตัวอย่างที่จะวิเคราะห์กับพิงก์ชันการ 
แจกแจงสะสมของการแจกแจงที่ต้องการเปีรียบเทียบ ตัวสถิติทดสอบ K-S อยู่ในรูปีของ

K  =  max { D * , D ~ )
โดยท่ี

= โ ร - ( ร -์ ^

D ; = m a x {F (J f(0 ) - i ^ }
และ F(X(0) คือพิงทชันการแจกแจงสะสมตามทฤษฎี( i = 1,2,...ท) และท คือจำนวนข้อมูล 

เราจะปฏิเสธสมมติฐานว่างเม่ือ K > K 'a จากตาราง Kolmogorov-Smirnov สำหรับการแจกแจง 
ใดๆ

ง) ตัวสถิติทดสอบ Anderson-Darling (A-D)
ตัวสถิติทดสอบ A-D คิดขึ้นโดย Anderson Darling(1953) ซ่ึงคำนวณไต้ตังนี้

A 2 = ว ่ห ์เ / 2'-1 ){1 ท 6 ,■ ) + 1ท(1-z„,1- , ) } ] - ท
เม่ิอ ท แทนขนาดตัวอย่าง

Zj แทนความน่าจะเป็นสะสมของการแจกแจงแบบเลขชี้กำลัง 2 พารามิเตอร์ 
สำหรับค่าวิกฤติของตัวสถิติทดสอบ A-D โดยเปรียบเทียบกับตาราง Anderson-darling 

ของ M.A. Stephen จะปฏิเสธสมมติฐานว่างเม่ือ A2 ที่คำนวณไต้มีค่ามากกว่าค่าของ percentage 
points ของตาราง A-D ณ ระดับนัยสำคัญที่กำหนด
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