
หสกการใน การแก ้'ป ีญ ห า

ในการแก ้'ซผ ุหา เก ี่ยวต ิ'บ พ ฤ ต ิกรรม ท างพ ลศ าส ต ร ์ข อ งโค รงส ร ้างท ี่งแป ร เปที่ยนไปตามสกษณะ 

ข องแรงก ระท าภ ายน อ กใน ข ณ ะ เว ล า ใ ด  ๆ  น้ัน ถ ้า  เป ็น โค รงส ร ้างท ี่ม ีจ าน ว น ก าร เค ท ี่อ น ท ี่อ ิส ระ  

( D i s p la c e m e n t  D e g r e e  o f  F r eed o m ) ไม,ม า ก ïfก ก ็ส าม าร ถ ห าส ม ก าร ก าร เค ล ื่อ น ท ี่ได ้อ ย ่าง ง ่าย  

โด ย ใช ้ก ฎ ข อ ง ป ิว ต ิน แ ล ะ ห าค าต อ บ โด ย ต ร ง โด ย ไม ่ต ้อ ง ท าก าร ล ด ร ูป อ ย ่าง ไร  แต ่สาห i บป็ญหาที่พ ิจารณา 

ใ น ก า ร ว ิ■ จ'ยฉป ๋'บน ั้บ ุ่งสาหร ิบป ็ญ หาของโครงสร ้างท ี่สสบฟ ้ปช ้อนและม ีจานวนการ เคท ี่อนท ี่อ ิสระท ี่ง เป็นติ'ว 

แป รไม ่ท ราบ ค ่า  เป ็น จาน วน ม ากจา เป ็น จะต ้องลดต ิวแป ร เส ิยก ่อน  ท าให ้ไม ,ส ะ ด ว ก ใน ก าร ห าส ม ก าร ก าร  

เคส ์อน ท ี่โดยใช ้กฎ ของม ีวต ิน  วิร’ก าร แ ก ้,ป ๋ญหาท ี่สะดวกและ เห มาะสมว ิธ ีห น ื่งก ็ค ีอห าปร ิมาณ พ สงงาน ของ  

ระบ บ โค รงส ร ้างท ี่ล ค จาน วน ต ิวแป รแล ้วแท น  เช ้า ไ ป ใน ส ม ก า ร ก า ร  เค ท ี่อ น ท ี่ข อ ง ล าก ร าง จ ์ ( L a g r a n g e ' s  

E q u a t io n  o f  M o t io n )  ก ็จ ะ ไต ้ระ บ บ ข อ งส ม ก ารก าร เค ท ี่อ น ท ี่ข อ งโค รงส ร ้างท ี่งล ด จ าน วน ต ิ'ว แ ป รแล ้ว  

ต าม ต ้อ งก าร

๒..® ส ม ก าร ก าร เค ส ์อ น ท ี่ข อ ง ล าก ร าง จ ์

ล า ก ร า ง จ ์ ไ ด พ้ ิ ฌ น าว ิธ ีการแถ ้ป ็ญ ห าท างพ ลศ าส ต ร ์โด ยอาต ิ'ยการพ ิจารณ าพ ส งงาน ข องระบ บ  

จากปริมาณ พส'งงานความ เค ร ียด  ( S t r a i n  E n e r g y )  พ สงงานจลน ์ ( K i n e t i c  E n e r g y )  และ  

งาน ท ี่เอ ิค ข ึ้น  (W ork D o n e) สาหร ิบระปบท ี่พ สงงานม ีการส ูญ หาย ( N o n c o n s e r v a t i v e  S y s te m )  

ท ี่งม ีผลข องงาน  เน ื่อ ง จ าก แร งห น ่ว ง  (D a m p in g  F o r c e )  กระทาติ''บระบบอบุ่ ส ม ก ารก าร  เคล ึ่อนท ี่ของ 

ล า ก ร า ง จ ์จ ะ เข ีย น ไ ด ้เป ็น

d ,3 T  ร -  3T + 9 U  +  3Wd = Q ( t ) ; k = l , 2 , 3 . . . ท ( 1 )
d t^ 3 q k ; 3qk 3qk 3qk

T เป ็นพ สงงานจลน ์ บ เป ็น พ สงงาน ความ  เค ร ีย ด  พ^ เป ็นงาน  เน ื่อ ง จ าก แร งห น ่ว ง

{ q }  เป ็น เว ค เต อ ร ์ข อ งก าร เค ล ื่อ น ท ี่ท ี่จ ุด ข ้อ ต ่อ  { q }  เป ็น เว ค เต อ ร ์ข อ ง ค ว าม เร ็ว ท ี่จ ุด ข ้อ ต ่อ ท ี่\J 11โน 

อบุฟ้'นธ์เฬยบติ'บ เว ล าข อ ง  { q }  Q ( t )  เป ็น แ ร งก ร ะ ท าจ าก ภ าย น อ ก ท ี่ข ณ ะ เว ล า  t ใ ด ๆ



ท เป ็นจานวนฟ ิอ ัดท ี่วใป ( G e n e r a l i z e d  C o o r d i n a t e )  ขอจระบบ

พร''ง'3านจลน ์ พร'จจานความ เค ร ีย ด  และจาน  เน ื่อจจากแรจห น 1วจฃ อจระบ บ ให ้โด ยค วาม  

รมฬน ธ ์ต าม ลาอ ับ อ ัจต ่อไป น ี้

T = \  ( q } T [M] { q }

บ = I  { q } T [K] { q }

พd = \  (q}T[c] (q)

โด ย ท ี่ [m] เป ็น เมทร ีคข ้ขอจมวล [ k ] เป ็น ลอ ัฟ เน ส เม ท ร ีค ข ้ และ [ c ]  เป ็น เม ท ร ีคข ์ฃ อจแรจ  

หน่วจฃอจระบบ

( 2 )

(3)

(4)

๒.๒ พ รจจาน และจาน ฃ อ จระบ บ ท ี่ป ระกอ บ ด ้วยโค รจส ร ัาจย ่อ ย

พ รจจาน และจาน ฃ อจโครจฬ ร ้าจท ั้จระบ บ  (ร ูปท ี่ ก )  ข ึ้จ ป ระกอบ ข ึ้น ด ้วยโค รจส ร ้าจย ่อย

จานวนหนี้จ ล าม าร ถ ห าได ้จ าก ก าร ร าม พ ร จ จ าน แ ล ะ จ าน จ าก โค ร จ ฬ ร ้าจ ย ่อ ย แ ด ,ละอัน

ฟ ิจ ารถ ท โค รจ ส ร ้าจ ย ่อ ย ท ี่ i  ใ ด ๆ  (ร ูปท ี่ จ .ก )  พ ร จ จ าน ค ว าม เค ร ีย ด ข อ จ โค ร จ ล ร ้าจ ย ่อ ย  

ที่ i  จะอย ู่ใน ร ูป ข อจ

" i  -  2  ‘ ’ ร ้พ  1 { " } 1 (5)

ล าม าร ถ เข ีย น  { q } .  ข ึ้จ เป ็น เว ค เต อ ร ์ข อ จ ก า ร  เคล ื่อน ท ี่ท ี่จ ุดข ้อต ่อขอจโครจฟ ิร ้าจย ่อยท ี่ i  ใด ้เป ็น

{q}. =
(q  } .  ร i

(6 )

ในท ี่น ี้อ ักษร พ่วจ m ท ี่เว ค เต อ ร ์เป ็น อ ัว บ ่จ ข ึ้ว ่า เว ค เต อ ร ์น ั้น เป ็น ส ่ว น ท ีจ ะ ค จ ไร ้เป ็น พ ิอ ัด ป ร ะ ธ าน

( M a s t e r  C o o r d in a t e )  และ ร บ ่จ ข ึ้ว ่า เป ็น เว ค เต อ ร ์ส ่ว น ท ีจ ะ ล ด ท ิ้จ ไป เร ีย ก ว ่า  พ ิอ ัดบร ิวาร ( S l a v e



C o o r d in a t e )  โด ย ม ัว  ๆ ไป ฟ ิส ด ป ระธาน ม ักจะเป ็น พ ส ด ท ี่อผ ู่บ ร ิเวณ ต ่อ เน ื่อ ']ระห ว ่า']โค ร']ส ร ้า ']ย ่อย  

ทั้'งปิ เพี่อ เป ็นการริ'!กษาความต ่อ เน ึ่อ ']ร ะ ห ว ่า ']โค ร ']ส ร ้า ']ย ่อ ย ไว ้ ต ่วนฟิส'ดบริวารจะ เป็นพิสดต่วนอื่น  ๆ

พ่ี เหสิอ

สมมต ิให ้ (q  } .  ป ีความสมฬ นธโดยประมาณกับ { q _ } . โด ย ก าร แ ป ล '] i f ' ]  เส ้นตร']^ s i  i
( L in e a r  T r a n s f o r m a t io n )  ติ'']สมการ

ในพี่ป ิ [ i ]  ต ิอ เมท ร ิคซ ่เอกส กษ ณ ์ แล ะ โด ย ม ัว  ๆ ไป  เมทริคซ ์แปล'] [ r ]  จะสบบุต ิเซ ่น เด ียวส บ ใน  

กรรมร ิธ ีการลดต ิ''วแปรลสตย ์ ( S t a t i c  C o n d e n s a t io n )  ต ิ'']จ ะได ้ก ล าว โด ย ล ะ เอ ีย ด ใน ภ าย ห ส ']

( 7 )

เม ื่อ  [ r ]  เป็น เมทริคซ ์แปล'] i f ' ]  เส ้น ตร']พ ี่ใช ้'ใน การแป ล'] เวค  เต อ ร ้ฃ อ ']ก าร  เ คลี่อนพี่

แทนค่า { q g } ^ ล ']ใน ส ม การ ( 6 )  แ ล ้ว ส ด ร ูป จ ะได ้

( 8)

( 10)

(9 )

และพ ส']']านความ เค ร ียด ข อ ']โค วจ ส ร ้า']ท ั้']ระบ บ จ ะอ ย ่ใน ร ูป ข อ จ

1นเม ื่อ N เป ็นจานวน โคร']สร ้า']ย ่อยท ั้']ห มด โด ย ว ิส ิก า ร ไ ด  เรคส ต ิฟ เน ส  ( D i r e c t  S t i f f n e s s



๙

M e th o d ) แ ละก าห น ด ให ้ { q ^ }  เป ็น เวค เต อร ์ท ี่']รวม พ ิส ด ป ร:;ราน ข อ']ร:;บ บ ไร ้ห ั้โ3หมด จ ะ ไห ้

« -  2 {% fV ]  '%> ก น

เม ื่อ  [k  ]  เป ็น ส ต ิฟ เน ส เม ท ร ีค ช ้ข อ ']โค ร ']ส ร ์า \)ส ั']หมดที่ลดจานวนดี'วแปรแล้ว 

ส ่วนพ ส'ง'งานจลน ์ขอ']โคร']สร ้า']ย ่อยท ี่ i  จ ะอ ย ู่,ในร ุปฃอ']

Ti  = \  (12)

เข่น เด ียวสนสบการแน ่']ส ่วน  { q } .  ใน ส ม ก าร  ( 6 )  ก ็จะแน ่']ส ่วน { q } .  ได ้เป ็น

๑ .  .  1 “ - ; ; }  ‘  « . 1

โด ย  ก าร  สม บุติอ ย ่า ']ป ระม าณ ว ่า  ส าม าร ถ  หา ไห ้จ าก  { < ^ }  . โด ย  ก าร  แปล'] เ พิ']

เสน ตร']ด ีจสมการ

' ป >1 -  M  1'% > 1 ( 1 4 )

เม ื่อ  [^ ]^  เป ็น เม ท ร ิค ช ้แ ป ล ']เฐ จ เส ้น ด ร .']ท ี่ใช ้ใน ก าร แ ป ล ']เว ค เต อ ร ์ข อ ']ค ว าม เร ็ว

ดี']น์น {q } = ผ
{ q  } .  = [ ก ] . ( q  } .m i  L J i  ฯแ i ( 1 5 )

ใน ก ร f2ท ี่ใช ้ [ œ]_  ̂ ใน ส ม ก าร  ( 1 4 )  เหมีอนสบ [r] 1 ใน ส บ ก าร  ( 7 )  ที่'] เป ็น ว ิธ ีการท ี่กระท าส น อข  ่

โด ย ส ่ว ไ ป เร ีย ก ว ่า  เป ็น การแป ล']อย ่า']ค ']ด ีวแป ล'] ( C o n s i s t e n t  T r a n s f o r m a t io n )  แ ด ใน ก ารว ิส ย  

ฉ ฟ ้บ ส ัจะพ ิจารณ าใน แ']'บ ุมท ี่แตกด ่า']ออกไป ท ี่']จะกล ่าวโดยละ เอ ียด ใน ส วช ้อ ข อ ']ก ารพ ิจ ารณ า เมทริคช ้แปล'] 

แทนด่า ( q h  จ าก ส ม ก าร  ( 1 5 )  ล ']ใน ส ม การ  ( 1 2 )  จ ะ ให ้ว ่า

q  - I  <4ณร้[ท] ï M 1[ท]1( V 1
-  Ï  < % > > * ] . '% > . ( 1 6 )



‘จ ๐

เม ื่อ [M *]± = [ท] * [ m] 1 [ท] 1 ( 1 7 )

ดี'3นั้นพดี'ง']านจลน์'ขอ']โ ค ร ']ส ร ้า ']น ั้งห ม ดสาม ารถ เข ีย น ได ้เป ็น

T
N
E

1=1
T. 1

ด ้ว ย ว ีร ก าร ร ว ม  เม ท ร ิคช ้ข อ ']ม วลข อ']โคว']ส ว ้า']ย ่อย เช ้าด ้วย ด ี'น โด ย ว ิธ ีก าร  เด ีย ว ด ี'น ด ีบ ว ิธ ีก าร ใด เร ค -

ลด ีฟ เน ส แล ะก าห น ด ให ้ { q }  เป็น เวค  เดอร ์ท ี่']รวม พ ิด ีด ป ระธาน ข อ']ระบ บ ไว ้ด ้วยด ีน ก ็จะได ้m

T -  i  ( 4 m}T [M * H q m> ( 1 8 )

เม ื่อ  [m ] เป็น เมท ธ ีคช ้ขอ']มวลขอ']โคร']สว ้า']ด ี']ห มดท ี่ลดจาน วน ด ีวแป รแล ้ว

สาหดีบระบบท ี่ม ืการหน ่ว']ฃน ิดว ิสด ีส ( V i s c o u s  d a m p in g ) จะ เขียนพดี']']านหน1ว']ขอ']ระบบ

ได ้เป ็น

พd
1
2 <%>■ โ ' :* แ ร ่.» ( 1 9 )

เม ื่อ [c ] เป็น เมทริคช ้หน ่ว'] (D a m p in g  M a t r ix )  ขอ']ระบบท ี่ลดจาน วน ด ีวแปรแล ้ว

และ เม ื่อพ ิจารณ าถ ี']']านท ี่'] เก ิด ข ึ้น จ าก แ ร ']ก ร ะ ท าท ี่ม าจ าก ภ าย น อ ก ท ี่ เวลาข{นะใด ๆ ขอ'] 

โค ร ']ล ว ้า ']ย ่อ ย ท ี่ i  ใ ด ๆ  จ ะ ได ้ว ่า

พ. = {q}^{Q}. (20)

โ ด ย ท ี ่  { q  } . ล า ม า ร ถ พ ิจ า ร { น า แ ย ก  เป ็น  { q  _ แ ล ะ  ( q _  } . ต า ม ท ี ่ไ ด ้ก ล ่า ว ม า แ ล ้ว จ า ก ค ว า ม ด ีม ฟ ้ ' น ธ ์ท ี ่  H i  s i  m i
( 6 )  ท ี่']ใน ว ิธ ีก ารค ']ด ีว แป ล ']ก ็จ ะ น า เมทธีคช ้แปล'] [ r ]  ^ ม า ใช ้ใน ก า ร ห า ค ว า ม ดีบดีน ธ ํระห ว ่า'] { q g K  

และ (q^1} อ ีก เข ่น ด ีน  แด'จากท ี่ไ ด ้ก ล ่า ว บ า แ ล ้ว ว ่า  [ r ]  1 เป ็น เพ ิย ']เม ท ร ิค ช ้แ ป ล ']โด ย ป ร ะ ม า{นเท ่า  

น้ัน ด ี']น ั้น โดยการใช ้แน วค'มามด ีค  เด ียวด ีน ด ีบ ก ารห าพด ี']']านจลนขอ']ระบบท ี่ลดจานวนด ีวแปรแล ้ว ก  ็

จะส าม ารถ ส ม บ ุส ืให ้เม ท ว ิค ช ้แป ล']ท ี่ใช ้ใน ก ารห าค วาม ด ีม ด ีน ธ ํระห ว ่า'] {ช ้ร } ± และ (q m>1 น ั้นเหมือน  

ดีบ เม ท ว ิค ช ้แ ป ล ']ท ี่ใช ้ใน ก ารห าค ว าม ด ีม ด ีน ธ ์ข อ ']ค วาม เร ็ว จ าก ส ม ก ารท ี่ ( 1 4 )  เพ ราะฉะน ั้นความด ีบด ีนธ ์



เข ีจ เส ้น ต รจ ฃ อ จ  {q  และ (q m)  ส าห ^ บ ก าร ข ีจ าร ณ าจ าน ท ี่จ เก ิด จ าก แ ร จ ภ าย น อ ก จ ะ  เข ียน อย ู่ใน

■ j ปขอจ

V i  - (2 1 )

และ V  - [ ร  1 V i  -L̂ J ± [n3iVi/ ^ % ( 2 2 )

แทนค่า ( q )  ลจในสม ก าร  ( 2 0 )  จ ะ ได ้

พ i ^ ๙ ('๙ขมเ๙ ใ / (23)

โด ยท ี่ ๙ ) 1 - [ท]’๙ > 1 (24)

และจาน?!จ เก ิด จาก แร จ ก ระ ท าจ าก ภ าย น อ ก ท ั้จ ห ม ด จ ะ ได ้เป ็น  

N
พ = £ พ.

1-1 1

= {qm}T{q*} C25)

๒ .เท ส ม ก ารก าร  เคส ์อนที่ฃอจระบบ?เจลดจานวนกิ'วแปร

ด ้วยการนาพ ส'จจาน และจาน ขอจระบบท ี่ลดจาน วน ก ิวแปรร ิ}จได ้ข ีจารณ าใน 'ก ิวช ้อ  ๒ .๒ ไปแทน  

ล จ ใน ส ม ก าร ก าร เค ท ี่อ น ท ี่ฃ อ จ ล าก ร าจ จ ์ ( 1 )  ใ น Vf'ว'ข้อ ๒.=) ก ็-จะสามารถห าสมการการเคท ี่อน ท ี่'ขอจ  

ระบบท ี่ลดจานวนส'วแปรแล้วได ้ก ิ'จน ี้

[M * ]{q m} + [ c * ] { q m} + [ K * ] { q 111} = {Q *} ( 2 6 )

๒.๔ ก ารฟ ิจารณ าห า เม ท รค ซ ์แป ลจ ท ี่จ ะน าม าใช ้ใน ก ารลด ข น าด  เมท ร ิคช ้

ห ฟ ิ'จ จ ากได ้ท าการห าส ม ก ารก าร  เคส ์อนท ี่ขอจระบบท ี่ลดจานวนกิ'ว แปรแล้วโดยอากิ■ ย เมท ร ิคช ้



ร )๒

แ ป ล ']โด ย ป ร ะ ม าณ ม าท าก าร ล ด ข น าด เม ท ร ีค ข ้แ ล ะ เว ค เต อ ร ์ต ำ '] ๆ ข อ ']ระบ บ โค ร']ส รา'] เดิม ท ี่']ได  ้

ละ เว ้น ก ารพ ิจ ารณ าอ ี'] เม ท ร ีค ข ้แ ป ล ']โด ย ป ระม าณ อ ี']ก ล ่าวไว ้ ด ิวน ั้นในฟ้'วข ัอตํอไป,ร ัจ ะ ได ้ท าก าร พ ิจ าร -  

ณา เก ี่ยวอีบอีกษณะสม'ปติขอ'] เม ท ร ิคข ้แป ล']แต ่ละขน ิดโดยละ เอ ียด

เพ ื่อ']จาก']านว ิอ ียน ิม ีจ ุตบ ุ,']หมาย เพ ื่อท ี่จะ เปร ียบ เพิ,ยบความถูกต้อ']ขอ']ผลฟ ้พธ์ท ี่'] เฟ้นผลอี'น 

เก ิด จ า ก ก า ร ใฃ ัว ิส ิก าร ต ำ ']  ๆ ใน ก าร ห า  เมทริคฃ ์ขอ':มวลขอ']ระบบท ี่ลดร ุปแล ้ว อ ี']น ั้น อ ี']ละเว ้น การ  

พ ิจารณ าผลท ี่ เก ิด จากแร']ห น ่ว ']ท ี่']จะท าให ้ส าม ารถ ห าข ้อส ร ุป ต าม จ ุด บ ุ,']ห ม ายได ้อย ่า']ฟ ้ด  เจน ด ้วย การ  

ย ้าย ข ้า ']ส บ ก าร  ( 2 6 )  โดยอ ีดส ่วนท ี่ เฟ ้น ผ ลจากแร']ห น ่ว ']ออกจะได ้

[K * ] { q m} = { Q * } - [ M * ] { q m} ( 2 7 )

แทนค่า [K ] จ าก ส ม ก าร  ( 1 0 )  [M ] จ าก ส บ ก าร  ( 1 7 )  และ (Q K  จ าก ส ม ก าร  ( 2 4 )  ล'] 

ใน ส ม ก าร  ( 2 7 )  จ ะ ได ้

j [ + ] Ï M ± [ 4»]± tqm>± -  ะ [ ท ] 1-  เ [ ท ] 1 M i  [ท] ±{qJ 1 (28)

เข ียน [K] {Q } และ [M] 1 ในร ูปแบ,']ส่วน ป ระกอบ อ ีบ การแท น ค ่า [<(»] i ‘tq m^ i  จากส บ ก าร  ( 8 )  

และอบุพ ินธ์ฃอ'] [ ท ] ^ โ อ ีจ า ก ส บ ก า ร  ( 1 5 )  ล ']ใน ส ม ก าร  ( 2 8 )  จ ะ ไ ด ้

1 [  [ I ] T [ r ใ 1  ] rKmm K ■ ms M
Ksm KSS 1  ■ (q  } .ร i j

Mmm Mms
ไ >

Msm MSS i ■ «■ M

[ [ I ] T M ï  ] [{Q [M ] .  { q } . -  m i  L mmJi  LU i [MJ i « ร 1 i*
{Q [m ] .  (q L s i  L smJ 1 m i [“ J l

E
i (2 9 )



จ าก ท ี่ไ ด ้ก ล ่าว ม าแ ล ้ว ว ่า  { q s > น ั้นสมบุต ิให ้ม ีความสืมฟ ้นธ์โดยประมา{นยับ { q ^ }  ต าบ ว ิธ ีก ารลด ย ัวแป ร  

สสืตย ์ท ี่วไปด ีอ

V i  - -  ร ร ท ่1 K J i V i ( 3 0 )

หรือ M i  - -  fKJ  ท ี่ V J i ( 3 1 )

จะ เห ็นได ้ย ัด เจ น ว ่าก าร แ ป ล ว ร ะ ห ว ่าว  (q _ }  . และ {q _  } . ตาม ความส ืม ฟ ้น ธ ์ใน สมการ ( 3 0 )  จะถก  

ด ้อ ว อ ย ่าวแห ้จ ร ืวก ็ต ่อ  เม ื่อฉ พ จน ์ล ่าวด ้าน ขวาม ือขอวสม การ ( 2 9 )  ม ืต ่า เป ็นด ูนน ์เท ่าน ั้น  แต ่พ บว่าจะ  

ไม, เป ็นด ูน ย ์โดยท ี่ว  ๆ ไ ป ย ก เว ้น เม ึ่อ  [mJ .  [พ35]^  และ {Qs >i  ม ืค า เปนภูนย ใ น วิธีก าร

ห าผลส ืพ ธ ์ไอ เกน อย ่าวป ระห ย ัด  ( E ig e n v a l u e  E c o n o m iz a t io n )  [ 3 ] ใช ้ความส ืมฬ นซ ์ในสมการ  

( 3 0 )  ท ั้ว ใน การห าพ ร''งวาน ความ  เคร ียดและพส ืววานจลน ์ฃอวระบบท ี่ลดจานวนต ิ'วแปรแล ้วน ั้น?!อ เมท ร ีคช  ้

แปล'ง [ท ] ท ี่ใช ้จะ เห ม ือน ย ับ  [<()] ย ัวน ั้น จากสม การ ( 1 7 )  แทน [ท ]^  ด ้วย พ .  จ ะ ไ ด ้

[M*] 1 = M - M i W i  (32)

แ ล ะ จ าก ส ม ก าร  ( 2 4 )  แทน [ท] ด ้วย พ  ก ็จ ะ ไ ด ้

{ Q * } .  = น ] ( 3 3 )

ห ร ือ อ า จ ก ล ่า ว ไ ด ้ว ่า ใช ว้ ิธ ีลดขนาด เม ท ร ีคช ้ขอวม ว ล แ ล ะ .เวค  เต อ ร ์ข อ วแ ร วภ าย น อ ก ท ี่ม าก ระ ท าย ับ โค ร ว  

ส ร ้าวด ้ว ย  เม ท ร ืคช ้แป ลวต ิ'ว เด ียวย ัน ย ับ ท ี่ใช ้ใน ์การลด ข น าด ส ต ิฟ  เน ส เม ท ร ีค ช ้ ย ัวน ั้น จ ีว เร ีย กว ิธ ีการน ิ้ว 'า  

เป ็น การลดขน าด เมทรีดช ้อย1าวค วต ิวแป ลว ( C o n s i s t e n t  T r a n s f o r m a t io n  C o n d e n s a t io n )

จ าก ก าร ด ้น ค ว ้า ว ิ ย ั ย ท ี่วใด ้ม ืผ ู้ท ่าย ัน ต ่อ  เน อ ว ม าพ บ ว ่าก าร  เส ือกกล ่ม ขอวต ิ'วแป รท ี่จะควไว ้เป ็น  

พ ิย ัดประธาน'ขอวระบบม ืดวามสาย ัณ ฺมาก เพ ราะบ าวค รวจะท าให ้ผ ลต ิ'พ ธ ์ท ี่ได ้ค ลาด  เคล ่อนไป [3 ]

ก ล ่าว ด ีอ ก าร  เส ือกกล ุ่มต ิวแปรท ี่ไม , เห ม าะส ม จะท าให ้ร ูป แบ บ  (M ode) สาย ัญ ท ี่วม ีความล ่ต ่า ๆ บาวย ัน  

ห ายไป ห ร ือผลส ืพ ธ ์ไอ  เก น จ ะฝ ิด พ ล าด ไป จาก ค วาม จ ร ืวบ าก  ท ี่ว ก ็ส าม าร ถ อ ธ ีบ าย ถ ีว ส า เหค ุขอ ว ความ



ค ลาค  เค ส ์อ น ไค ้ว ่า  เป็น เพ ราะใช ้ก ารป ระม าณ ต าม ค วาม ส ม อ น ธ ์ฟ ้ ( 3 0 )  ว ิวน ี้น ว ิธ ีก าร โค ร ว ส ร ้าว ย ่อ ย  

ว ิวไม, เป ็น ฟ ้อ ย ม ใช ้เพ ร าะ ไม ่อ าจ  เส ิอกกต ุ่ม fiวแป รอ ิสระ เฟ ้อความ  เห ม าะส ม ไค ้เฟ ้อ วจ าก จ ะม ีก ล ุ’มว ิวแปร  

ท ี่ส ม ควรจะค ้อวถ ูกลดท ีวแต ่จา เป ็น ค ้อ วค วไว ้เพ ี่อ ค วาม ต ่อ  เฟ ้อว•ยอ วแต ่ละโค รวส ร ้าวย อย  ค้วย เหตุน ี ้

L e u n g  [ 4] ไค ้พ ยายาม ข ว ิด ช ้อจาส ด น ี้โดยการฟ ิจารณ าอ ิท ส ิพ ลข อวส ต ึฟ เน ส และม วลรวม  เช ้าด ้วยสน  เร ีย ก  

ว ่าได น าม ิค ส ต ิฟ เน ส จากน ี้น ก ็ห าว ิธ ีลดจาน วน ว ิวแป รค ้วยการลด ข น าดข อวได น าม ิค ส ต ิฟ  เนส เมทรีคช ้ แล ้ว  

ห าผลสพ ธ ์ไอ เก น โด ย ว ิธ ีก าร ก ร ะ ท าช ้า  ( I t e r a t i v e  M e th o d ) และส าม ารถ อส ุจน ์ไค ้ว ่าผ ลส พ ธ ์ไอ  เกน  

ฟ ้ไค ้ใน ก าร ก ร ะ ท าช ้าแ ต ่ล ะ ค ร ั้ว จ ะ ม ีค ่า  เช ้าใกล ้ผลสพ ธ ์ท ี่ถ ูกค ้อวมากข ึ้นท ุกขณ ะ

ส ่ว น ว ิธ ีก ารฟ ้ใช ้เป ็น ห ส ก ใน ว าน ว ิว ิย ส อ บ น ี้เป ็น ว ิธ ีก าร ส าห ร ีบ ว ิธ ีโค ร ว ส ร ้าว ย ่อ ย โด ย ต ร วด ้ว ย  

แนวความต ิดท ี่ว ่า เม ึ่อ อ จ าร ณ าโค ร ว ส ร ้าว ย ่อ ย ใด  ๆ ฃ ึ่วม ีขนาดไม,ให ญ ่โต ม าก อก ท าใช ้ส าม ารถ ส ม ท ุต ิ 

ใช ้โครวส ร ้าวย ่อยท วส น ม ีค ุณ ส ม อต ิ เป ็น ข ึ้น ส ่วน ไอโขพ ารา เมตร ิค  ( I s o p a r a m e t r ic  E lem en t) ไ ค ้ 

ว ิวน ี้นความสมฬ นธระหว ่าวความ เร ็วฃ อวจ ุด ข ้อต ่อบ ร ิวารส บ ค วาม  เร ็วฃ อ วจ ุค ช ้อ ต ่อ ป ระธ าน ก ็จ ะห าไค ้โด ย  

ใช ้เม ท ร ิค ข ์ข อ ว อ ว ก ้อ น ร ูป ร ่าว  (Sh ape F u n c t io n )  ม า เป ็น เม ท ร ิคข ์แป ลว เพ ี่อ ใช ้ใน ก ารห าพ ส ว วาน  

จลน ์ฃอวระบบฟ ้ลดจาน วน ว ิวแปรแล ้ว  ส ่วน การห าพ ส ววาน ค วาม  เคร ียดฃ อวระบบฟ ้ลดจาน วน ว ิวแปรแล ้ว  

น ี้น ย ัวค วใช ้ค วาม ส ม อน ธ ์ท ี่ใช ้ใน ว ิธ ีก ารล ด ว ิวแป รส ถ ืต ย ์ ว ิธ ีก า ร ว ิว ก ล า ว น ี้ L u k k u n a p r a s it  และ Alam  

[ 1 0 ]  ไ ด ้ใช ้ใน ก า ร แ ก ้อ ญ ห าท าว พ ล ศ าส ต ร ์ส าห ร ีบ โค รว ส ร ้าว ต ึ ก สุวมิติ เด ีย ว  แ ล ะ ว าน ว ิว ิย ฉ อ บ น ี้จ ะ ไค ้ใช  ้

ว ิธ ีก ารข ึ้น ฐ าน  เข่น เด ีย ว ส น ม าป ร ะ ย ุก ต ์ส บ โค ร ว ส ร ้าว แ ผ ่น บ าว แ ล ะ โค ร ว ส ร ้าว  เป ส ือ ก บ าวข ึ้ว จ ะ ไค ้ก ล ่าว  

โด ย ล ะ  เฮ ย ด ใน อ ว ช ้อ ต ่อ ไป

๒-๕: ว ิธ ีก าร ท ี่น า เส น อ ใน ก าร ล ด ข น าด  เมท ร ิค ช ้ข อ ว ม ว ล ล าห ร ีบ โค ร ว ล ร ้าว แ ผ ่น บ าว แ ล ะ โค ร ว ฝ ิร ้าว เป ส อ ก  

บ าว

ควยสมบ ุต ิฐาน เข ่น เด ียวก ับท ี่,ใช ้'ใน  เอกส าวค ้าวอ ิ\3ท ี่ [ î o ]  ท ี่ว ่าค วาม  เร ็ว ,ขอวจุดช ้อต ่อ  

บ ร ิว า ร ห า ไ ด โด ย ก า ร  เท ีย บ ส วน เฉ ล ี่ย โด ยต รวส บ อว ก้อบ ร ูป ร ่าวแบ บ  เอ ว  เส ้น ดรวฃ อวความ เร ็วท ี่จ ุด ช ้ อ  

ต อ ป ร ะ ธ าน ใน แ ด ล ะ โค ร ว ล ร าว ย อ ย  แ ต ่ส าห ร ีบ โค รว ส ร ้าว แ ผ ่น บ าวแ ล ะ  เป ล ิอกบาวน ี้น ถ ือว ่า เป็นขึ้นส่วน 

สอวมิติ ฃวท ีวกอนร ูป ราวท วาย ท ี่ส ุด ท ี่จ ะ ใช ้ เป ็นท ีวก้อนร ูปร ่าวแบบทว ิ เอ ว  เส้น ( B i l i n e a r  S h a p e
F u n c tio n )



ไนรูปท ี่ <3 .ข พ ิจารถท 'โครวสร ้า'งย ่อยท ี่ i  ใ ด ๆ  ว ่า  เป ็น ข ึ้น ส ่วน ไอโข พ ารา เมตวิคใหญ ่กัน  

หนึ่ว ท ี่วประกอบด ้วยจ ุดข ้อต ่อท ี่บ ุมส ์จ ุด ต าแห น ่ว ใด  ๆ ( ร ,  t )  ใน ระบ บพ ิก ัดธรรม ฃาต ิ ( N a t u r a l  

C o o r d in a t e  S y s te m )  ข อ วข ึ้น ส ่วน โค รวส ร ้าวย ่อ ย  (ด ูร ูปท ี่ « .ข )  ล าม าร ถ ท ี่จ ะ แ ป ล ว ไป ให ้ท ร าบ ต า

นหน่ว ( x '  , y  ' ) ในระบบพ ิก ัดประจาต ิ'ว ( L o c a l  C o o r d in a t e  S y s te m )  ข อ ว ไค ร ว ส ร ้าว ย ่อ ย ได  ้

โด ย ใน ร ูป ท ี่ « .ข  น ั้นแกน ห ก ักขอวระบบพ ิก ัดประจาต ิวสร ้าวข ึ้น โดยท ี่แกน  x '  ขนานก ับแนวจากจ ุด  1 ไป 

ย ัวจ ุด 2 แกน z '  จ ะ ต ั้ว ฉ าก ส บ ระน าบ ท ี่ว เก ิด จ าก จ ุด  1 จุด 2 และจ ุด  4 และแกน y '  ด ั้วฉกกกับ  

ร ะ น าบ ท ี่ว เก ิด จ าก แ ก น  X 1 และแกน z '  ก ารแป ล วต ิวกล ่าวข ้าวด ้น อ าต ิยฬ วกข ึ้น ร ูป ร ่ าวแบ บ ท ว ิเพ ิว เส ้น  

ม า เป ็นต ิวแปลวต ิวน ี้

4
x '  = E N . ( ร ,  t )  x !  ( 3 4 a )

ไ 004119
y ' = £ N ( ร , t )  y '  (3 4 b )

j = l  J J

เม ื่อ x j  » y j  ; j  =  1> 2 ,  3 ,  4 เป ็นพ ิก ัดตาแห'น ่วขอวจุดข ้อต ่อ j  ท ี่บ ุมท ํ๋วส ์ขอวข ึ้นส ่วนโครวสร ้าว  

ย ่อยใน ระบ บ พ ิก ัด ป ระจาต ิวข อ วข ึ้น ส ่วน โค รวส ร ้าวย ่อย  x ' ,  y '  เป็นพิกัดตกแหน,วใน ระบ บ พ ิก ัดป ระจาต ิว  

ฃ อวข ึ้น ส ่วน โค รวลร ้าวย ่อยส าห ก ับ ต าแห น ่วใด  ๆ ท ี่ม ีค ่าพ ิก ัด เป็น C s , t )  ใน ระบ บพ ิก ัดธรรม ขาต ิ ส่วน 

N ^ ( ร , t )  ; j  = 1 ,  2 ,  3 ,  4 น้ันพ,า ว ก ็ เป ็นฟ ัวก์‘ก ันร ูปว ่าวแบบทวิ เพิว เส ้น ฃ อวข ึ้น ส ่วน โครวส ร ้าวย ่อย  

ท ี่วม ีค ่า เป็น

(ร,  t)  = (1 - s )  ( 1 - t )  / 4 (35a)
N2 ( ร , t) = ( 1 + s ) ( 1 - t ) / 4 (35b)
พิ3 ( ร , t) = ( 1 + s ) ( 1 + t ) / 4 (35c)

( ร , t) = ( 1 - s ) ( 1 + t ) / 4 (35d)

จ ากส ม ก ารท ี่ ( 3 4 )  ถ ้า ใ ห ้ x ' . ,  y '  . ,  j  = 1 ,  2 ,  3 ,  4m cj m cj
ท ั้ว ส ํท ี่วจ ะค วใว ัเป ็น จ ุด ข ้อ ต ่อ ป ระธ าน ห ก ัก 'ข อ 'งโค รวส ร ้าวย ่อ ยแล ะให ้

เป ็นพิกัดตาแหน,วฃอวจุดข้อต่อที่บ ุม  

x ' s p ’ y ' s p  เ "̂น^กิ''คตาแหน,ว



ร ุ)๖

ขอ'งจ ุดข ้อต ่อบ ร ิวารV{จะค ูกลดข ้-งลาfiบมื่ P ม ื่']โด ยน ั้วไป จะไม ่ใช ่จ ุด ข ้อต ่อบ ร ิเวณ ข อบ ต ่อ  เม ื่อ 'งระหว ่าว  

โค ร ว ส ร ้า 'งย ่อ ย
4

x ' s p = Z N . x '1 j p  m cj ( 3 6 a )

4
y  ']  s p = Z N . y '1 j p  m cj (3 6 b )

และ เน ี่อวจากส ม บ ุต ีให ้ใข ้แน วส ืด ฃ อ-งไอไซ พ ารา เมตร ิค ( I s o p a r a m e t r i c  C o n c e p t )  คัวนั้นจี'ง 

สาม ารถใข ้ความ ค ัม ฬ น ธ ์ เช ่น เด ีย ว fvufhjสมการ ( 3 6 )  ใน การแป ล-งป ร ิม าณ การ เคม ื่อนท ี่และปร ิมาณ ความ  

เร ็วขอ'งจ ุดข ้อต ่อไค ้ค ั'งน ี้

4
q _ _  = Z N . q _  .s p  j p  m cj (3 7 a )

และ q _  = z N ._  qs p  j “ 1 j p  m cj

ฉะนั้น เว ค  เต อ ร ้ข อ วด ว าม  เร ็วขอวจ ุดข ้อต ่อน ั้วห ม ดจะแน ่วส ่วนไค ้ค ัวน ั้

( 3 7 ๖ )

{ร ้ }1 = <
tq }. me i
{ q " Tmb i > =

[I] j
พ ]

[0]
' [ i f { ร }

{q }.L Hร i j _ [ท*] ; [0] i

( 3 8 )

ใน  เม ื่อ

{q }. = { {q 1} , (q 9} , {q 9} , (q ,} }Jme i  m c l m ez mc3 m c4 i

{fn b }i  = { {% ibl*’ {fnb2}’ ■ * ' ’ ^ ! ทbM} *1

= { • ’ • ’ ^ รp }> • • - ’ ^ s N }



ะรเแ

ไนท ี่น ี้ {q  } . เป ็น เวค เต อ ร ์ข อ วพ ิก ัด ค วาม เร ็วป ระจ าจ ุด ข ้อ ต ่อ ป ระธ าน ห ล ัก ท ี่บ ุม ท ั่วส ์ฃ อวโค รวส ร ้า 'ง  

ย่อย พี่วแต,ล ะจ ุด ข ้อต ่อจะม ีจาน วน พ ิก ัด ค วาม เร ็วค รบ ต าม ป ระ เภ ท ข อ ว โค ร ว ส ร ้าว ท ี่ท าก าร ว ิ เค ร าะ ห  ์

ส าห ร ับ โค ร ว ส ร ้าว แ ผ ่น บ าว แ ล ะ โค ร ว ส ร ้าว  เป ล ือกบาวจะม ีพ ิก ัดความ เร ็วท ี่จ ุดข ้อต ่อแต ่ละจ ุด  เป็นหกคีอ 

ส าม พ ิก ัด ใน เฃ ิวแน ว ( T r a n s l a t i ç n )  และสามพ ิก ัดใน เบ ัวหบ ุน  ( R o t a t i o n )  ส่วน เป็น

เวค  เตอร ้ฃอวพ ิก ัดความ เร ็ว ป ระจ าจ ุด ข ้อ ต ่อ ป ระธ าน รอ ว  M จุดข ้อต ่อท ี่บร ิ เวณขอบต่อ เพ ี่อวระห ว ่าว  

โค ร ว ส ร ้าว ย ่อ ย ย ก  เร ้นที่บ ุมทั่วส ่ โด ยท ั่ว  ๆ ไปแต ่ละจ ุดข ้อต ่อน ี้จะม ีจานวนพ ิก ัดความ เร ็ว ค ร บ ต าม ป ร ะ -  

เภ ท ฃ อ ว โค รว ส ร ้าว  เข่นกัน และสาห ร ับ การพ ิจารณ าจาน วน พ ิก ัดความ  เร ็ว ส าห ร ับ จ ุด ข ้อ ต ่อ บ ร ิว าร ใด   ๆ

P (.{q } )  น ั้นจะล ือว ่าม ีจาน วนพ ิก ัดความ เร ็วค รบ  เพ ี่อ ให ้ว ่ายใน การอธบ ายพ ี่วจะม ีอย ู่ด ้วยก ัน ท ั่วห ม ด

N จุดข ้อต ่อ จากข ้อ กาห น ด ล ัก ษ ณ ะส ม บ ัต ิข อวเวค เต อร ์ต ่าว  ๆ เข ่นน ี้เมทร ิคซ ์แปลว สาหรับ

โค ร ว ส ร ้าว ย ่อ ย ท ี่ i  ใ ด ๆ  นั้นจะ เป็น เมทร ิคข ่แปลวในล ักษณ ะทว ิ เบ ัว เส ้นพ ี่วจะอย ู่ในร ูปฃอว

[ท*]1 -

[ ว ิ ] 1 . ผ 1 > [ t 31 i  » [ ว ิ ]

พ 2 * [ t 2]  2 ’ CT3^2 ’ [ ว ิ ]

; I

1] P » เย่̂  2 ̂  P ’

I
I I

I !
[■ 3̂̂  P * [̂ '4-̂  P

; I I
[ T l l N > t T2^N » [^ 3] N ’

โด ย ท ี่เม ท ร ิค ข ้ย ่อ ย  [t  ] p ; j  = 1 ,  2 ,  3 และ 4 จะ เป็น

( 3 9 )



«>๘

สาห ร ิ'บใน กร!พ !ความ อ ิสระใน การ เคส ์อน ท ี่ฃอาจ ุดข ้อพ ่อบร ิวารบร ิ เวณขอบที่ไม,พ่อ เ•ฝอ'งสบ 

โค ร าส ร ้าว ย ่อ ย อ ื่น  ๆ ถูกซาสบไม,ให ้เค ส ์อน ท ี่ ทาให ้ป ีจานวนส'วแปรอ ิสระพ ่อจ ุดข ้อพ ่อน ้อยกว ่าหกน ั้น  

ค ่า N ท ี่ส อ ด ค ล ัอ าใน การใข ้แป ล าฟ ส ด ค วาม  I ร ็วระห ว ่าาฟ ส ด ค วาม  Lร ็วท ี่ถ ูกซาสบด ัากล ่าวสบฟ ิสดjp
ค ว าม เร ็ว ป ร ะ ธ าน จ ะ อค ่าเป ็น ส ูน ย ์ -

เมทริคข ้ฃอามวลฃอาระบบฟลดจานวนส'วแปรแล ้ว [M ] ส าห ร ิ'บ โค ร าส ร ้าาย ่อ ย ท ี่ i  ใ ด ๆ

จ าก ล ม ก าร  ( 1 7 )  จ ะ เข ีย น ได ้เป ็น

โด ยท ี่

[ ผ 1 ; ผ า 1 M 1 ■ [I]'
[ท]

[ท]1 = [ [ท*]1! [0] ] 1

( 4 1 )

จากค ุณสมซ'ด ีท ี่แยกอ ิสระจากสนขอา เมท ร ิคข ้แปลา [ft] ท าให ้ส าม าร ถ ห า เมทริคข ้ลดขนาด  

ฃ อาม วล ได ้โด ยก ารฟ ิจ ารณ าก ารแป ล าท ีล ะจ ุด ข ้อ พ ่อ ใน แต ่ล ะข ีน ส ่วน  เบ ื้อ า ด ้น ไ ด ้อ ย ่า า า า ย  ๆ แ ล ้ว ให ้ว ิธ  ี

รวม เข ้า  เป็น เม ท ร ิค ข ้ข อ าม วล ข ้าลด ข น าด แล ้วอ ย ่าา  เข ีา  เส ้น ต รา ( S u p e r p o s i t i o n )  ข ้าจะป ระห ย ัด  

ห น ่วย ค วาม จ าข อา เค ร ื่อ าค อ ม ฟ ว เต อ ร ้เป ็น อ ย ่า าม าก  เพ ร า ะ ไ ม ่ด ้อ า ให ้เก ็บ  เมทริคห ้แปลาห ้าหมดในขณะ  

เด ียวสน

สาหริ'บ เม ท ร ิค ข ์ข อ าม วล ท ี่ล ต จ าน วน ส 'วแป รแล ้วข อาโค ราส ร ้าาห ้าระบ บ น ั้น ห าได ้โด ย ก ารรวม  

เม ท ร ิค ข ้ข อาม วลท ี่ส ด จาน วน ส 'วแป รแล ้วข อาแพ ่ละโค ราส ร ้าาย ่อย  [m ] ^ เข ้าด ้ว ย ส น โด ย ว ิธ ีก าร  เสยว  

ส บ ก าร ร ว ม ส ส ิฟ เน ส โด ย ต ราฃ อ าว ิธ ีก าร ไฟ ไน ท ์เอ  เล เม น ท ์



๒ .๖  การห าฟ ิสดฃอวจ ุดใน ระบ บ ฟ ิสดธรรมขาก ิ เท ี่อ ใช ้ใน ก าร ส ร ้า ว  เม ท ร ิค ช ้แป ล วท ี่ใข ้ใน การล ด ข น าด

เม ท ร ิค ข ์ฃ อ วม วล อย ่าวว ่าย

จ ากการท ี่ใต ้บ รรยายและฟ ิส ูจน ั้ใน ส ิ'วข ้อท ี่แส ้วม า ท า ให ้ท ร าบ ไ ด ้ว ่าส าม าร ถ ท ี่จ ะ ใช ้เม ท ร ิค ช  ้

แป ลวท ี่วส ร ้าวม าจากส ิวก ้ส ิน ร ูป ว ่าวแบ บ ท ว ิ เส ิว  เส ้นมา เป ็น ส ิวแป ล วใน ก ารล ด ข น าด  เมทริคช ้ขอวมวล แต่ 

ก ารท ี่จ ะห าค ่าส ิว ก ้ส ิน ร ูป ว ่าว  N j C s , t )  ; j  = 1 ,  2 ,  3 ,  4 ใน ส บ ก าร  ( 3 5 )  ออกม า เป ็นสิ,-ว เลข เพื่อ 

ใช ้ใน ก าร ส ร ้าว เม ท ร ิค ข ้แ ป ล ว ส ิว ก ล ่าว น ั้น จ าเป ็น จ ะ ต ้อ ว ท ร าบ ค ่าข อ ว ,สิสด ( ร ,  t )  ใน ระบ บ ส ิส คธรรม ชาก  ิ

ฃ อ ว จ ุด ข ้อ ต ่อ บ ร ิว าร ท ุก จ ุด ภ าย ใน ไค ร วส ร ้าว ย ่อ ย  เส ิยก ่อน

เน ื่อ ว จ า ก ใน ว ิ! )ก าร ใฟ ใน ห ้เอ  เส เมนท ์น ั้นส ิสดตาแหน'วขอวจ ุดข ้อต ่อท ี่วหมดขอวโครวสร ้าวย ่อย  

ท ี่ฟ ิจารณ าจะอย ู่ในระบบพ ิสดร ่วม ( G lo b a l  C o o r d in a t e  S y s te m )  ท ี่ว ส าม าร ถ แ ป ล วให ้ใป อ ย ู่ใน ร ะ บ บ  

ฟ ิส ด ป ระจ าส ิว ฃ อ ว โค รว ส ร ้าวย ่อ ย โด ย ก ารย ึด ส ือ จ ุด ข ้อ ต ่อ ท ี่บ ุม ท ั้ว ส ์ฃ อ วโค รว ส ร ้าวย ่อ ย ว ่า  เป็น เสม ีอนจุดข ้อ  

ต่อที่บ ุมทั้วส ์ขอวข้นส่วน เบ ื้อวต ้น  ( E le m e n t )  (ด ูร ูปท ี่ ร ุ).ข ) แส ้วหาความส ิบฟ ันธ ์ระหว่าวส ิสดพาแหน'ว  

ข อ วจ ุด ข ้อต ่อป ระธาน ส บ จ ุดข ้อต ่อบ ร ิวารโด ยการแป ลวข อวฬ วก ์‘ส ินร ูปว ่าวแบบทวิ เส ิว  เส ้นตามความส ิมฟ ันธ  ์

ใน ส ม ก ารท ี่ ( 3 6 )  จ าก น ั้น ก ็ท าก ารแก ้ส ม การส ิวกล ่าวห าส ิส ด ต าแห น ่ว  ( ร , t )  ข อวจ ุด ข ้อต ่อบ ร ิวารม า  

ส ร ้าว  เมทริคซ ์แปลว เท ี่อ ใช ้ใน ก าร ล ด ข น าด  เม ท ร ิค ข ้ฃ อ ว ม ว ล อ ย ่าว ว ่าย ใต ้ส ิว ร าย ล ะ  เอ ีย ด ข อ ว ว ิอ ีก ารต ่อ ไป น ื๊

ท าการแป ลวส ิส ด ต าแห น ่วฃ อวจ ุด ข ้อต ่อ ใน ระบ บ ส ิส ด ร ่วม ให ้อย ู่ใน ระบ บ ส ิส ดป ระจาส ิวฃ อวโค รว  

สร ้าวย ่อยโดยความส ิ'มส ิ'นธ ์

f x -1  ̂ - X

II>ฯ y >

M . ฯ

( 4 2 )

เม ื่อ ( x  y  z } T เป ็นส ิสดตาแหน ่วฃอวจ ุดข ้อต ่อใด ๆ ในระบบฟ ิสตร ่วม ( x T y '  Z 1 }'1' เป็น

ส ิส ด ต าแห น ่วฃ อวจ ุด ข ้อต ่อ ใน ระบ บ ฟ ิส ด ป ระจาส ิวฃ อวโครวส ร ้าวย ่อย  และ [X] เป ็น เม ท ร ิค ข  ์

ใด เร ค ส ิน โค ข า ย น ์ ( D i r e c t i o n  C o s in e )  ฃอวบุมที่ว เก ิด จ าก  เขทฃอวแกนในระบบท ั้วสอวท ี่ว



๒๐

ะ»-' X X A 1X y 1 1X Z

[A] = 1 1y  X A 1y y 1 ,y  Z
1 1Z X 1 1z ' y X 1z Z

เข ียน สมการ ( 3 6 )  ให ม ่ใน ร ูป ข อ ง

( x ' l

M i  = 1 
' 1 

O 
Z n 2 n 3 

0  0

N4 0

0  n l

0  0  

n 2 n 3

๐ 1  โ { x '  }

1 1 ( 4 3 )  N . . { y '  } .4J i   ̂ J ณ J i

โด ยท ี่ N . ะ 1 = 1 ,j  ’ 2 3.̂, -J 5 4 น ั้น ใต ้ป ิย าม ไว ้แ ล ้ว ใน ส ม ก าร ( 3 5 )  ม ิจารณ าฟ ้''วพ าราม ิเต อร ์ต ่าง ๆ

ใน ส ม การท ี่ ( 4 3 )  และในฬ งก ์ข ี'นร ูปร ่าง N . พบว่า ( x ' } ,  { y ' } ,  { x ' _ }  และ ( y ’ } เป็นพิโ'โด* j  y m J m
ต าแห น งข องจ ุด ข ้อต ่อข องโค รงส ร ้างย ่อยใน ระบ บ ม ิโ'โด ป ระจาฟ ้'ว 'ท ี่งท ราบ ค ่าแล ้ว โด ยการแป ลงม าจากพ ิม ิด  

ตาแหบ ่งในระบบม ิโ'โดร ่วมตามสมการ ( 4 2 )  ส่วน ร แสะ t  เป็นมิโ'โดตาแหน,งในระบบม ิโ'โดธรรมขาข ีท ี ่

ต ้อ 'งการห าค ่า  ฟ ้''งน ั้นด้วยการแทนค่า ล'3ใน ส ม ก าร  ( 4 3 )  แล ้ว 'โด ร ูป ให ม ่จ ะไต ้

( 1 - s - t + s t )  x '  +  ( 1 + s - t - s t )  x i  +1 2
( 1 + s + t + s t )  x 3 +  ( 1 - s + t - s t )  x 4 = 4  x '  ( 4 4 a )  

( 1 - s - t + s t )  y 3 +  ( 1 + s - t - s t )  y 2 +
( 1 + s + t + s t )  y  3 +  ( 1 - s + t - s t )  y 4 = 4 y '  ( 4 4 ๖ )

ห ร ืออาจ  เข ียน โดยการ'โดห มวดห :j ของฟ้'วแปร ร ,  t  และผลคูณของ ร fill t  เป็น

2 t  +  a 3 s t = 4 x ' - K  = a  4 ( 4 5 a )

2 1 +  ๖ 3ร t = 4 y L  = ๖ 4 (4 5 ๖ )

โด ย ท่ี a L = (-x |+ x ^ + x^ -x ^ ); ๖ 1 = ( - y j + y ^ + y ^ - y ^

a2 = xl_x2+x3+x4̂  ; b2 = _̂yI-y2+y3+y4̂



๒ '9

a 3 = (  x ] “ x 2+ x 3 _ x 4 ) ; b 3 = t  y ^ -y ^ + y ^ -y ^ )

K = c x [ + x 2+ x 3+ x 4 ) ; L = (  y j+ y ^ + y ^ + y ^ )

จ าก ส ม ก าร  ( 4 5 a )  จ ะ ได ้ว ่า

t  = a ^ - a ^ ร ( 4 6 )

a 2+ a 3 S

แทนค่า t  ล \3ในสมการ ( 4 5 b )  และหรจจาก'?โดกล ุ่มขอจฟ ้วแปรแส ้วจะได ้

A ร 2 +  B S  +  C =  0 ( 4 7 )

เม ื่อ  A = ( ล 3ป 1-  a i b 3^

B = ( a 2b 1-  a Lb 2+  a 4 b 3-  a 3 b 4 )

C = ( a 4 b 2 -  a 2 b 4 )

แก ้สม การ ( 4 7 )  ในแบบฬ่วไป'ฃอจสมการกาส''งสอ\3จะได้ผลส'TNG ดัจนี้

กรณีมื่ 1 ) ถ ้า A = 0 . ■ ร - -  ร’ B

กรณีมื่ 2 ) ถ ้า A ï 0 ; ร = -  B -  /  B^-4A C  ; สาห'รบ 1ร |.$  1
2A

และ,ใน ท าน อ 't  เด ีย ว fโน กส าม ารถ ห าค ่า t  ไ ด ้
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