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บทที่ 2

แน วค ิด เหต ุผลและท ฤษฎ ีท ี่เก ีรวข'อง

แ น ว ค ด ม ูล ร า น ข อ ง ก ร า ฟ  (B asic  C o n cep ts  o f  G raphs)

นิย,าม,ท่ี 1 (2) กราฟ (Graph) คือ คู่อันดับ ( V(G). El G) ) โดยที่ V(G) เป็นเซตจำดัดที่ 
ไม่เป็นเซตว่างของสมาซิกที่เรียกว่าจุดยอด (vertex) และ E(G) เป็นเซตจำกัดของคู่ไม่อันดับของ 
สมาซิกใน V(G) และเรียกสมาซิกของ E(G) ว่า ดัาน (edge!

จะเรียกว่า V] และ พ2 ใน V(G! ว่าเป็นจุดบ่ลาย (end vertices) ชอง e ใน E(G) ก็ต่อ
เม่ื,อ e เป็นดัานที่เซึ่อม'จุดยอด V-] และ พ2 และเขียนแทนดัวย e = v-j,V2 หรือ e = 7ไ72 

เรามักแทนกราฟดัวยแผนภาพ (diagram) ที่ประกอบดัวย1จุดยอดและดัาน

ตัวอย่างที่ ไ ให้ G = ( V(G), E(G) ) โดยท่ี ViG) = v1tV2,V3.V4.V5 และ 
E(G) = e-|.e2 ' e3 'e4 ' e5 ' e6 ' e7 e 8 และ e -เ = Vๆ V-], e;2 = V-, 72’ 63= V2V3, e4 = V2V3. eg = V3V-1,
eg = V3V-1, e j  -  V3V1, eg = V2V4

จากที่กำหนดให้ จะไดัว่ากราฟ G สามารถแทนดัวยแผนภาพ ดังภาพ

&

ภาพที 1 แสดงกร''ฟ
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นิยามที่ 2 (2) ตัานพหุคู:น (multiple edges) หรืธ ตัาน'ขนาน (paralle1 edges) คือ 
ตัานทั้งหลายที่ต่างมีจุดปลายคู่เดียวกัน

นิยามที่ 3 (2) รูปบ่วง (iccpî คือ ตัานที่มีจุดปลายเป็นจุดเดียวกัน

ตัวอย่างที่ 2 จากตัวอย่างที่ 1 จะไตัว่า ej.e^. เป็นตัานพทุคูณ และ eg,eg,e7 เป็น 
ตัาน'พหุคูณ และ e -เ เป็นรูปบ่วง

นิยามที่ 4 (3) กัามีตัาน e เชื่อมระหว่างจุดยอด น และ V แตัวจะเรียกจุดยอด น และ 
V ว่า จุดประชิด (adjacent points) และเรียกตัาน e ว่าตกกระทบ (incident) บนจุดยอด น และ V

นิยามที่ 5 (3) กัาตัาน e-เและ e2 มีจุดปลายร่วมกัน า จุด แตัว'จะเรียก ตัาน e, และ 
ร2 ว่า ตัานประชิด (adjacent edges)

นิยามที่ 6 (4) ระตับช้ัน (degree) ของจุดยอด V ชื่งเซียนแทนตัวย c!v; คือ จำนวน 
ตัานที่ตกกระทบจุดยอด V

ตัวอย่างที่ 3 จากตัวอย่างที่ 1 จะไตัว่า
ตัวอย่างของจุดประชิดไตัแก่จุดยอด v-เ และ พ2

ตัวอย่างของตัานตกกระทบไตัแก่ ตัาน e2 ตกกระทบบนจุด V-] และ V2
ตัวอย่างของตัานประชิด'ไตัแก่ e2 และ e3
ระดับชั้นของจุด V, เม่ือ i = ใ,2,3,4,5 เป็นดังต่อไปน้ี 

d(v-|) ะะ 6, d(v2) = 4, d(v3> = 5, d(v4) = า, d(v5Î = 0

นิยามท 7 (3) กราฟเชิงเดียว (simple graph) คือ กราฟ,ท่ี1ไม่มีตัานพหุดุเท4และ'ไม่มีรูป 
บ่วง และ กราฟ G (p,e) คือ กราฟเชิงเดียวท่ีมี P จุดและมี e ตัาน
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นิยามที่ 8 (4) กราฟ H เป็นกราฟย่อย (subgraph) รองกราฟ G ก็ต่อเมื่อทุกจุดรอง 
กราฟ H เป็นจุดของกราฟ G และทุกต้านรองกราฟ H เป็น*ฟนรองกราฟ G

นั่นดือกราฟ H เป็นกราฟย่อยของกราฟ G ก็ต่อเมื่อ V(H) CI V(G) และ
E(H) CEIG)

นิยามที่ 9 (5) ต้า G = ( V(G), E(G) ) เป็นกราฟใดๆ โดยที่ vg,v-|,V2 vk G V(G)

และ e, = Vj.iVI G E(G) เม่ือ I = 1,2 k และ k G i+ แส้ว ทางเดิน (walk) จาก vg ถึง V|<.ใน
กราฟ G คือ ลำดับจำกัด (finite sequence) รองจุดและดัานของกราฟ G เรียงสลับกัน โดยเริ่มต้น
ต้วย1จุด V 0 และสินสุดต้วยจุด Vfc ดังนี้ VQ.ei,V1 ,e2,V2,e3-V3 vk-1 .ek'vk และพียกจุด V 0 และ
จุด Vj(. ว่า จุดเริมต้น (initial vertex) และ จุดสินสุด (terminal vertex) รองทางเดินจาก ทุ) ถึง Vjç
และเรียกจุดที่เหลือทั้งหมด Vi,V2 Vfc.1 ว่า จุดภายใน (interna* vertices) รองทางเดินจาก VQ ถึง
V|ç และเรียกจำนวนต้านในทางเดินจาก V0 ถึง v  ̂ว่า ความยาว- (length) รองทางเดิน

นิยามที่ 1Q (5) ทางเดินที่ไม่ซาต้าน (trail) จาก vg ถึง vk ในกราฟ G คือ ทางเดินจาก 
V0 ถึง Vk ในกราฟ G ที่ทุกต้านในทางเดินแตกต่างกัน และความยาวรองทางเดินที่ไม่ซาต้านจาก 
V0 ถึง Vjç คือ จำนวนต้านในทางเดินที่ไม่ขํ้าต้าน

นิยามที่ ฑ (5) เส้นทาง (path) จาก Vg ถึง v< ในกราฟ G คือ ทางเดินจาก vg ถึง vk 
ในกราฟ G ที่ทุกจุดในทางเดินแตกต่างกัน และความยาวรองเส้นทางจาก vg ถึง Vjç. คือ จำนวน 
ต้านในเส้นทาง

นิยามท่ี 12 (6) วงจร (circuit) ของ V0 ถึง Vfc ในกราฟ G คือ ทางเดินที่ไม่ซาต้านจาก 
vg ถึง \  ในกราฟ 0ที่ vg และ Vfc เป็นจุดเดียวกันและจุดที่เหลือทุกจุดแตกต่างกัน และความยาว 
ของวงจร คือ จำนวนต้านในวงจร

นิยามที่ 13 (5) วัฎจักร (cycle) ในกราฟ G คือ วงจรใน G ท่ีไม่เป็นรูปบ่วง
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นิยามท่ี ไ4 (4) จุด Vj และ Vj ในกราฟ G ไม่ขาดตอน (connected) ในกราฟ G ต่อเม่ือ 
จุดยอด V, และ Vj ฒ็นจุดเดียวกัน หรือส่าจุดยอด \[ และ V, เป็น1จุด'ท่ีแตกต่างกันแส่ว'จะมีเส่น 
ทาง จาก V, ถึง Vj ในกราฟ G

นิยามที่ า5 (4) กราฟ G เป็นกราฟไม่ขาดดอน (connected graph) ก็ต่อเมื่อ ทุก 2 
จุดใดๆ ในกราฟ G ไม่,ขาดตอน

กราฟ G เป็นกราฟขาดดอน (disconnected graph) ก็ต่อเมื่อ กราฟ G ไม่,เป็นกราฟ
ไม่ขาดตอน "

นิยามที่ 16 (3) กราฟย่อยที่ไม่ขาดตอน H ของกราฟ G เป็นส่วนประกอบ 
(component) ของกราฟ G ก็ต่อเมื่อกราฟย่อย H ไม่บรรจุอยู่ในกราฟย่อยที่ไม่ราดตอนของกราฟ 
G ที่มี,จุดหรือส่านมากกว่ากราฟย่อย H

นิยามที่ 17 (6) ส่านำจำนวนจริง w(e) เข้ามาล้มทัน#กับแต่ละส่าน e ของกราฟ G 
แส่ว จะเรียกจำนวนจริง w(e! นี้ว่า น้ีาหนัก (weight) ของ e และจะเรียกกราฟ G ที่ประกอบส่วย 
เส่นที่มีนี้าหนักกำกับอยู่ว่า กราฟท่ีมี'นาหนัก (weighted graph)
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ตัวอย่างที่ 4 สมมุติให้ V-J,V2,V3,V4,V5 เป็นเมือง 5 เมืองที่กำหนดระยะทางระหว่าง 
เมืองต่างๆ ดังภาพ

จะไดัว่า กราฟในภาพเป็นกราฟ'ที่มืนํ้าหนัก

นิยามที่ 18 (6! กราฟที่ระบุทิศทาง G (digraph cr d:rec:ed graph G! จะประกอบดัวยเซต 
จำกัดที่ไม่ใช่เซตว่าง 2 เซต คือ

1. เซต V(G) มีสมาชิกเรียกว่า จุดยอด
2. เซต E(G) มืสมาชิกเป็นคู่อันดับ (ordered pair) ซองจุดยอด ซึ่งเรียกว่า ดัาน (edge) ถ้า e 

เป็นด้านที่เชื่อมระหว่างจุด V กับ น เราจะเขียนแทน e ด้วย iv.u) หรือ vu และถ้าแทนกราฟ G 
ด้วยแผนภาพ จะใช้ลูกศรเพื่อกำกับทิศทาง
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ดัวรย่าง'ที่

ภาพที่ 3 แสดงกราฟที่ระบุทิศทาง

จากแผนภาพ
V[G) = { V1,V2,...,V5 }
E!G) = { eๅ ,ร2,©3,..©7 }

= { (V2,V-|), (V3,V2), (V2.V3), (V5,V3), (V4..V2), (V4,vcj, (V5.V5J }

หมู'•เยเหตุท่ี 1 ในกรณีของ กราฟท่ีระบุทิศทาง
1. รูปบ11วง คือ ด้านที่อยู่ในรูป (v,v)
2. ด้านพหุคูณ คือ ด้านท่ีอยู่ในรูป (หๅ,ห2) กัน Cvรุ.V2Ï 

ด้าน (หๅ ,ห2) กับ (V2,V1Î ไม่เป็นด้านพหุคูณ

นิยามูเท่ี 19 (5) ในกรณีของกราฟที่ระบุทิศทางสำหรับจุดยอด V จำนวน,ของด้าน'ท่ีมี 
V เป็นจุดเริมด้น (initial node) จะเรยกว่า ระดับชันออก ( Cütcegree) รองจุดยอด V และจำนวน 
ซองด้านที่ม่ V เป็นจุดปลาย (terminal node) จะเรียกว่า ระดับขั้นเข้า (mdec-ree) ของจุดยอด V
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นิยามที่ 20 (3) จะเรียกกราฟที่ระบุทิศทางว่าเป็นการไม่ขาดตอนนบบอ่อน (weakly 
connected) fri เมื่อเพิกเฉยต่อทิศทาง น'/ ของกราฟ นส์วกราฟนั้นเป็นกราฟ’ไม่1ขาดตอน

นิยามท่ี 21 (3) สำหรับจุดยอ?! V และ น ขึ่งเป็นจุดยอด 2 จุดใดๆของ กราฟท่ีระบุ 
ทิศทาง G สัามีเส้น'ทาง'จาก V ไป น แส์ว'จะเรียกกราฟ G ว่า เป็นการไม่ขาดดอนแบบแข็ง 
(strongly connected)
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ก ๆ ร แ ท น ก ร า ฟ  (G raph R ep resen ta tio n )

ในการนำคอมพิวเตอซ์มาใช้ในการวิเคราะห์กราฟจำเป็นต้องเปลี่ยนรูปแบบซองกราฟให้ 
เหมาะสม ซึ่งกราฟที่พิจารณาจะต้องไม่มีด้านพหุคูณโดยทั่วไปจะมี 2 รูปแบบ คอ 

า. เมต?กซ์ประชิด (Adjacency Matrix)
2. รายการจุดประชิด (Adjacency lists)

เม ต ร ิก ซ ์ป ร ะ ช ิด  (A d ja cen cy  M atrix)
คือจะใช้รูปแบบเมตริกซ์โดย แถวและสดมภ์ซอง เมตริกซ์เบ็นจุดยอดซองกราฟ และ 

แต่ละสมาชิกซองเมตริกซ์ จะให้ค่าเบ็น 1 ถ้ามีด้านเชื่อมระหว่างแถวและสดมภ์,เนกราฟ และให้ 
ค่าเป็น 0 ถ้าไม่มีด้านเชื่อมระหว่างแถวและสดมภ์[นกราฟ

ตัวอย่างที่ 6 แสดงกราฟโดยใช้เมตริกซ์ประชิด
จะได้เมตริกซ์ประชิดเป็น

V1 v2 v3 v4 v5
ฯ 0 1 า 0 0

v2 ใ 0 1 0 0

v3 i
<11 ovj 1 1

v4 ว 0 1 0 1

v5 0 0 1 1 0

ภาพที่ 4 เมตริกซ์ประชิดซองกราฟ



matrix A = ๒1;]n*n จะที่กำหนดโดย

ถ้า (Vj,Vjî G E!GÏ

ถ้า (v. - Vj) G E(G)

ตัวอย่างที่ 7 แสดงกราฟที่ระบุทิศทางโดยใช้เมตริ กซ์ป?ะ?ด
จะไตัเมตริกซ์ประชิดเมิน

V1 v2 v3 V4

V1 0 1 0 0

v2 0 0 1 1■

v3 า า 0 1

v4 1 0 0 0

ภาพที่ 5 เมตริกซ์ประชิด‘รองกราฟที่ระบุทิศทาง

ในกรณีกราฟที่มี'นาหนัก ซึ่งเมินกราฟเซิงเดียว จะให้เมตริกซ์ A = ๒11].,.
โดยท่ี

นาหนัก ของ (Vj,Vj} ถ้า iVj,Vj) G E(G)

ajj _ ^ CO ถ้า พ;,Vj) G ES G)
0
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แสดงกราฟที่มใihหนักโดยใช้เมตริกซ์ประชิด
จะไสัเมตริกซ์ประชิดเบ็น

V1 y2 v3 v4

V1 0 8 CO OO
v2 oo 0 Q CO

v3 00 9 0 00

v4 6 CO CO 0

ภาพที่ 6 เมตริกซ์ประชิดรองกราฟที่มีนํ้าหนัก
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ร า ย ก า ร จ ุด ป ร ะ ? ด  (A d ja cen cy  lists)
คือ จะ'ใช้I ปแบบเป็นรายการเชื่อม'โยง (linked list) กัากราฟมี ท จุดยอดจะมีรายการ 

พี่อมโยง ท ชุด แต่ละชุดจะแทนแต่ละจุดในกราฟ G โดย■ ค่าในจุดแตกก่ิง (node) ของ รายการ 
พี่อมโยง ชุดท่ี I จะแสดงถึงมีตัานจากจุด I ไปยังจุดที่เก็บค่าในจุดแตกกิ่งนั้น และจะมีตัวชี้
(pointer) ช้ีไปยัง จุดแตกกิ่งต่อไป ตัวชี้ของจุดแตกกิ่งสุดท้าย จะมีค่า เป็นว่าง (NULL)

ตัวอย่างที่ 9 แสดงการแทนกราฟตัวยรายการจุดประขีด

ภาพที่ 7 รายการจุดบ่?ะขีด

การใช้เปแบบเมตริกซ์ประขีด จะสะดวกกับการใช้งานมากกว่า รายการจุดประขีด แต่
กัากราฟ G มีจำนวนจุดยอด ก จุด เมตริกซ์ประขีดจะต้องใช้,นิ้อที่ถึง r? หน่วย เมตริกซ์ประขีดจึง 
ไม่เหมาะกับกราฟที่มีจำนวนจุดยอดมากๆ
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ก า ร ห าเส ้น ท าง ท ีส ั้น ท ี่ส ุด

การหาเส้นทางที่สั้นที่สุดที่จะ1.ดินทางจากสถานที่หนึ่งไปยังอีกลถานหนึ่งจะแปลงแผนที่ 
เป็นกราฟเซิงเดียวที่ระบุทิศทาง แต้วใช้ข้ันตอนวิธี (Algorithm) เพ่ีอหาเสันทางท่ีส้ัน*ท่ีสุด 

ข้ันตอนวิธที่ใช้หาเสันทางทสั้นทีสุด มีหลายขั้นตอนวิธี ตังน้ี
1. ขันตอนวิธี Bellman-Fora { The Bellman-Ford algcntnm )
2. ขันตอนวิธีชอง Dijkstra ( Dijkstra's algorithm !

ข น ต อ น ว ิธ ี B ellm an -F ord  ( T he B ellm an-F ord  a lgo rith m  ) (7)
จะใช้กับกราฟเซิงเดียวไม่ขาดตอนที่ระบุทิศทาง ซ่ึงนั้าหนักรองด้าน'อาจ'จะมีค ่า เป็นลบ 

แต่ไม่มีวัฏจักรที่มีนี้าหนักเป็นลบไตั ตังขั้นตอนต่อไปน้ี
ให้ d[v] เป็นค่ารองระยะทางจากจุดเริ่มต้นถึงจุดยอด! V
ตรวจสอบทุกต้านจาก น ไปถึงจุด V ว่า ถ้า d[v] > c[u] + พ(น,V) แสัวจะต้องเปลี่ยน 

dtv] = d[u] + พ(น,vi และแกัตัวชี้ว่าจุดยอด V ต้องมาจากจุด น 
วนทำซาจำนวนเท่ากับจำนวนจุด - 1 รอบ
วน,เททุกต้าน เพี่อตรวจสอบว่ายังมีต้าน (น,V) ท่ี d[v] > d[u] + พ(น,V) อยู่อกV?อไม่ 
ถ้ามี แสดงว่า กราฟน้ันมี1วัฎจักรที่มีนี้าหนักเป็นลบอยู่ ขั้นตอนวิธีจะให้ค่าผิด (FALSE)

ออกมา
ถ้า!เม่,มี แสดงว่า กราฟน้ันไม่มีวัฎจักรที่มีนั้าหนักเป็นลบอยู่ ขั้นตอนวิธีจะให้ค่าถูก 

(TRUE) ออกมา ผลลัพธ์คือ d[v] เป็นระยะทางที่สั้นที่สุดจากจุดเริ่มต้นถึงจุดยอด V และเมอนัาผล 
จากตัวชี้มาต่อกันจะไต้เสันทางที่สั้นที่สุด



า7

ขั้นตอนวิธี Bellman-Ford เชียนในลักช•ผะซองรVส!.ทียม ( Pseudo code Î ไสัด้งน้ี 
BELLMAN-FORD (G, พ, ร)
1 INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, ร)
2 for i <— า to I V[G]-1 I
3 do for each edge (น,v) G E[Gj
4 do RELAX (น, V, พ)
5 for each edge (น, v) E[Gj
6 do if d[v] > d[บ] + พ(น ,v)
7 then return FALSE
8 return TRUE

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, ร)
า for each vertex V G V[G!
2 do d[v] — CO
3 flfv] <—  NULL
4 c[e] <—  0

RELAX (น, V, พ!
1 if d[vj > d[น] + พ(น, v)
2 then d[v] <— d[u] + พ(น, v)
วO 1f[v] <r- น
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ข น ต อ น ว ิฮ ข อ ง  Dijkstra ( Dijkstra's a lgorith m  ) (7)
จะใช้กับกราฟเช้งเดียวไม่ขาดตอนที่ระบุ'ทิศทาง ซึ่งน้ําหนักของทุทเส้นจะต้องไม่น้อย

กว่า 0 น่ันคือ พ{บ,V) > 0 ทุก  ๆ (น,v) G E(G) ดังข้ันตอนต่อไปน้ี 
ให้ ร เน้นเซตของจุดยอดโดยมีค่าเริ่มต้นเน้นเปีดว่าง 
ให้ d[v] เน้นค่าของระยะทางจากจุดเริ่มต้นถึงจุดยอด V 
ให้ Q เน้นเซตของจุดยอดที่ยังไม่เช้าวนขั้า deep) โดยมีค่าเริ่มต้นเน้น

V(G)
การเลือกจุด น ที่จะเช้าวนชา จะเลือกจากจุดที่อยใน Q ซ่ึงมี1ค่า d[uj ตํ่าที่สุด และเม่ือ 

เลือกแส้วจะลบจุดนี้ออกจาก Q น่าไปใส่ ร แทน
ตรวจสอบทุกจุด V ที่มีเส้นจาก น ไปถึงจุด V ว่า ส้า d[v] > d[น] + พ{น,v) แส้วจะต้อง 

เปลี่ยน d[v] = d[u] + พ{น,v) และแกัดัวปี'ว่า1จุดยอด V ต้องม'1'จาก'จุด น 
วนปีาจนกระท่ีง่ Q เน้นเปีตว่าง 
จะ'ใต้เส้น'ทางท่ีส้ันท่ีสุด ตามต้องการ

ขั้นตอนวิธีซอง Dijkstra เขยนในลักษณะของรหัสเทียมไต้ดังนี้
DIJKSTRA (G, พ, ร)
1 INITIALIZE-GRAPH (G. ร)
2 ร 4>
3 Q f -  V[G]
4 พhi!© Q (J)
5 do น <—  EXTRACT-MIN{Q)
6 ร < -  รขน
7
8

for each vertex V G Adj[น] 
do RELAX (น, V, พ)
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INIT!AUZE-S!NGLE-SOURCE (G, ร]

1 for each vertex V E  V[G]

2 do d[v] <— CO
3 TIlv] < -  NULL

4 d[e] ^— 0

RELAX (น, V, พ)
1 if div] > d[u] + พ(น, v)
2 then d[v] <— d[น] + พ(น, v)
3 Ulv] < -  น

เนื่องจากประสิทธิภาพในการทำงานของขั้นตอนวิธิรอง Dijkstra จะเร็วกว่า 
Beüman-Ford อีกทั้งกราฟเซิงเดียวที่ระบุ'ทิศทางที่แปลงมา1จากแผนท่ีจะ'ไม่มี'นาหไU1กรองสิาน่ที่iมีค่า 
เบ็นลบอผู่แสิววิทยานิพนรีนี้จึงเลือกใช้ขั้นตอนวิธีของ Dijkstra
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ร ะ บ บ พ ิก ้ด ฉ าก  (R ectan gu la r  C oord in ate  S y stem )

ระบบพิกัดฉาก คือ การใช้ระนาบเรขาคณิตที่เกิดจากแกนตั้งฉากกันคู่หนึ่ง เพื่อเซียนI ป 
ของความสัมพันอ้หรีธพิงกโชันลงในระนาบน้ี สำหรับทำการวิเคราะห์อินๆต่อไป

แกน X (X-axis) คือ เส้นตรงในแนวนอนที่ไช้เบินแกนอ้างอิงแกนที่หน่ึงมีคุณสมบัติ 
เหมือนเส้นจำนวนจริงทุกประการ

แกน Y (Y-axis) คือ เส้นตรงในแนวตั้งที่ตั้งฉากกับแกน X และใช้เป็นแกนอ้างอิงแกนที่ 
สอง

จุดกำเนิด (Origin) คือ จุดตัดระหว่างแกน X และแทน Y
ระนาบที่เกิดจากแกน X และแกน Y น้ีเรียกช่ือว,0ระนาบคารัทีเซียน (Cartesian Plane)

พ ิก ้ด ฃ อ งจ ุด  (C o-ord inate) ใน ร ะ บ บ พ ิก ้ด ฉ าก
จุดใด ในระนาบคาร์ทเซียนลามารถแทนได้ด้วยคุอ้นตับเสมอ เช่น

Y.
p;2,5!

QH3)

I I I

h {*8.-2}

0 i

;I
ภาพที่ 8 แสดงระบบพิกัดฉา?

ร(4,-3)

ในภาพ จุด P. Q, R และ ร มีพิกัด [2, 5), (4, 3), (-8, -2) และ (4, -3) ตามลำตับ
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บ ธสม ุคกลาง สกาบนวทยบ!การ

»พาสงกรณมพาวทยาทน

ระยะระหว่างรุดสองจุด
ใ. ระยะระหว่างจุดลองจุดในแนวนอน

ให้ A และ B เป็นจุดสองจุดที่อ^ในระดับเดียวกัน มีพิกัดเป็น
A(x-|, y) และ B(X2, y)

ระยะระหว่างจุด A และ B คือ พ ลต ่างรอง'โดออเน ตXโดยไม่คิด
เครื่องหมาย d = I *2 - x-แ

A(x 1,y)________B(xgy)

ภาพที่ 9 แสดงระยะระหว่างจุดสองจุดในแนวนอน

2. ระยะระหว่างจุดสองจุดในแนวตั้ง
ให้ A(x, y )ๆ และ B(x, y2) เป็นจุดสองจุดที่ธ*!ในแนวตั้งเดียวกัน 
ระยะระหว่างจุด A และ B คือ พลด่างของโคออ£ดิเน?! y โดยไม่คิด

เครื่องหมาย d = I Y2 - yาเ

4Y

1;

I B(x,y )
I
|A(x,y1}
T x2 > X

ภาพที่ 10 แสดงระยะระหว่างจุดสองจุดในแนวตั้ง

*  ร
iy2' yl'

i  X



22

3. ระยะระหว่าง'จุดสอง'จุ?!'ใ?,'  ๆ ในระนาบ XY
ให ้ Afx-เ, y-]) นละ B!X2, Y2> เป ็น จ ุดลองจ ุดใดๆใน ระน าบ ส าม ารถ

หาระยะระหว่างจุดสองจุลใดๆ ในระนาบไห้จาก d ะะ SQRT((x2-xt)2 + (y2-yi)2)

♦ Y

ภาพที่ ห แสดงระยะระหว่างจุดสองจุดใดๆในระนาบ XY

ระยะห ่างระห ว ่างเส ้น ตรงกบ จ ุด
กำหนดให้ L เบินเส้น'ทางที่มีสมการเป็น Ax+By+C = 0 และ p(xๅ 1 y-j) เป็นจุดใดๆ ท่ีมี 

อยู่นธกเส้นทาง
ระยะห่างระหว่างจุด P กับเส้นตรง L ลือ d
d = lAxi + Byi+CI / SQRT(A2t 32)
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ค ว า ม เข ้า ไ จ เป ิอ ง ต ้น เก ึย ว ก ับ แ ผ น ท  (Introduction  to  M ap)

ค ว าม ห ม าย ซ อ ง แ ผ น ท
แผนท่ี (Map) (8) คือ การนำเอาfnJภาพของสิ่งต่างๆบนพื้นผิวของโลก (earth's surface) 

มายอัส่วนให้เล็กลงแล็วนำมาเขียนบนกระดาษหรือวัตถุที่แบนราบ สิ่งต่างๆ บนพื้นผิวโลก
ประกอบต้วยสิ่งที่เกิดขึ้นเองตามธรรมชาติ (natural) และสิ่งที่มนุษย์ทำขึ้น (manmade) สิ่งเหล่านี้ 
แสดงบนแผนที่โดยใช้สี เล็น หรือ£ปต่างๆ เบีนสัญลักษณ์แทน

ม าต ร าส ่ว น
มาตราส่วน (scale) คือ อัตราส่วนของระยะทางบนแผนที่ (map distance หรือ M.D.) 

กับระยะทางบนภูมิประเทศ (ground distance หรือ G.D)
น่ันคือ มาตราส่วน = M.D. / G.D.
มาตราส่วน มี 3 ชนิด คือ
ก) มาตราส่วนแบบกราฟทิเก (graphic scale) หรือ มาตราส่วนแบบบรรทัด (bar scale) 

แสดงต้วย2ปภาพ มักจะมีไว้ช้างล่างชองแผนที่ทุกระวาง มีเล็นบรรทัดไว้ให้หาระยะทางไต้เลย

500 100 ว 200 ) 3000

Extension scale ......................................................... Primary s c a e .............................................................. J
v Index Pan;

ภาพที่ 13 มาตราส่วนแบบกราฟพ๊ก

ข) มาตราส่วนคำพูด (verbal scale) แสดงไว้เนินคำพูดง่ายๆ เช่น 1 น้ิว ต่อ 5ไมล์,
ไ เชนติเมตร ต่อ 10 กิโลเมตร, 1/2 เชนติเมตร ต่อ 5 กิโลเมตร เนินต้นช้อควรจำ คือ ตัวเลขท้ัง 
สองช้างของคำว่า ต่อ จะต้องอยู่ในระบบเดียวกันเสมอ คือ ช้าใช้ระบบอังกฤษก็ต่อระบบอังกถุษ 
ช้าระบบเมตริกก็ต้องเนินเมตริกเหมี1อนกัน

ค) มาตราส่วนเศษส่วน (fractional scale หรือ rational scale) แสดง ไว้เนินอัตราส่วน 
กัน เช่น 1 : 50,000 หรือ 1/50,000 อ่านว่าหนึ่งต่อห้าหมี่น

1 : 100,000 หรือ 1/100,000 อ่านว่า,ดน่ึงต่อหน่ึงแสน
มาตราส่วนนี้นิยมใช้กันมาก จะเขียนไว้ตามขอบแผนที่ ช้าแยกแผนที่ตามมาตราส่วน 

เศษส่วนจะไต้ 3 ชนิด คือ
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า. ม าตราส ่วน ให ญ ่ (large scale) คือ แผนท ี่ท ี่ม ีมาตราส ่วน  
1 : 75,000 ขึ้นไป จะเป ็นแผนท ี่ท ี่คล ุมพ ี้นท ี่น ้อย แต ่รายละเอ ียดในแผนท ี่จะปรากฎเห ็น เด ่นซ ัด

2. ม าตราส ่วน กลาง (medium scale) ค ือ แผน ท ี่ท ี่ม ีมาตราส ่วน เล ็กกว ่า 1 :
75,000 แต ่ให ญ ่กว ่า 1 : 600,000 คล ุม เน ื้อท ี่ไ#ม ากข ึ้น  แต ่รายละเอ ีย?เต ่างๆ ในแพนที่เห ็นไต ้ไม ่เด ่น  

ซัด
3. ม าตราส ่วน เล ็ก  (small scale! คือ แผนท ี่ท ี่ม ืมาตราส ่วน

า : 600,000 ห ร ือ เล ็ก ก ว ่า  คลุม'พื้นที่'ไ#มากยิ่ง'ขึ้น แต ่รายละเอ ียด ต ่างๆ ในแผนที่ย ิ่งเห ็นไม ่เด ่นซ ัด

ระยะ
ระยะในภูมิประเทศจริงนั้นมีอยู่ 3 ชนิดคือ
ก! ระยะตามแนวนอน (Horizontal Distance! ไต้แก่ระยะห่างระหว่างจุดสองจุดที่วัดไป 

ตามแนวนอน (Horizontal Line) จะมีวิธีดังนี้
1. หาระยะตามแนวนอนโดยอาศัยมาตราส่วนแบบบรรทัด

วิธีหาระยะตามแนวนอนในภูมิประเทศจากแผนที่โดยอาศัย 
มาตราส่วนแบบบรรทัด ให้กระทำดัวยการน์าขอบบรรทัดหรือรอบกระดาษเรียบๆ วางทาบให้ผ่าน 
จุดสองจุดในแผนที่ที่จะทำการวัดระยะแล็วทำเครื่องหมายไวัที่.ชอบกระดาษแสดงตำแหน่งรองจุด 
สองจุดนั้น จากนั้นน่ารอบกระดาษไปวางทาบที่มาตราส่วนแบบบรรทัด อันที่เมีหน่วยวัดระยะตาม 
ต้องการ

วิธีทาบให้เอารีดที่หมายไว้บนชอบกระดาษต้านชวามือทาบตรงขีด 
ส่วนแบ่งช่วงเต็มหน่วยรองมาตราส่วนแบบบรรทัดซึ่งอยู่ทางชวามือ (Primary Scale) โดยให้รีดที่ 
หมายไว้บนขอบกระดาษต้านซ้ายมือตกอยู่ในช่วงรีดส่วนแบ่งย่อยซองมาตราส่วนแบบบรรทัด 
(Extension Scale) เสร็จแล็วอ่านระยะบ14มาตราส่วนแบบบรรทัด ระยะที่ไต้จะเป็นระยะห่างตาม 
แนวนอนในภูมิประเทศซองจุดทั้งลองนั้น

2. หาระยะตามแนวนอนโดยอาศัยมาตราส่วนแบบคำพูด สามารถกระทำไต้ 
ต้วยการวัดระยะระ14ว่างจุดที่ต้องการทเราบระยะบนแผนที่ต้วยบรรทัด ไต้ระยะเท่า'ไรแล็วน่า’ไป 
เทียบกับมาตราส่วนแผนที่

3. หาระยะตามแนวนอนโดยอาศัยมาตราส่วนแบบเศษส่วน สามารถกระทำ 
ไต้ต้วยการวัดระยะระหว่างจุดที่ต้องการทราบระยะบนแผนที่ต้วยบรรทัด ไต้ระยะเท่าไ?แต้วน่าไป 
คูณกับตัวเลขที่เป็นส่วนชองมาตราส่วนแผนที่
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ซ) ระยะตามแนวตั้ง (Vertical Distance) ไต้แก่ระยr ส่างรทฟางจุดสองจุดที่วัดไปตาม 
แนวต้ัง (Vertical Line) น่ันคือ การ'พาค่าความต่างระดับระหว่าง'จุดนั้นๆ น่ันเอง

ค) ระยะตามลาด (Slope Distance) ไต้แก่ระยะห่างระหว่างจุดสองจุดที่วัดไปตามลาด 
(Slope) โดยการหาระยะตามแนวนอนและระยะตามแนวตั้งระหว่างจุด 2จุด เมื่อ’ไต้ระยะตามแนว 
นอนและระยะตามแนวตั้งนลัว ให้ไซ้สูตรเรขาคณิตคำนวณหาระยะตามลาด ดังนี้

(ระยะตามลาด)2 = (ระยะตามแนวแนวนอน)2 + (ระยะตามแนวตั้ง)2 

ก าร ย ่อ แ ล ะ ก าร ข ย าย แ ผ น ท ี่
การย่อและการขยายแผนที่ (9) คือ การเปลี่ยนขนาดของแผนที่ให้ใหญ่ขึ้นหรือเล็กลง 

เพี่อให้เหมาะสมกับการการใซ้งาน
ก) การย่อและการขยายแผนที่โดยคำนึงถึงมาตราส่วนเบ็นหลัก 
การย่อมาตราส่วน ไต้แก่ การหำให้แผนที่นั่นมีมาตราส่วนเล็กลง วิธีหำคือ นำจ้านวน 

เท่า ที่ต้องการย่อไปคูณ ส่วน ชองมาตราส่วนเดิม
การขยายมาตราส่วนไต้แก่ การหำให้แผนที่นั่นมี'มาตราส่วนใหญ่ขึ้น วิวหำคือ นำจ้านวน 

เท่า ที่ต้องการขยายไปหาร ส่วน ของมาตราส่วนเดิม
การเปลี่ยนแปลงของระยะทาง(ขนาดของแผนที่)มาตราส่วนกับระยะทางเป็นสิ่งเดียวกัน 

เมื่อย่อ-ขยายมาตราส่วน ระยะทางก็ย่อ-ขยาย ไปต้วย วิธีหำคือ เมื่อเราย่อมาตราส่วนเราต้องการ 
ทราบระยะทางใหม่ก็นำจ้านวนเท่าไปหารระยะทางเดิมของแผนที่ เมื่อขยายมา?ราส่วนก็นำ 
จ้านวนเท่าไปคูณระยะทางเดิม

การเปลี่ยนแปลงพื้นที่ของ1แผนที่เมื่อมีการเปลี่ยนแปลงมาตราส่วน พื้นที่ก็เปลี่ยนไปด้วย 
แต่พื้นที่เป็นสิ่งที่มี 2 มิติ (กว้าง * ยาว! เพราะฉะน่ัน การเพิ่มขึ้นหรือลดลงจึงเป็นไปทั้งต้านกว้าง
และต้านยาว



26

ให้สังเกตภาพต่อไปนี้
ลี่เหลี่ยมจัตุรัสมีขนาด1 ชม.*ไชม.หรือมีพี ้ นที ่  1 ตร.ชม.
เมื่อขยายมาตราส่วนขืน 2 เท่า น่ันคีอ มิค1วามยาว ของข้านเพิ่มเป็นข้าน

ล ะ 2 ชม. พ้ีน*ลี่ 'ระเป็น2 ช ม . * 2 ชม.หรือพี ้นที ่ า ตร.ชม. * ( 2 ^ = 4 ตร.ชม.

□  m

ภาพที่ 14 แสดงการขยาย

การย่อมาตราส่วน ก็มีนัยตรงข้ามกบการขยาย กล่าวคอ พี้นที่จะลดลงจากพี้นที่เดิม 
เป็น (จำนวนเท่าของมาตราส่วนที่ย่อ)2

ข) การย่อและการขยายแผนที่โดยคำนึงถึงพี้นที่ของแผนที่เป็นหลัก 
การย่อ ความยาวของข้านกว้างและข้านยาวจะล?.ลงตามส่วนชองรากที่! 2 

ซองจำนวนเท่าท่ี!ย่อ
การขยาย ความยาวของข้านกว้างและข้านยาวจะเพิ่มขึ้นตามส่วนของรๆกที่ 2 ของ 

จำนวนเท่าที่ขยาย
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