
บ ท ท ี่ 2

ส ถ ิต ิท ี่ใ ช ใ น ก า ร ว ิจ ัย

ในบทน ี้ กล ่าวถ ึงว ิธ ีการปร ับแก ้ค ่าประมาณ ความน ่าจะเป ็นท ี่จะเล ียช ีว ิต  ซึ่งมี 3 วิธ ี
คือ ว ิธ ีการปร ับแก ้แบบว ิทแทคเกอร ์ (Whittaker Graduation) ว ิธ ีการปร ับแก ้แบบเบล ีเซ ียน  
(Bayesian Graduation) และวิธ ีการปรับแก้แบบอินครีสช ิงเบจัเซ ียน (Increasing Bayesian 
Graduation) ซึ่งทั้ง 3 ว ิธ ีด ังกล ่าวน ี้ จะศ ึกษาเพ ื่อการปร ับแก ้ค ่าประมาณ ความน ่าจะเป ็น ท ี่ 
จะเล ียช ีว ิต  (q[) ท ี่ประมาณ ด ้วยว ิธ ีการประมาณ แบบภาวะน ่าจะเป ็นส ูงส ุด (Maximum 
Likelihood Estimation) โดยจะศ ึกษาภายใต ้การแจกแจงของระยะเวลาท ี่จะม ีช ีว ิตอย ู่ต ่อไป  
ใน อน าคต (Future Life Time, T) แจกแจงแบบเอกซโพเนนเช ียล (Exponential Distribution) 
และการแจกแจงของระยะเวลาการถอนต ัว (Withdrawal Time, พ ) 2 ร ูปแบบ ค ือการแจกแจง 
แบบสม ํ่าเสมอ (Uniform Distribution) และการแจกแจงแบบแกมมา (Gamma Distribution) 
โดยม ีรายละเอ ียดด ังน ี้

1. ว ิธ ีก า รป ร ะ ม า ณ  q K แ บ บ ภ าวะน ่า จ ะ เป ็น ส ูง ส ุด

ว ิธ ีก า รป ร ะม าณ แ บ บ ภ าว ะน ่า จ ะ เป ็น ส ูง ส ุด  เป ็น ว ิธ ีก า รป ระม า ณ  q x ว ิธ ีหน ึ่งท ี่ใช ้

ส ำห ร ับ ข ้อ ม ูล ก า รป ระก ัน ช ีว ิต แ บ บ ไม ่ล ม บ ูรณ ์ ซ ึ่ง ว ิธ ีก ารน ี้จ ะใช ้ได ้เม ื่อ ต ัวอ ย ่างส ุ่ม ม ีก าร

แจกแจงแ บ บ ม ีพ า ราม ิเต อ ร ์ 

ก ำห น ดให ้

f l  เม ื่อคนท ี่ i เล ียช ีว ิต ในช ่วง (X, X+1]

H  ,
; 0 อ ื่น ๆ

(1 เม ื่อคนท ี่ i ถอ นต ัวออกจากช ่วง  (x,x+1]

r  = j
!̂ 0 อ ื่น ๆ
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กก เป ็น จำนวนคน (ขนาดตัวอย่าง) ท ี่เร ิ่มต ันอายุ X ปี 
d เป ็นจำนวนคนที่เล ียช ีว ิตในช่วง (x,x+1 ]
11 เป ็นระยะเวลาท ี่จะม ีช ีว ิตอย ู่จนกระท ั่งออกจากกลุ่มของคนที่ i ซ ึ่งมีอาย  ุ

เริ่มต้นเป็น X ปี สาเหต ุการออกจากกล ุ่ม  คือ การเล ียช ีว ิต การถอนตัวออกจากช่วง หรือ 
การมีช ีว ิตอยู่ ณ  ส ิ้นช ่วงเวลาศ ึกษา

, p [ (d) เป ็นความน ่าจะเป ็นท ี่คนอาย ุ X  จะม ีช ีว ิตอย ู่ต ่อไปอ ีกอย่างน ้อย 11ปี 
, p [{" > เป ็นความน ่าจะเป ็นท ี่คนอาย ุ X  จะย ังคงอย ู่ในช ่วงท ี่ศ ึกษาอ ีกอย ่างน ้อย

ปี

เป ็นพลังของมรณะ 
เป ็นพลังของการถอนตัว

ฟ ังก ์ช ันภาวะน ่าจะเป ็น (Likelihood Function, L) คือ

* = n 1, p ',id]'■11 /ก์(w) •(/ทั่'!  ท ั่'- ( น่ท่ัไ! )'• (2 . 1)

กำห นดให ้ก ารเล ียช ีว ิต  แ ล ะก ารถ อ น ต ัว เป ็น เห ต ุก า รณ ์ท ี่เป ็น อ ิส ระก ัน  ด ังน ั้น ก าร

ป ระม าณ ค ่า ค ว าม น ่า จ ะ เป ็น ท ี่ค น อ าย ุ X จ ะเล ีย ช ีว ิต ภ าย ใน  1 ป ีข ้างห น ้า  ค ือ ในช ่วง 

(X.X+1] เท อ ม , / ก ั(ณ ์( / น ุ(” ’ พ ั' จ ะ เป ็น ค ่าค งท ี่ ด ัง น ั้น ส ม ก า ร  (2.1) เข ียนใหม ่ได ้ด ังน ี้

i-n 1 p f ' -  « r -๙) ๙,
( 2 . 2)

ภ ายใต ้ข ้อ ส ม ม ต ิ เม ื่อพ ล ังขอ งม รณ ะม ีค ่าค งท ี่ (Constant Force of Mortality

Assumption) ก ำห นดให ้ p \ d) =  p [ d) จะได ้ว ่า

ย ่-

อ าก ส ม ก าร  (2.3) ห าอน ุพ ัน ธ ์- d \  ท ย ่ จะได ้ว ่า

(2.3)
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1(d) d
(24)

และ เราลาม ารถห าค ่าประม าณ  q x ได ้ด ังนี้

<7; = l - e x p ( - / / ; w ) (2 .5 )

2. ว ิธ ีกา?ปรับแก ้แบบว ิทแทคเกอร
การปรับแก้โดยวิธ ีน ี้เป ็นการนำหลักพ ื้นฐานของการปรับ คือ ความราบเร ียบ

(Smooth) และความพอดี (Fit) มารวมเข ้าด ้วยก ัน โดยอาศ ัยหล ักการถ ่วงน ํ้าหน ัก และการ  
หาค ่าผลต ่างของค ่าปร ับท ี่ระด ับต ่าง ๆ และจากน ั้น ใช ้ว ิธ ีการแก ้สมการเพ ื่อหาค ่าต ํ่าส ุด  ซ่ึง 
ว ิธ ีการปรับน ี้คิดค้นโดย อี ที ว ิทแทคเกอร ั (E T Whittaker) โด ย ม ีรายละเอ ียดด ังนี้

กำหน ดให ้ค ่าอาย ุ X  ในช ่วงท ี่ศ ึกษา แทนด้วย 1, 2, ...........  ท น ั้งน ี้เพ ื่อให ้ง ่ายต ่อ
การคำน วณ  ดังนั้น ลามารถเข ียนสมการพ ื้นฐานได ้ด ังน ี้

M = F + hS = z > v ( q ”x - q ' x ) 2 + h p ( t f q l ) ( 2 . 6)

โดยที่ z เป ็นค ่าแสดงด ีก ร ีของโพ ล ีโน เม ียล  ซ ึง ใน ก ารว ิจ ัย ค ร ั้งน ี้จ ะศ ึก ษ าท ี่ 2 -  1 , 

2, 3 และ 4 

VI'v เป ็น ค ่าถ ่วงน ํ้าห น ัก

h เป ็นค ่า เฉล ี่ยของ พ ''

h = % w xน-=1 J
เ  ท

X

จ าก ล ม ก าร  (2.6) หาค ่า  q" ได ้โด ยการแก ้สมการห าค ่าต ํ่าส ุด  ด ังน ี้

Dick London "Graduation : The Revision of Estimate" Winsted, Connecticut ะ ACTEX Publications, 1985, p 53
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ก ำ ห น ด

q '  = [ q[ q \  . . .  q'n ]' เป ็นเวกเตอร์ฃองค ่าประมาณเบ ื้องต ้น
q"=  [ q ” q ” q ”n ] '  เป ็น เวกเตอร ์ของค ่าประมาณ ท ี่ปรับแก้แล ้ว
พ' เป ็นเมตริกซ ์ทแยงมุมขนาด nxn ซ ึ่งสมาช ิกในแนวทแยงม ุมค ือค ่า พ 11

H'2, . . . .  น.'„
k .  เป ็นเมตริกซ ์ของลัมประลิทธี่ทวินามลำดับ Z ขนาด (n-z) X ก

จากสมการ (2.6) เข ียนใหม่ให ้อย ู่ในร ูปสมการของเมตร ิกซ ์และเวกเตอร์ ได ้ด ังบ ื้

iq " -q ’) พ [q " -q ')h (k _ q " )  k .q "  -  (q"-q ') พ (q "-q ')+ h  k'Aq") k .q "  (2 7)

จากค ุณสมบัต ิของเมตริกซ ์ท ี่ว ่า y 'y  จะได ้ผลล ัพท ์เป ็นผลบวกกำล ังลองของสมาช ิก  
ของเวกเตอร ์ y  ดังนั้น สมการ (2.7) เข ียนใหม่ได้ด ังน ี้

( พ + h k 'k .  ) q ” = พ q '  (2.8)

จากสมการ (2.8) เราสามารถหาค ่า q"x ไต ้โดยการแก้สมการเมตริกซ์ด ้วยวิธ ี 
แฟคเตอร์ไรเซชัน (Factorization Method)

3... ว ิธ ีกา?ปรับ แก ้แบบเบล ัเช ียน2
ว ิธ ีการปร ับแก ้แบบเบล ัเซ ียนเป ็นว ิธ ีท ี่ค ่อนข ้างใหม ่เม ื่อ เปร ียบเท ียบก ับว ิธ ีการปร ับแก ้ 

แบบค ่าเฉล ี่ยเคล ื่อนท ี่ถ ่วงนำหน ัก หร ือว ิธ ีการปรับแก ้แบบวิทแทคเกอร์ ว ิธ ีการปรับแก ้แบบ  

เบลัเซ ียนทีจ่ ะ กล่าวถ ึงน ี้ พ ัฒนาข ึ้นโดยไคเมดอฟและโจนลั (Kimeidorf and Jones) จึงอาจ 

เรียกว ิธ ีการป ร ับ แ ก ้แ บ บ นีว ่าวิธ ีของไคเมดอฟ-โจนลั (Kimeidorf - Jones Method) ซึ่งการ 

ปรับแก ้โดยว ิธ ีน ี้นอกจากอาศ ัยข ้อม ูลท ี่ได ้จากต ัวอย ่างท ี่นำมาศ ึกษาแล ้ว ย ังอาศัยข ้อม ูลหรือ 

ประสบการณ ์ในอด ีตมาใช ้ด ้วย ซ ึ่งจากข ้อม ูลหรือประลบการณ ์ในอด ีตจะทำให ้ได ้การแจก

แจงก่อนการทดลอง (Prior Distribution) และจากการแจกแจงก ่อนการทดลองและข ้อม ูลจาก

Dick London "Graduation : The Revision of Estimate" Winsted, Connecticut : ACTEX Publications. 1985, p71
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ต ัวอย ่างท ี่น ำมาศ ึกษา ลามารถหาการแจกแจงหลังการทดลอง (Posterior distribution) ได  ้
และสามารถหาค ่าท ี่ปร ับแก ้แล ้วได ้จากการแจกแจงด ังกล ่าวน ี้ 

กำหนด
1. ค ่าอาย ุ X ในช ่วงท ี่ศ ึกษา เพ ื่อให ้ง ่ายต ่อการคำนวณ ให ้ X = า,2........ ก
2. £ v เป ็นต ัวแปรสุ่มแทนความน ่าจะเป ็นท ี่คนอาย ุX  จะเส ียช ีว ิตภายใน 1 ปี
3. Q  = [ Q\ Q i - Qn ]' เป็นเวทเตอร์สุ่ม (Random Vector)
4. q  = [ q ] q 2 . . .  q n ]' เป ็นเวกเตอร์ค ่าจริงของ Q
5. Q'x เป ็น ต ัว แ ป ร ส ุ่ม แ ท น ค ่า ป ร ะ ม า ณ ค ว า ม น ่า จ ะ เป ็น ท ี่ค น อ า ย ุ X จ ะ เส ีย ช ีว ิต ภ า ย

ใ น  า ปี และกำหนดให ้ Q'x เป ็น อิสระกัน

โดยว ิธ ีน ี้กำหนดให ้ Q  ม ีก ารแ จก แจงแบ บ ม ัล ต ิน อ ร ์ม ัล  (Mulitnormal Distribution) 

ม ีฟ ังก ัซ ั่น ค วามห น าแน ่น ก ่อน การท ด ล อง  (Prior Density Function) ด ังน ี้

โด ย ท ี่ £ 1 = | ( 2 / r ) n | / l |  ] 2

q ’’ -  [ q ?  q 2 . . .  f/1f] เป ็น เวก เตอร ์ค ่า เฉล ี่ย  (Mean Vector) แสดงค ่า

ป ระม าณ ท ี่ด ีท ี่ส ุด ข อง  q  ก รณ ี,ท ี่'ไม ่ม ีข ้อย ูล 'จากการทดลอง ซ ึ่ง ในการว ิจ ัยคร ั้งน ี้ใซ ้ค ่า  q p 

จาก ต ารางม รณ ะไท ย  2529

r เป ็น ล ัม ป ระส ิท ธ ิ้ส ห ล ัม พ ัน ธ ์ระห ว ่าง  Q : และ Q 1 เม ื่อ li - jl = 1 ซึ่ง

ใน ก ารว ิจ ัย ค ร ั้งน ี้จ ะศ ึก ษ าท ี่ r = 0.6, 0.7, 0.8 และ 0.9

และ กำห นดให ้ a,1 = 0 สำหร ับ  j > I + 10 และ I < i - 10

6 Q'  = ! Q \  Q'  . . .  q : }' 
7. q '  = [ q [  q \  . . .  q'n ]•

(2.9)

A  เป ็น เม ต ร ิก ซ ์ค วาม แป รป รวน ร ่วม  (Covarian Matrix) ขนาด n x n  

a  11 = p 2r v~jt[ , P  > 0, 0< r  <  1

เม ื่อ p 2 เป ็น ค วามแป รป รวน ข อง  Qi สำหร ับท ุกค ่าของ i
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กำหนดให ้การแจกแจงท ี่ม ีเง ื่อนไขของ Q'  เม ื่อก ำห นด  q  ม ีก ารแจกแจงแบบ  

มิโลดินอร์ม้ล (Multinormal Distribution)

f { q ' / q )  = k2 e x ^ ~ y 2 พ - q  ) B ~ '( q ' - q )

โดยที่ *2 = [ ( 2 x y \ B \ } ' /2

B เป็นเมตริกซ์ความแปรปรวนร่วม (Covariance Matrix) เป็น 
เมตริกซ์ทแยงม ุม ขนาด ก X ท ซ ึ่งสมาชิกในแนวทะแยงมุมเป ็นความแปรปรวนของ 01

= ฟ ! - ฟ

(2.า0)

จาก ส มก ารท ี่ (2.9) และ (2.10) ล ามารถ เข ียนฟ ังก ์ช ันค วามห นาแน ่นห ล ัง  

การทดลอง (Posterior Density Function) ได ้ด ังน

f { q / q ' )  = *4 expj-j^ ( q - q p) A ~ ' ( q - q p) + พ - q ) B' ' พ - q) }
โดยที่ * 4 = - 1- เมื่อ *3 = /(< 7 ')

จากสมการ (2.11) สามารถเข ียนใหม่ได ้ด ังน ี้
f ( q / q ’) = *4 e x p { - % [ ( q ' ) A - ' q  +  q ' pA - ' q p - q ' pA - ' q - พ ) A~'qp 

+{q') B '  (q') + (q) B ~ ' ( q ) - ( q )  B~' (q’) - ( q ' )  B~'q]}

= M xp{~ X  พ  พ  ' + B~')q-(q) พ' 'qp + B''พ))
- q ' pA ' + (q')

เมื่อ *5 = *4 e x p j^ x t?  A~'qp + ( q 1) £" '(< /'))]

กำหนดให ้ l /=  [ a ~x + ' พ )  + A~'qp )
และ c  = ( a ~' + B~')~'

(2 . 11)

ด ังน ัน

f { q / q ' ) = Mxp{~XlM c- ' q- (q)  C ~ ' V ~ { q ’p A~'  + [q’)
(g) C"‘qr-(ç) C-y-KC^ + F'C-'F-F'C y*5 exp
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จัดรูบ่ลมการ'โหม จะได้

f { q / q ' )  = £ 6 exp {11- V) c - ' ( q - v )
เมื่อ /(6 -  hโ5 exp ~ y 1 V ( r ' v \

( 2 . 12)

จากสม การ (2.12) จะเห ็นได้ว ่า f ( q l q ' )  แจกแจงแบบม ัลต ินอร์ม ัล (Multinormal 
Distribution) ที่มี V เป ็น เวกเตอร ์ค ่าเฉล ี่ย  และ C เป ็นเมตริกซ์ความแปรปรวนร่วม 

ดังนั้น เราลาม ารถห าค ่า q"  ได้ด ังนี ้
q"  = E [ o  เ  q']

= ( / T 1 + B - ' ) ' ( B - ' ( q ' )  +  ป - 1 q p) ( 2 . 13)

3. ว ิธ ีการปร ับแก ้แบบอินคริสชิ่งเบลํ'เซียน3
เป ็นว ิธ ีการปร ับแก ้ท ี่นำความร ู้ท ี่ว ่าเม ื่ออาย ุประมาณ  30 ปีขึ้นไป อ ัตรามรณะของ 

คน เราจะม ีค ่าเพ ิ่มข ึ้น เม ื่ออาย ุเพ ิ่มข ึ้นมาใช ้พ ิจารณ าในการปร ับแก ้ด ้วย โดยการกำหนดข ้อ
จำก ัดข ึ้นมา และการปรับแก ้โดยว ิธ ีน ี้จะทำภายใต ้สมมต ิฐานพล ังของมรณ ะม ีค ่าคงท ี่ในช ่วง 
อาย ุหน ึ่งๆ และจะหาค ่าท ี่ปร ับของพลังมรณะ จากน ั้น สามารถห าค ่า q ”x ได ้จากค ่าพลังของ  
มรณะที่ปรับแล้ว

กำห นดช ่วงอาย ุท ี่ศ ึกษ า k ช ่วง แ ล ะจะศ ึก ษ าท ี่ค ่าอ าย ุ X .X + 1............. x+ k-1

ภ าย ใต ้ส ม ม ต ิฐ าน พ ล ังข อ งม รณ ะ(Force of Mortality ,//(> ')) เป ็นค ่าคงท ี่ในห น ึง

ช ่ว ง อาย ุใ ด ๆ  ด ัง น ั้น ล ำ ห ร ับ  I = 1 ,2 , .......... ,k จ ะ ไ ด ้ว ่า

B { y ) = 0 j  ,x+j-1 < y < x+j

กำหนด

B  = ( 0 1 , 0 2 , ........ , 0 k ) 6  R,
เม ื่อ R,  = {#,<9, < 0 2 ......... < 6 k )

J 1 -  จำนวนคนที่เส ียช ีว ิตระหว่างอาย ุ x+j-1 และ x+j 
e  1 = ระยะเวลาท ี่อย ู่ภายใต ้การล ังเกต ุ (Exposure) ระหว่างอาย ุ x+j-1 และ

x+j

ฟ ัง ก ์ช ัน ภ า ว ะน ่า จ ะ เป ็น  ( Likelihood Function,L ) ของ 0 กำหนดโดย

I \ 9 )  ce n k V - ฯ  (214)

BrofilttJLD. Increasing and Increasing Convex Bayesian Graduation , TSA, XL, 1988, p 115-148
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0 , =  01
02 =  01 +  02

0K =  0 เ  +  02  +

a = <9 1 ...................

r  =  ( ก .่............................  r k>

<เ> = (0 1 ............... 0*)
g ( 0 / a , r )  เป ็นฟ ังก ์ช ันความหนาแน ่นของการแจกแจงแบบแกมมา ซึ่งมี ล,

โ เป ็นพาราม ิเตอร์

ฟ ังก์ช ันความหนาแน่นก่อนการทดลอง (Prior Density Function) ของ <f) กำหนด 
โดย

priori0  ) = g((เ) /a,r) (2.16)
จากสมการ (2.14) และ สมการ (2.16) สามารถเข ียนฟ ังก ์ช ันความหนาแน ่นหลังการ 

ทดลอง (Posterior Density Function) ได้ดังนี

post(^ ) oc [ 0 j ‘e *'0')  g (0  /  a,r)
j =I

^  , 0 , > o , j = 1 ........ k (2.17)

เมือ bj = r 1 + ej +.......+ ek

กำหนดให้ </)"---- ( ^ 1'’, (เ>1...............  (f)"k )

ê  = ( 0 , ' . 0 2 ไ .........0 k' )

จากสมการ (2.17) เราสามารถหาค ่า <f)n ได ้จาก

— - I n post((f>) -  0 = 1............k
ก่%
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ซึ่งสามารถเขียนใหม่ได ้ด ังน ี้

i J ' V ...»
และใช ้ขบวนการทำซ ํ้า( Iteration Method ) จนกระท ั่งความแตกต ่างของค ่า^* ท่ี 

คำนวณได้ในรอบส ุดท ้ายก ับรอบก่อนหน้าน ั้นม ีค ่าน ้อยกว ่า 0.01 หล ังจากน ั้นคำนวณ หาค ่า 0" 
โดยใช ้ความส ัมพ ันธ ์ในสมการ (2.15) และสามารถคำนวณ หาค ่าท ี่ปร ้บแก ้ q"x ได้ด ังนี้

= 1 - exp(- 0, ) (2.19)

การห าค ่าพ าราม ิเตอ ร ์ของการแจกแจงก ่อนการท ดลอง a และ โ ส าม ารถ  หาได ้ด ังน ี้

ก ำ ห น ด ใ ห ้

1. 0 P = ( 01P........... 0 K-P) เป ็นค ่าของ 0  ก ่อนการทดลอง

2. (เ)’’ = ( (เ>{..............(f)p ) เป ็นค ่าของ^  ก ่อนการทดลองซ ึ่งกำหนดโดย

e.p = y  +.....+ y
3. V,' = Var( 0 P ) และ v '  = ( v f ............. v pk )
4. v '  = Var( 0, ) ซ ึ่งค ำนวณ จาก

v; = exp( 0, - 1) / e  1

5. ~Yj V p = m Y j V ]  (2.20)

6. ค ่า พ  ใน การว ิล ัยค ร ั้งน ี้ย ู้ว ิล ัย จ ะศ ึกษ าท ี่ m  = 1,5 และ 25

7. ก ำห นดให ้ <7, = <72 =....=  an = a  ,a  > 1 

กำห นดให ้ (เ>’> เป ็นค ่าฐานน ิยมก ่อนการท ดลองของ (เ) น ั้น ค ือ

y  = (a - !)//;■
ด ังน ั้น

Var(^() = - J  = (</>p ÿ a  / ( a  -  l ) 2 

ล ม ก าร (2.20) จ ะล าม ารถ เข ีย น ได ้เป ็น

a  /(a  -  1)2Z A ( 0 / ’)2 = m ' (2.21)
เม ื่อ h/ = k - i + 1 

จ าก ก ารแ ก ้ล ม ก าร (2.21) จ ะได ้

a  =  1 +  น +  น ั้น ( 2  +  น) (2 . 22)
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เม ื่อ 11 = ' Y j h i 2 /  2 m Y jV ;

แ ล ะ  r  = ( c c - \ ) / < f i . p ,i = 1..........k
(2.23)
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