
บทที 3

กรรมวิธีท่ีใช้ศกษาผลกระทบจากปรากฏการณ์เล้ียวเบนท่ีขอบของ 

ระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลัก

ความน่า

ประสิทธิภาพและความแม่นย่าในการวิเคราะห์ปรากฏการณ์เล้ียวเบนในย่านความก่ีสูงได้รับความสนใจมาเป็นเวลา 

หลายปี ทำให้มีกรรมวิธีและทฤษฎีมากมายถูกคิดข้ึนเพ่ือน่ามาศกษาปรากฏการณ์เล้ียวเบนท่ีเกิดข้ึน เซ่น ทฤษฎีการเล้ิย'วเบน 

เชิงกายภาพ (physical theory of diffraction, PTD) ทฤษฎีการเลัยวเบนเชิงเรขาคณิต (geometrical theory of 

diffraction, GTD) และกรรมวิธีกระแสสมมูลทีขอบ (equivalent edge currents method, EEC) เป็นด้น ซงในแต่ละวิธีก็ 

จะมีช้อดีช้อเลัยแตกต่างก้น สำหรับในบท,นใด้ประยุกต์กรรมวิธีและทฤษฎีท่ีง่ายต่อการทำความเข้าใจ และทำให้เห็นถึงกลไกของ 

การเกิดการเล้ียวเบนมาวิเคราะห์ผลกระทบจากปรากฏการณ์เล้ียวเบนท่ีขอบของจานสะท้อนท่ีมีต่อขีดจำกัดเก่ียวกับสมรรถนะ 

ของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลัก เซ่น แบบรูปการแผ่พลังงานย่านสนามไกล โพลาไรเซชันร่วม โพลาไร- 

เซชันไขว้ และอัตราขยาย โดยแบ่งออกเป็นหัวข้อต่าง ๆ ดังน้ิคิอ หัวข้อแรกกล่าวกิงแนวทางในการวิเคราะห์ซ่ึงบ่งบอกถึงการ 

เลัอกใช้กรรมวิธีและทฤษฎีต่าง ๆ ในข้ันตอนท่ีใช้วิเคราะห์หาขีดจำกัดเก่ียวกับสมรรถนะของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อน 

เด่ียวรูปพาราโบลัก ในหัวช้อท่ีสองกล่าวถึงสายอากาศปัอนก่าลังคล่ึนท่ีน่ามาใช้วิเคราะห์และการแปลงระบบพิกัดของสายอากาศ 

ป้อนกำลังคก่ีน ส่วนในหัวช้อท่ีสามกล่าวถึงรายละเอยดของทฤษฎีท่ีใช้ศกษาพฤติกรรมการสะท้อนของคล่ึนแม่เหล็กไฟฟ้าท่ีพ้ิน 

ผิวสะท้อนเพอน่ามาใช้หาสนามไฟฟ้าและสนามแม'เหล็กท่ีสะท้อนจากพ้ืนผิวจานสะท้อนมายังบนระนาบหน้าจาน และหัวช้อท่ีส่ี 

และห้ากล่าวถึงรายละเอียดของทฤษฎีท่ีใช้ศกษาพฤติกรรมการเล้ียวเบนของคส่ีนแม่เหล็กไฟฟ้าท่ีขอบของจานสะท้อนเพ่ือน่ามา 

ใช้หาสนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กท่ีเล้ียวเบนจากขอบจานสะท้อนมายังบนระนาบหน้าจาน หัวข้อสุดท้ายกล่าวถึงรายละเอียด 

ในการหาขีดจำกัดเก่ียวกับสมรรถนะของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลักคิอ แบบรูปการแผ่พลังงานย่าน

สนามไกล โพลาไรเซชันร่วม โพลาไรเซชันไขว้ อัตราขยาย และประสิทธิภาพต่าง ๆ จากสนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กบน 

ระนาบหน้าจาน

แนวทางในการวิเคราะห์

การวิเคราะห์ระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนคส่ีนสามารถทำได้หลายวิธี (G. Franceschetti and A. Mohsen, 

1986) เซ่น กรรมวิธีท้คนศาสตร์เชิงกายภาพ (physical optics, PO) ซ่ึงทำการอีนทีเกรตกระแสบนพ้ืนผิวจานสะท้อน 

(Silver, 1949) กรรมวิธีท้ศนศาสตร์เชิงเรขาคณิต (geometrical optics, GO) รวมกับการอินทีเกรตสนามบนระนาบหน้าจาน 

(aperture field integration) (Silver, 1949) หรือกรรมวิธีทัศนศาสตร์เชิงเรขาคณิตรวมกับการแปลงฟูริเยร์ฃองสเปกตรัม 

คลันระนาบ (plane wave spectrum method, PWS) เป็นด้น

กรรมวิธีท่ีกล่าวมาข้างด้นเป็นกรรมวิธีท่ีน่ามาใช้งํเคราะห์ระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนคส่ีนอย่างกว้างขวางในซ่วง 

ระยะแรกของการวิเคราะห์ระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนซ่ึงไม่สามารถอธิบายผลกระทบเน่ึองจากปรากฏการณ์เล้ียวเบนท่ี
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ขอบของจานสะท้อนได้ ส่าหรับกรรมวิธีท่ีนำมาใช้ในการศกษาปรากฎการณ์เล้ิยวเบนน้ันได้พัฒนาข้ึนจากกรรมวิธต่าง ๆ ช้างต้น 

ในปัจจุบันน้ัมีกรรมวิธีแสะทฤษฎีท่ีใช้คิกษาปรากฎการณ์เล้ียวเบนอย่างกว้างขวางแบ่งออกได้ 3 วิธีคือ

1. ทฤษฎีการเล้ียวเบนเชิงเรขาคณิต (J. B. Keller, 1962) เป็นทฤษฎีท่ีขยายแนวความคิดของกรรมวิธีทัศนศาสตร์ 

เชิงเรขาคณิต โดย Keller เสนอว่ามีสนามการเล้ียวเบนเกิดข้ึนเมอมีสนามตกกระทบท่ีบริเวณท่ีเป็นขอบ หริอจุดยอด

2. ทฤษฎีการเสียวเบนเชิงกายภาพ (P. Y. Ufimtsev, 1962, quoted in E. F. Knott and B. A. Thomas, 

1974) เป็นทฤษฎีท่ีขยายแนวความคิดของกรรมวิธีท้ศนศาสตร์เชิงกายภาพ โดย Umifsev เสนอว่ามีกระแสไม่ต่อเน่ึองเกิดข้ึน 

ท่ีบริเวณขอบ หริอจุดยอด

3. กรรมวิธีกระแสสมมูลท่ีขอบ เป็นกรรมวิธีท่ีอธีบายปรากฏการณ์เล้ียวเบนโดยสมมุติว่า มีแหล่งกระแสสมมู ลท่ี 

ขอบท่ีสามารถให้กำเนิดสนามเล้ียวเบนท่ีสอดคล้องกับทฤษฎีการเล้ียวเบนเชิงเรขาคณิต ซ่ึงโดยปกติแล้วมักน่ามาใช้ในการแก้ 

จุดบกพร่องของทฤษฎีการเล้ียวเบนเชิงเรขาคณิตท่ีไม่สามารถหาสนามท่ีบริเวณการตัดกันของรังสีได้

เม่ือพิจารณากรรมวิธีและทฤษฎีท่ีน่ามาใช้วิเคราะห์ระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนคล่ึนช้างต้นสามารถสรุปฃ้อดี 

และข้อเสียเป็นดังตาราง 3.1 ด้งน้ั

ตาราง 3.1 ช้อคิและข้อเสียของกรรมวิธีและทฤษฎีท่ีใช้วิเคราะห์ระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนคล่ืน

กรรมวิธีหริอทฤษฎี ข้อดี ข้อเสีย

กรรมวิธีทัศนศาสตร์ 

เรขาคณิต

1. เป็นวิธีการท่ีง่ายต่อการท่าความเข้าใจ

2. สามารถเห็นกลไกในการเกิดพฤติกรรมการ 

สะท้อนของคลื่นได้ชัดเจน

3. ใช้เวลาในการคำนวณหาสนามที่จุดสังเกต 

ใด  ๆไม่มากนักขึ้นอยู่กับเวลาที่ใชเ.นการ 

หาจุดที่เกิดการสะท้อน

4. ใช้เวลาไม่มากในการคำนวณหาสนาม 

เมื่อระบบสายอากาศอากาศมีจานสะท้อน 

หลายตัวและมีสายอากาศป้อนกำลังคลื่น 

เพิยงตัวเดียว

1. ต้องคำนวณหาจุดที่เกิดการสะท้อนตามกฎ 

การสะท้อนโดยใช้กรรมวิธีเชิงเลข

2. อาจจะเกิดจุดที่เกิดการตัดกันของรังสี 

สะท้อนซึ่งท่าให้ไม่สามารถหาคำสนามที่จุด 

น้ันได้

3. ต้องใช้เวลาคำนวณหาจุดที่เกิดการสะท้อน 

มากเมื่อ'ระบบสายอากาศมีสายอากาศป้อน 

กำลังคลื่นหลายตัว

กรรมวิธีทัศนศาสตร์เชิง 

กายภาพ

1. เป็นวิธีการท่ีง่ายต่อการทำความเข้าใจ

2. ไม่มีจุดสังเกตที่ไม่สามารถหาคำได้

1. ต้องอินทิเกรตกระแสซึ่งเป็นปริมาณแบบ 

เวกเตอร์ทั่วทั้งโดเมนของพิ้นผิวจาน 

สะท้อนท่าให้เสียเวลาอย่างมากในการ 

คำนวณหาสนามที่จุดสังเกตใด ๆ

2. ต้องใช้เวลาอย่างมากเม่ือน่าไปใช้วิเคราะห์ 

ระบบสายอากาศที่มีจานสะท้อนหลายตัว

กรรมวิธีการอินทิเกรตสนาม 

บนระนาบหน้าจาน

1. เป็นวิธีการท่ีง่ายต่อการท่าความเข้าใจ 1. ต้องท่าการอินทิเกรตสนามบนระนาบ 

หน้าจานซึ่งเป็นปริมาณแบบเ'วกเตอร์ทั่ว,ท้ัง 

โดเมนบนระนาบหน้าจาน
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ตา'ราง 3.1 (ต่อ) ข้อดีและข้อเสียของกรรมวิธีและทฤษฎีท่ีใข้วิเคราะห์ระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนคล่ืน

กรรมวิธีหรือทฤษฎี ข้อดี ข้อเสีย

กรรมวิธีการแปลง'ฝูรืเยร์ 

สเปกตรัมคล่ืนระนาบ

1. เป็นวิธีการท่ีง่ายต่อการท่าความเข้าใจ

2. ท่าให้เห็นกลไกของการแผ่พลังงานคล่ืน 

เน่ึองจากมองคล่ืนท่ีแผ่กระจายออกไปใน 

ลักษณะของสเปกตรัมคล่ืนระนาบ

1. ต้องท่าการอินทิเกรตท่ัวท้ังโดเมนบน 

ระนาบจากสนามในแนวขนานกับระนาบ 

เพอหาสเปกตรัมคล่ืนระนาบท่ีเกิดข้ึน

ทฤษฎีการเล้ียวเบนเชิง 

เรขาคณิต

1. เป็นวิธีท่ีง่ายต่อการทำความเข้าใจ

2. สามารถเห็นกลไกการเกิดพฤติกรรมการ 

เล้ียวเบนของคล่ืนได้อย่างชัดเจน

3. สามารถคิดผลจากการเล้ียวเบนหลาย  ๆ

ครังได้ (multiple diffraction)

4. ใช้เวลาไม่มากในการคำนวณหาสนาม 

เท่ีอระบบสายอากาศอากาศมีจานสะท้อน 

หลายตัวและมีสายอากาศป้อนท่าลังคล่ืน 

เพียงตัวเดียว

1. ต้องคำนวณหาจุดท่ีเกิดการเล้ียวเบนตาม 

กฎการเล้ียวเบน

2. อาจเกิดจุดตัดกันของรังสีเล้ียวเบนท่าให้ไม่ 

สามารถคำนวณหาสนามท่ีจุดน้ันได้ แต่ 

สามารถแก!ขได้โดยใข้กรรมวิธีกระแส

สมมูลท่ีขอบ

3. ต้องใช้เวลาในการคำนวณหาจุดท่ีเกิดเล้ียว 

เบนมากเม่ือระบบสายอากาศมีสายอากาศ 

ป้อนกำลังคล่ืนหลายตัว

ทฤษฎีการเล้ียวเบนเชิงกาย 

ภาพ

1. ไม่เกิดปัญหาในการเกิดจุดท่ีหาค่าสนามไม่ 

ได้

1. ยากต่อการท่าเข้าใจ

2. ไม่สามารถคิดผลจากการเล้ียวเบนหลาย  ๆ

คร้ังได้

จากข้อดีและข้อเสียท่ีกล่าวมา ในวิทยานิพนธ์น้ิจืงได้ประยุกต์กรรมวิธีและทฤษฎีข้างต้นในการวิเคราะห์หาขีดจำกัด 

เก่ียวกับสมรรถนะของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบสีก เซ่น แบบรูปการแผ่พลังงานย่านสนามไกล โพลาไร- 

เซชันร่วมและโพลาไรเซชันไขว้ อัตราขยาย และประสิทธิภาพต่าง ๆ ด้งแสดงได้ด้งรูป 3.1

1— กรรมวิธีทัศนศาสตร์เชิงเรขาคณิต

แบบรูปการแผ่พลัง สนามท่ีสะท้อนจาก สเปกตรัมคล่ืน

งานของสายอากาศ จานสะท้อนมายัง ระนาบของสนาม

ป้อนกำลังคล่ืน
* ‘

ระนาบหน้าจาน
----► A X---

/  \ บนระนาบหน้าจาน

ลัมประ สิทธ้ีการ 

เล้ียว เบน'ท่ีขอบ

สนามท่ีเล้ียวเบนจาก 

ขอบมายังระนาบหน้า 

จาน

หาผลการแปลง 

ฟูริเยรัของสนาม 

บนระนาบหน้าจาน

-  ทฤษฎีการเล้ียวเบนเชิงเรขาคณิต

- แบบรูปการแผ่พลัง 

งานย่านสนามไกล

- โพลาไรเซชันร่วมและ 

โพลาไรเซชันไขว้

- อัตราขยาย

- ประสิทธิภาพต่าง ๆ

รูป 3.1 ข้ันตอนการวิเคราะห์หาขีดจำกัดเก่ียวกับสมรรถนะของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบสีก
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กา■ฟระยุกต์กรรมวิธีและทฤษฎีตามข้ันตอนในรูป 3.1 เป็นการเลอกใช้กรรมวิธีและทฤษฎีท่ีง่ายในการทำความเช้าใจ 

และสามารถทำให้เห็นกลไกของการเกิดการเล้ียวเบนและการแผ่พลังงานของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบ 

สักได้อย่างซัดเจน นอกจากน้ัข้ันตอนดังกล่าวยังสามารถดัดแปลงเพ่ือน่าไปใช้วิเคราะห์ระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนหลาย 

ตัวพ่ืมีสายอากาศปัอนกำลังคล้ีนตัวเดียวได้โดยทำให้ไม่เสียเวลาในการคำนวณมากนัก หรือน่ามาใช้วิเคราะห์หาสนามในย่าน

เฟรส์แนลเพ่ือดูผลกระทบจากปรากฏการณ์เล้ียวเบนท่ีขอบท่ีมิต่อการสังเคราะห์คล่ืนระนาบของการวัดสายอากาศในย่าน 

ทดสอบแบบกระซับได้อีกด้วย ซ่ึงรายละเอียดของกรรมวิธี ทฤษฎี และการวิเคราะห์ในแต่ละข้ันตอนในรูป 3.1 ได้กล่าวไว้ใน 

หัวข้อต่อไป

สายอากาศป้อนกำลังคล้ีน

สายอากาศป้อนกำลังคล่ึนเป็นองค์ประกอบท่ึสำคัญของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบสัก เน่ือง

จากเป็นแหล่งกำเนิดข้ันปฐมภูมิท่ีกำเนิดคล่ืนแม่เหล็กไฟฟ้ามาตกกระทบพ้ืนผิวจานสะท้อนแล้วแผ่พลังงานออกไปทำให้ได้แบบ 

รูปการแผ่พลังงานท่ีต้องการ ดังน้ันในการวิเคราะห์ระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบสัก ต้องพิจารณาสนามท่ี 

แผ่พลังงานออกมาจากสายอากาศป้อนกำลังคล่ืนเป็นอันดับแรก

สายอากาศท่ีน่'มาใช้เป็นสายอากาศป้อนกำลังคล่ืนในระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบสักมิอยู่หลาย 

ชนิดข้ันอยู่กับการน่าไปประยุกต์ใช้งาน (A.D. Olver, P.J.B. Clamcoats, A.A. Kishk และ L. Shafai, 1994) ซ่ึงอาจจะเป็น 

สายอากาศท่ีมิโพลาไรเซชันแบบเชิงเส้น (linear polarization) หรือแบบวงกลม (circular polarization) ก็ได้ วิทยานิพนธ์น้ั 

ได้เสีอกใช้สายอากาศท่ีมิโพลาไรเซชันแบบเชิงเส้นมาเป็นสายอากาศป้อนกำลังคล่ืนในการศกษาผลกระทบเน่ืองจากปรากฏ 

การณ์เล้ียวเบนท่ีมิต่อขีดจ่•กัดเก่ียวกับสมรรถนะของระบบสายอากาศ และโดยปกติในระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียว 

รูปพาราโบสัก จานสะท้อนถูกวางอยู่ในบริเวณย่านสนามไกลของสายอากาศป้อนกำลังคล่ืน ดังน้ันสนามท่ีแผ่พลังงานจากสาย 

อากาศท่ีน่ามาใช้เป็นสายอากาศป้อนกำลังคล่ืนสามารถพิจารณาได้จากแบบรูปการแผ่พลังงานย่านสนามไกลของสายอากาศน้ัน 

ในบริเวณย่านสนามไกลของสายอากาศใด ๆ คล่ืนแม่เหล็กไฟฟ้าท่ีแผ่พลังงานมาจากสายอากาศเป็นคล่ืนแม่เหล็ก 

ไฟฟ้าตามขวาง (transverse electromagnetic wave, TEM) ซ่ึงไม่มิองค์ประกอบของสนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กในแนว 

ท่ีคล่ืนเคล่ือนท่ีไป ดังน้ันสำหรับในระบบพิกัดทรงกลม r 'O ’tj)’  แบบรูปการแผ่พลังงานย่านสนามไกลของสายอากาศสามารถ 

เขียนอยู่ในรูปแบบท่ัวไปเป็น

Ëf“d{r”,9 '^ ’) = \Eg.{9\r)àe.+Er {d'’, r ) à , \ ^ -  (3.1)

เมอพิจารณาองค์ประกอบในระบบพิกัดคารืทีเชิยน x ’ÿ ’z” จะได้

E11, (O’, <p") = Eg. {9', (เ) ') cos#' cos^ '  -  E  111. (9", <p") sin <p"
E/ {6'',(l)") =  E g .{e , ,<t)")oœ6, s;m(l)" + E f {6\<fin)cœ,(t>’ (3.2)
Ez.(0",<t>’) = - E 9. ( 0 n,<f>')smd'
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สำหรับสายอากาศที่มีโพลาไรเซชันแบบเชิงเส้น แบบรูปการแผ่พลังงานย่านสนามไกลสามารถพิจารณาได้จากองค์

ประกอบของสนามที่เกิดขึ้นในทิศทางตามแนวเล็งหลัก (boresight direction) เชัแ สายอากาศที่มีโพลาไรเซชันแบบเชิงเส้นใน 

แนว y  น ั้น  องค ์ประกอบของสนามไฟฟ ้าในแนวตั้งฉากก ับ y  (X* กับ Z*) เป็นศูนย์ในทิศทางตามแนวเล็งหลัก

{6 "  = 0 , < เ)'ใ ด ๆ ก ับ 0 "  = ,</)’ = 0 ,ท ') ด้งน ั้นเมอพ ิจารณาในท ิศทาง6 ’ = 0 , (เ) ’ ใ ด ๆ

£ 1'(®,</>’ ) = E g .(0 ,^ ')  cos - ^ . ( O ,  ̂ ' )  s in ^ ' =  0 

E f  พ )  =  ~ E g. (0 ,^")s in0  = 0

และในทิศทาง 0 "  = = 0, ท

£*-(^,0) = £*.( -̂,0)co:s^cosO-£^. (^ ,0)ร1ท0 = 0 

E ,  ( j  ,0) = -E g . ( ^  ,0) srn^ = 0

£๙ ท )  =  Eg. ( ^ ,  ;r) COS  ̂cos ท - E r  { ~ , 7 โ )  sin ท  = 0

E 2. ( ^ , * )  =  -E g . ( j , x )  s in ^  = 0

(3.3ข)

เนึ่องจาก 6 ’  กับ y  เป็นรสระต ่อก ัน ด ังน ั้น Eg.(O’ ,<p’ ) =  E g. ( 6 ’ )E g .(0 ’ ) และ E r (&',</>") =  E p ( 0 ’ )E r (</)') 
ท่าให้สมการ (3.3ก) เขยนใหม่ได้เป็น

Eg.(0)Eg.(<j)n) cos ̂  = E r  (0) E r  ((/>”)  sin (เ)"

ซึ่งเป็นจริงทุก <p" เมึ่อ

E g.(0 ) =  E r (0 ) (3.4ก)

Eg. {(เ)’ ) Gai<p’  =  E f.  (<p") sin (เ)"

และสมการ (3.3ฃ) เขยนใหม่ได้เป็น

- E g . ( ^ ) E g . (  0) = 0 

-£0.(̂ )£0.(ท) = 0

(3.4ข)

(3.4ค)
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จ า ก ส ม ก า ร  ( 3 . 4 ก - ค )  ท ่า ใ ห ้ไ ด ้ Eg.(0) = Ep(0), Eg.(<y) = sm<t>’ แ ล ะ  Er (<f>’)=ms</>’ ซ ึ่ง เ ม ื่อ แ ท น ล ง ใ น ส ม ก า ร  ( 3 . 1 )  

จ ะ ไ ด ้

Ëf“ d{r", 0 " ,<f)’ )  =  f£ ’0.(^ * ) sin (เ)'ïïg. + E J 6 ")  cos<f>"a
-j'v'

( 3 . 5 )

โดยท่ี Eg.(9’) เป็นสนามไฟฟ้าท่ีเกิดจากการวัดรอบแกนของสายอากาศในระนาบ (เ)' = ทเ2 หรือท่ีเรืยกว่าระนาบสนาม 
ไฟฟ้าเนองจากมีเพียงสนามไฟฟ้าวางตัวอยู่ในระนาบน้ัน และ E0.{0") เป็นสนามไฟฟ้าท่ีเกิดจากการวัดรอบแกนของสาย 
อากาศในระนาบ (เ)' = 0 หรือท่ีเรืยกว่าระนาบสนามแม่เหล็กเม่ืองจากมีเพียงสนามแม่เหล็กวางตัวอยู่ในระนาบน้ัน

สมการ ( 3 . 5 )  แสดงถ้งแบบรูปการแผ่พลังงานย่านสนามไกลของสายอากาศท่ีมีโพลาไรเซชันแบบเชิงเส้นในแนว y  
ซ่ึงถ้า Eg.(9") = Er(9") สำหรับทุก  ๆ 9’ เราเรืยกสายอากาศ'ท่ีมีคุณสมบัติเช่น,น้ีว่า สายอากาศท่ีมีโพลาไรเซชันแบบเชิง 
เส้นในแนว y  แบบสมมาตร แต่ถ้า Eg.(0)ïEr (0) สายอากาศจะมีโพลาไรเซชันในแนว X* ซ่ึงเป็นโพลาไรเซชันไขว้ 
(cross polarization) เกิดข้ึนในทิศทาง 9" = 0 สายอากาศท่ีมีคุณสมบัติเซ่นน้ัเป็นเพียงสายอากาศท่ีมีโพลาไรเซชันแบบเชิง 
เส้น และถ้า Eg.(0) = £^.(0) แต่ Eg. (9’) ̂ E0.(9') ท่ี <9**0 เราเรืยกสายอากาศ'ท่ีมีคุณสมบัติแบบน้ิว,า สายอากาศท่ีมี 
โพลาไรเซชันแบบเชิงเส้นในแนว y  แบบไม่สมมาตร

ในทำนองเดียวกัน สายอากาศท่ีมีโพลาไรเซชันแบบเชิงเส้นในแนว X" องค์ประกอบของสนามไฟฟ้าในแนวต้ังฉาก 

กับ X* (y กับ Z*) เป็นศูนย์ในทิศทางตามแนวเล็งหลัก (9" = 0,</>" ใด  ๆ กับ 9" = ̂ , </>'=̂ ,̂ ) ซ่ึง1ม่ือพี'จา,รณา 

ในทิศทาง 9" = 0, (เ)" ใด ๆ

E v  (0,( เ ) ' ) -  E g . (  0, < j) " )  sin <p" +  E 0. (0, (p") cos <f>" = 0 

E 2 .  (0, < j) " )  = - E g .  (0, ( เ ) " )  smO=0

แ ล ะ ใ น ท ิศ ท า ง  9 ’ = ^ -  è " = ~ r  - r
2 V  2

( 3 . ร ก )

^ ( เ , f ) - ^ ( f , f ) o c s f à n f + ^ ( f , f ) « s f  =  0

.ท  รท. รท ท รท. รท

E ,( f , - 7 > = - £ , < f , f ) s . n f  =  0

( 3 . ร ฃ )

เ ม ื่อ ง จ า ก  9" ก ับ  <t>’  เ ร • น อ ิส ร ะ ต ่อ ก ัน  ด ัง น ั้น  E g.(9 ’ ,<j>') =  Eg.(6 ")Eg.(<p') แ ล ะ  E r (9 \< p ’ ) ~ E r (9 " )E r (({)") 
ท ่า ใ ห ้ส ม ก า ร  ( 3 . ร ก )  เ ข ีย น ใ ห ม ่ไ ด ้เ ป ็น

Eg. (0)Eg. ( ^ ' )  sin ̂ ' ’ =ะ - E r  (0)E f  (0 ")C C 60
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ซ่ึงเป็นจริงทุก <เ)' เม่ือ

E g.(0 ) =  E r (0 ) (3.7ก)

Eg. ( 0 ’ )  S in  </>' =  - E p  (if)’ )  CCS </>" (3.7ฃ)

และสมการ (3.6ฃ) เขียนใหม่ได้เป็น

-E g .  ̂ ) Eg. ( | )  =  0 

- E g . ( ^ ) E g. ( ^ ) =  0

(3.7ค)

จากสมการ (3.7ก-ค) ทำใร่าได้ Eg.(0) = (0), £’9.(^ ')  = c o s / และ E r (</)’ )  =  -sm<f>’  ซ่ึงเม่ือแทนลงในสมการ

(3.1) จะได้

โดยท่ี Eg.{6") เป็นสนามไฟฟ้าท่ีเกิดจากการวัดรอบแกนของสายอากาศในระนาบ /  = 0 หริอท่ีเริยกว่าระนาบสนามไฟฟ้า 
เน่ืองจากมีเพยงสนามไฟฟ้าวางตัวอยู่ในระนาบน้ันและ Er(9") เป็นสนามไฟฟ้าท่ีเกิดจากการวัดรอบแกนของสายอากาศใน 
ระนาบ (เ)" = K เ2 หริอท่ีเริยกว่าระนาบสนามแม่เหล็กเน่ืองจากมีเฟ้ยงสนามแม่เหล็กวางตัวอยู่ในระนาบน้ัน

สมการ (3.8) แสดงถืงแซบรูปการแผ่พลังงานย่านสนามไกลของสายอากาศท่ีมีโพลาไรเซซ้นแบบเชิงเส้นในแนว X’ 

ซ่ึงถ้า Eg.{9’) = Er(9’) สำหรับทุก  ๆ9’ เราเริยกสายอากาศท่ีมืคุณสมบัติเช่นน้ัว่า สายอากาศท่ีมีโพลาไรเซชันแบบเชิง 

เส้นในแนว X" แบบสมมาตร แต่ถ้า Eg.(0)*Ep(0) สายอากาศจะมีโพลาไรเซชันในแนว /  ซ่ึงเป็นโพลาไรเซชันไขว้ 
(cross polarization) เกิดข้ึนในทิศทาง 6" = 0 สายอากาศท่ีมีคุณสมบัติเช่นน้ืเป็นเฟ้ยงสายอากาศท่ีมีโพลาไรเซชันแบบเชิง 
เส้น และถ้า Eg.{0) = Ef.(0) แต่ Eg.(9')*Ep.(9’) ท่ี 9"*0  เราเรียกสายอากาศท่ีมีคุณสมบัติแบบน้ิว่า สายอากาศทิมี 
โพลาไรเซชันแบบเชิงเส้นในแนว X" แบบไม่สมมาตร

จากการริเคราะห์ข้างต้น แบบรูปการแผ่พลังงานย่านสนามไกลของสายอากาศท่ีมีโพลาไรเซชันแบบเชิงเส้นสามารถ

เขียนอยู่ในรูปท่ัวไปได้ด้งสมการ (3.9)

โดยท่ี (f)p01 คอ ค่าปัจจัยท่ีใข้กำหนดโพลาไรเซชัน ซ่ึง (เ)001 =0 โพลาไรเซชันของสายอากาศอยู่ในแนวแกน /  และ 

< เ> = -/r /2  โพลาไรเซชันของสายอากาศอยู่ในแนวแกน X" และ f E{ 9 ')  คือ สนามไฟฟ้าท่ีเกิดจากการวัดรอบแกนของสาย 

อากาศในระนาบ (f), - ( j)p01=  K  เ2 และ f H{9 ’ ) คือ สนามไฟฟ้าท่ีเกิดจากการวัดรอบแกนของสายอากาศในระนาบ

Ë feed( r ’ , 9 ' , ( f ) ’ ) =  { E g . ( 9 ’ )a:s<f)"âe. - E r ( 9 n)sm (j)" a 41. (3.8)

É /eed( r ’ ,9 " ,  ^ ')  =  [/£(0')sm(/ - (f)p01)ท0. + fH(0')ccs(‘f>"-<t>Poi)âf } —̂ (3.9)
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(j)’  -<f) 1101 -  0 ชงเป็นค่'ปัจจัยท่ึใช้ก่าหนดชนิดของสายอากาศ สำหรับในวิทยานิพนธ์น้ีได้เลอกสายอากาศท่ึมีโพลาไรเซชันแบบ 

เชิงเส้นและมี f E{9 ") กับ /„(# *) ดังต่อ'ไปน้ีมาเป็นสายอากาศ,ป้อนกำลังคล่ึน

1. เม่ือ / £(6,*) = cos,̂  9 ’  และ f n ( 9 ’ ) — cos?" 9" ซ่ึงในท่ึน้ีเรียกว่า สายอากาศชนิดโคไซน์กำลังต่าง ๆ 

(raised cosine)

2. เม่ือ f E( 9 ')  =  cos9" และ f H(9 " )  =  1 เป็นกรณีเฉพาะของสายอากาศชนิดโคไซน์กำลังต่าง  ๆ (q E = 1  และ 

qH =  0) ซ่ึงมีแบบรูปการแผ่พลังงานย่านสนามไกลเหมีอนกับสายอากาศชนิดไดโพลขนาดส้ันมาก (infinitesimal dipole) 

ดังน้ันจังเรียกว่า สายอากาศชนิดไดโพลขนาดส้ันมาก (R. E. Collin, 1985)

3. เม่ือ f E{ 9 ’ ) =  1 และ f „ ( 9 " )  =  1 เป็นกรณีเฉพาะของสายอากาศชนิดโคไซน์กำลังตาง ๆ (qE =0 และ 

qH =  0) โดย,ใน'ท่ึน้ิเรียกว่า สายอากาศชนิดโคไซน์กำลังศูนย์หรีอสายอากาศชนิดเอกรูป (uniform)

4. เม่ือ f E( 9 ')  =  \ + co s 9 ' และ f H( 9 ')  =  \+ co s9 " เรียกว่า สายอากาศชนิดฮอยเกนหรีอแหล่งกำเนิดแบบ 

ฮอยเกน (Huygen source) ซ่ึงเกิดจากมีสนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กวางตัวขนานกับช่องเปิดขนาดเล็กดังรูป 3.2 (R. E. 

Collin, 1985)

Êa=E0â/

H  = - — â  โ 
H- Z a'

y

B. 4J
----- ► X*

ก )  โ พ ล า ไ ร เ ซ ช ัน ใ น แ น ว  y

y
A * a

E  =a
K  E

ข) โพลาไรเซชันในแนว X*

Z

ร ป  3 . 2  ส า ย อ า ก า ศ ช น ิด ฮ อ ย เ ก น ห ร ีอ แ ห ล ่ง ก ำ เ น ิด แ บ บ ฮ อ ย เ ก น

โ ด ย ป ก ต ิแ ล ้ว ส า ย อ า ก า ศ ป ้อ น ก ำ ล ัง ค ล ํ่น ส า ม า ร ถ ว า ง ต ้ว ท ึ่ต ำ แ ห น ่ง แ ล ะ ใ น ท ิศ ท า ง ใ ด  ๆ  ก ็ไ ด ้ ด ัง น ั้น ใ น ก า ร ว ิเ ค ร า ะ ห ์ 

ร ะ บ บ ส า ย อ า ก า ศ ช น ิด จ า น ส ะ ท ้อ น เ ด ึ่ย ว ร ูป พ า ร า โ บ ล ิก จ ัง ป ร ะ ก อ บ ด ้ว ย ร ะ บ บ พ ิก ัด ห ล ัก  ๆ  ท ึ่ใ ช ัใ น ก า ร ว ิเ ค ร า ะ ห ์ค ือ  ร ะ บ บ พ ิก ัด ข อ ง  

ส า ย อ า ก า ศ ป ้อ น ก ำ ล ัง ค ล ึ่น  ร ะ บ บ พ ิก ัด ข อ ง จ า น ส ะ ท ้อ น  แ ล ะ ร ะ บ บ พ ิก ัด ข อ ง ก า ร แ ผ ่พ ล ัง ง า น  ใ น ว ิท ย า น ิพ น ธ ์น ี้ร ะ บ บ พ ิก ัด ข อ ง ก า ร  

แ ผ ่พ ล ัง ง า น แ ล ะ ร ะ บ บ พ ิก ัด ข อ ง จ า น ส ะ ท ้อ น เ ป ็น ร ะ บ บ พ ิก ัด เ ด ีย ว ก ัน  ส ่ว น ร ะ บ บ พ ิก ัด ข อ ง ส า ย อ า ก า ศ ป ้อ น ก ำ ล ัง ค ล ึ่น ไ ม ่ส า ม า ร ถ ใ ช ้ 

ร ะ บ บ พ ิก ัด เ ด ีย ว ก ัน ไ ด ้ ด ัง น ั้น ใ น ก า ร ว ิเ ค ร า ะ ห ์ห า ส น า ม จ า ก ส า ย อ า ก า ศ ป ้อ น ก ำ ล ัง ค ล ึ่น จ ัง ต ้อ ง ห า ค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ร ะ ห ว ่า ง ร ะ บ บ พ ิก ัด ท ึ่ 

ใ ช ้ท ั้ง ส อ ง  ซ ึ่ง ส า ม า ร ถ ท ำ ไ ด ้โ ด ย แ ป ล ง ร ะ บ บ พ ิก ัด ข อ ง ส า ย อ า ก า ศ ป ้อ น ก ำ ล ัง ค ล ึ่น ใ ห ้อ ย ู่ใ น ร ะ บ บ พ ิก ัด ข อ ง จ า น ส ะ ท ้อ น  ใ น ท ึ่น ี้ก ำ ห น ด  

ใ ห ้ร ะ บ บ พ ิก ัด ค า ร ์ท ิเ ซ ีย น  x y z  เ ป ็น ร ะ บ บ พ ิก ัด ข อ ง จ า น ส ะ ท ้อ น แ ล ะ ร ะ บ บ พ ิก ัด ค า ร ์ท ิเ ซ ีย น  x V z *  เ ป ็น ร ะ บ บ พ ิก ัด ข อ ง ส า ย อ า ก า ศ  

ป ้อ น ก ำ ล ัง ค ล ึ่น ด ัง ร ูป  3 . 3

จ า ก ร ูป  3 . 3  ร ะ บ บ พ ิก ัด ค า ร ัท ิเ ซ ีย น  x ' y ' z *  เ ก ิด จ า ก ก า ร เ ฟ ล ง ร ะ บ บ พ ิก ัด  x y z  โ ด ย ก า ร ย ้า ย จ ุด ก ำ เ น ิด ข อ ง ร ะ บ บ พ ิก ัด  

x y z  ไ ป อ ย ู่ท ึ่ {x f ,y f , z f )  ท ำ ใ ห ้เ ก ิด ร ะ บ บ พ ิก ัด  x ' v ' z '  ซ ึ่ง ม ีค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ก ับ ร ะ บ บ พ ิก ัด  x y z  เ ป ็น ด ัง ส ม ก า ร  ( 3 . 1 0 )

X1
y

Z'

\ x - x f ]

I y-y I
l z - z f ]

X <1 ะ ป?น่

( 3 . 1 0 )



36

X
h.

ร ูป  3 . 3  ค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ร ะ ห ว ่า ง ร ะ บ บ พ ิก ัด ข อ ง จ า น ส ะ ท ้อ น  x y z  ก ับ ร ะ บ บ พ ิก ัด ข อ ง ส า ย อ า ก า ศ ป ้อ น ก ำ ล ัง ค ล ึ่น  x ’y ’z"

แ ล ะ ร ะ บ บ พ ิก ัด  X * / /  เ ก ิด จ า ก ห ม ุน แ ก น  z '  ร อ บ แ ก น  V  เ ป ็น ม ุม  f t  ใ น ท ิศ ท า ง ท ว น เ ข ็ม น า พ ิก า  แ ล ะ ห ม ุน แ ก น  X '  
ร อ บ แ ก น  Z เ ป ็น ม ุม  <t>: ใ น ท ิศ ท า ง ต า ม เ ข ็ม น า พ ิก า  ซ ึ่ง ค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ร ะ ห ว ่า ง ร ะ บ บ พ ิก ัด  X V z *  ก ับ ร ะ บ บ พ ิก ัด  X V /  ส า ม า ร ถ  

พิจารณาจาณว ก เ ต อ ร ์บ อ ก ตำแหน่ง F  ท ี่จ ุด  f t  ใ ด ๆ ข อ ง ร ะ บ บ พ ิก ัด ท ั้ง ส อ ง ด ัง น ึ่

จ า ก ร ูป 3 . 3 เ ว ก เ ต อ ร ์บ อ ก ต ำ แ ห น ่ง  F  ท ี่จ ุด  f t  ใ ด ๆ ข อ ง ร ะ บ บ พ ิก ัด ท ั้ง ส อ ง เ ป ็น ด ัง ส ม ก า ร ( 3 . 1 1 )

F  =  . / f t v ,  + y f t  + / f t ,  =  x ’â x. +yâv. + f à _ .  ( 3 . 1 1 )

แ ล ะ เ น ึ่อ ง จ า ก เ ว ก เ ต อ ร ์ห น ึ่ง ห น ่ว ย ท ี่ต ั้ง ฉ า ก ก ัน  f t , , f t , , <7., ข อ ง ร ะ บ บ พ ิก ัด  x * y /  ม ีค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ก ับ เ ว ก เ ต อ ร ์ห น ึ่ง ห น ่ว ย ทีต่ ั้ง -  

ฉ า ก ก ัน  นิ'., , f t 0 , , f t (11( ,  ข อ ง ร ะ บ บ พ ิก ัด ท ร ง ก ล ม  F d ’(p' ข อ ง ร ะ บ บ พ ิก ัด จ า น ส ะ ท ้อ น ใ น ท ิศ ท า ง  (&0 , 0 0 )  ค อ

â x . = â g . ,  น ิy . =  น ิน ิ. .  = â r.  ( 3 . 1 2 )

จ า ก ส ม ก า ร  ( 3 . 1 1 )  ( 3 . 1 2 )  แ ล ะ ค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ร ะ ห ว ่า ง ร ะ บ บ พ ิก ัด ท ร ง ก ล ม  r'9 '(f)'  ก ับ ร ะ บ บ พ ิก ัด ค า ร ์ท ิเ ช ีย น  x y /  ใ น ภ า ค ผ น ว ก  

ก .  จ ะ ไ ด ้ร ะ บ บ พ ิก ัด  x V z *  ม ีค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ก ับ ร ะ บ บ พ ิก ัด  x y /  เ ป ็น

X " = r â x, =  x ’( â y  - น ิ^  ) + y ( f t y  • f t x 1 ) + / ( f t ,  -  f t x,  )

=  • f t ô . )  + y  ( f t y  • f t ô , )  +  / ( f t ,  • f t f l .  )  ( 3 . 1 3 ก )

-  /  cos 00 cos (j)0+ y cos ft0 sin ̂ 0-  /  sin 90

y "  =  r  ■ นิy, =  / (ft^ - ftv, ) + y ( f ty •ft1, ) + / ( f t ,  - ftv, )

= ( f l ,  - f t f  ) +ÿ(3y -ây)+ / ( f t ,  - f t , .  )  ( 3 . 1 3 ข )

= - X 1 sin <f)0 + y  cosy,
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^  =  f  ■ น ิ,  =  x ’ ( a ,  a  1, ) + y  ( a y  ■ น ิ, )  +  Z1 { น ิ,  -น ิ 1. )

= x '( น ิ,  ■ น ิ,)+ ÿ (นิy  ■ น ิ,)+ Z '( น ิ,  ■ น ิ,)  ( 3 . 1 3 ค )

= x' siny cosy+y siny siny +z'cosy

ส ม ก า ร  ( 3 . 1 3 ก - ค )  ส า ม า ร ถ เ ข ีย น ใ น ร ูป I ม ต ร ิก ช ! ด ้เ ป ็น

X* c o s y  c o s y c o s y  s i n  y - s i n y X'

y =
- s i n y c o s y 0 y ( 3 . 1 4 )

_z*_ _  s i n  y  c o s  y s i n  y  s i n  y c o s y  _ _z’_

เ ม ึ่อ แ ท น ส ม ก า ร  ( 3 . 1 0 )  ล ง ใ น ส ม ก า ร  ( 3 . 1 4 )  ร ะ บ บ พ ิก ัด ข อ ง ร ะ บ บ ส า ย อ า ก า ศ ป ัอ น ก ำ ล ัง ค ล ึ่น  x * / z *  ม ีค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ก ับ ร ะ บ บ  

พ ิก ัด ข อ ง จ า น ส ะ ท ้อ น  xyz เ ป ็น

X' c o s y  c o s y  c o s y  s i n  y -SI n y \ x - x f ]

y ’ = - s i n y  c o s y , 0 \ y - y f
_z" _ s i n  y  c o s  y  s m  6 0 s i n  y c o s y  _

แ ล ะ เ ม อ แ ป ล ง แ บ บ ร ูป ก า ร แ ผ ่พ ล ัง ง า น ย ่า น ส น า ม ไ ก ล ข อ ง ส า ย อ า ก า ศ ป ้อ น ก ำ ล ัง ค ล ื่น แ บ บ เ ซ ิง เ ส ้น ใ น ร ะ บ บ พ ิก ัด ท ร ง ก ล ม  r ’d’tp"

ด ัง ส ม ก า ร  ( 3 . 9 )  ไ ป อ ย ู่ใ น ร ะ บ บ พ ิก ัด ค า ร ์ท ีเ ซ ีย น  x * / z *  จ ะ ไ ด ้

E F (x ,y ,z ) sin0*cosy cos#*cosy -s in y 0
E f̂ (x ,y ,z ) = s in^ 'sm y cos^'siny cosy f E(d ’ )sm((f)"-<pp01)

_Eff d(x,y,z)_ cos 0" -sin 6" 0 | / H(0 ')cos(y~ yj_

ใ ด ยท่ี r’ + Y 1 + zT 2 , 9 ’  =  tm~'\ç̂ " แ ล ะ  </>" =  t a n ' ^ j  แ ล ะ จ า ก ร ูป  3 . 3  นิ11= นิ1 , â y = S y

แ ล ะ  น ิ, =  นิ2 ด ัง น ั้น จ า ก ส ม ก า ร  ( 3 . 1 2 )  ส น า ม ไ ฟ ฟ ้า ใ น ร ะ บ บ พ ิก ัด  x y z *  ส า ม า ร ถ เ ข ีย น อ ย ู่ใ น ร ะ บ บ พ ิก ัด ข อ ง จ า น ส ะ ท ้อ น  x y z  

ไ ด ้เ ป ็น

Efr \ x , y ,z ) c o s y  c o s y  - s i n y  s i n  y  c o s y

Ey‘ed(x,y,z) = c o s y  s i n  y  c o s y  s i n  y  s i n  y E f̂ (x ,y ,z ) ( 3 . 1 7 )

E ^ ( x ,y ,z \ - s i n y  0  c o s  y £ y w , z ) j

จ า ก ก า ร แ ป ล ง ร ะ บ บ พ ิก ัด ข ้า ง ด ้น  ล ัง เ ก ต ว ่า แ ก น  y  ข อ ง ร ะ บ บ พ ิก ัด ส า ย อ า ก า ศ ป ้อ น ก ำ ล ัง ค ล ื่น น ั้น ว า ง ต ัว อ ย ู่ใ น ร ะ น า บ  

XV เ ท ่า น ั้น  ซ ึ่ง ก า ร ก ำ ห น ด ร ะ บ บ พ ิก ัด ส า ย อ า ก า ศ ป ้อ น ก ำ ล ัง ค ล ื่น แ บ บ น ั้ม ีค ว า ม เ ห ม า ะ ส ม ส ำ ห ร ับ ส า ย อ า ก า ศ ป ้อ น ก ำ ล ัง ค ล ื่น ท ี่ม ี 

โ พ ล า ไ ร เ ซ ช ัน แ บ บ เ ซ ิง เ ส ้น ใ น แ น ว  y  ท ี่น ำ ม า ใ ช ้ว ิเ ค ร า ะ ห ์ใ น ว ิท ย า น ิพ น ธ ์น ั้ เ น ึ่อ ง จ า ก ส า ย อ า ก า ศ ท ี่ม ีโ พ ล า ไ ร เ ซ ช ัน ใ น แ น ว  y  เ ก ิด จ า ก
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ก า ร ใ ช ้ส า ย อ า ก า ศ ท ี่ม ีโ พ ล า ไ ร เ ซ ช ัน ใ น แ น ว  y{<t>p0, = 0 )  แ ล ะ ภ า พ ฉ า ย ' ข อ ง แ ก น ' ข อ ง ส า ย อ า ก า ศ ป ้อ น ก ำ ล ัง ค ล ื่น บ น ' ร ะ ! แ า บ  XV ท ่า  

ม ุม  <po= 0  ก ับ แ ก น  X แ ก น ข อ ง ส า ย อ า ก า ศ ป ้อ น ก ำ ล ัง ค ล ื่น ส า ม า ร ถ ท ่า ม ุม ก ับ แ ก น  Z เ ป ็น ม ุม  6„ ใ ด   ๆ ด ัง แ ก น  x’ŸzT ทแ ส ด ง  

ใ น ร ูป  2 . 8  แ ล ะ  2 . 9  ด ัง น ั้น ท ่า ให้ส า ม า ร ถ ห า ส น า ม ไ ฟ ฟ ้า จ า ก ส า ย อ า ก า ศ ป ้อ น ก ำ ล ัง ค ล น ท ั๋ม โีพล า ไรเซช ัน แ บ บ เ ช ิง เ ส ้น ใ น แ น ว  y  ซ ึ่ง ม ี 

ก า ร ว า ง ต ัว อ ย ู่ท ี่ต ำ แ ห น ่ง  (xf ,yf ,zf ) ใ น ร ะ บ บ พ ิก ัด ค า ร ์ท ีเ ช ิย น  xyz แ ล ะ แ ก น ข อ ง ส า ย อ า ก า ศ ป ้อ น ก ำ ล ัง ค ล ํ่น ท ่า ม ุม ก ับ แ ก น  Z 
เ ป ็น ม ุม  ( ส ิ,  ใ น ร ะ บ บ พ ิก ัด ข อ ง จ า น ส ะ ท ้อ น แ ล ะ ม ีท ิศ ท า ง อ ย ู่ใ น ร ูป ข อ ง เ ว ก เ ต อ ร ์ห น ึ่ง ห น ่ว ย  â x , 3  ฝ ็ไ ด ้ด ัง ส ม ก า ร  ( 3 . 1 6 )

น อ ก จ า ก ก า ร แ ป ล ง ร ะ บ บ พ ิก ัด เ พ อ ห า ส น า ม ไ ฟ ฟ ้า จ า ก ส า ย อ า ก า ศ ป ้อ น ก ำ ล ัง ค ล ื่น ใ น ร ะ บ บ พ ิก ัด จ า น ส ะ ท ้อ น ท ี่ก ล ่า ว ไ ว ้ข ้า ง  

ต ัน แ ล ้ว  ก า ร ว ิเ ค ร า ะ ห ์ร ะ บ บ ส า ย อ า ก า ศ ซ น ิด จ า น ส ะ ท ้อ น เ ด ี่ย ว ร ูป พ า ร า โ บ ล ัก ย ัง ม ีค ่า ป ัจ จ ัย ท ี่เ ก ี่ย ว ช ้อ ง ก ับ ส า ย อ า ก า ศ ป ้อ น ก ำ ล ัง ค ล ื่น  

ท ี่สำคัญอ ย า ง ห น ึ่ง ใ น ก า ร ด ูส ม ร ร ถ น ะ ข อ ง ร ะ บ บ ส า ย อ า ก า ศ ช น ิด จ า น ส ะ ท ้อ น เ ด ี่ย ว ร ูป พ า ร า โ บ ล ัก ค ือ  ร ะ ด ับ ค ว า ม เ ร ีย ว ท ี่ข อ บ  (edge 

t a p e r )  ข อ ง จ า น ส ะ ท ้อ น

ร ะ ด ับ ค ว า ม เ ร ีย ว ท ี่ข อ บ ข อ ง จ า น ส ะ ท ้อ น เ ป ็น ค ่า ป ัจ จ ัย ท ี่ก ำ ห น ด จ า ก ร ะ ด ับ ค ว า ม เ ข ้ม ข อ ง ส น า ม ไ ฟ ฟ ้า จ า ก ส า ย อ า ก า ศ ป ้อ น  

ก ำ ล ัง ค ล ื่น ท ี่ข อ บ ข อ ง จ า น ส ะ ท ้อ น เ ป ร ีย บ เ ท ิย บ ก ับ ร ะ ด ับ ค ว า ม เ ข ้ม ข อ ง ส น า ม ไ ฟ ฟ ้า จ า ก ส า ย อ า ก า ศ ป ้อ น ก ำ ล ัง ค ล ื่น ใ น ท ิศ ท า ง ต า ม  

แ ก น ข อ ง ส า ย อ า ก า ศ ป ้อ น ก ำ ล ัง ค ล ื่น ท ี่จ ุด บ น พ ิ้น ผ ิว ส ะ ท ้อ น ด ัง ส ม ก า ร  ( 3 . 1 8 )

ET{dB) = 201og
( p fe e d ไ

^ e d g e

o g

ไ
p fe e d  

^ b o re s ig h l 1J

( 3 . 1 8 )

โดยท่ี £ธ์”? คือ สน'มไฟฟ้าจากสายอากาศป้อนกำลังคล่ืนท่ีขอบของจานสะท้อน และ . คือ สนามไฟฟ้าจากสายeage bcresighl
อากาศป้อนกำลังคล่ืนในทิศทางแนวเล็งหลักของสายอากาศป้อนกำลังคล่ืนท่ีจุดบนพ้ินผิวสะท้อน

จากข้อกำหนดของระดับความเรียวท่ีขอบช้างตัน เม่ึอพิจารณาระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลัก 
แบบสมมาตรท่ีใช้วิเคราะห์ในวิทยานิพนธ์น้ัดังรูป 2.8 สายอากาศป้อนกำลังคล่ืนวางตัวอยู่ท่ีจุดโฟกัสซ่ึงเป็นจุดกำเนิดของระบบ 

พิกัดจานสะท้อน (xf  =0,y  1 =  0,zf  =0) โดยแกนของสายอากาศป้อนกำลังคล่ืนท่ามุมกับแกน Z เป็นมุม Qo = ท และ 
ภาพฉายของแกนของสายอากาศป้อนกำลังคล่ืนบนระนาบ XV ท่ามุม 00 =0 กับแกน X ดังน้ันระดับความเรียวท่ีขอบใน 
ระนาบ XZ จังเป็น

ET(dB) = 201oe Iç * • '( '• .■ ฟ  
, เร ิ/“ '('-„,0,0)|.

= 20 log
จุ/ ifewใ)!2 0)r  cos2( ^ )

ร1112 ( ^ 8!) + \fH (o fcos2̂ )

( 3 . 1 9 )

จากสมการ (2.2ฃ) r0■ ร ะ - f  คือ ระยะทางจากจุดโฟกัสไปยังจุดบนจานสะท้อนในทิศทางตามแนวแกน

ของสายอากาศป้อนกำลังคล่ืน และ r =— ——  คือ ระยะทางจากจุดโฟกัสไปยังจุดขอบของจานสะท้อนรูปพาราโบลัก
' l + COSŸ0 ' '

แบบสมมาตร ซ่ึงเม่ือแทนลง'โนสมการ (3.19) จะได้
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ET(dB) = 201oc
( จ ุ/!/,/*'0) : ร1ท2( ^ )  + : cos: ( ^ )  l + cos/F0/2)

2sm2( ^ ) + |/ / / ( 0 )2cos2 ( ^ )  2 ,
(3.20)

โดยท่ึ 'P คือ มุมกว้างของจานส:ท้เอนรูปพาราโบสักแบบสมมาตรหาได้ดังสมการ (2.6) และสำหรับในระบบสายอากาศชนิด 

จานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบสักแบบไม่สมมาตรท่ึใช้ในการวิเคราะห์ในวิทยานิพนธ์น้ีด้งรูป 2.9 สายอากาศป้อนกำลังคด่ีนวางตัว 

อยู่ท่ึจุดโฟกัสซ่ึงเป็นจุดกำเนิดของระบบพิกัดจานสะท้อน (x- - 0 _ y  1 =0 \z f  =0) โดยแกนของสายอากาศป้อนกำลังคล่ืนทำ 

มุมกับแกน Z เป็นมุม 90 =71-'Vf และภาพฉายของแกนของสายอากาศป้อนกำลังคล่ืนบนระนาบ XV ทำมุม ((>0-0  กับ 
แกน X ดังน้ันระดับความเรียวท้ฃอบในระนาบ XZ ทขอบบนและขอบล่างเป็น

f  F feed(r,, 0) ^
E TU (1JB ) =  201oe — -1 " ' ’  / ’

\  \Ëfad(rfm\ J

201 ^ ^ u _VF/) 2 + - ^ / )  2 cos

v จุ/!/,(อ)!2ร.ท2( ^ ) + ! / H(ofcos: ( ^ )

จ ุ/!/,(%  - '* / ) I ร1ท2( ^ )  + !///(%  cos2( ^ )  r3.

ETL(dB) = 201og

= 201og

Ëfeed(r,JVf -4 * ,0)f 

Efetฟ(/>,0,0)| y

จ ุ/!/, 01/ - ^ l)|2 ร1ท2 ( ^ / ) + ! / / / / * /  - ^ . ) เ2 cos2( ^ )  r^ - '^ )  ร1ท2( ^ )  + / / / / * /  - ^ . )  cos 

จ ุ/!/,(0)!2 ร.ท2( ^ )  + !///(0)f cos: ( ^ )

(3.2ใก)

(3.2ใข)

จากสมการ (2.2ข) r, =— ——  คือ ระยะทางจากจุดโฟกัสไปยังจุดบนจานสะท้อนในทิศทางตามแนวแกนของ 7 l+cos4y
สายอากาศป้อนกำลังคล่ืน/-,. = ---—----  คือ ระยะทางจากจุดโฟกัสไปยังจุดขอบบนในระนาบ XZ ของจานสะท้อนรป

ü l + cos% ' ' i

พาราโบสักแบบไม่สมมาตร และ r = --- —  คือ ระยะทางจากจุดโฟกัสไปยังจุดขอบล่างในระนาบ XZ ของจานสะท้อน
L 1 + cos^

รูปพาราโบสักแบบไม่สมมาตร ซ่ึงเม่ือแทนลงในสมการ (3.21ก-ฃ) จะได้

ET,. {dB) = 201oü
- 'ช ุ- ) f  à n J ( ^ ) + | / „ (%  - 'ช ุ, ) ) 2cos’ ( ^ )  1 + c 06ช ุ

sm2( ^ )  + |//(0 )!2cos2( ^ ) l + cos^.
(3.22ก)

/
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r

ETl (dB) = 201og

V

Sin2 ( ^ )  + v&iÿpd) l + cos'i'j.

]น ่< 0 ) 2 sin2 ( ^ )  + [/«(O)2 cos2 ( ^ )  1 + C0SVF/

ไ

y

(3.22ข)

โดยท่ี 4^ คือ มุมเล็งของสายอากาศป้อนกำลังคล่ืน 4'(/,4รู คือ มุมกว้างของขอบบนและขอบล่างของจานสะท้อนรูป 
พาราโบลักแบบไม่สมมาตรในระนาบออฟเซต ตามลำดับ

ระดับความเรียวท่ีขอบท่ีกล่าวไว้ข้างต้นเป็นค่าปัจจัยท่ีใช้เป็นดูผลกระทบจากปรากฎการณ์เล้ิยวเบนท่ีเกิดข้ึนในระบบ 
สายอากาศชนิดจานสะท้อนเดยวรูปพาราโบลัก ซ่ึงได้แสดงไว้ในผลการวิเคราะห์ในบทท่ี 4 ต่อไป

กรรมวิธีท้ศนศาสตร์เชิงเรขาคณิต

กรรมวิธีท้ศนศาสตร์เชิงเรขาคณิตเป็นวิธีประมาณเชิงวิเคราะห์ในย่านความท่ีสูงลำหรับการศึกษาพฤติกรรมของคล่ืน 

ในตัวกลาง เช่น การตกกระทบ การสะท้อน และการหักเหท่ีผิวรอยต่อ โดยใช้แนวความคืดเท่ียวกับรังสีมาอธิบาย การเคล่ือนท่ี 

ของรังสีและการเคล่ือนไปของสนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กตามลำรังสีเป็นแนวความคิดสำคัญในการวิเคราะห์คล่ืนท่ีแผ่ 

กระจายในช้ันบรรยากาศ.ม่ึอความยาวคล่ืนเช้าใกล้ศูนย์ (/1->0)

ดังน้ันในการศึกษาพฤติกรรมของคล่ืนท่ีพ้ินผิวจานสะท้อนของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเท่ียวรูปพาราโบสีก 

ในวิทยานิพนธ์น้ั ขนาดของจานสะท้อนจะมีขนาดใหญ่มากเม่ึอเทียบกับความยาวคล่ืนท่ีใช้งาน หรีอกล่าวคือความยาวคล่ืนท่ีใช้ 

งานมีค่าเช้าใกล้ศูนย์เม่ึอเทียบกับขนาดของพ้ินผิวจานสะท้อนท่ีพิจารณา (A ./D  ->0) ท่าให้สนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กบน 

ระนาบหน้าจานท่ีเกิดจากคล่ืนแม่เหล็กไฟฟ้าจากสายอากาศป้อนกำลังคล่ืนแผ่พลังงานมาตกกระทบบนพ้ินผิวจานสะท้อนแล้ว 

เกิดการสะท้อนมายังระนาบหน้าจานสามารถหาได้จากกรรมวิธีทัศนศาสตร์เชิงเรขาคณิต

กรรมวิธีท้ศนศาสตร์เชิงเรขาคณิตแบบด้ังเดิมน้ันถูกพัฒนาเพ่ือวิเคราะห์การเคล่ือนไปของแสงซ่ึงมีความท่ีสูงพิเศษ 

โดยไม่จ่าเป็นต้องพิจารณาธรรมชาติความเป็นคล่ืนของแสง โดยการเคล่ือนท่ีและการส่งผ่านพลังงานจากจุดหน้ังไปยังอีกจุด

หน้ังสามารถค่านวณได้ด้วยหลักการพ้ินฐาน 2 ประการท่ีอธิบายการเคล่ือนท่ีไปของคล่ืนในลักษณะของรังสีคือ

1. หลักการของแฟร์มาต้ (Fermat's principle) เป็นหลักการท่ีท่าให้ทราบว่าคล่ืนเคล่ือนท่ีไปตามเส้นทางใด กล่าว 

ไว้ว่า แนวรังสีระหว่างจุดสองจุดใด ๆ P 1 กับ p 2 น้ันเป็นไป๓ มเส้นทางท่ีใช้เวลาในการเดินทางน้อยท่ีสุด หรีอคล่ืนจะเคล่ือนท่ี 

ไปในเส้นทางท่ีใช้เวลาน้อยท่ีสุดในการเดินทาง ซ่ึงหลักการดังกล่าวน้ัเชิยนเป็นสมการคณิตศาสตร์ได้ดังน้ั

พ(.ร)ฝึ!ร'= 0 (3.23)

โดยท่ี 5  แสดงกิงอัตราการเปล่ียนแปลงเทียบกับ ร ซ่ึงเป็นระยะทางท่ีรังสีเคล่ือนไปและ ท(ร) คือ ดัชนิหักเหของตัวกลางซ่ึง 

เท่ากับ k (s ) /k 0 และบ่งบอกว่าเส้นทางการเคล่ือนท่ีของรังสีระหว่างจุดสองจุดใด ๆ P i กับ p 2 ต้องคงตัว (stationary) เมอ 

มีการเปล่ียนแปลงเล็ก ๆ ในทิศทางท่ีรังสีเคล่ือนไป

2. หลักการอนุรักษ์พลังงานภายในลำรังสีเล็ก ๆ บ่งบอกถืงการลดทอนความเข้มของคล่ืนท่ีเคล่ือนไป โดยมีหลักว่า 

กำลังงานท่ีส่งผ่านภาคตัดขวางใด ๆ ภายในลำรังสีเล็ก ๆ จะคงท่ีตลอดความยาวของลำรังสีน้ัน

หลักการอนุรักษ์พลังงานภายในลำรังสีเล็ก ๆ น้ั สามารถอธิบายความเข้มของคล่ืนท่ีตำแหน่งต่าง ๆ โดยสมมุติว่า 

คล่ืนท่ีเคล่ือนท่ีไปถูกแทนด้วยลำรังสีดังรูป 3.4 โดยท่ีหน้าคล่ืนของคล่ืนถูกกำหนดโดยจุดต่าง ๆ บนพ้ินท่ีหน้าตัดของลำรังสี



และรัศมีความโค้งหลัก (principal radii) ของหน้าคล่ีนถูกกำหนดด้วย R, และ Ri  ท่าให้ลำรังสีน้ีสามารถใช้แทนคล่ีนท่ีมี 

หน้าคล่ีนแบบใด ๆ ได้ เซ่น

1. ถ้ารัศมีความโค้งหลัก R, และ Ri  เท่ากัน ลำรังสีน้ีใช้แทนคล่ีนท่ีมีหน้าคล่ีนแบบทรงกลม

2. ถ้ารัศมีความโค้งหลัก R1 หรือ Ri  มีค่าเป็นอนันต์ ลำรังสีน้ีใช้แทนคล่ีนท่ีมีหน้าคล่ีนแบบทรงกระบอก

3. ถ้ารัศมีความโค้งหลัก R, และ Ri  มีค่าเป็นอนันต์ ลำรังสีน้ีใช้แทนคล่ีนท่ึมีหน้าคล่ีนแบบระนาบ

จากรูป 3.4 และหลักการอนุรักษ์พลังงานภายในลำรังสีเล็ก ๆ กำลังงานท่ีผ่านภาคตัดขวาง d A 0 กับ dA  มี 

ค่าเท่ากัน ดังน้ัน

ร0dA0 = SdA (3.24)

โดยท่ี ร0 และ ร  ค้อ ความหนาแน่นของกำลังงานท่ีจุด 0  และจุด P ตามลำดับ

ส่าหรับคล่ีนแม่เหล็กไฟฟ้าน้ัน ความหนาแน่นของกำลังงาน ร (? ) สามารถหาได้จากความเข้มสนามไฟฟ้า Ë ( r )  
ดังสมการ (3.25)

(3.25)

โดยท่ี Z  =  ^ / น ิเร  ิ ค้อ อิมพีแดนซ์ลักษณะสมบัติของตัวกลางในบริเวณการแผ่กระจายคล่ีน

ถ้าความเข้มสนามไฟฟ้าท่ีจุด 0  และ P เป็น £ 0 และ Ëp ตามลำดับ ดังน้ันกำลังงานท่ีผ่านพ้ินท่ีภาคตัดขวาง

dA  0 กับ dA  เท่ากับ
y Ië0\2R.duR,dv \Ep\2(R.+s)du(R1+s)dv
กับ ' — ^  — และ — -----!--- ^ ------------- ตามสาดับ ซ์งเมอแทนลงในสมการ (3.24) จะได้

2Z
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จากสมการ (3.26) พบว่า ความเข้มของสนามไฟฟ้าท่ีจุดใด ๆ แปรผันตาม

ตัวประกอบการลดทอนเซิงอวกาศ (spatial attenuation factor)

หลักการพ้ืนฐาน'ท้ัง 2 ท่ีกล่าวมาไม่สามารถบ่งบอกข้อมูลเท่ียวกับเฟสและโพลาไรเซชันของคล่ืน ท่าให้กรรมวิธีทัศน 

ศาสตร์เซิงเรขาคณิตแบบด้ังเดิมไม'สามารถอธิบายพฤติกรรมของคลันในตัวกลางได้ครบถ้วน เนองจากข้อมูลเท่ียวกับโพลาไร- 

เซชันและเฟสเป็นคุณสมบัติสำคัญท่ีต้องรวมเข้าไปพิจารณาพฤติกรรมของคลน ด้งน้ันกรรมวิธีทัศนศาสตร์เซิงเรขาคณิตแบบ 

ด้ังเดิมจืงถูกปรับปรุงเพ่ึอให้สามารถอธิบายพฤติกรรมของคล่ืนได้อย่างครบถ้วน โดยท่าการหาผลเฉลยของสมการแมกช์เวลล์ 

และสมการคล่ืนด้วยวิธีการประมาณเซิงวิเคราะห์ในย่านความท่ีสูงหริอเม่ือความท่ีเซิงมุมเข้าใกล้ค่าอนันต์ ซ่ึง Luneberg และ 

Kbne สมมุติว่าผลเฉลยดังกล่าวอยู่ในรูปอนุกรมท่ีเป็นส่วนกลับของความท่ีเซิงมุมกำลังต่าง ๆ ด้งน้ั

โดยท่ี ko เท่ากับ & ม ุ / £'0 และถ้าตัวกลางท่ีคล่ืนเคล่ือนท่ีไปเป็นตัวกลางแบบไอโซทรอป็กท่ีมีค่าสภาพยอมทางไฟฟ้า (ร) และ 

ค่าความชมซาบทางแม่เหล็ก (ju) เป็นฟ้งก์ชันขององค์ประกอบเซิงตำแหน่ง X, y และ Z และเม่ือแทนผลเฉลยในสมการ 

(3.27ก-ข) ลงในสมการแมกซ์เวลล์ในบริเวณปราศจากแหล่งกำเนิดด้งสมการ (3.28กง)

(3.27ก)

(3.27ข)

V X Ë(r, œ) = -jC0fjH{r, CO) (3.28ก)

V X H (f, co)=jû x E (f, œ) (3.28ข)

V D = 0 (3.28ค)

VB=0 (3.28ง)

และใช้เอกลักษณ์เวกเตอร์ V x 4M = W x  Â + ^ Y V x Â  และ V4'x À =  - A  X พ  จะได้

V  v  x Ê J r )  ^  A j J r )  * v พ )  r  ท x ' - j c w ü j r )  
è L  ü ffl)"  +  ( jœ f  ï  h  ( jc o r

e~JkMn (3.29ก)

Y  v X H J f )  ^  A f i J r )X  v พ )  - ท V - jc c *£ m{ r )
è L  m m + (J c o r  ไ  = è  O c o r

6-A r t ท (3,29ข)

จาก D = eË และ B = fjH และใช้เอกลักษณ์เวกเตอร์ V-4M = พ ->4+4^ Â กับสมการ (3.28ค-ง) จะได้
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X V s É jn  jk 0€Ëm( r ) - V ^ r )

o r  ~ o r
-A<Af) _  /

หรือ
m=0

V'e • Ë J r )  + éV- £m(r) jk 0£Ëm(r) ■ Vy<r)
o r  o r o r

= 0 (3.29ค)

และ £m=0
v -/^ m(r) A v H m( f ) V y { r )

L o r o r
= 0

หรือ V /i-^O ) /jV  Hm(r) _ jk 0/£ m( r y v m
. o r  + (jœ)m น*»)',

= 0 (3.29ง)

จากสมการ (3.29ก-ง) เม่ือกระจายอนุกรมเพยงพจน์แรก  ๆ แล้วเทียบลัมประสิทธ้ีของพจน์ท่ึมกำลังของความท่ึ 
เซิงมุมเท่ากันในสมการ (3.29ก) จะได้

Ô 0x V (//= -O /0 (3.30ก)

Vx .£0+-2-£1 x V y / = - / J î ] 
CO (3.30ฃ)

ในท่านองเดียวกันสมการ (3.29ข) จะเป็น

k J ïQ x V y /ะะะ-a,d นุ, (3.31ก)

Vx£0 + -2- £1 x V y /=-££1 
CO

(3.31ข)

และจากสมการ (3.29ค) จะได้

- jk 0£Ë0-Vy/=0 (3.32ก)

£V•£0 ££1 - Vy/+£0 • V f = 0
CO

(3.32ฃ)

ในท่านองเดียวกันสมการ (3.29ง) จะเป็น

- A /Ô V y /= o (3.33ก)



(3.33ข)/ N - H 0 /jH , - V iy + H 0 - V/1 = 0CO

จากการกระจายอนุกรมของผลเฉลยข้างต้นพบว่า สนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กท่ีเป็นผลเฉลยน้ันเกิดจากการแก้
สมการหาผลเฉลยในลำดับแรก  ๆ ก่อนแล้วแทนผลเฉลยในลำดับแรก  ๆ ลงไปเพอหาผลเฉลยในลำดับต่อ  ๆ ไป ซ่ึงผลเฉลย 
แม่นตรงเกิดจากการรวมผลเฉลยในลำดับต่าง  ๆท่ีได้ตามสมการ (3.27ก) และ (3.27ฃ) แต่สำหรับการประมาณค่าผลเฉลยของ 
สนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กโดยกรรมวิธีทัศนศาสตร์เชิงเรขาคณิต สนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กในลำดับท่ีศูนย์ของผล

เฉลยโดยประมาณเท่าน้ันท่ีถูกนำมาใช้อธิบายพฤติกรรมต่าง  ๆของคล็น ดังน้ันเม่ือพิจารณาสมการ (3.30ก-3.33ก) พบว่า

£0xVl//=-Cy iï0 (3.34 ก)

_. _  (OS -

< II
0*

1 (3.34ข)

£0-Vy/=0 (3.34ค)

H0 - Vy/=0 (3.34ง)

จากสมการ (3.34ก-ง) พบว่า เวกเตอร์ £0, H0 และ Vi// ต้ังฉากซ่ึงกันและกัน หรือกล่าวคือ สนามไฟฟ้า สนาม 
แม่เหล็ก และ Vi// ต้ังฉากซ่ึงกันและกัน และเน่ึองจากการแปรเปล่ียนของเฟสจากสมการ (3.27ก-ง) ขนอยู่กับพ้ืนผิว แ/ ดัง 
น้ันหน้าคล่ีนหรือแนวท่ีเฟสคงท่ีถูกกำหนดด้วยพ้ืนผิว !// เท่ากับค่าคงท่ีเม่ือ แ/ เป็นจำนวนจริง หรือกำหนดด้วยส่วนจริงของ 
แ/ เท่ากับค่าคงท่ีเม่ือ !// เป็นจำนวนเชิงซ้อน และทิศทางการล่งผ่านพลังงานคล่ีนสามารถพิจารณาได้จากพอยน้ติงเวกเตอร์ 
แบบเชิงซ้อน ดังน้ันจากสมการ (3.34ก) จะได้

£0xfl'd’ = £0x ( - - ^ 7 ^ x V / )  (3.35)
(0/1

จากเอกลักษณ์เวกเตอร์ Â x ( B x C )  = ( Â - C ) B - ( Â - B ) C  และสมการ (3.34ค) £ 0 - V i / / ' = 0  ท่าให้สมการ (3.35) 
เชิยน'ใหม่’ได้เป็น

£0 xüj= - - - f à ■£'0)'V / ]  = (£0 • ฟ ึ'v ^ * (3.36)
c0/1 1 J (0/1

จากสมการ (3.36) พบว'า พอยน้ติงเวกเตอร์อยู่ในทิศทางของ Vi// ดังน้ันการส่งผ่านพลังงานคล่ีนจะอยู่ในทิศทาง 
ของ V!// เม่ือ แ/ เป็นจำนวนจริง และเน่ึอง'จาก แ/ เป็นพิงก์ชันพ้ืนผิว ดังน้ัน Vif/ คือ เวกเตอร์ท่ีต้ังฉากกับพ้ืนผิว แ/ ซ่ึงท่า 
ให้ทิศทางการส่งผ่านพลังงานคล่ีนต้ังฉากกับพ้ืนผิวหรือต้ังฉากกับหน้าคล่ีน แต่สำหรับในตัวกลางแบบมีการสูญเสิย (lossy



45

media) ค่าสภาพยอมท'งไฟฟ้า e =  e ' - j £ "  และค่าความซาบซมทางแม่เหล็ก แ  =  แ ' - j n '  และ y /= y /r - j y / ,  น้ันเป็น 

จำนวนเชิงซ้อน ดังน้ันในการบ่งบอกถึงทิศทางการเคล่ือนท่ีของรังสีหรือการส่งผ่านพลังงานคล่ืนในตัวกลางแบบมีการสูญเสีย

พิจารณาจากส่วนจริงของสมการ (3.36)

^ Ë 0 « H ; \  =  จ ^ (Ê 0 -Ë'0) v ^ = ^ ( Ë 0 - Ë l \ L i V Y r +  (3.37)

และเม่ือดำเนินการ V y/X  กับท้ังสองด้านของสมการ (3.34ก) จะได้

v ^ x (£ 0x v ^ )= (v ^ -v ^ )£ 0- ( v ^ - £ 0)v ^ = (v ^ -v ^ )£ (0

o f  IAS
■ £ v^//x H0 = ^2 ^ 0

(3.38)

ดังน้ัน V y /-  V y /  =  n z = JÆ_ (3.39)

สมการ (3.39) เรืยกว่า สมการอโคนิล (eikonal equation) และ y/ เรืยกว่า ฟ้งก๎ซันอีโคนิล (eikonal function) 

ซ่ึงเป็นผลเฉลยของสมการ (3.39) ท่ีบ่งบอกได้เพียงทิศทางการเคล่ือนท้ัฃองรังสีและหน้าคล่ืน แต่ไม่สามารถบ่งบอกถึงการ 

เคล่ือนท่ีไปของสนามไฟฟ้า £0 และสนามแม่เหล็ก H 0 ในตัวกลาง

การบ่งบอกการเคล่ือนท่ีไปของสนามไฟฟ้า £0 และสนามแม่เหล็ก H0 ในตัวกลางน้ันหาได้จากการแทนผลเฉลยใน 

สมการ (3.27ก-ข) ลงในสมการคล่ืนซ่ึงเกิดจากการดำเนินการ Vx กับท้ังสองด้านของสมการ (3.28ก) ดังน้ั

V x V  X Ë = พ -  Ë -  V2 Ë = V  X ( - jm u H ) = - j c o iN  X H+j c r i î  X \ เ 1 (3.40)

และแทนสมการ (3.28ข) ลงในสมการ (3.40) จะได้

พ  - Ë  -  v 2£  = - ( jc ü s È )- -------- X V/J

หรือ V 2Ë - W - É  +  C02IJS Ë + —  x (V x £ )  = 0 (3.41)

แทนผลเฉลยจากสมการ (3.27ก) ลงในแต่ละพจน์ของสมการ (3.41) และจากเอกลักษณ์ไดแอดิก V(4M) = 'ŸVÂ + A w  

จะได้

v 2£ = V- V £  = V- j ร-*7'’ร j-Av (3.42)
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จากเอกลักษณ!ดแอดิก V - (4M) h W ' J  + I V T  สมการ (3.42) เขียนใหมเป็น

v 2£ = s
m = 0 I=£เ

■ พ ีm jk0Wy/e Av. V£m
o r o r

jk 0e -^V -(V y£m) 0*o)2V O ^ -(V y £ J
o r o r

m=0

V -V ^  V - (V A ) '
o r 0'®)"

eAv-(jk,\^Av)-
พิท, _  v  ̂

และเน่ึองจาก V - ( V y Ë m) = Ë mV -V i/ /+ X 'i/ / -V Ë m ดังน้ัน

v2£=x<
m=0

Yl̂ Ên_jk Yl̂ ÊÀ

o r ücoy

V  Êny-V y /+ V y /-V Ë m
= 2j \ 7 7 ~ ^ - A ---------- 777!\m---------- -  A v r

‘Avn(JO"V̂M
(//■ • V£_ . _  โ V£_

0-Av

m =0 o r o r o r  ‘A V ^  J
-A r

หรอ

v2£ = | }
m=0 V É - - J k 0v 2r  11

o r o r  ^ ■

V£„ £
A v r7 7L O ) o n

0-A v

และ

w ' £ = r  X

- A - (-V r A ) W
C O m J

และพจน์ V x £  ถูกกำหนดโดยพจน์ด้านซ้ายของสมการ (3.29ก) ซ่ึงเม่ึอแทนแต่ละพจน์ลงในสมการ (3.41) แล้วเทียบ 

ล้มประสิทธ่ํพจน์ (ช2 จะได้

-*0 ( ท ' <//)£; +w2£2 £ 0 = 0

จากสมการ (3.34ค) £ 0 - V y /~ 0  ด้งน้ัน

Vy/Vy/ = n2
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และเทียบส้มประสิทธพจน์ œ จะได้

y-  ('v  Y' - v ^ )£ 1- A v ^  • V£0 -jkrV2 yÊ0-jky/y -V£0- ^ V ^ - £ 1^  û, (343)

+jk0Yy/V-Ë0+jky(Vy/-Ë0)-^—^Ë] +jk0V ln /ix (£0 X v ^ )  = 0

จากสมการ (3.33ฃ) (3.24ค) และ (3.39) ท่าให้สมการ (3.43) สามารถเขียนใหม่ได้เป็น

-yk0Vy/■พี0-jk0V2i/Ëq-Vy/jk0 (Vin£■£0+v■̂ )+jk0Vy/V-Ëq + A v ln £ xÂ> X Vy/)=0

หรือ — V2y/Ê0 + Vy/-V£0 + — Vy/Vlnf- •£0 V ln / i x (£ 0 X Vj/x) = 0 (3.44)

และจากความสมมูลของ £0 กับ £ 0 และ jj. กับ ร จะได้ £ 0 ทีสอดคล้องเป็นด้งสมการ (3.45)

- V2y/Ht3 + Vy/-V£0+ — Vy/V ln/r •£0- - V l n f  x(£ 0 XVy/) = 0 (3.45)

สมการ (3.44) และ (3.45) เป็นสมการท่ีแสดงถ้งการเคล่ึอนท่ีไปของสนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กในตัวกลางซ่ึง 

เรียกว่า สมการการขนส่ง (transport equation) และเน่ึองจาก Vy/ แสดงถ้งทิศทางการเคล่ือนท่ีของรังสีในตัวกลางแบบไม่ 

สูญเสียเม่ึอ y/ เป็นจำนวนจริง ด้งน้ันเวกเตอร์หเนงหน่วยท่ีใช้บ่งบอกทิศทางการเคลอนท่ีของรังสีถูกกำหนดเป็น

. Vu/ Vu/
s =  1 ■■■ = =  —  (3.46)

yjVy/-Vy/ ท

ซ่ึงเม่ึอแทนลงในสมการ (3.34ก) จะได้

£ 0= ^ พ :xÉ°=^yl (3.47)

โดยท่ี Z = Jpi/e คือ อิมพีแดนซ์ลักษณะสมบัติของตัวกลางในบริเวณการแผ่กระจายคล่ืน
จากความส้มพันธ์ของ £0,£ 0 และ ร ในสมการ(3.34ค)(3.34ง)และ(3.47) พบว่า สนามไฟฟ้าและสนาม 

แม่เหล็กเน์องจากกรรมวิธีทัศนศาสตร์เซิงเรขาคณิตน้ันสอดคล้องกับคุณสมบัติของคล่ํนระนาบในตัวกลางแบบไม่มีการสูญเสีย 
และถ้าเป็นตัวกลางแบบมีการสูญเสีย ร จะมีทิศ'ทางตามสมการ (3.37)
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จากท่ีกล่าวม•ในตัวกลางแบบไม่มีการสูญเสีย การเคล่ือนท่ีของรังสีเป็นไปตาม ริ ในสมการ (3.46) ชงการเคล่ือนท่ี 
ของรังสีน้ันอาจจะเคล่ือนท่ีไปตามเส้นทางใด  ๆ ถ้าสมมุติว่าเส้นทางการเคล่ือนท่ีของรังสีเป็นดังรูป 3.5 ชงมีแนวการเคล่ือนท่ี 
เป็นเส้นโค้ง การบ่งบอกแนวการเคล่ือนท่ีของรังสีก็สามารถท่าไค้โดยพิจารณาจากรัศมีความโค้งของรังสี

รูป 3.5 การพิจารณาเส้นทางการเคล่ือนท่ีของรังสีใด  ๆจากรัศมีความโค้งของรังสี

จากรูป 3.5 P  คือ รัศมีความโค้งของรังสี และ ท  คือ เวกเตอร์หน่ืงหน่วยในทิศทางของรัศมีความโค้ง ดังน้ันจาก 
แคลคูลัส (อรุณ, 2533)

(£ _ ̂  
ds~ P

และเนื่องจาก s -V s = d s /d s  และจากเอกลักษณ์เวกเตอร์ V (^-5 ) = (j4-V)5 + (5-V)y4 + 5x(V x^ î)  ท่าให้ 

s - Vs  = - s x ( V x s )  ดังนัน

— = -sx(Vxs) = — (3.48)

เม่ือแทน ร ในสมการ (3.46) ลงในสมการ (3.48) ใช้เอกลักษณ์เวกเตอร์ Vx(4M) = พ x ^  + W x / j  และ 

V x W  = 0 และเน่ืองจาก V - = —t V» = -~—■n จะได้

—  = -s X (Vx ——) = -ริX(V— X V 1//+—V xV y) = -$x (V— X พ y/) 

= -s X ( - — V ln« X Vy/) = -s X (5 X V ln/7)

จากเอกลักษณ์เวกเตอร์ Âx(BxC)=(ÂC)B-(ÂB)C ดังน้ัน

— = -(5- Vlnrt)s+(i- s)Vlnw = - (ร- Vlnn)j + Vln/J
P

(3.49)
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ซ่ึงท่าการดำเนินการ n p • กับสมการ (3.49) และเนองจาก h - ริ -  0 ดังน้ัน

— = « -Vln/Î (3.50)
P

เน้ัองจากรัศมีความโค้งของรังสีเป็นค่าบวก เม่ือกำหนดให้ hp มีทิศพุ่งเข้าหาศูนย์กลางความโค้ง ดังน้ันจากสมการ 

(3.50) อัตราการเปล่ืยนแปลงของดัชนีหักเหในทิศทางของรัศมีความโค้งจะต้องมีค่าเป็นบวกน่ันคือ รังสีจะมีทิศทางเบนเข้าหาตัว 

กลางท่ึมีดัชนีหักเหสูงกวา และสำหรับในตัวกลางเอกพันธุดัซนิหักเหไม่ข้ึนอยู่กับองค์ประกอบเชิงตำแหน่ง ดังน้ัน VInw = 0 

ท่าให้รัศมีความโค้งของรังสีมีค่าเป็นอนันต์ หรอกล่าวไต้ว่ารังสีเคล่ือนท่ีเป็นเส้นตรงในตัวกลางเอกพันธุ

การวิเคราะห์ข้างต้นพิจารณาตัวกลางแบบไอโซทรอปิกใด ๆ แต่ในการคืกษาพฤติกรรมคลนโดยส่วนใหญ่น้ันจะ 

พิจารณาตัวกลางแบบไอโซทรอปิกท่ีเป็นตัวกลางเอกพันธุและไม่มีการสูญเสีย รวมท้ังระบบสายอากาศซนิดจานสะท้อนเดยวรูป 

พาราโบสีกก็ถูกน่ามาใช้งานในอวกาศว่าง (free space) ก็เป็นตัวกลางแบบน้ี ซ่ึงค่าสภาพยอมทางไฟฟ้าและค่าความชาบชิมทาง 

แม่เหล็กเป็นค่าคงที'ไม่ข้ึนกับองค์ประกอบเชิงตำแหน่ง ดังน้ันสมการท่ึใข้คืกษาการเคล่ือนท่ีไปของคลนในตัวกลางดังสมการ

(3.39) (3.44) และ (3.47) จะกลายเป็น

ร71เ/พ1เ/=ท2=-̂ ~ (3.5ใก)

(v^-v)£0+  ̂v2̂ 0=0 (3.51ฃ)

ริ xËn
E = — (3.51 ค)

โดยท่ี ร ิ =  V y //n  และสำหรับตัวกลางแบบไม่สูญเสีย

ป็' ภT* 0̂ /  F- r - 7 .  ■ ^ 0-E0)s
Eo «Ho = (E0■%)*¥= ZCOfU Z

เน้ีองจาก Vy/-V = ท(V^//«)-V = «y y = nd!ds เป็นอนุพันธ์ในทิศทางรังสี ดังน้ันสมการ (3.51ก) และ (3.51ฃ) เขยน 

ใหม่ไต้เป็น

d iy
ds

ท

ds 2
V2y£0=0

(3.52ก)

(3.52ข)
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รูป 3.6 ลำรังสีท่ีใช้แทนการเคล่ือนทิไปของคล่ืนในตัวกลางเอกพันธุท่ีไม่มีการสูญเสีย

และเมออินทิเกรตสมการ (3.52ก) และ (3.52ข) ตามเส้นทางการเคล่ือนท่ีของรังสีจะได้

v is ) = ^ {ร0) + ^ ทdร= ^ ร0) + ท(ร-ร0) (3.53ก)

Ë0(s)=Ë0(ร0) (3.53ฃ)

จากรูป 3.6 การเคล่ือนท่ีไปของคล่ืนในตัวกลางเอกพันร์ท่ีไม่มีการสูญเสียสามารถแทนได้ด้วยลำรังสีเล็ก  ๆ ซ่ึงมี y 
เป็นเวกเตอร์ท่ีบ่งบอกทิศทางการเคล่ือนท่ีของรังสีอยู่ในแนวเส้นตรง เน่ืองจากรังสีเคล่ือนท่ีเป็นเส้นตรงในตัวกลางเอกพันธุตาม 
ท่ีได้กล่าวมาแล้ว และพ้ืนผิวเฟสคงท่ีหรือหน้าคล่ืนใด  ๆ y/ ของคล่ืนถูกกำหนดโดยจุดบนพ้ืนท่ีภาคตัดขวาง dAo ซ่ึงมีรัศมี 
ความโค้งหลักเป็น R] และ R2 และมีค่าความโค้งแบบเกาส์ A'1 =1/R\R2 และพ้ืนผิวเฟสคงท่ีหรือหน้าคล่ืน ใกล้ ๆ
ถูกกำหนดโดยจุดบนพ้ืนท่ีภาคตัดขวาง dA ซ่ึงมีรัศมีความโค้งหลักเป็น R,+AR, และ R2+AR2 และมีค่าความโค้งแบบ 
เกาส์ K2=1/(R\+AR\)(R2+AR2) ดังน้ันถ้ากำหนดให้ F = Kns จะได้

โดยท่ํ A  ค้อ พ้ืนผิววงปิดซ่ึงประกอบด้วยพ้ืนผิวด้านช้างท้ังสองด้านของลำรังสีและหน้าคล่ืน I// และ I//+AI// และจากทฤษฎี 
บทไดเวอร์เจนช์จะได้ F̂-dÀ = J y -FdV = 0 ดังน้ัน V-F= 0 หรือ V-Km = KnV-ร+J- VKn = 0 ซ่ึงจะ'ได้

เน่ืองจาก VV=V-V^=V-«y  และส่าหรับกรณีท่ีตัวกลางเป็นสารเอกพันธุ ดัชนีหักเห « มีค่าคงท่ีไม่ข้ึนกับองค์ประกอบ 
เช้งตำแหน่ง ดังน้ัน

\f- dÀ = F-i ̂  vdA - F- i  vdA0

= K2ท(R̂ +ARi)(R2 + AR~)di<d\’-K]nR]R:dnd\’ = 0

V- s = —
s'VKn 1 dKn d\r)(Kn)

Kn Kn ds ds
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2 d\ท(Kn) d\nK
V u/ = nV s = ~n----7—  = -n— -—

ds ds
(3.54)

ซ่ึงเม่ึอแทนลงในสมการ (3.53ข) จะได้

และเม่ึอแทนสมการ (3.55) และ (3.53ก) ลงในสมการ (3.27ก) โดยคิดเฉพาะพจน์แรกของอนุกรมจะได้

(3.55)

Ê{s) = Ë0{ร)6-^ = Ë0{ร0).

= £ 0(■ง.r

K{s0)

1-

R II 3-
I (H + AR.XR+AIl)

(3.56)

สมการ (3.56) คือ ผลเฉลยของสนามไฟฟ้าเน่ืองจากกรรมวิธีทัศนศาสตร์เซิงเรขาคณิตในตัวกลางเอกพันธุท่ีไม่มีการ 
สูญเสีย ซ่ึงสามารถนำมาใช้ในการอธิบายคล่ืนท่ีแผ่กระจายไปในอวกาศว่างได้ เน่ืองจากในอวกาศว่างเป็นสารเอกพันธุทไม่มีการ 

สูญเสียโดยมีค่าด้ซน์ทักเหเป็นหน่ืง และจากรูป 3.6 ถ้ากำหนดให้ตำแหน่งอ้างอิงอยู่ท่ึจุด 0 ใดๆ ท่ีซ่ึง $0=0 และเม่ือคล่ืน 
เคล่ือนท่ีไปเป็นระยะทาง AR, = AR2 = รดังน้ันสนามไฟฟ้าท่ีแผ่พลังงานจากจุดอ้างอิง Q ใดๆเป็นด้งสมการ(3.57)

m  = m L  I  - e jk°* (3.57)
V ( ^ + ร)(& +ร)

โดยท่ี Ë(Q) คือสนามไฟฟ้าท่ีจุดอ้างอิงฐใดๆ ซ่ึงมีค่าเท่ากับ£0(ร0= 0)e~jkMO) และเท่ีอพิจารณาสมการ(3.57)เราพบ 
ว่า สนามไฟฟ้าท่ีแผ่พลังงานจากจุดอ้างอิงใด  ๆ ไปยังจุดสังเกตน้ันมีการลดทอนเน่ืองจากตัวประกอบการลดทอนเซ่นเดียวกับ 
ในกรรมวิธีทัศนศาสตร์เชิงเรขาคณิตแบบด้ังเดิมซ่ึงหาได้จากหลักการอนุรักษ์พลังงานภายในล่ารังสีเล็ก  ๆ แต่สมการ (3.57) 
สามารถบ่งบอกถ้งโพลาไรเซชันและเฟสของของคล่ืนแม่เหล็กไฟฟ้าได้ โดยท่ีโพลาไรเซชันของคล่ืนเป็นไปตามโพลาไรเซชันของ 
คล่ืนท่ีจุดอ้างอิงใด  ๆ และเฟสของคล่ืนแปรเปล่ืยนตามเอกซ์โพเนนเชียลฟ้งก์ชันของระยะทางท่ีรังสีเคล่ือนท่ี แต่ในตัวกลางไม่ 
เอกพันธ์ท่ีมีการสูญเสีย โพลาไรเซชันของคล่ืนจะเป็นไปตามสมการ (3.44) และ (3.45) และเฟสของคล่ืนแปรเปล่ืยนตาม 
เอกซ์โพเนนเชียลฟ้งก์ชันของพ้ินผิว I// และเม่ือ,พิจารณาสมการ (3.57) พบว่า ข้อเสียของกรรมวิธีทัศนศาสตร์เซิงเรขาคณิตคือ 
ไม่สามารถหาสนามไฟฟ้าทิจุดหรือแนวการตัดกันของรังสี (caustic) ซ่ึงเกัดข้ึนเน่ือระยะทางท่ีรังสีเคล่ือนท่ี ร เท่ากับ -R] หรือ 

-R2 ซ่ึงทำให้ค่าปัจจัยการลดทอนมีค่าเป็นอนันต์ โดยถ้า -R2 < ร < -R\ พจน์ R]+s ในค่าปัจจัยการลดทอนจะเป็นลบท่าให้



52

ค่าปัจจัยการลดทอนเป็นจำนวนจ็นตภาพแท้ ด้งน้ันเพ่ือคล่ีนผ่านจุดหรือแนวการตัดกันของรังสีจะทำให้เฟสของคล่ีนเปล่ียนไป 
90 องศา และเพ่ือ ร < -R2< -R\ ท้ังเทอม R]+s และ R2+s จะเป็นลบดังน้ันเฟสของคล่ีนก็จะเปล่ียนไปอีก 90 องศา

จากกรรมวิธีทัศนศาสตร์เชิงเรขาคณิตข้างต้นเป็นการอธิบายกังการเคล่ีอนทิไ.ปของคล่ีนในตัวกลางแบบต่าง  ๆ โดย 
ไม่ได้กล่าวกังพฤติกรรมท่ีภิดข้ึนท่ีผิวรอยต่อ เซ่น การสะท้อน และกาวทักเห ดังน้ันในการอธิบายพฤติกรรมดังกล่าวเพ่ือ 
หาสนามไฟฟ้าท่ีสะท้อนจากพ้ืนผิวจานสะท้อนมายังระนาบหน้าจานของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเดยวรูปพาราโบสีก 
สามารถหาได้โดยพิจารณ'สนามเพ่ืองจากกรรมวิธีทัศนศาสตร์เชิงเรขาคณิตและเง่ือนไขขอบเขตท่ีผิวรอยต่อ ซ่ึงในกรณิตัวกลาง 
แบบไอโซทรอปิกท่ีเป็นตัวกลางเอกพันธุและไม่มีการสูญเสีย สนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กเพ่ืองจากกรรมวิธีทัศนศาสตร์เชิง
เรขาคณิตเคล่ีอนท่ีไปในลักษณะของคล่ีนระนาบในทิศทางของรังสี ดังน้ันในการศกษาพฤติกรรมการสะท้อนของคล่ีนสามารถ 
หาได้โดยสมมุติให้สนามไฟฟ้าท่ีมาตกกระทบท่ีจุด Or บนพ้ืนผิวสะท้อนเคล่ีอนท่ีไปในทิศทาง ร1 ซ่ึงเป็นเวกเตอร์หนงหน่วย 

ในทิศทางของการตกกระทบและมีโพลาไรเซช้น่ในทิศทาง ê/- และ ê1} ซ่ึงเป็นเวกเตอร์หพ่ืงหน่วยท่ีต้ังฉากและขนานกับระนาบ 
การตกกระทบ (plane of mcidence) ท่ีประกอบด้วยเวณตอร์ ร1 กับเวกเตอร์ ท ซ่ึงเป็นเวกเตอร์หพ่ืงหน่วยท่ีต้ังฉากกับ 
พ้ืนผิวสะท้อนท่ีจุด Or โดยท่ีไม่มีองค์ประกอบในแนวการเคล่ีอนท่ีดังรูป 3.7 และ s., êf และ ê"; ถูกเสีอกให้มีความ 
สัมพันธ์ดังสมการ (3.58ก-ข)

ร ูป  3 . 7  ท ิศ ท า ง แ ล ะ โ พ ล า ไ ร เ ซ ช ัน ข อ ง ส น า ม ไ ฟ ฟ ้า ท ี่ต ก ก ร ะ ท บ แ ล ะ ท ี่ส ะ ท ้อ น จ า ก จ ุด  O r  บ น พ ื้น ผ ิว ส ะ ท ้อ น

ê }  = ê f  X-S 1 ( 3 . 5 8 ก )

แ ล ะ  ê , 1  =  J 7 — 7 7  ( 3 . 5 8 ข )

ด ัง น ั้น ส น า ม ไ ฟ ฟ ้า ท ี่ต ก ก ร ะ ท บ ท ี่จ ุด  O r  ส า ม า ร ถ เ ช ิย น อ ย ู่ใ น ร ูป ข อ ง ส ม ก า ร ไ ด ้เ ป ็น

(3.59)
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และถ้าสมมุติว่าสนามไฟฟ้าท่ีสะท้อนท่ึจุด Qr เกิดจากสนามไฟฟ้าท่ีตกกระทบท่ีจุด Or คูณกับส้มประลืทธ้ิการสะท้อนแบบ 
ไดแอดิก R (dyadic reflection coefficient) ซ่ึงสอดคล้องกับเง่ึอ,นไข'ขอบเขตบน,พ้ืนผิวสะท้อน ดังน้ัน

E \ Q r )  =  E { Q r ) R  ( 3 . 6 0 )

ในท่านองเดิยวกันกับสนามไฟฟ้าท่ีตกกระทบท่ีจุด Qr สนามไฟฟ้าท่ีสะท้อนจากจุด Or ก็จะเคล่ึอนท่ีออกไปในลักษณะของ 
คล่ึนระนาบในทิศทางท่ีกำหนดโดย ร' ซ่ึงเป็นเวกเตอร์หน่ึงหน่วยในทิศทางของการสะท้อนและมีโพลาไรเซชันในทิศทาง ê; 

และ ê 1'  ซ่ึงเป็นเวกเตอร์หน่ึงหน่วยท่ีต้ังฉากและขนานกับระนาบการสะท้อนท่ีประกอบด้วยเวกเตอร์ ร ' กับเ'วกเตอร์ ท  ซ่ึง 
เป็นเวกเตอร์หน่ึงหน่วยท่ีต้ังฉากกับพ้ืนผิวสะท้อนท่ีจุด Qr และจากหลักการของแฟร์มาต์พบว่า ร' วางตัวอยู่ในระนาบการ 
สะท้อน (plane of reflection) ซ่ึงเป็นระนาบเดียวกับระนาบการตกกระทบดังรูป 3.7 และ ร ' , ê ' และ ê ' ถูกเลือกให้มี 
ความส้มพันธ์ดังสมการ (3.61ก-ข)

และ

êr" - ê; XS'

, 1

e r  -  ณ  »I nxsr

(3.61ก)

(3.61ฃ)

ดังน้ันสนามไฟฟ้าสะท้อนท่ีจุด Qr เป็น

ริ'(Qn)=\ê+ [Ê '(0 ,) - i; l (362)

จากสนามไฟฟ้าตกกระทบดังสมการ (3.59) และสนามไฟฟ้าสะท้อนดังสมการ (3.62) เมอแทนลงในสมการ (3.60) ท่าให้ 
ส้มประสิทธ่ํการสะท้อนแบบไดแอดิกท่ีสอดคล้องเป็นดังสมการ (3.63)

R = R,êfô+Jlêl'êj! (3.63)

โดยท่ี Rh คือ ส้มประสิทธ่ํการสะท้อนเน่ึองจากสนามไฟฟ้าตกกระทบท่ีมีโพลาไรเซชันในทิศท่ีขนานกับระนาบการตกกระทบ 
(hard polarization) และ Rs คือ ส้มประสิทธ่ํการสะท้อนเน่ึองจากสนามไฟฟ้าตกกระทบท่ีมีโพลาไรเซชันในทิศท่ีต้ังฉากกับ 
ระนาบการตกกระทบ (soft polarization) เม่ือแทนสมการ (3.63) ลงในสมการ (3.60) จะได้

Er(.Q,)=e(.Q,)Wx+^!]=lB(Q,)?Wt+\e:(Q,)Zh%(364)

เม่ือเปรียบเทิยบสนามไฟฟ้าสะท้อนจากสมการ (3.62) กับ (3.64) จะได้

(3.65ก)
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และ Ër (Qj ) - ë; = Ë (Qr ) - ê ,x  (3.6511)

โดยท่ีส้มประสิทธการสะท้อนสามารถหาได้จากนอนไขขอบเขตท่ีพ้ืนผิวสะท้อน และสำหรับในระบบสายอากาศชนิด 
จานสะท้อนเท่ียวรูปพาราโบลืกพ้ืนผิวสะท้อนเป็นตัวนำสมบูรณ์ ดังน้ันจากเง่ึอนไขขอบเขตสนามไฟฟ้าในแนวขนานกับพ้ืนผิว
รอยต่อต้องต่อเน่ึองระหว่างพ้ืนผิวท้ังสอง และเน่ืองจากไม่มีสนามไฟฟ้าในบริเวณพ้ืนผิวจานสะท้อนท่ีเป็นตัวนำสมบูรณ์ ท่าให้ 
ไม่มีสนามไฟฟ้ารวมในแนวขนานท่ีบริเวณเหนิอพ้ืนผิวสะท้อนตามเง่ํอนไขขอบเขต ดังน้ันท่ีจุด qr ใด  ๆบนพ้ืนผิวจานสะท้อน 
สนามไฟฟ้ารวมในแนวขนานซ่ึงประกอบด้วยสนามไฟฟ้าตกกระทบและสนามไฟฟ้าสะท้อนในแนวขนานจะเป็นศูนย์ ดังน้ัน

MX Ë'{QR)+ Ë r(QR)U  0

และเมอแทนสมการ (3.59) และ (3.62) ลงในสมการ (3.66) จะได้

(3.66)

[ ร ี' {QRYèf)n *ê ' + [Ë ‘ {QR)-ë i\r ixê "+ \Ë r {QR)-ê ï\hxê ï + [Ë r {QR)-ê;]hxë'l =0 (3.67)

เน่ืองจาก ท X ê) = -M X êl = ê ; =  ê ;  เป็นเวกเตอร์ท่ีขนานกับพ้ืนผิวตัวนำสมบูรณ์ในระนาบท่ีต้ังฉากกับระนาบ 
การตกกระทบ และ n x ê ;  = n x ê rL เป็นเวกเตอรัท่ีขนานกับพ้ืนผิวตัวนำสมบูรณ์ในระนาบการตกกระทบ ดังน้ันจากสมการ 
(3.67) เมอพิจารณาองค์ประกอบในแนวขนานกับพ้ืนผิวตัวนำสมบูรณ์ในแต่ละระนาบจะได้

ริ (Qr)-^ +£\Qr)-K = °  (3.68ก)

และ Ë(QR)-$-Êr(QRy&l= 0 (3.68ฃ)

เม่ือแทนสมการ (3.65ก-ฃ) ลงในสมการ (3.68ก-ข) ท่าให้ได้

ริ (Qr)^+ริ (Qr) ë ;Ë  = 0 (3.69ก)

และ Ë (Q R) ë } - Ê ( Q R)ê "R h=  0 (3.6911)

ดังน้ัน Æj = -1 และ = 1 ซ่ึงเม่ึอแทนลงในสมการ (3.64) จะได้

ร ี'' (0 ณ ์= ร ี,( & ) M ^ 1+êj'êj!] (3.70)

สมการ (3.70) แสดงถืงสนามไฟฟ้าสะท้อนท่ีจุด Qr บนพ้ืนผิวตัวนำสมบูรณ์[ดยอธิบายจากค่าส้มประสิทธ่ํการ 
สะท้อน และจากเง่ึอนไขขอบเขตสามารถหาสนามไฟฟ้าสะท้อนท่ีจุด Qr ได้โดยหักองค์ประกอบในแนวต้ังฉากกับพ้ืนผิวตัวนำ 

สมบูรณ์ของสนามไฟฟ้ารวมออกท่าให้เหลือเพิยงองค์ประกอบในแนวขนานกับพ้ืนผิวตัวนำสมบูรณ์ดังสมการ (3.71)
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\Ër{0R) -  (Ër (0R ). ท)หิ] + [Ë \0 R)~ (É‘ (Or ). «)«] = 0 (3.71)

จากสมการ (3.59) และ (3.70) จะพบว่า

n\Ë m -Êr{0R)\ =Ë {0R). ^ - ท^

และจากสมการ (3.58ก) และ (3.61ก) จะ'ได้ ท ■[Ë‘(QR)-Ër(QR)] =Ë'(Qr) - x.s.)-n-{êf xsr̂  และ 
จากสมการ (3.58ฃ) (3.61ฃ) และเอกลักษณ์เวกเตอร์ (Â X B) - c = (Cx Â) - B = (ร ิ X Ç) - /3 จะ'1ด้

«•[£ ‘ (a ) -£ '(S < ) != £ '(a ) -ê l"[-(ë,1 -ê ') |î ,^ + (ê '-« l1)|îr x ^

จากหลักการของแฟร์มาต์หรือกฎการสะท้อนของสเนลลั |f. x«|=|ir x«j ทำให้ Ë\QR)-fi = F{Qr)-Pi ซ่ึงเม่ือแทนลงใน 
สมการ (3.71) สนามไฟฟ้าสะท้อนท่ึจุด O r  บนพ้ินผิวตัวน ำ สมบูรณ์จะเป็น

Êr(0R) = - Ë  (0R ) +2(Ë' {0R ) - ท)ท (3.72)

สมการ (3.70) และ (3.72) แสดงถ้งสนามไฟฟ้าสะท้อนท่ีจุด Or ซ่ึงจากกรรมวิธีท้ศนศาสตร์เซิงเรขาคณิต ถ้าสมมุติ 
ว่าจุด Or เป็นจุดอ้างอิงของสนามไฟฟ้าสะท้อนจากพ้ืนผิวสะท้อนและการเคล่ึอนท่ีไปของสนามไฟฟ้าสะท้อนแทนด้วยลำรังสี 
ด้งรูป 3.8 ด้งน้ันสนามไฟฟ้าสะท้อนท่ีจุดสังเกตใด  ๆ เป็นด้งสมการ (3.73ก-ฃ)

* ร, * ร r

รูป 3.8 ลำรังสีท่ีใช้แทนหน้าคล๋ึนและการเคล่ึอนท่ีไปของสนามตกกระทบและสนามสะท้อนท่ีพ้ืนผิวสะท้อนในตัวกลาง 
เอกพันธุท่ีไม่มีการสูญเสีย

Ër(ร) = Ë\0R)UX+ek
' ฯ

p\rp2 o-jV
{p\ +ร่)(ft +s)

(3.73ก)
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หรือ Ë r { s )  =  [ - Ë ' { 0 R )  +  2 { Ë \ Q R ) ■ ท ) ท ] .
A  Pi

V (A r +-s')(p2 +s)
(3.73ข)

โดยท่ึ p [ ,  p \  คือ รัศมีความโค้งหลักของหน้าคล่ืนสะท้อนท่ีจุดสะท้อน ชงมีความสัมพันธ์กับรัศมีความโค้งหลักของหน้าคล่ืน 

ตกกระทบท่ีจุดสะท้อนดังแสดงไว้ในภาคผนวก ข. เป็น

i

J_  ± ) ±

VA Pi J fl, 2
(3.74)

โดยท่ี A ’ A  ศื0 รัศมีศาามโค้งหลักของหน้าคล่ืนตกกระทบท่ีจุดสะท้อน และ f u f 2 คือ ระยะโฟกัสช่ืงข้ึนอยู่กับหน้าคล่ืน 

ของคล่ืนตกกระทบและค่าปัจจัยต่าง ๆ ของพ้ืนผิวสะท้อนท่ีจุดสะท้อนดังสมการ (3.75)

1 COS#

7J |ef

๏ 2 +๏2 ๏? +๏: 2̂2 ^^12 + ̂ 21 '̂-ๆ 1
V ^  )

f l  P
2

f l  1 ไ4cos6? ๏ ฟ
^ & À

1 V A  AA
+

^A A>> 1๙  ̂ Æ| ^  J

1/2

4cos2 #
+-

๏ 2 -f©2 ๙  +๏2^ 2 2  ^^12 2̂1 1
Y

V y
4)๙

(3.75)

ในสมการ (3.75) เคร่ืองหมายบวกใช้สำหรับ / 1 เคร่ืองหมายลบใช้สำหรับ / 2 และ Æ1,./?2 คือ รัศมีความโค้งหลักของพ้ืนผิว 

สะท้อนท่ีจุดสะท้อน และ 10 คือ ค่าดีเทอร์มีแนนต์ของเมตริกซ์ © กำหนดดังสมการ (3.76)

•«1 x \  ■มี 2
X -•มี, X  ■มี2

(3.76)

โดยท่ีสมาชิกของเมตริกซ์ ๏  คือ ®jk =  X j - û k และเวทเตอร X •1, X •2 คือ เวกเตอริหน่ึงหน่วยในทิศทางหลักของหน้าคล่ืน 

ตกกระทบท่ีจุดสะท้อนมีความสัมพันธ์กับเวกเตอริหน่ึงหน่วยในทิศทางการตกกระทบ ร1 ดังสมการ (3.77) และ มี,, มี2 คือ 

เวกเตอริหน่ึงหน่วยในทิศทางหลักของพ้ืนผิวสะท้อนมีความสัมพันธ์กับเวกเตอริหน่ึงหน่วยท่ีต้ังฉากกับพ้ืนผิวสะท้อนและมีทิศ 

พุ่งออกจากศูนย์กลางความโค้ง ท ดังสมการ (3.78)

J, = x 2 X x \ (3.77)

ท =  น2 Xน ไ (3.78)
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และ 0, คอ มุมระหว่างเวกเตอร์ในทิศทางการตกกระทบ ชุ กับเวกเตอร์หน๋ึงหน่วย ท ดังรูป 3.9 และในสมการ (3.75) ค่า 

© โ1+© ^, ©J2 + ๏ 22 และ !© |= © ( 1© ; ; - © ; , © , ;  สามารถพิจารณาได้จาก ชุ XM,, ร, X{นุ และ (ชุ X Mj ) X(ร ,X M, ) 

ดั1น

รูป 3.9 ค่าปัจจัยทางเรขาคณิตต่าง ๆ บนพ้ืนผิวสะท้อนเพ่ือใช้หารัศมีความโค้งหลักของหน้าคล่ืนสะท้อนท่ีจุดสะท้อน

ชุ. X«1 = (X' Xx [ ) Xi l  = - i l  x(X( x i ; )
= - ( i l  ■ r x) x \ + ( i l . x 2 )X \ = -© 11 x 2 + ©31 x \

ร1 xî/: = (X i, X ) x/<: = -zî, X (Â t XX i  )

= -(« 2 - x \ )X 2 + (น 2 . X i )X[ = -@12X '2 +๏22i ;

(3.79ก)

(3.79ฃ)

ดังน้ัน เ5. xz2j|2 = |̂ .|2|zîj|2 sin2 = sin2 61, = CÊJ +<3̂ , โดยท่ี 0\ คือ มุมระหว่างเวกเตอร์หนงหน่วยในทิศทางตกกระทบ 

ร, กับเวกเตอพ์น่ึงหน่วยในทิศทางหลักของพ้ืนผิวสะท้อน ZÎ1 และ Iชุ xw,|2 = |s.|2|w,|2 sin: 9Z =sm: 02 -@ 2n  +©22 

โดยท่ี 02 คือ มุมระหว่างเวกเตอรัหเน่ึงหน่วยในทิศทางตกกระทบ ร, กับเวกเตอร์หน่ึงหน่วยในทิศทางหลักของพ้ืนผิวสะท้อน 

พ2 และสำหรับ |€ |=©(1©;2-© ;1©,2 พิจารณาได้จาก

(s, x i / , ) x ( ชุ. x z i ,) = [ ( ช ุxzz, ) •  zi,]ชุ - [ ( 5 ,  X M , ) -ร1] น2

จากเอกลักษณ์เวกเตอร์ ( Â x B ) - C = ( C x  Â )- B s ( B x Ü ) - Â  จะได้

(ร, X û, )  X (ร, X W ,) = [ ( £ 1 X Û j )  • ช ุ]ช ุ - [ ( ช ุ xs,)-û  1] i l  = ( - ท • ช ุ) ช ุ. (3.80)

และจากสมการ (3.79ก-ฃ)

(ชุ x û ,)x (ชุ. x û 2 ) = ( - @ u x 2 + @ 21 X i)x ( -0 ,2X ; +๏ 22x [ )  = (0 21©12-© 11©22)ชุ (3.81)
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ดังน้ันจากสมการ (3.80) และ (3.81) |0|2 = |(f. xû ,)x  (ร1. xû2f  =(© 11©22 -© 21©12)2 = (-« - l.)2 =cos2 O' ซ่ึงเม่ือ 

แทนลงในสมการ (3.75) จะได้

1
COS 6,

sin2 9 า

\ V
sin2 0 ] N

+ ~ r T )

V ร\2 (  1
1 1 1

— - —----- + ----7

1 น

โ 1 Sin2 ^2
1_cos2 O'

f i  J cos 0,
(๏ 2 -O 2 ๙  - ๙  ไ2̂2 ^12^ 2̂1 ท
\  R \  J

sin2 (9,v
+ ~ r T )

4
f-

(3.82)

จากข้างต้นสนามไฟฟ้าท่ึสะท้อนจากพ้ืนผิวสะท้อนตัวน่าสมบูรณ์รูปร่างใด ๆ สามารถหาได้จากสมการ (3.73ก) หรึอ 

(3.73ฃ) ดังน้ันสามารถน่าสมการท้ังสองมาใช้หาสนามไฟฟ้าบนระนาบหน้าจานของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูป

พาราโบลักท่ีสะท้อนจากพ้ืนผิวสะท้อนตัวน่าสมบูรณ์รูปพาราโบลักดังรูป 3.10 ได้ โดยสมมุติว่าสายอากาศปัอนก่าลังคลนอยู่ท่ี 

จุด 0 { x / , y f , z f )  และสนามไฟฟ้าบนระนาบหน้าจานท่ีตัองการหาอยู่ท่ีจุด P ( x  y  z  )

รูป 3.10 การหาสนามไฟฟ้าบนระนาบหน้าจานของระบบสายอากาศซนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลัก

เม่ือพิจารณาสมการ (3.73ก) และ (3.73ฃ) พบว่า สนามไฟฟ้าท่ีสะท้อนจากพ้ืนผิวรูปพาราโบลักมายังจุดลังเกด 

P { x p , y 11, z p )  ใด ๆ บนระนาบหน้าจานน้ัน ข้ึนอยู่กับสนามไฟฟ้าจากสายอากาศปัอนกำลังคล่ึนท่ีตกกระทบท่ีจุดสะท้อน 

Q R { x r , y r , z r )  บนพ้ืนผิวสะท้อนรูปพาราโบลัก โดยจุดสะท้อน Q R { x r , y r , z r )  น้ัเป็นจุดท่ีสอดคล้องกับเง่ือนไขการสะท้อน 

คือ

1. มุมตกกระทบเท่ากับมุมสะท้อน ซ่ึงจากรูป 3.10 จะได้
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Sj ■ ทs = - S r ■ ท1 (3.83ก)

โดยท่ี ท1 คือ เวกเตอธ์หน่ึงหน่วยท่ีต้ังฉากกับพ้ืนผิวสะท้อนรูปพาราโบสีกท่ีจุดสะท้อน O r และมีทิศพุ่งเข้าหารังสีตกกระทบ 

2. เวกเตอร์หน่ึงหน่วยในทิศทางตกกระทบ ร1 เวกเตอร์หน่ึงหน่วยในทิศทางสะท้อน sr และเวกเตอร์ห'น่ึง,หน่วย'ท่ี 

ตังฉากกับท้นผิวสะท้อนท่ีจุดสะท้อน Q R ( x r , y r , z r ) ต้องวางตัวอยู่ในระนาบเดียวกันซ่ึงก็คือ ระนาบการตกกระทบ ดังน้ัน

ร,■ (ทSx s 1, )  =  sr ■ (ทS x s 1) = 0  (3.83D)

และเน่ึองจากพ้ืนผิวรูปพาราโบสีกมีสมการพ้ืนผิวเป็นดังสมการ (2.รข) และในวิทยานิพนธ์น้ีสายอากาศปัอนกำลังคล่ึนวางอยู่ท่ี 

จุดโฟกัสของจานสะท้อนรูปพาราโบสีก (x f  = 0,yf  =  0,zf  = 0) ดังน้ัน §1, ร'. และ ท1 แสดงอยู่ในรูปของเวกเตอร์ 

หน่ึงหน่วย âx,3y ,â2 ของระบบพิกัดจานสะท้อน x y z  เป็น

x A + y A  +

ร, =-

X ?  +  / r  , 1̂

V 4 / J

1 f  2 2 V

h +^ +
X + Vr  y  r  £•

1 4 / ~ J )

(3.84ก)

( x p - x r )Sx +  ( y - y r )S  +
f  2 2 'าXr + ytr y r _ f

4 /
ร . =■

(x p - x r Ÿ + ( y  - y r ) 2 + ZP ~
u + y !

4 /

YP
- f

(3.84ข)

และ
-xA -yAy+2ja 1

n‘ = W A
(3.84ค)

โดยท่ี /  คือ ระยะโฟกัสของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนรูปพาราโบสีก

จากเง่ึอนไขการสะท้อนดังสมการ (3.83ก) และ (3.83ข) เป็นสมการแบบไม่เชิงเส้น (nonlmeai equation) ท่ี 

ประกอบด้วยตัวแปรท่ีไม่ทราบค่า 2 ตัวแปรคือ xr ,y r ซ่ึงในการแก้หา xr ,y r สามารถท่าได้โดยใช้กรรมวิธีเชิงเลข ส่าหรับใน 

วิทยานิพนธ์น!ด้ใช้วิธีการของนิวตัน-ราฟลัน (Newton-Raphson method) (R. L. Buiden and J. D. Fanes, 1993) จาก 

ท้งก์ชัน fsolve ของโปรแกรม MATLAB มาแก้หา Xr,yr ดังกล่าว โดยกำหนดให้ท่าการวนช้ํามากท่ีสุด 60 คร้ัง และมีความ

แม่นย่าอยู่ในเกณฑ์ 10 ก็จะได้ตำแหน่งของจุดสะท้อน Qr =
V ~>J J

ค่า xr ,y r ของจุดสะท้อนท่ีหาได้ต้องมีการตรวจสอบว่าอยู่ในขอบเขตของพ้ืนผิวสะท้อนรูปพาราโบสีก สำหรับระบบ 

สายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบสีกแบบสมมาตรท่ีจานสะท้อนมีขนาดเส้นผ่านศูนย์กลางเท่ากับ D  ดังรูป 2.8 

ตำแหน่ง xr ,y r ท่ีค่านวณได้ต้องอยู่ในขอบเขตภาพฉายของจานสะท้อนรูปพาราโบสีกแบบสมมาตร ซ่ึงในวิทยานิพนธ์น้ีตรวจ 

สอบจากเง่ึอนไฃดังสมการ (3.85)
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4 + y 2r - f - T
J y

<10.-10 (3.85)

และส่าหรับระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลิกแบบไม่สมมาตรท่ีภาพฉายของจานสะท้อนมีขนาด 

เส้นผ่านศูนย์กลางเท่ากับ D  ดังรูป 2.9 ตำแหน่ง x r , y r ท่ีคำนวณได้ต้องอยู่ในขอบเขตภาพฉายของจานสะท้อนรูปพาราโบลิก 

แบบไม่สมมาตร ซ่ึงในวิทยานิพนธ์น้ีตรวจสอบจากเง่ึอนไขดังสมการ (3.86)

- — +h
V2 + y ; <10“ (3.86)

เม่ึอทราบตำแหน่งของจุดสะท้อน Q x; + y l
เมชyn 1บ VI1แหนง๚ชง^V1S1 ะyเชน M  =: X 7y  5Z = ------ ■“ —

V r’ 4/
คล่ืน:ท่ี'จุดสะท้อน Q r  =  { x r , y r , z r )  สามารถหาได้จากสมการ (3.17) เป็น

- / ดังน้ันสนามไฟฟ้าจากสายอากาศป้อนกำลัง

E ^ { x r , y r , z r )

ช ุ“ < , 1 . ; , ะ , )

E ' r d ( x „ y „ z , ) _

c a ; 0 „ t x n i p , 1 -sin 4, sintfctssi ï £ 1: ' 'น ่,,

E f f r . y , , : , )COS 90 sin (f)0 cos (f)0 sin #0 sin <p0
—sm (9„ 0 cos 9„ E i eed( x r , y r , z r )_

(3.87)

± . ^ f

โดยในระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลักแบบสมมาตร Q0 = ท แสะ ^0 =0 แสะในระบบสายอากาศชนิด 

จานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลักแบบไม่สมมาตร Q0 = K - xVf  และ (เ)0 =  0

เม่ือแทนสมการ (3.87) ลงในสมการ (3.73ฃ) จะได้สนามไฟฟ้าท่ีสะท้อนจากจุดสะท้อน Q R = { x r , y r , z r ) มายัง 

จุด P ( x  y  z  ) บนระนาบหน้าจานเป็น

K ( P ) E ^ ( S n )
t

E ’r ' m
จุ

k 1
E ry ( P ) =• —£ ( " ( & ) + 2 % <  จ ุ

I K  ( P I . L -๙(ร, J . " ร : - L iy "(Q ,J y
V

ท „L ร ร -,J

P P i

(p [ +y)(Pz +sr )e
- jk s r (3.88)

โดยท่ี ทa,ทv  และ ทa คือ องค์ประกอบตามแนวแกน x , y  และ Z ของ ท3 ตามล่าดับ และรัศมีความโค้งของหน้าคล่ืน 

สะท้อน f \ , p ï  เป็นดังสมการ (3.74) และเน้ีองจากในวิทยานิพนธ์น้ีสมมุติว่าคล่ืนท่ีมาจากสายอากาศป้อนกำลังคล่ืนเป็นคล่ืน 

ทรงกลม ดังน้ันรัศมีความโค้งหลักของหน้าคล่ืนตกกระทบ p ' = p ' = ร1 ซ่ึงเม่ือแทนลงในสมการ (3.74) จะได้

1 1 1 Sin2 02 sin2 9] 1
+ - i  

2
l{  . ^sin2 92

p\,2 si + CCS 3 y Pi P  : ^  cos2 61
sin2 6 \ Y

+-
P y

(3.89)
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โดยท่ี cos$1= - ทs •§1, smû, = J l - ( s -û ,)2, sin $2 =  J l- (§ p û , )2 และค่าปัจจัยทางเรขาคณิตของพ้ินผิวรูป

พาราโบลักท่ีจุดสะท้อนซ่ึงประกอบด้วย รัศมีความโค้งหลัก /<’15R, และเวกเตอร์หนงหน่วยในทิศทางหลัก ûu î l  ของ,พ้ืนผิว 

รูปพาราโบลักสามารถหาได้ดังสมการ (2.39ก■ข) และ (2.42ก-ข) ตามลำดับ

จากการวิเคราะห์หารัศมีความโค้งหลักของหน้าคล่ืนสะท้อนดังสมการ (3.89) พบว่า เม่ึอสายอากาศปัอนกำลังคล่ืน 

วางอยู่ท่ีจุดโฟกัส รัศมีความโค้งหลักของหน้าคล่ืนสะท้อน p \  = p [  oc ซ่ึงมีลักษณะเป็นคล่ืนระนาบสะท้อนออกมาจากพ้ิน 

ผิวรูปพาราโบลักตรงกับคุณสมบัติทางเรขาคณิตของจานสะท้อนรูปพาราโบลักท่ีท่าหน้าท่ีในการดัดหน้าคล่ืน ดังน้ันตัวประกอบ

จากข้างต้นสนามไฟฟ้าเน่ืองจากการสะท้อนบนพ้ินผิวรูปพาราโบลักมายังจุดสังเกตใด ๆ บนระนาบหน้าจานสามารถ 

หาได้ดังสมการ (3.88) ซ่ึงใช!ด้กับท้ังกรณิท่ีเป็นจานสะท้อนรูปพาราโบลักแบบสมมาตรและไม่สมมาตร เน่ืองจากมีคุณสมบัติ 

และค่าปัจจัยทางเรขาคณิตของพ้ินผิวเหมีอนกัน สนามไฟฟ้าเน่ืองจากการสะท้อนเป็นองค์ประกอบหน่ืงของสนามท่ีแผ่พลังงาน 

ออกมาจากจานสะท้อนไปยังจุดสังเกตใด ๆ บนระนาบหน้าจานท่ีเกิดจากพฤติกรรมการสะท้อนของคล่ึน สำหรับอีกองค์ 

ประกอบหน่ืงท่ีแผ่พลังงานออกมาน้ันเกิดจากพฤติกรรมการเล้ียวเบนท่ีขอบของจานสะท้อนคล่ืน ซ่ึงรายละเอียดในการหาสนาม 

เน่ืองจากการเล้ียวเบนน้ันได้กล่าวไว้ในหัวข้อถัดไป

ทฤษฎีการเล้ียวเบนเชิงเรขาคณิต

การศกษาพฤติกรรมของคล่ืนเน่ืองจากการเล้ิยวเบนท่าได้หลายวิธีดังได้กล่าวไว้ในหัวข้อแนวทางในการวิเคราะห์ แต่ 

ในการศืกษาผลกระทบเน่ืองจากการเล้ิยวเบนท่ีขอบท่ีมีต่อระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลักในวิทยานิพนธ์น้ั 

ทฤษฎีการเล้ียวเบนเชิงเรขาคณิตได้น่ามาใช้ในการวิเคราะห์ตามเหตุผลท่ีกล่าวไว้ในหัวข้อแนวทางในการวิเคราะห์

รูป 3.11 แนวรังสิของสนามเน่ืองจากการเล้ียวเบนท่ีขอบเม่ึอแนวรังสิของสนามท่ีมาตกกระทบท่ามุม P  กับแกนท่ีสัมผัสกับ 

ขอบในบริเวณท่ีเป็นตัวกลางเอกพันธุตามเง่ือนไขการเล้ียวเบนของทฤษฎีการเล้ียวเบนเชิงเรขาคณิต

ทฤษฎีการเล้ียวเบนเชิงเรขาคณิตเป็นกรรมวิธีท่ีใช้ในย่านความล่ืสูงวิธีหน่ืง ซ่ึง J.B. Keller (1962) ได้ขยายแนว 

ความคิดของกรรมวิธีทัศนศาสตร์เชิงเรขาคณิตเพ่ึอน่ามาอธิบายปรากฎการณ์เก่ียวกับการเล้ียวเบนของแสงท่ีเกิดข้ึนในบริเวณ 

เงา (shadow region) ท่ีกรรมวิธีทัศนศาสตร์เชิงเรขาคณิตไม่สามารถอธิบายได้ โดยคิดว่ามีสนามปริมาณหน่ืงเกิดข้ึนเม่ึอมี

•*/ /  แนวรังสิของสนามท่ีมา 

เ  ตกกระทบ
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สนามตกกระทบท่ีขอบ (edge) มุม (corner) หริอจุดยอด (vertex) แล้วเล้ียวเบนไปในบริเวณเงา Keller เรียกสนามปริมาณ 

น้ันว่า สนามเน่ึองจากการเล้ียวเบน (diffracted field) สนามเน่ืองจากการเล้ียวเบนน้ั Keller ไดใช้คุณสมบัติของรังสีท่ีใช!น 

กรรมวิธทัศนศาสตร์เชิงเรขาคณิตมาอธิบายโดยมีกฎของการเล้ียวเบน (law of diffraction) ช่ึงหาได้จากกฎของสเนลล์หริอ 

ดัดแปลงหลักการของแฟร์มาต์โดยกล่าวว่า ในบริเวณทเป็นตัวกลางเอกพันธุ รังสีท่ีมาจากการเล้ียวเบนท่ีขอบมีทิศทางทำมุมกับ 

แนวแกนท่ีสัมผัสกับขอบเท่ากับมุมท่ีรังสีตกกระทบทำกับแนวแกนท่ีสัมผัสกับขอบท่ีจุดเล้ียวเบนในทุกระนาบรอบแกนน้ัน หริอ 

กล่าวคือรังสีการเล้ียวเบน (diffracted rays) มีทิศทางอยู่บนพ้ินผิวกรวยท่ีมีมุมเป็นสองเท่าของมุมระหว่างรังสีตกกระทบกับ 

แนวแกนท่ีสัมผัสกับขอบ (แกนของกรวย) ด้งรูป 3.11
จากรูป 3.11 แนวรังสีของสนามท่ีมาจากการเล้ียวเบนกำหนดโดยเวกเตอร์หน่ืงหน่วยในทิศทางการเล้ียวเบน รd 

แนวรังสีของสนามท่ีมาตกกระทบกำหนดโดยเวกเตอร์หน่ืงหน่วยในทิศทางการตกกระทบ ร1 และแนวแกนท่ีสัมผัสกับขอบ

กำหนดโดยเวกเตอร์หน่ืงหน่วยในทิศทางสัมผัสกับขอบ ê ด้งน้ันกฎของการเล้ียวเบนสามารถกำหนดด้วยสมการคณิตศาสตร์

จากแนวความคิดของ Keller และกรรมวิธีทัศนศาสตร์เชิงเรขาคณิต เม่ึอมีสนามไฟฟ้าตกกระทบพ้ินผิวท่ีมีขอบใน 

บริเวณท่ีเป็นตัวกลางเอกพันธุดังรูป 3.12 สนามไฟฟ้าเน่ืองจากการเล้ียวเบนจากจุดขอบสามารถหาได้เช่นเดียวกับสนามไฟฟ้า 

เน่ืองจากการสะท้อนจากพ้ินผิวสะท้อนในหัวข้อกรรมวิธีทัศนศาสตร์เชิงเรขาคณิต ดังน้ัน

ดังน่ื

s ,-e  =  sd -e (3.90)

รูป 3.12 ล่ารังสีของสนามไฟฟ้าตกกระทบและสนามไฟฟ้าเน่ืองจากการเล้ียวเบนท่ีจุดขอบ 0 D

(3.91)
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โดยท่ี Ë?{p) คือสนามไฟฟ้าเน่ึองจากการเล้ียวเบนท่ีจุดอ้างอิง O' ใดๆ

p U p {  คือ รัศมีความโค้งหลักของสนามไฟฟ้าเน่ึองจากการเล้ียวเบน หรือระยะตัดกันของล่ารังสีเล้ียวเบน (caustic 

of diffracted field) ล่าดับท่ีหน่ึงและสองตามล่าดับ

ร คือระยะตามแนวรังสีการเล้ียวเบนจากจุดอ้างอิง O' ใดๆ

จากสมการ (3.91) สนามไฟฟ้าเน่ึองจากการเล้ียวเบนไม่ข้ึนอยู่กับตำแหน่งของจุดอ้างอิง o  ดังน้ันจากรูป 3.12 ถ้า 

เสีอกให้จุดอ้างอิง o  อยู่ท่ีจุดขอบ 0 D ซ่ึงเป็นจุดตัดกันของล่ารังสีเล้ียวเบนล่าดับท่ีหน่ึง เน่ึองจากล่ารังสีเล้ียวเบนท่ีพุ่งออก 

จากจุดเล้ียวเบนมีลักษณะเป็นกรวยท่ีมีจุดยอดของกรวยหรือจุดตัดของล่ารังสีอยู่ท่ีจุดขอบน้ันตามเง่ํอนไขการเล้ียวเบน จากรูป

3.12 เม่ือ'จุดอ้างอิง O' อยู่ท่ีจุดขอบ Q d ระยะตัดกันของล่ารังสีเล้ียวเบนลำดับท่ีหน่ึงเป็นศูนย์ (p 1'' = 0) และสนามไฟฟ้า 

เน่ึองจากการเล้ียวเบนท่ีจุดขอบต้องมีค่าจำกัดเม่ือ ( ^  -»0  และสมมุติว่ามีความสัมพันธ์กับสนามไฟฟ้าตกกระทบท่ีจุดขอบ 

เซ่นเดิยวกับสนามไฟฟ้นน่ึองจากการสะท้อนท่ีจุดสะท้อนท่ีมีความสัมพันธ์กับสนามไฟฟ้าตกกระทบท่ีจุดสะท้อนในกรรมวิธี 

ทัศนศาสตร์เชิงเรขาคณิต ดังน้ัน

Ëf(QD) = l,m  Ëd(0 % [d  = Ë  (0D) - b  (3.92)

โดยท่ี b  คือ ส้มป'ระสิทธ้ีการเล้ียวเบนแบบ’ไดแอดิก (dyadic diffraction coefficient) ซ่ึงคล้ายกับส้มประสิทธ่ํการสะท้อน 

แบบไดแอดิกในกรรมวิธีทัศนศาสตร์เชิงเรขาคณิต และเม่ือแทนสมการ (3.92) ลงในสมการ (3.91) สนามไฟฟ้าเน่ึองจากการ 

เล้ียวเบนท่ีตำแหน่งใด ๆ เม่ือจุดอ้างอิงอยู่ท่ีจุดขอบเป็นดังสมการ (3.93)

Ë d (5)=  km
i ( p d + b ( P 2 d + b

-jks ■-E { Q d ) - ë
'ร ิ{ ^ + ร ) '

o-jte (3.93)

โดยท่ี ---- Ë ----- เรืยกว่า ตัวประกอบการลดทอน และ pL คือ ระยะระหว่างจุดขอบหรือจุดตัดกันของล่ารังสีเล้ียวเบน
M a  + S )

ล่าดับท่ีหน่ึงกับจุดตัดกันของล่ารังสีเล้ียวเบนล่าดับท่ีสองซ่ึงสามารถหาได้ดังแสดงในภาคผนวก ข. เป็นดังสมการ (3.94)

_ L =J L _ Â ü z M
P i  =  Pe Re ร1ท2 P i

โดยท่ี p i คือ รัศมีความโค้งของหน้าคล่ืนตกกระทบในระนาบตกกระทบ 

Re คือ รัศมีความโค้งของขอบท่ีจุดเล้ียวเบน

ท' คือ เวกเตอร์หน่ึงหน่วยต้ังฉากกับขอบท่ีจุดเล้ียวเบนและมีท้ศพุ่งออกจากศูนย์กลางความโค้ง 

ร1 คือ เวกเตอร์หน่ึงหน่วยในทิศทางการตกกระทบ 

ร'1 คือ เวกเตอร์หน่ึงหน่วยในทิศทางการเล้ียวเบน

/?. คือ มุมตกกระทบซ่ึงเท่ากับมุมระหว่าง S. กับเวกเตอร์หน่ึงหน่วยท่ีขนานกับขอบท่ีจุดเล้ียวเบน ê

(3.94)
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จากสมการ (3.94) P *  ข้ึนอยู่กับรัศมีความโค้งของคล้ีนตกกระทบ มุมระหว่างรังสีตกกระทบและรังสีเล้ียวเบนท่ีทำ 

กับเวกเตอร์หน่ึงหน่วยท่ีพุ่งออกต้ังฉากกับขอบท่ีจุดเล้ียวเบน มุมตกกระทบ และรัศมีความโค้งของขอบท่ีจุดเล้ียวเบน

ส้มประสิทธ่ํการเล้ียวเบนแบบไดแอดิกในสมการ (3.93) โดยปกติสามารถหาได้จากปัญหาท่ีรู้จักกันดิ (canonical 
problems) ท่ีซ่ึงมีลักษณะทางเรขาคณิตง่าย ๆ และใกล้เคยงกับจุดท่ีเกิดการเล้ียวเบนในปัญหาท่ีกำลังพิจารณา สำหรับในการ 

ศกษาผสกระทบเน่ึองจากปรากฎการณ์เล้ียวเบนท่ีขอบท่ีเป็นลันตรง (straight edge) หรือเป็นมุม (corner) ส้มประสิทธ่ํการ 

เล้ียวเบนแบบไดแอดิกหาได้จากการวิเคราะห์ปัญหารูปล้ีมตัวนำ (conducting wedge) ซ่ึงถูกกระตุ้นด้วยสายอากาศไดโพล 

ไฟฟ้าขนาดส้ันมากท่ีวางตัวในทิศทาง Z และถูกกระตุ้นด้วยไดโพลแม่เหล็กขนาดส้ันมากท่ีวางตัวในทิศทาง Z โดยในกรณิท่ีถูก 

กระตุ้นด้วยสายอากาศไดโพลไฟฟ้าขนาดส้ันมากท่ีวางตัวในทิศทาง Z ท่ีจุด {ร ี,< เ> 'ร ี) ดังรูป 3.13 สนามไฟฟ้าท่ีจุดสังเกต 

{p,<t>,z) สามารถหาได้โดยใช้เฮิรตซ์เวกเตอร์ (Hertz vectors) {ใ' ซ่ึงสอดคล้องกับสมการอนุพันธ์ดังสมการ (3.95)

โดยท่ี k  =  û x jp ë  แสะเน่ึองจากถูกกระตุ้นด้วยไดโพลไฟฟ้าขนาดส้ันมากวางตัวในทิศทาง Z ดังน้ันความหนาแน่นกระแส 

ไฟฟ้า Js เป็นดังสมการ (3.96)

รูป 3.13 รูปล้ีมตัวนำมีความยาวอนันต์ตามแกน Z ถูกกระตุ้นด้วยไดโพลไฟฟ้าขนาดส้ันมาก (L «  X) 

เน่ึองจากความหนาแน่นกระแสไฟฟ้าอยู่ในทิศทาง Z ดังน้ันสมการ (3.95) ลดรูปลงเป็น

] ๓ £
(3.95)

J s = I eLÔ  ( ร ี- ? ' ) ท 2 (3.96)

I eL S (? -? ')

JC06
(3.97)
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และเขียนอยู่ในรูปของกรีนฟังก์ชันได้ดังสมการ (3.98)

(v 2 + k 2) G \ r , r ' )  =  - S ( r - F )  (3 98)

ซ่ึงเมอพิจารณาในระบบพิกัดทรงกระบอกจะได้

Gs(p ,$ ,r,p t,< p ,ï) = -
S(p-p')ô((f>-<f>')S(z-z') 

P
(3.99)

โดยท่ี — 1 L

E ‘X

n! r )  และสอดคล้องกับพอนไขขอบเขตแบบดีรีชเลต์ (Dmchlet boundary condition) คีอ
' jcos

_  0 ด้งน้ัน n : = 0 บน,พ้ืนผิวรูปล่ํมตัว,น่า หรือจะได้ 

G \ p , ( f ) , z ,  p t  , ( / > ' ,  z') = 0 ท่ี <เ) =  0 และ ^ = ^  (3.100)

^ Y Z
= 0 และ E ‘ \

p2n :
l=o,T„ dpâz 1เ(«=0า

t=0,% t  ๔ =̂0X

การหากรีนฟังก์ชันของสมการ (3.99) ซ่ึงมีพอนไขขอบเขตดังสมการ (3.100) สำหรับบริเวณปิด (close region) ท่า 

ได้โดยกระจายกรีนฟังก์ชันในรูปอนุกรมของฟังก์ชันเจาะจงท่ีปรับบรรทัดฐานแล้ว (normalized eigenfunctions) $>7n{(p) 
ด้งสมการ (3.101)

G s{ p , ( f ) , z -  p / , ( f ) ' , z ' )  =  ^ j G m( p , z ,  p /,z ')<$>m{(p)Om(<p')
m= 0

(3.101)

เม่ึอแทนสมการ (3.101) ลงในสมการ (3.99) และเน่ึองจาก _ ^ ') = ^ $>171{(/>)$171[<p') ดังน้ัน
m= 0

r #  \ e  #  ..ไ - G JPSV)
■2 âf>2เ พ ) ^ % + - ; „

ô(p-p /)ô {z-z t)
ร ็พ ) พ ' )

(3.102)

คูณสมการ (3.102) ด ้วย------ 7̂ -— 7—- ะได้

p 2(  ô 1 1 ô  d 2
G m l dp1 *  P dp + â 1 +k +

S (p -p ')S (z -z ')
K = vl = - 1

A ( 0  &
(3.103)

สมการ (3.103) สามารถแยกพิจารณาออกเป็น 2 สมการด้งน๋ั
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^ พ
â j ) 2

และ

(  d 2 I d  d 2 12 v 2m ไ
2 + — ~T“ + ̂ ry + ~ ~ ~ 2  G■ =

v4? P 4? Æ /ะ?/
8 { p -  p ) 8 { ? - * )  

P

ผลเฉลยท่ัวไปของสมการ (3.104ก) สามารถเขียนอยู่ในรูปท่ัวไปคือ

(3.104ก)

(3.104ข)

Om(^) = q  cos(vm<เ>) +  G sin(vm̂ )

และจากเง่ือนไขขอบเขตในสมการ (3.100) ®„(0) = 0 และ = 0 ดั-ดงนน

(3.105)

Om(0) = q cos(0) + G sin(0) = 0 (3.106ก)

=  Q COร(v/F J + G sinG /FJ = 0 (3.106ข)

จากสมการ (3.106ก) q = 0 ซ่ึงเม่ือแทนลงในสมการ (3.106ข) q ต้องไม่เท่ากับศูนย์ ดังน้ัน sm(v,m'¥0) = 0 เป็นจริงเม่ือ

โดย,ท่ี พ! = 0,1,2,v_ = (3.107)

ดังน้ันผลเฉลยท่ัวไปของสมการ (3.104ก) คือ

(ฬ  = ÇjSÏn

และเม่ือท่าการปรับบรรทัดฐานโดยกำvrแดว่า เ^  [c£>m( ^ ) ] 1 dip = 1 จะได้ Q = j ^  ท่าให้ฟ้งก์ชันค่าเจา: 

บรรทัดฐานแล้วเป็นดังสมการ (3.109)

(3.108)

จงท่ัถูกปรับ

(3.109)

เม่ือแทนสมการ (3.109) ลงในสมการ (3.101) จะได้
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Gs(p, <f),z\ pf, ^ ',z') = S a Xp a ; p'>z')s iri^ r  ̂  sinj j r  ทั่' (3.110)

จากสมการ (3.104ข) เม่ึอฟ้จาณากรินฟ้งก์รันในบริเวณเปิด (open region) ตามทิศทาง Z ต้องสอดคล้องกับเง่ือนไขการแผ่ 

พลังงาน (radiation condition) คือ Gm(p ,z  =  cc, p / ,2! )  = 0 และ; Gm(/9,z = ̂ c ;//,z ')  = 0 ดังน้ันจากภาคผนวก ค. 

กรินฟ้งก์รันสามารถหาได้โดยทำการแปลงฟูริเยร์สมการ (1.15ข) โดยใช้คุณสมบัติเของการแปลงฟูริเยร์คือ

ซ่ึงมีศู่การแปลงกลับฟูริเยร์เป็น

g m ( p a ; p ' . o = ^ ;  J j g m( p ,h y ]hdh

gm( p M = A*; P 'P 'Y  ๒ àz

(3.111)

(3.112)

และ

เพ  Gm(A *;p 'A ')
-  â 2

ejhzdz = -h 2gm{p,h) (3.113)

จะได้

หริอ

{ Ô 2 1 Ô  2 2 V2)
k W p ô p - * - * )

? m ( p , h )  —

( ô 2 1 P 2 2 V2'
พ

+— ~ g - + k
p ô p

- h 2 - 2 
p

Jgm { p , h )  —

P

5 {p -p > )

(3.114ก)

(3.114ฃ)

โดยท่ี g ‘m(p ,h )  =  g m(p ,h )e ~J>1๙ และผลเฉลยของสมการ (3.114ฃ) ในบริเวณ p >  A  ต้องสอดคล้องกับเง่ือนไขการแผ่ 

พลังงาน กล่าวคือสนามไฟฟ้าท่ีระยะอนันต์มีค่าเป็นศูนย์ดังน้ัน gm(p ,h )  =  0 เม่ึอ /7 ->00 และในบริเวณ p <  A  สนาม 

ไฟฟ้าต้องมีปริมาณจ่ากัดในทุก ๆ ตำแหน่งรวมท้ังท่ี p  =  0
จากภาคผนวก ค. ผลเฉลยของสมการ (3.114ข) สามารถหาได้โดยทำการหาผลเฉลยของสมการอนุพันธ์แบบ 

เอกพันธุดังสมการ (3.115)

U \ â

Kôp- + P ôp +
- h 2- i

P 1 J
gJm( A /l) = ° (3.115)

ผลเฉลยท่ัวไปของสมการ (3.115) สามารถแสดงได้ 2 รูปแบบคือ
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g ,= - w :

โดยท ี่ X {4  k 2 - h 2 p )  คือ ฟังก์ชันอันเกล (Hankel function) ซนิดท่ีหน่ึงอันดับท่ี vm และ H ™ {4 k 2 - h 2 p )  คือ 

ฟังก์ชันอันเกลชนิดท่ีสองอันดับท่ี vm

ะ i r  p ) + i f x { P k P c -  p )

โดยท่ี J  (y lk 2 - h 2 p )  คือ ฟังก์ชันเบสเซล (Bessel function) ชนิดท่ีหน่ึงอันดับท่ี vm และ 7 {4  k 2 - h 2 P ) คือ 

ฟังก์ชันเบสเซลชนิดท่ีสองอันดับท่ี vm

สำหรับในบริเวณ p >  p / gm{p ,h )  =  0 เมอ p  ->oc และสนามในบริเวณน้ัมีลักษณะเป็นคล่ืนจรท่ีเคล่ือนท่ี 

ออกไป (outwaid travelmg wave) ดังนัน

= 4 ^ 2)( v ^ - ^ p )  เม ื่อ /9 > p '  (3.แรก)

และสำหรับในบริเวณ p < p /  g m{p ,h )  ต้องมืปริมาณจำกัดท่ี p  =  0 แต่เน่ึองจาก 7V { 4 k 2 - h 2 p )  มีค่าเป็น 

อนันต์ท่ี p  =  0 ดังน้ัน

ë L 2) = B 'mJ vj ^ k 2 - h 1 p ]  เม่ือ p < p )  (3.116ข)

จากภาคผนวก ค. ตัวกำหนดวรอนสกั A(pO ของผลเฉลยดังสมการ (3.แรก) และ (3.แรข) เป็นดังสมการ (3.117)

A(pQ = ^ Ç {4k2 - h2 p')Blj i j4 k 2 - h2p f ) - ^ \ 4 k 2 - h2p')BlmJ j4 k 2-h 2p0  (3.117)

เน่ึองจาก H i2\ x ) = J J x ) - j Y n(x ) และ H f> { x )  =  J'n{ x ) - jP { x )  ดังน้ัน

A (/7) =  - ^ X ^ 2- ^ 2[ <  (4k2-h2p’)YVm {4k2-h2pf)-JVm {4k2-h 2fP)TVn {4 k2-h 2 p’) (3.118)

และจาก J  (x )7 '(x) -  7 (x)J' (x) = — สมการ (3.118) เขียนใหม่ได้เป็น

Aพ
-2 _ 2 > 4 X

_7โyjk2 -h 2 p '\ P'
(3.119)

จากภาคผนวก ค. ผลเฉลยของสมการ (3.114ฃ) คือ
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£ m ( p , h ) = '

- y  I Ç f - J t  - k  p)./_(Vt: - / r /.')

-A ! ฝ * 2 - / I2 ฬ  , P<J0’
(3.120ก)

หริอ g m ( p h ) = <

- — ๙ ^ ^  k 2 - h 2 p ) y { - \ k 2 - h 2 p y *  ,  p >  p '

J Vm ( J k 2 - h 2  p ) f Ç  ( J k 2 - h 2 P y  ๒ ’ ,p <  P'
(3.120ฃ)

ซ่ึงเมอทำการแปลงฟูรีเยร์กลับจะได้

G m ( p , z - ,  p ' , z ' )  =  <
f  «ะ.2’^ , / ะ ฝ * 2- * 2,?>

1 t r y ฟ * 2 ฬ « ร 1ฝ * ! - * ะ ฬ ร ่

d h  ,  p >  0

d h  , P < p f

(3.121)

แทนสมการ (3.121) ลงในสมการ (3.110) จะได้

G {p < t> ,z y ,( f ) \f )= '

เ ^  « ( =  ̂  ̂  t - f  1 d ï r d r p V , .

« ร ) ^ ' ■ £ r f - t .  ù $ t ( W d ï  f r - » ™ *

, p < p

เม่ึอพิจารณากรณีท่ีแหล่งกำเนิดไดโพลไฟฟ้าขนาดส้ันมากวางอยู่ท่ีตำแหน่งไกล ๆ (V ->oo) สนามไฟฟ้าท่ีจุด 

สังเกต ( p , t p , z )  ใด ๆ สอดคล้องกับกรีนฟ้งก์ชันในกรณีท่ี p <  P  ด้งสมการ (3.122)

G5 (p, <zน  p f ,  ̂ , / ) = ! ^ -  sir( ^  ( f t
m=l *0 V /

A A >\ 
sir

ท บ :

^ 0 J
^ £ r y  Jv„ ฝ £ 2 - h 2  p ) ^ k 2  - h 2  p y ^ d h

(3.122)

สมการ (3.122) อยู่ในรูปอินทิรัลท่ีม็ขอบเขตอนันต์ซ่ึงไม่สามารถหาผลเฉลยแม่นตรงได้ แต่เน่ึองจากในกรณีแหล่ง 

กำเนิดไดโพลไฟฟ้าวางอยู่ท่ีตำแหน่งไกล ๆ ( r '->  oo) การหาค่าสมการ (3.122) สามารถทำได้โดยใช้กรรมวสีกาวประมาณท่ี 

เรียกว่า เทคนิคจุดอานม้า (saddle point techniques) มาประมาณค่าอินทิรัลท่ีมีฃอบเขตอนันต์ดังสมการ (3.123) ได้ด้งน้ิ

/  =  J ; x  ฝ * 2 -  h 2 p ) H l l \ y J k 2 -  h 2 p ’) e lKi-z)dh (3.123)
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เม่ือ r '  -»oc { p '  ->oo) ดังน้ัน H ? \ y lk 2 - h 2 p 1) สามารถประมาณได้ดังสมการ (3.124)

I 2  p,+'/(2v”+l̂ 4
TCfd (k2- h 2Ÿ

แทนสมการ (3.124) ลงในสมการ (3.123) จะได้

/  = ^ A ( h ) e ~ J ^ p '+ }hz ' d h

(3.124)

(3.125)

โดยท่ี A (h ) =  k 2 - h 2 p ).
ji,2vm+\V

ซงมีข้ัว (pole) ในระนาบเชิงช้อน h อยู่ที่ ± k  ถ้าให้
( k 2 - k r ) VA

9c = ^ - 9 '  เม่ือพิจารณาในระบบพิกัดทรงกลม z '= /-'cos# '=  r's in 0 c และ p / =  r 's m 6 ' = t J ax>9c และแปลง 

h  ไปอยู่ในระนาบเชิงช้อน a  โดยให้ h = k s n \a  สมการ (3.125) จะเป็น

/  = Jc^ (A rs in a )^ 'cœacœ̂ +̂ 'sm“sm̂  Arcosa d a  

= \cA {ksm a)kccsa  ê "๙* * “ ^ d a
(3.125)

Im(/7) Im(a)
À

7 4 -S'----► R e ( h )
+ k

ระนTJ เชิงช้อน h

ท

T

c

71
~2

ระนาบเชิงช้อน a

Re(«)

รูป 3.14 เส้นทาง C ในระนาบเชิงช้อน h  และในระนาบเชิงช้อน a

โดยมีเส้นทาง C เป็นดังรูป 3.14 และจากเทคนิคจุดอานม้า (Ishimaiu, 1991) เม่ือ Â r'-»o0 และ 

f ( a )  =  - j c o s ( a  +  9 C)  อินทิกรัลในสมการ (3.126) สามารถประมาณเป็น
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I  = A (ksm a s)kcosas
\ k r \ f ' ( a s)\

jyf(.a,y+j/ (3.127)

โดยท่ี a s คือ ค่า a  ท่ีทำ'โห้เกิดจุดอานม้า (saddle point) ซ่ึงเป็น'จุดท่ี'ทำ'ให้ - £ -  =  0 ดังสมการ (3.128)
d a

\  ^  = jsin(cc. + 0,.) =  0 (3.128)d a

ดังน้ัน a 5 =-(9c และ /  คือ มุมท่ีเส้นทาง steepest descent ทำกับแกนส่วนจริงของ a  ซ่ึงต้องเลือกให้ [๙2r/ '( a j ]  

เป็นจำนวนจริงลบ และเน่ีองจาก /'(a j= y c o s (0 ) = j  และ / ( a j = -ÿcos(0) = -y  ดังน้ัน

2^ + —= ±̂ - (3.129)

ซ่ึงจะได้ Y  เท่ากับ หริอ - ^ -  ฃ้ืนอยู่กับเส้นทาง steepest descent โดย /  ถ้าเส้นทาง steepest descent

เรมจากจตุภาค (quadrant) ท่ี 3 มายังจตุภาคท่ี 1 หริอจากจตุภาคท่ี 2 มายังจตุภาคท่ี 4 และ Y = -  - ^ -  ถ้าเส้นทาง

steepest descent เรมจากจตุภาคท่ี 1 มายังจตุภาคท่ี 3 หริอจากจตุภาคท่ี 4 มายังจตุภาคท่ี 2 สำหรับในกรณีน้ัเส้นทาง 

steepest descent เป็นดัง 

น้ันสมการ (3.127) จะเป็น

steepest descent เป็นดังรูป 1.5 ซ่ึงtร๋ัม'จาก'จตุภาคท่ี 3 มายังจตุภาคท่ี 1 ดังน้ัน y =  —  และเน่ึองจาก 0  = — - 9 '  ดังง . . /  4 C 2

Im(a)

รูป 3.15 เส้นทาง steepest descent ใน'ระนาบเชิง1ช้อน a
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I  =  A ( - k c o s 0 ' ) k s m 0 ' ^ — e J ^

j(2vm+\y-^+J le COS&'
2 TC - jk rJjt j —

-  J  (kpsin0')J— -------7 — 7— — k sin0 \  7 -v"V H  ’ \Kp/ y lk s m ë ' V k r 1

=  2 J  (k p s m O 1) J —    . -sinff 'g; ( j - 7 ๙ ;v- v ^ ๆ  p'r'sm û’

(3.130)

= 2JV (A:psin<9')e
1. j(vm+i)^+jkoosff' e

-jkY

A

เม่ํอแทนลงในสมการ (3.122) จะได้

® 1 ( m 7 r  ไ ไ
G \ p , ( j ) , z -  p i .  < j) ',z ’ ) = ร11! <t> süj J Vm( k p s m d ' ) e

e~J๖'
(3.131)

เนองจาก f r  = n !â . = — — G s( r , r ' ) â z และ Ë ‘  = v (V -fr)  + /;:fT  ด้งน้ัน 
-■ jcoe

£ ! = ^ + y t 2j l
I e L

\à z 2 +k )joj£
G \? ,r ) (3.132)

Z

รูป 3.16 ไดโพลไฟฟ้าขนาดส้ันมากเม่ึอวางอยู่ท่ีต่าแหน่งไกล ๆ

เท่ีอแทนสมการ (3.131) ลงในสมการ (3.132) สนามไฟฟ้าในทิศทางตามแกน Z ท่ีจุดสังเกตใด  ๆ รอบรูปล๋ัมตัว,น่าท่ีถูกกระตุ้น

ด้วยไดโพลไฟฟ้าขนาดส้ันมากท่ีวางอยู่ท่ีต่าแหน่งไกล ๆ เป็นด้งสมการ (3.133)
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£! =
CO 1 V -  1 f  \ (

sin
m n

A — Sin ---- 0

J
*—'V II
np 1 ” o

f \  f \
m n m n

"N ท -]&. , jkzcosQ'-t-jv_ — c
(Apsin#')e —

r'

sin
4ใ v

Jv (kpsmd’)e
j la a }s 6 '+ jv m^  e ~ J

(3.133)

และเม่ึอพิจารณาสนามไฟฟ้าท่ีมาจากไดโพลไฟฟ้าขนาดส้ันมากท่ีวางตัวอยู่ในทิศทาง 2 ดังสมการ (3.96) และอยู่ท่ีตำแหน่งไกล 

มากดังรูป 3.16 สามารถ'หา'ได้'จากศักย์!,วกเตอร์แม่เหล็ก (magnetic vector potential) ดังสมการ (3.134)

ใ-1/2

r é - * * - *

\ r - f \
d z (3.134)

จากสมการ (3.134) พจน์ \ r - r ' \  = [ r  + r ' 2 -2 /r'c o s 5 ]1/2 โดยท่ี คอ มุมระหว่างเวกเตอร์ F  กับ ?’
เป็นดังสมการ (3.135)

CŒt9 = — -  = cos0cos$' + sin0smé?'cos(<zi-(Z)') (3.135)
r r '

เมอ r' - » 0 0  พจน์ \ r - r \ x r ' - r c o s d  +0(]/r') และเน่ึองจากไดโพลไฟฟ้ามีความยาวส้ันมากเม่ือเทียบกับ 

ระยะทางจากไดโพลไปยังจุดสังเกต ดังน้ันพจน์ \ r - F ' \  ซ่ึงเป็นตัวหารในสมการ (3.134) อาจถือได้ว่ามีค่าคงตัวเท่ากับ r '  
ตลอดช่วงการอินทิเกรต และไดโพลไฟฟ้ามีขนาดส้ันมากเม่ือเทียบกับความยาวคลนท่ีใช้งานทำให้เฟสท่ีปรากฎท่ีปลายด้านหน่ึง 

ต่างกับเฟสท่ีปรากฎท่ีอิกปลายด้านหน่ึงน้อยมาก ดังน้ันพจน์ ซ่ึงเป็นตัวต้ังในสมการ (3.134) สามารถประมาณว่ามี

ค่าคงตัวเท่ากับ / V 'A(r“rC05'9) ตลอดช่วงการอินทีเกรต ซ่ึงจากการประมาณดังกล่าวทำให้ศักย์เวกเตอร์แม่เหล็กในสมการ 

(3.134) เป็น

A: =
J j j e  J ^ g - j k r ' + j k r [ œ s 8  oos0'+sm6sin0'cos(#~ 4 ’)] J j j e  j ^ - j l t r ‘ + jla cos0 '+ jkpsm 8 'co s(f-4 i')

4/Zr' 4 ไโแ*
(3.136)

จากสมการ (3.136) และ £ = - / û i i - /'—— v{v-y?) ดังน้ันสนามไฟฟ้าเน่ึองจากไดโพลไฟฟ้าขนาดส้ันมากใน
cope

ทิศตามแนวแกน 2 ท่ีจุดสังเกตใด ๆ เป็นดังสมการ (3.137)

K — J -(งเn e J h 1
- + k 2 4 (3.137)

และเม่ือแทนสมการ (3.136) ลงในสมการ (3.137) จะได้

E \ = - j - ^ [ ( j k c o s 0 ' ) 2 + k 2} A ,  = J ^ ' L * m l 0 ' e. - - - e *  '» *+ *> ™ *« * * -* ')  (3.138)4 โบ•’
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สมการ (3.138) แสดงถ้งสนามไฟฟ้าเน่ืองจากไดโพลไฟฟ้าขนาดส้ันมากท่ีจุดสังเกต (r ,0 ,( f)) เมอ r '  ->00 และ

ถ้าให้ E  - - - - - - — e----  สมการ (3.138) บ่งบอกว่าสนามไฟฟ้าเน่ืองจากไดโพลไฟฟ้าขนาดส้ันมากท่ีจุดสังเกต
0 4 nr'

(1r,9,(j)) เมอ r ' ->00 ประพฤติต ัว เป็นคลึ่น'ระนาบfที่มีขนาด £0 ตกกระทบในทิศทาง (9', <เ>') และเม่ึอจ ุด สังเกตอยู่ท ี่จ ุด  

กำเนิด r  = 0  ซ่ึงเป็นจุดท่ีเกิดการเส ั้ย วเบน สนามไฟฟ้าเน่ืองจากไดโพลไฟฟ้าขนาดส้ันมากท่ีตกกระทบท ี่จุดเส้ัยว เบน Qd เมอ 

r ' ->00 เป็นดังสมการ (3.139)

E ':(Q o ) = -
jcopIeLsm2 6'e~]kr'

4 nr'
(3.139)

เมอแทนสมการ (3.139) ลงในสมการ (3.133) จะได้

m=i X) \  x>
sin

m n
ง  { k p s m d ' ) e Jhçœ B ' ^ (3.140ก)

หรอ K  =  m D ) t ^ - ^ p s m d ' ) e
jkzcc&ô'+jvm I-cos[vm (<f) +  <f>’ ) \

(3.140ข)

จากภาคผนวก ก. ฟังท'ขันเบสเซล'ขนิดที่หนื่งอันดับที่ vm สามารถเขียนอยู่ในรูปอินทิกรัลตามเส้นทางในระนาบเชิงช้อน พ ดัง 

สมการ (3.141)

J Vm( k p  s i n  6 ' )  = *

1 f  ïkpsmO'c osw+v„(w-y)j
---Je d พ

1 f  J kpsm8'cosw-v„(w+j) I
—  Je Jûfw
2  ท  L '

(3.141)

โดยที่ L  และ L  เป็นเส้นทางการอินทิเกรตดังรูป 3.17 เนื่องจาก cos(vm{<p ± ^ ') ]  ะะ:

3.13 X  =ทท  ดังนั้น V = ■ ^ = — ทำให้เขียนสมการ (3.140ข)ใหม่ได้เป็น 
”  ¥  ท

e s*m(พ ' )  +  e ~ jy „ ( พ ' )
และจากรป

๙ = z m

ๆ
2 m  1

- ๙ ร .. , 2 m  L

๙ riaccsO' (3.142ก)

หริอ
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K = K ( Q d)
j —  โe*"*’๙'°'*K ÿ y ~ d w + —  โ ^ ” "'” »- Y s y- (<̂ +" พ ]
[2m  1 m=0 2m L ^  J

- { - ! -  Je*pan*w  % J~’' ^ W)dw+—  (e*[2 m  1 ^ 0 2 m  L ^  J

๙ikrcceû'
(3.142ฃ)

Im( น,)

และจากคุณสมบัติของอนุกรมอนันต์

î x ^ l  + î x

เ ร ุ่

I> = 7^พะ! 1

(3.143ก)

(3.143ข)

(3.143ค)

(3.143ง)

ดังน้ัน

<p±<p'+w ft±</>’+H>
y-(*±*'+»0 n 2"

/  jg n jr±̂ '+ w <p ±̂ '+ w
1-É?; " e ; ะ" -

+1 riJ'+w l 1
= - 2 , ท บ

ัเ

[> ± * ' + พๅ ± ( เ > '  +  IV1
ฯ . ^ r ~ J +n ^ r - J

โ ̂ ±ü)' + w l
-2>รน^ ^ ---- j  (3.144)
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<fr±(f)'+พ

ร  "  e  2n

(j) ± ( เ ) '+ พ
-7 sin

<t> ± < j> '+ พ']
2ท 2 ท  J

Z-F <p±<f)'+M> <p±<p'+w <fr±<f)'+w

\ - e 1 n e  2n - e J 2n 2y sir 

1 \  6  ±<f>’ + >vl 1
2 j œ y  2 ท  J 2

é ± è '  + \ v \

. 2 n  J
(3.145)

ซ่ึงเม่ึอแทนสมการ (3.144) และ (3.145) ลงในสมการ (3.142ข) จะได้

\ (เ ) -( เ ) '-1-พ] l 'l  f j

n rท '  n ;

1 \  <j) + ( f> ’ + H'~| 1
t A ^ n m

r
iIcccbû'

(3.146)

และจากภาคผนวก ก. \ e jkpan* cœwAdw =  ^๙*'p" u*'^ "A d w  โดยท่ี A คือ ค่าคงท่ีใด ๆ และถ้ากำหนดให้ 

เ ,  J (พ')dw = J / (พ')d พ - J / (น')dw สมการ (3.146) เขียนใหม่เป็น

รูป 3.18 เส้นทาง steepest descent SDPtn เส้นทางวงปิด Lj. และเส้นทาง L  และ L ’ ของฟ้งก์ชันเบสเซลชนิดทีหนง
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1 f f  P^ —̂ r+ 'พ~1 ท, f r '+ พ' 1
K  =  K  ( Qn) — —  I J CO --------  y *  mWdw -  J CO ï - ^ - ------- P

* 2 °  l47Tjn l  2n J  •'ะ'-ะ L 2n A
jkpsm &'cœ w dw  I jkzccsd'

(3.147)

อินทิกรัลตามเส้นทาง L - L  ในสมการ (3.147) สามารถหาได้โดยใช้ทฤษฎีบทค่าเรชิดิว (residue theorem) และ 

ทฤษฎีบทของโคชี (Cauchy's theorem) ซ่ึงเมอพิจารณาเส้นทางวงปิด Lj. ในระนาบเชิงช้อน พ ดังรูป 3.18 พบว่า เส้นทาง 

วงปิด เกิดจากผลรวมของเส้นทาง L ' + SDP(1'  -  L + SDP[ 1' โดยท่ี SDP±!T คือ เส้นทาง steepest descent ท่ีผ่าน

จุดอานม้าซ่ึงเป็นจุดท่ีท่าให้ —^ -  =  0 ดังสมการ (3.148) 
dw

A : K )
dw

=  - js ,m (w s) =  0 (3.148)

ซ่ึงจะได้ พ1 = ± K  เป็นจุดอานม้าในระนาบเชิงช้อน พ และเม่ึอกำหนดให้อินทิกรัลตามเส้น L - L  ในสมการ (3.147) เป็น

และ

โ< /> -(/> ’ + พ

J L H 1( พ ) e ^ ' ^ - d w  

f H 21(พ)e ^ ' ^ d w

โ tb + é ' + w และ //, (พ) = cotĵ — ——-

(3.149ก)

(3.149ข)

hy (พ) = \  (พ) = j COSW ดังนันเมือใช้โดยท่ี / / , (พ) = co|- 

ทฤษฎีบทค่าเรชิด้วและทฤษฎีบทของโคชิ อินท่กรัล'ในสมการ (3.149ก) และ (3.149ข) จะเป็น

I  H 12(พ )elç p s m 6 w 'dw =  ^ H 12( พ ) ^ 5" 0' ' ' ^ - เ ^  H h2(พ )e ^ ' ^ d w (3.150)

ะกอบดวยโ ด ^  H u (พ) ^ * " ^ l( ’W)dw  = ̂  PTU (พ )ekp*nff^ (w)d w + isa1 H u ( พ ) ^ {w)dw  และประr

ส่วนท่ีเป็นอินทิกรัลวงปิด Lj. และส่วนท่ีเป็นอินทิกรัลตามเส้นทาง steepest descent SDP±rr โดยส่วนท่ีเป็นอินทิกรัลวงปิด 

Lj. สามารถหาได้โดยใช้ทฤษฎีบทค่าเรชิดัวดังสมการ (3.151)

( « 1,  ( ^ ' ' " * ' ' ' ■‘• พ = ^ c o [ ^ — P

=  2 ; r / X R e s ( พ  =  WA 2)

+ พ  I 1, -  f พ12(พ')

A 2(พ) (3.151)

โดยท่ี ^ 12(พ )= c o | - ^ ^ - ^ ^ ,Van9'0“ “' และ £>2(พ) = s ii|^ + ^ + - j  ซ่ึงมืข้ัวเกิดข้ันเท่ีอ £ (2(พ) = 0 ดัง
\  (p +  Ip' +  พ ] ะ - *  <<1,

สมการ (3.152)



78

D12( ^ 2) = Slr
</> +  < / > '+ พ  1,11

2 n
=  0 (3.152)

ซ่ึงจะได้ —— 2— ——  = ;nV ห ร ือ พ =  -(</> +  </>') + 2nnN  และเนืองจาก พp1 เป็นจำนวนจรืงทอยู่ภายไง

วงปิด Lj. ด้งน้ัน มีค่าอยู่บนแกนส่วนจรืงของ พ ภายในเส้นทางวงปิด Lj. ทำให้ - n  < พ ' < ท ดังรูป 3

J N ] 2(พ ) _ ะ r
เนืองจาก 'โ  " ; มีโทลเชิงเดียว (simple pole) ดังนันค่าเรซิดิวทํชัวภายไนวงปิด / „  คือ

£>,.2(พ)

1P +  1/ , '  + พ
= ^ v  หรือ =-{</> +  </>') +  2nnN  และเน่ึองจาก พ ^ เป็นจำนวนจรืงท่ีอยู่ภายในเส้นทาง

18 และ

Res(พ  =  พ „ 1) =
Nน (พ=vy )  

£โ,2(พ = v\ 1)

cos
(j) + (f)' + พ

A.2

2«
yArpsin̂'cosvi'

cos
(f) +  ( / ) ' +  พA.2

2/Î

cos(;z(V)eJ kp sm # ' cas{-( <p+<(>' )+2 mcV]

2rt
cos(;cV)

= 2«ejkp sm 0' cô-( <{>+</>')+2 ๙'/]

(3.153)

และเม่ือแทนสมการ (3.153) ลงในสมการ (3.151) จะได้

f  //,,2(พ )^ sm๙''' ะ(’‘'พ  =  2 n j -  พ ] _ | _ ^  + ̂ )  + 2 ^ ]  (3.154)

โดยท่ี £/(?) คือ ฟังก์ชันข้ันบันได (step function) ซ่ึงกำหนดด้งสมการ (3.155)

£/(') =

1 , t >  0
1

, t  = 0
2
0 , / <0

(3.155)

ฟังก์ชันข้ันบันไดกำหนดข้ึนเท่ีอให้สอดคส้องกับ -/T < พ  ̂ < ;r หรือ |-(^  + ^ ') + 2/î;tfV| <2iโ กล่าวคือ 

อินทิกรัลในสมการ (3.154) เกิดข้ึนจากข้ัวภายในวงปิด Lj. เท่าน้ันซ่ึงจะมีค่าเท่ีอ \-(<f)+  </)') + 2 n n ïJ \< ท โดยท่ีข้ัวภายนอก 

วงปิด L f  ไม่ถูกรวมเข้าไป และสำหรับกรณี N = 0 จะได้

i  H.12( พ ) ^ " '๙' ' ' ’l(w)]dw  =  4 K jn ๙^ ๙''“ <*̂ บ [n-\-{<t> +  <f>')\ (3.156)

ซ่ึงเม่ือแทนสมการ (3.156) ลงในสมการ (3.147) จะได้
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e ; = K ( q d }

I" L * . . . ^ ^ « ^ _ เ^_ ^ j _ _ L _ j ^  พ1 (viy>” '” '<"l<*vj

-*<&) T r_J พ ) 1 ^  n _  เ^ + <̂ j_ _ J _ J ^  # 2 (พ)e* " ^ " พ เ

jkzccsG'

(3.157)

jkzccsO'

จากสมการ (3.157) พจน์ £ j (£0)«jA’*"*'“ »<<*-<*>>>'t / J / r - l^ - f l ]  แสดงทงส■นามไฟฟ้าจากไดโพลไฟฟ้า 

ท่ีวางอยู่ไกลมากมายังจุดสังเกต (/ฮ,^ ,z) ซ่ึงมืลักษณะเป็นคถ่ีนระนาบขนาด E ‘2{Q0 ) ตกกระทบในทิศทาง ( f ,# ')  หริอ 

เรียกว่า สนามไฟฟ้าตกกระทบตามกรรมวิธีทัศนศาสตร์เชิงเรขาคณิต (incident geometrical optics fields)

และพจน์ - E ‘z{QD)eJkp*t'e'ca(** fy jlaa* e'บ [ท -\(f) + f l ]  แสดงถงสนามไฟฟ้าจากภาพเสมือนของไดโพล

ไฟฟ้าตามทฤษฎีภาพเสมือน (image thoery) ท่ีวางอยู่ไกลมากมายังจุดสังเกต {p ,(p ,z ) ซ่ึงมืลักษณะเป็นคล่ืน,ระนาบ,ขนาด 

£'(£>0) ตกกระทบในทิศทาง ( - f , 9 ’) หริอเรียก'ว่า สนามไฟฟ้าสะท้อนตามกรรมวิธีทัศนศาสตร์เชิงเรขาคณิต (reflected 

geometrical optics fields)

และพจน์ ~E\ { QD) e H, {พ)e ^ ^ d w  และพจน์ E \ { Q o ) H 2{ พ) e ^ ’^ d w  เป็น

สนามไฟ้ฟ้าท่ีเกิดจากการสร้างขนจากจุดอานม้าทุก ๆ จุดตามเส้นทาง steepest descent ซ่ึง'จากสมการ (3.148) มีจุดอานม้า 

บนเส้นทาง steepest descent ในระนาบเชิงซ้อน พ เพยง 2 จุดคือท่ี พ1 =  ± ท  และจากแนวความคิดของ Keller พจน์ท้ัง 

4 น้ีทำให้เกิดสนามไฟฟ้าเล้ิยวเบนจากขอบของรูปลมท่ีจุดกำเนิดไปสู่บริเวณเงาและบริเวณอ่ึน ๆ ซ่ึงเม่ึอข้ัวอยู่ไกลจากจุดอานม้า 

พจน์ท้ัง 4 สามารถหาได้โดยใช้กรรมวิธี steepest descent มาประมาณค่าในย่านความถ่ีสูง { k ->oo) ดังน้ี

SDP,
H, {พ)ekp̂ ° ‘̂ ]c h " h , (พ = ท)

2ท

y kpsmd\h^{พ5 =  ท)\
kpsmd'̂  (พ, =!Z)+JY (3.158)

โดยท่ี y  คือ มุมท่ีเส้นทาง steepest descent S D P n ทำกับแกนส่วนจริงของ พ ซ่ึงต้องเลอกให้ \ej l ï  h ’ (w s =  ท')\ เป็น 

จ่านวนจริงลบ และเน่ึองจาก h)[{พ1 = ท) =  - J  cos{ท ) =  j  ดังน้ัน

2 7

ซ่ึงจะได้ y  เท่ากับ ^  หริอ ข้ันอยู่กับเส้นทาง steepest descent โดย y ^  ห้าเส้นทาง steepest descent เริม

จากจตุภาคท่ี 3 มายังจตุภาคท่ี 1 หริอจากจตุภาคท่ี 2 มายังจตุภาคท่ี 4 และ y  =  -  • ^ -  ห้าเส้นทาง steepest descent
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เร่ํมจากจตุภาคท่ี 1 มายังจตุภาคท่ึ 3 หรือจากจตุภาคท่ึ 4 มายังจตุภาคท่ึ 2 ส่าหรืบเส้นทาง steepest descent SDPX ดังรูป
ท

T
3.18 เร๋ัมจากจตุภาคท่ี 3 มายังจตุภาคท่ี 1 ดังน้ัน y  = -^- ท่าให้สมการ (1.68) เป็น

SDP.
(3.159)

และจ ;ได้

- jkpsin9'+jkzcosd'

(3.160)

จากกฎของการเสียวเบน 9 '  =  n - Q  ดังนัน P  S1 ท9 ' =  p s m O  = rsm: 9  และ z c o s 9 '=  - z c o s 9  และ

r =  p s m 9 + z œ s 9  ซ่ึงเม่ึอแทนลงในสมการ (3.160) จะได้

ท
jkzcc&Q' M ~J~̂  r /  1

น * 2 3 5 ^ 4 ^
•ท่ี ')1 3-A

4~r
(3.161)

เช่นเดียวกับสมการ (3.158) เม่ึอท่าอินทิกรืลตามเส้นทาง steepest descent SDP_n ค่าของ h*(ws = -n) = j  และเน่ือง 

จากเส้นทาง steepest descent SDP_n เรมจากจตุภาคท่ี 1 มายังจตุภาคท่ี 3 ดังรูป 3.18 ท่าให้ y ท่ีสอดคล้องคีอ

y -  -  ดัง น้ัน

2  ท

k p s m O '
(3.162)

เน่ืองจาก cot(-(9) = -cot(60 และ e 14 = e  ^  ^  = -e ~ *  ดังน้ัน

0- jkpàn0‘+jkzoxO'

(3.163)

จากกฎของการเล้ียวเบน 9 ' =  7 t - 9  ดังน้ัน p a n # '= pan#  = ra n 2# และ zco s9 ' = —zcos9  และ 

r  ะะะ p s m 9  + ZCOS9 ซ่ึงเม่ึอแทนลงในสมการ (3.163) จะได้
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๙*“*๙ f t 1, . , ,  e *  \ tโ - พ - f ) V A
- E ( Q d ) -----— J H A w )e kpi'I'Bh' i " )dw =  - E , (QD)  7= = ------- c o t------:  ■ P t=4/r/H V ,  lV ; ! * D 2nJm sm 6  I  2/7 J V7

(3.164)

ในท่านองเดียวกัน

£ ;(& )
๙*“ ’'*■ f . .1., e"'« โ/r + (๔ + (Z>0V'*
— —  J H A w )e kpm6h‘ M dw  =  E A Q D) ----- 7= = ------ c o t------r  V
4777/7 SDP* 2 n ^ 2 n k  sin6  L 2/7 J y fr

(3.165)

และ

E ’A Q d )-
jtecosfl'

4/r 7/7
H  1{พ )ekps เท๙'/»2 (พ) .-4

£ ; < a ) 2 » Æ ï s m «
cot - ( ^ ' )  

I n
-A

■ J7T (3.166)

สมการ (3.161) (3.164) (3.165) และ (3.166) เป็นพจน์ท่ีท่าให้เกิดสนามไฟฟ้าเน่ึองจากการเส้ัยวเบนท่ีขอบจากรูป 

ล่ํมตัวน่าอนันต์เม่ือถูกกระตุ้นด้วยไดโพลไฟฟ้าขนาดส้ันมากท่ีวางอยู่ท่ีตำแหน่งไกล ๆ และเน่ึองจากสนามไฟฟ้าท่ีมาจากไดโพล 

ไฟฟ้าขนาดส้ันมากท่ีวางอยู่ท่ีตำแหน่งไกล ๆ มีลักษณะเป็นคล่ึนระนาบท่ีมีขนาดเท่ากับ £ ‘1{Q0 ) ด้งน้ันเหมีอนกับว่าสนาม 

ไฟฟ้าเม่ืองจากการเสียวเบนท่ีขอบจากรูปล่ัมตัวนำในกรณีน้ัเกิดจากมีคล่ึนระนาบตกกระทบท่ีจุดก่าเนัดซ่ึงเป็นจุดท่ีเกิดการเส้ิยว 

เบนในทิศทาง (^ ',# ') และเม่ือรวมพจน์ท้ัง 4 เข้าด้วยกัน สนามไฟฟ้าเน์องจากการเล้ิยวเบนท่ีขอบในทิศทางตามแนวแกน Z 

เป็นด้งสมการ (3.167)

^ = ร ( &

e 1 *  [~/r + (0-0')~| โ7?-(0-0')~|
2พ2/ฟ้: smO 1_ 2ท J 2nyl2nksm0 2/7 J

e ~ } *  โ7 T + { ( p  +  <p')ไ e โ/r- ( ^  + ̂ ')1
_ 2 n -j2 7 T k sm 6  1  2/7 J I n ^ j l ï ï k ร1ท0  c°1_ 2/7 J

-,kr

T T
(3.167)

และเน์องจาก cot ฟ + cot f i = sm^  + ^   -------2sm(i4 + fi)--------ดังน้ันสมการ (3.167) เขียนใหม่เป็น
sin /ls in fi c o s (/l-fi)-c o s (^  + fi)

r

๙ = g, ta
TT

พ  2/zfcsinfi
e * J s,(i )

nÀ2nk sin $ 1cosj[fj-cos^
๙'*
T T

(3.168)

สนามไฟฟ้าเน์องจากการเล้ิยวเบนท่ีขอบในทิศทางตามแนวแกน Z ตามสมการ (3.167) น้ันมีค่าเม่ือข้ัวไม่อยู่ใกล้จุด 

อานม้าหรือมีค่าเม่ือจุดสังเกตไม,อยู่ใกล้ ๆ กับขอบเขตเงาของการตกกระทบ (incident shadow boundaries, ISB) และการ
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สะท้อน (reflection shadow boundaries, RSB) ดังรูป 3.19 เน่ืองจากท่ีบริเวณใกล้ ๆ กับขอบเขตเงาท้ังสอง ค่าของสนาม 

ไฟฟ้าเน่ืองจากการเล้ียวเบนท่ีขอบในทิศทางตามแนวแกน Z มีค่าเข้าใกล้ค่าอนันต์

รูป 3.19 ขอบเขตเงาของการตกกระทบและการสะท้อน

ในกรณีท่ีข้ัวอยูใกล้กับจุดอานม้าหริอจุดสังเกตอยู่ใกล้ ๆ กับขอบเขตเงาท้ังสองน้ัน สนามเนองจากการเล้ียวเบนท่ี 

ขอบซ่ึงเกิดจากอินทิกรัลตามเส้นทาง SDPtn ในสมการ (3.157) หาได้โดยใช้กรรมวิธี steepest descent ชนิดดัดแปลงของ 

Pauli-Clemmow (L. B. Felsen and N. Marcuvitz, 1973) ซ่ึงต่างกับกรรมวิธี steepest descent ตรงท่ีเพมฟังก์ชัน 

ท่ีซดเชยความไม่ต่อเน่ืองตรงบริเวณขอบเขตเงาท้ังสองดังน้ั

•Læ  We*” "1 * " d ^ T H u(*1=*),
2t

y kpsmO’tf2(พ5 -n
■/ะ[« 8* ( ^ ' ) K

2( ^ = !

และ

i  « 1, , , ^ = ' • พ ” r , < > , = - ^ ^ - ^ - +  4
3;rkpsm@'ĥ2(ws=*-x)+J~ o 4

ดัณ้ันจะได้

\  H ,{พ)ekp*ae‘̂ d w  = - — t l  co ln  + {<t ' ~ ^flkLa* (<t> -  <p-’)]■ ^

น " .  พ * - ' * - * -

çjhxae’

4/r jn
0jktaxp

(3.169ก)

(3.169ฃ)

(3.169ค)

(3.169ง)
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โดยท่ี F \k L c f (<p + <f>')\ = 2 jJ lc L c f ( 0  + ^ ') e {ใ——— คือ ฟังก์ชันทรานซิชัน (transition

function) ซ่ึงเป็นฟังก์ชันท่ีบ่งบอกการแยกกันของข้ัวกับจุดอานม้าและเป็นฟังก์ชันท่ีชดเชยความไม่ต่อเน่ึองท่ีเกิดข้ึนท่ีขอบเขต 

เงาท้ังสอง และค่าปัจจัย L  ในฟังก์ชันทวานซิชันคือ ค่าปัจจัยทางระยะทาง (distance parameter) สำหรับในกรณีน้ิคล่ืนตก 

กระทบเป็นคล่ืนระนาบ L  =  psm O  = r  sin# แต่ถ้าคลนตกกระทบและคลนสะท้อนมีหน้าคล่ํนใด ๆ ค่าปัจจัยทางระยะ 

ทางหาได้โดยพิจารณาความไม่ต่อเนองของสนามท่ีขอบเขตเงาของการตกกระทบและการสะท้อน ซ่ึง R, G. Kouyoumjian 

และ P. H. Pathak (1974) ได้กำหนดเป็นดังสมการ (3.170ก-ฃ)

(3.170ก) 

(3.170ฃ)

p ‘e คือ รัศมีความโค้งของหน้าคล่ืนตกกระทบท่ีจุดเล้ิยวเบนในระนาบการตกกระทบ 

คือ รัศมีความโค้งหลักของหน้าคล่ืนสะท้อนท่ีจุดเล้ิยวเบน 

P I  คือ รัศมีความโค้งของหน้าคล่ืนสะท้อนท่ีจุดเล้ิยวเบนในระนาบการสะท้อน 

ร คือ ระยะทางจากจุดเล้ิยวเบนมายังจุดสังเกต

และ ในฟังก์ชันทรานซิชันกำหนดดังสมการ (1.81)

11 _ s j p ' e + s ) p \ p ‘z ™  0

p'e { p \ + s ) ( û + s )

1 r  _  i p e + s ) p \ p [ ™  0  
p e{ p { + s ) ( p i + s )

โดยท่ี p \ , p '2 คือ รัศมีความโค้งหลักของหน้าคล่ืนตกกระทบท่ีจุดเล้ิยวเบน

a + ( ( f ) +  < ]) ')  =  \  +  c o ^ ( ( f )  +  < f ) ' ) - 2 n 7 t i S r \  =2cos:
(<p +  ( f > ' ) - 2 n n N +

(3.171ก)

a“(^ +  ̂ ')  = l + cos{(  ̂+ ̂ ') -2 พ;z/'r] =2cos‘
{(f> +  (/) ') -2 n 7 iN ~

(3.171ข)

โดยท่ี N *  และ N ~  เป็นจำนวนเต็มท่ีสอดคล้องกับสมการ (3.172ก) และ (3.172ข) มากท่ีสุด

2 n / à \ r -(< /) +  </)') =  +.ท (3.172ก)

2ท71พ~- ( 0  +(/)') = -7T (3.172ข)

ฟังก์ชันทรานซิชันข้างต้นสามารถหาค่าโดยประมาณได้ดังแสดงในภาคผนวก จ. ซ่ึงขนาดและเฟสของฟังก์ชัน

ทรานซิชันจากกาวประมาณเป็นดังรูป 3.20
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Variations of Magnitude and Phase of Transition Function F(x)

รูป 3.20 ขนาดและเฟสของฟังก์ชันทรานชิชัน

สำหรับรูปลิมทิ 1< ท < 2  (exterior wedge) ค่าของ N* และ N~ ท่ีสอดคล้องกับสมการ (3.172ก) และ 

(3.172ข) คือ N* - 0  หรือ 1 และ N~ = -L0 หรือ 1 และค่าของ - 2 k  <<p±(j)' < 4 k , N *  และ N  มีความ 

สัมพันธ์กันดังรูป 3.21ก สำหรับ I \ r  - - 1 0  หรือ 1 และดังรูป 3.21ข สำหรับ A'"* =0 หรือ 1

N - J

1SB : <f)=<f)'-K  V-► L5

1

N + ='.

RSB : <p=(2n-Y)K-<f)'

JL___ !___ L
<p±(j>'

- 2  K -TT 0  n  2 n  3 ท  4 ท

ก) N~ ข) N +

รูป 3.21 ความสัมพันธ์ของ N * ,N ~ ,ท และ <t>±<t>' สำหรับรูปลมท่ี 1<ท < 2

จากสมการ (3.169กง) สนามไฟฟ้าเน่ึองจากการเล้ิยวเบนท่ีขอบในทิศทางตามแนวแกน Z สำหรับในกรณีท่ีข้ัวอยู่ 

ใกล้หรือไกลจากจุดอ'านม้าเป็น
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[  ( ^ ' ’' ^ v ( D ]  + ̂ ( f  , " > 0 ) 4 ^  ( ท ] )  า|£ ^  

2 = ̂ (2๐1 - { ท ท « ^ ฬ M a  ( ท ]  + C ( t \ n , 0 ) F [ k L r a  ( ท ] ) J ^

w  C fe „,ร). - 2J 4 111̂ ]  ̂

ในทำนองเดียวกันกับการพิจารณาสนามเน่ึองจากการเล้ิยวเบนทขอบจากรูปล่ัมตัวน่าเม่ึอกระตุ้นด้วยไดโพลไฟฟ้า 

ขนาดส้ันมากข้างด้น สนามณองจากการเส้ัยวเบนท๋ัขอบจากรูปลมตัวน่าเมอกระด้นด้วยไดโพลแม่เหล็กขนาดส้ันมากสามารถหา 

ได้โดยไข้เฮิรตซ์เวกเตอร์ f r  ซ่ึงสอดคล้องกับสมการอนุพันธ์ด้งสมการ (3.174)

( v 2+ £ 2) f r = - —  (3.174)
J W

โดยความหนาแน่นกระแสแม่เหล็ก M s เป็นดังสมการ (3.175)

M s -  I mL ô ( r  - r ' ) â z (3.175)

เน่ํองจากความหนาแน่นกระแสแม่เหล็กอยู่ในพิศทาง 2 ด้งน้ันสมการ (3.174) ลดรูปลงเป็น

/ 2 , 2)™  I mL ô ( r - ? ' )  V2 + k 2 IT  = - — — — -
J W

(3.176)

และเขียนอยู่ในรูปของกรีนฟังก์ชันได้ดังสมการ (3.177)

Ô 2 1 d  1 ô 1 d 1 , 2
“TT + T" + + !โ7+ ̂.4? /ฮ P  â f>  â .

. JL, 5 { p - p t ) 5 W - f i ) 5 { z - z ï )
G  ( p ,<P,z,p ',<P',z') = -

p
(3.177)

โดยท r r  = — GVr r )  แล 
1 J W

à t r p
d p

และจะได้

= 0 และ — - —
d p

ะสอดคล้องกับเงอนไขขอบเขตแบบนอยมันน์ (Neumann boundary condition) คอ

= 0 และเน่ึองจาก f r  =  v (v -fr)+ /t2f r  ด้งน้ัน -^ ร - = 0  บนพ้ินผิวรูปลมตัวน่า
d(j)

d G h( p , p , z ,  p / , p ' , z ! )  

d tp
= 0 ท่ึ <f> = 0 และ p  =  '¥0 (3.178)

ซ่ึงเม่ึอหากรีนฟังก์ชันเซ่นเดียวกับในกรณีกระตุ้นด้วยไดโพลไฟฟ้าขนาดส้ันมากจะได้
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G h(p ,< f> ,z ,p f,< F ',z ’ )  =  Y p m 7 COS <เ>
m=0 ^ * 0  V * 0  y

f  _  \  f  ^---  W7T
COS

ila ca s& '+ jv '— £
V}/ ^ ( ^ รiท0')e

-A'

ก' (3.179)

โดยท่ี £■ = j l  ’ ^ และเนองจาก iT=rÇtf = — —Gh(r,r ')s2 และ F r =v(v-n™)+/t2ïT  ดังน้ัน
i m= เ2 , m *  0

H ? =  4 j  + k2\ v  =
ô z y JW\ôz J

r i

jcop G \ f , r ' ) (3.180)

เม่ือแทนสมก•ท (3,179) ลงในสมกา■ร (3.180) สนามแม่เหล็กในทิศทางตามแกน Z ท่ีจุดสังเกตใด ๆ รอบรูปลมตัวน่าท่ีถูก 

กระตุ้นด้วยไดโพลแม่เหล็กขนาดส้ันมากท่ีวางอยู่ท่ีตำแหน่งไกลมากเป็น

F T  = - j ( 0 £ lmLs\n~ d 'Y fn ,ไ ^ - cos (f) cos JVm{kps \nd ')e
"*=1 ■‘̂ *o V * 0  y V * 0  y

jkzcas0'+jv — 6  2
2 —  (3.181)

และสนามแม่เหล็กท่ีมาจากไดโพลแม่เหล็กขนาดส้ันมากท่ีวางตัวอยู่ในทิศทาง Z ดังสมการ (3.175) อยู่ท่ีตำแหน่ง 

ไกลมากสามารถหาได้จากศักย์เวทเตอร์ไฟฟ้า (electric vector potential) ดังสมการ (3.182)

F  £ T  r e~lk[l̂ \
F :  =  ^ - Ü 1  I r - r ’ \

g j  m J ^ g - jk r j+jkzccs0'+jkpsm6'cos(<f>-<f)')

4 n P (3.182)

จากสมการ (3.182) และ H - - j c o F - / — — v ( v - F) สนามแม่เหล็กเน่ืองจากไดโพล
CO/JZ

วางตัวในทิศทาง Z ท่ีจุดสังเกตใด ๆ เป็น

แม่เหล็กขนาดส้ันมากท่ี

K  = - j - ^ [ ( j k c c s Ô ' f  + k : f z  L  ดั sln" 0 e  ikzcosd'+ikosmô'ccst é - é ‘)
2 4 7 0 "

(3.183)

สมการ (3.183) แสดงถืงสนามแม่เหล็กเน่ืองจากไดโพลแม่เหล็กขนาดส้ันมากท่ีจุดสังเกต (r ,9 ,( f) ) เม่ือ ก ' - >00

และ ถ้าให้ H  = _ J ÛX ̂  ^  an ^  ( -----  สมการ (3.183) บ่งบอกว่าสนามแม่เหล็กเน่ืองจากไดโพลแม่เหล็กขนาดส้ันมากท่ี
° 4 n r ’

จุดสังเกต (r,9,<t>) เม่ือ ก' ->00 ประพฤติตัวเป็นคล่ืน'ระนาบท่ีมีขนาด H o ตกกระทบในทิศทาง {6 \< p ') และเม่ือจุด 

สังเกตอยู่ท่ีจุดกำเนิด ก = 0 ซ่ึงเป็นจุดท่ีเกัดการเล้ิย'วเบน สนามแม่เหล็กเน่ืองจากไดโพลแม่เหล็กขนาดส้ันมากท่ีตกกระทบท่ี 

จุดเล้ิยวเบน Qd เม่ือ ก' —>00 เป็นดังสมการ (3.184)

j c æ I mL sm 2 9 ’e~jkr' 
4 n r1» X Q o )= (3.184)
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เม่ึอแทนสมการ (3.184) ลงในสมการ (3.181) จะได้

^  2 n  ( m n  (  ( m n  (
พ ุ =  พ ุQD) 2 j s m พ ' cod - ^ -  <p cod ■ ^ -(เ)’ k  (Apsin & ) e

m=0 *o \  *0 '  \ *o /
jkzCOS0'+yvm 2

-« v -1 27T jkzccs6’*jv —
หรือ พ ุ =  พ ุ(Q D) I f m^ J Vm(k p s m 0 ')e J n 'ะ

m=0 *o
M ^ -^ 0 l+ C O s [Vm(lW ')]

2

(3.185ก)

(3.185ข)

เน่ึองจากฟังก์ซ้นเบสเซลชนิดท่ีห'นงอันดับท่ี vm เขียนอยู่ในรูปอินทิกรัลตามเส้นทางในระนาบเชิงซ้อน พ ด้งสมการ 

(3.141) และ cos|vm(^  ± ^ ')] =" และ V ^ =— ดังน้ันเขียนสมการ (3185ข) ใพม่ใดัเ{เน

K = « (0 ,)

I  2 ^ i  2 ๔ ^ ^ d 'V + 2 ^ 1  \ e lkp* n & ™ wY f  " ° * ~ * +W)d iV  

I +T T  I :;**’” * ’™div+—l 2 m  L 2  2 m  L „ 11

พ ุ^ ^ ^ Y f  ใ ^ ' ^ d v
2 m J i 2

+— f  -  ๙*’" * “ 7*1 v+— \ e ,^ f f ^ T ê 1^ +w)c h v  
. 2 m  L 2  2 m  L  ^  J_

leMBaair (3.186)

เม่ึอใช้คุณสมบัติของอนุกรมอนันต์ดังสมการ (3.144) และ (3.145) จะได้

K - H A Q o ) ^

!_[ e ]kpsmd''

ถ้ากำหนดให้ \  Lf  (พ)dพ =ะ\ f  (พ)d พ - \  f  (พ)d พ สมการ (3.187) เขียนใหม่เป็น

1 [ > - 0 + พ ๅ\ f f l  U - f i + w j| I l

2jฯ. a~ r +]f พ ฯ. * r \ \
1 \  è  +  è '+ พ \ \  f , „  f  1 โ d) +  (f)'+ พ T) ) ' fw  * พ / * JMJ

'kzcosO'

(3.187)

พ ุ- พ ุQ d )
A n  j nT in  1 ^L’-L

r (p-<fi'+พ'-]
ท ่" - r “ ๒” * + t * ' ท ่'

โ <fi +  <f>' +  พ

2ท
๙kzcosQ1

(3.188)

อินทิกรัลตามเส้นทาง L - L  ในสมการ (3.188) สามารถหาได้โดยใช้ทฤษฎีบทค่าเวชิดิว (residue theorem) เซ่น 

เดยวกับในกรณีกระตุ้นด้วยไดโพลไฟฟ้าขนาดส้ันมากซ่ึงจะได้



พ ุ = พ ุ Qo)
t-r. # 1( n y ^ ^ w j

| ๙พ พ ^ ว̂ _ เ ^ !  ■ ^ “  L p ^ :  me‘hA'’' 'พ !

พ ุ* * 6 ' (3.189)

และสนามแม่เหล็กเนึ่องจากการเลิ้ยวเบนทึ่ขอบในทิศทางตามแนวแกน Z เป็น

พ ุ=พ ุ00)
{ ท ท ห,0 ) F \ k l i a + { ท ] + C  { ร - , ท , e ) F \ k I l a  ( ท ] }  j ท ’• 

_+{ r  ท ,« 5 AZ.V( < r )] +  c - ( < r ,ท,9)F \kLra  ( ท ] } J ^
(3.190)

.T

โดยทึ่ C~{c ท 9) = - ------F = ------- c o l 1 และ £ = Ë = d> + d )' และจากสมการ (3.93) เมื่อพิจารณาองค๎
_ “  พ 2^sm6> L 2« J

ประกอบในแนว Z จะได้

■d _ ท่,ท X ^  I__ EL__ -A
' r{ p i +r)

E d1 = E: {Od)D , (3.191)

และเนึ่องจากรูปลมตัวน่าที่ทำการวิเคราะห์มีขอบเป็นสันตรงยาวอนันต์ตามแนวแกน Z และไดโพลไฟฟ้าขนาดสั้น 

มากวางอยู่ที่ตำแหน่งไกลมาก ด้งนั้นจากทฤษฎีภาพเสมีอน p i  = r '  —>00 ด้งรูป 3.22 ทำให้

รูป 3.22 ระยะตัดกันของรังสิของรูปลมตัวน่าที่มีขอบเป็นสันตรงยาวอนันต์ตามทฤษฎีภาพเสมีอน

เม่ือเปรัยบเทิยบสมการ (3.192) กับ (3.173) พบว่า
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{พ พุ ,ุท ,9)F\kEa+(เท ] + CT(ท ท,&)F[พ aุ {ท]} j  

L - { r ( r , พทุ ท ] + C (ท ท,6)F\พุa (ท}}J

โดยที่ C'(£.ท  9) = - ---- 7-— --------J * และ â = พ ุ้ = è  + d>' และ D  เรียกว่าล้มประสิทธํ่การเสั้ยวเบนที่
1’ _ พ 2^sm0 L 2/7 J

สอดคล้องกับเงื่อนไขขอบเขตแบบดีรีชเลต้หรีอสำหรับโพลาไรเซชันแบบอ่อน (soft polarization) ในทำนองเดียวกัน

๙  -  t a  1/m n \ - ^ พ ุ-  *M

และเมึ่อเปรียบเทียบสมการ (3.194) กับสมการ (3.190) พบว่า

{ C ^ - ,n , f f ) F \k E à ^ - ) \+ C ^ ,ท, g)f\kllà■ (ท])] 
L + jc *(£ -,» , e)F[น:a - ^ - ) \ + C ( l ; - , ห,6 ) F \k i :à  ( ท ] ) \

โดย Dh เรียกว่า ล้มประสิทธํ่การเลิ้ยวเบนที่สอดคล้องกับเงื่อนไขขอบเขตแบบนอยมันน์หรีอสำหรับโพลาไรเซชันแบบแข็ง 

(hard polarization)

จากข้างต้นเป็นการหาสนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กเนื่องจากการกระตุ้นด้วยไดโพลไฟฟ้า (TMZ) และไดโพลแม่- 

เหล็กขนาดสั้นมาก (TEZ) ซึ่งสามารถนำมาใชัหาสนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กที่เกิดจากคลึ่นมีโพลาไรเซชันแบบใด ๆ

(arbitrary polarization) ตกกระทบบนรูปลั่มตัวนำได้โดยรวมสนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กที่เกิดจากการกระตุ้นทั้ง 2 กรณี 

เข้าด้วยกัน ด้งนั้นสนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กที่เกิดจากคลึ่นมีโพลาไรเซชันแบบใด ๆ ตกกระทบบนรูปลมตัวนำเป็น

พ ุ= พ ุ+ พ ุ (3.196ก)

Ë = พ ุ+ พ ุ (3.196ข)

โดยที่ e และ m ที่กำกับไว้ในสมการ (3.196ก-ข) แสดงถงสนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กที่มาจากการกระตุ้นด้วยไดโพลไฟฟ้า 

และไดโพลแม่เหล็กขนาดสั้นมากตามลำดับ และเมึ่อพิจารณาองค์ประกอบของสนามในทิศทาง Z  พบว่า พ ุ2= พ  ุ เน ั้องจาก 

พ ุ =  ja e V Xที" = jcoèVxTlln1 ทำให้ พ ุ =0 และ E2 =£■; เนั้องจาก พ  ุ = - y ry / iV Xf r  =  -J co/ พ ุXท "a 1 

ทำให้ E ”  = 0 และจากการวิเคราะห์ข้างต้น พ ุ, E l ประกอบด้วยสนามที่มาจากสองส่วนคือ สนามตามกรรมวิธีทัศนศาสตร์ 

เซิงเรขาคณิตกับสนามเนื่องจากการเลิ้ยวเบนที่ขอบ ด้งนั้น

พ ุ1 =  พ ุ=  พ ุ^ 0  + H d2 =  พ ุพ ุ + พ ุ D h ^ j=
Vr

(3.197ก)
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£  = £ ! = £ f °  + £ f  = E A  + E D ร-Jkr

T
(3.197ฃ)

จากภาคผนวก ง. เมื่อทราบองค์ประกอบในทิศทาง Z ของสนามไฟฟ้าและสนามแ ม ่เหล็กที่มิการเปลี่ยนแปลงอยู่ใน 

รูปเอกซ์โพเนนเชียล สนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กในทิศทางตั้งฉากกับ Z เป็น

fv Ay,Hz jaxn-. xVA
, = ~ k 2- k 2 ~ k - k 2

(3.198n)

P i W  M f M  
H = ~ k 2- k 2 k2-k )

(3.198ข)

เมื่องจาก ในสมการ (3.197ก-ข) มิการเปลี่ยนแปลงในทิศทาง Z อยู่ในรูปเอกซ์โพเนนเชียล e-jkœs62 ดังนั้น

jkCCS9V1H, jcosa, X Vr£, 
A:2 sin2 9 k2 sin2 9 (3.199n)

J-, jkœ s9V'E2 jüjpapxV 1H:
y = ~ 7,2 -2 - +r s in 20 A2 sin2 (9 (3.199ข)

และเมื่องจาก V  เป็นตัวด่าเนินการแบบเชีงเส้น ดังนั้นเมื่อแทน H  1.E 1 ลงในสมการ (3.199ก-ข) สนามเมื่องจากการเลี้ยวเบน 

ทึ่ฃอบในทิศทางตั้งฉากกับ Z เป็น

£๙ j k c æ 9 V lH 1 j a m  1 y V'E;
A2 sin2 9 k 2 sin2 9

p d j k c c s O V tE  1 J û ju â  1 xV  1H 1
k 2 sin2 0 k 2 sin2 0

โดยท่ี

(3.200ก)

(3.200ข)

=v,

__£_
= dp

ED .
W r

= v.
6-jkpno-jhvrtj-r̂

Ep

- j k p s r n O -  J  k z  CCS

E'A-
0>[sm9

yfp 7

- j k p s m  G -  j l a c o s d

= E\:DX-jksvA2 9)
f p

-à A

ft
f 1 ไ

p iÀ ‘D‘-

1- j k p s \ ท 0 - j l a c o s 0 Vsiné?

yfp
(3.201ท)
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v t f  =v,
1ฯ ^

= v,
- jkpsm Q-jkz cos 6

K D h -
yjsm d

fp

-% {HA  7p ' y i #
m
\

-̂jkpsmB-jkzocse J sm Q ไ

~E

- jk p s m G - j k z c c & Q  r  1 ^

" a ' + ‘W p

(3.201ข)

จากสมการ (3.201ก-ข) ฟ ้อ  k p  มีค่าใหญ่เพียงพอ สามารถละเลยพจน์ C l - i =  I ได ้ ด้ง,นน

พ t E d2 * E ’ZD S( - J k s m 9 ) ^ a p (3.202ก)

VtHd2*KDyJksxne)~ap (3.202ฃ)

ซึ่งเมื่อแทนสมการ (3.202ก-ข) ลงในสมการ (3.200ก-ฃ) จะได้

Hf=-

- jkr ^
e jh  K (-Jk sm e)DClâf - - ^ g\E‘(-jk^e)D;~â

COS 6  a ~jkr
(3.203ก)

ร1ท0
I fJ X  e- ^  a . - ~ —:E 'D . e— aAZ h

Jr p Zsin# 1 s Jr

- , j k o o s O  e~jkr JCO/M, f e lkrÊ1 ^ - ๅ r0K(lksmô)D ~ a p+1—- ETZ(~jksinG)Dh —y=-a
Jr p k2 sin2 6 Jr

cos#
-E ’D

z  *-,kr
(3.203ข)

และเพึ่อสะดวกในการพิจารณาหาสนามเนื่องจากการเลี้ยวเบนที่จุดเลี้ยวเบน Q d  ใด ๆ ระบบพิกัดที่จุดขอบซึ่ง 

ประกอบด้วย ระบบพิกัดของรังสีตกกระทบ (จ ุ,/?1, $ )  และระบบพิกัดของรังสีเลี้ยวเบน (จ ุ,,/?1, ,$ , )  โดยเวกเตอร์ 

หนื่งหน่วยที่ตั้งฉากกันของระบบพิกัดที่จุดขอบทั้งสองคอ (จ ุ, /? 1, $ )  และ (จ ุ, , /? ,,,$ ,) ด้งรูป 3.23 ถูกน่ามาใช้โดยที่ความ 

สัมพันธ์ของระบบพิกัดเป็น

P = ท้ั X ท่ี,

Pd=h*h

P , = P d = P c

(3.204ก)

(3.204ข)

(3.204ค)
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z Z

รูป 3.23 ระบบพิกัดที่ขอบของรังสีตกกระทบและรังสีเลิ้ยวเบนสำหรับรูปลิ่มตัวนำ

และมีความสัมพันธ์กับระบบพิกัดทรงกลม (r.8 . <เ>) ที่ใช้ในการแก้ปัญหารูปลิ่มตัวนำข้างต้นดังนั้คือ

?
"II

>
II

a?
5' 'a

"
II

''ฉ
ะ (3.205ก)

II (เ I i
 

?II
<

C
^

f i d (3.205ข)

II 1

:ฉ
- 

II'ฉ
ะ (3.205ค)

s d = r ,

II II -ฉ
-

(3.205ง)

และเนึ่องจากคลิ่นทึ่แผ่กระจายจากไดโพลไฟฟ้าและไดโพลแม่เหล็กขนาดสั้นมากซึ่งวางอยู่ทึ่ตำแหน่งไกลมากทึ่มา 

ตกกระทบมีลักษณะเป็นคลิ่นระนาบซึ่งไม่มีองค์ประกอบของสนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กในทิศทางการเคลิ่อนที่ ดังนั้นสนาม 

ไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กตกกระทบสามารถแสดงในระบบพิกัดที่ขอบของรังสีตกกระทบได้เป็น

E  = E P P ,  + / ญ ^ (3.206ก)

(3.206ข)

และ
ร  x É

(3.206ค)

โดยที่ Z  คือ อิมพัแดนซ์ลักษณะสมบัติของตัวกลางในบริเวณแผ่กระจายคลิ่น และเมึ่อแทนสมการ (3.206ค) ลงในสมการ

£'
(3.206ข) และใช้ความสัมพันธ์ของระบบพิกัดที่ขอบของรังสีตกกระทบด้งสมการ (3.204ก) จะได้ H'„ = —I-  และ

R Z
£'

H  ̂ - - —y  และจากความสัมพันธ์ของระบ!พิกัดของรังสีตกกระทบกับระบบพิกัด (p,<p,z) จะได้
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H z = f r  ■3I =  - H p sin p 0 =  sin p 0 (3.207ก)

E2= Ê  • â2 = -En sinp 0- } { 1,z sinp 0 (3.207D)

เนึ่องจาก âp =âr s,\nd + âB(xe,d = sdsmP0-  Pdoะรp 0 และ â (1, =  <j)d ดังนันเมือแทนลงในสมการ (3.203ก-ฃ) 

จะได้

H ?  =  พ 0, D h( c o s P 0 sin P 0sd - c o s : p J d ) - H ; I ) < j ) d

y-jted
(3.208ก)

Ê" = Ep D5 (cos p 0 sin  p 0sd - c o s : p J d) - E \ D J d
-jted

(3.208ฃ)

และ â, = âr cos 0 -â g  ร1ท0 =  sd cos,p0 + Pd sin p  0 ดังนั้น

Hza: = E :Dh^j= -â : = \-E p Dh{cc&p 0รm p0sd + s in 2 p j d)
-Jtej

(3.209ก)

ปี,-*'
E a2â2= E\D 2- ^  â2 = - E ' p  D ร (cosP o  ร’ท P o 'sd + ร1n : P o P d  )

o-l̂d
(3.209ข)

จากสมการ (3.208ก-ฃ) และ (3.209ก-ข) ทำให้สนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กเนื่องจากการเลิ้ยวเบนที่ขอบเป็น

F f = H f + H i â ,  = \ - น แ พ ้ , - H t D11
'[ริd

(3.210ก)

Êd = Ëdt + E dà2 = \-Ep Dsp d -  £■; D j d
a~)hd

(3.210D)

และ
- ,  sd X È*
H* =A~E~ (3.210ค)
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จากข้างต้น คอ ตัวประกอบการลดทอนซึ่งเกิดจากการพิจารณารปลมตัวน่าที่มีสันขอบตรงยาวอนันต์และคลํ่น

ตกกระทบเป็นคลึ๋นระนาบ แต่สำหรับกรณีที่เป็นสันขอบโค้งตัวประกอบการลดทอนเป็น
1

A
^ (A  +sJ

ดังสมการ (3.93)

ดังนั้นสำหรับในกรณีสันขอบโค้ง สมการ (3.2ใ0ก-ฃ) สามารถเขียนใหมในรูปของสัมประสิทธการเลิ้ยวเบนแบบไดแอดิกได้เป็น

Hd=H'(QD)-DH. jBl____e~M
Sd(Pl + ๔)

(3.21 in )

Ëd=Ë\QD)-DE —— -ë,K
s d ( P i  + s d )

(3.211ข)

โดยที่สัมประสิทธํ่การเลิ้ยวเบนแบบไดแอดิก DH=-D jjd-Dj,<fid และ De =~dJJj และสัมประสิทธํ่ 

การเลิ้ยวเบน Ds กับ Dh เป็นดังสมการ (3.193) และ (3.195) ซึ่งเขียนในระบบพิกัดที่ขอบของรังสีตกกระทบและรังสีเลิ้ยวเบน 

ได้เป็น

[  {(-(ร -,ท ,P ,)F \k l!a (l; )]+C ( £ > , £ 1)/■ (พ:*-(ริ-)]) 1 
l - \ c - ( 4 ‘ ^ P J F [ k L V ( n ] + C ( f , ห,f i J F \ k i : a ( r ) \ } \

[  { C (C ,» .p ฬ *iV (ริ-)]+<T(ริ> > 1,)มุพ:<1-(ริ-)!} 1 
L ^ c (ร ิ> > 1,)ม ุพ V (ร ิๆ ]+ C (ร ิ> > 1,)ม ุพ '<1- (ร ิ*)]}J

โดยทิ C ( ร ิ, ท, f l ) = -—  -,== ---co i"——- ]  แ ล ะ ร ิ= ร ิ1 » ร ิ และ 1ÏJ3พิจารณาด่าล้มประสิทรี๋กาดIลั้ยว
2 n ^ 2 n k s m / 3 0 I  2ท .!

เบนแบบไดแอดิกข้างต้นพบว่า สัมประสิทธํ่การเลิ้ยวเบนแบบไดแอดิกเป็นฟังก์ชันของมุม <pn (j)d, P 0 และทิศทางของเวกเตอร์ 

หนงหน่วยที่ตั้งฉากกันของระบบพิกัดที่ขอบของรังสีตกกระทบ §1,$ ,0 ,  แ ล ะ ข อ ง ร ัง ส ีเล ิ้ย ว เบ น ^ ,^ ,^  ซึ่งสามารถหาได้ 

โดยพิจารณาจากเวกเตอร์พื้นผิวที่จุดขอบที่ประกอบด้วย เวกเตอร์หนึ่งหน่วยในทิศทางสัมผัสกับพื้นผิวที่จุดขอบซึ่งมีทิศฟังจาก 

จุดขอบเข้าหาพื้นผิว t เวกเตอร์หนึ่งหน่วยในทิศทางสัมผัสกับขอบที่จุดขอบ ê และเวกเตอรัหนึ่งหน่วยในทิศทางตั้งฉากกับ 

พื้นผิวที่จุดขอบ ท ดังรูป 3.24 โดยกำหนดให้

r_

1 f \
(3.21 รก)

t =êxn (3.213ข)

และ F  คอ อนุพันธ์ของเวกเตอร์บอกตำแหน่งบนขอบ ? ที่จุดขอบ
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น ๆ
^  x'à.

รูป 3.24 เวกเตอพนผิวที่จ ุดขอบ t,ê ,ท ที่ใพ้ทมุมและทิศทางของเวกเตอร์เวกเตอรหนึงหน่วยทิตังฉากกันของระบบพิกัดทิฃอบ

จากรูป 3.24 ทิศทางของเวกเตอรัหนึ่งหน่วยที่ตั้งฉากกันของระบบพิกัดที่ขอบของรังสีตกกระทบ ร1.$1, P1 และของ 

รังสีเลิ้ยวเบน sd,$d,P d และมุม P0 เป็นดัง'น

7 êxs
Û -  |! ไ\ (2.214ก)

\ê X Sj

(3.214ข)

t sd xê
h  -  j' A (3.214ค)

K /x ‘ๆ

î*» II jr» (3.214ง)

sm/30=i]\-(srê)2 (3.214จ)

และมุม <p 1, (f)d หาได!ดยพิจาร!นากรณีต่าง ๆ ที่เกิดขิ้นจากการตกกระทบและการเลิ้ยวเบนที่ขอบดังรูป 3.25 และ 3.26
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4 = 0  ■■ , 4

i 1. * ' / y \ 4-^'■'■■*' '"■,1 ► r ............ < แ |\แ |แ  m i l l  ► /

4
พ▲ 4 = */2

,1/*?(•ร’ )
*  4
•^s,i\ \ \ \ u \ \ \ \ \ \ \ ► /

<<c

X .

ก) / • 4 =0 : 4, = c o s 4)  ข) / • 4 <0 : 4 =cos~'(«- 4) ค) / • 4 <0 : 4 = cos~’(/7- 4)

4 A .̂' 2/r~4
^ ...........

A PP(ร,) ^

4 "

4

N
P P  (รA

- 4
| s u \ ► /

4,
2 5 - 4

โไน \'\ '■1 \ \ ' ■1 '■. * r

■f— *4

X .

mis.)\y;1A

1P v j(รฺ;) ค็อ ภาพฉายของ f .

ช)/ • 4 > 0 : 4 = 2/r-cos~1(Â-4) ช) / • 4 > 0 : 4  = 2/r-cos"’(/J'4)

รูป 3.25 กรณีต่าง ๆ ที่เกิดขึ้นจากการตกกระทบที่ขอบของรูปลมตัวน่า

รูป 3.26 กรณีต่าง ๆ ที่เกิดขึ้นจากการเลิ้ยวเบนที่ขอบของรูปลมตัวน่า
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ท+

fad '  ̂ . . 1 1  ^
fad \.... < $ \ m \  น่ w \ M \ * t «-T---- ( * [ท่ี\\าท่ี ' ; "  '' ' n ' '■s * t

fad =̂

Jd

: fa*
fad /■- {“ 

pvfAd)

2n-fad

vll \ ■■. 1 \ '1 \ \ \ ' \ ' 1 '. * t

ร <

ง) t • fad < 0  : (j)d = cos'(^ ■ fad) จ) t - fad = 0  : (j) 11 = cos''(Â- ^ )  ฉ) t ■ fad >0\ !pd = 2;r-cos '(ท’A)

ททA

;■ 2 / r - ^

.น ไ^ '1'' - 1 ■. 1 '. ► ?

z p -  fad
<t>d7  1>ร่นบ.'■'.พ 'พ \\\\ \ ► pvj{sd) คีอ ภาพฉายซอง f  (

-ท่ี-
.J

m‘(SdPpp(A)X~*

ช) t-fad> 0: <t>d = lK-ccs\n- fad) ช) t-fad >0: tf>d = 2/r-cos‘(w- fad)

รูป 3.26 (ต่อ) กรณีต่าง ๆ ที่เกิดขึ้นจากการเลิ้ยวเบนที่ขอบของรูปลิมตัวน่า

จากกรณีต่าง ๆ ที่เกิดขึ้นจากการตกกระทบและการเลิ้ยวเบนในรูป 3.25 และ 3.26 เมอพิจารณาค่าปัจจัยทดสอบ 

Î  ■ fa 1 และ t-fad พบว่า

jcos’ '(«-(ท่ี) , t-fa <0
[ 2/r — cos 1 (« - ^ ) . '•(ท่ี >0

cos’ 1 (ท•(ท่ี,) oVI
<'^

2^--cos’ 1 («• (ท่ี,) . t-fad >0

(3.21รก)

(3.21รฃ)

จากการวิเคราะห์หาสนามเนึ่องจากการเลิ้ยวเบนที่ขอบข้างต้นสามารถน่ามาประยุกต์ใช้กับปัญหาการเลิ้ยวเบนที่ขอบ 

ของจานสะท้อนในระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเดึ่ยวรูปพาราโบลิก โดยค่าประสิทธํ่การเลิ้ยวเบนแบบไดแอดิกที่น่ามาใช้ขึ้น 

อยู่กับลักษณะที่ขอบของจานสะท้อน ซึ่งเมึ่อพิจารณาบริเวณเล็ก ๆ รอบจุดขอบของจานสะท้อนพบว่า บริเวณขอบโค้งที่จุดขอบ 

ของจานสะท้อนนั้นสามารถแทนไต้ด้วยแผ่นตัวน่าครึ่งระนาบ (conducting half plane) ที่ซึ่งสัมผัสกับพิ้นผิวจานสะท้อนที่ 

จุดขอบดังรูป 3.27 เนื่องจากมีลักษณะโครงสร้างคล้ายเคียงกันในช่วงบริเวณเล็ก ๆ ดังนั้นค่าส้มประสิทธการเลี้ยวเบนแบบ 

ไดแอดิกที่ใช้ในการหาสนามเนื่องจากการเลี้ยวเบนที่ขอบของจานสะท้อนสอดคล้องกับค่าสัมประสิทธ่ํการเลี้ยวเบนแบบไดแอดิก 

ของรูปลี้มตัวน่าที่ซึ่งมุมภายในของรูปลี้มเรนศูนย์หริอ ท = 2
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รูป 3.27 บริเวณเล็ก ๆ รอบจุดขอบโค้งที่จุดขอบของจานสะท้อน

พบวา คาและเมอพิจารณาฟังก์ชัน a ~ ( £ )  ในฟังก์ชันทรานชิชันของค่าล้มประล้ท๓ ารเลิ้ยวเบนในกรณี ท = 2 

N~ และ N" ที่สอดคล้องตามสมการ (3.172ก-ข) นั้นเป็นดังรูป 3.21 โดยในช่วง -2K<Ç<K N+ =0 ทำให้ค่าของ

a (£ ) = 2cŒ:( - y j= l  + cos<; และในช่วง K < 4  <4/r 1V " = 1 ทำให้ค่าของ a (ç )  =  2cos2("47r2" ^  j  = l-HCOŜ  

ส่าหรับค่าของ N~ นั้นในช่วง -2ท <£,<-71 N~ = -1 ซ่ึงทำให้ a~(gr) = 2cos;^ ^ ~ ‘?j=l+cosiÿแล

ช่วง

ใน

-n<ç<2n iV'=0 ทำให้ a (^) = 2cos:(^|-j=l+cos£ และ'ในช่วง 2k< รุ, <4/r N~ = 1 ทำให้

(ว '(ร ) =  2cos:
1ะ 4A - ç

=  l+ c o s £  ดังนั้นสำหรับในกรณี « = 2 ฟังก์ชัน ^ ( . ^ = a (£ ) =  2 co s r[-^ ] ซึ่งเมอแทนลงใน

ค่าล้มประสิทธการเลิ้ ยว เบน แบบได แอดิกจ ใต้

^ l* i 'a (n ]ÎC *(r ,- i= 2 ,A „)+ < r(r ,n = 2 ,Æ )) า

L -f(« . 'a( r ) ] |c " ( r .» = 2 ,Æ )+( r « * , n = 2 ,ft) !J

1,'ณี.,_  . , .ท ร1ฑ04 + £) 2ร๒04 + 5)เนองจาก cot/l + cot5 = —— ' = ---------- - ^ - -------------
sin^sin.» cos(A -B ) - cos(a + B)

ดังนั้น

DMM= - 21/ * 11A
ป ^ ( . ท !  f[A C fl(f) |

/ r i f r i
( 2 ; coq12 J

(3.216ก)

ในทำนองเดียวกัน
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โ

F \k £ a (fi f | t C a ( Q ]

f r i f r iCOS cos นิ-
1 ^ ) 1 2 J

(3.216ข)

โดยที a (£ ) = 2cos:

ค่าสัมประสิทธํ่การเลิ้ยวเบนแบบไดแอดิกเป็นพจน์ที่บ่งบอกกิงโพลาไรเซชันที่เกิดขึ้นของสนามเนึ่องจากการเลิ้ยวเบน 

ซึ๋งแสดงอยู่ในระบบพิกัดที่ขอบของรังสีตกกระทบและรังสีเลิ้ยวเบน ส่าหรับในการวิเคราะห์ระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อน

เดี่ยวรูปพาราโบสีกในวิทยานิพนธ์นั้ เวกเตอรัหนึ่งหน่วยที่ตั้งฉากกันของระบบพิกัดที่ขอบของรังสีตกกระทบและรังสีเลิ้ยวเบนที่ 

ปรากฎในค่าส้มประสีท๓ ารเลี้ยวเบนแบบไดแอดิกนั้นแสดงอยู่ในพจน์ของเวกเตอร์หนึ่งหน่วย และ ฎ ของระบบพิกัด

คาร์ทีเซียน (xyz) ของระบบพิกัดของจานสะท้อน เนึ่องจากเป็นการง่ายต่อการหาความสัมพันธ์ระหว่างระบบพิกัดต่าง ๆ ท่ีใช้ 

ในการวิเคราะห์ สำหรับการวิเคราะห์ระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเดี่ยวรูปพาราโบลิกแบบสมมาตรดังรูป 3.28 เวกเตอร์ 

หนึ่งหน่วยที่ตั้งฉากกันของระบบพิกัดที่ขอบของรังสีตกกระทบและรังสีเลี้ยวเบนที่จุดเลี้ยวเบนสามารถหาได้โดยพิจารณาจาก 

เวกเตอร์พื้นผิวที่จุดขอบที่เกิดการเลิ้ยวเบน Qd ตามที่กำหนดในสมการ (3.213ก-ฃ) ดังนิ้

แล: £ = < f=<เ>4 + ท่ี,

รูป 3.28 ระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเดี่ยวรูปพาราโบสีกแบบสมมาตร

จากรูป 3.28 สมมุติว่าสายอากาศปัอนกำลังคลึ่นวางอยู่ที่พิกัด (xf ,yf ,Z f)  ในระบบพิกัดของจานสะท้อน และให้ 

Qo(xd>yj>zj )  เป็นจุด'บน'ข:อ'บฃองจาน!สะท้อนรูปพารา'โบสีก,ใด ๆ และ P(xp,yp,zp) เป็นจุดสังเกตใด ๆ บนระนาบ 

หน้าจาน ดัง'นั้นเ'วกเตอร์บอกตำแหน่ง ?  แสดงอยู่ในระบบพิกัดของจานสะท้อนรูปพาราโบสีกได้เป็น

r = ( x - x f )รx + ( y - y f )รy + ( z - z f )ร. (3.217)
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ในวิทยานิพนธ์นิ้ศูนย์กลางเฟส (phase center) ของสายอากาศปัอนกำลังคลี้นอยู่ที่จุดโฟกัสของจานสะท้อนรูป 

พาราโบลัก ดังนั้น X, = 0 ,yf  = 0  และ Z, = 0  ชึ๋งเมอแทนลงในสมการ (3.217) จะได้

F  =  x a  1 + y a  + z â 2 (3.218)

และเนึ่องจากขอบของจานสะท้อนรูปพาราโบลักสามารถกำหนดโดยสมการอิงตัวแปรเสริมคือ

และ

D
X = — c a s é  

2
D

y=—smé

4 / 4 /

โดยที่ /  คือ ระยะโฟกัสของจานสะท้อนรูปพาราโบลัก ดังนั้นเมื่อแทนลงในสมการ (3.218) เวกเตอร์บอกต่าแหน่งบนเส้นโค้ง 

ของขอบที่จุดขอบเป็น

r W  = | c o s ^ + | s m ^  + mŸ

. 4 / - / (3.219)

เมอแทนสมการ (3.219) ลงในสมการ (3.213ก) เวกเตอร์หนึ่งหน่วยในทิศทางสัมผัสกับขอบที่จุดเลี้ยวเบน Q D { x i , y i , z 11)  

เป็น

ê =  - - p | =  s\ntpda x -cos<!>dny (3.220)

จากสมการ (3.220) เวกเตอร์หนึ่งหน่วยในทิศทางสัมผัสกับขอบที่จุดเลิ้ยวเบน ê มีทิศดังรูป 3.28 ดังนั้นเวกเตอร์ 

หนึ่งหน่วยในทิศทางสัมผัสพิ้นผิวรูปพาราโบลักที่จุดเลิ้ยวเบนและมีทิศพุ่งจากจุดเลี้ยวเบนเข้าหาพิ้นผิวสามารถหาได้ดังสมการ 

(3.213ฃ) โดยที่เวกเตอร์หนึ่งหน่วยในทิศทางตั้งฉากกับพิ้นผิวรูปพาราโบลักที่จุดเลี้ยวเบนกำหนดเป็นดังสมการ (3.221) ซ๋ึงมี 

ทิศทางดังรูป 3.28

- X p x  - y p y +2 j a 2 -  2 cos ท่ีA  -  2 sm ท่ีA +2A

= JmŸ+4 /2

และส่าหรับในระบบพิกัดที่ขอบ เวกเตอร์หนึ่งหน่วยในทิศทางการตกกระทบ f .  มีทิศพุ่งจากแหล่งกำเนิดไปยังจุด 

เลี้ยวเบโนและเวกเตอรหนึ่งVTน่วยในทิศทางการเลี้ยวเบน มีทิศพุ่งจากจุดเลี้ยวเบนไปยังจุดสังเกตใด ๆ ดังนั้น
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ร, =

- ^ c o s ^ + ^ s m  </>da + 
ริ, xdSx + ydây +zdâz 2 2

(D/2)2
L 4f - f

s‘ ~ yjx.+y.+z, D1 + m l

4 / - /

(3.222)

3, ( * ,  - x dK  + (yp - y d)3 + (z , -Z j H

' s* ~ -J(xp -X  11)2 + 0 >' - y , ) 1 + (z, - z df

xp -โ ะ -COS& เฮ, +เ yp - ะ ะ  s in<t>d M  z,  -  I f t'  2 4 /

cos<pdJ + [y p-^sm</>d j + , H ^ - /

(3.223)

เมื่อแทนสมการ (3.220) (3.222) และ (3.223) ลงในสมการ (3.214ก-จ) และ (3.215ก-ข) ก็จะได้เวกเตอร์หนึ่งหน่วยที่ตั้งฉาก 

กันและมุมของระบบพิกัดที่ขอบที่จุดเลี้ยวเบนของรังสีตกกระทบและรังสีเลี้ยวเบน

จากข้างต้นจุดเลี้ยวเบน QD(xd,yd,zd) หรือ 

ของการเลี้ยวเบนดังสมการ (3.224)

D  D  (D/2)2 
|-cos^,ÿsm  fa,-^ —f เป็นจุดขอบทสอดคล้องกฎ

st -e = s d e (3.224)

โดยท ร1,ร11 และ ê เป็นดังสมการ (3.222) (3.223) และ (3.220) ตามลำดับ และในการหาแก้หาค่า (f)d จากสมการ (3.224) 

ซึ่งเป็นสมการแบบไม่เซิงเส้น (nonlinear equation) ท่าได้โดยกรรมรืธิเซิงเลข ซึ่งในที่นิ้ใช้วิธีของนัวตัน-ราฟลันมาคำนวณหา 

โดยใช้พิงก้ช้น่ fsolve ในโปรมแกรม MATLAB และกำหนดให้มีการวนซํ้ามากที่สุด 60 รอบ ความแม่นยำของค่าตอบอยู่ใน 

เกณฑ์ 1010 และกำหนดให้คำตอบเรํ่มต้นอยู่ในแต่ละจตุภาค และเมื่อแทนค่า (1i)d ที่ได้ (อาจมีมากกว่าหนึ่งค่า) ลงในสมการ 

ต่าง ๆ ข้างต้นก็ท่าให้!ด้เวกเตอร์และมุมต่าง ๆ ซึ่งน่ามาใช้!นการคำนวณหาค่าปัจจัยลื่น ๆ ในค่าสัมประสิทธํ่การเลี้ยวเบนแบบ 

ไดแอดิกและตัวประกอบการลดทอนได้ดังนิ้

โดยสมมุติว,าคลึ่นที่แผ่กระจายมาจากสายอากาศป้อนกำลังคลื่นเป็นคลื่นทรงกลม รัศมีความโค้งหลักของคลื่นตก

กระทบที่จุดเลี้ยวเบน p { = p [1 = : ร .  และรัศมีความโค้งของคลื่นตกกระทบท ี่จุดเลี้ยวเบนในระนาบการตกกระทบ p ‘t  ซึ่งเป็น 

ระนาบที่ประกอบด้วยเวกเตอร์หนึ่งหน่วยในทิศทางตกกระทบ S. กับเวกเตอร์หนึ่งหน่วยในทิศทางสัมผัสกับขอบที่จุดเลี้ยวเบน 

ê มีค่าเท่ากับ ร. ซึ่งเมื่อแทนลงในสมการ (3.170ก) จะได้

ร11ร 'sin2 0 0

(ก้ + ^ )
(3.225)

และจากสมการ (3.170ข) L  เป็นพิงก้ช้นของรัศมีความโค้งหลักของคลื่นสะท้อนที่จุดเลี้ยวเบน p 1'' ,p 2 และรัศมี 

ความโค้งของคลื่นสะท้อนที่จุดเลี้ยวเบนในระนาบการสะท้อน p ] ซึ่งเป็นระนาบที่ประกอบด้วยเวกเตอร์หนึ่งหน่วยในทิศทาง 

สะท้อน sr กับเวกเตอร์หนึ่งหน่วยในทิศทางสัมผัสกับขอ!Jที่จุดเลี้ยวเบน ê  ส่าหรับ 1ฮ1'', /ม ุ สามารถหาได้ดังสมการ (3.89)
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ในหัวข้อกรรมวิธีทัศนศาสตร์เชิงเรขาคณิต และ P' สามารถหาได้เซ่นเดยวกับระยะตัดกันของรังสีเลี้ยวเบนท่ีเกิดขื้นในระนาบ 

การเลี้ยวเบนดังสมการ (3.94)โดยแทน (A  ด้วย p[ และ sd ด้วย sr โดยที่ s r  = ร . - 2 ( ท - ร 1)ท  ตามจากกฎการ 

สะท้อนของสเนลล์ ด้งนั้น

1 1 _ท'■(ร,-ร,) 1 _2(ท,■ท)(ท■ร,)

Re sin2Æ =ï "  Rb * * 1 P.

โดยที่ Re คือ รัศมีความโค้งของขอบที่จุดเลี้ยวเบนและ ท' คือ เวกเตอร์หนึ่งหน่วยตั้งฉากกับขอบที่จุดเลี้ยวเบนและมีทิศพุ่ง 

ออกจากศูนย์กลางความโค้ง ซึ่งสามารถหาได้ดังสมการ (2.48) และ (2.50) ด้งนั้น

e j A p > sM A ^ 2P 0 3227
PrM + s d){A + s d)

และฟังก์ชัน a(<f)d +  <px ) =  2cos2^ ‘f ^ '  j  และระยะระหว่างจุดขอบหรือจุดตัดกันของล่ารังสีเลี้ยวเบนล่าดับที่หนึ่งกับจุด 

ตัดกันของล่ารังสีเลี้ยวเบนลำดับที่สอง P *  ในตัวประกอบการลดทอนเป็น

1 1
= A  Re sm2 Po

(3.228)

จากค่าปัจจัยต่าง ๆ และเวกเตอร์หนึ่งหน่วยที่ตั้งฉากกันของระบบพิกัดของรังสีตกกระทบและรังสีเลี้ยวเบนข้างตัน 

เมื่อแทนลงในสมการ (3.21ไข) จะได้สนามไฟฟ้าและสนามแม'เหล็กเนึ่องจากการเลี้ยวเบนที่ขอบจานสะท้อนรูปพาราโบสีกแบบ 

สมมาตรมายังจุดสังเกต P(xp ,y  Z ) ใด ๆ บนระนาบหน้าจานเป็น

Ë \P ) = [ \E ( Q Dy  p D . ê ,  -(£■ (&)■
SÀP2 +รร

(3.229ก)

และ Hd(P) =
ร, * É d(P)

(3.229ข)

โดยที่ E iQ o) คือ สนามไฟฟ้าที่ตกกระทบที่จุดเลี้ยวเบน Qc(xd,yd,z11) ซึ่งในกรณิของระบบสายอากาศ,ณิดจานสะท้อน 

เดี่ยวรูปพาราโบสีกคือ สนามไฟฟ้าจากสายอากาศปัอนกำลังคลี้นมายังจุดเลี้ยวเบน Qnix11,yd,zd) จากหัวข้อสายอากาศป้อน 

กำลังศลี้นจะได้

โดยที่

CCS 0 0 c o s  0 0 -sin ̂ 0 sin #0 cos ̂ 0
ë (Q D) =  Ë - r- ‘ ( x 1 , y „ z J )  = E ^ = cos 0 0 sin ̂ 0 cos p 0 sin 9 0 sin (p0 E ร

-sin 0 0 0 ocsO0 - E r -

(3.230)
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V sin<9"cos^' cos<9"cos '̂ -sin (f)" 0
Eร

= sin#*sin^' cos0'sin0" cosçA fE(ô’)sm(f>"

_E1._ cos 9" -smd" 0 JH(O’)cos0n_

และระบบพิกัด x ’ y ’ z ’  เกิดจาก 9a= ท และ <p0= 0 และระบบพิกัด x ’ y ' z ’  มิความสัมพันธ์กับระบบพิกัด r ’ d ’i f i ’  คีอ 

r "  =  ^ j x ' 2 + y 2 + ? 2 , O ’ = tan‘
l

/ ;๙ + /2ไ 1
' '  'แ ล ะ  <p" = tan'

) ( ฟ ้' 1๓

x ’ cos $0 cos (j)0 cos $0 sin (j)0 -S in 6 > J x d

y " = -sin <t>o cœ <t>0 0 ท

_ z \ sin0ocos <j)0 sin $0 sm <j)0 cos 9 0 . U  J

จากสมการ (3.229ก-ข) สนามเนึ่องจากการเลิ้ยวเบนที่ขอบของจานสะท้อนรูปพาราโบลิกแบบสมมาตรมายังจุด

ส ังเกตใดๆ บนระนาบหน้าจานแสดงอยู่ในพจน์ของเวกเตอร์หนงหน่วย อx,âv และ a 1 ของระบบพิกัดของจานสะท้อนซึ่ง 

เกิดจากจุดเลิ้ยวเบน Q ; ( x d . y d , z <1) ที่สอดคล้องกับกฎของการเลิ้ยวเบน และถ้า'จุดเลิ้ย'วเบน Q D { x i , y i , z d )  ที่ท่าให้เกิด 

สนามเนองจากการเลํ่ยวเบนไปยังจุดสังเกตบนระนาบหน้าจานมิหลายจุด สนามเนองจากการเลิ้ยวเบนที่ขอบของจานสะท้อนรูป 

พาราโบลิกแบบสมมาตรมายังจุดสังเกตบนระนาบหน้าจานเป็น

£ ' ( o = | X V ) (3.23ใก)

H d ( P )  =
y  s > Ë dn {P )
ะที่ Z

(3.231ฃ)

A
โM id  ( / ๆ = [ - ( £ ' ( a , ) - - (£■(&, ) •

ในท่านองเดียวกัน สนามเนื่องจากการเลี้ยวเบนที่ขอบของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเที่ยวรูปพาราโบลิกแบบ 

ไม่สมมาตรมายังจุดสังเกต P ( x  y  z  ) ใด ๆ บนระนาบหน้าจานดังรูป 3.29 สามารถหาได้เซ่นเดียวกับในระบบสายอากาศ 

ชนิดจานสะท้อนเที่ยวรูปพาราโบลิกแบบสมมาตร โดยสมมุติว่าสายอากาศป้อนกำลังคลนวางอยู่ที่พิกัด ( x f , y f , z  1) ในระบบ 

พิกัดของจานสะท้อน และให้ Q j.1 (Xj,yd,Zj) เป็นจุดบนขอบของจานสะท้อนรูปพาราโบลิกใด ๆ และ P ( x p , y p , z f1) เป็นจุด 

สังเกตใด ๆ บนระนาบหน้าจาน และจากรูป 3.29 ขอบของจานสะท้อนของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเที่ยวรูปพาราโบลิก 

แบบไม่สมมาตรนั้นสามารถกำหนดโดยสมการอิงตัวแปรเสริมดีอ

x=^+h+yccs<f>a
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รูป 3.29 ระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเดี่ยวรูปพาราโบลักแบบไม่สมมาตร

และ * = ■—— /  =

J-cos <t>a + ^ + h
Y fD Y+y — sinม่ 2 *a)

- f4 /  '  4 /

โดยที่ /  คือ ระยะโฟกัสของจานสะท้อนรูปพาราโบลัก ดังนั้นเวกเตอ^อกตำแหน่งบนเส้นโค้งของขอบที่จุดขอบเป็น

TT.V -, 1H 1 +^ - c o s ^ x+1 s m ^ + -----------------—------------------ - /  f t
(3.232)

L

4 /

เมึ่อแทนสมการ (3.232) ลงในสมการ (3.213ก) เวกเตอร์หนึ่งหน่วยในทิศทางสัมผัสกับขอบที่จุดเลิ้ยวเบน Q D { x d , y d , z J )  ดัง 

รป 3.29 เป็น

r  f  Sin f t f t  - f  cosftft + I + h Jsinftft

พ
,2 . ♦*r*Jsin"

(3.233)
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เวกเตอร์หนึ่งหน่วยในทิศทางสัมผัสกับขอบที่จุดเลิ้ยวเบน ê  ดังสมการ (3.233) มีทิศดังรูป 3.29 ดัง,นั้นIวกเตอร์ 

หนึ่งหน่วยในทิศทางสัมผัสพื้นผิวรูปพาราโบลักที่จุดเลิ้ยวเบนและมีทิศพุ่งจากจุดเลิ้ยวเบนเข้าหาพื้นผิวสามารถหาได้ดังสมการ 

(3.213ฃ) โดยที่เวกเตอร์หนึ่งหน่วยในทิศทางตั้งฉากกับพื้นผิวรูปพาราโบลักที่จุดเลี้ยวเบนกำหนดเป็นดังสมการ (3.234) ซ่ึงมี 

ทิศทางดังรูป 3.29

. - x A - y A + 2 A
j +/. + | o0s a ) ■ ^ S i r u / t j â y + 2 A

V̂ + >น ึ+่4/2 ( d  d  n2
+ 4 /2

และสำหรับในระบบพิกัดพื้ฃอบ เวทเตอร์หนึ่งหน่วยในทิศทางการตกกระทบ ร1 มีทิศพุ่งจากแหล่งกำเนิดไปยังจุด 

เลิ้ยวเบนและเวกตอร์หนึ่งหน่วยในทิศทางการเลิ้ยวเบน ร'1 มีทิศพุ่งจากจุดเลิ้ยวเบนไปยังจุดสังเกตใด ๆ ดังนั้น

ริ, Xdax+ydây+zddz
(3.235)

โดยที่

และ

ร ิd ( . * p - x d A + ( y P - y d ) â y H z p - z d ) a ,  

sd ~ J (xp- x d)2+ (yp - y d ) 2 + ( z p - z d ) 2

x d = ^  +  h + ^

y d = - î > m < p d

( D  d

_ I f  ” * + ! + *

V ( d  y
+

4 / 4 / - /

(3.236)

ส่วนเวกเตอร์และค่าปัจจัยอึ่น ๆ สามารถหาได้ในลักษณะเดียวกันกับที่กล่าวไว้ในระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อน 

เที่ยวรูปพาราโบลักแบบสมมาตร ยกเว้นสนามไฟฟ้าจากสายอากาศปัอนกำลังคลนมายังจุดเลิ้ยวเบน Q D ( X j , y J , z i )  เกัดจาก 

ระบบพิกัด x ’ y ’ z ’  ท่ีซ่ึง 9 0= ท - \ เ / }  และ ^0 = 0 โดยที่ y/f  มุมที่แกนของสายอากาศป้อนกำลังศลึ่นท่ากับแนวแกนของ 

ระบบสายอากาศดังรูป 3.29

จากข้างต้นเป็นการหาสนามเนึ่องจากการเลิ้ยวเบนที่ขอบของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเที่ยวรูปพาราโบลัก 

แบบสมมาตรและแบบไม่สมมาตรมายังจุดสังเกตใด ๆ บนระนาบหน้าจาน เพ้ือน่าไปใช้ในการหาสนามในบริเวณย่านสนามไกล 

ตามแผนภาพในรูป 3.1 ดังแสดงไว้หัวข้อขีดจ่ากัดเที่ยวกับสมรรถนะของระบบสายอากาศชนิดจานสท้อนเที่ยวรูปพารา'โบลัก,ท่ี 

จะกล่าวต่อไป
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กรรมวิธีกระแสสมมูลที่ขอบ

จากหัวข้อที่แล้วสนามไฟฟ้าและสนามแ ม เ่หล็กเนื่องจากการเลี้ยวเบนที่ขอบของจานสะท้อนสามารถคำนวณหาได้จาก 

ทฤษฎีการเลิ้ยวเบนเชิงเรขาคณิตด้งสมการ (3.237) และ (3.238)

Ë \ P )= [- (£ '(& )•  à ) d J ,  - (£ < & ) •
11
___ /£_
sd(pÇ +sd)

0-jK (3.237)

i f  ( ^ = 1 - ( f t  (Q o Y P ]D J A ft(Q o )-b )D A
1

___ei

sd ( i ï  + sd)
0-}'°* (3.238)

เมอพิจารณาสมการ (3.237) และ (3.238) พบว่า สนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กเนื่องจากการเลี้ยวเบนนั้นไม่ 

สามารถคำนวณหาค่าได้เมอ ร'1 = 0 หรอเมอ pd < 0  และ ร'1 = \p*\ ซึ่งเป็นจุดที่เกิดการตัดกันรังสิ (caustic point) เพอ 

ที่จะคำนวณหาค่าสนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กเนื่องจากการเลี้ยวเบนที่จุดด้งกล่าวนั้น แนวความคิดเกี่ยวกับกระแสสมมูลที่ 

ขอบ (equivalent edge current) (C. E. Ryan and L. Peter. 1969; A. Michaeli, 1984) สามารถนำมาประยุกต์ 

หาสนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กเนื่องจากการเลี้ยวเบนที่ขอบในบริเวณรอบ ๆ จุดตัดกันของรังสิได้ โดยสมมุติว่า มีแหล่ง 

กระแสไฟฟ้าสมมูลแบบเส้น (equivalent electric line source) และแหล่งกระแสแม่เหล็กสมมูลแบบเส้น (equivalent 

magnetic line source) ที่ให้กำเนิดสนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กออกมาเท่ากับสนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กเนื่องจากการ 

เลี้ยวเบนที่ขอบไปยังจุดใด ๆ

รูป 3.30 แหล่งกำเนิดกระแสไฟฟ้าและแม่เหล็กสมมูลแบบเส้นที่วางตัวตามแนวสัมผัสกับขอบ

จากข้อสมมุติข้างตัน ถ้าให้จุดสังเกต P ( s d , 0 d , / 3 0 )  ใด  ๆ เป็นจุดท่ีอยู่ในทิศทางท่ีท่าให้เกิดการตัดกันของรังสี

(caustic direction) โดยกำหนดให้ ร d « lyo fl และสำหรับในย่านความก่ีสูง k s d —>00 ด้งน้ันเน่ือพิจารณาสนามไฟฟ้าท่ี
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แผ่พลังงานโดยแหล่งกำเนิดกระแสไฟฟ้าสมมูลแบบเส้นที่วางตัวตามแนวสัมผัสกับขอบและถูกกระตุ้นด้วยกระแสไฟฟ้าคงที่ 

J0 ด ้งร ูป 3.30พบว่าสนามไฟฟ้าตามแนวสัมผัส ê ที่จุดสังเกต P(si,<j>i,pp เรน (C. A. Balams, 1989)

(Zk SI ท / ? (3.239)

ในท่านองเดียวกัน เมื่อพิจารณาสนามแม่เหล็กที่แผ่พลังงานโดยแหล่งกำเนิดกระแสแม่เหล็กสมมูลแบบเส้นที่วางตัว 

ตามแนวสัมผัสกับขอบและถูกกระตุ้นด้วยกระแสแม่เหล็กคงที่ Mo พบว่า สนามแม่เหล็กตามแนวสัมผัส ê ที่จุดสังเกต

(3.240)

จากข้างตันเราจะพิจารณาเพิยงองค์ประกอบตามแนวสัมผัสของสนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กของแหล่งกำเนิด 

กระแสสมมูลทั้งสอง เนองจากแหล่งกำเนิดกระแสไฟฟ้าสมมูลแบบเส้นที่วางตัวตามแนวสัมผัสไมให้กำเนิดสนามแม่เหล็กตาม 

แนวสัมผัส และแหล่งกำ.นิดกระแสแม่เหล็กสมมูลแบบเส้นที่วางตัวตามแนวสัมผัสไมให้กำเนิดสนามไฟฟ้าตามแนวสัมผัส ด ัง  

นั้นเมื่อพิจารณาสนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กเนองจากการเลิ้ยวเบนตามแนวสัมผัส ê ที่จุดสังเกต P{sd,<t>d,p0) จาก 

สมการ (3.237) และ (2.238) จะได้

K  (P) = ~ ^ (p y ê 4 -E A Q D)Ds{pd-ê)
-JK

= Ep\Qd)Dŝ P0̂

(3.241)

= fP{P)-ê=\-H'p{QD)Dh{Pd-ê)
„-jK

= pr13(QD)DhsmP0~

(3.242)

เมื่อเปรียบเทียบสมการ (3.239) กับ (3.241) และ (3.240) กับ (3.242) พบว่า สนามไฟฟ้าเนองจากการเลิ้ยวเบนที่ 

จุดขอบ Qd ไปยังจุดสังเกต P(sd,<fid,p0) แผ่พลังงานออกมาจากแหล่งกำเนิดกระแสไฟฟ้าสมมูล J0 ที่จุดขอบ Qd ดัง 

สมการ (3.243)

J o(Qd ) =  - E 'pSQd)YDร (3.243)
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และสนามแม่เหล็กเนื่องจากการเลิ้ยวเบนที่ขอบที่จุดขอบ g>D ไปยังจุดสังเกต P(sd,<pd,PP) แผ่พลังงานออกมาจากแหล่ง 

ก่าเนิดกระแสแม่เหล็กสมมูล M o ที่จุดขอบ Qd ดังสมการ (3.244)

M o(QD) =  -H 'p (Q D)ZD h (3.244)

เนื่องจาก E' ■ê = E'p(ê- P1 ) =  E‘p sm/?o และ H  -e = Rp (ê-P  1) = Rp  smP0 ดังนั้นเมึ่อแทนลงในสมการ (3.243) 

และ (3.244) จะได้

J „ ( Q d ) = A
É\Qo)ê 

ร1ท Æ

K(Qa) = -i
iï{Qo)ê

L J

(3.245)

(3.246)

และเน่ืองจากทุก ๆ จุดบนขอบทำให้เกิดสนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กในทิศทางการดัดกันของรังสิ ดังนั้นสนามไฟฟ้ารวมที่แผ่ 

พลังงานออกมาจากทุก ๆ จุดซึ่งเป็นแหล่งกระแสสมมูลมายังจุดดัดกันของรังสิสามารถหาได้โดยทำการอันทิเกรตแหล่งกระแส 

ไฟฟ้า J0 และแม่เหล็กสมมูล M o (Silver, 1949) ดังสมการ (3.247)

Ê d(P )  =  - ^ - ^ [ j 0ê - ( J 0ê s d)sd + Y M 0ê x s d] ^ - j — d l  (3.247)

ในการวิเคราะห์ระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเดี่ยวรูปพาราโบสกในวิทยานิพนธ์นั้ ได้ทำการพิจารณาจุดที่เกิดการ 

ดัดกันของรังสีโดยตรวจสอบจากเงึ่อนไข เ^ + I < 10"'° ซึ่งถ้าเป็นตามเงื่อนไขนั้แสดงว่าจุดสังเกตที่คำนวณหาเป็นจุดการ 

ดัดกันของรังสี ดังนั้นในการคำนวณหาสนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กที่จุดสังเกตนั้สามารถคำนวณหาโดยใช้กรรมวิธีกระแส

สมมูลที่ขอบข้างต้น

จากสมการ (3.247) เมึ่อนำมาใช้กับระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเดี่ยวรูปพาราโบสิกแบบสมมาตร สนามไฟฟ้า 

เนื่องจากการเลิ้ยวเบนที่จุดการดัดกันของรังสีสามารถเข้ยนในรูปใหม่เป็น

Ë d (xp,y p ,zp) =  ( J o ê  - ) • + Y M o ê  X ̂ ]  ——  \dr{(f>)\ (3.248)

โดยที่ r(<p) คือ เวกเตอร์บอกตำแหน่งบนเส้นโค้งขอบของจานสะท้อนรูปพาราโบสีกแบบสมมาตร ซึ่งจากสมการ (2.44) จะได้

D  D  (D / 2 )2
f(0) = -œs<f)âx+-sm<f>ây+̂—̂r- - f (3.249ก)
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และ ê คือ เวกเตอร์หนึ่งหน่วยในทิศทางสัมผัสกับขอบที่จุดขอบ ซึ่งจากสมการ (2.49) จะได้

ê =  sin (fnx -ccs(fav

, 1 Y - f  “ * ( * ) . + ( y , ใy + ZP- { พ - ' )
3.

i

(  °  Y^ - -C O S (Z )  J +
Y " I s๒ * r * zp -

\ d /2)2 ไ'

l  4 /  ~ J )_

2

(3.249ฃ)

(3.249ค)

และแหล่งกระแสไฟฟ้า J0 และแม่เหล็กสมมูล M a ซึ่งเป็นฟังก์ช้น่ของ <เ) สามารถหาได้ด้งสมการ (3.245) และ (3.246) และ 

เนึ่องจาก |oJ=(^)| = |f '( ^ ) |d<j) ด้งนั้นสมการ (3.248) สามารถเขียนใหม่เป็น

Ê d(x p, y p,z p) = - ^ - \ 2o [ j oê - ( J oê -s d)sd +  Y M oê x s d\ ^ - \ r X 0 i d t  (3.250)

โดยทิ |r'((ÿ)| = — ในท่านองเดียวกันสนามไฟฟ้าเนึ่องจากการเลิ้ยวเบนที่จุดการตัดกันของรังสิของระบบสายอากาศชนิดจาน 

สะท้อนเดยวรูปพาราโบสิกแบบไม่สมมาตรสามารถหาได้ด้งสมการ (3.251)

Ed(xp,yp,zp) = - 1[j0ê- {J0ê - sd )sd + YM 0ê X \dr{<t>a )| (3.251)

โดยที่ r(<f>a) คือ เวกเตอร์บอกตำแหน่งบนเส้นโค้งขอบของจานสะท้อนรูปพาราโบสิกแบบไม่สมมาตร ซึ่งจากสมการ (2.51) จะ 

ได้

โ

r(<t>a ) =  { ^  + h + :f  '005& / *  + f :sin ̂ ây + |

f l ) D f (D . Y
— +h + 
V2

ร <f)aJ +ม่ 2 Va)

4 /

และเวกเตอร์หนึ่งหน่วยในทิศทางสัมผัสกับขอบที่จุดขอบ ê หาได้จากสมการ (2.56) เป็น

- /  0  (3.252)

sin <t>aâx -~^œ &0aây + q ~ + h js m < p â 2 
ê = -------

w  
ปั2,

+D2
rD ไ

—  + h
V2 J

sin2 <pa

(3.253)
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(*, -  R +(yP -  yi R +R  - Z

f a - xj)2+(yp-ydf+(zP-zdy (3.254)

โดยที่

Z  Z

yd= — sm<fia

- f

และแหล่งกระแสไฟฟ้า J0 และแม่เหล็กสมมูล M a เป็นฟังก์ชันของ <f)a สามารถหาได้ดังสมการ (3.245) และ (3.246) และ 

เนองจาก \dr{<pa\-\r'{<pa\d<t)a ด้งนั้นสมการ (3.251) สามารถเขียนใหม่เป็น

การวิเคราะห์ข้างต้นเป็นการนำเอากรรมวิธีกระแสสมมูลท่ีขอบมาใช้หาสนามไฟฟ้าท่ีเกิดข้ึนในบริเวณใกล้ ๆ จุดตัด 

กันของรังสี เพ้ือแกไขข้อบกพร่องท่ีเกิดข้ึนในทฤษฎีการเล้ิยวเบนเชิงเรขาคณิตท่ีได้กล่าวมาก่อนหน้าน้ี

ขีดจำกัดเท่ียวกับสมรรถนะของระ!เบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบสีก

สมรรถนะของระบบสายอากาศโดยทั่วไปสามารถฟัจารณาได้จากค่าปัจจัยต่าง ๆ เซ่น อิมพีแดนซ์ขาเข้า (input 

impedance) ความกว้างแถบความที่ (bandwidth) อัตราขยาย (gam) แบบรูปการแผ่พลังงานย่านสนามไกล (radiation 

pattern) โพลาไรเซชัน และค่าปัจจัยอึ่น ๆ ขึ้นอยู่กับการนำสายอากาศไปประยุกต์ใช้งาน สำหรับสายอากาศชนิดจานสะท้อน 

เดี่ยวรูปพาราโบสีกนั้นเป็นระบบสายอากาศที่ถูกนำไปใช้งานอย่างมากในการสึ่อสารดาวเทียมและไนการสอสารด้วยไมโครเวฟ 

โดยใช้งานเป็นสายอากาศบนดาวเทียมและสายอากาศรับส่งสัญญาณของสถานิภาคพื้นดิน ซึ่งมีคุณลักษณะที่พิงประสงค์หลาย 

ประการ เซ่น เมึ่อใช้งานเป็นระบบสายอากาศบนดาวเทียม ระดับพูข้างของสำคที่นที่ตำแหน่งเชิงมุมไกล ๆ นั้นเป็นค่าปัจจัยหนั้ง 

ที่ต้องพิจารณา เนื่องจากถ้าระดับพูข้างไกล ๆ มีระดับสูงก็จะทำให้ไปรบกวนสำคลนหลักของระบบสายอากาศของดาวเทียม

ใกล้เคียงได้ และเมึ่อใช้งานเป็นสายอากาศรับส่งสัญญาณของสถานภาคพื้นดิน อัตราขยายของระบบสายอากาศถูกกำหนดตาม 

มาตรฐาน CCIR และในการส่งสัญญาณได้มีการนำเทคนิคการใช้ความที่ชํ้า (frequency reuse) มาใช้งานโดยใช้โพลาไรเซชัน 

ที่ตั้งฉากกันมาเพื้มซ่องสัญญาณ ดังนั้นขีดจำกัดเที่ยวกับสมรรถนะของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเดี่ยวรูปพาราโบสีกใน 

วิทยานิพนธ์นี้จังพิจารณาจากแบบรูปการแผ่พลังงานย่านสนามไกล อัตราขยาย โพลาไรเซชันร่วม (co polarization) และ 

โพลาไรเซชันไขว้ (cross polarization) ซึ่งมีรายละเอียดดังนี้
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1. แบบรูปการแผ่พลังงานย่านสนามไกล

แบบรูปการแผ่พลังงานย่านสนามไกลเป็นค่าคุณลักษณะที่สำคัญของระบบสายอากาศซึ่งบ่งบอกถืงการเปลี่ยนแปลง 

ของสนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กทึ่จุดห่างไกลจากระบบสายอากาศในทัศทางต่าง ๆ โดยแสดงอยู่ในรูปของความสัมพันธ์ 

ระหว่างความเข้มของสนามกับตำแหน่งเชิงมุมของจุดสังเกตที่ระยะสนามไกล ถ้าระบบสายอากาศวางตัวในระบบพิกัดทรงกลม 

สนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กที่ย่านสนามไกลของระบบสายอากาศถูกกำหนดเป็นฟังก์ชันของมุม 9  และ <เ) ดังนั้นแบบรูปการ 

แผ่พลังงานย่านสนามไกลแสดงได้ด้วยรูป 3 มิติที่ประกอบด้วยการเปลี่ยนแปลงของสนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กในระนาบ 

ของมุม 9 ห ร ือ <เ) ต ่างๆซ ึ่งถ ้าต ้องการดูการเปลี่ยนแปลงของสนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กในระนาบ <เ) ใ ด ๆ  แบบรูปการ 

แผ่พลังงานย่านสนามไกลแสดงได้ด้วยรูป 2 มิติของความสัมพันธ์ระหว่างความเข้มของสนามกับมุม 9  ต่าง ๆ โดยที่ความเข้ม 

ของสนามถูกท่าการปรับเทัยบกับความเข้มสนามในทัศทางที่มิค่ามากที่สุดในหน่วยเดชิเบลและกำหนดให้ทัศทางของความเข้ม 

สนามที่มิค่ามากที่สุดอยูในทัศทาง 9 = 0 ด ังร ูป 3.31

ความเข้มสัมพัทธ์ของสนาม (dB)

รูป 3.31 แบบรูปการแผ่พลังงานย่านสนามไกลของระบบสายอากาศ

แบบรูปการแผ่พลังงานย่านสนามไกลของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนคลี่น'โดยทั่วไปมิลักษณะดังรูป 3.31 ซ่ึง 

ประกอบด้วยพูต่าง ๆ โดยพูที่มิความเข้มสนามที่มิค่ามาก'ที่สุดอยู่เรืยกว่า พูหลักหรือพูประธาน ส่วนพูอึ่น ๆ นอกเหนิอจากพู 

หลักเรืยกว่า พูข้าง และตำแหน่งเชิงมุมที่แบ่งแยกพูต่าง ๆ ออกจากกันถูกเรียกว่า ตำแหน่งศูนย์ และความกว้างเชิงมุมที่ความ 

เข้มสนามตากว่าความเข้มสนามที่มิค่ามากที่สุด 3 เดซิเบลเรืยกว่า ความกว้างของพูหลักที่ 3 เดซิเบล และความกว้างเชิงมุมที่ 

ตำแหน่งศูนย์แรกเรียกว่า ความกว้างของพูหลักที่ศูนย์แรก

ในการวิเคราะห์ระบบสายอากาศใด ๆ แบบรูปการแผ่พลังงานย่านสนามไกลของระบบสายอากาศเป็นค่าคุณลักษณะ 

สำคัญที่ต้องค่านวณหา เนึ่องจากองค์ประกอบต่าง ๆ ของแบบรูปการแผ่พลังงานย่านสนามไกลข้างต้นเป็นค่าปัจจัยที่ใข้กำหนด 

ขดจำกัดเที่ยวกับสมรรถนะของระบบสายอากาศและใช้ในการออกแบบระบบสายอากาศให้มิสมรรถนะสูงสุด

การหาแบบรูปการแผ่พลังงานย่านสนามไกลของระบบสายอากาศสามารถหาได้หลายวิธี เช่น การแก้สมการคลี่นโดย 

ตรงหรือใข้คักย์เวกเตอร์ การอินทัเกรตแหล่งกระแสบนพื้นผิวโดยกรรมวิธีทัศนศาสตร์เชิงกายภาพ การอินทัเกรตสนามบนช่อง 

เปิด หรือกรรมวิธีการแปลง'พรืเยร์ฃองสเปกตรัมคลี่นระนาบ เป็นต้น

สำหรับการหาเ.บบรูปการแผ่พลังงานย่านสนามไกลของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนคลี่น สามารถหาได้จาก

กรรมวิธีทัศนศาสตร์เชิงกายภาพ การอินเกรตสนามบนช่องเปิด หรือกรรมวิธีการแปลงฟูรืเยร์ฃองสเปกตรัมคลี่นระนาบ ซ่ึงใน 

วิทยานิพนธ์นั้ท่าการหาแบบรูปการแผ่พลังงานย่านสนามไกลโดยกรรมวิธีการแปลงฟูรืเยร์ฃองสเปกตรัมคลี่นระนาบบนระนาบ
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หน้าจานตามแผนภาพพั้ตอนกาววิเคราะห์ในรูป 3.1 เพราะว่าเป็นกรวมวิธีทสามารถอธิบายให้เห็นพฤติกรวมทางกายภาพของ 

คลื่นโดยใช้คุณสมบัติของการแปลงฬูเยร์มาใช้อธิบายการแผ่พลังงานของคลื่นที่มีหน้าคลื่นใด ๆ ในลักษณะของกลุ่มของคลื่น 

ระนาบในทิศทางต่าง ๆ หรือที่เรียกว่า สเปกตรัมคลื่นระนาบดังรูป 3.32 ซึ่งการมองเป็นสเปกตรัมคลื่นระนาบทำให้สามารถมอง 

เห็นพฤติกรรมของคลื่นได้ง่ายเนึ่องจากเป็นเพียงการรวมตัวกันในทิศทางต่าง ๆ ของคลื่นระนาบ

รูป 3.32 การแทนคลื่นที่มีหน้าคลื่นใด ๆ ด้วยกลุ่มของคลื่นระนาบในทิศทางต่าง ๆ

จากแผนภาพขันตอนการวิเคราะห์ในรูป 3.1 สนามบนระนาบหน้าจานเกิดจากสนามสะท้อนจากพิ้นผิวจานสะท้อน 

และสนามเลัยวเบนจากขอบของจานสะท้อนมายังระนาบหน้าจานซึ่งมีหน้าคลื่นแบบใด ๆ และเมึ่อหาผลการแปลงฟูรืเยร์ทำให้ 

สามารถมองได้ว่าบนระนาบหน้าจานประกอบด้วยสเปกตรัมของคลื่นระนาบ และเพึ่อให้เห็นถืงความสัมพันธ์ระหว่างสเปกตรัม 

คลื่นระนาบกับสนามบนระนาบหน้าจาน และการหาแบบรูปการแผ่พลังงานย่านสนามไกลจากสเปกตรัมคลื่นระนาบสามารถ

อธิบายเดัดังนิ

สมมุติว,ามีสนามไฟฟ้า E a บนระนาบหน้าจาน S a  ซึ่งอยู่บนระนาบ z = 0  ดังรูป 3.33 เกิดขื้นจากโดยแหล่งกำเนิดที่ 

เหมาะสมในบริเวณ z < 0  สำหรับระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเที่ยวรูปพาราโบลัก สนามไฟฟ้า Ë a เกิดจากสนามที่สะท้อน 

จากพิ้นผิวจานสะท้อนและสนามการเลิ้ยวเบนที่ขอบของจานสะท้อนซึ่งแผ่พลังงานออกไปในบริเวณ z > 0  สอดคล้องกับสมการ 

คลื่นดังนิ้
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W x W x Ë - k 2Ë = - j a )น7 (3.256)

จากเอกลักษณ์เวกเตอร์ V x  V x £  =  พ  £ - V 2£  และเนองจากในบริเวณ z>0  เป็นบริเวณเปิดและปราศจากแหล่ง 

กำเนิด (source free) กล่าวคือ J  และ P เป็นศูนย์ ดังนั้น V- Ë = 0 ท่า'ให้สมการ (3.256) เขียนใหม่ได้เป็น

และ

ร/2 Ë  + k 2Ë  = 0 (3.257ก) 

V  - Ë  =  0 (3.257ฃ)

เนึ่อง'จากบริเวณ'ที่พิ'จารณาเป็นบริเวณเปิด ด้งนั้นสนามไฟฟ้าที่เป็นผลเฉลยของสมการ (3.257ก-ฃ) ต้องสอดคล้อง 

กับเงื่อนไขการแผ่พลังงาน จากภาคผนวก ค. สนามไฟฟ้าในบริเวณนั้สามารถหาได้โดยหาผลการแปลงฟูริเยร์ ชงในภาคผนวก 

ค. ได้กล่าวไว้เพยงกรณีการแปลงฟูริเยร์ 1 ตัวแปร แต่จากนิยามของการแปลงฟูริเยร์ ถ้ามี,ฟังก์ชัน'ของ X เป็น พ (x) เมํ่อท่า
การแปลงฟูริเยร์จะได้

fV(kx) = j^w (x )e jk-xdx (2.258ก)

และมีศู่การแปลงกลับฟูริเยร์เป็น

H<x)= ~  [kx ) e lKxdkx (2.258ฃ)

ตัวแปร kx และ X เป็นไปตามกฎเซ่นเดียวกับเวลา t และความที่เชิงมุม (Û ในการวิเคราะห์'ฟูริเยร์ของสัญญาณเชิง 

เวลา และในลักษณะคล้าย ๆ กัน ถ้ามี u(x,y) เป็นฟังก์ชันของ X และ y  ก็สามารถประยุกต์การแปลงฟูริเยร์สำหรับสองตัว 

แปรเป็น

U (kx>ky ) = \ j Z u(xeAx+lk,>dxdy  (3.259ก)

ซึ่งมีศู่การแปลงกลับฟูริเยร์เป็น

u ( x , y ) ^ ^ ^ f y ( k ^ y k‘x-^<Æ xdkv (3.259ข)

ผลการแปลงฟูริเยร์ในสมการ (3.258ก-ข) และ (3.259ก-ฃ) มีคุณสมบัติด ังนั้

3-{ ^ } - > A t a  ฬ (3.260ก)
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à 2u ( x , y )

[ â x 1 ,■ = ( - A ) ! 3 , k v ) l (3.260ฃ)

\ ~  'âx> ~ }  =  {~ jk x )1  ̂  f1u{x ’ y ) }
(3.260ค)

3  ในสมการ (3.260ก-ค) คือ ตัวด่าเนินการที่ใช้แทนการแปลงฟูรืเยร์ และดรรชนิล่างของตัวด่าเนินการ 3  เป็นสัญลักษณ์ทํ่ 

บ่งชิ้ว่าเป็นการแปลงฬูเยร์ที่เกิดm เทียบกับตัวแปรที่เป็นดรรชนิล่าง และเมื่อเขียนสมการ (3.257ก-ข) ใหม่เป็น

 ̂3^ 3̂ " 3 ^
—Y + —-T + — + ̂ : É ( x , y , z )  ะ= 0

\ a x  d y  o z  y (3.261ก)

ô - E x (x , y , z ) ^ â E y ( x , y , z ) ^ â E : ( x , y , z )  _
<7X

(3.261ฃ)

และจากคาุณสมบัติ1ในสมการ (3.260ก-ค) เมื่อ,ทำการแปลง'ฟูรืเยร์กับสมการ (3.261ก) เทียบกับ X และ _y จะได้

+ ( ~ j K )  ะ น £(*>>'̂ )) + J ^ -  + y , [ Ë { x , y , z ) }  = 0

หรือ - k ] Ë { k x , k y , z ) ~ k ; Ë ( k  1 , k y , z ) +  ~  +  k 2 Ê ( k x , k y , z )  = 0

ด้งนั้น ——+ เt 2 _ k2 -A:2
ô z 1 x r Ë ( k x , k  z )  =  0 (3.262ก)

ในท่านองเดียวกัน เมื่อท่าการแปลงฟูรืเยร์กับสมการ (3.261ฃ) ก็จะได้

~ A \ { E x { x , y , z ) } - j k y Z j y E ^ x ^ z ) ]  + - ^ 3 J  E 2 { x , y , z ) }  = 0

ด้งนั้น k x  E x ( k x , k y , z )  +  k y E y  ( k x , k y , z ) + j ~ ^ E 2 { k x , k y , z )  =  0  (3.262ฃ)

โดยที่ Ë { k x , k  Z ) เป็นผลการแปลง'พรืเยร์ฃองสนามไฟฟ้า Ë ( x , y , z ) เทียบกับ X และ 7  และเนอง'จากเวกเตอร์การแผ่ 

กระจายคลํ่น k  = k a x + k s y + k  1ฉ1 ตังนั้น |£|:2 =  k 1 = k I  + k y +  k ]  หรือ k ]  =  k 2 -  k ]  -  k y ท่าให้สมการ 

(3.262ก) กลายเป็น
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+ k *  Ë ( K > k y ’ Z )  =  ° (3.263)

ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (3.263) อยู่ในรูปของ e±J>v และเนื่องจากสนามบนระนาบหน้าจานที่แผ่พลังงานออกไปใน 

บริเวณ z>0 ต้องสอดคล้องกับเงื่อนไขการแผ่พลังงาน ดังนั้นสนามไฟฟ้าในบริเวณ z>0 ที่เคลื่อนที่ไปตามแนวแกน Z จาก 

ระนาบหน้าจานจะเป็นฟังก์ชันของ e~Jlv ท่าให้ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (3.263) คือ

Ë (kx,ky, z ) = f ( k x,ky) e ^  (3.264)

โดยทั่ f ( k x,ky) เริยกว่า สเปกตรัมคลื่น'ระนาบ เมื่อแทนสมการ (3.264) ลงในสมการ (3.262ฃ) จะได้

k J * + k y f y + k J : = °  (3.265ก)

หริอ £ • /  =  0 (3.265ฃ)

จากสมการ (3.265ก) พบว่า มีเพิยงสององค์ประกอบของ /  ทั่เป็นอิสระต่อกัน ผลนั้สอดคล้องกับข้อบังดับของ 

สนาม’ไฟฟ้า'ท่ีท่า'ให้!ดเวอรัเจนช์'ของสนาม’ไฟฟ้าเป็นศูนย์ และเมื่อท่าการแปลงกลับฟูริเยร์ฃองสมการ (3.264) จะได้ผลเฉลย 

ของสนามไฟฟ้าในบริเวณ z>0  เป็นดังสมการ (3.266)

Ë { x , y , z )  = ~ \ J j ( k x , k y ) e  ] i 'dkxdky (3.266)

โดยที่ k ■? = kxx + k yy + k 2z และจากสมการ (3.247) อาจกล่าวได้ว่าสนามไฟฟ้าที่บริเวณ z>0  นั้นเกิดจากสเปกตรัมคลื่น 

ระนาบ เนื่องจาก f ( k x,ky)e~j i 'f  เป็นคลื่นระนาบที่มีเวกเตอร์เชิงขนาด /  เคลื่อนที่ในทิศทางของเวกเตอร์ค่าคงตัวการแผ่ 

กระจาย k และเมื่อพิจารณาค่าคงตัวการแผ่กระจายคลื่นในทิศทาง Z พบว่า k2 =  ±yjk2 - k ]  - k 2y และสำหรับกรณี 

k 2 + k 2 >  k 2 ค่าคงตัวการแผ่กระจายคลื่น k z จะเป็นจำนวนจินตภาพแท้ดังสมการ (3.267)

K = - J X  (3.267)

โดยที่ X  -  J&2 - k I - k 2\  เพราะว่า ถ้า k 2 = j x  จะท่าให้ f ( k x,ky) e j i f  -  f ( k x,ky)e~A ^ jk,y*zz มีค่าเป็นอนันต์ 

เมื่อ Z มีค่าเป็นอนันต์ ซึ่งไม่สอดคล้องกับเงื่อนไขการแผ่พลังงาน ดังนั้น k2 จงเป็นดังสมการ (3.267) ซึ่งท่าให้คลื่นระนาบใน 

ทิศทางที่สอดคล้องกับค ่า/k] + k 2 > k 2 นั้นลดลงแบบเอกซ์โพเนนเชิยลและจางหายไปในทิศทาง Z คลื่นที่จางหายไปนั้เกิด 

ขึ้นที่บริเวณใกล้ ๆ ระนาบหน้าจาน ท่าให้มีเพิยงคลื่นระนาบที่มาจากทิศทางที่สอดคล้องกับค่า k ] + k 2 < k 2 ท่ีสร้างสนามแผ่ 

กระจายออกไปในบริเวณ z>0 และจากสมการ (3.266) ถ้า z=0 สนามไฟฟ้าในแนวแกน X และ y ที่ได้ก็คือสนามไฟฟ้าใน 

แนวแกน X และ y  บนระนาบหน้าจานดังน้ัน
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E J x , y , 0 )  = E x ( x , y , 0 )  = d k x d k y  (3.268ก)

และ E v  (X, y , 0 )  =  E y ( x , y , 0 )  =  ^ \ 2 \ y y ( k x , k y ) e - jk ^ d k x d k y  (3.268ข)

สมกา7 (3.268ก-ฃ) เป็นผลการแปลงฟูริเยร์สองชั้น ดังนั้นจากสมการ (3.259ก) จะได้

/,( * *» * ,)= แ  E J & y f S ^ ^ d x t t y (3.269ก)

f y i K ’ K )  =  E ^ ( x , y , 0 ) e A x + A y d x d y (3.269ข)

โดยที่ f x {k x , k y ) , f y { k x,k  ) คือ สเปกตรัมคลี่นระนาบซึ่งเกิดจากสนามไฟฟ้าในแนวแกน X และ y  บนระนาบหน้า 

จานมารวมกันในทิศทาง kx และ ky ตามลำดับ และเนื่องจากไดเวอร์เจนช์ของสนามไฟฟ้าเป็นศูนย์ ดังนั้น f ( k x , k y ) 

ต้องสอดคล้องกับสมการ (3.265ข) ทำให้ f z{ k x, k y) เป็นดังสมการ (3.270)

/ , ( น )  =
-Kf^yfy 

^ - k l - K
(3.270)

จากที่กล่าวมาข้างต้นสนามไฟฟ้าที่ตำแหน่งใด ๆ ไนบริเวณ z > 0  สามารถค่านวณได้จากสมการ (3.266) ซ่ึงอยู่ใน 

รูปอินทิเกรชันที่มึฃอบเขตอนันต์ทำให้ไม่สามารถหาค่าแม่นตรงได้ แต่เนื่องจากสนามที่ต้องการทราบส่วนใหญ่อยู่ในบริเวณย่าน 

สนามไกลกล่าวคือ เมึ่อระยะทางจากจุดก่าเนัดไปยังจุดสังเกต r  ดังรูป 3.33 มีค่าเป็นอนันต์ ดังนั้นสามารถใช้เทคนิคการ 

ค่านวณค่าโดยประมาณที่เริยกว่า วิธีการเฟสคงตัว (method of stationary phase) มาใช้หาค่าโดยประมาณของสมการ 

(3.266) ได้ดังนั้

เมื่อพิจารณานิพจน์ของสมการ (3.266) พบว่า เมื่อค่า r  มีค่ามาก ๆ ฟ้งก์ชัน e~jkr~ มีการแกว่งอย่างมาก ดังนั้นการ 

อินทิเกรตมีแนัวโน้มหักล้างกัน แต่ไม่เกิดขื้นเมื่อมีจุดซึ่ง k - r  ที่เป็นฟ้งก์ชันของ kx และ ky ไม่เปลี่ยนแปลงในช่วงเล็ก ๆ 

ของ kx และ ky โดยท่ี-จุดนั้นเรียก'ว่า จุดเฟสคงตัว (stationary phase pomt) ซ่ึงเป็นจุดท่ีทำให้อนุพันธ์อันดับหนื่งของ k ■ ? 
เทิยบกับ kx และ ky เป็นศูนย์ดังสมการ (3.271)

â k r

~ â k .
- = 0.

â k - r

â k „
= 0 (3.271)

ไนบริเวณเล็ก  ๆ รอบ ๆ จุดเฟสคงตัว เฟสของฟ้งก์ชัน e~jt f  มีการเปล่ียนแปลงอย่างช้า  ๆ และการอินทิเกรตจุด

ต่าง ๆบนระนาบ£1- k y  ไม่เป็นศูนย์ และการเปล่ียนแปลงของ f ( k x , k y )  เป็นไปอย่างช้า ๆ ซ่ึงสามารถประมาณได้ว่ามีค่า
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เท่ากับที่จุดเฟสคงตัว ดังนั้นอํนทิกรัลในสมการ (3.268ก-ข) เหลือเฟัยงส่วนของฟังก์ช้น e~j i *  และเนื่องจาก k - r  เท่ากับ 

kxX+kyy+kzZ และสำหรับในระบบพิกัดทรงกลม X=rsm9cos0 , _v=rsm6fein0 และ z=rcos9  ดังนั้น

k - r  =  i { k x s m 9  c c s if )  +  k y  ร \ ท 9 ร \ ท ( เ )  +  ^ k 2 - k 2x - k 2y  cos 6̂ I (3.272)

และจุดเฟสคงตัวสามารถหาได้จากแทน k - r  ในสมการ (3.272) ลงไปในสมการ (3.271) จะได้

â k - r  d i { k x SIฑ9 c a s < f i + k y s m 9 s m < f i + ^ k 2 - k 2x  - k 2 cos#!
— —----- = ------------------ — ---------------------------------------------------------------------------------------- =  y  c i

â k â k
= r  sinÆcos^-

k x o œ 9

1/ * - * ! - * ; ,
= 0

หรือ k x cos9  =  ^ k 2 - k l  - k 2 sin^cos^ (3.273ก)

และ
â k - r  d f { k x s > m 6 < x & < p + k v s m 9 s > \ n < f ) + ^ k 2 - k 2x - k 2 cos$) 

â k  â k
- r  sinÆsin^-

k v c c & 0

1/ * ’ - * ; - * ;
=0

หรอ k v c o s 9  =  i j k 2 - k l  - k 2 sin^sin^ (3.273ฃ)

จากสมการ (3.273ก-ข) kx และ ky ทึ่สอดคล้องที่ท่าให้เกิดจุดเฟสคงตัว (kx,ky) คือ

k x — k sx — k sin9 cos( j ) , k v = k s = k s , m 9 s m ( j ) (3.274)

และเมื่อกระจาย k - r  ในรูป'ของอนุกรมเทย์เลอ'ร์รอบ ๆ จุดเฟสคงตัว ( k x , k ’ )  จะได้

k - r  = k r +
1 â ^ ï c . r

2  â k 2

â 2k . )

a k - - v + ^ k .x  y kr=k! ( * , - * ; x * , - * ; > 4 5 *1=*;_ ( k y - K ?

= k r - ( A u 2 +C uv+Bv2)

โดยท น = kx- k x, v  = ky - k ’y, A ,  B  และ c  เป็นค่าคงท่ีกำหนดดังสมการ ดังน้ันผลเฉลยโดยประมาณของสนามไฟฟ้า 
ในสมการ (3.266) เป็น

Ê ( r ,  6,</>)=— 2 /(A:sin0cos^,Â:sin#sin^)j]V(',‘' +_Q/vfBv )d u d v  (3.275)
AS
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โดยท่ี /(£sin<9cos^,/tsmi9siri0) คือ ค่าของฟังก์ชัน /  ท่ีจุดเฟสคงท่ี และ AS' เป็นบริเวณเล็ก  ๆ รอบ  ๆ จุดเฟส 
คงตัว ซ่ึงก็คือจุดท่ี น , v=0 ในระนาบ U-V และเน่ึองจากค่าคงท่ี A , B  และ C เป็นสัดส่วนกับ k r  ซ่ึงมีค่ามากเม่ือ r  มีค่า 
มากดังน้ันฟังก์ชัน ๙ ) เกิดการแกว่งอย่างรวดเร็วเม่ึอ น และ V ไม'เป็นศูนย์ ทำให้การอินทิเกรตบนระนาบ U-V
ภายนอกบริเวณ A S  จะถูกห้กล้างจากการรวมกันทางเฟส และการอินทิเกรตของสมการ (3.275) สามารถขยายขอบเขต 
ครอบคลุมระนาบ U-V ท้ังหมดได้ดังสมการ (3.276)

I f  ๔ ^ ^ W)dudv 4 ^ 2 ๙ dudv (3.276)
AS

การคำนวณหาอินทิกรัลในสมการ (3.276) สามารถทำได้โดยกำหนดให้

All2 +Cuv+B\’2 = (>/โ4?/ + ̂ = ^ )2

เม่ือให้ พ = -JAu + ' 1—: อินทิกรัลในสมการ (3.276) เขยนใหม่ใดเปน
2SÂ

I= tJ
และ'จาก f"V*<^ ทํ d e  = j—๙'''''4 ดังน้ัน

1 1

/ = - ป  J V ' ฟ ่" 12๔ ^ =  -7= P = = ^ « ฬ
vA  -  ท ี่4 4 5 -๙  ^4AB-C 2 r

(3.277)

โดยท่ี .4=-^' l  + (* ;)2 ไ
k  k  c o s  9

J J (£*)2 ใ J  J
ร  = -  —+——̂—— และ C - , * ใ - ซ่ึงเม่ือแทนสมการ (3.277) ลงในสมการ 

2 น  £ พ 0  *3COS20
(3.275) ทำให้ได้ผลเฉลยโดยประมาณของสนามไฟฟ้าเป็นดังสมการ (3.278)

Ê ( r , 9 , < f i ) =  j k — —  e ~ lk r f  ( k s m 9 c o s < f > , k  sin e  sin (เ>) (3.278)2/zr

โดยท่ี 9  และ <เ) เป็นมุมในระบบพิกัดทรงกลมดังแสดงในรูป 3.33 และจากสมการ (3.278) พบว่า แบบรูปการแผ่พลังงาน 
บริเวณสนามไกลมีความสัมพันธ์กับ f { k s x n 9 c c & < p , k s x n 9 s \ n t f > )  ซ่ึงเกิดจากการแปลงฟูริเยธ์ของสนามบนระนาบหน้า 
จานในทิศทางท่ีเกิดจุดเฟสคงตัวคือเม่ือ k x เท่ากับ k SIท9 c o s ( f) และ k y  เท่ากับ ซ่ึงเป็นองค์ประกอบท่ีเหมาะสม
ของเวกเตอร์ค่าคงตัวการแผ่กระจายเม่ือคล่ืนแผ่กระจายไปยังจุดสังเกต (r\9,<t>) ใด ๆ

เม่ืองจาก k - f  = 0 ดังน้ัน /  ไม่มีองค์ประกอบในทิศทางของจุดสังเกตท่ีซ่ึงคือทิศทางของเวกเตอธ์ค่าคงตัวการ 
แผ่กระจาย k ดังน้ันสนามท่ีแผ่กระจายออกไปในบริเวณย่านสนามไกลจะเป็นสนามแม่เหล็กไฟฟ้าตามขวาง (transverse
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electromagnetic waves) ซ่ึงเม่ือพิจารณาสนามท่ีแผ่กระจายไปในทิศทางตามแนวแกน Z พบว่า สนามไฟฟ้าจะมีเพิยงองค์ 
ประกอบในแนว X และ V ซ่ึงเป็นสัดส่วนกับ fx และ fy เน่ืองจาก f2 = 0 สำหรับในทิศทางล่ืน  ๆของจุดสังเกตน้ันสามารถ 
พิจารณาได้จากสมการ (3.278) ดังน้ี

Ë ( r ,  0, <เ>) = j k Q~ ^ e lk r \ f x { k x , k y ) â x +fy{kx,ky)ay + f 2 { k x , k y ) a . (3.279)

โดยทิ kx = k s ,m 0 z o s ( j) และ ky = Ârsin&in^ และเม่ือแทน f2 จากสมการ (3.270) ลงในสมการ (3.279) จะได้

Ë { r , 0 , < p ) = j k ~ ~ e j h
- k  sin 0  cos ( j) f x -  k  sin 0  sin ( p f y  

y  y j k 2 - ( k s m d c o s t p ) 2 - ( k sin0 sin( j) ) 2

และเม่ือแสดงในระบบพิกัดทรงกลมจะได้

fx[àrsmdCC&0 +âg cos0 CCS(เ>-â0 sin 

Ê ( r , 0 , < / > )  =  j k — — e  jk r  fy[âr smOsm<fi+â0 oos0 sin</)+â̂ cos9 )) -

- k  sm 0 c c & ( f ) f x  - k s m d s , m < ) ) j \

y— พ — ~ {s' 005๙ smt>y.

=jk— [/โ( âg cos <f> - âl/1 sin <p cos 0) + fy( âg sm <f) + นิ 1t1 cos (j) cos 0)

v c~̂r
ดังน้ัน É ( r ,  0,<เ>) =jk —- ( /1 cos^ +fy sin̂ )<3s +[fy c c s tf) - / ,  sin^)cos6^ (3.280ก)

เน่ืองจากสนามในบริเวณย่านสนามไกลเป็นสนามแม่เหล็กไฟฟ้าตามขวาง ด้งน้ันสนามแม่เหล็กในบริเวณแผ่กระจายคล่ืนย่าน 
สนามไกลเป็น

-  â  X Ë ( r ,  0 ,  à )
= ' (3.280ฃ)

โดยท่ี Z คือ อิมพิแดนช์สักษณะสมบัติของตัวกลางในบริเวณแผ่กระจายคล่ืน
การหาสนามในย่านสนามไกลโดยกรรมวิธการแปลงฟูริเยร์ของสเปกตรัมคล่ืนระนาบข้างต้น สามารถน่ามาใช้หาแบบ 

รูปการแผ่พลังงานย่านสนามไกลของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเท่ียวรูปพาราโบลักได้โดยกำหนดให้ระนาบหน้าจานเป็น 
ระนาบท่ีวางอยู่ท่ีจุดโฟกัสของจานสะท้อน และสนามไฟฟ้าบนระนาบหน้าจานน้ันเกิดจากสนามไฟฟ้าสะท้อนจากพ้ินผิวจาน
สะท้อนซ่ึงหาได้ด้งสมการ (3.88) ในหัวข้อกรรมวิธีทัศนศาสตร์เชิงเรขาคณิตและสนามไฟฟ้าเล้ียวเบนจากขอบของจานสะท้อน
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ซ่ึงหาได้ดังสมการ (3.231ก) ในหัวข้อทฤษฎีการIล้ิยวเบนเชิงเรขาคณิตมายังตำแหน่งต่าง  ๆบนระนาบน้ิ ด้งน้ันสนามไฟฟ้ารวม 
บนระนาบหน้าจานเป็น

Ë a { x , y ,  0) = Ë r  ( x , y f i ) + Ë d ( x , y \ ( ï )  (3.281)

โดยท่ี Ë r ( x , y , 0 ) คือ สนามไฟฟ้าท่ีสะท้อนจากพ้ินผิวสะท้อนมายังระนาบหน้าจาน และ E d (x,y,0) = 2 A r f ^อ
ท=\

สนามไฟฟ้าท่ีเล้ิยวเบนจากขอบมายังระนาบหน้าจานซ่ึงเกิดจากจุดเล้ิยวเบนท้ังหมด m  จุดบนขอบจานสะท้อน

รูป 3.34 การหาแบบรูปการแผ่พลังงานย่านสนามไกลจากสนามบนระนาบหน้าจานของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียว 
รูปพาราโบลิกแบบสมมาตร

สำหรับในวิทยานิพนธ์น้ัเลัอกระนาบหน้าจานใหัมีขนาดเท่ากับภาพฉายของจานสะท้อน ร 11 เน่ึองจากสนามบนระนาบ 
หน้าจานน้ัเกิดจากสนามท่ีสะท้อนออกมาจากพ้ินผิวสะท้อนกับสนามเน่ึองจากการเล้ิยวเบนท่ีขอบของจำนสะท้อน และพิจารณา 
กรณิท่ีสายอากาศป้อนกำลังคล๋ึนถูกวางท่ีตำแหน่งโฟกัส สนามท่ีสะท้อนออกมาจากจานสะท้อนโดยกรรมวิธีทัศนศาสตร๎เชิง
เรขาคณิตจะเป็นคล่ึนระนาบและมีเฉพาะในบริเวณภาพฉายน้ิเท่าน้ัน ส่วนสนามท่ีมาจากการเล้ิยวเบนท่ีขอบภายนอกบริเวณ
ภาพฉายมีขนาดน้อยมากเม่ึอเปริยบเท้ยบกับสนามท่ีสะท้อนออกมาภายในบริเวณภาพฉาย ดังน้ันสนามไฟฟ้าในบริเวณย่าน
สนามไกลของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลิกแบบสมมาตรดังรูป 3.34 เป็น

Ë (r, O, <f>) = jk ~ -  (/1 cos <f> + f y sin 4>)ag + [ f y cos (j) - /*  sin ̂ ) cos 0a, (3.282)

โดยท่ี
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f A K A )  = I  o E *  ( x , y , 0 ) e A x + lk » 'd y d x  (3.283ก)

f y ( K A y )  = ป ี- ] ^ ^  E v  ( x , y f i ) e JkxX+JkyVd y d x  (3.283ฃ)

และ k x = À:sin#cosçz> และ k y  =  k s m 9 s , m < p

สมการ (3.283ก-ข) ไม่สามารถหาค่าแม่นตรงได้ ด้งน้ันในการคำนวณหาค่าอินทิกรัลในสมการ (3.283ก-ฃ) จงใช้ 
กรรมวิธีเชิงเลข ชงในวิทยานิพนธ์น้ัใด้ใช้าธีการของชิมป๋สัน (Simpson method) (R. L. Burden and J. D. Fanes. 1993) 
มาประมาณค่าอินกรัลดังกล่าว และท่าการเปลยนขอบเขตของการอินทิเกรตเป็นดังสมการ (3.284ก-ข)

f x i K ’ K )  (1284ก)

f y  0K , K  ) = ̂ a X m  E J x > y  พ ่k x ' l k } d y d x  (3.284ข)

โดยท่ีสนามไฟฟ้าบนระนาบหน้าจานน้ันถูกกำหนดว่า สนามไฟฟ้าภายในภาพฉายของจานสะท้อนเป็นดังสมการ (3.281) และ 
สนามไฟฟ้าภายนอกบริเวณภาพฉายของจานสะท้อนกำหนดให้เป็นศูนย์ และช่วงการแบ่งส่วนย่อยท่ีใช้ในการอินทิเกรตเท่ากับ 
À f 8  ตามการตรวจสอบอัลกอริท้มในภาคผนวก ฉ. เพอให้แบบรูปการแผ่พลังงานมีความแม่นย่าอยู่ในเกณฑ์ท่ีเชิอถือได้ถืง 
ตำแหน่งเชิงมุมเท่ากับ 90 องศา

ในท่านองเดียวกัน สนามไฟฟ้าในบริเวณย่านสนามไกลของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเท่ียวรูปพาราโบลิกแบบ 
ไม่สมมาตรดังรูป 3.35 เป็น

รูป 3.35 การหาแบบรูปการแผ่พลังงานย่านสนามไกลจากสนามบนระนาบหน้าจานของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเท่ียว 
รูปพาราโบลักแบบไม่สมมาตร
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Ë { r , e , < p ) = j k ( / x cos^ + /y sin^jâg + (/^  o c s< t> -fx sin ̂ ) cos6>o, (3.285)

โดยท่ี

,-v'(I>2)Mx-(a'2+l.)]2

JCD^-̂ -Cm+fc)]2

ว่ ( D/2 )2 -{x-{ ภ''2+li)]2
E J x ,y ,0 ) e A " 'A :,d y d x

(3.286D)

(3.286ฃ)

และ £x = Àโร!ท#COS0 และ k  = k SIท#SInef)
การคำนวณค่าค่าอินกรัลในสมการ (3.286ก-ฃ) หาได้โดยใช้วิธิการของซิมป้สันมาประมาณ และทำการเปล่ียน 

ขอบเขตของการอินทิเกรดเป็นดังสมการ (3.287ก-ข)

โดยท่ีสนามไฟฟ้าบนระนาบหน้าจานน้ันถูกกำหนดว่า สนามไฟฟ้าภายในภาพฉายของจานสะท้อนเป็นดังสมการ (3.281) ส่วน 
สนามไฟฟ้าภายนอกบริเวณภาพฉายของจานสะท้อนกำvrแดให้เป็นศูนย์ 

2. โพลาไรเชช้นร่วมและโพลไรเซชันไขว้
โพลาไรเซชันร่วมและโพลาไรเซชันไขว้เป็นค่าคุณลักษณะท่ีสำคัญท่ีบ่งบอกถืงสมรรถนะของระบบสายอากาศท่ีส่ง 

สัญญาณแบบโพลาไรเซชันคู่ (dual polarization) โดยใช้ความถเดียวกันหริอท่ีเริยกว่า การใช้ความล่ีซ้ํา (frequency reuse) 
มาเพมความจุซ่องสัญญาณ เน่ึองจากถ้าระดับโพลาไรเซชันไขว้ของซ่องสัญญาณหน่ึงมีระดับสูงก็จะทำให้เกิดการรบกวนกับ
โพลาไรเซชันท่ีต้องการหริอโพลาไรเซชันร่วมของอิกซ่องสัญญาณหน่ึง

กาวพิจารณาโพลาไรเซชันร่วมและโพลาไรเซชันไขว้น้ัน Ludwig (1973) ได้ให้ค่านิยามไว้ 3 แบบ ในวิทยานิพนธ์น้ั 
ได้ใช้ค่านิยามท่ี 3 ของ Ludwig มาอธิบายโพลาไรเซชันร่วมและโพลาไรเซชันไขว้ท่ีเกิดข้ึน

จากค่านิยามท่ี 3 ของ Ludwig ถ้าแกน Z  เป็นแกนอ้างอิงในทิศทางแนวเล็ง (boresight direction) และจุดอ้างอิง 
อยู่ท่ีจุดศูนย์กลางเฟส และโพลาไรเซชันร่วมกำหนดโดยเวกเตอร์หน่ึงหน่วยในทิศทาง # = 0 เป็นดังสมการ (3.288)

โดยท่ี (pp01 คือ มุมการวางตัวของโพลาไรเซชันร่วมจากแกน X แล้วโพลาไรเซชันร่วมและโพลาไรเซชันไขว้ในทิศทางอ่ึนท่ีไมใช่ 
ทิศทางแนวเล็งกำหนดโดยทกเตอธ์หน่ึงหน่วยดังสมการ (3.289) และ (3.290) ตามสำดับ

(3.287ก)

(3.287ข)

(3.288)

s cp= 006( ^ - tpol H  -  à t #  -  <เ>101 )a , (3.289)
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%1= s in ^ - ^ H + c o s ^ - ^ ) ^  (3.290)

ดังน้ันสนามไฟฟ้าย่านสนามไกลในแนวโพลาไรเซชันร่วมเป็น

£ * ' = Ê -■ «CP = ^  cos( ^ - ^ ) - ^  ร11#  -  </>poi ) (3.291 )

และสนามไฟฟ้าย่านสนามไกลในแนวโพลาไรเซชันไขว้เป็น

E x p = Ë ■ ท ี* P = E 9  s in ( ^ - 0 p o i ) + E t <M < f i - <f i Po i )  (3.292)

โดยท่ี £ คือ สนามไฟฟ้าในบริเวณย่านสนามไกล สำหรับระบบสายอากาศซนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลัก สนามไฟฟ้าใน 
บริเวณย่านสนามไกลหาได้ดังหัวข้อแบบรูปการแผ่พลังงานย่านสนามไกล และโพลาไรเซชันร่วมของระบบสายอากาศซนิดจาน 
สะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลักน้ัพิจารณาจากโพลาไรเซชันร่วมของสนามไฟฟ้าบนระนาบหน้าจานซ่ึงถ้าใช้สายอากาศท่ีมีโพลาไรเซชัน 
ในแนว V เป็นสายอากาศป้อนกำลังคล่ึน โพลาไรเซชันร่วมของสนามไฟฟ้าบนระนาบหน้าจานจะอยู่ในทิศ _y ในท่านองเดียวกัน 
ถ้าใช้สายอากาศท่ึมโพลาไรเซชันในแนว X เป็นสายอากาศป้อนกำลังคล่ึน โพลาไรเซชันร่วมของสนามไฟฟ้าบนระนาบหน้าจาน 
จะอยู่ในทิศ X ดังน้ันสำหรับระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลักท่ีใช้สายอากาศท่ีมีโพลาไรเซชันในแนว y  เป็น 
สายอากาศป้อนกำลังคลน (< เ) - ท \7 )  สนามไฟฟ้าย่านสนามไกลในแนวโพลาไรเซชันร่วมและไขว้เป็น

E  = E g àn<j>+Ef cc&tf) (3.293)

£1J1 = - E g  cos( เ > + sin(f> (3.294)

และสำหรับระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลิกท่ีใช้สายอากาศท่ีมีโพลาไรเซชันในแนว X เป็นสายอากาศป้อน 
กำลังคล่ึน (0 = 0) สนามไฟฟ้าย่านสนามไกลไนแนวโพลาไรเซชันร่วมและไขว้เป็น

E c p = E 9 o x ( f > - E ^ à n t f > (3.295)

E  = E g  ร ํท  < / > + E ^ œ s < />  (3.296)

จากช้างต้นเป็นการนำค่านิยามท่ี 3 ของ Ludwig มาพิจารณาโพลาไรเซชันร่วมและโพลาไรเซชันไขว้ท่ีเกิดฃ้ืนใน 
ระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลัก เพ่ึอดูระดับโพลาไรเซชันร่วมและโพลาไรเซชันไขว้ในทิศทางต่าง  ๆโดยใน 
วิทยานิพนธ์น้ัโด้ดูโพลาไรเซชันร่วมและโพลาไรเซชันไขว้ท่ีเกิดข้ึนในระนาบ <เ) =  0 ° ,  < /> --45° และ ^=90° และผลกระทบ 
จากปรากฎการณ์เล้ิยวเบนท่ีขอบจานสะท้อนท่ีมีต่อโพลาไรเซชันร่วมและโพลาไรเซชันไขว้ดังแสดงในบทผลการวิเคราะห์ ซ่ึง
สามารถนำไปใช้เป็นข้อมูลสำหรับการส่ึอสารท่ีใช้เทคนิคการใช้ความถซ้ํา
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3. อัตราขยายและประสิทธิภาพต่าง ๆ
อัตราขยายของสายอากาศเป็นค่าปัจจัยท่ีสำคัญในการออกแบบระบบสายอากาศใด  ๆ รวมท้ังระบบสายอากาศชนิด 

จานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบสิกเน่ืองจากอัตราขยายของสายอากาศเป็นค่าปัจจัยท่ีบ่งบอกถ้งความสามารถในการบบรวมพลังงาน 
ท่ีแผ่กระจายออกมาจากสายอากาศให้พุ่งไปในทิศทางท่ีต้องการได้มากน้อยเพียงใด ชงสามารถค่านวณได้จากอัตราส่วนของ
ความหนาแน่นของกำลังคล่ืนท่ีแผ่พลังงานในทิศทางท่ีต้องการเทียบกับความหนาแน่นของกำลังคล่ืนจากแหล่งกำเนิดคล่ืนแบบ 
จุด (point source) ท่ีถูกปัอนด้วยกำลังงานเดียวกับท่ีป้อนให้ระบบสายอากาศน้ัน ด้งน้ันอัตราขยายของระบบสายอากาศ G 

ใด  ๆกำหนดได้ดังสมการ (3.297)

m t ) = P r J M t
p j m

=  4 i ï
pr^ e ,< j> )

P,ท
(3.297)

โดยท่ี P  rad คือ ความหนาแน่นของกำลังงานของคท่ีนในแนวโพลาไรเซชันร่วมท่ีแผ่พลังงานในทิศทางท่ีต้องการ (6,</>) มี 
หน่วยเป็น วัตต์ต่อสเตอเรเดียน และ p , „  คือ กำลังท่ีปัอนให้ระบบสายอากาศ มีหน่วยเป็น วัตต์

สำหรับระบบสายอากาศซนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบสิก อัตราขยายของระบบสายอากาศเป็นค่าปัจจัยท่ีมีความ
สำคัญต่อการออกแบบ เน่ืองจากในการออกแบบระบบสายอากาศชนิดน้ัเพ่ึอใช้เป็นระบบสายอากาศภาคพ้ืนดิน อัตราขยายของ 
ระบบสายอากาศได้รัปการกำหนดมาตรฐานโดยสถาบัน CCIR เพ้ือลดปัญหาการเกิดสัญญาณรบกวนกับสัญญาณของดาวเทียม 
ท่ีอยู่ในแนวมุมเงยท่ีใกล้เคียงกัน โดยกำหนดค่าสูงสุดของอัตราขยายท่ีมุมต่าง  ๆดังตาราง 3.2

ตาราง 3.2 อัตราขยายของระบบสายอากาศภาคพ้ืนดินตามมาตรฐานท่ีกำหนดโดยสถาบัน CCIR (Recommendation 465-2)

ขนาดสายอากาศ อัตราขยาย (dBi) มุมออฟเซต (องศา)

D /Â <  1 ๓ 52-lO logC D //l)-251og0 \O O A /D < 0 < 4 8
10-101og(D /Â ) 48 < 0 < 180

D /À >  100 32-251og<9 1 < ^  <48

-10 48<(9<180

หมายเหตุ Q  คือ มุมระหว่างทิศทางท่ีต้องการกับแนวเล็งหลัก

เม่ึอพีจารณาระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบสิกดังรูป 3.36 ซ่ึงประกอบด้วยสายอากาศป้อนกำลัง 
คล่ืนและจานสะท้อนมีกลไกของการแผ่พลังงานดังน้ัคือ เม่ึอคล่ืนแม่เหล็กไฟฟ้าจากสายอากาศป้อนกำลังคล่ืนแผ่พลังงานไปตก 
กระทบบนพ้ืนผิวจานสะท้อนซ่ึงเป็นตัวน่าสมบูรณ์ก็จะทำให้เกิดการสะท้อนออกไปยังบริเวณระนาบหน้าจาน โดยท่ีคล่ืนแม่เหล็ก 
ไฟฟ้าบนระนาบหน้าจานสามารถถูกมองได้ว่าเป็นสเปกตรัมของคล่ืนระนาบท่ีเคล่ือนตัวออกไปในบริเวณย่านสนามไกล ดังน้ัน 
ในการหาอัตราขยายของระบบสายอากาศชนิดน้ัสามารถพีจารณาได้จากการสูญเสียท่ีเกิดในแต่ละข้ันตอนของการแผ่พลังงาน 
โดยเรมจากการสูญเสียภายในสายอากาศป้อนกำลังคล่ืน ซ่ึงถ้าสมมุติว่ากำลังท่ีป้อนให้สายอากาศป้อนกำลังคล่ืนเป็น p , „  ดังน้ัน 
กำลังท้ังหมดท่ีแผ่พลังงานออกไปจากสายอากาศป้อนกำลังคล่ืน p '7- จะเป็น
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P T = ๆfP ,ท (3.298)

โดยท่ี ๆf  คือ ประลัทธิภาพของสายอากาศป้อนกำลังคล่ึน และเน่ึองจากจานสะท้อนถูกวางอยู่ในบริเวณย่านสนามไกลของสาย 
อากาศป้อนกำลังคล่ึน ดังน้ันกำลังท้ังหมดท่ีแผ่พลังงานออกไปจากสายอากาศป้อนกำลังคด่ีนไปในบริเวณท่ีจานสะท้อนวางอยู่ 
ซ่ึงเป็นบริเวณย่านสนามไกล P T สามารถหาได้ดังสมการ (3.299)

PT =  2^0 x üfeed) ' V /  si r iB fd O jd fy

= ^  ^ ) เ2 r; sin 0,d01d(j)1
(3.299)

และเม่ึอกำลังท้ังหมดท่ีแผ่พลังงานจากสายอากาศป้อนกำลังคลนถูกส่งไปยังพ้ืนผิวจานสะท้อน พ้ืนผิวจานสะท้อนไม่ 
สามารถรบกำลังท้ัถูกส่งมาได้ทุกทิศทาง ซ่ึงสำหรับระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเดยวรูปพาราโบลักแบบสมมาตรดังรูป 3.36 
กำลังท่ีส่งออกมาจากสายอากาศป้อนกำลังคลนถูกรับโดยจานสะท้อนได้ถืงมุมกว้างเท่ากับ กำลังในมุมท่ีเกินมุมกว้างของ
จานสะท้อนย่อมหลุดเลยออกไปจากจานสะท้อนท่าให้เกิดการสูญเสิย ปรากฎการณ์ท่ีเกิดขนในลักษณะน้ัเริยกว่า การล้นจาน 
(spillover) ซ่ึงท่าให้กำลังท่ีรับได้บนพ้ืนผิวจานสะท้อน /ก ัจะเป็น

X

รูป 3.36 ระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลักและระนาบหน้าจาน

’7. (3.3๓)

โดยท่ี ๆ1 คือ ประลัทธิภาพเน่ึองจากการล้นจาน ซ่ึงเป็นอัตราส่วนของกำลังท่ีจานสะท้อนรับได้ต่อกำลังท้ังหมดจากสายอากาศ 
ป้อนกำลังคล่ึน โดยกำลังท่ีจานสะท้อนรับได้ p r  ในระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลักแบบสมมาตรท่ีมีมุม 
กว้างของจานสะท้อนเท่ากับ 4̂  สามารถหาได้จากกำลังท่ีแผ่พลังงานมาจากสายอากาศป้อนกำลังคด่ีนภายในกรวยท่ีมุมกว้างเท่า 
กับ 24  ̂ดังน้ัน



(3.301)

สังเกตว่าสมกT5 (3.301) ไซ!ด้กับระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวแบบสมมาตรท่ีแกนของสายอากาศป้อน 
กำลังคล่ีนพุ่งเข้าหาจานสะท้อนคล่ีนและอยู่บนแกนเดียวกับแกนของจานสะท้อนเท่าน้ัน เน่ึองจากกำลังท่ีส่งออกมาจากสาย
อากาศป้อนกำลังคล่ึนถูกรับโดยจานสะท้อนได้เท่ากับมุม '{'0 เท่ากันในทุกระนาบ แต่ส่าหรับระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อน 
เด่ียวแบบไม่สมมาตรกำลังท่ีส่งออกมาจากสายอากาศป้อนกำลังคด่ีนถูกรับโดยจานสะท้อนได้ไม่เท่ากันในแต่ละระนาบ ด้งน้ัน 
สำหรับระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลิกแบบไม่สมมาตร กำลังท่ีจานสะท้อนรับได้ P r สามารถหาได้โดย 
อินทิเกรตกำลังเฉล่ียบนพ้ินผิวจานสะท้อนชงจะได้

พ ัน ' / . M / ) ■ fu is (3.302)

โดยท่ี ท  คือ เวกเตอร์หน่ึงหน่วยท่ีพุ่งเข้าต้ังฉากกับพ้ินผิวจานสะท้อน และ เ /ร  คือ พ้ืนท่ีเล็ก  ๆ บนพ้ืนผิวจานสะท้อนชํ่งมี 

ความสัมพันธ์กับพ้ืนท่ีเล็ก  ๆของภาพฉายของจานสะท้อน d s _ _  บนระนาบ z =0 เป็นPrฯ

d S =
£ 5 *
|/7 • <3.1

(3.303)

X

รูป 3.37 การหากำลังท่ีจานสะท้อนรับได้โดยพิจารณาจากโดเมนภาพฉายของจานสะท้อน

และเน ึ่องจากภาพฉายของจานสะท ้อนในระบบสายอากาศชนิดจานสะท ้อนเด ี่ยวร ูปพาราโบลิกแบนไม่สมมาตรเป ็นวงกลมที่ม ี

เส้นผ่านศูนย์กลางเท่ากับ D  ด ังรูป 3.37 ด ้งน ั้น dS  = p d p d q \ ท่าให้กำลังที่จานสะท้อนรับได้ Pr ของระบบสายอากาศ

ชนิดจานสะท้อนเดี่ยวรูปพาราโบลิกแบบไม่สมมาตรเป็นด้งสมการ (3.304)
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p r  = l ^ ^ ^ Ê J è K i ( x „ y „ z 1 ) x f t f i Ê d { x „ y „ z ^ - n p i d p / i < l > i (3.304)

รูปพาทโบสีกที่สนามไฟฟ้าจากสายอากาศปัอนกำลังคลี้นมาตกกระทบในระบบพิกัดคารทีเซยน และ E {x 1, y  1, Z 1) คือ 

สนาม'ไฟฟ้าจากสายอากาศป้อนกำลังคลึ่นมายังทจุด {xs,y 1,zs)

และเม่ือพิจารณาสนามไฟฟ้าท่ีแผ่พลังงานออกมาจากพ้ินผิวจานสะท้อนมายังระนาบหน้าจานพบว่า สนามไฟฟ้าบน 
ระนาบหน้าจานเกิดจากสนามไฟฟ้าท่ีสะท้อนออกมาจากพ้ืนผิวจานสะท้อนและสนามไฟฟ้าท่ีเกิดจากการเล้ียวเบนท่ีขอบของจาน 
สะท้อน ซ่ึงมการกระจายไม่คงท่ีท้ังองค์ประกอบทางขนาดเนองมาจากตัวประกอบการลดทอนและทางเฟสเม่ืองจากสนามไฟฟ้า 
ท่ีมาจากการเล้ิยวเบน และยังมีองค์ประกอบในแนวโพลาไรเซชันไขว้เกิดข้ึนเม่ืองจากสายอากาศปัอนกำลังคลนท่ีใช้ และสนาม 
ไฟฟ้าท่ีมาจากการเล้ียวเบน ท่าให้เกิดการสูญเสียในอัตทขยายเม่ือเทียบกับในกรณีท่ีสนามไฟฟ้ามีโพลาไรเซชันแบบเชิงเส้นและ 
มีการกระจายอย่างคงท่ีท้ังองค์ประกอบทางขนาดและทางเฟส (uniform distribution) การสูญเสียท่ีเกิดข้ึนน้ิสามารถพิจารณา 
ได้จากค่าปัจจัยท่ีเรียกว่า ประสิทธิภาพช่องเปิด (aperture efficiency) ซ่ึงสามารถหาได้จากอัตทส่วนของความหนาแน่นของ 
กำลังคล่ึนในแนวโพลาไรเซชันร่วมตามแนวแกนของสายอากาศต่อสเตอเรเดียนกับความหนาแน่นของกำลังคล่ึนตามแนวแกน 
ของสายอากาศท่ีเกิดจากสนามไฟฟ้าบนระนาบท่ีมีการกระจายอย่างคงท่ีท้ังองค์ประกอบทางขนาดและทางเฟส และมี'โพลา’ไรเซ- 
ชันแบบเชิงเส้นท่ีแผ่พลังงานด้วยกำลังท่ีเท่ากัน และเม่ืองจากสนามไฟฟ้าบนระนาบหน้าจานเกิดจากการสะท้อนออกมาจากพ้ืน 
ผิวสะท้อนและจากการเล้ียวเบนท่ีขอบ ด้งน้ัน

สนามไฟฟ้าท่ีเล้ียวเบนจากขอบมายังระนาบหน้าจานซ่ึงเกิดจากจุดเล้ียวเบนท้ังหมด m  จุดบนขอบ ในท่านองเดยวกันสนาม 
แม่เหล็กบนระนาบหน้าจานจะเป็น

ท้ังหมด ทใ จุดบนขอบ ดังน้ันกำลังท้ังหมดท่ีแผ่พลังงาน p a จากระนาบหน้าจานเม่ืองจากสนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กบน 
ระนาบหน้าจานดังสมการ (3.305) และ (3.306) จะเท่ากับ

Ë a ( x , y ,  0) = Ë r  ( x , y , 0 ) + Ë \ x , y , 0 ) (3.305)

โดยท่ี Ë r ( x , y , 0 )  คือ สนามไฟฟ้าท่ีสะท้อนจากพ้ินผิวสะท้อนมายังระนาบหน้าจาน และ Ë d ( x , y , 0 )  =  ^ E d ( x , y , 0 )  คือ

H ^ y ^ f f i x ^ + H ^ x ^ O ) (3.306)

Pa = ฬ )] ■ ร1d ร (3.307)
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โดyท่ี S a  คือ พ้ินท่ีท้ังหมดบนระนาบหน้าจาน ซ่ึงในการเลือกขนาดระนาบหน้าจานอาจมีสนามไฟฟ้าบางส่วนหลุดออกนอก 
ระนาบหน้าจานท่าให้เกิดการสูญเสียเกิดข้ึน การสูญเสียท่ีเกิดข้ึนน้ัเรียกว่า การสูญเสียเนองจากการล้นระนาบ ดังน้ันท่าลัง 
ท้ังหมดท่ีแผ่พลังงานจากระนาบหน้าจานมีความสัมพันธ์กับท่าลังท่ีจานสะท้อนรับได้เป็นดังสมการ (3.308)

0’■ซ
 II พั0 (3.308)

และจากหัวข้อแบบรูปการแผ่พลังงาน สนามไฟฟ้าท่ีแผ่พลังงานออกจากระนาบหน้าจานไปในบริเวณย่านสนามไกลจะเท่ากับ

Ë (r,O ,0 )- jk  2^ (/* cos?) + fy  sin^H  +[fy  cos?) ~ fx sin?)) cos 0a, (3.309)

โดยท่ี

fA K ’ky) = J 4  Eac (■ *> y,Q)e,kxX+lk,ydxdy (3.31 On)

fy  (kx ,ky) =  \ (  Ev (x, y,0)eAx+jk’ydxdy (3.310ฃ)

และ k x = k s i n O œ s 0  แสะ k y = k s m . d s m . ( f >  ซ่ึงมีลักษณะเป็นคล่ืนแม่เหล็กไฟฟ้าตามขวาง ดังน้ันความหนาแน่นของ 
กำลังคล่ืนท่ีแผ่พลังงานในทิศทางตามแนวแกนของสายอากาศต่อสเตอเรเตียนเป็น

| % 0,o f
2Z 8tt2Z /̂ A  + / Ay1** (3.311)

ล้ากำลังท้ังหมดท่ีแผ่พลังงานจากระนาบหน้าจาน p a เกิดจากสนามไฟฟ้าบนระนาบหน้าจานท่ีเป็นคล่ืนระนาบและมี 
โพลาไรเซชันแบบเชิงเส้นซ่ึงสมมุติว่ามีโพลาไรเซชันอยู่ในทิศ g  11 =  â x cos <f>0 + ร y sin (f>0 และมีการกระจายคงท่ีท้ังองค์
ประกอบทางขนาดและทางเฟส ซ่ึงสามารถกำหนดเป็น Eau = E1111 au ดังน้ันกำลังท้ังหมดท่ีแผ่พลังงานจากระนาบหน้าจานใน 
กรณีน้ัเป็น

p° =  2 Z
É i.d S =

ดังน้ัน
/  _  \ l / 2

2 Z P „ '
(3.312)

และเม่ึอท่าการหาความหนาแน่นของกำลังคล่ืนตามแนวแกนของสายอากาศต่อสเตอเรเตียนจากสนามไฟฟ้าบนระนาบหน้าจาน 
ดังสมการ (3.312) จะได้
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เน่ืองจาก

p u { 9  =  0,0 = 0) =
k 2

8 t t 2Z f * â 8
2

cos (f>0 d x d y =

/ __ \l/2
' 2 P Z  '

V 3a y
รaCOS0o

sin (f)oc b c d y  =
r 2 P a Z y 2

ร a s m 0 o

(3.313)

(3.314n)

(3.314ฃ)

และถ้าสนามไฟฟ้าบนระนาบหน้าจานมีโพลาไรเซขันร่วมอยู่ในทิศทาง â  011 ะ=  ax cos (เ)1101 + ay sin <f) 0, จากนิยาม 
ของโพลาไรเซขันร่วมข้างต้น สนามไฟฟ้าในแนวโพลาไรเซขันร่วมท่ีบริเวณย่านสนามไกลจะเป็น

(เ)) =  E g  -< f)p01) - E ^ n ( < p - ( t)  1101)  (3.315)

โดยท่ี E g ,E g  คือ องค์ประกอบของสนามไฟฟ้าในแนว ของสมการ (3.309) ตามล่าดับ ดังน้ันจากสมการ (3.311)
ความหนาแน่นของกำลังคล่ืนท่ีแผ่พลังงานในแนวโพลาไรเซขันร่วมตามแนวแกนของสายอากาศต่อสเตอเรเตียนเป็น

P (é ? = 0 ,^ = 0 )= -
E çp  (0,0)เ2 * i  f x  cos^rf +/y sin^rf 

2Z = 8;r2Z

จากค่านิยามของประสิทธิภาพของซ่องเปิด และจากสมการ (3.313) และ (3.316) จะได้

(3.316)

_ ^ ,(0 ,0 )

^  = ^ (0 ,0 )
(3.317)

จากค่านิยามของประสิทธิภาพซ่องเปิดพบว่า ค่าปัจจัยน้ับ่งบอกถ้งการสูญเสียไว้ 3 อย่างคือ การสูญเสียเน่ืองจาก 
การกระจายของขนาดของสนามไฟฟ้าบนระนาบหน้าจานไม่คงท่ี การสูญเสียเน่ืองจากการกระจายของเฟสของสนามไฟฟ้าบน
ระนาบหน้าจานไม่คงท่ี และการสูญเสียเน่ืองจากการเกิดสนามไฟฟ้าในแนวโพลาไรเซขันไขว้บนระนาบหน้าจาน

จากการสูญเสียท่ีเกิดข้ันท้ังหมดในข้ันตอนการแผ่พลังงานข้างต้นท่าให้สามารถน่ามาใช้หาอัตราขยายของระบบสาย 
อากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบสิกในทิศทางท่ีต้องการ (é?,(ÿ) ได้ ซ่ึงจากค่านิยามของอัตราขยายในสมการ (3.297)

(3.318)

จากสมการ (3.298) (3.300) และ (3.308) P  = —5— ซ่ึงเม่ึอแทนลงในสมการ (3.318) จะได้
ๆ/ๆ,ๆ,O
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า/ๆรๆรร'1,
(3.319)

และจากสมการ (3.313) กับ (3.318) P (0 0) = ปี-^-T  P S  ดังน้ัน P  ะ= ซ่ึงเม่ือแทนลง'ในสมการ (3.319)
q’ v 4 /r2 ° ° ■ ๆy  ร '

ะไดั

Gcp(0, <p) = ^ f  /ๆๆรๆรaๆASa ~ J ๆ ^

จากสมการ (3.320) ถ้าไม่มการสูญเสียใด  ๆ เกิดข้ึนจะท่าให้เกิดอัตราขยายสูงสุดเรนดังสมการ (3.321)

(3.301)

พ (3.321)

ถ้าพิจารณาอัตราขยายในแนวแกนของสายอากาศ ( 9 = 0  และ 0 = 0 ) จะได้

Gc p ( ° f i ) = J t  /ๆๆรๆร',ๆASa

และเม่ือเขียนสมการ (3.320) ให้อยู่ในหน่วย dB จะได้

0,(๙ , 0  = 1010(4 y  5 „)+ 1 0 1 o g (^ + 1 0 1 o ^ ^ | j

(3.322)

(3.323)

โดยท่ี ๆ  = ๆ1 ๆ 3ๆ 111ๆ A คือ ประสิทธิภาพของสายอากาศ

เม่ือสังเกตพจน์ต่าง  ๆในสมการ (3.323) พบว่า พจน์ lOIog^p SaJ บ่งบอกถ้งอัตราขยายมากท่ีสุดในแนวแกน

ของสายอากาศ และพจน์ -101<ว๔?7) บ่งบอกถ้งการสูญเสียท่ีเกิดข้ึนท้ังหมด ส่วนพจน์ lOlod เป ็น พจน์ท่ีปรับ
\  p „ m  J

บรรทัดฐานอัตราขยายในทิศทางท่ีต้องการกับอัตราขยายในแนว3แกน
จากท่ีกล่าวไว้ในหัวข้อแบบรูปการแผ่พลังงานย่านสนามไกลได้เสีอกระนาบหน้าจานม่ฃนาดเท่ากับภาพฉายของจาน 

สะท้อน เน่ึองจากสนามบนระนาบหน้าจานน้ัเกิดจากสนามท่ีสะท้อนออกมาจากพ้ินผิวสะท้อนกับสนามเน่ึองจากการเล้ิยวเบนท่ี 
ขอบของจานสะท้อน และพิจารณากรณีท่ีสายอากาศปัอนกำลังคล่ึนถูกวางท่ีตำแหน่งโฟกัส สนามท่ีสะท้อนออกมาจากจาน
สะท้อนโดยกรรมวิธิทัศนศาสตร์เชิงเรขาคณิตจะเป็นคล่ึนระนาบและมีเฉพาะในบริเวณภาพฉายน้ัเท่าน้ัน ส่วนสนามท่ีมาจาก
การเล้ิยวเบนท่ีขอบภายนอกบริเวณภาพฉายมีขนาดน้อยมากเม่ือเปรียบเทิยบกับสนามท่ีสะท้อนออกมาภายในบริเวณภาพฉาย
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ดังน้ันในกรณสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบสิกแบบสมมาตรดังรูป 3.36 อัตราขยายในทิศทางท่ีต้องการ และ 
ประสิทธิภาพต่าง  ๆของระบบสายอากาศสามารถหาไต้ดังน้ั

1. ประสิทธิภาพของสายอากาศป้อนกำลังคล่ึนถูกสมมุติให้มีค่าเป็น 1 เน่ึองจากในการวิเคราะห์ระบบสายอากาศชนิด
จานสะท้อนคล่ึนในท่ีน้ัติดว่าไม่มีการสูญเสิยภายในสายอากาศป้อนกำลังคล่ืน แต่ถ้าต้องการความถูกต้องมากข้ึนก็สามารถท่าได้ 
โดยท่าการวิเคราะห์สายอากาศป้อนกำลังคล่ืนท่ีน่ามาใช้ และหาประสิทธิภาพของสายอากาศป้อนกำลังคล่ืนน่ามาคูณกับอัตรา
ขยายท่ีคำนวณไต้

2. ประสิทธิภาพเน่ืองจากการล้นจานสามารถคำนวณหาได้จากสมการ (3.300) โดยท่ีมุมกว้างของจานสะท้อน 4̂
เป็นดังสมการ (2.6) และสายอากาศท่ีน่ามาใช้เป็นสายอากาศป้อนกำลังคล่ืนในวิทยานิพนธ์น้ัประกอบด้วยสายอากาศชนิด
โคไซน์ฟังก์ชันกำลังต่าง  ๆ สายอากาศชนิดไดโพลขนาดส้ันมาก และสายอากาศชนิดออยเกน ดังน้ันประสิทธิภาพเน่ืองจากการ 
ล้นจานสามารถคำนวณอยู่ในรูปแม่นตรงได้ดังน้ั

จากหัวข้อสายอากาศป้อนกำลังคล่ืน แบบรูปการแผ่พลังงานย่านสนามไกลของสายอากาศป้อนกำลังคล่ืนท่ีมีโพลาไร- 
เซชันแบบเชิงเส้นเขียนอยในรูปแบบท่ัวไปเป็น

Ê *  (rr ,$ ,,*,)= ■
f E{B 1)%■ร!i<j>t + / , พ , lo i# ,  -»>,„) a,

0

0- * /

r f

0 < e f  < ^2

* > f

(3.324)

ซ่ึงเม่ึอแทนลงในสมการ (3.299) และ (3.301) จะได้

pr = ^ t  f \ร ิf e e d e r ,O f j f i  ^ s in 0f d 6 jd 4 f

= ^ f  f  Q /ir(0 /)| ร1ท2(ท ั่/ “ ท ั่,พ )+ |/ / / (ท )! °°ร: (ท ั่/ - ^ ) ) รÏท

(3.325)

/3r = ^ l 0 (j/ff( 0 / )  s i n2( ท +  ท )  c œ 2( ท - ^ ) ) ร ! ท ท ๙ท  (3.326)

ดังน้ันจากสมการ (3.300) ประสิทธิภาพเน่ืองจากการล้นจานของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลิกแบบ
สมมาตรเป็น

f î ( /ir (ท) sm2 ( ท - ท พ )  + / * ( ท ) cos2 ( ท  -  ทพ)) SIท ท  ฟ ้ท๔ท

n i พ 1’, ) sm2(ท - ท ๘) + / ท ท ) cos2 ( ท  -  ทพ )jsin ท  dd  1d<j)f

ส่าหรับสายอากาศป้อนกำลังคล่ืนชนิดโคไซน์กำลังต่าง ๆ ท่ีมีโพลาไรเซชันในแนว y  น้ัน f E (6f  ) =ะ cos?! 6f ,

f H(Pf ) =  oogH 9f  และ <f>po1 = 0 ดังน้ัน



ใ 32

P >
r 27 ป2Z 

1 โ f2  ̂

2Z

2Z

cos- 0 , sin2 <j)f  + cos'7" 0 , cos < f)f Jsin Q fd O fd (j)f 

{0 sin2 < t> fd< j)f j /  cos2-  0f  sin Of d 6 f  + \~J cos2 < j)fd < j)f COS29"  Of sin 6f  d O fd (j)f 

Jr° cos2-  sin 9 f d O f +  COS29"  9f  sin # r d 9 fd ( j) j

(3.328)

/ > , = - [ (  sin2 < j> fd (j)f {0 '  cos2-  Q fS m O f  d 6 f  + {0 cos2 < fifd0 f\0 COS29" 6^ sin O fd O fd < p j

=  2 z P ° / COs2?f ^ / s in0 /^ 0 / + j[)/ COS29" 9f  s m O fd Q fd ÿ ^

(3.329)

และสำหรับสายอากาศป้อนกำลังคล่ืนชนิดโคไซน์กำลังต่าง  ๆ ท่ึมโพลา’ไรเซ'ชัน1luแนว Xf น้ัน f E (91 ) -  cos- 91  

f H{0  1 ) =  c o s -6^ และ (pp01 = -7 โ เ1  ดังน้ัน

'ไ= — ( 2 | F°(jcos9£ 6{  cos2 /̂ +|cos9"6'/  sin2 (fifjS inO f dO fdtj) 

= — JĴ ° cos29f Of sin 0  1. dOf  +J °̂ COS29" 9  1 sm Of dO jd tj)y

p r =  — ; I Jr cos2-  Of sin 0f d 0 f  +JT cos2— Of sm Of dOfd(f)

(3.330)

(3.331)

จากสมการ (3.328) (3.329) (3.330) และ (3.331) ประสิทธิภาพเน่ึองจากการล้นจานของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียว 
รูปพาราโบสิกแบบสมมาตรเม่ึอใช้ชนิดโคไซน์กำลังต่าง  ๆท่ึมีโพลาไรเซชันแบบเชิงเส้นในแนว y  หรีอ X f เป็นสายอากาศป้อน 
กำลังคล่ืนเป็นดังสมการ (3.332)

|JT° cos2-  Of sinO fdO f +, 0 ° COS29" Of sin Of dO fdtpf

|Jf cos2-  Of sin Of dO f +13 cos2— Of sin Of dO fd(j)f
(3.332)

เนองจาก โ9 cos" 0 ร่\ท6 do = —-^ ว -่— ดังน้ันสมการ (3.332) จะกลายเป็น

ๆ ,=

ท + \

l-c o s 29£+lxF  1- cos29"+IvF0 l-c o s 2- ^  1- cos29" ^

2q B +  l  +  ?4h  +  1 2 4 £ + l + 2q H +  \
l-cos2- +1 ( x / 2 )  l-cos29"+1 (;r/2) 

2 q E  +  \  + 7 q H  +1
1 ___1 _

2 q E  +  \  2 q H  +  \

(3.333)

และสำหรับสายอากาศป้อนกำลังคล่ืนชนิดออยเกนน้ัน f E (O f )  =  f H ( ô  1 ) =  1 + c o s O f ดังน้ัน
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Pr =— |JT° (1 + cos (9̂ )2 sin 9f  ddf  + JJ° (1 + cos^-)2 sin dfdOfd(f)f 
= —|J^°(1 + 2cosO j + cos2 Qf ) s m O f d O f d ( f i f (3.334)

Pr = — l-c o s (;r/2 ) + l-c o s 2(;r/2 ) +
1 - cos3(;t/2) I k  

3 = 3Z
(3.335)

ดังน้ันประสิทธิภาพเน่ืองจากการลันจานของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลักแบบสมมาตรเม่ึอใช้สายอากาศ 
ชนิดฮอยเกนท่ีมีโพลาไรเซชันแบบเชิงเส้นในแนว y  และ X เป็นสายอากาศปัอนกำลังคล่ืนเป็น

สำหร้บในระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลักแบบไม่สมมาตร ประสิทธิภาพเน่ืองจากการล้นจานไม่ 
สามารถคำนวณอยู่ในรูปเ.ม่นตรงได้ แต่สามารถหาได้จากอัตราส่วนของสมการ (3.299) กับ (3.304) ได้เป็น

โดยในพจน์ท่ึเป็นส่วนสามารถหาอยู่ในรูปแม่นตรงได้เช่นเดัยวกับในสมการ (3.331) และ (3.316) เมอสายอากาศป้อนกำลัง 
คล่ืนท่ึใช้เป็นสายอากาศชนิดโคไซน์กำลังต่าง  ๆ และสายอากาศชนิดรอยเกน ตามสำดับ การคำนวณหาค่าของสมการ (3.337) 
ในท่ึน้ัท่าได้โดยใช้ว้ธิฃองชิมป้สันมาประมาณหาค่า

จากข้างต้นเราสมมุติว,า ประสิทธิภาพของสายอากาศป้อนกำลังคล่ืนเท่ากับหน่ืง ดังน้ันจากสมการ (3.298) กำลัง 
ท้ังหมดท่ีแผ่พลังงานออกไปจากสายอากาศป้อนกำลังคล่ืนไบในบริเวณทจานสะท้อนวางอยู่ซ่ึงเป็นบริเวณย่านสนามไกล P T มี 
ค่าเท่ากับกำลังท่ึปัอนให้ระบบสายอากาศ ท่าให้อัตราขยายในแนวโพลาไรเซชันร่วมของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูป 
พาราโบลักสามารถหาได้ดังสมการ (3.338)

รๆ =
( l-c o s vyo) + ( l-œ s 2vF0) + 1~ Ĉ 4 °

(3.336)7

3

(3.337)

(3.338)
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โดยท่ีกำลังท้ังหมดท่ีแผ่พลังงานออกไปจากสายอากาศป้อนกำลังคล่ึนไปในบริเวณท่ีจานสะท้อนวางอยู่ซ่ึงเป็นบริเวณย่านสนาม 
ไกล P T เป็นดังสมการ (3.331) หริอ (3.335) ข้ืนอยู่กับสายอากาศป้อนกำลังคล่ึนท่ีใช้ และความหนาแน่นของกำลังคล่ึนท่ีแผ่ 
พลังงานในแนวโพลาไรเซชันร่วมตามแนวแกนของสายอากาศต่อสเตอเรเดัยน P  เป็น

P9 V , * ) =
E J P , 4 > )

2 Z
(3.339)

โดยท่ี E  { 9 , 4>) คือ สนามไฟฟ้าในแนวโพลาไรเซชันร่วมย่านสนามไกลซ่ึงหาได้จากหัวข้อโพลาไรเซชันร่วมและโพลาไรเซชัน 
ไขว้ และเท่ีอแทนสมการ (3.339) ลงในสมการ (3.338) อัตราขยายในแนวโพลาไรเซชันร่วมของระบบสายอากาศชนิดจาน 
สะท้อนเท่ียวรูปพาราโบลักจะเป็น

G ^ e ,  </>)=-
4 n r '

2  Z P r
(3.340)

ในทำนองเดียวกัน อัตราขยายในแนวโพลาไรเซชันไขว้ของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเท่ียวรูปพาราโบลักจะเป็น

G J Ô J )  =  -
4 n r '

2 Z P t
(3.341)

ซ่ึงเม่ือแทนอัตราขยายตามแนวแกนของสายอากาศท่ีได้จากสมการ (3.340) ลงในสมการ (3.322) จะได้ประสิทธิภาพของ 
สายอากาศเป็นดังสมการ (3.342)

< y o , 0) j
ฦ =  4 น ;

(3.342)

จากเหตุผลท่ีกล่าวไว้ช้างต้น ระนาบหน้าจานมีขนาดเท่ากับขนาดภาพฉายของจานสะท้อน ดังน้ัน 

D  คือ เส้นผ่านศูนย์กลางของภาพฉายของจานสะท้อน ซ่ึงเม่ือแทนลงในสมการ (3.342) ทำให้

โดยท่ี

7 =
G9 m

V A

{3 .3 4 3 )

และเม่ือแทนประสิทธิภาพเม่ืองจากการส้นจานช้างต้นลงในสมการ (3.343) จะได้
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^ (0 ,0 )
(3.344)

โดยในวิทยานิพนธ์น้ิรวมเรียก ว่า ประสิทธิภาพช่องเปิด
จากท่ีกล่าวมาข้างต้นเป็นการหาค่าปัจจัยต่าง  ๆ ท่ีเป็นตัวกำหนดขีดจำกัดเก่ียวกับสมรรถนะของระบบสายอากาศ 

ซนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบสิก ช๋ึงในวิทยานิพนธ์น๋ัโด้ใช้ค่าปัจจัยดังกล่าวในการพิจารณาดูผลกระทบจากปรากฎการณ์
เล้ิยวเบนท่ีขอบของจานสะท้อนดังแสดงไว้ในบทผลการวิเคราะห์ท่ีจะกล่าวต่อไป
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