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ภ า ค ผ น ว ก



ภาคผนวก ก.

การวิเคราะห์เวกเตอร์ ฟังก์ชันเบสเซล และเอกลักษณ์ของฟังก์ชันเบสเซล

พิชคณิตเวทเตอริ

ถ้า Â , B  และ C เป็นเวกเตอริในระบบพิกัดท ี่ต้ังฉากกันท่ีมีเวกเตอ ร ิหน่ึงหน่วยของระบบแกนพิกัดคือ Û 1 ,  Û2 

และ Û 3 ซ ึ่ง มีความสัมพันธ์กันตามกฎมอขวา ดังน้ัน A = A, « 1 + A.Û, + A3Û3, B = Btû} + B2Û2 +B3Û3 และ 
c=c1 û 1 +C2Û2 + QÛ3 และพิชคณิตเวกเตอร์เป็นดังน้ั

Â±B=(4  ±B1)น,+  (A, ±B2)น2 + (A3 ±B3)น3 (ก.1 )

Â-B = \Â\\Êlac£>6 = A}B}+A2B2+A3B3 (ก.2 )

โดยท่ี 9 คือมุมระหว่าง Â กับ B

ÂxB=(A2B3-A3B2) +(A3B] -ÂB3)û2 + (ÂB2- a1.B1)พ3 (ก.3)

\ÂxÉ\ = |/î| |fijsin0 (ก.4)

Â(BxC) = C{ÂxB) = B{CxÂ) (ก.ธ)

A xB=-BxÂ (ก.6 )

Âx(BxC)-(Â-C)B-(Â - B)C (ก.?)

เทรเดยนต์ ไดเวอริเจนช์ และเคืร์ลในระบบพิกัดท่ีต้ังฉากกัน

ถ้าตัวแปรของระบบพิกัด (coordinate variables) ท่ีต้ังฉากกันคือ v„v2 ,v3 และเวกเตอร์หน่ึงหน่วย (unit 
vector) ของระบบพิกัดคือ «1, û2, Û 3 ซ่ึงมีความสัมพันธ์กันตามกฎมีอขวา และส้มประสิทธ้ีของเมตริก (metric
coefficients) เป็น /มุ,h,,/มุ, Çl=\h2)ใ3 และ o  เป็นปริมาณสเกลาร์ท่ีเป็นฟังก์ชันของตัวแปรของระบบพิกัด และ À 

เป็นเวกเตอร์ในระบบพิกัดท่ีต้ังฉากกัน ดังน้ัน

เกรเดยนต์ของ <£>
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V 0 = X -
ù, c’O

rA âv.
(ก.ร)

เกรเดียนต์ของของ Â

V4 = X-
. A

(ก.9)

ไดเวอร์เจนช์ของ À

■ร-b ib
(ก.1 0 )

ลาปลาเชียนของ ®

1 â  {  Q â
1 L2dv\h~ â v j

(ก.11)

ลาปลาเชียนของ À

v 2y â X 'û j d Â Y ' 1 £? f n â A )

â v : [ j h j  à v j ~ L n â v , น 2 ^v, J
(ก .!2)

การดำเนินการต่าง ๆ ข้างต้นเป็นการดำเนินการสำหร้ปในระบบพิกัดที่ฒ ั้ฉากกัน แต่ระบบพิกัดที่ต ั้งฉากกันที่นำมาใช้ 

ส่วนใหญ่คอ ระบบพ ิก ัดค'ร ์พ ิเช ียน ระบบพิก ัดทรงกระบอก และระบบพ ิก ัดทรงกลม ด ังน ั้นในภาคผนวกนั้จะกล่าวเพ ิยงระบบ 

พ ิก ัดพ ั้สามด ังน ั้

1. ระบบพกัดลาร์ทเช ียน ดังรูป ก .1 ต้วแปรของระบบพิก ัด v „ v , , v 3 —x,y,z ส้มประสิทธํ่ของเมตริก 

=  1,1,1 และเวกเตอร์หนึ่งหน่วยของระบบแกนพิก ัด « 1, « 2,« 3 =  âx,3 ฝ็2 ด ังน ั้น

», b

-*y

X *

รป ก .! ระบบพิกัดคาร์ทเชียน

^  £?0_ âo £7<I> 
VO=— â  +——â +— a

âx 1 â y y â z 2
(ก .!3)
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v .A --f+̂ i .

V xJ= 5 , ÊL
K d y  d z  J  'V d z  d x )  \ â x  d y ,

, d 2®  d 1®  d 2®
V ®=̂~T + — T +——T

d x r  d y  d z

V2Â =âxV2Ax+avV2À>, +ay2A

(ก.!4)

(ท.15)

(ก.!6) 

(ก .!7)

2, ระบบพ ิก ัดทรงกระบอก ดังรูป ก.2 ตัวแปรของระบบพิก ัด V,,น ุ,,v3 =  p , ( f > , z  ส้มประสิทธํ่ของเมตริก 

hvk1,A, =  1,p,\ และเวกเตอร์หนึ่งหน่วยของระบบแกนพิก ัด « 1, û : , m3 = ฝ็ ,âf,â. ด ังน ั้น

Z

_ _  â ®  1 ô ®  d ®

™âpa>+PTd>+Tzs-
(ก.18)

ปี-,  ̂ â J 1 Æ i
V-/4 =  — + — —- 7 +^—L

p  d p  p  P  d ( j )  d z
(ก.19)

VxÂ=â.
'l_âl f <ftp âC

K p d ÿ  d z ) + a \ d z  d p  J
+â.

1 ô

p \ â p
(ก.20)

2 1 dV2C>=—- f -
f

d ® 1 d 2 ®  d 2 ®
+ -

p d p \  d p )  ( f  d t f ) 2  d z 1
(ก.21)
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3. ระบบพ ิก ัดทรงกลม ดังรูป ก .3 ต ัวแปร'ของระบบ'พ ิก ัด v , , v , , v 3 = r,0,<p ส ้มป ,ระสิทธี้'ของเมต่ริก

\ , h2,}นุ1 = \ , r , r s m 6  และเวกเตอร ิVน ึ่งพ ่วยของระบบแกนพ ิก ัด Û 1, jใ2 , น3 =  d r , â g , 5 .  ดังนั้น

รป ก.3 ระบบพ ิก ัดทรงกลม

â0 1 âo 1
พ ^—âr +-^âg + \ â

âr r  ou rsmü ocp v
(ก.23)

r7 -  \ â  2 1V - Â  = -T ~ r r A  + —7—
r  âr rsm.9 âd

â . . 0 1 âAt
Ag sm9 + —

rs in é ?  â (j)
( ก . 2 4 )

V x ^ = - O U Asmê ) M - L ^ _ A
rsm 0\â9 â<f>) r  ls in< 9  â(j) â r

+■

* *  ;  I  ••••*'■
'  2 â 6 )  l_ _ â _
X â r )  r2 sm0 â0

â<&
si:ท0—-—
V âOJ

â âA,
\ f / A» æ)

1 <ft>
+ ~r 2 s in 2 0 â<j)2

(ก.25)

(ก.26)

เอกลักษณ์เวทเตอริ

ถ้า (£>, ¥  เป็นปริมาณสเกลาริ และ A , B  เป็นเวกเตอร์ เอกลักษณ ์เวกเตอริม ีด ังน ั้

ห ่พ )  = พ + 0 ผ (ก.27)

V - ( VE 4 ) = ^ - W + W - ^ (ก.28)

V - ( ^ x 5 ) = ( V x ^ ) - 5 - ( V x 5 )-Â (ก.29)

V x ( vÉ4) =  V vI / x ^ + W x ^ (ก.30)
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Vx(ÂxÊ)=ÂVB-BVÂ+(B-V)Â-(Â-V)b (ก.31)

Â̂-B)=(Â-V)b+(B-V)Â+Âx(VxS)+Bx(VxÂ) (ก.32)

V V 0 = V 20 (ก.33)

V-VÂ=V2Â (ก.34)

V-(VxÂ) = 0 (ก.35)

VxV®=0 (ก.36)

Vx(VxÂ) = V(V- Â)-V2Â (ก.37)

เอกลัทษณ!ดแอดิก

ถ้า ¥  เป ็นปริมาณสเกลาริ Â, B เป็นเวกเตอริ และ B, C เป ็นปริมาณแบบไดแอดิก เอกล ักษณ !ดแอด ิกม ีด ังน ิ้

Â-(BxC) = -B(ÂxC) = (ÂxB)C (ก.38)

Âx(BxC) = B(AxC)-(Â-B)C (ก.39)

V C É 4 ) = W 4+ÂV¥ (ก.40)

V ( W ) = W C + C W (ก.41)

V x ( Æ ) = W x C + C x W (ก.42)

V x ( V x Q  =  V ( V C ) - V 2C (ก.43)

V ( V x C )  =  0 (ก.44)

Â - C = @ r - A (ก.45)
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ÂxC=- |c j xÂ 

(c)T .(ÂxB) = -(Âxc)T =B

ทฤษฏีรินทิทรัล

ถ้าให้ o  และ À เป ็นปริมาณสเกลาร์และเวกเตอร์ท ึ่ต ่อเน ึ๋องและมีอน ุพ ันธ์อ ันดับแรกต่อเน ึ่องในปริมาตร 

บน,พนผิว ร  และม ีเส ้นวงป ิด C ส้อมรอบ ร ด ังรูป ก.4 แล้ว

รูป ก.4 พิ้นผ ิว ร  ก ับเส ้นวงป ิด C

ทฤษฏีเก'รเดัยนต์ (gradient theorem)

Jv<MF = J/*EdS’
V ร

ทฤษฏีไดเวอร์เจนช์ (divegence theorem)

\{V-A)dV = \{n-Â)dS
V ร

ทฤษฏีเค ิธ ์ล (curl theorem)

J (Vx Â)dV = I  (พี X  Â)dS
V ร

ทฤษฏีของสโตก (Stokes' theorem)

\n\S7xÂ)dS = \2-(iï
ร c

(ก.46)

(ก.46)

V และ

(ก.33)

(ก.34)

(ก.35)

(ก.37)
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โดยท่ึ ท คือ เวกเตอร์ทน่ึงหน่วยท่ีต้ังฉากกับพ้ินผิว ร ดังรูป ก.4 

การแปลงระบบพิกัด

การแปลงระบบพิกัดมีความสำคัญมากในการวิเคราะห์ระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนคล่ึน เน่ึองจากในระบบสาย 
อากาศชนิดน้ิประกอบไปด้วย สายอากาศป้อนกำลังคล่ึน จานสะท้อน ซ่ึงมีระบบพิกัดแตกต่างกัน ดังน้ันจำเป็นต้องมีการแปลง 
ระบบพิกัดเท่ีอให้อยู่ในระบบพิกัดเดียวกันหรอหาความสัมพันธ์ระหว่างระบบพิกัด ซ่ึงในภาคผนวกน้ัใด้กล่าวถงการแปลงระบบ 
พิกัดจากระบบพิกัดคาร์ทิเซียนไปเป็นระบบพิกัดทรงกระบอก และจากระบบพิกัดทรงกระบอกไปเป็นระบบพิกัดทรงกลม และ 
จากระบบพิกัดคาร์ทีเซียนไปเป็นระบบพิกัดทรงกลม โดยทิระบบพิกัดท้ังสามเป็นดังรูป ก.1 ก.2 และ ก.3 ไว้ดังน้ั

1. การแปลงระบบพิกัดจากระบบพิกัดคาร์ทีเซียนไปเป็นระบบพิกัดทรงกระบอก
ในระบบพิกัดคาร์ท้เซียนกับระบบพิกัดทรงกระบอก ตัวแปรของระบบพิกัดมีความสัมพันธ์กันดังสมการ (ก.38)

x= pcos4 y -  p&r\(f) และ Z -Z  (ก.38)

สำหร้ปในระบบพิกัดคาร์ทีเซียน เราสามารถเซียนเวกเตอร์ A ได้เป็น

A = Axsx + Ayay + A,a2 (ก.39)

โดยท่ี a1,ay,az คอ เวกเตอรหน่ึงหน่วยของระบบพิกัดคา'รทเซียน และ Ax,A y ,A 2 คือ องค์ประกอบของเวกเตอร์ A 

ในทิศทาง a x , a y , a 2 ตามลำดับ และในท่านองเดียวกันในระบบพิกัดทรงกระบอกก็สามารถเซียนเวกเตอร์ A ได้เป็น

Â = A pap+ A ^ + A 2a2 (ก.40)

โดยท่ี ap,a^,az คือ เวกเตอร์หน่ึงหน่วย'ของ'ระบบ'พิกัด,ทรงกระบอก และ Ap,A f ,A 2 คือ องค์ประกอบของเวกเตอร์ A 

ในทิศทาง a at ,a1 ตามลำดับ และจากรูป ก.1 และ ก.2 จะพบว่า

ax =apœs<f>-ait1 sin^
ay =â0 sm  ̂+ 5(1, coŝ  (ก.41)
a 2 = a 2

จากสมการ (ก.41) สามารถหาความสัมพันธ์ขององค์ประกอบของเวกเตอร์ A ในระบบพิกัดคาร์ทิเซียนกับระบบพิกัดทรง 
กระบอกเป็นดังสมการ (ก.42) และ (ก.43)

Ap = Â -a p = Ax(ax -ap) + Ay(ay -ap) + A2(a2-ap) = Axccs0+Aysm<t>

4  = Â -a , =Ax(ax -a^)+Ay(ay -a^)+A2{a2-a ^ = ~ A  Sin0+Ay coร</> (ก.42)
A2=Â -a2 = Ax(ax -a2)+ Ay(ay ■a2)+A 2(a2- ร1) = 4
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Ax =Â -âx = A p(ap -4) + 4  (4 -4 )+ 4 (4  ■ นิ2) = ApCOS0-4 srn<f> 

Ay =Â-ay = A p{ap -ay) + A ^a t ■นีy) + A {a 2-ay) = Aps\n(j)+A^cc&(f) (ก.43)
4  = Â ■นิ2 = Ap(นิ p -4)+ 4 (4  '4 )+ 4 (4  ■นิ2) = A2

จากสมการ (ก.42) และ (ก.43) เม่ึอเขียนอยู่ในรูปเมตริกซ์จะได้

4 COS0 sin^ 0 4

4 = - s in ^  cos^ 0 4

- 4 - 0  0  1_ U J
~ 4 ~ cos <j) - s in ^  0 V

4 = sin^ cos <j) 0 4U J 0  0  1_ l 4  J
2. การแปลงระบบพิกัดจากระบบพิกัดทรงกระบอกไปเรนระบบพิกัดทรงกลม
ในระบบพิกัดทรงกระบอกกับระบบพิกัดทรงกลม ตัวแปรของระบบพิกัดมีความสัมพันธ์กันด้งสมการ (ก.45)

P  = rsin#, ะ = rcœ 6  (ก45)

ในทำนองเดียวกับการแปลงระบบพิกัดจากระบบพิกัดคาร์ทีเชียนไปเรนระบบพิกัดทรงกระบอก จากรูป ก.2 และ ก.3 พบว่า

นิp = นิ'. s in # + 4  cos#

4  =4  (ก.46)
นิ, = นิ'. cos# - 4  S in 0

จากสมการ (ก.46) สามารถหาความสัมพันธ์ขององค์ประกอบของเวกเตอริ A ในระบบพิกัดทรงกระบอกกับระบบพิกัดทรง 
กลมได้เป็น

4  = Â ■นิ' = 4 (นิp ■นิ')+ 4 (4  4 )+ 4 (4 '4 )= 4 sm(9+4 cos(9
Ae =Â-âg=Ap(âp -âg) + A ^ - a g) + A2<(นิ2■ag) = Apcœ 0-A 2smÔ (ก47)

4 = 4 4 = 4 ( 4 '4 ) +4 ( 4 '4 ) +4 ( 4 '4 )  = 4

4 = ^ - âp = 4 (4 -ap)+Ae'(4 4 )+  4 '(4 4 ) = A'SU10+ Ag COS0 

4 = ฬ ี-4 = 4 (4 -4 )+ 4 (4 -4 )+ 4 (4 '4 )= 4  (ก-48)
4  = 4  4  = 4  (4 • 4  )+ 4  (4 ■ 4  )+ 4  (4 ■ 4  )= 4  cos # -  4  sin #
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จากสมก'ท (ก.42) และ (ก.43) เมื่อเขียนอยู่ในรูปเมตริกซ์จะได้

sin <9 0 cos# V
\A „ = cos# 0 -sin# A,
น} 0 1 0 UJ

A ' sin# cos# 0 4 ]
A, = 0 0 1 As

-A ,_ _cos# -sin# 0. A A

(ก.49)

(ก.50)

3. การแปลงระบบพิกัดจากระบบพิกัดคาร์ทีเซียนไปเป็นระบบพิกัดทรงกลม
ไนระบบพิกัดคาร์พิเซียนกับระบบพิกัดทรงกลม ตัวแปรของระบบพิกัดมีความสัมพันธ์กันด้งสมการ (ก.51)

x=rsin#cos^, >*=rsin#sin^ และ z=rcos# (ก.51)

ในท่านองเดียวกับการแปลงระบบพิกัดจากระบบพิกัดคาร์ทีเซียนไปเป็นระบบพิกัดทรงกระบอก จากรูป ก.1 และ ก.3 พบว่า

น ิx  sin#cos<t>+ น ิ9  c j c s 6 o c s < j ) - น ิ4 ร1ท0

นิy  =âr sin#sin < p + น ิ6  CO5,0 ร่นนเ)+a 41 cos(f) (ก.52)
น ิ2 = â r œ s 0 - â g s m d

จากสมการ (ก.52) สามารถหาความสัมพันธ์ขององค์ประกอบของเวกเตอร์ À  ในระบบพิกัดคาร์ทีเซียนกับระบบพิกัดทรงกลม 
ได้เป็น

Ar = Â ■นิ'. = Ax(âx ar)+Ay(ây-ar)+A2(â2-ar) = Axsin0cos0 + Aysin0sm0 + A2cœ0 

Ag =Â âg = Ax(ax ag)+Ay(ây-âg) + A2(a2 ag) = Axccs0œs<p+Aycos9sm<fi-A2sm9 (ก.53)

^ = Â ■นิ4 = Ax(นิx •^ )+ 4 (Sy •ร4)+ A2(นิ2 ■นิ4) = - Axsm0+Aycœ0

AX =  Â ■ นิx =  Ar(น ิ' ■ นิ1)  +  Ag(âg ■ นิ1)  + A4(น ิ4 ■ นิx )  =  A r s in 0 œ s 0 + A g  COS0COS<f)-A4 s in ^  

Ay=Â■นิy=A'(นิ' ■นิy)+Ag(นิg ■นิy)+A4(นิ4 ■นิy) = Ar sm0sm<f>+Ag cos9sm0 + A41 coŝ z) (ก.54) 

A2=Â■นิ2= A'(ar a2)+Ag(ag a2) + A4(นิ4■นิ2) = Arccs0-AgSm0

จากสมการ (ก.53) และ (ก.54) เมื่อเขียนอยู่ในรูปเมตริกซ์จะได้
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นา sin 6  cos (p sin 0  sin <p cos# น"
A , = cos 6  cos <f) cos# sin <j) —sin (9U J -s in  (f) cos <f) 0 UJ
K sin#cos^ cos# cos^ -s in  (เ) น า
A> = sin 6 sin (j> cos# sin <j) cost/) i

น - cos # -sin# 0 _U J

สม myธอง ma เซลและ'ฟังก์ชันแ เสพล

สมการของเบสเซลอันดับ V มีรูปแบบดังสมการ (ก.57)

+ ป เฺ * '

(ก.55)

(ก.56)

(ก.57)

ซ่ึงเม่ํอหาผลเฉลยของสมการ (ก.57) จะได้

y { x )  =  A v J v { x )  +  B v ] _ v { x ) (ก.58)
หรือ

y { x ) = A v J v ( x ) + B xYv { x )  (ก.59)

เม่ึอ V ไม่เป็นจำนวนเต็มหรือไม่เท่ากับศูนย์ และถ้า v= ท  เป็นจำนวนเต็มหรือเท่ากับศูนย์ ผลเฉลยของสมการ (ก.57) จะเป็น 
ดังสมการ (ก.60)

A x )  =  A y J n { x )  +  B ] Yn { x )

โดยท่ึ A x และ £ 1 เป็นค่าคงดัวไม่เจาะจง และ

, = s r ๓!(๓+v)! 

J -.พ  

r  (A) _
sin(v r̂)

(ก.60)

(ก-ธ!)

(ก.62)

(ก.63)
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๗ =  r ( /w + l )  (ก.64)

และ J  ( x )  เรียกว่า ฟังก์'ชันเบสเ'ซลซนิดท ี่ทนงอันดับ'ที่ V และ; Yv(x) เรียกว่า ฟังก์ชันเบสเซลชน ิดที่สองอันดับที่ V และ 

r ( x )  คือ ฟังก์ชันแกมมา (gamma function) และสำหรับในกรณี v -n  เป็นจ่านวนเต็ม เมอพิจารณาสมการ (ก.62) และ 

(ก.64) จะพบว่า

(ก.65)

และถ้าอารีกิวเมนต์ (argument) ของฟังก์ชันเบสเซลอันดับจำนวนเต็มมีค่าเป็นจำนวนลบ จากสมการ (ก.61) จะพบว่า

•/„(-*) = ( - !น พ (ก.66)

การประยุกต์ใช้งานฟังก์ชันเบสเซลบางครั้ง อารีกิวเมนต์ของฟังก์ชันเบสเซลมีค่าเล็กมากหรีอใหญ่มาก ซึ่งถ้าเป็นเซ่น 

ฟังก์ชันเบสเซลสามารถหาค่าโดยประมาณได้จากใช้วิธีเชิงเส้นกำกับ (asymptotic method) เป็นดังนิ้

• พ = 1 (ก.67)

2  (y  X
พ  A x j (ก.68)

โดยท ี่ y  =  1.781 และ

=
x-ฬ, v>0 ] / 'Y

v! \ 2 )
(ก.69)

m  =
x-rf),v>0 ( v - l ) ! (  X

ท \2 J

. . Y

(ก.70)

7j Z  n V7T
J v ( x )  ร — c o a x - - —-  

V ;rx V 4 2 y
(ก.71)

2  ( 7โ V7T
K(x) - l x  A *  4 2

(ท.72)

นอกจากฟังก์ชันเบสเซลที่กล่าวไว้ข้างด้น นักคณิตศาสตรีได้ตั้งฟังก์ชันชุดใหม่ขึ้นมาจากฟังก์ชันเบสเซลโดยเรียกว่า 

ฟังก์ชันฮันเกล (Hankel function) ซึ่งมีสัญลักษณ์เป็น และ / ^ 2)(x) และถูกกำหนดดังสมการ (ก.73) และ (ก.74)

H Ï\x )  = Jv(x)+jYv(x) (ก.73)
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Ü ? X x ) = J , ( x ) - jY X x )(ก.74)

โร!ย .ไยก!! ฟ้งก่ชันร้น!กลไนิดท๋ัใๆ น่ึงอ้นด้บท่ื V และ } - f  - 1(ย'I เรียกว่า ฟ้งกชันร้น!กลไนิดท่ีลองรันด้บน่ึ V ด้ง
น้ันผลเฉลยของสมการเบสเซลอันดับท่ี V เขียนได้ใหม่เป็น

y ( x )  =  A , H l ' \ x ) + B 2H l 2\ x )  (ก.75)

และถ้าอาร์กิวเมนต์ของฟ้งก์ชันสันเกลมีค่าใหญ่มาก ค่าประมาณของฟังก์ชันอันเกลจากวิธีเชิงเส้นก่ากับเป็น

(ก.76)

(ก.77)

เอกลักษถ!ต่าง  ๆของฟังก์ชันเบสเซล

ฟังก์ชันเบสเซลมีเอกลักษณ์ต่าง  ๆ มากมาย สำหรับในภาคผนวกน้ัจะกล่าวไว้เพียงบางเอกลักษณ์ท่ีน่ามาใชัในการ
วิเคราะห์ในวิทยานิพนธ์น้ีคือ

JV(X)Y;(X)-YV(X)JI(X)= ^ (ก 78)

1ทา( พ-')

รป ก.5 เส้นทางการอินทิเกรดของฟังก์ชันเบสเซลชนิดท่ีหน่ึงในระนาบเชิงซ้อน พ
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ณ์,( * H
H2k  l

jxasW+jv(,W-̂ )
e - aw

1_
L2 K ใ 7X COS W-jv( vJ-\— ) _

e 2 dw'

(ก.82)

เนองจาก \ hgf(x )d c  = -\°J{x)ck  และ J"A j (x)dx =  —f  A f(—x)dx ดังนัน \  A f  {x )d x = \ A f  {—x)dx โดยที A 

เป็นค่าคงตัวไม่เจาะจง และจากคุณสมบัติการอินทีเกรตข้างตัน เมึ่อพิจารณาสมการ (ก.80) และ (ก.81) พบว่า

f t ^ A e jxco%wdw  =  f t ;  AeJXC0S(~w)dw = f t ;  Ae]XCOSWdw

ดังนั้น

๙ xcos'พ น ' =  J A e Jxcmwdw  (ก.83)

จาก'ทั้งหมดข้างตันเป็นการสรุปสูตรทางคณิตศาสตร์ที่จ่าเป็นในการวิเคราะห์ปัญหาต่าง ๆ ในวิทยานิพนธ์ฉบับนั้ อัน 

ประกอบด้วย สูตรต่าง ๆ ในการวิเคราะห์เวกเตอร์ การประมาณฟ้งก์ข้นเบสเซล และเอกลักษณ์ต่าง ๆ ของฟ้งก์ข้นเบสเซล 

เป็นตัน



ภาคผนวก ข.

รัศมีความโค้งหลักของรังสีสะท้อนและรังสีเล้ิยวเบน 

ศูณสมบัติของลำรังสีในตัวกลางเอกพันร่ืทิไม่มีการสูญเสีย

กรรมวิธีท้ศนศาสตร์เชิงเรขาคณิตสมมุติ การเคล่ือนท่ึฃองคล่ืนในตัวกลางเอกพัน!เทิไม่มีการสูญเสียด้วยการส่งผ่าน 
พลังงานในลำรังสีท่ีมีทิศทางการเคล่ือนท่ืตามแกนของรังสี OZ ชงต้ังฉากกับหเน้าคล่ืนด้งรูป ข.! ด้งน้ันในการศกษาพฤติกรรม 
ของคล่ืนในลักษณะของรังสีสามารถพิจารณาจากการแปรเปล่ืยนของลำรังสี ซ่ึงดูได้จากการแปรเปล่ืยนของหน้าคล่ืนเม่ึอล่ารังสี 
เคล่ือนทิไป โดยแทนบริเวณเล็ก  ๆของหน้าคล่ืนรอบจุด 0  ด้วยสมการกำลังสองด้งสมการ (ข.1)

z  =  - - x - Q ( p ) x  (ข.!)

ค้อ เวกเตอร์บอกตำแหน่งตามขวางของลำรังสีซ่ึงมีทิศต้ังฉากกับแกนของรังสี และ Q ค้อ

เมตริกซ์ความโค้งของลำรังสีท๋ักำหนดด้วยเมตริกซ์สมมาตรขนาด 2 x2 และเคร่ืองหมายลบในสมการ (ข.!) เป็นการกำหนดว่า 
ความโค้งของลำรังสีเป็นบวกเม่ึอลำรังสีลู่ออกด้งรูป ข.! โดยมีเวกเตอร์ต้ังฉากท่ึมีทิศพุ่งออกจากศูนย์กลางความโค้งของลำรังสี

ท่ึจุด ( x u x 2 , z )  เกิดจากการดำเนินการเกรเดียนต์กับสมการพ้ินผิว z + ̂ x •(ว่(0)x = 0 เป็นด้งสมการ (ข.2)

n = z + Q ( o ) x  (ข.2)

โดยที X =  X1X, +  x ,x ,  =

*1
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โดยทึ่ £  คือ เวกเตอ'พงหน่วยในทิศทางตามแกนของลำรังสี OZ และถ้า £ 1 และ £2 เป็นเวกเตอ'พงทน่วยที่ใช้บอก 

ตำแหน่งตามขวางของลำรังสีในทิศทางหลัก (principal direction) ที่ท่าให้รังสีในระนาบหลัก (pncipal planes) ซึ่งIปีน 

ระนาบที่ประกอบด้วย X, กับ £ และ £2 กับ £ ลู่เช้าตัดแกนของลำรังสีที่จุด F ; และ F2 ตามลำดับ ระยะที่รังสีตัดแกน 

ของลำรังสีในแต่ละระนาบหลัก R^R, เรัยกว่า รัศมีความโค้งหลัก (principal radu of curvature) ซึ่งเป็นรัศมีความโค้ง 

มากที่สุดและน้อยที่สุดของลำรังสี ดังนั้นเมตริกซ์ความโค้งของลำรังสีในทิศทางหลักที่จุด o จะเป็นดังสมการ (ข.3)

(ข.ร)

และเมึ่อพิจารณาจุด Z ใดๆที่อ้างรงกับแกนของรังสีเมตริกซ์ความโค้งของลำรังสีในทิศทางหลักที่จุดนั้นจะเป็น

Q ( z )  =
0

0

1
R-, +  Z

(ข.4)

เน่ึองจากรังสีท่ีพ่งออกจากหน้าคล่ึนในบริเวณเล็ก  ๆรอบจุด o มีทิศทางเกือบขนานกับแกนของรังสี ดังน้ันเฟสของ
คล่ํนท่ีจุด (x1,x2,z=0) สามารถหาได้โดยบวก เท่ีมเช้าไปในเฟสท่ีจุด o โดยไม่คิดพจน์ท่ีมีกำลังมากกว่าสอง
ซ่ึงสามารถพิจารณาได้จากรูป ข.2 และในลักษณะคล้าย  ๆ กันเฟสของคล่ึนท่ีจุด r = (xvx2,z) ใด  ๆ เม่ึอ Jf = x1£1+x,£2
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จุด F = (*1,*2,z) ใด  ๆเป็น kS(F) โดยท่ี

ร( f  )  =  ร(o)+ Z + 2 *  - 0(z) X (ข.5)

จากที่กล่าวมาข้างต้นแสดงให้เห็นถังลักษณะสมบัติของสำรังสี เซ่น เฟสท่ีตำแหน่งใด ๆ จากจุดอ้างอิง o และค่า 
ปัจจัยต่าง ๆ ท่ีใข้ในกาวบอกตำแหน่งบนหน้าคล่ืน โดยการประมาณหน้าคล่ืนของสำรังสีรอบ ๆ จุดอ้างอิง 0  ด้วยสมการกำลัง 
สอง คุณสมบัติของรังสีเหล่าน้ัเป็นคุณสมบัติท่ีสำคัญในการน่าไปใข้คืกษาพฤติกรรมของคล่ืน เซ่น การสะท้อน และการเลย’ว 
เบนเพ่ือหาค่าปัจจัยทางเรขาคณิตของสำรังสีสะท้อนและสำรังสีเล้ียวเบนเม่ึอมีสำรังสีมาตกกระทบท่ีพ้ืนผิวหรอท่ีขอบ ด้งกล่าวไว้ 
ในห้วข้อถัดไป

รัศมีความโค้งหลักจองรังสีสะท้อน

ในการหาสนามไฟฟ้าโดยกรรมวิธีทัศนศาสตร์เชิงเรขาคณิตน ั้น  สนามไฟฟ้าสะท้อนในตัวกลางเอกพันธุ้ท่ีไม่มีการ
สูญเสียสามารถหาได้ด้งสมการ (ข.6) ซ่ึงมีตัวประกอบการลดทอนเป็นฟ้งก์ซ้น่ฃองรัศมีความโค้งหลักของหน้าคล่ืนสะท้อน และ 
เน้ัองจากเราพิจารณาคล่ืนท่ีเคล่ือนท่ีไปในลักษณะของรังสี ด้งน้ันในการหารัศมีความโค้งหลักของคล่ืนสะท้อนสามารถใช้
ลักษณะสมบัติของสำรังสีท่ีกล่าวไว้ข้างต้นมาวิเคราะห์ได้ด้งน้ั

โดยท่ี F\,pZ คือ รัศมีความโค้งหลักของหน้าคล่ืนสะท้อนท่ีจุดสะท้อน

แกนของสำรังสี

พ้ืนf

รป ข.3 สำรังสีตกกระทบและค่าปัจจัยทางเรขาคณิตของพ้ืนผิว Z
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โดยสมมุติให้ 0  เป็นจุดท่ีลำรังสีตกกระทบพบกับพ้ืนผิว X และมี OZ เป็นแกนของลำรังสีตกกระทบดังรูป ข.3 โดย 
ท่ี ท เป็นเวกเตอร์ห,แงหน่วยต้ังฉากกับพ้ืนผิวและมีทิศพุ่งออกจากศูนย์กลางความโค้ง (พุ่งเข้าหาลำรังสีตกกระทบ) และท่ามุม 
กับแกนของลำรังสีตกกระทบเป็นมุม #1 และถ้า «1,«2 .ป็นเวกเตอร์หน่ึงหน่วยท่ีใช้บอกตำแหน่งตามขวางในทิศทางหลักของ 
พ้ืนผิว X จากคุณสมบัติของลำรังสี เราสามารถน่ามาประยุกต์ใช้กับพ้ืนผิว X ได้โดยองค์ประกอบตามแนวแกนของพ้ืนผิว X 
ใกล้  ๆ จุด o  ถูกประมาณด้วยสมการกำลังสองขององค์ประกอบตามขวางของพ้ืนผิว X ท่ีจุดน้ัน ดัง,น้ันเ'วกเตอร์บอกตำแหน่ง 
ของพ้ืนผิว X อ้างอิงกับจุด 0  เป็นดังสมการ (ข.?)

1 _  „
r ( น ิ)  = พ -ี—{ น ิ• C u p  (ข?)

โดยทิ น ิ =  «1«1 +  แ ร1 2 = คอ เวกเตอร์บอกตำแหน่งตามขวางของพ้ืนผิว X และ C  คือ เมตริกซ์ความโค้งของพ้ืนผิว X

ในทิศทางหลัก และถ้ารัศมีความโค้งหลักของพ้ืนผิว X ท่ีจุด o  เป็น R U R 2 ตามลำดับ ดังน้ันเมตริกซ์ความโค้งของพ้ืนผิว X 
ในทิศทางหลักท่ีจุด 0  เป็น

รูป ข.4 เฟสของลำรังสีตกกระทบท่ีจุดบเนพ้ืนผิว X

%
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จากคุณสมบัติของรังสีในหัวฃ้อท่ึแล้ว เฟสของล่า'รังสีตกกระทบท่ีจุดบน'พ้ืนผิว X ท่ีจุด r  =  ( X \ , X '1 ,z )  คือ k S ( r )  (ดัง 
พิจารณาได้จากรูป ข.4) โดยท่ี

ร(r)  = S ( o ) + z + ^ r  Q (z )X (ข.9)

และ X ‘ -  X [ X [  +  X '2X '2 =  คือ เวกเตอริบอกต่าแหน่งตามขวางของล่ารังสีตกกระทบ และ Q  (z) คือ เมตริกซ์
1 - ^ 2 .

ความโค้งของล่ารังสีตกกระทบในทิศทางหลักท่ีจุด Z อ้างรงกับแกนของล่ารังสีตกกระทบเป็นดังสมการ (ข.10)

& ( ะ ) =

1

p\ +-
0

0

1

P l + Z-

(ข.10)

เมอพิจารณา F (พ)ี ในระบบพิกัด ( X ‘ , z )  ของล่ารังสีตกกระทบ องค์ประกอบของเวกเตอริ F ( น )  บน X 1 คือ

X  = r  (พี)-
\ Z 2J J

ผ -ิ-(ผ  ิ (โผั)ผิ 5
[Â1 นไ2 J J

-0(|ผ|ิ2)

และถ้าไม่คิดพจน์ 0 (|ผิ|2) ซ่ึงมีกำลังมากกว่าหน่ึงจะได้

x  = ( น ] ù ] + u 2 û 2 ) ■ พ
พ,ผิ, - + «2ผิ2 ■ ̂ 1
พ1ผิ, - x ‘2 + «2ผิ2 - Â"1-,

' i ;  •ผ ิ, i ; . ผ ิ; «1

> 2 •ผ ิ, ^ 2  ■ « *. -“ ะ -
=  Q u

(ข.!1)

ในทำนองเดียวกัน องค์ประกอบของ F (พี) บน Z คือ

z = F(น) - Z  — Ü • Z — 2  (ผิ • Cïï)h - Z

= (« 1ผิ, - Z + «2ผิ.2 - z ) + —น -CuCŒ0I

ผิ2 • Z
+-u-C uœ sd,

“ d  2

1
=  v - « + — m -C m c o s #  

2

(ข.!2)
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โดยท๋ั ๏' คือ เมตริกซ์ภายฉายของ พี บนระนาบ 2=0 ซ่ึงเป็นระนาบท่ีประกอบด้วย x i , XI, และ v = v 1พิ1 +V2Û2 คือ 
เวกเตอริภาพฉายของ £ บนระนาบท่ีขนานกับพ้ินผิว X ซ่ึงเป็นระนาบท่ีประกอบด้วย น,1, น2 โดยท่ี V = z ■ น1 และเน่ึอแทน 
สมการ (ข.ใ!) และ (ข.12) ลงในสมการ (ข.9) จะได้

S(r)=S(o)+v ■ น ิ+ -น ิCนิCC&9, + - ( ® นิ)-O  (z)(@u) (ข.13)

เนองจาก นิ Cü = พี7' 0 7  และ (&u)-Q(z)(& นิ) = (& นิ)7 Q(z)(&û) ท่าให้สมการ (ข.13) เขียนใหม่ได้เป็น

S(r) = ร(o) + V •พ+ี—นิ7 Cuccsty + - { ® นิ)7 Q  (z)(0 พี)

= ร(o)+v ■นิ+ - นิ7 Cu ccsô: +—พีr0 r O  (z)0  พี (ข.14)

= % ) + V - นิ+ ^ นิ7 (Ccos<5> + e Tg  (z)0 )พี

ด้งน้ันเฟสท่ีจุด r = (X\,X\,z) ของลำรังสิตกกระทบเท่ากับ kS(r) = kS(o)+kV-นิ+)̂ kaT (Ccasd 1 +&TQ(z)@)นิ

ซ่ึงประกอบด้วยพจน์กำลังหนงและพจน์กำลังสองขององค์ประกอบตามขวางของพ้ินผิว X สำหรับพจน์กำลังหน์งขององค์
ประกอบตามขวางของพ้ินผิว X มีเฟสเป็น kv ■นิ ซ่ึงเท่ากับ พี-พี โดย /โ คือ ภาพฉายของ kz บนระนาบท่ีขนานกับพ้ินผิว 
X ดังนันเฟสท่ีจุด r = (X\,X'1,Z) เน์องจากพจน์กำลังหน่ึงจะข้ืนอยู่กับ พี และส่าหรับพจน์กำลังสองขององค์ประกอบตาม

ขวาง'ของพ้ืนผิว X มีเฟสเป็น ^ k ü r  ( C c o s û  + & T( J ( z ) & ) u  ดังน้ันเฟสท่ีจุด r  =  ( X \ , X [ , z )  เน่ึองจากพจน์กำลังสอง 

จะขนอยู่กับ r  = Ccos<9, + & T Q  ( z ) &

พ ี,

ลำรังสิสะท้อนสามารถกำหนดได้เซ่นเดียวกับลำรังสิตกกระทบ โดยเลอกให้เวกเตอริบอกตำแหน่งตามขวางของลำ
รังสีสะท้อน xr = เน่X +XX, และแกนของลำรังสีสะท้อนเป็นภาพเสมีอนของลำรังสีตกกระทบ ดังน้ันแกนของลำรังสีสะท้อน
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o z '  เป็นดังรูป ข.5 และเวกเตอ,ฌ์อกตำแหน่งตามขวางของล่ารังสีสะท้อนมีความสัมพันธ์กับเวกเตอ,ฌ์อกตำแหน่งในทิศทาง 
หลัก X '  = x \ x \  + X ' 2X '2 เป็นดังสมการ (ข.15)

\ 2 = X[ 2 -  2(̂ ใ 2 - ท)ท (ข.15)

เช่นเดียวกับล่ารังสีตกกระทบ เม่ึอพัจารณา กิ (ผ)ิ ในระบบพิกัด ( t r ,?') ของล่ารังสีสะท้อน พบว่า

X =  ก ิ(ผ ิ)
'ฯ
£

=  & น ิ (ข.!6)

โดยท ี่ 0T *โ ■«! ^  -«2
•ผิ, •ผิ2

ซ่ึงเม่ือแทน X ,ท้โในสมการ(ข.15) ลงไปจะได้o r  =  u1 ^
นไ■ผิ, * 1 ■ แ2 .

น ิ- ท  = 0 และ

= ©■ เนองจาก

z' = กิ(ผิ)•£' = v' นิ7 Cucosdr (ข.17)

โดยท่ี 0 ' ดีอ เมตริกซ์ภาพฉายของ ผิ บนระนาบ z' = 0 ซ่ึงเป็นระนาบท่ีประกอบด้วย และ v' = v(ผิ,+v(ผิ2 คอ
เวกเตอธ์ภาพฉายของ £' บน'ระนาบ'ท่ี'ขนานกับพ้ืนผิ'ว X ซ่ึงเป็นระนาบท่ีประกอบด้วย พ,,พ2 โดยท่ี เ /= Z'•ผิ และเม่ือแทน 
สมการ (ข.16) และ (ข.17) ลงในสมการ (ข.9) จะได้

ร '(กิ) = ร(o) + z' + -  x r  Q  (z ' ) x r

=  ร ( o )  +  v '  ■ u + - น ิ7  ( - C  œ s 0 r  + & T Ç f  (z')€กิ)ผิ
(ข.! 8)

ด้งน้ันเฟสท่ีจุด กิ = (^ ,^ ,Z») ของล่ารังสีสะท้อนเป็น ผิร»(กิ)=ผิ'ร(o)+ผิ'หิ'■ นิ+-ผ'ิiผิ7'( - C c œ O r + & TQ { z ? y ~ f ) u

ซ่ึงประกอบด้วยพจน์กำลังหน่ึงและพจน์กำลังสองขององค์ประกอบตามขวางของพ้ืนผิว Z สำหรับพจน์กำลังหน่ึงขององค์
ประกอบตามขวางของพ้ืนผิว Z มีเฟสเป็น ผิV' ■ นิ จะเท่ากับ ผิ'•พี โดย ผิ' ดีอ ภาพฉายของ ผิ?' บนระนาบท่ีขนานกับพ้ืน 
ผิว Z ดังน้ันเฟสท่ีจุด ก=ิะ(x^,^^) เน่ึองจากพจน์กำลังหน่ึงจะข้ึนอยู่กับ ผิ' และส่าหรับพจน์กำลังสองขององค์ประกอบ

ตามขวางของพ้ืนผิว £  มีเฟสเป็น -^ผิ•น ิ7' (-Ccos<9 + & TQ { z ' ) & ) น ิ ดังน้ันเฟสท่ีจุด กิ:= 0น่,ากั,z0  เน่ึองจากพจน์ 

กำลังสองจะข้ึนอยู่กับ P = Ccos#r +0Tr(7(z')®
และเน่ึองจากเฟสของล่ารังสีตกกระทบและล่ารังสีสะท้อนท่ีจุดบนพ้ืนผิว Z ต้องเท่ากันตามเงอนไขการเท่ากันของ 

เฟส (phase matching condition) ดังน้ัน 1<ร(กิ) = ผิ'ร'(กิ) และถ้าการสะท้อนเกิดข้ึนในบริเวณท่ีเป็นตัวกลางสารเอกพันธ์ 
แล้ว ผิ = ผิ, และการเท่ากันของเฟสต้องสอดคล้องท้ังพจน์กำลังหน่ึงและพจน์กำลังสอง ดังน้ันเม่ือเทิยบพจน์กำลังหน่ึงจะได้

V • ผ ิ =  V  '■ ผ ิ (ข.!9)
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เนืองจาก V = v,พ, +V2Û2 และ v' = vjw, + vjû, ท่าให้สมการ (ข.19) เขียนได้ใหม่เป็น

หรือ
น,Z•พ, +  น2Z ■ น2 = «,z' ■นิ, •น2 (ข.20)

น, sin 6? cos ̂  + น2 sin sin ̂  = น, sin #r cos (j) + น2 sin sin (p (ข.21 )

โดยท่ี <เ> คือ มุมท่ีเวกเตอริภาพฉายของ Z และ Z ' บนระนาบท่ีขนานกับพ้ินผิว D ท่ากับ พ1 ดังน้ันสมการ (ข.21) จะเป็น 
จริงเมอ sin#, ะะะ sm#r ซ่ึงจะได้ 0 1 = 6 r หรือ 6* - n - 6 r แต่เน้ัองจากมุมท่ีกำหนดในการวิเคราะห์ดังรูป ข.ร กำหนดให้ม

ค่าไม,เกิน ดังน้ัน 0 .  = 6 r ซ่ึงสอดคล้องกับกฎของสเนลล้ และเม่ือเทียบพจน์กำลังสองจะได้

Ccos#, + & TQ (z)0  = -Ccos 0r + 0 Ta ( z ’)& (ข.22)

เน่ึองจาก 91 =9r และ &  = <รเ = 0  ดังน้ัน

&  a  0 0 0 = & Q  (z 0 +  2Ccos6> (ข.23)
หรือ

Qr(z') = Q(z)+2œs0l0 ï ' C & '  (ข.24)

และเม่ือพิจารณาท่ีจุดใกล้  ๆ จุดตกกระทบ o มาก  ๆ (z' =  z->  0) เมตริกซ์ความโค้งของลำรังสีสะท้อนท่ีจุดน้ันจะประมาณ 
เท่ากับท่ีจุดตกกระทบ 0 ดังสมการ (ข.25)

g(O )=0(O )+2cos6!(0r) 1O0*1 (ข.25)

ซ่ึงเม่ือแทนสมการ (ข.!อ) และ 0= ^  ■«1 
X2 - น,

ลงในสมการ (ข.25) จะได้

& { 0 )  =
V Pi 

0
+ 2cos#, •«1 ^ 2•น, 'โ เพ 0 "j i ; - •น, พ " '

^ 2 •«2. . 0 เ พ . l i l  •น, K < h -Vp.' 0 ~2cos#, >2.«2 -̂ 2 •น,'■ เพ ° 1"พิพ -i; •นิ2"0 y Pi.+ N2 -x[ •«2 i; •นิ, J. 0 เพ  J ■«1  ̂ J (ข.26)

a
- a  a .

โดยท่ี
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(ข.27)

Q  _  2cos6>f©220 12 ©,,©11"
(ข.28)

1 2cos$, f ©บั ©?," 
T  +  โ- 73 „ + ~ „ (ข.29)

(ข.30)

เมตริกซ์ความโค้งของล่ารังสีสะท้อนในสมการ (ข.26) เป็นเมตริกซ์สมมาตรแต่ไม่เป็นเมตริกซ์ทแยงมุม เ'นองจาก 
เวกเตอร์บอกตำแหน่งตามขวางของล่ารังสีสะท้อนตามสมการ (ข.!5) ไมใช่เวกเตอร์บอกตำแหน่งตามขวางในทิศทางหสัก
ส่าหรับการหาเมตริกซ์ความโค้งของล่ารังสีสะท้อนในทิศทางหลักพงประกอบด้วยความโค้งหลักของล่ารังสีสะท้อนในแนวทแยง 
มุมน้ันสามารถหาได้โดยใช้วิธการแปลงระบบพิกัดดังน้ิ

โดยกำหนดให้ระบบพิกัดใหม่ของล่ารังสีสะท้อนมี X r = x \ x \  +  X [ X [  เป็นเวกเตอร์บอกตำแหน่งตามขวางของ 
ล่ารังสีสะท้อนในทิศทางหลัก และมีแกนของล่ารังสีสะท้อน OZ' เหมีอนเดิม ด้งน้ันเฟสพุด r  =  ( X [ , X 2 , P )  จะเป็น 
k 'S ’ i r )  โดยท่ี

จากเฟสพุดเดิยวกันของล่ารังสีสะท้อนไม่ข้ืนอยู่กับระบบพิกัดท่ีใช้ ด้งน้ัน k ' S ' ( r )  =  k 'S ’ { r )  ชงเมอแทนสมการ (ข.18) และ 
(ข.31) ลงไปจะได้

จากสมการ (ข.32) ถ้ากำหนดให้ x r = P X r โดยท่ี P  เป็นเมตริกซ์ออร์โทโกนัล ซ่ึงมีคุณสมบัติค้อ P T = p ~ ' และพิจารณา 
พุดใกล้  ๆจุดตกกระทบ 0  มาก  ๆพบว่า

m = S { o ) + z '+ l- ) C Q da{zï)X' (ข.31)

โด̂  & ,(*)=  p และ p \ , p [1 ศื3 รัศมีศวามโค้งหลักของล่ารังสีสะท้อนพุดตกกระทบ 0  และเน่ึอง

(ข.32)

(ข.33)x T(/(0)x = (pxrfçr(G ^pxr) =^ {p ïQ W P ))?
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ด้งนั้นทึ่จุดใกล้ ๆ จุดตกกระทบ 0 ม า ก ๆ  g  (Çj) = p T Q -^ p  =

0 ท ้
P l \

ซึ่งจากแคลคูลัส (อรุณ, 2533) ความโค้ง

} 1 J (  J ไ
หลักของล่ารังสีสะท้อน —  ท้'จ ุดตกกระทบ 0 คือ รากของสมการ det ( 7 ( 0 = 0  ซึ่งเป็นค่าเจาะจง

P \ P i V p \  J

(eigenvalue) ของสมการ Q (0)Jcr = —ๆ rx r และ p  =  [ n  1 FL,] เป็น เมตริกซ์ออร์โทโกนัลทึ่ประ
P i

f  1 Y

ะกอบด้วยเวกเตอร์ค่า

เจาะจง ท , , ! ^  ซึ่งหาได้จากสมการ Q  (0)_ ~7 1 J n , =  0 ด้งนั้นความโค้งหลักของล่ารังสีสะท้อนสามารถหาได้ด้งนั้

Q u  - y  Q u  

Q u  Q n - - r

= 0

หริอ - T
๙ ' j (รโ, + & ) (ป /็)+ ( Q , & - ( & Ÿ ) = o

ด้งนั้น

'r= 2 < a  + & ) ±21/๒  + & f
A l  2 

\  

2=ไ ( a

(ข.34)

เม่ึอแทนสมการ (ข.27) (ข.28) และ (ข.29) ลงในสมการ (ข.34) จะได้

1 1(  ̂ cos# ^

~ Â p ï \ Â * ~ Â P ไส ิ

๏ 2 +©: ๏? +๙2̂2 ^ ̂ 12 + y \ 2  Z . 1
^  )

f  1 1 'โ 4cos#

*
1 1 Y aL-O j; 1 ^ - ^ , 'น' /น N2 น; /น ^ * 2

1/2

4cos2 fl
+-

^๏2 +0? 0? +0? ^v- ' 21 ' 1̂2 ะ31__u
V  ^  R  y

4๙

(ข.35)

f 1 ไ
และเมตริกซ์ / ’ =ะ [n ,  n , ]  สามารถหาได้ด้งนั้ โดยล่าหรับ n ,  หาได้จาก Q ' ( 0) - — I  n ,  = 0  ด้งนั้น

V p [ )
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a  - 1/ f l '  a  
. a  a - V f l ' j A

= 0

ซ่ึงจะได้ ( & - } เ  A ) P i \ + Q a P n = Q  

Q i P แ + ( &  p ( ) p a  =0

แล๓ ให้ />11 = t  จะได้ />21 ด้งน้ัน n, =

จะเลือก f ซ่ึง ๒,1 = 1 น่ันคือ f ^ 2
y l c g j + ( & - ! / ท า 2

๒ -
a

เพ่ีอให้ n, เป็นเวกเตอร์หน่ังหน่วย เรา

ดิงน่น

n ,=

a

น่ัa ÏM ânฬ ิ
๒ - 1 / ๒

i / ( a f + ( a - i / f l l

(ข.36)

ในท่านองเดียวกันจะได้

ท2 =

, / ( a f + ๒ - 1/ a I

ด้งน้ันเมตริกซ์/1 = [n, FL,] เป็นด้งสมการ(ข.38)

a
น ัฟ่ Mิ ô r ใ ฬ  ิ

๒ , - 1 /๒

J (a ) ! + ๒ ,-1 /๒

(ข.37)

(ข.38)

จากการแปลงระบบพิกัด เวกเตอร์หน่ังหน่วยท่ีบอกต่าแหน่งตามขวางของล่ารังลืสะท้อนระบบพิกัดใหม่ ว่̂  จะ
เกิดจากการหมุนไปของเวกเตอร์หน่ังหน่วยท่ีบอกตำแหน่งตามขวางของล่ารังลืสะท้อนระบบพิกัดเดิม x[, £2 ด้งรูป ข.6 ซ่ึงจะ 
พบว่า
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%  ■ % ) £ ; + ( % ■ % ) %  

J ç  ะ= ( x i - z ) x [  + ( r 2 - x r2 ) Z

*

* x r
\

(ข.39)

รูป ข.6 ความส้มพันธ์ของเวกเตอร์หน่ืงหน่วยท่ีบอกตำแหน่งตามขวางในระบบพิกัดเดิมกับในระบบพิกัดใหม่

และเน่ืองจากเวกเตฒ์อกตำแหน่งตามขวางของลำรังสีสะท้อนกำหนดได้โดย

2  = x [ x [ + x \ x \  = X \ X [ + x : x ;

ดัง,น้ัน

หรือเขยนอยู่ในรูปเมตริกซ์ได้เรน

และเน่ืองจาก ? = P X r ดังน้ัน

<= X- % = X\{X\ . %) + X[{X[ . x[)

^ = £ = ^ ( i ;  • £ )+ X ( i :  - Z )

<  . X [-x \  X [-x [ *โ"
X -" \ x [ - x [  X[-xz

(ข.40)

(ข.41)

< =๒1 a l
X - L 1 -J

เม่ือเทียบสมการ (ข.41) กับ (ข.42) จะพบว่า n, : .x\-z. และ ru = 5 •ร
. ir  •£.

(ข.42)

ดังน้ันเม่ือแทนลงในสมการ (ข.39) จะได้



จากท่ึกล่าวมาข้างตัน เราพบว่า n ,,a  เป็นเวกเตอร์ท่ึใช้กำหนดทิศทางของเวกเตอร์หน่ึงหน่วยท่ีใช้บอกตำแหน่ง 
ตามขวางของลำรังสิสะท้อนในทิศทางหลัก และความโค้งหลักของลำรังสิสะท้อนสามารถหาได้จากการหาค่าเจาะจงของสมการ

(7(0)Jtr =——Xr ซ่ึงจะไต้ความโค้งหลักของลำรังสีสะท้อนเป็นดังสมการ (ข.35)
P'

รัศมีความโค้งหลักของรังสีเล้ิยวเบน

จากทฤษฎีการเล้ิยวเบนเชิงเรขาคณิต สนามไฟฟ้าเล้ิยวเบนในตัวกลางเอกพันธุท่ีไม่มีการสูญเสียสามารถหาไต้ดัง
สมการ (ข.44) ซ่ึงประกอบด้วยตัวประกอบการลดทอนเป็นฟ้งก์ชันของรัศมีความโค้งหลักของลำรังสีเล้ิยวเบนหรอระยะระหว่าง 
จุดตัดกันของลำรังสีเล้ิยวเบนลำดับท่ีหน่ึงกับลำดับท่ีสอง ระยะตัดกันของลำรังสีเล้ิยวเบนสามารถหาไต้โดยใช้คุณสมบัติของลำ 
รังสีเช่นเดยวกับการหารัศมีความโค้งหลักของลำรังสีสะท้อนดังน้ิ

โดยท่ึ p*_ ค้อ ระยะระหว่างจุดตัดกันของลำรังสีเล้ิยวเบนลำดับหน่ึงกับจุดตัดกันของลำรังสีเล้ิยวเบนลำดับสอง

e
k

ศูนย์กลางความโค้ง 
ของขอบ r

รป ข.? ลำรังสีตกกระทบ ลำรังสีเล่ํยวเบน และค่าปัจจัยทางเรขาคณิตของขอบ r
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ส ม ม ุต ิให ้ o เป ็นจ ุดท ี่ล ่าร ังส ีตกกระทบพ บก ับข อบ r  และม ี OZ เป ็นแกนของล ่าร ังส ีตกกระทบด ังร ูป  ข.? โดยม ี ê 

เป ็น เวก เตอร ัหน ึ่งหน ่วยท ี่ส ัมผ ัสก ับขอบ r  ท ี่จ ุด  0 ท ่าม ุมก ับ แกนข องล ่าร ังส ีตกกระท บเป ็น ม ุม  P และ ท' เป ็น เวกเตอร ์หนง 

หน ่วยท ี่พ ุ่งออกจากค ุนย ์กลางความโค ้งต ั้งฉากก ับขอบ r  ท ี่จ ุด  0 และจากค ุณ สมบ ัต ิของล ่าร ังส ี จ ุดบน ขอบ r  ใก ล ้ ๆ  จ ุด  O 

สามารถกำหนดได ้ด ้วยเวกเตอร ับอกตำแหน ่งท ี่อ ้างอ ิงก ับจ ุด  o เป ็น

(ข.45)

จากสมการ (ข.45) ( f  ค ้อ ความโค ้งของขอบ r  ท ี่จ ุด  0 และถ ้า re ค ้อ ร ัศม ีความโค ้งของขอบ r  ท ี่จ ุด  0 ความ 

โค ้งของขอบ r  ท ี่จ ุด  O r f  = —  ด ังน ั้นสมการ (ข.45) เข ียนใหม่ได ้เป ็น
re

r{t) = tê -^ -—he (ข.46)

จากค ุณ ส ม บ ัต ิของล่ารังสี เฟสของล่ารังสีตกกระทบท ี่จ ุดบนขอบ r  ท ี่จ ุด  r(t) = (X ‘l ,X2,z) ค้อ kS(F) โดยท ี่

S(r) = S ( o ) + z + ~ X g  {z)X‘ (ข.47)

และ X' = X[X[ +X 2X 2 =  ค ้อ  เวกเตอร ับอกตำแหน ่งตามขวางของล ่าร ังส ีตกกระทบ และ Q(z) ค ้อ เมตร ิกซ ์ 
1 - ^ 2 .

ความโค ้งของล ่าร ังส ีตกกระทบในท ิศทางหล ักท ี่จุด Z อ ้างอ ิงก ับแกนของล ่าร ังส ีตกกระทบเป ็นด ังสมการ (ข.48)

< ? ( * )  =
p\ +2

p'2+z.

(ข.48)

และเมอพิจารณา r { t ) ในระบบพิกัด (X 1,ร1) ของล่ารังสีตกกระทบ องค์ประกอบของเวกเตอรั ค (ี/) บน X ' ค้อ

X  = m -
*!'

\ x
tê -

\ x i

\ x i ,U J บ

t ( è ' X )
- a , t 2)

ถ ้าไม ่ค ิดพจน ์ 0 {t2)  ซ ึ่งม ีกำล ังมากกว ่าหน ึ่งจะได ้

X  = tw (ข.49)
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โดยที่ w  = ( ê - X [ ) X [  +  { ê - X 2 ) X '2 เป็นเวกเตอร์ภาพฉายของ ê บนระนาบ z=0 ซึ่งเป็นระนาบที่ประกอบด้วย x \ , x '2 

และในทำนองเดียวกัน องค์ประกอบของ r  ( i )  บนแกนของล่ารังสีตกกระทบดีอ

z = F ( t ) - s , = t ( ê s , ) - ^ - n e sl

=  t u x / ? - ^ T ” e î

(ข.50)

โดยที่ ร1 คอ เวกเตอรัหนึ่งหน่วยในทิศทางตามแนวแกนของล่ารังสีตกกระทบ และเมื่อแทนสมการ (ข.49) และ (ข.50) ลงใน 

สมการ (ข.47) จะได้

S ( r )  =  S ( o )  +  t œ s , p ~ - q t 2

โดยที่ q = - ~ - L - พ ิ ■ Q  (z)w และจากรูป ข.7 เวกเตอร์ภาพฉาย พ สามารถเขิยนได้เป็น 
R e

ดังนั้น

ip =  sin p  cos (f>0 X \  +  sin p  sin <j)0 X '2
sin p  cos <f)0 

sin p  sin (j)0

Ip • ฐ ' (z)vp =  sin : p
"ços2 <t>o 

, P Î + Z
+

sin: s in : p

p + z )  R

(ข.51)

(ข.52)

(ข.53)

โดยที่ ~~ = cœ ^° + -1—--^° และถ้าล่ารังสีตกกระทบเป็นคลึ่นทรงกลม PÏ = P2 = P  สมการ(ข.5 3 )เขียนใหม่ได้เป็น

พ ี • ฐ ' (z)VP =  -~■■■ (ข.54)
p  +Z

เมื่อพิจารณาล่ารังสีเลิ้ยวเบนซึ่งกำหนดให้แกนของล่ารังสี OZ1 อยู่ในทิศทางของเวกเตอร์หนึ่งหน่วย ร11 ที่ทำมุม P ’ 

กับ ê ซึ่งจุดตัดของล่ารังสีลำดับที่หนึ่งอยู่ที่จุด 0 บนขอบ r  และจุดตัดของล่ารังสล่ีาตับที่สองอยู่ที่ - p 2sd ดังนั้นเฟสของล่า 
รังสีเลิ้ยวเบน'ท่ี'จุด r  (/) ในระบบพิกัด ( X d , ร '1 )  ของล่า'รังสีเลิ้ย'วเบนคอ k S ( r )  โดยที่

ร,(r) = s(o)+z,+-^Xd Q*(z)Xd=ร{o) + tcc&P’ -^q 'p (ข. 55)
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โดยท่ี q ' = ^ ~ - - v f - ç t w  และ 0 V )  = d + ï
1

0
ดังน้ัน

d + ï -

พ * - Ï 5
(ข.56)

จากเง่ึอนไฃการเท่ากันของเฟส เฟสของล่ารังสีตกกระทบกับล่ารังสีเล้ียวเบนเน่ึองจากพจน์กำลังหน่ึงขององค์ประกอบในแนว
ขนานของขอบต้องเท่ากัน ดังน้ัน Àrcos/? =/tcos/?' ซ่ึงจะได้ /?=/?' และเฟสของล่ารังสีตกกระทบกับล่ารังสีเล้ียวเบน 
เน่ึองจากพจน์กำลังสองขององค์ประกอบในแนวขนานของขอบต้องเท่ากัน ดังน้ัน kq = kq' ซ่ึงจะได้

ท' ■ร, sin2/? ne ■รd sin2/?' 
R e  R  +  z R e  p i + z '

เน่ึอพิจารณาท่ีจุดใกล้  ๆจุดเล้ียวเบน o บนขอบ r  มาก  ๆ (z=z' -»0) จะพบว่า

หรือ

ท.■ร sin2/? ne ■รd sin2/?
~ X ~ R = l C ~ d

1 _ 1
d  R Re sin2 p

ซ่ึงถ้าล่ารังสีตกกระทบเป็นคล่ืนทรงกลม

1 1
d  = p  Re sin2 P

(ข.57)

(ข.58)

(ข.59)

(ข.60)

สมการ (ข.59) เป็นสมการท่ีนำไปใช้หาร ัศม ีความโค้งหลักของล่ารังสีเล้ียวเบนท่ีจุดเล้ียวเบนทีขอบหรือระยะระหว่าง 
จุดตัดของล่ารังสีเล้ียวเบนล่าดับท่ีหน่ึง (จุดเล้ียวท่ีขอบ) กับจุดตัดของล่ารังสีเล้ียวเบนล่าดับท่ีสอง ซ่ึงจะข้ึนอยู่กับรัศมีความโค้ง 
ของขอบท่ีจุดเล้ียวเบน .วกเตอร์หน่ึงหน่วยท่ีพุ่งออกฒ้ัฉากกับขอบท่ีจุดเล้ียวเบน เวกเตอร์ในทีศทางตามแกนของล่ารังสีตก 
กระทบและล่ารังสีสะท้อน และมุมท่ีแกนของล่ารังสีตกกระทบทำกับเวกเตอรืท่ีขนานกับขอบท่ีจุดน้ัน



ภาคผนวก ค.

การหากรินฟังก์ชันของสมการเชิงอนุพันธ์

กรินฟังก์ชันเป็นฟังก์ชันซ่ึงแสดงถืงผลตอบของระบบเชิงกายภาพแบบเชิงเส้นท่ีถูกกระตุ้นด้วยแหล่งกำเนิดแบบ 
เดลด้าพังก์ชัน และมีเง่ือนไขขอบเขตท่ีจำเป็นซ่ึงข้ึนอยู่กับแต่ละระบบท่ีพิจารณา การหากรินฟังก์ชันน้ันสามารถท่าได้หลายวิธี 
เซ่น การหากวินพังก์ชันในรูปอนุกรมของพังก์ชันเจาะจง (eigenfunctions) การหากรีนพังก์ชันในรูปของผลเฉลยของสมการ 
เอกพันธุ (homogeneous equation) หรือการหากรีนพังกัชันในรูปอินทิกรัล โดยแต่ละวิธีมีข้อจำกัดแตกต่างกัน ดังน้ันใน 
ภาคผนวกน้ัจะอธีบายรายละเอียดของวิธีการท้ัง 3 เพ่ือน่าไปใช!นการวิเคราะห์ปัญหารูปลมท่ีระบบสมการอยู่ในรูปสมการเชิง 
อนุพันธ์

การหาทรืนพังก์ชันในรูปอนุกรมชองฟังก์ชันเจาะจง

การหากรืนพังก์ชันโดยการกระจายกรืนฟังก์ชันให้อยู่ในรูปอนุกรมของพังก์ชันเจาะจงน้ัเป็นการหากรืนพังก์ชันส่าหรับ 
กรณีท่ีบริเวณท่ีฟัจารณาเป็นบริเวณปิด ดังน้ันเม่ึอพิจารณาบริเวณปิด V  ท่ีถูกส้อมรอบด้วยพ้ินผิว ร  ดังรูป ค.ใ กรินฟังก์ชันท่ี 
เป็นผลเฉลยของสมการคล่ึนสอดคล้องกับสมการ (ค.ใ)

(v : + k 2)G ( f , f )  = - S ( F - r ' )  ในบริเวณ V  (ค.ใ)

รูป ค.1 บริเวณปิด V  ท่ีถูกส้อมรอบด้วยพ้ินผิว ร

และมีเง่ือนไขขอบเขตบนพ่ืนผิว ร  สอดคล้องกับเง่ือนไขอย่างใดอย่างVIน่ึงข้ึนอยู่กับปัญหาท่ีพิจารณาคือ G =  0 หริอ
â G  - d G  - -^ - = o v ทอ G + h - j^  = 0

น่ึอง'จาก,ฟังก์ชัน'ใด  ๆ สามารถเขียนอยู่ในรูปอนุกรมของฟังก์ชันเจาะจง ดังน้ันกรินฟังก์ชันสามารถเขียนอยู่ในรูป 
อนุกรมของฟังก์ชันเจาะจงเป็น

(ค.2)G {r,r') = YA®n(r )
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โดยทึ่ 4  คอ ส้มป'ระสิทธิ้'ของการกระจาย และ ^ (F) คือ ฟังก์'ซ้นเจาะจง โดย ^  แทนการกระจายอนุกรมซึ่งเป็นผลรวม 

ชั้นเดยว (smgle summation) สำหรับกรณี 1 มิติ และเป็นผลรวม 2 ช้ัน (double summation) สำหรับกรณี 2 มิติ และ 

เป็นผลรวม 3 ช้ัน (tuple summation) สำหรับกรณี 3 มิติ และเซ่นเดียวกันเดลต้าฟังก์ชันก็สามารถเขียนอยู่ในรูปอนุกรมของ 

ฟังก์ชันเจาะจงได้เป็น

5 { r - r ' )  = Y ji<A >n( f) (ค.3)

โดยทึ่ Bn คือ ส้มประสิทธํ่ของการกระจายสามารถหาได้โดยคูณทั้งสองด้านของสมการ (ค.3) ด้วย Ora(F) แล้วอินทิเกรตบน 

V และจากคุณสมบัติการตั้งฉากกันของฟังก์ชันเจาะจงคือ

ดังนั้น

f  \{r)Q?m{ry iV  =  0 เมอ ท *  m (ค.4)

(ค.5)

ซึ่งเมึ่อแทนลงในสมการ (ค.3) จะได้

^ - ? ® ส ิ ร - ? ' » * "
(ค.ร)

โดยท <£» = คือ ฟังกชันเจาะจงปรับบรรทัดฐานแล้ว (normalized eigenfunctions) เมอแทนสมการ

dV

(ค.2) และ (ค.3) ลงในสมการ (ค.1) จะได้

ร vุ ! + * ! k  <เ> „ ( / ■ ) = - Z B M n

เนองจาก ( v 2 + ^ ) /1 ,10  (F) =  0 โดยที่ k 2n คือ ค่าเจาะจง (eigenvalues) ซึ่งเมึ่อแทนลงในสมการ (ค.?) จะได้

ร vุ ! + k ')A „  4>„(F) = ร *ุ 2 -  = -Y .B < b .( r )

(ค.?)

ดังน้ัน (k2 -k 2n)An =-Bn และสมการ (ค.2) เขียนใหม่เป็น
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G (r,ท  = ร
พ ฬ ท ( ท

k ] - k 2 (ค.ร)

และเมอพิจารณากรณี 2 มิติ เซ่น ในระบบพิกัดทรงกระบอก กรินฟังก์ชันท่ีเป็นผลเฉลยของสมการคล่ึนสอดคล้องกับสมการ
(ค.9)

1 â f  â )
1 1 ^  1 1 = า

-p p p K âp) +  P  P1 A, +kP P <p J
Gip,<j)-p',(j)') = -

5 j p - £ m - ป _ี 

P

ถ้าในทิศทาง (p อยู่ในบริเวณปิดท่ีมิเง่ึอนไขขอบเขตในบริเวณน้ัน กรนฟังก์ชันในกรณีน้ิสามารถเขยนอยู่ในรูป

G(p,<p,p/,<p) = ̂ > n{<f>)<ën{(t>')Gn(p ,p ')

ซ่ึงเม่ึอแทนลงในสมการ (ค.9) และจากสมการ (ค.ร) § ( < p - ( / ) ' )  =  ' Y j & n { <P )® 'n (< l> ' )  ^ ^

1 <?2p ; i t )  _  2 _  P 2
พ )  พ  = n = Gn( p , p ’)

~J_ ô_(  â _' 
_ p  â p \  âp y

+ r  +2 1 Ô ( p -  p ')

(ค.9)

(ค.10)

G „(p, P')

โดยท่ี V2 คือ ค่าเจาะจงซ่ึงหาได้จากนอนไขขอบเขตในทิศทาง <f> และ

^ 2พ )

â p 2 < พ ) 0

ส่วน Gn{p,pt) สอดคล้องกับ

1 Ô f  ô '

P âp  V â p ) + e - ? j
G „(p; p ') =

S ( p - P ' )

ซ่ึงหาได้โดยการกระจาย Gn( p , p ' )  ให้อยู่ในรูปอนุกรมของฟังก์ชันเจาะจง หริออยู่ในรูปของผลเฉลยของสมการเอกพันธุ 
หริออยู่ในรูปอินทิกรัลข้ึนอยู่กับเง่ือนไขขอบเขตดังกล่าวในหัวข้อถัดไป

การหากรินฟังก์ชันในรูปผลเฉลยของสมการเอกพันธุ

การหากรินฟังก์ชันในหัวข้อท่ีแล้วเป็นการหากรินฟังก์ชันในรูปอนุกรมอนันต์ซ่ึงสามารถหากรินฟังก์ชันได้ท้ังในกรณี 
1 มิติ 2 มิติ หริอ 3 มิติก็ได้ แต่ใชั!ด้กับในกรณีท่ีเป็นบริเวณปิดเท่าน้ัน ส่าหรับในกรณีท่ีเป็นบริเวณเปิดหริอบริเวณปิด
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สามารถหากรินฟังก์ชันได้ในรูปผลเฉลยของสมการเอกพันธุ แต่วิธีการน้ัสามารถใชโด้กับกรณี 1 มิติเท่าน้ัน และเพอแสดงให้ 
เห็นกังรายละเอียดของวิธีการน้ั พิจารณากรินฟังก์ชันท่ีสอดคล้องกับสมการเชิงอนุพันธ์อันดับสองในรูปท่ัวไปดังสมการ (ค.11)

หริอ

1 d f  d ไ
./(z ) d z

G ( z , z ' )  =  -
ร  ( z - z ' )

/(ท ั)่
(ค.นก)

c h 2

1 d f ( z ) \  
J ( z )  d z  J e

+ q ( z )  p(z,z') = -
ô ( z - z ' )

m
(ค.นข)

สำหรับในกรณี z > z '  และ z < z '  น้ัน เดลตาฟ้งก์ชันซ่ึงเป็นฟ้งก์ชันกระตุ้นของสมการเชิงอนุพันธ์เป็นศูนย์ ดังน้ัน 
สมการเชิงอนุพันธ์ในสมการ (ค.แข) ลดรูปลงเป็นสมการเอกพันธุดังสมการ (ค.12)

d f ( z )
f ( z )  d z I +«๑ G { z , z ' ) - 0

ซ่ึงมิผลเฉลยท่ัวไปเป็น

Cj(z,z') =  A y t ( z )  เม่ึอ Z >  z '

และ G ( z , z ' )  =  B y 2 ( z )  เม่ํอ Z <  z '

โดยท่ี A  และ B  หาได้จากเง่ึอนไขตามคุณสมบัติของกรินฟังก์ชันคือ

(ค.!2)

(ค.!3) 

(ค.!4)

1. กรินพังก์ชันต้องเป็นฟังก์ชันต่อเนองของ Z  รวมท้ังท่ี z - z '  โดยท่ี z' เป็นค่าท่ีถูกกำหนดไว้
2. จากสมการเชิงอนุพันธ์ในสมการ (ค.แข) อนุพันธ์อันดับสองของกรินฟังก์ชันเป็นเดลตาฟังก์ชัน ดังน้ันอนุพันธ์ 

อันดับแรกของกรินฟังก์ชันจะไม่ต่อเน่ืองท่ี Z = z' ความไม่ต่อเน่ืองของอนุพันธ์อันดับแรกของกรินฟังก์ชันสามารถหาได้จาก 
การอีนทิเกรตสมการเชิงอนุพันธ์ภายในช่วงเล็ก  ๆของจุดท่ีเกัดความไม่ต่อเน่ือง

3. กรินฟังก์ชันจะเป็นฟังก์ชันสมมาตรเทียบกับ Z และ z' กล่าวคือ G(z,z') = G(z',z)

จากคุณสมบัติข้อแรก กรินฟังก์ชันต้องต่อเน่ืองท่ี z = z' ดังน้ัน

A y ^ z ' ) - B y 2 { z ' )  =  Q (ค.!ธ)

และจากคุณสมบัติข้อสอง เม่ึออีนทีเกรตสมการเชิงอนุพันธ์จาก z ' - s  กัง z ' + e  โดยท่ี £  มิค่าเข้า'โกล้ศูนย์'จะ'โต้
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lim _£->0 V-«f-i*[/(z)l)+/( r u  'พ  f ^ ( z’z')
^ ” * = - £ พ

f { z ) d z

l im rรํไะi  V-£ Æ P(Z’Z') ^  = (ค.16)

เน่ึองจาก f(z),q(z) และ G(z,zO เป็นฟังก์ชันต่อเน่ึองท่ี z  =  z ' ดังน้ัน Xm\\:C\f(z)q(z^[G{z,z')dz = 0 ท่าให้

dG(z,r')~p

^  - L  =

และจากสมการ (ค.13) และ (ค.14) C ( z , z ' )  =  A y ( z l )  Z = z '+£■ และ (?(z , z ' ) - B y 2 ( z ' )  เมอ z =  z ' -£  ดังน้ัน

A y ( z ' ) - B y ' 2 { z ’ )  =  - ทะ') (ค.!7)

โดยท่ึ y^{z)-dyjdz  และ y2(z) = dy2/ dz และจากสมการ (ค.15) และ (ค.17) ท่าให้ A และ B เป็นดังสมการ (ค.18)

A - -
* ( * ')

ท ะ ' พ )
(ค.!รก)

B  =  -
y ( z ' )

m m
(ค.1รฃ)

โดยที่ A (z ') =
y,(̂ ) y2(ะ')= y1 (z')y2(z')-y|(z)^2(z') ชัยกว่า ตัวกำหนดวรอนสกี (Wronski determmant)
M oo M (^)

หรอวรอนสเกียน (Wronskian) ของ y, และ y2 และเม่ึอแทน A และ B ลงไปในสมการ (ค.13) และ (ค.14) จะได้ 
กรีนฟังก์ชันเป็นดังสมการ (ค.19)

y (ะ)y2 (ะ')
m m

G ( z , z ' )  =  <

y M y 1(fO
. m m

z > z '

z < z '

(ค.!9)

สังเกตว่าท้ังเศษและส่วนของกรีนฟังก์ชันประกอบด้วยผลคูณของ y, กับ y2 และอนุพันธ์ของ y, กับ y2 ดังน้ันค่า 
คงท่ี/! และ B จะถูกตัดท้ังมีเฟัยงฟังก์ชัน y, และ y2 ท่ีจำเป็น และ / (zO กับ A(z') เป็นฟังก์ชันของ z' ซ่ึงเป็นค่า'ท่ี 
กำหนดไว้ ท่าให้ f ( y )  กับ A(z') เป็นค่าคงท่ี ดังน้ันผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ์ดังสมการ (ค.ทข) เป็น
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D
G(z,z')=i (ค.20)

โดยท่ี D  =  / (z')A(zO = ค่าคงท่ี มีข้อสังเกตว่าผลเฉลยท่ีได้ครอบคลุมท้ังในบริเวณเปิดและบริเวณปิด ซ่ึงข้ึนอยู่กับผลเฉลย 
ของสมการเอกพันธุและอนุพันธ์ของผลเฉลยในแต่ละบริเวณ

marin?นพังทข้น,โน;ปริ'นฑิก'รัล

จากข้างต้นได้แสดงการหากรินพังก์ชันไว้ 2 รูปแบบ แต่สำหรับในบริเวณเปิดกรินฟังก์ชันสามารถหาได้โดยอยู่ในรูป 
อินทิกรัลซ่ึงมีความสัมพันธ์กับการแปลงฟูริเยร์ โดยท่าการประยุกต์ริธีการหากรินฟังก์ชันในรูปอนุกรมของฟังก์ชันเจาะจงด้งน้ิ 

สำหรับในบริเวณเปิด กรินฟังก์ชันท่ีสอดคล้องกับสมการคล่ึนใน 1 มีติเรนด้งสมการ (ค.21)

+ k 2 jG(z; z') = -£  (z -  z') (ค.21)

โดยท่ีเง่ึอนไขขอบเขตสอดคล้องกับเง่ึอนไขการแผ่พลังงานคอ

G(z = QO;z') ะะ G(z = - 00;z') = 0 (ค.22)

เม่ึอให้กรินฟังก์ชันอยู่ในรูปอนุกรมของฟังก์ชันค่าเจาะจงดังสมการ (ค.23)

(ค.23)

จะท่าให้

^ +  k ท / ท ^  =  ° (ค.24)

โดยท่ี k l  คือ ค่าเจาะจงท่ีได้จากเง่ํอนไขการแผ่พลังงาน

V n ( z  =  'x > ) = ¥ ท (z = -oo) = 0 (ค.25)
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จากสมกา'ร (ค.24) และ (ค.25) ผลเฉลยของฟังก์ชันเจาะจงเป็นคล่ีนจร (traveling waves) แทนท่ึจะเป็นคล่ีนน้ัง (standing
y

waves) ดังนัน

K(z)={̂ * , z > z l  

1 z<z'

ซ่ึงเม่ํอแทนลงในสมการ (ค.23) จะได้

G (z;/) =
\ t i A e *

- ท = -พ

, z > z ’ 

, z < z '

(ค.26)

(ค.27)

จากกาวหากรีนฟังก์ชันในรูปอนุกรมของฟังก์ชันเจาะจงพบว่า An เป็นฟังก์ชันของ z '  และ k n ดังน้ันเม่ึอพิจารณากรณี Z > Z '

ถ้าให้ A A  =  ~ - และจากสมการ(ค.27)จะได้ 
^ 2 ท

= ■ ^  Y j S i k n ^ ' y A z  . z > *  (ค-28)

จากสมการ (ค.28) กรีนฟังก์ชันอยู่ในรูปของคล่ีนระนานท่ีมีขนาดเท่ากับ g ( k n , z ' )  โดยมีค่าคงท่ึการแผ่กระจาย 
คลนเท่ากับ k n และเป็นฟังก์ชันแบบไม่ต่อเน้ัอง (discrete functions) ดังน้ันเม่ึอพิจารณากรีนฟังก์ชันเป็นสเปกตรัมของคล่ีน 
ระนาบ ตัวด่าเนินการจะเปล่ียนจากผลรวมไปเป็นการอินทิเกรตดังสมการ (ค.29)

G ( z - , z ' ) = — \ a\ g ( h , z ' ) e ~ J>ec ih  (ค.29)
2/r -*

สมการ (ค.29) มีรูปแบบเช่นเดียวกับการแปลงฟูรีเยร์ ดังน้ันคู่การแปลงกลับฬูรีเยร์เป็น

g ( h ' , z ' )  =  \ * ^ G ( z , z ' ) e + jh !d h  (ค.30)

และมีคุณสมบัติของการแปลงฟูรีเยร์ดังน้ั

ร 1h d h  =  - h 2g ( h - , f )

\ j ( z - z ' ) e ] h c lz  =  e ] *

(ค.31)

(ค.32)
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การหากรินฟังก์ชันในรูปอินทิกรัลข้างต้นเป็นการพิจารณาสมการคล่ึนในกรณี 1 มิติ และถ้าเป็นกรณี 2 มิติ 
กรินฟังก์ชันก็สามารถแสดงอยู่ในรูปของการแปลงฬูเยร์เซ่นเดียวกับในกรณี 1 มิติ โดยคุณสมบัติท่ีใช้เป็นไปตามคุณสมบัติ 
การแปลงฬูริเยร์ 2 มิติ ซ่ึงอาจน่าไปใช้กับปัญหาการแผ่พลังงานจากบริเวณท่ีไม่มิแหล่งก่าเนิด (source free) ไปยังบริเวณย่าน 
สนามไกลซ่ึงเป็นบริเวณเปิดท่ีสอดคล้องกับเง่ือนไขการแผ่พลังงาน

จากการหากรินฟังก์ชันท่ํกล่าวมาท้ังหมดข้างต้นพบว่า กรินฟังก์ชันสามารถอยู่ในรูปแบบต่าง  ๆ ซ่ึงในแต่ละรูปแบบมิ 
ข้อจำกัดในการหาดังได้กล่าวไว้ข้างต้น ดังน้ันในการวิเคราะห์ปัญหาโดยใช้กรินฟังก์ชัน กรินฟังก์ชันอาจแสดงได้หลายรูปแบบ 
ซ่ึงในปัญหาจริง  ๆอาจต้องรวมท้ัง 3 วิธีเพ่ํอหากรินฟังก์ชันในรูปแบบท่ีสามารถน่าไปใช้งานได้ดีท่ีสุด



ภาคผนวก ง.

ความสัมพันธ์ของสนามแม่เหล็กไฟฟ้าเมื่อการเปลี่ยนแปลงในทิศทาง Z อยู่ในรูปเอกช์โพเนนเซิยล e ~ jktZ

ในระบบพิกัดทรงกระบอก

การค่านวณหาสนามแม่เหล็กไฟฟ้าสามารถแยกพิจารณาตัวดำเนินการ V ออกเรน 2 ส่วนคือ ตัวดำเนินการใน 
ทิศทาง Z ( V 1 )  กับตัวดำเนินการในทิศทางท่ีต้ังฉากกับทิศทาง Z (V1) เน่ึองจากตัวดำเนินการ V มีคุณสมบัติแบบเซิงเส้น 
ซ่ึงในระบบพิกัดทรงกระบอก

v, =  â p âp + pô (j)à*
(ง.!)

a
t (ง.2)

และ
v=v,+vz (ง.3)

สมมุติว่าสนามไฟฟ้า £ = £,+£. และสนามแม่เหล็ก H =  H,+H, โดยท่ี Ë,H 
แม่เหล็กท่ีสอดคล้องกับสมการแมกช์เวลส์ในบริเวณท่ีปราศจากแหล่งกำเนิด ด้งน้ัน

คือ สนามไฟฟ้าและสนาม

V X Ë =  -jœ/jH (ง.4)

V X H = jcoeË (ง.5)

และ £1,//, คือ สนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กในทิศท่ีต้ังฉากกับทิศทาง Z และ £2,H 1 คือ สนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็ก 
ในทิศทาง Z ซ่ึงเม่ือแทนสมการ (ง.3) ลงในสมการ (ง.4) จะได้

( V ,  + v  ) x ( £ ,  + £ 1) = - + HZ) (ง.6)

หรือ V( X£ 1 +  V, x £ ( =  -jcû fjH  1 (ง.7)

เม่ืองจาก Vr x £1=0 และ V, x£, ท่าให้เกิดองค์ประกอบของสนามไฟฟ้าในทิศทาง Z ในท่านองเดียวกันเม่ือแทนสมการ 
(ง.3) ลงในสมการ (ง.5)

V, xR2 + V , x R t = jûxË, (ง.ร)
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เม่ึอคูณสมการ (ง.?) ด้วย jcoe และแทน £ 1 ในสมการ (ง.8) ลงในสมการ (ง.?) จะได้

k 2H t =  jc o ô J ’1 x £ . + V 7 x ( V ,  x / / 2) + V z x ( V .  x /ก ั, )  (ง.9)

และถ้าสมมุติว่า E  และ R  มีการเปลยนแปลงในทิศทาง Z อยู่ในรูปเอกช์โพเนนเชียล e~jkp พจน์ต่าง ๆ ในสมการ (ง.9) จะ 

เป็นด้งน้ี

à  {1 â H  7 ÔH; _ A
V  x (V  x / / ) = ^ - <3 X — - ^ - à - - ~ â

ôz \p  ô<p p ô p  ç

ô  â H
pâ(f> ô z  * d p  ô z  p

ร*-)
= - j k y , R

และ

V . x ( V  x H , ) = - ~ â 7 x eJ L a  Æ ,
ô z  p ô z  '

à 2H p
ô z 2 * ô z 2 p

■ h k ÿ (

' พ

เม่ํอแทนสมการ (ง.10) และ (ง.น) ลงในสมการ (ง.9) จะได้

หรือ

= - jk y ,H 7 +k2H, +JC Ü &, X £ 7

r ,  _ - j ky , H z j o * y t xË 7
,=  k2- k 2 k2- k 2

เน่ึองจาก V( X£ 7 =  -ฝ ็7 xV ,£■1 เม่ึอแทนลงในสมการ (ง.13)

« = -
j k . y  tH , JC0£a: xW  1£ 2

** ^ - £ 2 “  £2- * 2

(ง.10)

(ง.ท)

(ง.!2)

(ง.13)

(ง.!4)

ในทำนองเดียวกันเม่ึอคูณสมการ (ง.8) ด้วย jm p  และแทน H t ในสมการ (ง.?) ลงในสมการ (ง.ร) จะได้



จากสมการ (ง.14) และ (ง.15) พบว่า สนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กในบริเวณปราศจากแหล่งกำเนิดท่ีม่การเปล่ียน 

แปลงในทิศทาง Z อยู่ในรูปเอกช์ใพเนนเชียล e~jk'1 สามารถหาได้ถ้าเราทราบเพยงองค์ประกอบในทิศทาง Z ของสนามไฟฟ้า 

และสนามแม่เหล็ก



ภาคผนวก จ.

การประมาณค่าฟ้งก์ชันทรานซิชัน

ในการวิเคราะห์หาสนามเน่ืองจากการเล้ิยวเบนท่ีขอบโดยทฤษฎืการเล้ิยวเบนเซิงเรขาคณิตน้ัน สนามเน่ืองจากการ

เล้ิยวเบนท่ีขอบข้ึนอยู่กับ สนามตกกระทบท่ีจุดขอบ ส้มป'ระสิทธ่ํการเล้ิย'วเบน'ท่ี'ขอบแบบ’ใดแอดิก และตัวประกอบการลดทอน 

โดยในส้มประสิทธ่ํการเล้ิยวเบนท่ีขอบแบบไดแอดิกประกอบด้วยฟ้งก์ชันทรานซิชัน (transition function) ซ่ึงเป็น'ฟังก์'ชัน'ท่ี 

เกิดขนจากการใช้กรรมวิธี steepest descent แบบดัดแปลงของ Pauli-Clemmow (Pauli-Clemmow modified mothod 

of steepest descent) กับในกรณิท่ีข้ัวอยู่ใกล้กับจุดอานม้าเป็นด้งสมการ (จ.1)

F [ x } = 2 j J X e jX \ l . e ^ 1d T (จ.1)

จากสมการ (จ.1) ฟังก์ชันทรานซิชันอยู่ในรูปอินทิกรัลท่ีมีขอบเขตบนเป็นอนันต์ ทำให้ในการหาค่าแม่นตรงเป็นไปได้

ยาก แต่ถ้ากำหนดให้ T =  J — t และใช้สตรของออยเลอร์ (Euler's formula) พบว่า สำหรับ x > ( )
V 2 ™

ก ั- ป  = ^ ๙ * ['พ /๕

I
Ï  7โ12^

pXjn-COE — dt
- j [ พ ,,lc { ไ

dt
(จ.2)

เนองจาก

โ”  โ ^  โcI cos — dt= I COE— \dt + J ,__
( n t2 '

cos

r .  . ( ท 1') 1 ( f ix a  1 f a 2)  f .

J0 SH .2  / * = jo n f  r + w

'  m 2^
.รนา —

\ 2  J

■ = 0.5

dt = 0.5

(จ.3)

(จ.4)

ด้งน้ันเม่ึอแทนสมการ (จ.3) และ (จ.4) ลงในสมการ (จ.2) จะได้

l \ x )  = j^ ln X e 1* I (0.5 -  yO. 5) -  { c ( p x / x )  - j S ( p X / x ) } (จ.5)
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โดยท่ี C(x) = jjco^y dt และ S(x) = jx siî -y cür คือ โคไซน์เฟรส์แนลอินทิกรัลและไซน์เฟรส์แนลอินทิกรัลต 
ลำดับ ซ่ึงท่าหนดอยู่ในรูปเฟรส์แนลอินทิกรัลดังสมการ (จ.6)

/ (x) = C(x) - jS (x )  =ะ \*e  ^  dt (จ.ร)

โดยท่ี x = tJ2 X /ท หรือ X  =  K ^ \ l  และลำหรับ X < Q  f \ x ] เท่ากับค่าลังยุคของ ก ัเพ ]

เฟรส์แนลอินทิกรัล / (x) ในสมการ (จ.ร) สามารถหาค่าได้โดยใช้การประมาณของ Boersma, I960 (C. J, 

Slentten, 1989) ดังสมการ (จ.?)

/(X )* e - * l ~ X / 4 f l a n + j b n) ( X / 4 y  , 0 < x < 4

* ( 1  - j ) / 2 + e - * ^ Y L c n + j d n) ( 4 / X ) n , x > 4

โดยท่ี an, bn, cn และ dn คือ ค่าคงท่ีของ Boersma ซ่ึงมืค่าดังน้ิ

O, = 1.595769140 
a$ = 6.920691902 
a  9 = 0.850663781
b] = -0.000000033 
bs = -0 009520895 
b9 = -0.403349276
c, = 0.000000000 
Cs= 0.000689892 
c9 = 0.000246420
๙, = 0.199471140 
๙5 = 0 004851466 
๙9 = -0.027928955

a2 = -0.000001702 
a« = -0.016898657 
a,0 = -0.025639041
b 2 = 4.255387524 
กั 6 = 5.075161298 
กั,0 = 0.702222016
c2 = -0.024933975 
c6 = -0.009497136 
c,0 = 0.002102967
๙2= 0.000000023 
๙6 = 0.001903218 
๙,0= 0.016497308

a3 = -6.808568854 
<37 = -3.050485660 
a, I =-0.150230960
กั 3 = -0.000092810 
bi = -0.138341947 

bu =-0.216195929
c3= 0.000003936 
c7 = 0.011948809 

c„ = -0.001217930
๙3 =-0.009351341 
๙7 = -0.017122914 
๙,, = -0.005598515

a4 = -0.000576361 
a8 = -0.075752419 
a ,2= 0.034404779
b4 = -7.780020400 
กั 8 = -1.363729124 
กัเ2 = 0.019547031
c4= 0.005770956 
c8 =-0.006748873 

C ,2= 0.000233939
๙4= 0.000023006 
๙8 = 0.029064067 
๙,2 = 0.000838386

จากช้างต้นเป็นการประมาณค่าทรานชิช้นฟังก์ช้นในรูปแบบหน่ึงท่ีน่ามาใช้ในวิทยานิพนธ์น้ิ ลำหรับการประมาณค่า

ฟังก์ชันทรานซิช้น่ในรูปแบบอ่ึนสามารถดูรายละเอียดเพมเติมได้ใน An Approximation to the Fresnel Integral (G. L. 

James, 1979) และ Fresnel-Integral Approximation (1995)



ภาคผนวก ฉ.

การตรวจสอบอัลกอริทมฃองกรรมวิธีเชิงเลข

การตรวจลอบอัลกอริท้มของกรรมวิธีเชิงเลข

จากการวิเคราะห์หาชิดจำกัดเก่ึยวกับสมรรถนะของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ียวรูปพาราโบลัก เซ่น แบบรูป 

การแผ่พลังงานย่านสนามใกล และอัตราขยายน้ันต้องใช้วิธีการเชิงเลขในการประมาณค่าอินทิเกรชิน 2 ช้ัน โดยในท่ีน้ัโด้น่าเอา 

วิธีการของชิมป๋ลัน (Simpson method) มาใช้ในการประมาณ ดังน้ันเพ่ือให้ผลของการประมาณเชิงเลขมีความถูกต้อง และอยู่ 

ในเกณฑ์ท่ีเซ่ึอถอได้ อัลกอริทมของการอินทิเกรตทใช้ต้องทดสอบเพอหาค่าเหมาะสมในการแบ่งส่วนย่อยของการอินทิเกรต ซ่ึง 

ในท่ีน้ัได้ท่าการตรวจสอบโดยท่าการอินทิเกรตสนามท่ีมีการกระจายสมาเสมอท้ังขนาดและเฟสบนระนาบหน้าจานท่ีมีขนาดเท่า 

กับภาพฉายของจานสะท้อนท่ีมีเส้นผ่านศูนย์กลางเท่ากับ 10/1 เพ่ือหาแบบรูปการแผ่พลังงานย่านสนามไกลดังสมการ (ฉ.1)

Ë (r ,9 ,< j) )  = J k ~ 1. [ f x  cos < f)+ f,  sin <i>\âg -\ f y c o s ^ - / x sin c o s 9 a lt1 (ฉ.ไ)

โดยท่ี

U K , ky) = \ \ s E J x ,y ,0 )E k’" Aydxdy

U K ,K )  = J Jj. E Jx,y ,0 )eAx+Aydxdy

และ kx =ksxn6oos<f) และ ky =Arsm(9sin^ และ £0= Eoa ภายในบริเวณภาพฉายของจานสะท้อนและเป็นศูนย์ 

ภายนอกบริเวณภาพฉาย โดยแบ่งส่วนย่อยของการอินทิเกรตเป็น ?J2. XI4, XJ6 และ 278 ดังรูป ฉ.1

รูป ฉ.1 การแบ่งส่วนย่อยของสนามบนระนาบหน้าจานเพ่ือคำนวณแบบรูปการแผ่พลังงานย่านสนามไกล 

โดยวิธีการของชิมป้ลัน ซ่ึงแบ่งส่วนย่อยของการอินทิเกรตเป็น XI2, XJA. XI6 และ /Î78
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และเปรียบเทียบกับผลเฉลยแม่นตรงดังสมก'ท (ฉ.2) (R.E. Collin, 1985)

£ ( ' ' M ) = j k  ê r E^ a{ ^ ^ Sm^  + JJ^ m 9cœ \̂M
Far Field Pattern in F>๒ne phi=0

รูป ฉ.2 การประมาณการอินทีเกรต 2 ช้ันเพ่ึอคำนวณแบบรูปการแผ่พลังงานย่านสนามไกลโดยวิธีการของซิมป๋ลัน 

ช้ังแบ่งส่วนย่อยเท่ากับ A J K  ----------  ) เปรียบเทียบกับผลเฉลยแม่นตรง ( ---------- )

Angle (Degrees)

รูป ฉ.ร การประมาณการอินทีเกรต 2 ช้ันเพ่ึอคำนวณแบบรูปการแผ่พลังงานย่านสนามไกลโดยวิธีการของซิมป้ลัน 

ซ่ึงแบ่งส่วนย่อยเท่ากับ >1/4 ( ----------  ) เปรียบเทียบกับผลเฉลยแม่นตรง ( ---------- )
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Far Field Pattern in Plane phi=0

รูป ฉ.4 การประมาณภารอินทิเก'รต 2 ช้ันเพ่ึอคำนวณนบบรูปการแผ่พลังงานย่านสนามไกลโดยวิธีการของชิมป้ลัน 
ซ่ึงแบ่งส่วนย่อยเท่ากับ /1/6 ( --------  ) เปรียบเทียบกับผลเฉลยแม่นตรง ( -------- )

Angle (Degrees)

รูป ฉ.5 การประมาณการอินทีเกรต 2 ช้ันเพ่ึอคำนวณแบบรูปการแผ่พลังงานย่านสนามไกลโดยวิธีการของชิมป้ลัน 
ซ่ึงแบ่งส่วนย่อยเท่ากับ /1/8 ( --------  ) เปรียบเทียบกับผลเฉลยแม่นตรง ( -------- )

จากรูป ฉ.2 พบว่า การแบ่งส่วยย่อยเท่ากับ XI2 สามารถประมาณค่าอินทีกรัล 2 ช้ันในการคำนวณหาแบบรูปการแผ่ 
พลังงานได้แม่นยำภายในช่วงตำแหน่งเชิงมุมประมาณ 20 องศา และจากรูป ฉ.3 พบว'า การแบ่งส่วยย่อยเท่ากับ 2JA สามารถ 
ประมาณค่าอินทีกรัล 2 ช้ันในการคำนวณหาแบบรูปการแผ่พลังงานได้แม่นยำภายในช่วงตำแหน่งเชิงมุมประมาณ 45 องศา 
และจากรูป ฉ.4 พบว่า การแบ่งส่วยย่อยเท่ากับ ส่/6 สามารถประมาณค่าอินทีกรัล 2 ช้ันในการคำนวณหาแบบรูปการแผ่
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พลังงานได้แม่นย่าภายในช่วงตำแหน่งเซิงมุมประมาณ 60 องศา และการแบ่งส่วนย่อยเท่ากับ ,1/8 ในรูป ฉ.ร สามารถประมาณ 
ค่ารนทิกรัล 2 ช้ันในการคำนวณหาแบบรูปการแผ่พลังงานใกล้เคียงกับผลเฉลยแม่นตรงในเกณฑ์ท่ึเข้ึอถือได้ถืงตำแหน่งเซิงมุม 
90 องศา ด้งน้ันในการใช้อัลกอริทมในการอินเกรต 2 ช้ันโดยวิธีการของซิมป้ลันเพ่ือคำนวณหาแบบรูปการแผ่พลังงานเพ่ือให้ 
ครอบคลุมถืงตำแหน่งเซิงมุมไกล  ๆในวิทยานิพนธ์น้ัจงเลือกการแบ่งส่วนย่อยบนระนาบหน้าจานเป็น ,1/8

จากการตรวจสอบอัลกอริทมฃองกรรมวิธีเซิงเลขพ่ืใช้[นการอินทิเกรต 2 ช้ันช้างต้น พบว่า การคำนวณแบบรูปการแผ่ 
พลังงานย่านสนามไกลของระบบสายอากาศชนิดจานสะท้อนเด่ึยวรูปพาราโบลืกน้ัน เราสามารถปริปการแบ่งส่วนย่อยเพ่ือท่าให้ 
การคำนวณเร็วขนได้ข้ึนอยู่กับการน่าไปประยุกต์ใช้งานว่าแบบรูปการแผ่พลังงานทต้องการน้ัน ต้องการความแม่นย่าถืงตำแหน่ง 
เซิงมุมเท่าไร
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สำเร็จการศกษาปริญญาตริวิศวกรรมศาสตรบัณฑิต สาขาวิศวกรรมไฟฟ้า ภาควิชาวิศวกรรมไฟฟ้า คณะวิศวกรรมศาสตร์ 
จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย ในปีการศกษา 2536 และเข้าศกษาต่อในหลักสูตรวิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิต สาขาวิศวกรรมไฟฟ้า 
ภาควิชาวิศวกรรมไฟฟ้า คณะวิศวกรรมศาสตร์ จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย เม่ึอพ.ศ. 2537 โดยได้รับทุนการวิจัยจากโครงการ 
สืษย์ก้นกุฏิ ช่ึงเปีนโครงการความร่วมมีอในการพัฒนาการศกษาด้านวิศวกรรมศาสตร์ระดับบัณฑิตศกษาระหว่างจุฬาลงกรณ์ 
มหาวิทยาลัยกับสำนักงานพัฒนาวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยีแห่งชาติ (สวทช.)

พ.ศ. 2538 ได้นำเสนอผลงานวิจัยท่ีเป็นส่วนหนงของวิทยานิพนธ์ฉบับน้ิในการประชุมทางวิชาการวิศวกรรมไฟฟ้า 
คร้ังท่ี 18 ณ โรงแรมแอมบาสเดอร์ซิต้ิจอมเทียนพัทยา จังหวัดชลบุรี
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