
สถิติท่ีใชในการวิจัย

ในการประมาณค่าแบบช่วงความเช่ือมั่นสำหรับพารามิเตอร์ ของการแจกแจงแบบ
ปิวสํ’ซงน้ัน มีวิธีการประมาณได้หลายวิธี สำหรับวิธีการประมาณท่ีนำมาศึกษาในครั้งน้ีคือ วิธี 
การประมาณอย่างง่าย วิธีการประมาณด้วยรากของสมการกำลังสอง และวิธีการประมาณด้วยตัว 
ประมาณเบส์โดยอัลเบิร์ต ซึ่งในบทน้ีจะกล่าวถึงรายละเอียดของทฤษฎีท่ีเก่ียวข้องกับการวิจัย
และวิธีการประมาณแต่ละวิธี ตังรายละเอียดต่อไปนี้

การประมาณค่าพารามิเตอร์แบบช่วง

ให้ Xj 1 X2, ... 1 Xn เป็นตัวอย่างสุ่มจากการแจกแจงซ่ึงมี 0 เป็นพารามิเตอร์ท่ีไม, 
ทราบค่า สมมติสามารถหาตัวสถิติ a 1b สำหรับค่าจริง 0 ใดๆ โดยท่ี

P ( a < 0 < b ) = 1-a

เม่ือความน่าจะเป็น 1-a เป็นค่าคงท่ี (0<a<l)

จากน้ีเม่ือทราบค่าของตัวแปรสุ่ม Xj = x; ( i = l,...,n ) และหาค่าตัวสถิติ a 1 b ได้ 
แล้ว ก็สามารถท่ีจะสร้างช่วง {a,b) เรียกช่วง (a,b) ท่ีได้ว่า ช่วงความเช่ือม่ัน 100(1-a) 
เปอร์เซ็นต์สำหรับ 0 [ 100(1-a) % confidence limit for 0 ] หรือกล่าวได้ว่าค่าจริงของ 0 จะ
ตกอยู่ในช่วง (a,b) ด้วยความเช่ือม่ัน 100(l-a)% และเรียกค่า a ว่า ขีดจำกัดความเช่ือมั่นล่าง 
( lower confidence limit ) เรยกค่า b ว่า ขีดจำกัดความเชอมันบน ( upper confidence limit ) 
และเรียกค่า 1-a ว่า สัมประสิทธิความเช่ือม่ัน (confidence coefficient)

บทที่ 2

lid ฑ  สฟ ้ไ.. ท .?!บ ง1
ฟ ้ห . .  ’เล ย
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การแจกแจงของพารามิเตอร์

ในการทดลองใด  ๆ ก็ตามท่ีจำนวนผลสำเร็จท่ีเกิดข้ึนในช่วงเวลาท่ีกำหนด หรือใน 
พื้นท่ีใดพ้ืนที่หน่ึงแต่ละครั้งเป็นอิสระต่อกัน และมีความน่าจะเป็นของการได้รับผลสำเร็จหนึ่ง
ครั้งในช่วงเวลาท่ีสั้นมากช่วงหน่ึงหรือในพื้นท่ีท่ีกำหนด แปรผันตรงกับช่วงเวลาหรือพ้ืนท่ีน้ัน
โดยไม'ข้ึนกับจำนวนผลสำเร็จท่ีเกิดขึนนอกช่วงเวลา หรือนอกพ้ืนท่ีน้ัน สามารถกล่าวได้ว่าการ 
ทดลองน้ันเป็นการทดลองแบบปีวส์ซง

ถ้าให้ X คือจำนวนผลสำเร็จท่ีเกิดข้ึนในช่วงเวลาท่ีกำหนด หรือในพื้นท่ีใดพ้ืนท่ี
หน่ึง ตัวแปรสุ่ม X จะมีการแจกแจงแบบปีวส์ชง ( poisson probability distribution ) ด้วยพารามิ 
เตอร', X โดยมีพิงก',ชันความน่าจะเป็นอยู่ในรูปของ

f{x;À) = e~ÀAx
x\ : X = 0,1,2,...

โดยค่า X คือค่าเฉลี่ยของจำนวนผลสำเร็จท่ีเกิดขึ้นในช่วงเวลาท่ีกำหนดหรือในพ้ืนท่ีใดพื้นท่ีหนึ่ง 
ถ้าสุ่มตัวอย่างขนาด ท จากประชากรที่มีการแจกแจงแบบปิวส์ชง ได้ตัวอย่างสุ่มคือ X p X j,...^  
ค่าเฉล่ียของตัวอย่างสุ่มชุดน้ีคือ

X  = x /n  เม่ือ X  = Ÿ j xi
M

จะได้ว่า X คือจำนวนหน่วยท่ีเกิดผลสำเร็จในช่วงเวลาท่ีจำกัด หรือในพ้ืนท่ีท่ีกำหนด 
ในการสุ่มตัวอย่างขนาด ท และเป็นตัวแปรสุ่ม!เวส์ซงท่ีมีพารามิเตอร์เป็น ท1 โดยมีค่าเฉล่ียเป็น 
ท;I และความแปรปรวน ท/1

ถ้าตัวอย่างสุ่มมีขนาดใหญ่พอ เราสามารถทีจะนำทฤษฎีลิมิตสุ่ส่วนกลางมาประยุกต์ 
ใช้ได้ โดยพิจารณาค่าเฉลี่ยตัวอย่างคือ 1  โดยท่ี

1 = (1เท)Ÿ1X, = X
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และได้ว่า

น ่ป  = ( v « ) | > ( * 1) = (1 /« )Z  A = (1/« ) (« ! )  = *

f (Â) = F ( z )  = F ( x ) /n 2 = A/n

ดังใ4นถ้าตัวอย่างมีขนาดใหญ่เพียงพอ โดยทฤษฎีลิมิตสู่ส่วนกลาง A จะมีการแจก 
แจงแบบปกติโดยประมาณ มีค่าเฉล่ียการแจกแจงเป็น A และค่าความแปรปรวนเป็น A/n

วิธีการประมาณค่าแบบช่วงสำหรับค่าเฉลี่ยของประชากร

การประมาณการแจกแจงความน่าจะเป็นแบบปิวส์ชงโดยใช้การแจกแจงแบบปกติ จะ 
สามารถหาสูตรการประมาณค่าแบบช่วงความเช่ือม่ันสำหรับค่าเฉลี่ยประชากร ของการแจกแจง
แบบปิวส์ชง ได้ดังนี้

ให้ X เป็นตัวแปรสุ่มจากการแจกแจงปิวส์ชง น่ันคือ X~P(X) และ A เป็นค่า 
เฉล่ียตัวอย่าง โดยมี X. เป็นค่าเฉล่ียของประชากร

เม่ือ Â เป็นตัวประมาณแบบจุดของ A ฉะน้ัน

z  -  -  m

แลร P {~Z\-a/2 < - I-c r /2 ) 1 - a

~z\-a/2 < A -A
(A/n) < 21/2 "*l-a/2 1 - a (1)

P(สํ -  z\-a/2 {สํเท} 1/2 < ตั < น่ั + zx_a11 {A/n} 1/2 ) 1 -  a (2)
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ได้ว่าช่วงความเช่ือม่ัน 100(l-cc)% สำหรับ A คือ

(Â -  Z 1.0,2 {A/n}1/2,1  + zx_a12 {Aเท]1/2 )

แต่เน่ืองจากไม่ทราบค่าเฉลี่ยของประชากร การประมาณค่าแบบช่วงสำหรับค่าเฉลี่ยของปร 
จึงทำได้หลายวิธี ในการวิจัยคร้ังน้ีเสนอ 3 วิธีดังต่อไปนี้

1. วิธีการประมาณอย่างง่าย
จาก (2)

P (น ั่- *1-0/2 {x / » } 1/2 <À< น่ั + ̂ .0,2 {A/h}V2) = 1 -o r

แทนค่า /I ด้วย A = x  จะได้

^ ( ด ั- Zl-a/2 {ดัA } ; < A < i  + ZW 2{ ! /« } ' ] 1 - a

น่ันคือ ช่วงความเช่ือม่ัน 100(l-a)% สำหรับ X, ะ (XL,Xu) 
ขีดจำกัดความเชื่อมั่นล่าง (XL) คีอ l - z , _ a/2(น ี้/” ) ;

ขีดจำกัดความเชื่อมั่นบน (Xu) คีอ i  + Zu ■ «/2
V2

2. วิธีการประมาณด้วยรากของสมการกำลังสอง 
จาก (1) เขียนได้ใหม่เป็น

น ี้- ; t
(ดั/ ”) 1/2 ‘ฯ-0/2

ยกกำลังสองทั้งสองข้าง ไสัเป็น

Gพ  =
G (2) =

(น ี้- '* )  -  (z,_a/2)2(ด ั/«)
ด ั2 - 2น้ี +(zo7”)jดั +น ี้2 เมอ Zg = z,„o/2

ชากร
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ให้ G(A) เท่ากับ 0

G ( l)  = A1 - 2 A + Ẑq Inj A + A' 0

อยู่ในรูปของสมการกำลังสอง (quadratic equation)
ax2 +bx + c -  0

จะได้รากของสมการกำลังสองคือ -b ± (b2 -  4acj1 
2 a

เมือ X — A , a - 1 , b = 2A + [z]เท\ , c = Â

น่ันคือ ช่วงความเช่ือน่ัน 100(l-cc)% สำหรับ A : (kL,Xv) 
ขีดจำกัดความเช่ือนั่นล่าง (kL) คีอ

น่ั + (*0 / 2n) -  z0 {(V») + (z0 เ 4ท2)} '

ขีดจำกัดความเช่ือนั่นบน ( \ ข) คือ
Â + [z] เ2ท) + Zq {(1/ท) + [z] เ 4ท2 ) J 1

เม0 Z 0 = Z 1_aj2

3. วิธีการประมาณด้วยตัวประมาณเบสโดยอัลฌิรัต
วิธีการประมาณด้วยตัวประมาณเบสโดยอัณบิร์ต เสนอโดย เจมส์ เอช อัลเบิร์ต

(Jame H. Albert) ในปี 1982 โดยพัฒนามาจากวิธีการประมาณการแจกแจงแบบไค-สแควร์ของ 
วิลสัน และฮิลเฟอร์ติ (พ ilson-Hilfirty approximation) ซึ่งกล่าวว่า สำหรับการแจกแจงแบบไค- 
สแควร์ ถ้าองศาความอิสระ (degrees of freedom ; v) มีค่ามาก (v -» o o ) การแจกแจงแบบไค- 
สแควร์ก็จะณู่1ข้าสู่การแจกแจงแบบปกติ เขียนแทนด้วยสมการ

p(xl < 4  ร ® ({(*/v)',! -  1 + (2/9v)}(9v/2)IA)
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ด้วยเหตุผลดังกล่าวนีทำให้อัลเบิร์ต ได้นำแนวคิดเกี่ยวกับวิธีของเบส์มาประยุกต์ใช้
กับการประมาณของวิลสัน และฮิลเฟอร์ติ ซึ่งมีแนวคิดดังท่ีกล่าวมาแล้วข้างด้น กล่าวคือเขาได้ 
เสนอให้ใช้วิธีการประมาณของเบล้ในการประมาณค่าแบบช่วงสำหรับพารามิเตอร์ของการแจกแจง 
แบบปิวส์ชง โดยการประมาณค่าพารามิเตอร์ X ด้วยตัวประมาณเบส์ ที่มีฟิงก์ชันความ
หนาแน่นแรกเร่ิม (prior density function) เป็น Gamma(a,0) และมีฟิงก์ชันความสูญเสีย
เป็นความสูญเสียในรูปของกำลังสองของความแตกต่างระหว่างตัวประมาณและตัวพารามิเตอร์ที่ถูก 
ประมาณ หรือฟิงต์ชันความสูญเสียคลาดเคล่ือนกำลังสอง (Squared - error loss) แสดงราย
ละเอียดได้ตังนี้

ให้ X1VX2,...,x n เป็นตัวอย่างสุ่มจากประชากรที่มีการแจกแจงแบบป้วส์ชง จะได้ว่า 
ฟิงก์ชันความหนาแน่นแบบมีเงื่อนไขของ X เมือกำหนด A  = X คือ h[x\/1)

h(x\x ) ~nXXx
Xx\X2\...Xn ! 1 x > 0

เม่ือ x = ŸÀXii=1

โดยที่พารามิเตอร์ X เป็นค่าของตัวแปรสุ่ม A  มีฟิงก์ชันความหนาแน่นแรกเร่ิม (prior density 
function) คือ

g(/1) = Gamma{a,p) = e 'w r ~ '
/ ) T ( a )

, X > 0 และ a, (3 > 0

เราเรียก g(x) ว่า ฟิงก์ชันความหนาแน่นแรกเร่ิมของ X และจะได้ g(x\x) เป็นฟิงก์ชันความ 
หนาแน่นแบบมีเง่ือนไขของ X เม่ือกำหนด X=x เราเรียก g{/l|x) ว่า ฟิงก์ชันความหนาแน่น 
ภายหลัง (posterior density function) ของ X ตังนี

ฬ . )  = j x r n x
\g(x)h[x\x)dx
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[เ3เ {np + p } ) r(x + a) Î -* /(/3 /{nP + fl})j(X +a )- l

r r (a)(xt\x 2 i(■ dx

p
np + 1

ซ่ึง k  = X  + a  และ B

น่ันคือ / I \ _ e~^Xa~x e~nXXx par{g)(xx\x 2 \...xp) = paY(à) (x 1ไX2 \...Xn !)
e~alPXA-x

= ~ ¥ y [A)

ดังน้ันฟิงก์ชันความหนาแน่นภายหลังของ X คือ Gamma(A,B) เม่ือ A -  x  + a

และ B=  (3)np+ 1

และช่วงความเช่ือน่ัน 100(1-a) เปอร์เซ็นต์สำหรับ X ก็จะอยู่ใน 100(1-a) เปอร์เซ็นต์ของการ 
แจกแจงภายหลัง (posterior distribution) ท่ีได้กล่าวมาแล้วนี้

เราจะทำการประมาณเปอร์เซ็นต์ไทล้ของการแจกแจงแบบแกมมาโดยใช้การประมาณ 
ของวิลสัน และฮิลเฟอร์ติ (Wilson-Hilferty approximation) ที่ได้กล่าวมาแล้วข้างด้น
เปอร์เซ็นต์ไทล์ท่ี 100P ของการแจกแจงแบบไค-สแควร์ (Chi-Square Distribution)
( ค่'ไ x \  ซ่ึง Pr[ x < x 2p) = p)  ด้วยองศาความอิสระ (degrees of freedom) V สามารถท่ีจะทำ 
การประมาณได้โดย

z ip  =^ zp(2/ ( 9v))1/2+1- ( 2/ ( 9v))
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ดังใน้ั1นถ้า X เป็นตัวแปรสุ่มจากการแจกแจงแบบไค-สแควร์ ด้วยองศาความอิสระ V เรากล่าวได้ว่า
Y = ^ -  จะมีการแจกแจงแบบแกมมาด้วยพารามิเตอร์ -  และ B 2 2

น่ันคือ x ~ z l -โ  r-1-ม ิร
อาศัยหลักการดังกล่าวจะพบว่า เปอร์เซ็นต์ไทส์ท่ี 100P ของการแจกแจงแบบแกมมา 

ด้วยพารามิเตอร์ a  และ P สามารถท่ีจะประมาณได้โดย

afiz  17/ ( 3a 1/2) + l - l / ( 9 a ) ] 3 เม่ือ a > 0 , p > 0  (4)

เราทราบมาแล้วว่าพีงต์ชันความหนาแน่นหลังการทดลองของค่าพารามิเตอร์ X ท่ี
สนใจศึกษามีการแจกแจงแบบแกมมา ด้วยพารามิเตอร์ A , B จาก (3) นำค่าพารามิเตอร์ A 
, B น้ีแทนค่าลงใน (4) จะได้ เปอร์เซ็นต์ไทล้ท่ี 100P ของการแจกแจงภายหลังการทดลองของ 
X คือ

AB[zpl{l>A^) + \-\l(9A )^  (5)

เม่ือ A = X  + a และ B = PnJ3+ 1

และทำการกระจายเทอมกำลังสามของ (5) จะได้สมการหลังการกระจายเทอมกำลังสามแล้วคือ

t 2 r i 1 ไ 1 1 1 + zr Av Bโ ! ,  1 - 2 I 1 2 'ZpU 21 A) 3 1 2741 7 2 9  A \ 21A p 8 IA2 9 A_

จาก (6) จะเห็นว่าเมื่อ A มีค่ามากกว่าหรือเท่ากับ 1 ( A >1 ) เทอมคงที่ทั้งหมดในสมการ
สามารถดัดทิ้งได้ เพราะว่ามีผลต่อค่าที่คำนวณได้จากสมการเพียงเล็กน้อยเท่านั้น
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เพ่ือท่ีจะหาช่วงความเชื่อมั่น 100(1-a) เปอร์เซ็นต์ของการแจกแจงภายหลังการทดลอง 
ของ X โดยใช้สมการ(6) กำหนดให้ p = \ -a /2  และใช้ความจริงท่ีว่า z,_a12= -Z  
ดังน้ันเราจะได้สมการท่ีใช้ในการคำนวณช่วงความเช่ือมั่น

น่ันคือ ช่วงความเช่ือม่ัน 100(1-a)% สำหรับ X : (XL,XV)
ขีดจำกัดความเชื่อม่ันล่าง (X,L) คือ

(  2
AB + B ณ ์-1 - z0(AB)'/2BV2

ขีดจำกัดความเชื่อม่ันบน (Xu) คือ

AB+B + Z0(AB)' B1/2 n l / 2

เม่ือ A = x  + a  , B = —^—  , zn = Z. ,7 และ X  = y  X,n/3+1 ° 1-๙2

เกณฑ์ท่ีใช้ในการเปรียบเทียบการประมาณค่าแบบช่วง

การเปรียบเทียบวิธีการประมาณค่าแบบช่วงสำหรับค่าพารามิเตอร์ ของประชากรท้ัง 3 
วิธีนี้ จะทำการเปรียบเทียบค่าส้มประสิทธิความเชื่อม่ัน และค่าความยาวเฉลี่ยของช่วงความเช่ือ
ม่ันท่ีคำนวณได้จากแต่ละวิธี ที่ระดับความเช่ือม่ัน 3 ระดับคือ 90%, 95% และ 99% ในแต่ละ 
สถานการณ์ของการทดลอง การเปรียบเทียบค่าส้มประสิทธิความเช่ือม่ันของช่วงความเช่ือม่ัน จะ 
ทำการเปรียบเทียบระหว่าง ค่าส้มประสิทธิความเช่ือมั่นของช่วงความเช่ือม่ันท่ีคำนวณได้จากแต่
ละวิธีการประมาณกับค่าส้มประสิทธิความเชื่อมั่นท่ีกำหนด ในการตรวจสอบว่าวิธีการประมาณใด 
ให ค้่าส้มประสิทธิความเชื่อมั่นจากการทดลองไม่ตํ่าไปกว่าค่าส้มประสิทธิความเชื่อม่ันท่ีกำหนดได้ 
หรือไม่น้ัน ผู้วิจัยอาศัยการทดสอบสมมติฐานโดยใช้ตัวสถิติ Z ดังนี้

~z'-°n<  พ ิน ั่ท ั้/ <z"‘n

P -  p'il”)'" <p<  ท ่ ( บ ่ 1 -
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จะได้ (p -z ,_ a12( p { \ - p \ เท)'12 1 p + zx_a12[ p { \ - p ]  เท)'12)

1. ท่ีระดับความเช่ือม่ัน 90%
Hg : P = 0.90
แ เ ะ P *  0.90

จะได้
( 0.90-1.645{0.90(0.10)/2000}1/2 , 0.90+1.645 {0.90(0.10)/2000)1/2 )
(0.8890,0.9110)

2. ท่ีระดับความเช่ือม่ัน 95%
Hg : P = 0.95
H, : P *  0.95

จะได้
( 0.95-1.96{0.95(0.05)/2000}1/2 1 0.95+1.96(0.95(0.05)/2000)1/2 )
(0.9405,0.9596) 3

3. ท่ีระดับความเช่ือม่ัน 99%
Hg : P = 0.99
H, ะ P *  0.99

จะได้
( 0.99-2.576{0.99(0.01)/2000 | 1/2 1 0.99+2.576(0 99(0.01)/2000 )1/2 )
(0.9843 , 0.9957)

น่ันคือท่ีระดับความเช่ือม่ัน 90% ,95% และ 99% ถ้าวิธีการประมาณไดให้ค่า
สัมประสิทธิความเชื่อม่ันจากการทดลองไม่ตํ่ากว่า 0.8890, 0.9405 และ 0.9843 ตามลำดับ จะ 
ถือว่าวิธีการประมาณนี้ ให้ค่าสัมประสิทธิความเชื่อมั่นจากการทดลองไมตาไปกว่าค่าสัมประสิทธิ 
ความเช่ือม่ันที่กำหนดในสถานการณ์น้ัน  ๆ จากนั้นจึงมาพิจารณาเปรียบเทียบค่าความยาวเฉล่ีย
ของช่วงความเช่ือม่ัน ถ้าวิธีการประมาณใดให้ค่าความยาวเฉล่ียของช่วงความเช่ือม่ันฅ่ําท่ีสุด จะ
ถือว่าเป็นวิธีการประมาณท่ีเหมาะสมท่ีสุด ทั้งนี้ ในการเปรียบเทียบค่าความยาวเฉลี่ยของช่วง
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ความเชื่อมั่นจะเปรียบเทียบเฉพาะในกรณีที่วิธีการประมาณให้ค่าส้มประสิทธิความเชื่อมั่นจๅกทๅร 
ทดลองไม่ต่ํากว่าส้มประสิทธิความเชื่อมั่นท่ีกำหนดเท่านั้น
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