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โครงการวิจยัยอยลําดับที่ 6  
เร่ือง ซอฟตแวรคํานวณวเิคราะหคลื่นแมเหล็กไฟฟาและโฟโตนิกส ปที่ 5 

 
 

ผูรับผิดชอบโครงการ ผูชวยศาสตราจารย ทับทิม อางแกว  
 

โครงการวิจยัเรื่องซอฟทแวรวิเคราะหคลื่นแมเหล็กไฟฟาและโฟโตนกิสในปที ่ 5 เปนการ

วิจัยระเบยีบวธิีเชิงตัวเลข (Numerical analysis method) เพื่อนาํมาพฒันาเปนซอฟทแวรชวย

ออกแบบทางวิศวกรรม สําหรับปญหาคลืน่แมเหลก็ไฟฟา หวัขอวิจัยในปที ่ 5 ประกอบดวยหัวขอ

ยอย 2 เร่ือง กลาวคือเร่ืองแรกเปนงานวิจยัที่ เกี่ยวกับการวิเคราะหคลืน่แสงที่เดินทางในวงจร

ผลึกโฟโตนิกส ซึ่งเปนงานวิจยัที่ตอเนื่องจากงานวิจัยในปที่ 4  จุดเดนของงานวิจัยในหัวขอที่ 1 คือ

การวิจยัทีน่ําเอลิเมนตหลายเหลีย่มมาใชในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเพื่อการวิเคราะหคลืน่แสงที่

เดินทางในวงจรนําคลื่นแสงภายในโครงสรางผลึกโฟโตนิกสเพื่อลดเวลาคํานวณ  หัวขอวิจัยยอย

เร่ืองที่ 2 คือการวิเคราะหสนามแมเหล็กไฟฟาที่ใดๆ ในสนามจากขอมูลสนามแมเหล็กไฟฟาบนผิว

ขอบเขตโดยใชสมการอินทกีรัลในรูปของเลขคลิฟฟอรด (Clifford number) งานวจิัยในหัวขอนี้เปน

องคความรูใหมที่นาํเขาใชในการวิเคราะหคลื่นแมเหลก็ไฟฟา  รายงานผลการวิจัยจะกลาวเปน

ลําดับไป 
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หัวขอที่ 1: 
ซอฟทแวรวเิคราะหวงจรนําคลื่นแสงในผลึกโฟโตนกิสดวยระเบยีบวธิีไฟไนตเอลิเมนต-

บีมโพรพาเกชันในโดเมนเวลาและการใชเอลิเมนตหลายเหลีย่ม 
 
1.1 ปญหาและทีม่าของงานวจิัย 

 งานวิจัยนี้ริเร่ิมมาจากการนําคุณสมบัติทางไฟฟาที่สําคัญของผลึกโฟโตนิกส (Photonic 

crystal) (รูปที่ 1.1) มาประยุกตใชในการสงสัญญาณทางแสงตางๆ คุณสมบัติทางไฟฟาดัง

กลาวคือ แถบชองความถี่ของผลึกโฟโตนิกส (Photonic band gap) (รูปที่ 1.2) โดยคลื่น

แมเหล็กไฟฟาที่มีความถี่อยูในชวงของแถบชองความถี่ของผลึกโฟโตนิกสจะไมสามารถเคลื่อนที่

ผานโครงสรางของผลึกโฟโตนิกสนั้นไปได 

รูปที่ 1.1 ผลึกโฟโตนกิส (Photonic crystal) 

 

รูปที่ 1.2 แถบชองความถี่ของผลึกโฟโตนกิส (Photonic band gap) 
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ดวยคุณสมบัติแถบชองความถี่ของผลึกโฟโตนิกสดังที่กลาวไปขางตน จึงไดมีการนํา

ผลึกโฟโตนิกสมาทําเปนสวนของแคลดดิ้ง (Cladding) ของทอนําคลื่นแสงแบบผลึกโฟโตนิกส 

(Photonic crystal waveguide) (รูปที่ 1.3) และใหคลื่นแสงเคลื่อนที่ไปตามสวนคอร (Core) ของ

ทอนําคลื่นแสงนั้น โดยคลื่นแสงที่สามารถเคลื่อนที่ไปไดก็จะตองมีความถี่อยูในชวงของแถบชอง

ความถี่ของผลึกโฟโตนิกสที่นํามาทําเปนแคลดดิ้ง 

 

รูปที่ 1.3 ทอนาํคลื่นแสงแบบผลึกโฟโตนกิส (Photonic crystal waveguide) 

 จากการศึกษางานวิจัยที่เกี่ยวของกับระบบการสงสัญญาณทางแสงในชวงประมาณ 10 ป

ที่ผานมานี้ พบวาทอนําคลื่นแสงแบบผลึกโฟโตนิกส ถูกนํามาใชอยางแพรหลายในการสง

สัญญาณแสง และมีการออกแบบทอนําคลื่นแสงแบบผลึกโฟโตนิกสใหมีรูปรางลักษณะตางๆ ตาม

การประยุกตใชงานในระบบสงสัญญาณทางแสง อยางเชน รูปตัว T หรือ ตัว Y เพื่อประยุกตทํา

เปน บีมสปลิทเตอร (Beam Splitter) หรือ ประยุกตเปนคัปเปลอรแบบมีทิศทาง (Directional 

coupler) เปนตน รูปรางลักษณะตางๆ เหลานี้เรียกวาวงจรผลึกโฟโตนิกส (Photonic Crystal 

Circuits) 

 ในการออกแบบวงจรผลึกโฟโตนิกสนั้น เปนเรื่องจําเปนที่จะตองทําการวิเคราะหลักษณะ

ของสัญญาณแสงที่จะเกิดขึ้นกอนที่จะทําการสรางจริง จึงไดมีงานวิจัยหลายงานที่นําเสนอ

ระเบียบวิธีหรือเทคนิคตางๆเพื่อการวิเคราะหลักษณะของสัญญาณแสงในทอนําสัญญาณแสง

แบบผลึกโฟโตนิกส เชนระเบียบวิธีบีมโพรพาเกชัน (Beam propagation method) [1], ระเบยีบวธิี

ไฟไนตดิฟเฟอรเรนซในโดเมนเวลา (FDTD) [2], ระเบียบวิธีไฟไนตดิฟเฟอรเรนซบีมโพรพาเกชันใน

โดเมนเวลา (Time-domain finite-difference beam propagation method) [3] และ ระเบียบวิธี 
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ไฟไนตเอลิเมนต บีมโพรพาเกชัน ในโดเมนเวลา (Time-domain finite-element beam 

propagation method) [4]-[6] เปนตน 

จากการศึกษางานวิจัยที่เกี่ยวของกับการนําเสนอระเบียบวิธีในการวิเคราะหลักษณะของ

สัญญาณแสงในทอนําสัญญาณแสงแบบผลึกโฟโตนิกสพบวา ในชวงประมาณ 5 ปที่ผานมา 

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลา คือระเบียบวิธีที่มีประสิทธิภาพและเปนที่นิยมในการ

วิเคราะหลักษณะของสัญญาณแสงมากที่สุด หลักการของระเบียบวิธีนี้ กลาวโดยสรุปคือ เปนการ

นําระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมาคํานวณคลื่นแสงที่บางตําแหนง ในบริเวณของทอนําสัญญาณ

แสง และใชระเบียบวิธีบีมโพรพาเกชันในการคํานวณสัญญาณแสงที่ตําแหนงเดียวกัน ณ จุดเวลา

ตางๆ 

ระเบียบวิธี ไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลา มีขอดีคือ ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสามารถ

คํานวณสัญญาณแสงที่ตําแหนงตางๆ (โหนด) ในบริเวณของทอนําสัญญาณแสงไดเปนอยางดี 

โดยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสามารถแบงจํานวนเอลิเมนตใหมีขนาดใดๆ ก็ไดตามความหมาะ

สม กลาวคือ สามารถแบงเอลิเมนตใหมีขนาดเล็กในบริเวณที่ตองการทราบคาของสัญญาณแสง

อยางละเอียด และ แบงเอลิเมนตใหมีขนาดใหญขึ้นในบริเวณที่เราไมตองการทราบคาของ

สัญญาณแสงอยางละเอียดมากนัก นอกจากนี้การแบงเอลิเมนตที่เปนรูปสามเหลี่ยมซึ่งเปน

มาตรฐานของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต ทําใหสามารถแบงเอลิเมนตใหสอดคลองกับรูปรางของ

ปญหาที่พิจารณาที่เปนลักษณะโคงไดเปนอยางดี จากขอดีที่กลาวมา ทําใหระเบียบวิธีโดเมน

เวลา-ไฟไนตเอลิเมนตคือระเบียบวิธีที่มีความแมนยําในการวิเคราะหลักษณะของสัญญาณแสง 

และนาจะนํามาพัฒนาใหระเบียบวิธีดังกลาวมีสมรรถนะในการคํานวณที่ดีข้ึน 

จากการศึกษางานวิจัยที่เกี่ยวของกับการใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลามา

ใชวิเคราะหลักษณะสัญญาณแสงในทอนําสัญญาณแสงแบบผลึกโฟโตนิกสพบวา ลักษณะของ

สัญญาณแสงที่แตละจุดเวลานั้นจะสามารถหาคําตอบไดดวยการแกระบบสมการเชิงเสน โดย

ขนาดของระบบสมการเชิงเสนจะเทากับจํานวนโหนด (Nodal point) ที่เกิดขึ้นจากการแบงเอลิ

เมนตในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต และ สามารถกลาวไดวา ระยะเวลาที่ใชในการคํานวณเพื่อ

วิเคราะหลักษณะของสัญญาณแสงในแตละจุดเวลาจะขึ้นอยูกับขนาดของระบบสมการเชิงเสน

หรือจํานวนโหนดที่เกิดขึ้นจากการแบงเอลิเมนต 
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รูปที่ 1.4 ตัวอยางการแบงเอลิเมนตสําหรบัการวิเคราะหลักษณะของสัญญาณแสงในทอนํา

สัญญาณแสงแบบผลึกโฟโตนิกสโดยใชเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยมทัง้หมด 

แมวาการวิเคราะหลักษณะของคลื่นแสงดวยระเบียบวิธีนี้จะสามารถใหผลการคํานวณที่

แมนยํา แตก็ตองใชเอลิเมนตที่เปนรูปสามเหลี่ยมจํานวนมากในการคํานวณดังตัวอยางในรูปที่ 1.4 

โดยเฉพาะการแบงเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยมในบริเวณที่เปนวงกลมที่สวนแคลดดิ้งของทอนําคลื่น

แสง ซึ่งแมวาจะไมตองการทราบลักษณะของสัญญาณแสงอยางละเอียดมากนักในบริเวณนั้น แต

ก็จําเปนตองแบงเอลิเมนตใหเปนรูปสามเหลี่ยมจํานวนมากพอสมควรเพื่อที่จะประกอบกันเปนรูป

วงกลม ทําใหจํานวนโหนดที่เกิดขึ้นมีมากเกินความจําเปน และสงผลใหการวิเคราะหลักษณะของ

สัญญาณแสงในแตละจุดเวลาใชระยะเวลานานเกินไปซึ่งยังไมมีงานวิจัยใดที่แกไขปญหาตรงจุดนี้ 

ในงานวิจัยนี้จึงคิดวิธีการลดจํานวนโหนดจากการแบงเอลิเมนตที่เกิดขึ้นโดยไมจําเปน เพื่อใหใช

ระยะเวลาในการวิเคราะหลักษณะของสัญญาณแสงในแตละจุดเวลาสั้นลง 

 
1.2 แนวคิดของงานวิจยั 

ในป ค.ศ. 2003 ไดมีงานวิจัยที่คิดคนการแบงเอลิเมนตแบบรูปหลายเหลี่ยม (Poygonal 

element) ในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต [7],[8] ฟงกชันรูปรางที่ใชสําหรับการแบงเอลิเมนตแบบ

รูปหลายเหลี่ยมคือ ฟงกชันรูปรางแบบวาชเสปรส (Wachspress shape function) ในกรณีที่เอลิ

เมนตเปนรูปสามเหลี่ยม ฟงกชันรูปรางแบบวาชเสปรสจะมีลักษณะเหมือนกับฟงกชันรูปรางแบบ

โพลิโนเมียลอันดับหนึ่ง (1st order or linear shape function) ซึ่งเปนฟงกชันรูปรางมาตรฐานที่ใช

กันมานานในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต หรือ สามารถกลาวไดอีกแบบหนึ่งวา ฟงกชันรูปรางที่เปน 

linear shape function สําหรับเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยมเปนสับเซตของฟงกชันรูปรางแบบวาช

เสปรส สําหรับเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมใดๆ 
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การแบงเอลิเมนตและใชฟงกชันรูปรางแบบวาชเสปรส เปนที่นิยมใชกันอยางแพรหลายใน

การใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเพื่อแกปญหาทางดานวิศวกรรมโยธา แตยังไมถูกนํามาใชมาก

นักในการแกปญหาทางดานวิศวกรรมคลื่นแมเหล็กไฟฟา และจากการศึกษางานวิจัยที่ใชระเบียบ

วิธีไฟไนตเอลเิมนตในโดเมนเวลาเพื่อการวิเคราะหลักษณะของคลื่นแสง พบวายังไมมีงานวิจัยใดที่

นําเทคนิคการแบงเอลิเมนตแบบรูปหลายเหลี่ยมทั่วไปมาใชระเบียบวิธีนี้เลย 

ในงานวิจัยนี้จึงมีแนวคิดที่จะใชการแบงเอลิเมนตที่เปนรูปหลายเหลี่ยมสําหรับการ

คํานวณดังรูปที่ 1.5 ซึ่งจะทําใหลดจํานวนโหนดที่เกิดขึ้นจากการแบงเอลิเมนตในระเบียบวิธไีฟ

ไนตเอลิเมนต และคาดวาจะสามารถลดระยะเวลาในการวิเคราะหลักษณะของคลื่นแสงในแตละ

จุดเวลาลงได 

 

รูปที่ 1.5 ตัวอยางการแบงเอลิเมนตสําหรบัการวิเคราะหลักษณะของสัญญาณแสงในทอนํา

สัญญาณแสงแบบผลึกโฟโตนิกสโดยใชรูปหลายเหลีย่ม 
 
1.3 จุดประสงคของงานวจิัย 

1. วิเคราะหลักษณะของคลื่นแสงที่เคลื่อนที่ในวงจรผลึกโฟโตนิกสที่ถูกออกแบบใหมี
ลักษณะตางๆ ตามการประยุกตใชงานในการสื่อสารทางแสง โดยใชระเบียบวิธี ไฟไนตเอ

ลิเมนตในโดเมนเวลา ซึ่งใชการแบงเอลิเมนตแบบใหมคือรูปหลายเหลี่ยม (Polygonal 

Elements) 

2. เปรียบเทียบสมรรถนะในการวิเคราะหลักษณะของคลื่นแสงในวัตถุประสงคขอ 1 ระหวาง

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลาที่ใชเทคนิคการแบงเอลิเมนตแบบรูปหลาย

เหลี่ยม ซึ่งเปนเทคนิคที่งานวิจัยนี้นําเสนอ กบั ระเบียบวิธีเดียวกันแตใชเทคนิคการแบงเอ

ลิเมนตแบบมาตรฐานคือรูปสามเหลี่ยม โดยจะพิจารณาเปรียบเทียบในเรื่องของความ
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สอดคลองของผลการวิเคราะหที่ได และระยะเวลาที่ใชในการคํานวณของทั้งสองเทคนิค

ดังกลาว 

 
1.4 ขั้นตอนการดําเนินงาน 

1. ศึกษาทฤษฎีและระเบียบวิธีตางๆ เพื่อการวิเคราะหลักษณะของคลื่นแสงในวงจรผลึกโฟ

โตนิกสจากงานวิจัยที่ผานมา 

2. ศึกษาทฤษฎีพื้นฐานของระเบียบไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลา 

3. ศึกษาการแบงเอลิเมนตเปนรูปหลายเหลี่ยมและลักษณะของฟงกชันรูปรางแบบวาช-

เสปรสซึ่งถูกนํามาใชในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

4. เขียนโปรแกรมจําลองผลการวิเคราะหคลื่นแสงในวงจรผลึกโฟโตนิกสที่ถูกออกแบบใหมี
ลักษณะตางๆ โดยใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลาซึ่งใชการแบงเอลิเมนตเปน

รูปหลายเหลี่ยม 

5. เปรียบเทียบผลการวิเคราะหที่ไดกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลามาตรฐาน
ซึ่งใชการแบงเอลิเมนตเปนรูปสามเหลี่ยม 

 
1.5  สมการสําหรบัวิเคราะหการแพรกระจายของคลื่นแสงในวงจรผลึกโฟโตนิกส 
 

 

รูปที่ 1.6  โดเมนสําหรับวิเคราะหลักษณะของคลื่นแสงในวงจรผลึกโฟโตนิกสรวมกับเงื่อนไขขอบเขต

แบบ PML 
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เมื่อพิจารณาคลื่นแสงที่เคลื่อนที่ไปตามวงจรผลึกโฟโตนิกสดังรูปที่ 1.6 โดยสมมติใหคลื่น

แสงมีการเปลี่ยนแปลงเฉพาะในแนวแกน y และ z โดยไมมีการเปลี่ยนในแนวแกน x   

เนื่องจากแสงเปนคลื่นแมเหล็กไฟฟา ดังนั้นสนามไฟฟาและสนามแมเหล็กซึ่งเปน

องคประกอบของคลื่นแสงจึงมีความสัมพันธเปนไปตามสมการแมกซเวลในโดเมนของเวลา 

(Maxwell’s equation in time domain) ที่ไมมีแหลงกําเนิดตัวกลางภายใน เมื่อใชเงื่อนไขขอบเขต

แบบแอนไอโซโทรปก PML (Perfectly match layer) [9] ลักษณะของคลื่นแสงในวงจรผลึกโฟโต

นิกสจะสามารถหาไดจากสมการคลื่น TE และ TM โหมดดังสมการที่ (1)  
2

2 2
0y y zz

y z

s s s qsp p
y s y z s z c t
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂Φ ∂ ∂Φ ∂ Φ

+ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠
 (1) 

 โดย 
2, 1,xE p q nΦ = = =   สําหรับ TE โหมด (2) 

2

1, , 1xH p q
n

Φ = = =   สําหรับ TM โหมด (3) 

ซึ่งความหมายของตัวแปรตางๆ ที่ใชในสมการ (1) – (3) แสดงไดดังตารางที่ 1.1 
 

ตารางที่ 1.1 ความหมายของตัวแปรตางๆ ที่ใชในสมการคลื่น TE และ TM โหมด 

xE  องคประกอบของสนามไฟฟาในแนวแกน x 

xH  องคประกอบของสนามแมเหล็กในแนวแกน x 

t  เวลา 

c  ความเร็วของแสงในอากาศวาง (Free space) 

n  ดัชนีหกัเหของแสง (Refractive index) 

ys  และ 

zs  

คาพารามิเตอร PML ซึ่งจะมีคาขึ้นอยูกับหมายเลขของพื้นที่ของ PML ในรูปที ่5 

ตามตารางที ่2.2 

 
ตารางที่ 1.2 พารามิเตอรของ PML 

บริเวณของ PML พารามเิตอร 
PML 1 2 3 4 5 6 7 8 

ys  
1s  2s  1 1 

1s  2s  1s  2s  

zs  1 1 
3s  4s  3s  3s  4s  4s  
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 เงื่อนไขขอบเขตที่ใชในงานวิจัยนี้ คือ Conventional PML [9] และ พารามิเตอรของ PML 

1s , 2s , 3s และ 4s จะเปนไปตามสมการ 
2

1 tani i
i

s j
d
ρ δ

⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (4) 

 โดย ρ คือ ระยะจากจุดเริ่มตนของ PML layer, id คือความหนาของ PML ที่ดานตางๆ ดัง

รูปที่ 5 และ iδ คือ loss angle [9] 

คําตอบของสมการคลื่นในสมการที่ (1), ( , , )y z tΦ  ก็คือลักษณะของคลื่นแสง ซึ่งจะเปน

ฟงกชันขึ้นอยูกับตําแหนงใน 2 แนวแกนคือ y , z และเวลาคือ t  

 

 
1.6  การวิเคราะหลกัษณะของคลื่นแสงดวยระเบยีบวธิีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลา 

สมมติใหคลื่นแสงอยูในรูปของผลคูณของสัญญาณขอมูล (Slow varying amplitude) กับ

คลื่นพาหที่มีความถี่สูงโดยมีความถี่เชิงมุมเทากับ 0ω ดังนั้น 

0( , , ) ( , , )exp( )y z t y z t j tφ ωΦ =  (6) 

เมื่อแทนสมการที่ (6) ลงในสมการที่ (1) จะไดสมการ Partial Differential Equation ของ 

( , , )y z tφ เขียนไดดังสมการที่ (7) 
22

0 0
2 2 2 22 0y z y z y y zz

y z

s s q s s q s s s qsj p p
c t c t y s y z s z c

ω ωφ φ φ φ φ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− − + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠
 (7) 

ในกระบวนการไฟไนตเอลิเมนต โดเมนที่เราตองการวิเคราะหลักษณะของคลื่นแสงจะถูก

แบง (discretized) ใหเปนโดเมนยอยจํานวนจํากัดดังตัวอยางในรูปที่ 1.7 เรียกโดเมนยอยแตละ

อันวาเอลิเมนต (elements) 
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รูปที่ 1.7 โดเมนสําหรับวิเคราะหลักษณะของคลื่นแสงในวงจรผลึกโฟโตนิกสถกูแบงออกเปนโดเมนยอย

รูปสามเหลีย่ม (Triangular elements) 

คาของ ( , , )y z tφ ในแตละเอลิเมนตจะถูกประมาณใหอยูในรูปของผลบวกของผลคูณของ

ฟงกชันรูปราง (Shape function or Interpolating function), ( , )e
iN y z  กับฟงกชันของเวลาที่ไม

ทราบคาที่ตําแหนงโหนดของแตละเอลิเมนต, ( )e
i tφ จํานวน n  พจนดังสมการที่ (8) โดย n มีคา

เทากับจํานวนโหนดยอยของแตละเอลิเมนต เชน 3n =  สําหรับเอลิเมนตที่เปนรูปสามเหลี่ยม 

1
( , , ) ( , ) ( )

n
e e e

i i
i

y z t N y z tφ φ
=

= ∑  (8) 

เมื่อแทนสมการที่ (8) ลงในสมการที่ (7) และประมาณคําตอบของสมการที่ (7) ตาม

ระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางแบบกาเลอคิน (Galerkin’s weight residual method) โดย

เลือกฟงกชันถวงน้ําหนักเปนฟงกชันตัวเดียวกับฟงกชันรูปราง [10],[11] จะไดชุดสมการหนึ่งที่เปน

อนุพันธเทียบกับเวลาอันดับสองของ φ  โดยจํานวนสมการในชุดสมการนั้นจะเทากับจํานวนโหนด

ที่เกิดขึ้นจากการแบงเอลิเมนตตามกระบวนการไฟไนตเอลิเมนต สมการอนุพันธเทียบกับเวลาที่

เกิดขึ้นนั้นสามารถเขียนอยูในรูปของสมการเมทริกซไดดังสมการที่ (9) 

[ ] { } [ ] { } [ ] [ ] { } { }
2 2

0 0
2 2 2 2

1 2 0
d

j
c dt c t c

φ φω ω φ
∂ ⎛ ⎞− − + + =⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

M M K M  (9) 

โดย 

{ }φ คือ เวกเตอรของสนามที่โหนดตางๆ ในโดเมน โดย สมาชิกแถวที ่ i  ของ { }φ คือ

สัญญาณขอมูล ที่โหนดที่ i  ในโดเมน, ( )i tφ  และ{ }0  คือ เวกเตอรศูนย (Null vector) 
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เมทริกซ [ ]K และ [ ]M  ในสมการที่ (9) สามารถหาไดจากสมการที่ (10) - (13)  

[ ] e

e
= ⎡ ⎤⎣ ⎦∑K K  (10) 

[ ]
e

= ⎡ ⎤⎣ ⎦∑ eM M  (11) 

{ } { } { } { }T T

yz
e

y z

sN N N Nsp p dydz
s y y s z z

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
= − −⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
∫∫eK  (12) 

{ }{ }T

y ze
s s q N N dydz⎡ ⎤=⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫∫eM  (13) 

โดย 

{ }N คือ เวกเตอรของฟงกชันรูปราง 

เพื่อใหสามารถแกปญหาในสมการที่ (9) ไดดวยอัลกอริทึมของแคลง-นิโคลสัน (Clank-

Nicholson algorithm) ดังที่จะไดกลาวตอไป จึงตองทําการประมาณสมการที่ (9) ใหอยูในรูปของ

สมการอนุพันธเทียบกับเวลาอันดับหนึ่งเสียกอน 

จากสมการที่ (9) สามารถจัดรูปใหมไดเปน 
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เมื่อใชความสัมพันธของ Pade recurrence [12] กับสมการที่ (14) จะไดวา 
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เมื่อแทนสมการที่ (14) และ (15) ลงในสมการที่ (9) เราจะไดสมการอนุพันธอันดับหนึ่ง

เทียบกับเวลาดังสมการที่ (16) 
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โดย 
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จากนั้นจึงทําการประมาณคําตอบของสมการที่ (16) โดยใชอัลกอริทึมของแคลง-นิโคลสัน 

(Clank-Nicholson algorithm) ซึ่งเปนสมการบีมโพรพาเกชัน คําตอบของสมการที่ (16) ที่
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ประมาณไดจะอยูในรูปของเวกเตอรของสนามที่จุดเวลาตางๆ, { }i
φ โดยที่ i คือจํานวนเต็มที่ระบุ

ลําดับที่ของจุดเวลา ดังสมการที่ (18) 

[ ] { } [ ] { }1i ii i
φ φ

+
=A B  (18) 

โดย 
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2 22

i i ii
j t
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 โดย tΔ  คือ ระยะเวลาระหวางจุดเวลาแตละจุด และ θ  คือพารามิเตอรสําหรับ

ควบคุม stability ของระเบียบวิธีนี้ ซึ่ง คาพารามิเตอรθ  ที่ทําใหระเบียบวิธีนี้มี stability จะอยู

ในชวง 0.5 0.8θ = −  [5]  

เพื่อความถูกตองและ stability ของการประมาณคําตอบในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตใน

โดเมนเวลา จะตองแบงขนาดของเอลิเมนตและระยะเวลาระหวางจุดเวลาใหสอดคลองกับเงื่อนไข

ของ คูแรนด-เฟดริช-เลวี (Courant-Friedrich-Levy condition) [13] เงื่อนไขนี้กลาวถึง

ความสัมพันธระหวางการแบงระยะเวลาระหวางจุดเวลาแตละจุดในระเบียบวิธีบีมโพรพาเกชันกับ

ขนาดของเอลิเมนตที่แบงโดยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดังอสมการที่ (21) 

( )min l
t

c
Δ <  (21) 

โดย ( )min l  คือ ความยาวที่ส้ันที่สุดของระยะขอบของเอลิเมนตที่แบง 

รูปแบบของการคํานวณคาของสนามที่โหนดตางๆ และที่แตละจุดเวลาในสมการที่ (18) 

จะเปนการใชคาของสนามที่โหนดตางๆ ณ จุดเวลาแรก (สนามอินพุท) มาคํานวณสนามที่โหนด

ตางๆ ณ จุดเวลาที่สอง และ ใชคาของสนามที่โหนดตางๆ ณ จุดเวลาที่สอง มาคํานวณสนามที่

โหนดตางๆ ณ จุดเวลาถัดไป เปนเชนนี้เร่ือยไป 

 
1.7  ขั้นตอนในการโปรแกรมของระเบียบวธิีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลา 

โปรแกรมของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลาจะแบงออกไดเปน 2 ขั้นตอน

ใหญๆ คือ ขั้นตอนไฟไนตเอลิเมนต (Finite-element scheme) และ ขั้นตอนอัลกอริทึมของแคลง-

นิโคลสัน (Clank-Nicholson algorithm or Two-point recurrence scheme) 
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1.7.1 ขั้นตอนไฟไนตเอลิเมนต 

ขั้นตอนนี้จะเปนการใชหลักการของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมาแกปญหาที่ตําแหนง

ตางๆ ในโดเมนของวงจรผลึกโฟโตนิกส โดยนําคาของดัชนีหักเหของแสงที่เอลิเมนตตางๆ และ

ฟงกชันรูปรางมาคํานวณสมาชิกของเมทริกซ [ ]K และ [ ]M ตามสมการที่ 10 ถึง 13 และ นํา

เมทริกซ [ ]K และ [ ]M มาคํานวณเมทริกซ [ ]A และ [ ]B ตามสมการที่ 17, 19 และ 20 

ข้ันตอนไฟไนตเอลิเมนตดังที่กลาวมา สามารถสรุปไดดังรูปที่ 1.8 

 

รูปที่ 1.8 ขั้นตอนของไฟไนตเอลิเมนตในโปรแกรม (Finite-element scheme) 

1.7.2 ขั้นตอนอัลกอริทึมของแคลง-นิโคลสัน 

ขั้นตอนนี้จะเปนการปอนคลื่นแสงที่จุดเวลาเริ่มตน,{ }i
φ และแกสมการเชิงเสนขนาดใหญ

เพื่อคํานวณลักษณะของคลื่นแสงที่จุดเวลาถัดไป, { } 1i
φ

+
โดยใชเมทริกซ [ ]A และ [ ]B ที่คํานวณ

ไดจากขั้นตอนของไฟไนตเอลิเมนต 

ขั้นตอนอัลกอริทึมของแคลง-นิโคลสันดังที่กลาวมา สามารถสรุปไดดังรูปที่ 1.9 

 
รูปที่ 1.9  ขั้นตอนอัลกอริทมึของแคลง-นโิคลสันในโปรแกรม 

(Clank-Nicholson algorithm or Two-point recurrence scheme) 
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 ดังนั้นอัลกอริทึมของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลาทั้งหมดจึงสามารถเขียน

รวมไดดังรูปที่ 1.10 

 

รูปที่ 1.10 โปรแกรมอัลกอริทมึของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลาทั้งหมด 
 
1.8  ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลาทีใ่ชการแบงเอลิเมนตรูปหลายเหลีย่ม  
(TD-FEM with Polygonal element) 

 จากทฤษฎีพื้นฐานของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลาสําหรับการวิเคราะหการ

แพรกระจายของคลื่นแสงในวงจรผลึกโฟโตนิกส ดังที่กลาวไปแลวจะเห็นไดวา ลักษณะของการ

คํานวณคลื่นแสงในแตละจุดเวลาจะเปนการแกสมการเชิงเสนขนาดใหญ โดยที่ขนาดของสมการ

เชิงเสนนั้นจะมีคาเทากับจํานวนโหนด (Nodal point) ที่เกิดขึ้นจากการแบงเอลิเมนตในระเบียบวิธี

ไฟไนตเอลิเมนต และไมวาจะแกสมการเชิงเสนที่เกิดขึ้นนั้นดวยวิธีใด ระยะเวลาที่ใชในการแก

สมการนั้นก็จะขึ้นอยูกับขนาดของสมการเชิงเสนนั่นเอง เพราะฉะนั้นจึงสามารถกลาวไดวา 

จํานวนโหนดที่เกิดขึ้นจากการแบงเอลิเมนตคือปจจัยสําคัญที่มีผลตอสมรรถนะในเชิงระยะเวลาที่

ใชคํานวณ (Computation time) ของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลา 
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 ถึงแมวาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลาจะแกปญหาสนามที่ตําแหนงตางๆ 

(Space) ไดดี แตก็มีขอจํากัดที่ผูทําวิจัยพบอยูบางประการที่ทําใหระเบียบวิธีนี้ใชระยะเวลานานใน

การคํานวณโดยไมจําเปน 

1. เมื่อนําระเบียบวิธีนี้ไปวิเคราะหการแพรกระจายของคลื่นแสงในวงจรผลึกโฟโตนิกสที่มี
ขนาดคอนขางใหญ จํานวนโหนดที่เกิดขึ้นจากการแบงเอลิเมนตก็จะมีมาก สงผลให

ระยะเวลาที่ใชในการคํานวณของระเบียบวิธีนี้สูงตามไปดวย 

2. การแบงเอลิเมนตในระเบียบวิธีนี้โดยทั่วไปแลวใชการแบงเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยมทั้งหมด 

เมื่อแกปญหาสนามในบริเวณที่เปนวงกลมที่สวนแคลดดิ้งของทอนําคลื่นแสง แมวาจะไม

ตองการทราบลักษณะของสัญญาณแสงอยางละเอียดมากนักในบริเวณนั้น แตก็

จําเปนตองแบงเอลิเมนตใหเปนรูปสามเหลี่ยมจํานวนมากพอสมควรเพื่อที่จะประกอบกัน

เปนรูปวงกลม มีผลทําใหจํานวนโหนดที่เกิดขึ้นมีมากเกินความจําเปน 

จะเห็นไดวาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลาที่ใชการแบงเอลิเมนตจะมีขอเสียใน

เร่ืองระยะเวลาที่ใชในการคํานวณอันเนื่องมาจากขอจํากัดในการแบงเอลิเมนตที่ เปนรูป

สามเหลี่ยมในกระบวนการไฟไนตเอลิเมนตนั่นเอง ในงานวิจัยนี้จึงคิดวิธีการแบงเอลิเมนตรูปแบบ

ใหมคือรูปหลายเหลี่ยม (Polygonal element) เพื่อพัฒนาสมรรถนะของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิ

เมนตในโดเมนเวลาใหใชระยะเวลาในการคํานวณนอยลง 

 
1.8.1 การเปลี่ยนแปลงในอัลกอริทมึของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลาของ
งานวจิัยนี ้

 งานวิจัยนี้ไดเปลี่ยนแปลงบางสวนของอัลกอริทึมของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมน

เวลา คือ 

1. การแบงเอลิเมนตจากเดิมรูปสามเหลี่ยมเปนรูปหลายเหลี่ยม 

2. ฟงกชันรูปรางที่ใชในการอินทิเกรตเพื่อคํานวณเมทริกซ [ ]A และ [ ]B จากเดิมคือ

ฟงกชันโพลีโนเมียลอันดับหนึ่งหรือสอง (linear or quadratic shape function) ซึ่ง

เปนฟงกชันรูปรางสําหรับการแบงเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยม ในงานวิจัยนี้ใชฟงกชัน

รูปรางแบบวาชสเปรช (Wachspress shape function) 
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รูปที่ 1.11 การเปลี่ยนแปลงในอัลกอริทึมของระเบียบวธิีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลาของงานวิจยันี ้

 

1.8.2 ฟงกชันรูปรางสําหรับเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยม 

ในหัวขอนี้จะเปนการกลาวถึงที่มาของฟงกชันรูปรางสําหรับการแบงเอลิเมนตรูปหลาย

เหลี่ยม  

จากทฤษีพื้นฐานของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลา คาของ ( , , )y z tφ ในแตละ

เอลิเมนตจะถูกประมาณใหอยูในรูปของผลบวกของผลคูณของฟงกชันรูปราง (Shape function or 

Interpolating function), ( , )e
iN y z  กับฟงกชันของเวลาที่ไมทราบคาที่ตําแหนงโหนดของแตละเอ

ลิเมนต, ( )e
i tφ จํานวน n  พจนดังสมการที่ (22) โดย n มีคาเทากับจํานวนโหนดยอยหรือจํานวน

เหลี่ยมของแตละเอลิเมนต เชน 3n =  สําหรับเอลิเมนตที่เปนรูปสามเหลี่ยมใดๆ ในรูปที่ 6, 4n =

สําหรับเอลิเมนตที่เปนรูปส่ีเหลี่ยมใดๆ 
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รูปที่ 1.12 เอลิเมนตรูปสามเหลี่ยม  รูปที่ 1.13 เอลิเมนตรูปส่ีเหลี่ยม 

 

1
( , , ) ( , ) ( )

n
e e e

i i
i

y z t N y z tφ φ
=

= ∑  (22) 

ฟงกชันรูปรางที่ใชสําหรับการแบงเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมทั่วไป เรียกวา ฟงกชันรูปราง

แบบวาชเสปรส (Wachspress shape function) ซึ่งจะถูกเขียนใหอยูในเทอมของแบรีเซ็นทริก โค

ออดิเนต (Barycentric coordinate) ดังสมการที่ (23) [8] 

1

( , )( , )
( , )

e
e i

ni
e
j

j

w y zN y z
w y z

=

=
∑

 (23) 

โดย ( , )e
jw y z คือ barycentric coordinate สําหรับเอลิเมนตหลายเหลี่ยมทั่วไป (n-gon) 

ถูกเรียกวาฟงกชันถวงน้ําหนัก (weight function) ของโหนดที่ j ของเอลิเมนต จํานวนฟงกชันถวง
น้ําหนักจะมีเทากับ n  ตัวหรือเทากับจํานวนเหลี่ยมของเอลิเมนตที่แบง ซึ่งฟงกชันถวงน้าํหนกัทีจ่ดุ 

( ),p y z  สามารถคํานวณไดจากพื้นที่สามเหลี่ยม 3 อันดังสมการที่ (24) 
( 1, , 1)( , )

( , 1, ) ( , , 1)
e
j

A j j jw y z
A p j j A p j j

− +
=

− +
 (24) 

โดย  

( 1, , 1)A j j j− + คือ พื้นที่สามเหลี่ยมที่ประกอบไปดวยโหนดที่  1, , 1j j j− +

ตามลําดับ 

( , 1, )A p j j− คือ  พื้นที่สามเหลี่ยมที่ประกอบไปดวยโหนดที่  1,j j− และจุด 

( ),p y z  

( , , 1)A p j j + คือ  พื้นที่สามเหลี่ยมที่ประกอบไปดวยโหนดที่  , 1j j + และจุด 

( ),p y z  
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จ ะ เ ห็ น ไ ด ว า  ( 1, , 1)A j j j− + จ ะ เ ป น ตั ว เ ล ข ซึ่ ง ไ ม ใ ช ฟ ง ก ชั น  ใ น ขณะที่ 

( , 1, )A p j j− และ ( , , 1)A p j j + จะเปนฟงกชันโพลีโนเมียลอันดับหนึ่งของ y และ z  

ตอไปนี้เปนตัวอยางการหาฟงกชันรูปรางแบบวาชเสปรส สําหรับเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยม 

สําหรับเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยม 3n = ;  

กําหนดใหพื้นที่ของเอลิเมนตสามเหลี่ยมเทากับ A  

จํานวนฟงกชันรูปรางที่ใชจึงมี 3= ตัว คือ 1 ( , )eN y z , 2 ( , )eN y z และ 3 ( , )eN y z  

จํานวนฟงกชันถวงน้ําหนัก (Weight function) 3= ตัว คือ 1 ( , )ew y z , 2 ( , )ew y z และ 3 ( , )ew y z
โดย 

 
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )1

0,1,2 3,1,2
( , )

,0,1 ,1,2 ,3,1 ,1,2
e A A

w y z
A p A p A p A p

= =  

 
( )

( ) ( )2

1,2,3
( , )

,1,2 ,2,3
e A

w y z
A p A p

=  

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )3

2,3,4 2,3,1
( , )

,2,3 ,3,4 ,2,3 ,3,1
e A A

w y z
A p A p A p A p

= =  

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

3

1

3,1,2 1,2,3 2,3,1
( , )

,3,1 ,1,2 ,1,2 ,2,3 ,2,3 ,3,1

3,1,2 ,2,3 1,2,3 ,3,1 2,3,1 ,1,2
                 

,1,2 ,2,3 ,3,1

3,1,2 ,2,3 ,3,1 ,1,2
                 

,1,2

e
j

j

A A A
w y z

A p A p A p A p A p A p

A A p A A p A A p
A p A p A p

A A p A p A p
A p A p

=

= + +

+ +
=

+ +⎡ ⎤⎣ ⎦=

∑

( ) ( ),2,3 ,3,1A p
 

จากสมการของฟงกชันรูปรางแบบวาชเสปรส จะไดวา 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1
31

1

3,1,2
,3,1 ,1,2( , )( , )

3,1,2 ,2,3 ,3,1 ,1,2( , )
,1,2 ,2,3 ,3,1

e
e

e
j

j

A
A p A pw y zN y z

A A p A p A pw y z
A p A p A p=

= =
+ +⎡ ⎤⎣ ⎦∑
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( )
( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )2 3 3 2 2 3 3 2

,2,3
             

,2,3 ,3,1 ,1,2

,2,3
             

             
2

A p
A p A p A p

A p
A

y z y z z z y y y z
A

=
+ +⎡ ⎤⎣ ⎦

=

− + − + −⎡ ⎤⎣ ⎦=

 

ในทํานองเดียวกันสามารถหาคาของ 2 ( , )eN y z และ 3 ( , )eN y z จะไดวา 

( ) ( ) ( ) ( )1 3 3 1 1 3 3 12
32

1

,1,3( , )( , )
2( , )

e
e

e
j

j

y z y z z z y y y zA pw y zN y z
A Aw y z

=

− + − + −⎡ ⎤⎣ ⎦= = =
∑

( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1 1 2 2 13
33

1

,1,2( , )( , )
2( , )

e
e

e
j

j

y z y z z z y y y zA pw y zN y z
A Aw y z

=

− + − + −⎡ ⎤⎣ ⎦= = =
∑

  

จะเห็นไดวา ฟงกชันรูปรางแบบวาชเสปรสสําหรับเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยมที่หาไดจะเปน 

ฟงกชันโพลีโนเมียลอันดับหนึ่ง (Linear shape function) ซึ่งเปนฟงกชันเดียวกับฟงกชันรูปราง

มาตรฐานแบบโพลีโนเมียลอันดับหนึ่งสําหรับการแบงเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยมในระเบียบวิธีไฟไนต

เอลิเมนต [10] 

 สําหรับเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมทั่วไป ( 3)n > เมื่อใชสมการที่ (23) และ (24) ในการหา

ฟงกชันรูปรางแบบวาชเสปรส จะพบวา ฟงกชันรูปรางแบบวาชเสปรสสําหรับเอลิเมนต n เหลี่ยม
จะอยูในรูปของอัตราสวนของฟงกชันโพลิโนเมียลอันดับที่ 2n −  เชน สําหรับเอลิเมนตรูป

ส่ีเหลี่ยม ( 4)n =  ฟงกชันรูปรางแบบวาชเสปรสจะอยูในรูปอัตราสวนของฟงกชันโพลิโนเมียล

อันดับที่ 2 2n − = หรือเขียนไดเปน 
2 2

1 2 3 4 5 6
2 2

1 2 3 4 5 6

( , )    1,2,3,4i i i i i i
i

i i i i i i

a a y a z a yz a y a zN y z i
b b y b z b yz b y b z
+ + + + +

= =
+ + + + +

 

โดยสัมประสิทธิ์ทุกตัวจะเปนตัวแปรที่ทราบคา 
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1.8.3 วิธีการหาอนุพันธของฟงกชันรูปรางแบบวาชเสปรส 

ในการหาอนุพันธของฟงกชันรูปรางแบบวาชเสปรส จะตองคํานึงถึงความเหมาะสม

สําหรับการเขียนโปรแกรมดวย ในงานวิจัยนี้ทําการหาอนุพันธของฟงกชันรูปรางแบบวาชเสปรส

โดยมองวาฟงกชันนี้เปนเศษสวนของฟงกชันโพลีโนเมียลดังสมการที่ (25) และใชหลักการหา

อนุพันธของเศษสวนของฟงกชันดังที่จะกลาวตอไป 

( )
( )

1

2

1

( , ) ,
( , )

,( , )

e
je

ni
e
j

j

w y z f y z
N y z

f y zw y z
=

= =
∑

 (25) 

อนุพันธเทียบกับ y และ z ของฟงกชันรูปรางในสมการที่ (25) คือ 

( )

1 2
2 1

1
2

2 2

e
i

df dff f
dN d f dy dy
dy dy f f

−
⎛ ⎞

= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (26) 

( )

1 2
2 1

1
2

2 2

e
i

df dff fdN d f dz dz
dz dz f f

−⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (27) 

 หลังจากนั้นทําการหา 1 1 2, ,df df df
dy dz dy

และ 2df
dz

ไดวา 

1 ( 1, , 1)
( , 1, ) ( , , 1)

e
jdwdf d A j j j

dy dy dy A p j j A p j j
⎛ ⎞− +

= = ⎜ ⎟− +⎝ ⎠
 (28) 

1 ( 1, , 1)
( , 1, ) ( , , 1)

e
jdwdf d A j j j

dz dz dz A p j j A p j j
⎛ ⎞− +

= = ⎜ ⎟− +⎝ ⎠
 (29) 

( )12

1 1

( 1, , 1)
( , 1, ) ( , , 1)

n
e

ej n n
j j

j j

d w d wdf d A j j j
dy dy dy dy A p j j A p j j

=

= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎛ ⎞− +⎝ ⎠= = = ⎜ ⎟− +⎝ ⎠

∑
∑ ∑  

(30) 

( )12

1 1

( 1, , 1)
( , 1, ) ( , , 1)

n
e

ej n n
j j

j j

d w d wdf d A j j j
dz dz dz dz A p j j A p j j

=

= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎛ ⎞− +⎝ ⎠= = = ⎜ ⎟− +⎝ ⎠

∑
∑ ∑  

(31) 

อนุพันธ ( 1, , 1)
( , 1, ) ( , , 1)

d A j j j
dy A p j j A p j j

⎛ ⎞− +
⎜ ⎟− +⎝ ⎠

และ ( 1, , 1)
( , 1, ) ( , , 1)

d A j j j
dz A p j j A p j j

⎛ ⎞− +
⎜ ⎟− +⎝ ⎠

ใน

สมการที่ (28)-(31) จะสามารถหาไดโดยใชการหาอนุพันธของเศษสวนของฟงกชันดังตอไปนี้ 
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เพื่อความสะดวกจงึกําหนดให ( 1, , 1) edgeA j j j A− + = , 1( , 1, )A p j j A− =

และ 2( , , 1)A p j j A+ =  

( )
2 1

2 1 2
1 2 1 2

( 1, , 1)
( , 1, ) ( , , 1)

edge edgeA Ad A j j j d dA dAA A
dy A p j j A p j j dy A A dy dyA A

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +
= = − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 (32) 

( )
2 1

2 1 2
1 2 1 2

( 1, , 1)
( , 1, ) ( , , 1)

edge edgeA Ad A j j j d dA dAA A
dz A p j j A p j j dz A A dz dzA A

⎛ ⎞⎛ ⎞− + ⎛ ⎞= = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− + ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (33) 

 

1.8.4 การอินทิเกรตฟงกชันรูปรางและอนุพันธของฟงกชันรูปรางแบบวาชเสปรสสําหรับ
เอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมทั่วไป 

จากสมการที่ (12) และ (13) สมาชิกแถวที่ i และหลักที่ j ใน ⎡ ⎤⎣ ⎦
eK และ ⎡ ⎤⎣ ⎦

eM สามารถ

หาไดตามสมการที่ (34) และ (35) ตามลําดับ 

j y je z i i
ij e

y z

N s Ns N NK p p dydz
s y y s z z

⎡ ⎤∂ ∂∂ ∂
= − −⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦
∫∫  (34) 

e
ij y z i je

M s s qN N dydz⎡ ⎤= ⎣ ⎦∫∫  (35) 

ในการคํานวณคาของสมาชิกในเมทริกซ ⎡ ⎤⎣ ⎦
eK และ ⎡ ⎤⎣ ⎦

eM ของแตละเอลิเมนตตาม

สมการที่ (34) และ (35) จะเห็นวาตองทําการอินทิเกรตฟงกชันรูปรางเพื่อคํานวณสมาชิกของเมท

ริกซ ⎡ ⎤⎣ ⎦
eM  และอินทิเกรตอนุพันธของฟงกชันรูปรางเพื่อคํานวณสมาชิกของเมทริกซ ⎡ ⎤⎣ ⎦

eK  

ในงานวิจัยนี้ทําการอินทิเกรตฟงกชันรูปรางและอนุพันธของฟงกชันรูปรางโดยใชเทคนิค

การประมาณของซิมพสัน (Simpson’s rule) ในการคํานวณสมาชิกของ ⎡ ⎤⎣ ⎦
eK  และ ⎡ ⎤⎣ ⎦

eM ใน

สมการที่ (34) และ (35) จะแทน kernel ของการอินทิเกรตดวย ( , )k y z และ ( , )m y z  ตามลําดับ 

โดย 

( , ) j y jz i i

y z

N s Ns N Nk y z p p
s y y s z z

∂ ∂∂ ∂
= − −

∂ ∂ ∂ ∂
 (34) 

( , ) y z i jm y z s s qN N=  (35) 

สมการที่ (34) และ (35) สามารถเขียนใหมไดเปน 

( , )e
ij e

K k y z dydz= ∫∫  (36) 

( , )e
ij e

M m y z dydz= ∫∫  (37) 
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รูปที่ 1.14  เอลิเมนตรูปส่ีเหลี่ยม 1 เอลิเมนต ถกูแบงใหเปนรูปสามเหลี่ยมยอย เพื่อการประมาณ

คาของการอนิทิเกรตโดยใช Simpson’s rule 

 

 เอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมจะถูกแบงออกเปนสามเหลี่ยมยอยดังรูปที่ 3.4 โดยจํานวน

สามเหลี่ยมที่แบง m=   และใชเทคนิคการประมาณตามกฎของซิมพสัน กับสมการที่ (36) และ 

(37) จะไดวา 

1
( , )

m
e
ij i i i

i
K k y z A

=

= ∑  (36) 

1
( , )

m
e
ij i i i

i
M m y z A

=

= ∑  (37) 

โดย 

( , )i ik y z และ ( , )i im y z คือคาของฟงกชันที่จุด centroid ของสามเหลี่ยมยอยลําดับที่ i  

iA  คือ พื้นที่ของสามเหลี่ยมยอยลําดับที่ i  

 
1.9 ผลการวจิัย 

เพื่อใหการวิเคราะหลักษณะของคลื่นแสงที่เคลื่อนที่ไปตามทอนําสัญญาณแสงแบบ

ผลึกโฟโตนิกสโดยใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลามีประสิทธิภาพมากขึ้นในเรื่องของ

การลดระยะเวลาที่ใชในการคํานวณสนาม ณ จุดเวลาตางๆ ผูทําวิจัยจึงไดนําเสนอหลักการของ

การแบงเอลิเมนตแบบรูปหลายเหลี่ยมมาใชในการคํานวณ โดยในงานวิจัยเบื้องตนนี้ใชการแบงเอ

ลิเมนตแบบรูปส่ีเหลี่ยมใดๆ และนําผลการวิเคราะหลักษณะของสัญญาณแสงที่ไดมาเปรียบเทียบ

กับผลการวิเคราะหจากระเบียบวิธี TD-FE-BPM มาตรฐานที่ใชการแบงเอลิเมนตแบบรูป

สามเหลี่ยมทั้งหมด อีกทั้งยังเปรียบเทียบระยะเวลาที่ใชในการคํานวณสนามในแตละจุดเวลาดวย 

ตัวอยางของวงจรผลึกโฟโตนิกสที่นํามาพิจารณาในเบื้องตนก็คือ ทอนําสัญญาณแสง

แบบตรง และ ลอมรอบไปดวยวัสดุดูดกลืนคลื่นแบบ Perfectly match layer (PML) ดังรูปที่ 1.15 
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ผลึกโฟโตนิกสที่นํามาพิจารณาจะเปน Dielectric rod ที่มีดัชนีหักเห 3.4n = ตั้งอยูบนตัวกลางที่

เปนอากาศซึ่งมีดัชนีหักเห 1n = ซึ่ง โดยมี lattice constant, 0.58 .a mμ=  และ รัศมีของ 

Dielectric rod, 0.18r a=  ผลึกโฟโตนิกสดังที่กลาวมานี้มีแถบชองความถี่สําหรับ TE โหมดอยู

ในชวง 0.302 2 /a cω π= ×  ถึง 0.443 2 /a cω π= × [2] 

รูปที่ 1.15 ทอนําคลืน่แสงแบบผลึกโฟโตนิกสแบบตรง ลอมรอบดวย PML 

 

สนามไฟฟาอินพุทในรูปที่ 1.15 มีลักษณะเปนรูปเกาสเซียน (Gaussian pulse) ที่มีขนาด

มากที่สุด A=  ที่จุด 0 0( , )y z , ขนาดจุด (spot size) ตามแนวแกน y และ z  yW= และ zW  

ตามลําดับและ มี propagation constant =β แสดงไดดังสมการที่ (38) ความยาวคลื่นของ

คลื่นพาหที่ใชนําสัญญาณแสงที่งานวิจัยนี้ใช, 1.5 mλ μ=  ซึ่งอยูในแถบชองความถี่ TE Mode  

รูปของสนามไฟฟาอินพุทสามารถแสดงไดดังรูปที่ 1.16 

[ ]
2 2

0 0
0( , , 0) exp exp ( )

y z

y y z zy z t A j z z
W W

φ β
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎢ ⎥= = − − × − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

 (38) 
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รูปที่ 1.16 สนามไฟฟาอนิพทุ 

ชวงระยะระหวางจุดเวลาที่งานวิจัยนี้ใช, 1.0 fstΔ =  ซึ่งเปนไปตามเงื่อนไขของ คูแรนด-

เฟดริช-เลวี (Courant-Friedrich-Levy condition) [13] 

ผูวิจัยไดทําการแบงเอลิเมนตในทอนําสัญญาณแสงในรูปที่ 1.15 เปน 4 แบบก็คือ แบบ

สามเหลี่ยมทั้งหมดดังรูปที่ 1.17  ซึ่งเปนเทคนิคการแบงเอลิเมนตแบบมาตรฐานและใชผลการ

คํานวณอางอิงในการทดลองนี้, แบบรูปผสมระหวางสามเหลี่ยมกับ 16 เหลี่ยม ดังรูปที่ 1.18, แบบ

รูปส่ีเหลี่ยมทั้งหมดดังรูปที่ 1.19 และ แบบรูปผสมระหวางสี่เหลี่ยมกับ 16 เหลี่ยมดังรูปที่ 1.20 ซึ่ง

การแบงเอลิเมนตในรูปที่ 1.17 – 1.120 นี้เปนเทคนิคการแบงเอลิเมนตที่งานวิจัยนี้นําเสนอ 

จํานวนโหนดที่เกิดขึ้นจากการแบงเอลิเมนตทั้ง 4 แบบสามารถสรุปไดในตารางที่ 1.3 ซึ่งจะเห็นได

วา จํานวนโหนดที่เกิดขึ้นจากการแบงเอลิเมนตแบบรูปหลายเหลี่ยมนั้นมีนอยกวาแบบรูป

สามเหลี่ยมมาตรฐาน 

ตารางที่ 1.3 จํานวนโหนดและจํานวนเอลิเมนตที่เกิดจากการแบงเอลิเมนตทั้ง 2 แบบ 

การแบงเอลิเมนต จํานวนโหนด 

รูปสามเหลีย่มทั้งหมด (รูปที่ 4.3.1) 4,586 

รูปผสมระหวางสามเหลี่ยมกบั 16 เหลี่ยม (รูปที่ 4.3.2) 4,190 

รูปส่ีเหลี่ยมทั้งหมด (รูปที่ 4.3.3) 3,953 

รูปผสมระหวางสี่เหลีย่มกับ 16 เหลี่ยม(รูปที่ 4.3.4) 3,557 
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รูปที่ 1.17 การแบงเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยมทั้งหมด 

 

 
รูปที่ 1.18 การแบงเอลิเมนตรูปแบบผสมระหวางสามเหลี่ยมกับ 16 เหลี่ยม 

 

รูปที่ 1.19 การแบงเอลิเมนตรูปส่ีเหลี่ยมทั้งหมด 
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รูปที่ 1.20 การแบงเอลิเมนตรูปแบบผสมระหวางสี่เหลีย่มกับ 16 เหลี่ยม 

 

รูปที่ 1.21 ถึง 1.24 แสดงผลการวิเคราะหลักษณะของคลื่นแสงที่ได ณ เวลา 10 fs นับ

จากปอนสนามอินพุท โดยใชวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลาซึ่งใชเทคนิคการแบงเอลิเมนตแบบ

มาตรฐานคือสามเหลี่ยมทั้งหมด (รูปที่ 1.17) และแบบรูปหลายเหลี่ยมทั่วไปแบบตางๆ ที่งานวิจัย

นี้ทดลองแบง (รูปที่ 1.17-1.20) ตามลําดับ ซึ่งพบวาผลการวิเคราะหสนามที่ไดจากการแบงเอลิ

เมนตรูปหลายเหลี่ยมนั้นมีความใกลเคียงกับการแบงเอลิเมนตแบบมาตรฐานคือรูปสามเหลี่ยม

ทั้งหมด 

รูปที่ 1.25 แสดงลักษณะของสนามไฟฟาตามขวางในแนวแกน y ของสัญญาณแสงที่

ระยะหางจากตําแหนง Waveguide facet =6a ณ เวลา 10 fs โดยขนาดของสนามไฟฟานั้นจะถูก 

normalize โดยขนาดของสนามอินพุท, A   

จากผลการคํานวณที่แสดงในรูปที่ 4.4.1-4.4.4 ซึ่งแสดงผลการคํานวณ Electric pattern 

และรูปที่ 1.25 ซึ่งแสดงผลของสนามไฟฟาตามขวางในแนวแกน y จะเห็นไดวา ผลการคํานวณ

โดยใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลาซึ่งใชการแบงเอลิเมนตแบบรูปหลายเหลี่ยมกับ

แบบรูปสามเหลี่ยมมีความใกลเคียงกัน 
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รูปที่ 1.21 แบงเอลิเมนตแบบรูปสามเหลีย่มทั้งหมด 

 

รูปที่ 1.22 แบงเอลิเมนตแบบผสมระหวางรูปสามเหลีย่มกับรูป 16 เหลี่ยม 

 

รูปที่ 1.23 แบงเอลิเมนตแบบรูปส่ีเหลี่ยมทั้งหมด 
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รูปที่ 1.24 แบงเอลิเมนตแบบผสมระหวางรูปส่ีเหลี่ยมกบัรูป 16 เหลี่ยม 

ผลการวิเคราะหลักษณะของสัญญาณแสงโดยใชระเบียบวิธี TD-FEM โดยใชการแบงเอลิ

เมนตรูปแบบตางๆ 

 

 

 

รูปที่ 1.25 สนามไฟฟาตามขวางในแนวแกน y ที่ระยะหางจากตําแหนง Waveguide facet 6a=  

ณ เวลา 10 fs 
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ในตารางที่ 1.4 จะแสดงใหเห็นถึงระยะเวลาในการคํานวณที่ลดลงจากระเบียบวิธี TD-

FEM มาตรฐานเปน % เมื่อทําการแบงเอลิเมนตเปนรูปหลายเหลี่ยมในลักษณะตางๆ ซึ่งจะเห็นได

วาการคํานวณโดยใชระเบียบวิธี TD-FEM ซึ่งใชการแบงเอลิเมนตแบบรูปหลายเหลี่ยมทั่วไปนั้นใช

ระยะเวลาการคํานวณนอยกวาการใชการแบงเอลิเมนตแบบมาตรฐานคือรูปสามเหลี่ยม เน่ืองจาก

จํานวนโหนดที่เกิดขึ้นจากการแบงเอลิเมนตที่งานวิจัยนี้นําเสนอมีนอยกวาการแบงเอลิเมนตแบบ

มาตรฐาน ทําใหขนาดของสมการเชิงเสนสําหรับคํานวณสนามในแตละจุดเวลานั้นเล็กลง 

ตารางที่ 1.4 ระยะเวลาในการคํานวณที่ลดลงจาก TD-FEM มาตรฐานของระเบียบวธิี TD-
FEM ที่ใชการแบงเอลิเมนตในรูปแบบตางๆ 

การแบงเอลิเมนต จํานวนโหนด 
ระยะเวลาใน
การคํานวณที่
ลดลง (%) 

รูปสามเหลีย่มทั้งหมด (รูปที่ 4.3.1) 4,586 - 

รูปผสมระหวางสามเหลี่ยมกบั 16 เหลี่ยม (รูปที่ 4.3.2) 4,190 18% 

รูปส่ีเหลี่ยมทั้งหมด (รูปที่ 4.3.3) 3,953 27% 

รูปผสมระหวางสี่เหลีย่มกับ 16 เหลี่ยม(รูปที่ 4.3.4) 3,557 38% 

 
 
1.9 สรุป 

จากการศึกษาวิจัยในขั้นตนพบวาสมรรถนะในเชิ งระยะเวลาในการคํานวณ 

(Computation time) ของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลานั้นขึ้นอยูกับจํานวนโหนด 

(Nodal points) ที่เกิดขึ้นจากขั้นตอนการแบงเอลิเมนตในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite-

element scheme) ในงานวิจัยนี้จึงไดนําเสนอเทคนิคการแบงเอลิเมนตแบบรูปหลายเหลี่ยม 

(Polygonal element) เพื่อลดจํานวนโหนดที่เกิดขึ้นดังกลาว และ พบวาสามารถลดระยะเวลาใน

การคํานวณของระเบียบวิธีนี้ได โดยที่ยังใหผลการคํานวณที่สอดคลองกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิ

เมนตในโดเมนเวลามาตรฐานที่ใชการแบงเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยม 

งานวิจัยที่จําทําตอไปคือการนําไปใชคํานวณกับกรณีตัวอยางทอนําคลื่นรูปที่ไมเปนทอ

ตรง เชนทอหักมุมฉาก  การคัปปล้ิงระหวางทอนําคลื่นแสงในผลึกโฟตินกสเปนตน  ผลการวิจัยจะ

นําไปสรางเปนซอฟทแวรที่ใชงาย (user-friendly) เพื่อใชวิเคราะหสําหรับการออกแบบวงจรนํา

คลื่นแสงโฟโตนิกสตอไป 
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หัวขอที่ 2: 
การคํานวณวเิคราะหสนามแมเหลก็ไฟฟาสําหรับบริเวณเปดโลงดวย 

สมการอินทกีรัลในรูปของพีชคณิตคลฟิฟอรด 
 

2.1  บทนํา  
นักฟสิกสจาํเปนตองใชเครือ่งมือทางวิทยาศาสตร เพื่อใชในการอธิบายปรากฏการณตางๆ 

ซึ่งเครื่องมือเหลานัน้ คือ คณิตศาสตร เวคเตอรเปนเครื่องมือชนิดหนึง่ทางคณิตศาสตรที่รูจักกันดี 

ซึ่งใชในการบรรยายขนาดและทิศทางของปริมาณตางๆ เชน สนามแมเหล็กไฟฟา กระแสน้ํา เปน

ตน นอกจากเวคเตอรแลว ยังมีเครื่องมอืทางคณิตศาสตรอ่ืนๆ ที่นยิมใชกนัอยูแพรหลาย เชน 

Tensor, Quaternion Geometric, Algebraและ Clifford Algebra เปนตน 

ป ค.ศ. 1878 Clifford Algebra ถูกสรางขึ้นโดย William Kingdon Clifford โดยการนํา

คุณสมบัติเวคเตอรของ Quaternion Algebras และคุณสมบัติของการ Exterior Product ของ 

Grassmann’s variable ซึ่งจะทําใหเกิดประโยชน เนื่องจากสามารถแกไขปญหาที่เกิดขึ้นได 

อยางไรก็ตาม Clifford Algebras ไมเกิดความแพรหลายมากนัก เนื่องจาก William K. Clifford ได

เสียชีวิตอยางกะทนัหัน ทาํให Clifford Algebra และในขณะเดียวกนันัน้ Josiah Willard Gibbs 

ซึ่งเปนนักวิศวกร ไดทําการศึกษาและใชงานเวคเตอรจนกระทั่งสามารถแกปญหาตางๆ ได จนเปน

ที่ยอมรับแพรหลายในเวลานั้น รวมทั้งยังสามารถนํามาใชในการบรรยายสนามแมเหล็กไฟฟาได 

ตอมาเมื่อนกัวทิยาศาสตรเร่ิมสนใจใน quantum theory จึงทําให Clifford Algebra กลับมาเปนที่

สนใจอีกครั้ง เนื่องจากเวคเตอรไมสามารถนํามาใชในการอธิบายทฤษฎีดังกลาวได 

 
2.2  เลขคลฟิฟอรด (Clifford number) 

เลขคลิฟฟอรด เปนจาํนวนใดๆ ที่ใชในการบงบอกถงึปริมาณของขนาดและทิศทาง ซึ่ง

สามารถแสดงถึงคาสนามแมเหล็กไฟฟาไดเปนอยางดี ในการศึกษาเกีย่วกับ เลขคลิฟฟอรด ใน

เบื้องตนนั้น เราจะกลาวถึงองคประกอบทีส่ําคัญ เพื่อความเขาใจในหลักการคํานวณตางๆ เชน 

- มิติของปญหา เลขคลิฟฟอรด 

- สมาชิกภายใน เลขคลิฟฟอรด 

- การบวกของ เลขคลิฟฟอรด 

- การคูณของ เลขคลิฟฟอรด 
 
2.2.1 มิติของ เลขคลิฟฟอรด (Dimensions) 

เลขคลิฟฟอรด สามารถบรรยายและใชในการแกปญหาเกี่ยวกับสนามแมเหล็กไฟฟาไดใน

หลายมิติ เชน สนามไฟฟาสถิตยและสนามแมเหล็กสถติย ซึ่งจาํเปนตองแกปญหาในระบบสามมิติ 
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และสนามแมเหล็กไฟฟาที่เปลี่ยนแปลงตามโดเมนของเวลา ซึ่งจาํเปนตองแกปญหาในระบบสี่มติิ 

โดยประกอบดวยมิติของการกระจัดสามมติิ และมิติของโดเมนเวลาหนึ่งมิต ิ นอกจากนัน้ในแตละ

มิติของ เลขคลิฟฟอรด จะมีจํานวนของสมาชิกที่แตกตางกนั ยกตวัอยาง เลขคลฟิฟอรด ในระบบ

สามมิติ และในระบบสี่มิติ ดงันี ้

 

         3A  = 0 1 1 2 2 3 1 2 4 3 5 1 3 6 2 3 7 1 2 3a a e a e a e e a e a e e a e e a e e e+ + + + + + +      (1) 

 

          4A = 0 1 1 2 2 3 1 2 4 3 5 1 3 6 2 3 7 1 2 3a a e a e a e e a e a e e a e e a e e e+ + + + + + +  

              8 4 9 1 4 10 2 4 11 1 2 4 12 3 4 13 1 3 4 14 2 3 4 15 1 2 3 4a e a e e a e e a e e e a e e a e e e a e e e a e e e e+ + + + + + + +    
(2) 

 
2.2.2 สมาชิกของ เลขคลฟิฟอรด (Components) 

สมาชิกภายใน เลขคลิฟฟอรด จํานวนหนึง่ตัวนั้น จะมีจํานวนสมาชิกขึ้นอยูกับมิติของ 

เลขคลิฟฟอรด นั้นๆ ซึง่สามารถเขียนเปนความสัมพนัธระหวางจํานวนสมาชิกของ เลขคลิฟฟอรด 

และมิติ คือ ( ) 2np n =  โดยที ่ n เปนขนาดของมิตทิีพ่ิจารณา และ ( )p n  เปนจาํนวนสมาชิกของ 

เลขคลิฟฟอรด สมาชิกของ เลขคลิฟฟอรด ประกอบดวยสองสวนดวยกัน คือ คาสมัประสิทธิ์ และ

สัญลักษณที่ใชในการกําหนดทิศทาง (unit)  

- คาสัมประสิทธิ์ของ เลขคลฟิฟอรด เปนจํานวนเชิงซอน (Complex Number) ซึ่ง

แตกตางจากเวคเตอร เนื่องจากคาสัมประสิทธิ์ของ Vector นั้นเปนเพียงจํานวนจรงิ 

(Real Number) ตัวอยางเชน (2 ) , (3 4 )i i+ +  เปนคาสัมประสิทธิ์ของ เลขคลิฟ

ฟอรด 

- สัญลักษณที่ใชในการกําหนดทิศทาง (unit) เปนสัญลักษณที่ใชในการแสดงถึงทิศทาง

ใดๆ ของ เลขคลิฟฟอรด เพือ่ความเขาใจงายขึ้น อาจเทยีบเคียงกับ unit ของ vector 

ซึ่งจะเปน the orthogonal vector แต unit ของ เลขคลิฟฟอรด นั้น ยงัมีสวนเพิ่มเตมิ

มาอีก คือ unit ที่เกิดจากการ multiplication ของ orthogonal vector เชน 1 2e e  เปน 

unit ที่เกิดจากการ multiplication ของ 1e , 2e  

นอกจากนัน้ ยังสามารถแบงกลุมของ เลขคลิฟฟอรด ใดๆ ไดตามชนิดของ unit ซึ่งจะ

สามารถใชในการอธิบายความหมายทางฟสิกสไดงายขึน้ เชน 

 

4A  = 0 1 1 2 1 2 3 1 2 3 4 1 2 3 4a a e a e e a e e e a e e e e+ + + +     (3) 
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โดยที ่  

- unit เปน 1 ใชในการแสดงถงึ scalar ซึ่งจดัเปนสมาชกิที่มี Grade เทากับ 0 

- unit เปน 1e ใชในการแสดงถงึ vector ซึ่งจัดเปนสมาชกิทีม่ี Grade เทากบั 1 

- unit เปน 1 2e e ใชในการแสดงถงึ bi-vector ซึ่งจัดเปนสมาชกิที่ม ีGrade เทากบั 2 

- unit เปน 1 2 3e e e ใชในการแสดงถงึ tri-vector ซึ่งจดัเปนสมาชกิที่มี Grade เทากับ 3 
 

2.2.3 การบวกของ เลขคลิฟฟอรด (Addition) 
การบวกกันของ เลขคลิฟฟอรด มีวิธีการเชนเดียวกับการบวกกนัของ Vector ซึ่งเปนการ

บวกกนัระวางคาสัมประสิทธิ์ที่ม ีunit เดียวกัน เชน 

 3A  = 0 1 1 2 2 3 1 2 4 3 5 1 3 6 2 3 7 1 2 3a a e a e a e e a e a e e a e e a e e e+ + + + + + +   (4) 

3B  = 0 1 1 2 2 3 1 2 4 3 5 1 3 6 2 3 7 1 2 3b b e b e b e e b e b e e b e e b e e e+ + + + + + +    (5) 

3C = 3 3A B+  

        = ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 1 1 2 2 2 3 3 1 2a b a b e a b e a b e e+ + + + + + +  

                   ( ) ( ) ( ) ( )4 4 3 5 5 1 3 6 6 2 3 7 7 1 2 3a b e a b e e a b e e a b e e e+ + + + + + + +  

      = 0 1 1 2 2 3 1 2 4 3 5 1 3 6 2 3 7 1 2 3c c e c e c e e c e c e e c e e c e e e+ + + + + + +    (6) 

 
2.2.4 การคูณของ เลขคลิฟฟอรด (Multiplication) 

การคูณของ เลขคลิฟฟอรด จําเปนตองมีกฎการรวมของ unit ซึ่งมีรายละเอียดดังตอไปนี ้

- กฎขอที่หนึ่ง คือ เมื่อ i j=  ดังนั้น 

 

 1i j i ie e e e= = −       (7) 

 

- กฎขอที่สอง คอื เมื่อ i j≠  ดังนั้น 

 

i j j ie e e e= −        (8) 

 

 ตัวอยางของการคูณ เลขคลิฟฟอรด  

 กําหนดให , ,a b c  เปน เลขคลิฟฟอรด 

  12a e= +  

  1 22 3b e e= + +  
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( )( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2

1 2 1 1 2

1 2 1 1 1 1 2

1 2 1 1 2

1 2 1 2

2 2 3

2 2 3 2 3

2 2 2 2 3 2 3
4 2 6 2 ( 1) 3
5 4 6 3

c ab e e e

e e e e e

e e e e e e e
e e e e e
e e e e

= = + + +

= + + + + +

+ + + + +=

= + + + + − +
= + + +

 

 

 
2.2.5 ตัวอยางของ เลขคลฟิฟอรด 

 ในระบบสามมิติ 

3A 1 2 1 2(3 4 ) (2 ) (3) (1 2 )i i e e i e e= + + + + +  

3 1 3 2 3 1 2 3(3 2 ) ( 1 2 ) (3 3 ) ( )i e i e e i e e i e e e+ − + − + + − +    (9) 

 

 ในระบบสี่มิต ิ

4A 1 2 1 2(3 4 ) (3) (3 ) (1 2 )i e i e i e e= − + + + −  

3 1 3 2 3 1 2 3(3 2 ) (1 2 ) (3 3 ) ( )i e i e e i e e i e e e+ + + − + + +  

4 1 4 2 4 1 2 4(2 3 ) (3 4 ) (2 5 ) (2 4 )i e i e e i e e i e e e+ − + + + − + −  

3 4 1 3 4 2 3 4 1 2 3 4(3) (1 2 ) (5 8 ) (4 9 )e e i e e e i e e e i e e e e+ + + + − + +   (10) 

 

 
2.3. ผลคูณ (Product) 

ในหวันี้จะบรรยายและแสดงใหเหน็วา เลขคลิฟฟอรด สามารถใชในการวิเคราะหปริมาณ

ของสนามแมเหล็กไฟฟาไดเชนเดียวกับเวคเตอร ซึ่งเวคเตอรจะถูกบรรยายโดยการคณูที่สําคัญ 

โดยแบงออกเปน 3 ประเภท ดังนี ้

- Inner Product 

- Cross Product 

- Outer Product 

 

กําหนดให  pv และ qv  เปนเวคเตอรใดๆ ในระบบสามมิติ  

 

  x x y y z zp p a p a p a= + +v v v v     (11) 

  x x y y z zq q a q a q a= + +v v v v      (12) 
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สามารถเขยีนเวคเตอร pv  และ qv  ใหอยูในรูปแบบของ เลขคลิฟฟอรด u และ v  ไดดังนี้ 

 

  1 2 3x y zu p e p e p e= + +      (13) 

  1 2 3x y zv q e q e q e= + +      (14) 

 

 

2.3.1 Inner Product 

Inner Product ในรูปแบบของเวคเตอร สามารถเขยีนไดดังนี ้

 

 x x y y z zp q p q p q p q⋅ = + +v v     (15) 

 

Inner Product ในรูปแบบของ เลขคลิฟฟอรด สามารถเขียนไดดังนี ้

 

 ( )
2x x y y z z

uv vu
p q p q p q

+
+ + = −    (16) 

 

2.3.2 Cross Product 

Cross Product ในรูปแบบของเวคเตอร สามารถเขยีนไดดังนี ้

 

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )y z z y x x z z x y x y y x zp q p q p q a p q p q a p q p q a× = − − − + −v v    (17) 

 

Cross Product ในรูปแบบของ เลขคลิฟฟอรด สามารถเขียนไดดังนี ้

 
( )

1 2 3 1 2 3( ) ( ) ( )
2y z z y x z z x x y y x

uv vu
p q p q e p q p q e p q p q e e e e

−
− − − + − = −  (18) 

 

2.3.4 Outer Product 

Outer Product ในรูปแบบของเวคเตอร สามารถเขยีนไดดังนี ้

 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )x y y x x y x z z x x z y z z y y zp q p q p q a a p q p q a a p q p q a aΛ = − + − + −   (19) 

 

Outer Product ในรูปแบบของ เลขคลิฟฟอรด สามารถเขียนไดดังนี ้
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 ( )
1 2 1 3 2 3( ) ( ) ( )

2x y y x x z z x y z z y

uv vu
p q p q e e p q p q e e p q p q e e

−
− + − + − =  (20) 

 

จะเหน็ไดวา เลขคลิฟฟอรด สามารถที่จะแสดงถึงปริมาณของการ Product ทั้งสามชนิด

ไดเชนเดียวกบัเวคเตอร 
 
2.4 การหาอนุพันธ ( Differentiation) 

ในหวันี้จะบรรยายและแสดงใหเหน็วา เลขคลิฟฟอรด สามารถใชในการวิเคราะหการ

อนุพนัธของสนามแมเหล็กไฟฟาไดเชนเดยีวกับเวคเตอร โดยแบงออกเปนโอเปอเรเตอรที่สําคัญ 3 

ชนิด คือ Divergence Gradient และ Curl 

ในสวนนี้จะกําหนดคาสนามในรูปแบบของเวคเตอรและ เลขคลิฟฟอรด รวมทัง้การเขยีน

โอเปอเรเตอรในรูปแบบของ เลขคลิฟฟอรด มีรายละเอียดดังนี ้

- สนามใดๆ 

กําหนดให  F
v

 เปนเวคเตอรใดๆ ในระบบสามมิติ และ φ  เปนฟงกชัน่สเกลาร 

 

  x x y y z zF F a F a F a= + +
v v v v     (21) 

 

สามารถเขยีนเวคเตอร F
v

 และ φ  ใหอยูในรูปแบบของ เลขคลิฟฟอรด u ไดดังนี ้

 

  1 2 3x y zu F e F e F eφ= + + +     (22) 

 

- โอเปอเรเตอรของการอนพุนัธ 

กําหนดให  ∇  เปนโอเปอเรเตอรของการอนพุันธในรูปแบบของเวคเตอรในระบบสามมิติ 

เชน 

 

x y za a a
x y z
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

v v v     (23) 

 

สามารถเขยีนเวคเตอร F
v

 และ φ  ใหอยูในรูปแบบของ เลขคลิฟฟอรด u ไดดังนี ้

 

  1 2 3D e e e
x y z
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

    (24) 
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 พิจารณาการคูณระหวาง โอเปอเรเตอร และ เลขคลิฟฟอรด มีรายละเอียดดังนี ้

 

 

       ( )1 2 3 1 2 3x y zDu e e e F e F e F e
x y z

φ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= + + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

1 2 3

1 2 1 3 2 3

yx z

y yx xz z

FF F
x y z

e e e
x y z
F FF FF Fe e e e e e
x y x z y z

φ φ φ

⎧ ∂⎛ ⎞∂ ∂
− + +⎪ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎪
⎪ ∂ ∂ ∂⎪= + + +⎨ ∂ ∂ ∂⎪
⎪ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂⎛ ⎞⎪+ − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

  (25) 

 

   

2.4.1 Divergence 

จากสมการ () จะเหน็ไดวา ม ีDivergence of F
v

 คือ  

 

   ( ) 1 2 3F e e e
x y z
φ φ φ∂ ∂ ∂

− ∇ = + +
∂ ∂ ∂

v
�   (26) 

2.4.2 Gradient 

จากสมการ () จะเหน็ไดวา ม ีGradient of φ  คือ  

 

   1 2 3e e e
x y z
φ φ φφ ∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

�    (27) 

2.4.3 Curl 

จากสมการ () จะเหน็ไดวา ม ีCurl of F
v

 คือ  

 

( ) 1 2 3 1 2 1 3 2 3
y yx xz z

F FF FF FF e e e e e e e e e
x y x z y z

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂⎛ ⎞− ∇× = − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

v
  (28) 
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2.5   สมการแมกซแวล (Maxwell’s Equation) 
สมการของแมกซแวลเปนสมการที่อธิบายถงึคุณสมบัติทางฟสิกสของคลื่นแมเหลก็ไฟฟา 

ซึ่งอยูในรูปของสมการอนุพนัธอันดับทีห่นึง่ สวนใหญการทาํงานของวิศวกรนําสมการของแมกซ

แวลที่เขียนในรูปแบบของเวคเตอรมาทําการหาผลเฉลยของสมการ โดยการแปลงสมการแมกซ

แวลเปนสมการอนุพันธอันดบัที่สอง ซึ่งถูกเรียกวา สมการคลื่น(Wave Equation) 

ในหวัขอนี้จะแสดงใหเห็นถึง สมการอนพุันธอับดับทีห่นึ่งของแมกซแวลทัง้ 4 สมการ

สามารถเขยีนรวบรวมเปนสมการอนพุนัธอับดับที่หนึ่งเพียงสมการ โดยเปนไปตามแนวคิดของ 

William Kingdon Clifford ซึ่งไดอธิบายสมการแมกซแวลดวย Clifford Algebras และเรียกสมการ

อนุพนัธอับดับที่หนึ่งวา Dirac Equation โดยสมการที่ถกูเขียนขึน้นี้จะเปนการพิจารณาในตัวกลาง

ที่ไมมีแหลงกาํเนิด (Source-Free region)  

นอกจากนัน้ จะกลาวถงึผลเฉลยของ Dirac Equation ในระบบ 2 และ 3 มิติ และแสดงให

เห็นวา ผลเฉลยของสมการแมกซแวลในรูปแบบของเวคเตอร สอดคลองกับสมการ Dirac 

Equation 

 
2.5.1 สมการแมกซแวลในรูปแบบของ Clifford Algebras  

การกลาวถงึสนามแมเหล็กและสนามไฟฟาในรูปแบบของ เลขคลิฟฟอรด อาจทาํใหเกิด

ความสับสน ดังนัน้ ในหวัขอนี้ จงึนาํเอาการอธิบายสนามแมเหล็กและสนามไฟฟาในรูปแบบของ

เวคเตอร เพื่องายตอการทาํความเขาใจ สมการแมกซแวลในรูปแบบของ เลขคลฟิฟอรด รวมทั้ง

โอเปอเรเตอรที่สําคัญ คือ Dirac Operator 

 

2.5.1.1 สนามแมเหลก็และสนามไฟฟาในรูปของ เลขคลิฟฟอรด 

โดยทัว่ไปๆ สนามไฟฟาและสนามแมเหลก็ สามารถเขียนในระบบคารทีเซียน(Cartesian 

System) ซึ่งมีฟงกชันของ , , , , ,x y z x y zE E E H H H ซึ่งเปนฟงกชนัของเวลา ถูกเขียนในรูปของ

เวคเตอร E
v
และ H

v
 ในสมการ (29) และ (30) ตามลําดับ เมือ่พิจารณาในรูปแบบของ เลขคลิฟ

ฟอรด สามารถเขียนเวคเตอรทั้งสองเปน เลขคลิฟฟอรด ไดตามสมการ (31) ดังนี้  

 

x x y y z zE E a E a E a= + +
v v v v       (29) 

x x y y z zH H a H a H a= + +
v v v v       (30) 

( ) ( )1 1
2 2

0 1 0 2 0 3 2 3 1 3 1 2x y z x y zu i E e e E e e E e e H e e H e e H e eε μ= − + + + − +   (31) 

โดยที่  

 
: ( / )
: ( / )
Permittivity farads meter
Permeability henries meter

ε
μ
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2.5.1.2 ดิฟเฟอรเรนเชยีลโอเปอเรเตอรในรูปแบบของ เลขคลิฟฟอรด 

ดิฟเฟอรเรนเชยีลโอเปอเรเตอร(Differential Operator) ที่สําคัญ ซึ่งอยูในรูปแบบของ 

เลขคลิฟฟอรด คือ Dirac Operator เปนโอเปอเรเตอรที่ใชในการหาอนุพนัธของสนามแมเหลก็

ไฟฟาในโดเมนระยะทางและเวลา มีรูปแบบตามสมการดังนี ้

 
1 1
2 2

0 1 2 3tD i e e e e
t x y z

ε μ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
    (32) 

โดยที ่

0e  เปน unit ของโดเมนเวลา 

    1 2,e e  และ 3e    เปน unit ของโดเมนระยะทาง 
 

2..1.3 การอนพุันธสนามแมเหล็กไฟฟาในรูปแบบของ เลขคลิฟฟอรด 

จากหัวขอ 3.1.1 และ 3.1.2 ในทัง้สองหวัขอที่ผานมานัน้ สามารถนําสนามในสมการ 

(31)และโอเปอเรเตอรในสมการ (32) มาใชคํานวณรวมกัน เพื่อเขียนสมการแมกซแวลในรูปแบบ

ของ Clifford ไดดังตอไปนี้ 

 

0tD u =          (33) 

              ( )(1 1 1
2 2 2

0 1 2 3 0 1 0 2 0 3t x y zD u i e e e e i E e e E e e E e e
t x y z

ε μ ε
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

= + + + − + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

( ))1
2

2 3 1 3 1 2 0x y zH e e H e e H e eμ+ − + =      (34) 

              

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
2 2 2 2

0 0tD u H H i E e i E eμ σ μ ε ε σ= − ∇⋅ + ∇× − ∇⋅ + ∇×  
1 1
2 2

0 0H Ei e
t t

ε μ σ μ ε∂ ∂
+ − =

∂ ∂
                 (35) 

โดยที่ ,E H : เลขคลิฟฟอรด 

 1 2 3

1 2 3

x y z

x y z

E E e E e E e

H H e H e H e

= + +

= + +
 

 

 จะเหน็ไดวา สมการ (35) เปนการอนุพนัธอันดับทีห่นึง่ ซึ่งบรรจุสมการของแมกซแวลทั้งสี่

สมการไวเพียงสมการหนึ่งสมการเทานั้น เพื่อเพิ่มความเขาใจจึงไดแสดงใหเห็นในแตละเทอมของ

สมการ (35) โดยแยกตาม grade ของ เลขคลิฟฟอรด จะไดวา 
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 Grad 1Λ : 
1 1
2 2 0EH

t
μ μ ε ∂∇× − =

∂
 ⇒  0EH

t
ε ∂∇× − =
∂

  (36) 

                  
1
2 0i Eε ∇ ⋅ =  ⇒  0E∇⋅ =    (37) 

 Grad 3Λ : 

            
1 1
2 2 0Hi E i

t
ε ε μ ∂
∇× + =

∂
 ⇒  0HE

t
μ ∂

∇× + =
∂

      (38) 

     
1
2 0Hμ ∇⋅ =  ⇒  0H∇⋅ =    (39) 

 
 

• The Fundamental solution of Dirac Equation 
จากหัวขอที่ผานมาไดกลาวถึงสมการอนพุันธอันดับที่หนึ่งหรือ Dirac Equation และแสดง

ใหเหน็ถงึการบรรจุสมการของแมกซแวล ในหวัขอนี้จงึกลาวถงึผลเฉลยของสมการดังกลาว แตอยู

ใน Frequency Domain เนื่องจากปญหาเกี่ยวกับงานวิจยันี้เปนปญหาเกี่ยว mono-chromatic 

fields ซึ่งผลเฉลยนัน้อยูในรูปแบบของ เลขคลิฟฟอรด และเพื่องายตอการทดสอบผลลัพธที่ไดใน

เบื้องตน จึงเปรียบเทียบกับผลเฉลยของสมการ Helmholtz 

ผลเฉลยของสมการ Helmholtz ในรูปแบบของเวคเตอร คือ ฟงกชันของกรนี (Green 

Function) ซึ่งถูกใชงานอยางแพรหลายเกีย่วกับการคํานวณสนามแมเหล็กไฟฟา ทัง้ในระบบ 2 มติิ

และ 3 มิต ิ ในงานวิจัยนี้กลาวถงึ การใชกรีนฟงกชัน่ในระเบียบวิธีบราวดารี่เอลิเมนต (Boundary 

Element Method) ในระเบยีบวิธนีี้กรีนฟงกชัน่เปรียบเสมือน delta function ซึ่งเปนหวัใจสําคญั

ในการคํานวณหาสนามภายในขอบเขตจากสนามที่ขอบเขตบริเวณทีพ่ิจารณา หรือเรียกอีกอยาง

ไดวา วธิีการ Integral Method  

ผลเฉลยของสมการ Dirac Equation ในรูปแบบ เลขคลิฟฟอรด มีคุณสมบัติในการ

นําไปใชคลายกับผลเฉลยของ Helmholtz แตมีส่ิงที่แตกตางกัน คือ ฟงกชั่นของกรนีเปนผลเฉลย

ของสมการอนพุันธอันดับที่สอง สวนผลเฉลยของ Dirac Equation เปนผลเฉลยของสมการ

อนุพนัธอันดับที่หนึ่ง อยางไรก็ตาม ผลเฉลยของสมการทั้งสองนัน้ จาํเปนตองสอดคลองกับสมการ

แมกซแวล การนําไปใชงานเกี่ยวกับผลเฉลยของ Dirac Equation จะขอกลาวในหวัขอตอไป 

ผลเฉลยของสมการ Dirac Equation ในระบบ 2 มิติ และ 3 มิติ ซึง่จะถกูแสดงในสมการ 

(40) และ (41) ตามลําดับ ดงันี ้

 ( ) (1) (1)
1 0 0( ) ( )

4k
ik xF x H k x e H k x

x
⎧ ⎫⎪ ⎪= − +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

   (40) 
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( ) 02 4

ik x

k
x x eF x ik ie

x xx π

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= − + +⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

   (41) 

โดยที ่ k
c
ω

=  คือ คาคงที่ทางเฟส (Phase constant) มีหนวย Radius per meter 

 x  คือ จํานวน เลขคลิฟฟอรด ที่ใชในการบอกตําแหนงใดๆ  

 

•  การพิสูจน Dirac Equation 
จากหัวขอ 5.1 ไดแสดงใหเห็นวา สามารถเขยีนสมการแมกซแวลใหอยูใน Dirac 

Equation ได ดังนัน้ ในหัวขอนี้ จะแสดงใหเหน็วา ผลเฉลยของสมการแมกซแวลจะเปนผลเฉลย

ของ Dirac Equation ดวยเชนเดียวกนั จงึจะใชผลเฉลยที่ไดรับการยอมรับในการพสูิจน ซึ่งเปน

ผลเฉลยของ Helmholtz Equation ในสวนแรกจะทาํการแสดงใหเห็นกอนวา ผลเฉลยของ 

Helmholtz Equation มีความสอดคลองกับสมการแมกซแวลไดจริง และหลังจากนั้นจงึนําไปใช

ในการพิสูจนกบั Dirac Equation 

สมการแมกซแวลในรูปแบบของเวคเตอร สามารถเขียนไดดังตอไปนี้ 

 

0H E
t

ε ∂
∇× =

∂

v v
     (42) 

0
HE
t

μ ∂
∇× = −

∂

v
v

     (43) 

0H∇⋅ =
v

      (44) 

0E∇⋅ =
v

      (45) 

 

• การพิสูจนผลเฉลยของสมการ Helmholtz 

Helmholtz Equation เปนสมการอนพุนัธอันดับที่สอง ซึ่งไดจากการอนุพนัธสมการแมกซ

แวล ซึ่งจะแยกออกเปน 2 สมการ โดยแยกออกตามสมการของสนามแมเหล็กและสนามไฟฟา

ดังตอไปนี้ 
2

2
0 0 2 0E E

t
μ ε ∂

∇ − =
∂

v v
     (46) 

2
2

0 0 2 0H H
t

μ ε ∂
∇ − =

∂

v v
    (47) 

 

เมื่อพิจารณาคลื่นแมเหลก็ไฟฟาเดินทางไปในทิศทางของแกน z เพียงทิศทางเดยีว จะ

ไดผลเฉลยดังตอไปนี้ 
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   0ˆ( , , ) zj z
xE x y z a E e β−=      (48) 

0ˆ( , , ) zj z
yH x y z a H e β−=     (49) 

จากสมการ (48) และ (49) สามารถแปลงใหเปนผลเฉลยของ Helmholtz wave equation 

ในรูปของ Instantaneous form ไดดังนี้ 

 

   0ˆ( , , , ) zj z j t
xE x y z t a E e eβ ω−=

v
    (50) 

0ˆ( , , ) zj z j t
yH x y z a H e eβ ω−=

v
    (51) 

 โดยที่  

   2 2
0 0β ω μ ε=       (52) 

   0 0

0 0

E
H

μη
ε

= =      (53) 

 

 - เมื่อนาํสนามไฟฟาในสมการ (50) และสนามแมเหล็กในสมการ (51) ลงในสมการ (42)  

จะไดวา 

 เทอมดานซายมือ: ( )
0[ ]j t z

xH j H e aω ββ −∇× =
v v    (54) 

 เทอมดานขวามือ: ( )
0 0 0[ ]j t z

xE j E e a
t

ω βε ωε −∂
=

∂

v v  

0 ( )
0 0

0

[ ]j t z
xj H e aω βμ

ωε
ε

−
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

v  

( )
0[ ]j t z

xj H e aω ββ −= v    (55) 

 

 จะเหน็ไดวา สมการ (54) และ สมการ (55) มีคาเทากนั ดังนั้น จึงสรุปไดวา ผลเฉลยของ 

Helmholtz Equation สอดคลองกับสมการแมกซแวล ตามสมการ (42) 

 

- เมื่อนาํสนามไฟฟาในสมการ (50) และสนามแมเหลก็ในสมการ (51) ลงในสมการ (43)  

จะไดวา  

 เทอมดานซายมือ: ( )
0[ ]j t z

yE j E e aω ββ −∇× = −
v v    (56) 

 

 เทอมดานขวามือ: ( )
0 0 0[ ]j t z

yH j H e a
t

ω βμ ωμ −∂
− = −

∂

v v  

         ( )0
0 0

0

[ ]j t z
yj E e aω βεωμ

μ
−⎛ ⎞

= − ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

v  

         ( )
0[ ]j t z

yj E e aω ββ −= − v   (57) 
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 จะเหน็ไดวา สมการ (56) และ สมการ (57) มีคาเทากนั ดังนั้น จึงสรุปไดวา ผลเฉลยของ 

Helmholtz Equation สอดคลองกับสมการแมกซแวล ตามสมการ (43) 

 

- เมื่อนาํสนามไฟฟาในสมการ (50) และสนามแมเหลก็ในสมการ (51) ลงในสมการ (44) 

และ (45) จะพบวา สมการจะมีคาเทากับศูนย ซึง่เปนจริงตามสมการ  

สรุปไดวา ผลเฉลยของ Helmholtz wave equation ตามสมการ (50) และ (51) 

สอดคลองกับสมการแมกซแวล 

 

• การพิสูจนของสมการ Dirac Equation 

จากขางตนแสดงถึง “Maxwell’s Equations” ในรูปแบบเวคเตอร ซึ่งสามารถแกสมการหา

ผลเฉลยไดตามสมการ (50) และ (51) ซึ่งผลเฉลยดังกลาวเปนผลเฉลยของคลื่นแมเหล็กไฟฟาที่

ถูกเรียกวา “Plane wave”   

ในสวนนี้ จะแสดงถึงความสอดคลองของผลเฉลยของสมการแมกซแวลในรูปแบบ

เวคเตอร และสมการอนุพันธในรูปแบบ เลขคลิฟฟอรด ซึ่งบรรจุสมการของแมกซแมกทั้ง 4 สมการ 

ซึ่งมีรูปแบบสมการดังตอไปนี้ 

 

 1 2 3 4 0jDu e e e e u
x y z c t

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= + + + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

   (58) 

 

สมการ (58) ถูกเรียกวา “Dirac-equation D ” ซึ่งสามารถบรรจุสมการแมกซแวลทั้ง 4 

สมการ 

เนื่องจากสมการ “Dirac-equation” ถูกเขียนบน เลขคลิฟฟอรด ดังนั้น จึงจําเปนตอง

เปลี่ยนผลเฉลยของสมการแมกซแวลในรูปของเวคเตอรใหเปนรูปแบบของ เลขคลิฟฟอรด และ

สามารถเขียนรูปแบบทั่วไปของสนามแมเหล็กไฟฟาในโดเมนของเวลาใหอยูในรูปแบบของ เลขค

ลิฟฟอรด ไดดังนี้ 

   4u aH jbEeσ= +     (59) 

 

โดยกําหนด ( )
1

2a μ=  

  ( )
1

2b ε=  

  1 2 3e e eσ = −  
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ดังนั้น สามารถเขียน  E field− และ H field−  จากสมการ (50) และ (51) ลงใน เลขค

ลิฟฟอรด: u  ตามสมการ (59) ไดดังนี้   

 ( ) ( )
0 0 1ˆ( , , , ) z zj t z j t z

x encodingE x y z t a E e E E e eω β ω β− −= ⎯⎯⎯⎯→ =
v

  

 
( ) ( )

0 0 2ˆ( , , , ) z zj t z j t z
x encodingH x y z t a H e H H e eω β ω β− −= ⎯⎯⎯⎯→ =

v
  

 

 ดังนั้น สามารถเขียนสนามแมเหล็กไฟฟา u ไดดังนี้ 

 
( ) ( )

0 0 2 0 0 1 4
z zj t z j t zu H e e j E e e eω β ω βμ σ ε− −= +    (60) 

 

 สมการ (60) เปนสมการที่ทําการ Encoding the vector to เลขคลิฟฟอรด 

 

การพิสูจนถึงความสอดคลองของผลเฉลยในสมการ (60) และสมการแมกซแวลในรูปของ 

Dirac Equation ในสมการ (58) ดังตอไปนี้ 

 

1 2 3 4
jDu e e e e u

x y z c t
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

= + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

 

       ( ) ( )( )1 2 3 4 0 0 2 0 0 1 4
z zj t z j t zje e e e H e e j E e e e

x y z c t
ω β ω βμ σ ε− −⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

= + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

 

       ( )( )1 2 3 4 0 0 2
zj t zje e e e H e e

x y z c t
ω βμ σ−⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

= + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

       ( )( )1 2 3 4 0 0 1 4
zj t zje e e e j E e e e

x y z c t
ω βε −⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

+ + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

        

       ( )( )3 4 0 0 2
zj t zje e H e e

z c t
ω βμ σ−∂ ∂⎛ ⎞= +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

( )( )3 4 0 0 1 4
zj t zje e j E e e e

z c t
ω βε −∂ ∂⎛ ⎞+ +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 

 

         

( )

( )

0 0 3 2

0 0 4 2

z

z

j t z

j t z

j H e e e

H e e e
c

ω β

ω β

β μ σ

ω μ σ

−

−

= −

−
+
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( )

( )

0 0 3 1 4

0 0 4 1 4

z

z

j t z

j t z

E e e e e

j E e e e e
c

ω β

ω β

β ε

ω ε

−

−

+

−
+

 

 
( )

( )

0 0 1

0 0 1 3 4

z

z

j t z

j t z

j H e e

H e e e e
c

ω β

ω β

β μ

ω μ

−

−

=

+
 

( )

( )

0 0 1 3 4

0 0 1

z

z

j t z

j t z

E e e e e

j E e e
c

ω β

ω β

β ε

ω ε

−

−

+ −

−
+

 

 

( ) ( )

( ) ( )

0 0 1 0 0 1

0 0 1 3 4 0 0 1 3 4

z z

z z

j t z j t z

j t z j t z

jj H e e E e e
c

H e e e e E e e e e
c

ω β ω β

ω β ω β

ωβ μ ε

ω μ β ε

− −

− −

−
= +

+ + −
 

 

( )

( )

0 0 0 0 1

0 0 0 0 1 3 4

z

z

j t z

j t z

jj H E e e
c

H E e e e e
c

ω β

ω β

ωβ μ ε

ω μ β ε

−

−

⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤+ −⎢ ⎥⎣ ⎦

   (61) 

 

 นําสมการ (52) และ (53) มาพิจารณาเพื่อแปลงพารามิเตอร จะไดวา 

 

( )

( )

0
0 0 0 0 1

0

0
0 0 0 0 1 3 4

0

z

z

j t z

j t z

jj H H e e
c

E E e e e e
c

ω β

ω β

μωβ μ ε
ε

εω μ β ε
μ

−

−

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤

+ −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

[ ] ( ) [ ] ( )
0 0 1 0 0 1 3 41 1 1 1z zj t z j t zj H e e E e e e eω β ω ββ μ β ε− −= − + −  

 

0=         (62) 

 

 จะเหน็ไดวา สมการอนพุนัธ Dirac-equation สอดคลองกับผลเฉลยของสมการ 

Maxwell’s Equation ในรูปแบบของ เลขคลิฟฟอรด 
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2.7 . Singular Integral Equations 
 

สมการอินทิกรัลเปนวิธกีารหนึง่ทีม่ีการนาํมาใชอยางแพรหลาย โดยจะถูกสรางเปน

ระเบียบวิธบีราวดารี่เอลิเมนต ซึ่งเปนระเบยีบเชิงตวัเลข เพื่อใชในงานทางดานวิศวกรรมโยธา ดาน

วิศวกรรมเครือ่งกล และดานวิศวกรรมไฟฟา การนําไปใชในงานทางดานวิศวกรรมไฟฟา ซึ่ง

เกี่ยวกับการคํานวณสนามแมเหล็กไฟฟา ระเบียบวิธบีราวดารี่เอลิเมนตจําเปนตองใชผลเฉลยของ

สมการคลื่นหรือกรีนฟงชั่นซึง่อยูในรูปแบบของเวคเตอร โครงสรางของการคํานวณดวยวธิีบราวดา

ร่ีเอลิเมนตจะมีลักษณะคลายคลึงกับงานวิจัยฉบับนี ้ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      

ภาพประกอบ 6-1 แสดงบริเวณที่ตองการคํานวณสนามแมเหล็กไฟฟา 

 

ในหวัขอนี้จะกลาวถงึสมการอินทกิรัลในรูปแบบของ เลขคลิฟฟอรด โดยเปนผลมาจาก

การศึกษาทฤษฏีบท Boundary Theorem ซึ่งทฤษฎีบทที่ถกูนาํมาใชงานเกี่ยวกับฟงกชัน่ของ 

เลขคลิฟฟอรด แมวาทฤษฏีบท Boundary Theorem ถูกพัฒนามาจากทฤษฎบีทของ Stoke’s 

Theorem แตถือไดวาเปนทฤษฎีบทที่มีความเปนสากล สามารถนําไปใชประยุกตกับปญหาหลาย

ปญหา  

ทฤษฏีบท Boundary Theorem เขียนเปนสมการไดดังตอไปนี้ 

 

( ) ( ) ( ) ( )v y f y d y F x dxσ
∂Ω Ω

⊗ = ∇×∫ ∫     (63) 

โดยกําหนดให 

 V    เปน finite dimensional linear space 

+

−

Ω •
•

Ω

 

n  

( )f x∈Σ  

( )f x +∈Ω  

∑  
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 ( )F x    เปนฟงกชนัที่มีโดเมน VΩ→  

( )v y เปน the outward pointing normal 

( ) : |f y F ∑=  เปนคาฟงกชนับน boundary 

( )d yσ   เปน scalar surface measure 

   

ในขางตนของการวิจยั จะเริ่มศึกษาการคํานวณสนามแมเหล็กไฟฟา โดยเรียก

สนามแมเหลก็ 

 ไฟฟาชนิดนี้วา mono-chromatic electromagnetic field ซึ่งเปนสนามแมเหล็กไฟฟาที่มี

คาความถี่เพยีงหนึ่งคา นํามาใชกับสมการอินทกิรัล ซึง่ถกูเรียกวา Reproducing Formula สมการ

นี้ไดถูกประยกุตจากทฤษฏีบท Boundary Theorem ซึ่งไดถูกคิดขึ้นโดยนักคณิตศาสตร อยางไรก็

ตามสามารถใชกับฟงกชนับางฟงกชั่น ซึ่งตองมคีุณสมบัติเปนไปตามสนามแมเหล็กไฟฟาแบบ 

mono-chromatic 

Reproducing Formula เปนสมการอินทกิรัล ซึง่คํานวณคาฟงกชัน ( )f x ซึง่โดเมนของ x 

อยูในบริเวณภายในขอบเขตที่พิจารณา ( )x +∈Ω  โดยที่ใชคาของฟงกชัน่ ( )f y ซึ่งโดเมนของ y 

อยูบริเวณบนเสนขอบเขต Σ  สามารถเขยีนสมการไดดังนี ้ 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )kf x E y x n y f y d yσ
∑

= −∫     (64) 

 

ในสมการ (64) ฟงกชัน่ kE  เปนฟงกชัน่ทีม่คีวามสัมพันธกับผลเฉลยของสมการอนุพนัธ

อันดับทีห่นึง่ (Dirac Equation) kF  ซึ่งจะแสดงความสมัพนัธของฟงกชัน่ kE  และ kF  ในภายหลงั 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



โครงการวิจัยรวมฯ ปงบประมาณ 2549                         375                           จัดทําเมื่อ 30 กันยายน 2550 

2.8  การดําเนินการทางเรขาคณิต (Geometric Operations) 
 

การคํานวณคาสนามแมเหลก็ไฟฟาในรูปแบบของเวคเตอร จําเปนตองมีโอเปอเรเตอร ซึ่ง

ใชในการแปลงเวคเตอรจากพิกัดหนึง่ไปยงัพิกัดหนึ่ง ในขณะเดียวกนันัน้การคํานวณในรปูแบบ

ของ เลขคลิฟฟอรด ก็มีความจําเปนตองมโีอเปอเรเตอรในการแปลง เลขคลิฟฟอรด จากพิกัดหนึง่

ไปยังอีกพกิัดหนึง่ดวยเชนกนั นอกจากนัน้ การ projection ของ เลขคลิฟฟอรด ยังเปนอีกหนึ่ง

โอเปอเรเตอรมีความสาํคัญ ยกตวัอยางเชน การแยกสวนประกอบของสนามแมเหล็กไฟฟาบริเวณ

เสนขอบเขต ซึง่แยกออกเปนสวนประกอบ ที่มีแนวขนานและตั้งฉากกบัเสนสัมผัสกบัเสนขอบเขต 

 
2.8.1 Boundary Data Projection Operators 
 

2.8.1.1 Reflection Operator 
Refection Operator ( )Q เปนโอเปอรเราเตอรของ เลขคลิฟฟอรด ซึ่งแทนดวยสัญลักษณ 

ตามสมการดังนี ้  

    Qu nun=       (65) 

 

 โดยที่ n เปนเวคเตอรใดๆ ซึ่งถูกเขียนในรูป เลขคลิฟฟอรด 

 คุณสมบัติที่สําคัญของ Reflection Operator คือ อินเวอรของ Reflection operator ใดๆ 

เปน Reflection operator นัน้ๆ สามารถแสดงไดดังนี ้

 

    
( )2

2 2

( 1) ( 1)

Q u n nun n

n un
u

=

=
= − −

 

         Iu=       (66) 

 

 ดังนัน้     QQ I=       (67) 

 
2.8.1.2 Two Boundary Projection Operators 

Projection Operators เปนการนาํ Reflection operator มาใชในการแยกสวนประกอบ

ของ เลขคลิฟฟอรด ออกเปนสองสวน โดยสวนแรก คือ สวนที่ขนานกบัทิศทางของ normal vector 

และสวนที่สอง คือ สวนที่ตั้งฉากกับทิศทางของ normal vector ซึ่งสามารถเขียนเปนสัญลักษณ

ตามสมการ (68) และ (69) ตามลําดับ ดงันี ้
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   ( )1
2

Q u I Q u+ = +      (68) 

   ( )1
2

Q u I Q u− = −      (69) 

 

 คุณสมบัติที่สําคัญของ Projection Operator มีดังนี ้

   ( )2
Q Q+ +=       (70) 

   ( )2
Q Q− −=       (71) 

   0Q Q Q Q+ − − += =      (72) 

Q Q I+ −+ =       (73) 
 

• A Vector and Field Rotation Operators 
Rotation Operator เปนโอเปอเรเตอรที่ใชเปนสวนหนึง่ของการแปลงพกิัด ซึ่งใชในการ

หมุน เลขคลิฟฟอรด จากพิกดัหนึง่ไปยังอีกพิกัดหนึง่ อยางไรก็ตามโอเปอรเรเตอรนี้ถูกสรางขึ้นมา

จาก Reflection Operator  

การหมนุของ เลขคลิฟฟอรด เปนการใช Reflection Operator ที่มีโอเปอเรเตอรสอง

จํานวน ซึ่งเขียนเปนสมการไดดังนี ้

 

    2 1 1 2u n n un nΘ =      (74) 

 
2.9  ตัวอยางการคํานวณสนามแมเหลก็ไฟฟา 

 

ในหวัขอนี้ไดแสดงถึงการใชสมการอินทิกรัล เพื่อคํานวณผลเฉลยของสมการแมกแวลล 

โดยกําหนดใหคาขอบเขตเปนสนามแมเหล็กไฟฟา ณ บางบริเวณของพืน้ผิวขอบเขต และรูปราง

ของพื้นผวิขอบเขตเปนพืน้ผวิของลูกบาศก นอกจากนัน้ เพื่อแสดงใหเหน็ถงึประสทิธิภาพ และการ

ประยุกตใชในงานทางดานแมเหล็กไฟฟา จึงแบงการทดสอบออกเปน 2 กรณตีามจดุที่ตองการ

พิจารณาสนามแมเหล็กไฟฟา ดงันี ้

กรณีแรก คือ การคํานวณสมนามแมเหล็กไฟฟาภายในบริเวณใดๆ ซึ่งมีขอบเขตปดลอม 

หรือเรียกวา Bounded Domain เชน การคํานวณสมนามแมเหล็กไฟฟาในทอนาํคลื่น เพื่อ

วิเคราะหการเดินทางของคลื่นภายในทอนําคลืน่ เปนตน 
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กรณีที่สอง คอื การคํานวณสนามแมเหล็กไฟฟาบริเวณใดๆ ซึ่งไมมีขอบเขตปดลอม หรือ 

เรียกวา Unbounded Domain เชน การคํานวณสนามแมเหลก็ไฟฟาที่แพรกระจายออกจาก

สายอากาศ เพื่อใชในการออกแบบสายอากาศรูปแบบตางๆ เปนตน 

 
2.9.1  กรณีขอบเขตปดลอม Bounded Domain 

 

 
ภาพประกอบ 2.9.1 รูปรางของพืน้ผิวปดลอม 

 

 

 กําหนดใหรูปรางของพื้นผิวปดลอมเปนพื้นผิวของลูกบาศก ซึ่งเปนรูปรางพื้นฐานและงาย

ตอการทดสอบสมการอินทิกรัล ดังภาพประกอบ 8-1 พิกัดของพื้นผิวปดลอมถูกบรรยายดวยพิกัด

แบบคารทีเซียน ในที่นี้พื้นผิวขอบเขตที่กําหนดขึ้นนั้น มีเงื่อนไขขอบเขต คือ สามารถสงผานคลืน่ได

ทั้งหมด หรือ เรียกวา Perfect Transmission 

  

y 

z 

x 
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ภาพประกอบ 8-2 แสดงถึงพกิัดของพืน้ผิวขอบเขต 

  

ภาพประกอบ 2.9.2 แสดงถงึตําแหนงของพื้นผวิขอบเขตในระบบพิกดัคารทีเซียน ซึ่งเปน

พื้นผวิของลูกบาศกทีม่ีขนาดกวาง 1 เมตร ยาว 1 เมตร และสูง 1 เมตร 

 
การกาํหนด สนามแมเหลก็ไฟฟาบนพืน้ผิวขอบเขต 
สนามแมเหลก็ไฟฟาบนพืน้ผิวขอบเขตนั้น กาํหนดใหมคีุณสมบัติเปน Uniform Plane 

wave ซึ่งมฟีงกชันของสนามแมเหล็กไฟฟาสอดคลองตามสมการของแมกแวลล และมีทิศทางการ

เคลื่อนที่ของสนามเปนไปตามภาพประกอบ 2.9.3 สนามแมเหล็กและสนามไฟฟาดังกลาว ถกู

อธิบายในรูปแบบของเวคเตอร ตามสมการดังนี ้

0
j z

xE E e aβ−=
v v       (75) 

    0
j z

yH H e aβ−=
v v      (76) 

 

 โดยกําหนดใหพารามิเตอรตางๆ ดงันี ้

  0 :E The Magnitudeof Electric field  

  0 :H The Magnitudeof Magnetic field  
0

0
0

120E
H

η π= = Ω  

2 2wβ με=  
74 10 /henries meterμ π −= ×  

128.8541 10 ( / )farad meterε −= ×  
 

y 

x 

z 

(0.5,0.5,-0.5) (0.5,0.5,0.5) 

(-0.5,0.5,-0.5) (-0.5,0.5,0.5) 

(0.5,-0.5,-0.5) (0.5,-0.5,0.5) 

(-0.5,-0.5,-0.5) (-0.5,-0.5,0.5) 
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ภาพประกอบ 2.9.3 แสดงถงึทิศทางการเคลื่อนที่ของ Uniform Plane wave 

ในภาพประกอบ 2.9.3 กาํหนดให สนามแมเหล็กไฟฟามีการเคลื่อนทีม่ีทศิทางตาม

แนวแกน z โดยที่สนามไฟฟา และสนามแมเหล็กมีการเปลี่ยนแปลงตามแนวแกน x และแกน y 

ตามลําดับ ในงานวิจยันี้ไดนาํเสนอ เลขคลฟิฟอรด ซึ่งสามารถบรรยายสนามแมเหลก็ไฟฟาภายใน

จํานวนเดยีวกนัไดตามทฤษฎีที่กลาวมาขางตน ดังนัน้จึงทําการแปลงเวคเตอรของสนามแมเหลก็

และสนามไฟฟาใหอยูในรูป เลขคลิฟฟอรด ซึ่งเปนไปตามสมการ ดังนี ้

 
1 1

2 2
0 2 0 1 4

j z j zu H e e i E e e eβ βμ σ ε− −= +    (77) 

 

กําหนดใหสนามแมเหล็กและสนามไฟฟาในรูปแบบของเวคเตอร  มพีารามิเตอร ดังนี ้

  0 120.0 /E V mπ=  

0 1.0 /H A m=  

1.0β =  
7

0 0

 4.7714 10f Hzβω
μ ε

= → = ×  

ผลการคํานวณดวยสมการอินทิกรลัในกรณขีอบเขตปดลอม 
ในหวัขอนี้จะแบงผลการคํานวณออกเปน 2 สวน คือ สวนแรก เปนผลการคํานวณสนาม

แม เหล็กไฟฟาที่ อยูภายในบริเวณทีพ่ิจารณา ซึ่งในสวนนี้ใชวิธกีารอินทิกรัลเชงิตัวเลขดวยวิธีของ 

Gauss-Legendre Numerical Integration และในสวนที่สอง เปนผลการคํานวณสนามแมเหลก็

ไฟฟาบนพื้นผวิขอบเขต ซึ่งในสวนนี้ใชวิธกีารอินทิกรัลเชิงตัวเลขแบบเฉพาะ โดยถกูสรางขึ้นเพื่อ

แกปญหาการเกิด Singular Integration  
 

y 

z 

x 
E
v

 

H
v

vv  



โครงการวิจัยรวมฯ ปงบประมาณ 2549                         380                           จัดทําเมื่อ 30 กันยายน 2550 

- ผลการคํานวณภายในพืน้ผิวขอบเขต 
การคํานวณภายในพืน้ผิวขอบเขตแบงออกเปน 2 รูปแบบ โดยแบงออกตามบริเวณที่

ตองการคํานวณ เนื่องจากการคํานวณในรูปแบบทีห่นึง่เปนวิธกีารดงัเดิม ซึ่งมกีารคํานวณทีง่าย

และรวดเร็ว อยางไรก็ตาม รูปแบบดังกลาวนี้เหมาะสําหรับการคํานวณสนามแมเหล็กในบริเวณที่มี

ระยะหางจากพื้นผวิขอบเขต ในงานวิจยัไดพัฒนาการคํานวณใหมคีวามแมนยาํเพิ่มมากขึ้น ซึ่ง

พิจารณาการอินทกิรัลพื้นผวิขอบเขตดวยวิธีใหม  

ตารางที่หนึ่ง แสดงผลการคํานวณดวยรูปแบบวิธีเกา คาของสนามแมเหล็กไฟฟาในแตละ

คอมโพแนนท ณ จุดพิกัด (0.0,0.0,0.0) ซึ่งเปนจุดภายในพื้นผวิขอบเขตที่พิจารณา  

 

ตารางที่ 2.1 แสดงการเปรยีบเทยีบผลการคํานวณของสนามแมเหลก็ไฟฟาในรูปแบบ

ของ เลขคลิฟฟอรด ณ จุดพกิัด ( x , y , z ) = (0.0,0.0,0.0) 

คาจากทฤษฎี คาที่ไดจากคาํนวณ ลําดับของ 

เอลิเมนต คาจริง คาจินตภาพ คาจริง คาจินตภาพ 

1 0.00 0.00 0.00 0.00 

2 0.00 0.00 0.00 0.00 

3 0.00 0.00 0.00 0.00 

4 0.00 0.00 0.00 0.00 

5 0.00 0.00 0.00 0.00 

6 -1.120998E-03 0.00 -1.120923E-03 0.000051E-03 

7 0.00 0.00 0.00 0.00 

8 0.00 0.00 0.00 0.00 

9 0.00 0.00 0.00 0.00 

10 0.00 1.121850E-03 0.000051E-03 1.121820E-03 

11 0.00 0.00 0.00 0.00 

12 0.00 0.00 0.00 0.00 

13 0.00 0.00 0.00 0.00 

14 0.00 0.00 0.00 0.00 

15 0.00 0.00 0.00 0.00 

16 0.00 0.00 0.00 0.00 

*เมื่อใชจํานวนของสวนประกอบยอยเทากบั 16 ขนาดของคาความคลาดเคลื่อนมีคา 1.324509 E-

07 
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นอกจากนั้น เพื่องายตอการพิจารณาการคํานวณจุดตางๆ ที่อยูบริเวณภายในพื้นผิว

ขอบเขต แตมีระยะที่หางออกจากพื้นผิวขอบเขต จึงแสดงคาคลาดเคลื่อนของคาสนามไฟฟาและ

สนามแมเหล็ก ตามภาพประกอบที่ 2.9.4 และ 2.9.5 ตามลําดับ 

 

 

 
ภาพประกอบ 2.9.4 แสดงถงึ คาความคลาดเคลื่อนของสนามไฟฟาที่ไดจากการคํานวณ

เทียบกับคาทางทฤษฎี โดยพิจารณาจุดพกิัดในชวง [ 0.4,0.4], 0.0x y z= ∈ − =  

 

     จํานวนของสวนประกอบยอย 

                               N=4 
                               N=8 
                               N=16 
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ภาพประกอบ 2.9.5 แสดงถงึ คาความคลาดเคลื่อนของสนามแมเหลก็ที่ไดจากการ

คํานวณเทียบกับคาทางทฤษฎี โดยพจิารณาจุดพิกัดในชวง [ 0.4,0.4], 0.0x y z= ∈ − =  

 

ในรูปแบบการคํานวณแบบที่สอง ไดทําการการพฒันารูปแบบในการคํานวณอินทกิรัล 

เพื่อเพิม่ความแมนยําในการคํานวณคาสนามแมเหล็กไฟฟา ในบริเวณที่ใกลกับพื้นผวิขอบเขตมาก

ขึ้น โดยแสดงผลการคํานวณคาของสนามแมเหล็กไฟฟาในแตละคอมโพแนนท ณ จุดพกิัด 

(0.0,0.0,-0.45) ตามตารางที่ 2.2  

ตารางที่ 2.2 แสดงการเปรยีบเทยีบผลการคํานวณของสนามแมเหลก็ไฟฟาในรูปแบบ

ของ เลขคลิฟฟอรด ณ จุดพกิัด ( x , y , z ) = (0.0,0.0,0.-45) 

คาจากทฤษฎี คาที่ไดจากคาํนวณ ลําดับของ 

เอลิเมนต คาจริง คาจินตภาพ คาจริง คาจินตภาพ 

1 0.00 0.00 0.00 0.00 

2 0.00 0.00 0.00 0.00 

3 0.00 0.00 0.00 0.00 

4 0.00 0.00 0.00 0.00 

5 0.00 0.00 0.00 0.00 

6 -1.009396E-03 -4.875956E-04 -1.0091782-03 -4.87779E-04 

7 0.00 0.00 0.00 0.00 

8 0.00 0.00 0.00 0.00 

     จํานวนของสวนประกอบยอย 

                               N=4 
                               N=8 
                               N=16 
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9 0.00 0.00 0.00 0.00 

10 -4.879331E-04 1.010098E-03 -4.877357E-04 1.010070E-03 

11 0.00 0.00 0.00 0.00 

12 0.00 0.00 0.00 0.00 

13 0.00 0.00 0.00 0.00 

14 0.00 0.00 0.00 0.00 

15 0.00 0.00 0.00 0.00 

16 0.00 0.00 0.00 0.00 

*เมื่อใชจํานวนของสวนประกอบยอยเทากบั 20 ขนาดของคาความคลาดเคลื่อนมีคา 2.208687 E-

04 

นอกจากนั้น ไดแสดงคาของสนามแมเหล็กไฟฟา ณ จุดตางๆ ที่มีระยะใกลกับพื้นที่

ขอบเขตมากขึ้น รวมทั้งบริเวณที่หางจากพื้นผิวขอบเขตดวย โดยแบงการแสดงคาของสนามทั้ง

สองดังตอไปนี้ 

- คาของสนามไฟฟาทัง้สวนจริงและสวนจินตภาพ ในภาพประกอบ 2.9.6 และ 2.9.7 

ตามลําดับ 

- คาของสนามแมเหล็กทัง้สวนจริงและสวนจินตภาพ ในภาพประกอบ 2.9.8 และ 2.9.9 

ตามลําดับ 

 
ภาพประกอบ 2.9.6 แสดงถงึ คาจริงของสนามไฟฟา โดยพิจารณาจุดพิกัดในชวง  
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[ 0.5,0.5], 0.0x y z= ∈ − =  

 
 

ภาพประกอบ 2.9.7 แสดงถงึ คาจนิตภาพของสนามไฟฟา โดยพจิารณาจุดพิกัดในชวง 

[ 0.5,0.5], 0.0x y z= ∈ − =   
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ภาพประกอบ 2.9.8 แสดงถงึ คาจริงของสนามแมเหล็ก โดยพิจารณาจุดพิกัดในชวง 

[ 0.5,0.5], 0.0x y z= ∈ − =  
 

 
ภาพประกอบ 2.9.9 แสดงถงึ คาจนิตภาพของสนามแมเหล็ก โดยพิจารณาจุดพิกัดในชวง 

[ 0.5,0.5], 0.0x y z= ∈ − =  

 
ภาพประกอบ 2.9.10 แสดงถึง เปอรเซ็นคาความคลาดเคลื่อนของสนามไฟฟาที่ไดจากการคํานวณ 

Percents of  Error(%) 
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เทียบกับคาทางทฤษฎี โดยพิจารณาจุดพกิัด ในชวง [ 0.5,0.5], 0.0x y z= ∈ − =  

 
ภาพประกอบ 2.9.11 แสดงถึง เปอรเซ็นของคาความคลาดเคลื่อนของสนามแมเหลก็ที่ไดจากการ

คํานวณเทียบกับคาทางทฤษฎี โดยพจิารณาจุดพิกัด ในชวง [ 0.5,0.5], 0.0x y z= ∈ − =  

 

 
ภาพประกอบ 2.9.12 แสดงถึง ทิศทางของสนามไฟฟาและสนามแมเหล็กใน 

ทางทฤษฎี โดยพิจารณาจุดพิกัด ในชวง [ 0.5,0.5], 0.0x y z= ∈ − =  

 

x 

y 

z 

E
v

 
H
v

Percents of  Error(%) 
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ภาพประกอบ 2.9.13 แสดงถึง ทิศทางของสนามไฟฟาและสนามแมเหล็กจากการ 

คํานวณโดยพจิารณาจุดพกิดั ในชวง [ 0.5,0.5], 0.0x y z= ∈ − =  

 

ภาพประกอบ 2.9.10 และ 2.9.11 แสดงคาความคลาดเคลื่อนของสนามไฟฟาและ

แมเหล็ก ตามลําดับ ณ จุดตางตางใน [ 0.5,0.5], 0.0x y z= ∈ − = ภายในพื้นที่ผิวขอบเขต เมื่อคาคงที่

เฟสเทากับ 1.0 ( )1.0β =  นอกจกนั้น ไดแสดงทิศทางของสนามแมเหล็กและสนามไฟฟาที่

คํานวณไดเพื่อเปรียบเทียบกับคาทางทฤษฏี ตามภาพประกอบ 2.9.12 และ 2.9.13  
 
- ผลการคํานวณบนพื้นผิวขอบเขต 
ผลการคํานวณแบงออกเปน 2 รูปแบบ เชนเดยีวกับการคํานวณสนามภายในพืน้ผิว

ขอบเขตที่พิจารณา โดยแสดงผลการคํานวณดวยวิธีเกา คาของสนามแมเหล็กไฟฟาในแตละคอม

โพแนนท ณ จดุพิกัด (0.4,0.4,-0.5) ตามตารางที่ 2.3  

 

ตารางที่ 2.3 แสดงการเปรยีบเทยีบผลการคํานวณของสนามแมเหลก็ไฟฟาในรูปแบบ

ของ เลขคลิฟฟอรด ณ จุดพกิัด ( x , y , z ) = (0.4,0.4,-0.5) 

คาจากทฤษฎี คาที่ไดจากคาํนวณ ลําดับของ 

เอลิเมนต คาจริง คาจินตภาพ คาจริง คาจินตภาพ 

1 0.00 0.00 0.00 0.00 

2 0.00 0.00 0.00 0.00 

3 0.00 0.00 0.00 0.00 

x 

y 

z 

E
v

 
H
v
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4 0.00 0.00 0.00 0.00 

5 0.00 0.00 0.00 0.00 

6 -9.837685E-04 -5.374352E-04 -9.881857E-04 -5.296345E-04 

7 0.00 0.00 0.00 0.00 

8 0.00 0.00 0.00 0.00 

9 0.00 0.00 0.00 0.00 

10 -5.378072E-04 9.844496E-04 -5.293926-04 9.891320E-04 

11 0.00 0.00 0.00 0.00 

12 0.00 0.00 0.00 0.00 

13 0.00 0.00 0.00 0.00 

14 0.00 0.00 0.00 0.00 

15 0.00 0.00 0.00 0.00 

16 0.00 0.00 0.00 0.00 

*เมื่อใชจํานวนของสวนประกอบยอยเทากบั 75 ขนาดของคาความคลาดเคลื่อนมีคา 1.319742 E-

05 

 

นอกจากนัน้ เพื่องายตอการพิจารณาการคํานวณจุดตางๆ ทีอ่ยูบริเวณภายในพืน้ผวิ

ขอบเขต จึงแสดงคาคลาดเคลื่อนของคาสนามไฟฟาและสนามแมเหล็ก ตามรูปภาพประกอบ 

2.9.14 และ 2.9.15 ตามลําดับ 

 

     จํานวนของสวนประกอบยอย 

                               N=50 
                               N=75 
                               N=100 
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ภาพประกอบ 2.9.14 แสดงถึง คาความคลาดเคลื่อนของสนามไฟฟาที่ไดจากการคํานวณ

เทียบกับคาทางทฤษฎี โดยพิจารณาจุดพกิัดในชวง [ 0.4,0.4], 0.5x y z= ∈ − = −  

 

 
 

ภาพประกอบ 2.9.15 แสดงถึง คาความคลาดเคลื่อนของสนามแมเหลก็ที่ไดจากการ

คํานวณเทียบกับคาทางทฤษฎี โดยพจิารณาจุดพิกัดในชวง [ 0.4,0.4], 0.5x y z= ∈ − = −  

 

ในรูปแบบการคํานวณแบบที่สอง ไดทําการการพฒันารูปแบบในการคํานวณอินทกิรัล 

เพื่อเพิม่ความแมนยําในการคํานวณคาสนามแมเหล็กไฟฟา ในบริเวณที่ใกลกับพื้นผวิขอบเขตมาก

ขึ้น โดยแสดงผลการคํานวณคาของสนามแมเหล็กไฟฟาในแตละคอมโพแนนท ณ จุดพกิัด 

(0.45,0.45,-0.45) ตามตารางที่ 2.4  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     จํานวนของสวนประกอบยอย 

                               N=50 
                               N=75 
                               N=100 
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ตารางที่ 2.4 แสดงการเปรยีบเทยีบผลการคํานวณของสนามแมเหลก็ไฟฟาในรูปแบบของ 

เลขคลิฟฟอรด ณ จุดพิกัด ( x , y , z ) = (0.45,0.45,-0.5) 

คาจากทฤษฎี คาที่ไดจากคาํนวณ ลําดับของ 

เอลิเมนต คาจริง คาจินตภาพ คาจริง คาจินตภาพ 

1 0.00 0.00 0.00 0.00 

2 0.00 0.00 0.00 0.00 

3 0.00 0.00 0.00 0.00 

4 0.00 0.00 0.00 0.00 

5 0.00 0.00 0.00 0.00 

6 -9.837685E-04 -5.374352E-04 -9.838481E-04 -5.369226E-04 

7 0.00 0.00 0.00 0.00 

8 0.00 0.00 0.00 0.00 

9 0.00 0.00 0.00 0.00 

10 -5.378072E-04 9.844496E-04 -5.367456E-04 9.847531E-04 

11 0.00 0.00 0.00 0.00 

12 0.00 0.00 0.00 0.00 

13 0.00 0.00 0.00 0.00 

14 0.00 0.00 0.00 0.00 

15 0.00 0.00 0.00 0.00 

16 0.00 0.00 0.00 0.00 

*เมื่อใชจํานวนของสวนประกอบยอยเทากบั 20 ขนาดของคาความคลาดเคลื่อนมีคา 8.137671E-

04 

 

นอกจากนัน้ ไดแสดงคาของสนามแมเหล็กไฟฟา ณ จุดตางๆ ที่มีระยะใกลกับพืน้ที่

ขอบเขตมากขึ้น รวมทั้งบริเวณทีห่างจากพื้นผวิขอบเขตดวย โดยแบงการแสดงคาของสนามทั้ง

สองดังตอไปนี ้

- คาของสนามไฟฟาทัง้สวนจริงและสวนจินตภาพ ในภาพประกอบ 2.9.16 และ 2.9.17 

ตามลําดับ 

- คาของสนามแมเหล็กทัง้สวนจริงและสวนจินตภาพ ในภาพประกอบ 2.9.18 และ 2.9.19 

ตามลําดับ 
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ภาพประกอบ 2.9.16 แสดงถึง คาจริงของสนามไฟฟา โดยพิจารณาจดุพิกัดในชวง 

[ 0.5,0.5], 0.5x y z= ∈ − = −  

 
ภาพประกอบ 2.9.17 แสดงถึง คาจินตภาพของสนามไฟฟา โดยพิจารณาจุดพิกัดในชวง 

[ 0.5,0.5], 0.5x y z= ∈ − = −  
 

 



โครงการวิจัยรวมฯ ปงบประมาณ 2549                         392                           จัดทําเมื่อ 30 กันยายน 2550 

 
ภาพประกอบ 2.9.18 แสดงถึง คาจริงของสนามแมเหลก็ โดยพิจารณาจุดพิกัดในชวง 

[ 0.5,0.5], 0.5x y z= ∈ − = −  

 
ภาพประกอบ 2.9.19 แสดงถึง คาจินตภาพของสนามแมเหล็ก โดยพจิารณาจุดพกิดัในชวง 

[ 0.5,0.5], 0.5x y z= ∈ − = −  
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ภาพประกอบ 2.9.20 แสดงถึง คาความคลาดเคลื่อนของสนามไฟฟาที่ไดจากการคํานวณ

เทียบกับคาทางทฤษฎี โดยพิจารณาจุดพกิัดในชวง [ 0.5,0.5], 0.5x y z= ∈ − = −  

 
ภาพประกอบ 2.9.21 แสดงถึง คาความคลาดเคลื่อนของสนามแมเหลก็ที่ไดจากการ

คํานวณเทียบกับคาทางทฤษฎี โดยพจิารณาจุดพิกัดในชวง [ 0.5,0.5], 0.5x y z= ∈ − = −  
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ภาพประกอบ 2.9.22 แสดงถึง ทิศทางของสนามไฟฟาและสนามแมเหล็กจากทฤษฎี 

โดยพิจารณาจุดพิกัด ในชวง , [ 0.5,0.5], 0.5x y z∈ − = −  

 
ภาพประกอบ 2.9.23 แสดงถึง ทิศทางของสนามไฟฟาและสนามแมเหล็กจากการ 

คํานวณโดยพจิารณาจุดพกิดั ในชวง , [ 0.5,0.5], 0.5x y z∈ − = −  

 

- ภาพประกอบ 2.9.20 และ 2.9.21 แสดงคาความคลาดเคลื่อนของสนามไฟฟาและ

แมเหล็ก ตามลําดับ ณ จุดตางตางใน [ 0.5,0.5], 0.5x y z= ∈ − = −  และภาพประกอบ 2.9.22 และ 
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2.9.23 แสดงทิศทางของสนามแมเหลก็ไฟฟาตามคาทางทฤษฏีและคาที่คาํนวณได ในบิรเวณ 

[ 0.5,0.5], 0.5x y z= ∈ − = −  ภายในพืน้ที่ผวิขอบเขต เมื่อคาคงที่เฟสเทากับ 1.0 ( )1.0β =  
 
 
2.9.2  กรณีไรขอบเขตปดลอม Unbounded Domain 
 

• รูปรางของขอบเขตปดลอม 
 กําหนดใหรูปรางของพื้นผิวปดลอมเปนพื้นผิวของลูกบาศก ซึ่งเปนรูปรางพื้นฐานและงาย

ตอการทดสอบสมการอินทิกรัล ดังภาพประกอบ 8-1 พิกัดของพื้นผิวปดลอมถูกบรรยายดวยพิกัด

แบบคารทีเซยีน ในที่นี้พื้นผิวขอบเขตที่กําหนดขึ้นนั้น มีเงื่อนไขขอบเขต คือ สามารถสงผานคลืน่ได

ทั้งหมด หรือ เรียกวา Perfect Transmission 
 

• สนามแมเหลก็ไฟฟาบนพืน้ผิวขอบเขต 
สนามแมเหล็กไฟฟาบนพื้นผิวขอบเขตนั้น กําหนดใหมีคุณสมบัติเปนคลื่นที่แพรจาก

สายอากาศแบบ Short Dipole Antenna ซึ่งมีฟงกชันของสนามแมเหล็กไฟฟาสอดคลองตาม

สมการของแมกแวลล และมีทิศทางการเคลื่อนที่ของสนามเปนไปตามภาพประกอบ 8-24 

สนามแมเหล็กและสนามไฟฟาดังกลาว ถูกอธิบายในรูปแบบของเวคเตอร ตามสมการดังนี้ 
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โดยกําหนดใหพารามิเตอรตางๆ ดงันี ้

  0 :I คากระแสไฟฟาบนสายอากาศ 

:l ความยาวของสายอากาศ 
2 2wβ με=  

74 10 /henries meterμ π −= ×  
128.8541 10 ( / )farad meterε −= ×  
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ภาพประกอบ 8-24 แสดงถึงทิศทางการแพรของคลื่นจาก Short Dipole 

Antenna 

 

ในงานวิจัยนี้ไดนําเสนอ เลขคลิฟฟอรด ซึ่งสามารถบรรยายสนามแมเหล็กไฟฟาภายใน

จํานวนเดียวกันไดตามทฤษฎีที่กลาวมาขางตน ดังนั้นจึงทําการแปลงเวคเตอรของสนามแมเหล็ก

และสนามไฟฟาใหอยูในรูป เลขคลิฟฟอรด ซึ่งเปนไปตามสมการ ดังนี้ 

 
1 1

2 2
0 2 0 1 4

j z j zu H e e i E e e eβ βμ σ ε− −= +    (77) 

 

กําหนดใหสนามแมเหล็กและสนามไฟฟาในรูปแบบของเวคเตอร  มพีารามิเตอร ดังนี ้

  0 1.0I A=  

0.04l meter=  

1.0β =  
7

0 0

 4.7714 10f Hzβω
μ ε

= → = ×  

 

• ผลการคํานวณดวยสมการอินทิกรลัในกรณีไรขอบเขตปดลอม 
ในหวัขอนี้จะแบงผลการคํานวณออกเปน 2 สวน คือ สวนแรก เปนผลการคํานวณสนาม

แม เหลก็ไฟฟาที่อยูบนพืน้ผิวขอบเขตทีพ่ิจารณา ซึง่ในสวนนี้ใชวธิีการอินทิกรัลเชิงตัวเลขแบบ

เฉพาะ โดยถกูสรางขึ้นเพื่อแกปญหาการเกิด Singular Integration และในสวนทีส่อง เปนผลการ

คํานวณสนามแม เหล็กไฟฟา ณ จุดใดๆ ภายนอกพืน้ผวิขอบเขตที่พิจารณา ซึ่งในสวนนี้ใชวิธกีาร

อินทกิรัลเชิงตวัเลขดวยวิธีของ Gauss-Legendre Numerical Integration  

y 

x 

Short Dipole Antenna 
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- ผลการคํานวณบนพื้นผิวขอบเขต 
ตารางที่ 2.5 แสดง คาของสนามแมเหล็กไฟฟาในแตละคอมโพแนนท ณ จุดพิกัด 

(0.0,0.0,0.5) ซึ่งเปนจุดบนพื้นผวิขอบเขตที่พิจารณา  

 

ตารางที่ 2.5 แสดงการเปรียบเทียบผลการคํานวณของสนามแมเหล็กไฟฟาในรูปแบบ

ของ เลขคลิฟฟอรด ณ จุดพิกัด (x, y, z) = (0.0, 0.0, 0.5) 

คาจากทฤษฎี คาที่ไดจากคาํนวณ ลําดับของ 

เอลิเมนต คาจริง คาจินตภาพ คาจริง คาจินตภาพ 

1 0.00 0.00 1.995495E-08 -5.783769E-09 

2 0.00 0.00 0.00 0.00 

3 0.00 0.00 0.00 0.00 

4 0.00 0.00 -7.958784E-19 8.721495E-19 

5 0.00 0.00 0.00 0.00 

6 0.00 0.00 2.179766E-12 -2.235344E-13 

7 0.00 0.00 -5.555669E-13 -6.975199E-13 

8 0.00 0.00 0.00 0.00 

9 0.00 0.00 0.00 0.00 

10 0.00 0.00 -4.155675E-09 1.490264E-10 

11 0.00 0.00 -4.152881E-09 1.505832E-10 

12 0.00 0.00 0.00 0.00 

13 6.378859E-05 -2.319890E-06 6.088075E-05 -2.298323E-06 

14 0.00 0.00 0.00 0.00 

15 0.00 0.00 0.00 0.00 

16 0.00 0.00 7.284301E-19 -4.014142E-19 

*เมื่อใชจํานวนของสวนประกอบยอยเทากบั 16 ขนาดของคาความคลาดเคลื่อนมีคา 1.324509 E-

07 

 

นอกจากนัน้ ไดแสดงคาของสนามแมเหล็กไฟฟา ณ จุดตางๆ ที่มีระยะใกลกับพืน้ที่

ขอบเขตมากขึ้น รวมทั้งบริเวณทีห่างจากพื้นผวิขอบเขตดวย โดยแบงการแสดงคาของสนามทั้ง

สองดังตอไปนี ้
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- คาของสนามไฟฟาทัง้สวนจริงและสวนจินตภาพตามแนวแกนของ x y และ z ดังใน

ภาพประกอบระหวาง 8-25 และ 8-30 ตามลําดับ และแสดงคาความคลาดเตลื่อนของสนามไฟฟา

ที่คํานวณไดเทียบกับคาทางทฤษฎีดังแสดงในภาพประกอบ 8-31 

- คาของสนามแมเหล็กทัง้สวนจริงและสวนจินตภาพตามแนวแกนของ x y และ z ดังใน

ภาพประกอบระหวาง 8-32 และ 8-37 ตามลําดับ และแสดงคาความคลาดเตลื่อนของสนามไฟฟา

ที่คํานวณไดเทียบกับคาทางทฤษฎีดังแสดงในภาพประกอบ 8-38 

 

 

 

 
ภาพประกอบ 8-25  แสดงถงึ คาจริงของสนามไฟฟาตามแนวแกน x  โดยพิจารณาจุดพิกัดในชวง 

[ ]0.5,0.5 , 0.5x y z= ∈ − =  
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ภาพประกอบ 8-26  แสดงถงึ คาจนิตภาพของสนามไฟฟาตามแนวแกน x  โดยพิจารณาจุดพิกัด

ในชวง [ ]0.5,0.5 , 0.5x y z= ∈ − =  

 

 

 
ภาพประกอบ 8-27  แสดงถงึ คาจริงของสนามไฟฟาตามแนวแกน y  โดยพิจารณาจุดพิกัดในชวง 

[ ]0.5,0.5 , 0.5x y z= ∈ − =  
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ภาพประกอบ 8-28  แสดงถงึ คาจนิตภาพของสนามไฟฟาตามแนวแกน y  โดยพิจารณาจุดพิกัด

ในชวง [ ]0.5,0.5 , 0.5x y z= ∈ − =  

 

 

 
ภาพประกอบ 8-29  แสดงถงึ คาจริงของสนามไฟฟาตามแนวแกน z  โดยพิจารณาจุดพิกัดในชวง 

[ ]0.5,0.5 , 0.5x y z= ∈ − =  
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ภาพประกอบ 8-30  แสดงถงึ คาจนิตภาพของสนามไฟฟาตามแนวแกน z  โดยพิจารณาจุดพิกัด

ในชวง [ ]0.5,0.5 , 0.5x y z= ∈ − =  

 

 

 
ภาพประกอบ 8-31  แสดงถงึ คาความคลาดเคลื่อนของสนามไฟฟาที่ไดจากการคํานวณเทยีบกับ

คาทางทฤษฏี โดยพิจารณาจุดพิกัดในชวง [ ]0.5,0.5 , 0.5x y z= ∈ − =  
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ภาพประกอบ 8-32  แสดงถงึ คาจริงของสนามแมเหล็กตามแนวแกน x  โดยพจิารณาจุดพิกัด

ในชวง [ ]0.5,0.5 , 0.5x y z= ∈ − =  

 

 

 
ภาพประกอบ 8-33  แสดงถงึ คาจนิตภาพของสนามแมเหล็กตามแนวแกน x  โดยพิจารณาจุด

พิกัดในชวง [ ]0.5,0.5 , 0.5x y z= ∈ − =  
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ภาพประกอบ 8-34  แสดงถงึ คาจริงของสนามแมเหล็กตามแนวแกน y  โดยพจิารณาจุดพิกัด

ในชวง [ ]0.5,0.5 , 0.5x y z= ∈ − =  

 

 

 

 
ภาพประกอบ 8-35  แสดงถงึ คาจนิตภาพของสนามแมเหล็กตามแนวแกน y  โดยพิจารณาจุด

พิกัดในชวง [ ]0.5,0.5 , 0.5x y z= ∈ − =  
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ภาพประกอบ 8-36  แสดงถงึ คาจริงของสนามแมเหล็กตามแนวแกน z  โดยพจิารณาจุดพิกัด

ในชวง [ ]0.5,0.5 , 0.5x y z= ∈ − =  

 

 

 
ภาพประกอบ 8-37  แสดงถงึ คาจนิตภาพของสนามแมเหล็กตามแนวแกน z  โดยพิจารณาจุด

พิกัดในชวง [ ]0.5,0.5 , 0.5x y z= ∈ − =  
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ภาพประกอบ 8-38  แสดงถงึ คาความคลาดเคลื่อนของสนามแมเหลก็ที่ไดจากการคํานวณเทียบ

กับคาทางทฤษฏี โดยพจิารณาจุดพิกัดในชวง [ ]0.5,0.5 , 0.5x y z= ∈ − =  
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- ผลการคํานวณภายนอกพื้นผิวขอบเขต 
ตารางที่ 6 แสดงผลการคํานวณของสนามแมเหล็กไฟฟาในแตละคอมโพแนนท ณ จุด

พิกัด (0.0, 0.0, 1.0) ซึ่งเปนจุดภายในพืน้ผิวขอบเขตทีพ่ิจารณา  

 

ตารางที่ 6 แสดงการเปรียบเทียบผลการคํานวณของสนามแมเหล็กไฟฟาในรูปแบบของ 

เลขคลิฟฟอรด ณ จุดพิกัด (x, y, z) = (0.0, 0.0, 1.0) 

คาจากทฤษฎี คาที่ไดจากคาํนวณ ลําดับของ 

เอลิเมนต คาจริง คาจินตภาพ คาจริง คาจินตภาพ 

1 0.00 0.00 2.560184E-08 -7.430476E-09 

2 0.00 0.00 0.00 0.00 

3 0.00 0.00 0.00 0.00 

4 0.00 0.00 -1.729587E-19 7.087929E-19 

5 0.00 0.00 0.00 0.00 

6 0.00 0.00 1.717288E-12 -5.796173E-13 

7 0.00 0.00 -1.975344E-13 -7.381077E-13 

8 0.00 0.00 0.00 0.00 

9 0.00 0.00 0.00 0.00 

10 0.00 0.00 -1.100098E-12 -9.769422E-13 

11 0.00 0.00 1.064373E-12 -1.337422E-13 

12 0.00 0.00 0.00 0.00 

13 9.861020E-06 -2.149289E-06 1.948187E-05 -4.276311E-06 

14 0.00 0.00 0.00 0.00 

15 0.00 0.00 0.00 0.00 

16 0.00 0.00 9.816814E-19 -4.773527E-19 

*เมื่อใชจํานวนของสวนประกอบยอยเทากบั 16 ขนาดของคาความคลาดเคลื่อนมีคา 1.324509 E-

07 

 

นอกจากนัน้ ไดแสดงคาของสนามแมเหล็กไฟฟา ณ จุดตางๆ ที่มีระยะใกลกับพืน้ที่

ขอบเขตมากขึ้น รวมทั้งบริเวณทีห่างจากพื้นผวิขอบเขตดวย โดยแบงการแสดงคาของสนามทั้ง

สองดังตอไปนี ้
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- คาของสนามไฟฟาทัง้สวนจริงและสวนจินตภาพตามแนวแกนของ x y และ z ดังใน

ภาพประกอบระหวาง 8-39 และ 8-44 ตามลําดับ และแสดงคาความคลาดเตลื่อนของสนามไฟฟา

ที่คํานวณไดเทียบกับคาทางทฤษฎีดังแสดงในภาพประกอบ 8-45 

- คาของสนามแมเหล็กทัง้สวนจริงและสวนจินตภาพตามแนวแกนของ x y และ z ดังใน

ภาพประกอบระหวาง 8-46 และ 8-51 ตามลําดับ และแสดงคาความคลาดเตลื่อนของสนามไฟฟา

ที่คํานวณไดเทียบกับคาทางทฤษฎีดังแสดงในภาพประกอบ 8-50 

 

 
ภาพประกอบ 8-39  แสดงถงึ คาจริงของสนามไฟฟาตามแนวแกน  x โดยพิจารณาจุดพิกัดในชวง 

0.0x y= =  และ [ ]0.6,7.0z∈  

 

 
ภาพประกอบ 8-40  แสดงถงึ คาจนิตภาพของสนามไฟฟาตามแนวแกน  x โดยพิจารณาจุดพิกัด

ในชวง 0.0x y= =  และ [ ]0.6,7.0z∈  
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ภาพประกอบ 8-41  แสดงถงึ คาจริงของสนามไฟฟาตามแนวแกน  y โดยพิจารณาจุดพิกัดในชวง 

0.0x y= =  และ [ ]0.6,7.0z∈  

 

 

 
ภาพประกอบ 8-42  แสดงถงึ คาจนิตภาพของสนามไฟฟาตามแนวแกน  y โดยพิจารณาจุดพิกัด

ในชวง 0.0x y= =  และ [ ]0.6,7.0z∈  
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ภาพประกอบ 8-43  แสดงถงึ คาจริงของสนามไฟฟาตามแนวแกน z โดยพิจารณาจดุพิกัดในชวง 

0.0x y= =  และ [ ]0.6,7.0z∈  

 

 

 
ภาพประกอบ 8-44  แสดงถงึ คาจนิตภาพของสนามไฟฟาตามแนวแกน  z โดยพิจารณาจุดพิกัด

ในชวง 0.0x y= =  และ [ ]0.6,7.0z∈  
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ภาพประกอบ 8-45  แสดงถงึ คาความคลาดเคลื่อนของสนามไฟฟาที่ไดจากการคํานวณเทยีบกับ

คาทางทฤษฏี โดยพิจารณาจุดพิกัดในชวง 0.0x y= =  และ [ ]0.6,7.0z∈  

 

 

 

 
ภาพประกอบ 8-46  แสดงถงึ คาจริงของสนามแมเหล็กตามแนวแกน x โดยพิจารณาจุดพิกัด

ในชวง 0.0x y= =  และ [ ]0.6,7.0z∈  
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ภาพประกอบ 8-47  แสดงถงึ คาจนิตภาพของสนามแมเหล็กตามแนวแกน x โดยพจิารณาจุดพกิดั

ในชวง 0.0x y= =  และ [ ]0.6,7.0z∈  

 

 

 

 

 
ภาพประกอบ 8-48  แสดงถงึ คาจริงของสนามแมเหล็กตามแนวแกน y โดยพิจารณาจุดพิกัด

ในชวง 0.0x y= =  และ [ ]0.6,7.0z∈  
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ภาพประกอบ 8-49  แสดงถงึ คาจนิตภาพของสนามแมเหล็กตามแนวแกน y โดยพจิารณาจุดพกิดั

ในชวง 0.0x y= =  และ [ ]0.6,7.0z∈  

 

 

 

 

 
ภาพประกอบ 8-50  แสดงถงึ คาจริงของสนามแมเหล็กตามแนวแกน z โดยพิจารณาจุดพิกัด

ในชวง 0.0x y= =  และ [ ]0.6,7.0z∈  
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ภาพประกอบ 8-51  แสดงถงึ คาจนิตภาพของสนามแมเหล็กตามแนวแกน z โดยพจิารณาจุดพกิดั

ในชวง 0.0x y= =  และ [ ]0.6,7.0z∈  

 

 

 
ภาพประกอบ 8-52  แสดงถงึ คาความคลาดเคลื่อนของสนามแมเหลก็ที่ไดจากการคํานวณเทียบ

กับคาทางทฤษฏี โดยพจิารณาจุดพิกัดในชวง 0.0x y= =  และ [ ]0.6,7.0z∈  
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2.10 สรุปผลการคํานวณ 
ในสวนของผลการคํานวณสนามแมเหล็กไฟฟา ณ จุดพิกัด ที่อยูภายในพืน้ที่ทีพ่ิจารณา

นั้น สามารถคํานวณไดอยางถกูตอง ซึ่งเมื่อพิจารณาตารางที่ 1 ถึง 5 ซึง่แสดงแตละสวนของ

จํานวน เลขคลิฟฟอรด จะเห็นได เห็นไดวา สวนประกอบที่บรรจุสนามแมเหล็กและสนามไฟฟา 

สามารถคาํนวณไดอยางถูกตอง และนอกจากนั้น ในสวนประกอบอืน่ๆ นัน้ มีคาเขาใกลศูนย ซึ่ง

เปนไปตามคาทางทฤษฏี ทัง้นี้ภาพประกอบ 8-3 ถึง 8-12 แสดงใหเหน็วาคาความคลาดเคลื่อน

ของสนามแมเหล็กและสนามไฟฟา ณ จดุพิกัดที่อยูภายในพืน้ที่ทีพ่ิจารณา ความคลาดเคลื่อนที่

เกิดขึ้นนัน้ เปนไปตามทฤษฏีของการอินทกิรัลเชิงตัวเลข คือ เมื่อทําการเพิ่มจํานวนสวนประกอบ

ยอยของการอินทกิรัล จะทําใหผลการคํานวณมีคาถกูตองเพิม่มากขึ้น  

ในสวนของการคํานวณสวนที่สอง เปนการคํานวณสนามแมเหล็กไฟฟา ณ จุดพิกดั ที่อยู

บนพืน้ผิวขอบเขต ผลจากการคํานวณใหคาถูกตองใกลเคียงกับคาทางทฤษฎี โดยพิจารณาไดจาก

ผลการคํานวณในตารางที ่ 6 ถงึ 10 ซึ่งแสดงแตละสวนของจาํนวน เลขคลิฟฟอรด มีลักษณะ

เดียวกนักับผลการคํานวณในสวนทีห่นึง่ ในภาพประกอบ 8-13 ถงึ 8-22 แสดงใหเห็นวาคาความ

คลาดเคลื่อนของสนามแมเหล็กและสนามแมเหล็กไฟฟา ณ จุดพิกัดที่อยูบนพื้นที่ทีพ่ิจารณา 

ความคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นนั้น เปนไปตามทฤษฏีของการอินทกิรัลเชงิตัวเลขเชนเดยีวกนั และเมื่อ

คํานวณจุดพิกดัที่มีระยะหางจากพื้นผวิขอบเขตนอยลงจะมีคาความคลาดเคลื่อนเพิม่ข้ึน 

 
2.11  สรุปงานวิจัย 

สมการแมกซแวล เปนสมการที่สามารถบรรยายความสัมพันธของสนามแมเหล็กไฟฟา ซึ่ง

ผลเฉลยของสมการนี ้ จงึเปนประโยชนในงานทางดานวศิวกรรมอยางมาก อยางไรก็ตาม การหา

ผลเฉลยของสมการแมกซแวลโดยตรงยังเปนเรื่องที่ยากมาก เนื่องจากสมการแมกซแวลเปน

สมการอนพุนัธอับดับที่หนึง่ ปจจุบันนี้การแกผลเฉลยของสมการดังกลาว จึงจาํเปนตองประยกุต

เปนสมการรูปแบบอื่น ตัวอยางเชน สมการแฮมปโฮทต สมการศักย เปนตน ซึง่ลวนแลวลวนเปน

สมการอนพุนัธอันดับที่สอง ทาํใหผลเฉลยของสมการไมสามารถคํานวณคาสนามแมเหล็กและ

สนามไฟฟาในเวลาเดียวกนัได งาน วิจัยนี้อาจกลาวไดวา เปนกาวแรกของการคํานวณ

สนามแมเหลก็ไฟฟาที่สอดคลองกับสมการของแมกซแวลโดยแทจริง เนื่องจากสามารถคํานวณคา

สนามทัง้สองในเวลาเดียวกนัได  

อยางไรก็ตาม ในอนาคตงานวิจัยชิน้นี ้สามารถประยุกตการคํานวณสนามแมเหล็กไฟฟา ใน

งานทีม่ีซับซอนมากขึ้น เพื่อใชงานในทางดานวิศวกรรมไฟฟา 
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