
บทท 2

การประมาณค่าสํมิประสิทธ๋ํความถคถอย

การวิจยโนครงนึ๋เป็นการถึกษาเปรียบเทียบการประมาณค่าส์มประสิทซ้ิโนสมการถคถอย 
•ชิ งเส้นแบบพหุคูณ ( M u l t i p l e  R e q r e s s i o n )  สือ โนกรฒีเม่จำนวนตวแปรอีสระมากกว่า
1 ด้ว ระหว่างวิธีกำล้งสองดรสุด และวิธีบูตสแตรป สำหรํบโนบทนจะกล่าวถึงรายละเอียดจองวิธี 
การประมาณค่าพารามิเตอร์และคุณสมป็ติของค่วประมาณท่ีไค ซึ่งจะเสนอ'ไนรูปของเวคเตอร์และ 
เมตรีกช ส่วนโนตอนท้ายของบนจะนำเสนอผลงานวิจ้ยที่เกยวของ 'เคยมิรายละเอียดค่าง  ๆ ด้งน

2 .1  การูประมาณค่าพารามิ เตอร์'เคยวิธีกำสังลองคาสุด

ด้วสถิติที่โขโนการประมาณค่าพารามิเตอร์โนกรณ๊ท่ีความคลาดเคลื่อนมิการแจกแจงแบบปกติ 
คอด้วประมา๗รดจากวิธีกำล่งตํ่าสุค ส่าหรีบโนกรamไม่ทราบล่กษณะการแจกแจงของความคลาค 
เคลื่อนจะโขวิธีทางนอนพารามิเตอร์6เนการประมาณค่าพารามิเตอร์ ซึ่งมิอยู่คำยกํนหลายวิธี โนท่ีนํ 
จะถึกษๆ วิธีบูตสแตรป ซึ่งรายละเอียดจะกล่าวค่อไป

2 .1 .1  วิธีกำสังลองคาสุด (L east Square Method)

วิธีการหาค่ำประมาณของพารามิเตอร์วิธีนี้ เป็นวิธีท่ีมิรากฐานมาจากทฤษฏี
การประมาณเชิงเส้น (Theory o f L in ea r E s tim a tio n )  เป็น'วิธีการท่ีติคข้ืนา,คย
คาร์ล เพรดรก เกาส้ (K arl F r ie d r ic h  Gauss 1777-1855) และ อ ้งเดร แอนครีวิข 
มาร์คอพ (A ndrei A ndreevich  Markov 1856-1922) ซ่ึงมิหถ้กเกณฑ์คงน๋ึคอ โหหาตว
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ป!ะมาทเของหา!ามีเคอ!ที่ทำให้ผลบวกของกำด้งที่สองขยงความคลาดเคลื่อน (Sum Square
E r ro r s  (SSE)) มีค่าค้าสุด ที่ง!ายละเอยคในกา!หาแลตงในรูปของเวคเคย!และเมด!กซ์ไค้
ด้งน

เมอ

2 .1  .1 .1 กา!หาด้วป!ะมาณกำด้งสองค้าสด
ในที่นจะหจา!เนาด้วนขบเใ!งเ ล้น (L in ea r model) ในรูป 

Y = x p  + C
Y เป็นเวคเดอ!ของค่าด้งเกดห!อด้วแป!ตามขนาด ท X 1 
X เป็นเมต!กซของด้วแป!อล!ะห!อค่าคงที่ที่ท!าบค่า ขนาด ท X P 

ท่ีง ท > P และ rank X = P 
P เป็นเวคเดอ!ของหา!ามีเตอ!ที่ไม่ท!าบค่า ท่ีงเป็นค่าด้มป!ะสิทธ 

ความถดถอยขนาด P X 1
C เป็นเวคเดอ!ของความคลาดเคลื่อนขนาด ท X 1 

ท่ีง E( C ) = 0
E( c e  ) = 6 2 1 ไดยท่ี I เป็นเมต!กซ์เอกด้กษเนํ

( s i n g l e  mat r i x )
จากหด้กเกณฑ์ด้งกล่าวขางค้น จะทำกา!หา P ซ่ง เป็นด้วป!ะ4Jาเนกำด้งลองค้าสุด

ของ P ท่ีทำให้
SSE = E c f  = e ' e  

i= 1  1
มีค่าค้าสุด าเดยกา!หายนุพนซของ SSE เทียบ■ ด้น P แล้วกำหนดให้เท่ากํป 0 ป่นคอ

SSE = c 'ê  = (Y '-X p  )' (Y-Xp )
= (Y '-P X 'M Y -X P  )
= Y'Y-Y'Xp -  p 'x 'Y  + pX'Xp 
= Y'Y -  2 PX'Y + p 'x 'x p

d SSE
6p = -2X'Y + 2X'XP = 00
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X'Xp = X'Y ใเงเป็นสมการชกติ (Normal E q u a tio n )
p = (X 'X )-1 X'Y

เม่ือ X'X ไม่เป็นเมตริกชํเอกเทศ (S in g u la r  m a tr ix )

2 .2  คู0เลมชตท่ืสำคัญของค้าชระมาผกำสังสองคุรฝีคุ

2 .2 .1  ความไม่เอนเอียง (U nbiasedness)
เม่ือ Y = xp + C และ E( - ) = 0 ค้าประมาtuกำลงสองตาสุดของ เป็นค้าชระมา๗)
ไม่เอนเอียง ใเนติอ E (p  ) = P

พิสูจน์ จาก P

E( P )

= (X 'X )-1 X'Y
= (X 'X )-1 X' (Xp + c )
= (X 'X )-1 X 'XP + (X 'X )-1 X 'c
= P + (X 'X )-1 X' c 
= E( P ) + E (X 'X )-1 X' £
= P + (X 'X )-1 X' E( c )
= P E( c ) = 0

• P เป็นค้าชระมา๗)ไม่เอนเอียงสำหรํบ P

2 .2 .2  คาามแชรชรวน'บอง P = 6 2 (X’X )-1 
เม่ือ E( C ) = 0 . V( c ) = 6 2I

พิสูจน์ จาก P -  p = (X’X )-1 X 'c
V( P ) = E( P -  E( P )(  P -  E( P ) ) '  

= E( P -  P ) ( P ~ P ) '

016075



16

= E I(X 'X )-I X' c . c 'X (X 'X )_1 ]
= (X’X )-1 X' E( c . c )' X (X’X)-J

V (0 ) = 6 2 (X 'X )-I

เ มื ่ อ 6

2 .2 .3
2  _ 1

ทิ1?

ค ่า ป ร ะ ม า ณ ควา ม แ ป ร ป !ว น ใ )อ ง  P

ทริ
i=  า

2  C .i

ะ 6 2  (X 'X )-I

จ า ก  V ( p  ) = 6 2(X'X) - 1
ไ น ก ร ณ ีท ี่ๆ ม ่ท ร า บ ค ่า  6 2  จ ง ต ้อ ง ท ำ ก า ร ป ร ะ ม า ณ

จ า ก  P =  P + (X 'X )- 1 X' C

พ ิจ า ร ร ท c = Y -  Y 
=  Y -  x p

=  x p  +  e -  X I P + (X 'X )-I X' c 1

=  x p  + e -  X(3 -  X(X'X) -1 X' c 
= c -  X(X’X M X  c
= Un -  X(X'X)-1 X- ] c
= Me

นไอ M = In -  X(X 'X)_1 X’ เใใน sym m etric m a trix
และเป็น Idem potent m atrix  นนคอ พ1 = M และ M’ = M

พ ิส ูจ น ์ MM = Un -  X(X'X)-1 X' แ1ท -  X(X’X )-1 X' )
= In -  X(X'X)-1 X' -  X(X'X)-1 X' + X ( X ' X ) X ' X ( X ' X ) - !  X' 
= In -  X(X'X)-1 X' -  X(X'X)-» X' + X(X'X)-1 X- 
= In -  X(X'X)-1 X'
= M
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พิสูจน์ M' = (In -X (X 'X )-i X]'
= [In -X (X 'X )-1 X ] '
= M

M เฟ้น Iderapotent m a tr ix  จรง
จาก E( c ' C ) .  E < s  c f )

= E (c~ - E< c )>■  (£ -  E( c ))
= E (c c )
= E ' c M ' M e )
= E(c*Mc )

= E( t r c  M e)
= E ( t r  M c e ’ )
= t r  E(M c c  )
ะะ t r M E ( c c ' )
= 6 2 t r(M)
= 6 2 (t r  ( In -  X(X'X)-1 X)I
= 6 2 [ t r  In -  t r  (X(X' X)- I  X'
= 6 2 [ t r  In -  t r  X'X(X'X)-1 )
= 6 2 ( t r  In -  t r  Ip)

6 2 (n -p )
6 2

£ c i  เฟ้นค่วประรทณท่ีไม่เอนเอยงส่าหรํป 6 2
i= 1  n -p

ค่าประมาณความแปรปรวนของ P = 6 2 ( X' X) - J เม๋ึอ ๐0
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2 .2 .4  ความคลาด1คล๋ีอฺนมีการแจกแจงแบบปกติ 
และ 6 2 จะเป็นด้วประมา๗!มีประสิทรภาพ(E f f ic ie n c y  E s tim a to r)  คีอมีค่าความ 

แปรปรวนตาสุดไนบรรดาด้วประมา๗!ไม่เอนเอียง (U niform ly Minimum V ariance  
U nbiased E s tim a to r  (UMVUE)) โดยมีการพิสูจน์ไว้แล้วไนทฤษฏีบทด้งต่อไปน้ื

ทฤษฏีบท 2 . 11 จาก Y = x p + e  เมื่อ c N (0 , 6 2 I )
จะได้ว่า

1. P = (X 'X )-J X’Y เป็นด้วประมาณแบบภาวะน่าจะเป ็:สูงสุดของ P
2 . 6 2 = ^  C2 เป็นด้วประมาณแบบภาวะน่าจะเป็นสูงสุดสำหร้บ 6 2

ซี่งได้ปรบ (a d ju s te d )  แล้ว เมื่อไห้เป็นด้วประมาณที่ไม่เอนเอ ียง
3. p N ( p : p ,62 c) เม่ือ c =
4. 1—p ) 6 2 บ ' ' .  'V  (น ะ  n -p )
5. p A 2และ 6 เป็นอีสระ
6. p และ 6 2 เป็นสถิติท่ี,พอ เมียงสำหรํบ
7. p และ 6 2 เป็นสถิติท่ีสมบรณ

ทฤษฏีบท 2 .22 จาก Y = x p  + C เม่ือ O N ( 0 ,6 2I )  ไห t ( (3,62 )
เป็นฟังก์'ส์น่ไต  ๆ ของพาราม่เดอรํ P และ Ô2 ซิ่งฟ้ามารถหาด้วประมา๗!ไม่เอนเอียงได้ 
แล้วมี q ( P , 6 2 ) เป็นฟ้งก์$นของสถิติที่พอเมียงเป็นด้วประมา๗!ไม่เอนเอียงของฟ้งถิใ}น์
t  ( P .6 2 ) จะได้ว่า q( P , ร 2 ) เป็นด้วประมา๗!มีค่าความแปรปรวนดรสุดไนบรรดา

f r a n k l i n  A .G ra y b il l ,  Theory and A p p lic a tio n  o f the  L in ea r Model 
(N orth  S c i tu a t e .  M assach u se tts  : DUXBURY PRESS),p .176.

2 1 b i d .



ควบระมาณที่ไม่เอนเลียง (U niform ly Minimum V arian ce  U nbiased E s tim a to r 
(UMVUE)) สำหรบ t ( P , 6 2 )

2 .2 .5  ความคลาดเคลื่อนๆม่ม่การแจกแจงแบบ,ปกติ 
ด่า 3 และ 6 2 ที่ได้จากวลีกำล้งสองดรสุดจะไม่ เป็นด้วบระมาณท่ีมีคุณสมบํด เป็น UMVไJE 
แด่ p = (X 'X )-1 X'Y จะเป็นด้วบระมาณท่ีมีด่าความแบรบรวนครสุดไนบรรดาควบระมาณ 
ที่ไม่เอนเลียงและเป็นฟ้งก์ชนํเชิงเส้นของ Y เท่านน ซ่ึงไม่เป็นควบระมาณท่ีติไนการนำไบไช
บระมาณด่าฟ้รชินํมื่น  ๆ ที่ไม่ไชิฟ้งก็ชินเชิงเส้นของ Y ไดยมีนํยามและการพิสูจบใว้แส้วไนทฤษฏี 
บทด้งต่อไบน

นํยามท่ี 2■ I 3 ไห y i ,y2 ...........yn เป็นค่าสังเกดของด้วน'บรสุ่ม ซ่ึงมี jo in t  c . d . f .
F y ( . : r  ) , r <  -ท. และ ร( r )  เป็นฟ้งก์ชินของ r  ,0  = s( r  ) ถา 0 เป็นฟ้งก์ชิน 
เชิงเส้นของ Y ท่ีมีด่าความแบรบรวนดรสุดไนบรรดาด้วบระมาณที่ไม่เอนเลียงและเป็นฟ้งก์ชน
เชิงเสนของ Y ด้วยกน แลวจะเรียก นื้ว่า U niform ly  B est (minimum v a r ia n c e )  
L in ea r U nbiased E s tim a to r  สำหTU e ซ่ึงนํยมเรียกด้วบระมาณแอกแบบหน่ังว่า
B est L in ea r U nbiased E s tim a to r  (BLUE))

ทฤษฏีบท..2 . 34 เมอ Y = x p  + e , E( c ) = 0 cov( c )  = 6 2 1 และ
-°- = K P , £) ) : 0 Ep . 62 > 01 ด้วบระมาณกำลงคาสุดของ 1 (เม ื่อ 1

เป็นเวคเตอร์ของค่าคงท ี่ขนาด P  X 1) คอ r  P และเรียกด้วบระมาเฟ!ว่า U niform ly 
Minimum V ariance  L in e a r U nbiased E s tim a to r  (BLUE) ของ 1 p

I y

31 b id . , p .218.
4 Ib id . , p .2 1 9 .
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2 .2  กาวประมาผค่าพารามิเตอร์ใดยวร'บดลแตวป (B o o ts tra p  Method)

วรกาวหาต้วปวะมาณของพาวามิเตอร์วิรนั้ เป็นวซท่ีเสนอข้ึนใดย B rad ley  E fron  
นๆปิ ค .ศ. 1979 ใดยมิหล้กเกณฑ์ด้งน๋ึคอ ทำกาวล่มด้วอย่างจากข้อมูลที่เก็บรวบรวมมาแบบๆล่ 

ด้น (w ith  rep lacem en t) ขนาด เท่าก็ปจำนวนด้วอย่างหวอข้อมูลท่ีมิอยู่แล่วน้ัน เพ่ือสร้างข้อ 
มูลชุด‘ใหม่แล่วนำมา1ไข้'ไนกาวประมาณค่าพาวามิเตอร์ท่ีสน6เจ

สำหว้บกาวหาด้วปวะมาณใดยวิซีน้ึ สามารถท่าไค้ 3 แบบ ด้อ ใดยกาวคำนวณหา 
.ไกสูตร ใดยๆข้เทคนิคมอนด้คาวใล และใดยหาจากกาวกระจายของอนูกวมเทย์เลอร์
(T ay lo r s e r i e s )  ขึ้งส่วนๆพ่ะๆข้เทคนิคมอนตคาร์ไล ใคยนำคอมพวเตอร์มา'ไข้เป็นเควี๋อง 
มิอช่วยสำหรบจำนวนควงที่ท่ากาวลุ่มด้วอย่าง (B o o ts tra p  sam pling) น้ันควรจะอยู่'ไนช่วง 
50-200 ก็เหยงพอท่ีจะท่าๆหไดไท้ประมาณท่ีด้ ใดยมิmiตอนกาวท่างานด้งน๋ึ

1. ลร้างด้วเลขสุ่ม เพ่ือนำไปๆข ้ๆนกาวลุ่มด้วอย่างแบบๆล ด้่น
2 . จากด้วอย่างที่ไค้แต่ละชุด นำมาหาค่าสถด้หวิอค่าประมาณของพาวามิ

เตอร์ท่ีสนๆจ

ด้วอุย่าง กาวประมาณค่า s ta n d a rd  e r r o r  ของสํม่ปวะสิทธ้ีสหสํ'มพนท์ ( c o r r e la t io n
c o e f f i c i e n t  ( P ) )  หวอ SD( P ) ใด ยวิธ๊บูตสแตรป

ๆห Xi ,x 2 1 . . . ,Xn i id F ขึ้ง F เป็นกาวแจกแจง'ท่ีไม่!Vราบ
Xi = ( y i ,Z i ) ; i = 1 , 2 ..........ท

จาก P = ริ Yi z i  “ ร ิ Yi  ริi = า i* 1  i=1 z . / n

k l  I *  -  ( l  1 / / .
L i=1  i= 1 } { 1ร ิ1 Z2 -  ( ร ิ1 z . ) 2/n } ]

จาก
1 /2
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จะ เห็นว่าไม่สามารถหาค่าประมาณของ SD ( p ) ได้จากขอมูลชุดนโดย1ไข'สูต!ท่ัวไป
ช่ิง SD (x) = 2  (Xi -  x )2 /  ท -1 เม่ือ ท คํอ ขนาดของด้วยย่าง จงนำ1=1
เอาวรมูดสแดรปมาไข้ไนการประมาณค่า โดยไข้เทคนิคมอนดคาร์โล

ข้นดอนุ กา!ประมาณค่า SD ( P ) โดยวสิบูตสแดรป
1) ได้ F เป็น e m p ir ic a l p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  ของ

Xi ; i = 1 ,2 ............ท
2) สุ,,- Xi แบบไล่คน (w ith  rep lacem en t) ขนาด ท

ด้งนน Xi แด่ละด้วจะมโอกาสถูกเสิอกเป็นด้วอย่าง = £
ได้ Xi* 1 X2* . . . .  ,Xn* ~  i id F
เ!ยก  Xi* ใ!ว่า b o o ts tr a p  sample คำนวณหาค่า P

3) กระทำไนข้อ 2) B ค!ง จะได้ P *1 , P*2 , . . .  1 p 'B
4) คำนวณหาค่าประมาณของ SD (P ) ใดผว่รมูดสแด!ป ( 6 R ( P ) )

ได้ 6g ( P ) = v a r  (P*) า</2
ช่ิง v a r (P*) คํอ ค่าประมาณความแป!ป!วน (v a r ia n c e )  ของ 
ภายได้ F

เม่ือ

6 b ( p )
รี ( p ' 1 -  p * j 1 /2

B-1
Bรี P

= i=1______
B -

และได้ว่า P* เป็นค่าประมาณของค่าคาดหมายของ P (E ( P )) ท่ืได้จากว่รบูตสแดรป

ไนการสืกษาคข้งนได้นำ เอาวรมูดสแตรปมาไข้ไนการประมาณค่าพาราม เดล!ไนการ 
ว่เคราะห์ความถดถอยเข้งเส้น และหาค่าความแปรป!วน ในกรอพ{ไม่ทราบล้กษณะการแจกแจง

■.’‘โ!ใ 'ส ก 'ล าไ
a

(rff O

< Cl
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ของความคลาดเคลอน ซึ่งมีรายละเอ๊ยดไนการหาแสคงไนรูปของเวคเตอร์และเมตรกข็ได'คงนึ่

2 .3 .1  การหาต้วประมาณา.ดยว0บุคลแตรป

จาก Y = X {3 +  C 

เม่ิอ E (e  ) = 0
E( c e  ) = o 2 l
c i  ~  i id F ; ไม่ทราบกาวแจกแจง F

การหาต่วประมาณกระทำตามข้ันดอนต่อไปน๋ี
1. คำนวณหาค่า P โดยวรกำลังสองดรสุด
ได2' P = (X 'X )-1 X'Y
และ Y = xB

c =ะ Y -  Y ซ่ึง 2 «ร = 0
ไห้ F เป็นกาวแจกแจงของต่'วอย่าง (e m p iric a l d i s t r i b u t i o n )
2 . สุ่ม แบบไส่คีน (w ith  rep lacem en t) ขนาด ท

ได c 1 * c 2 » • • • »  en

/V i id  F
OO . น้าค่ า Cไ มาพจารณาโดยรวมไวไนสมการ

จะได Y* = X P + c *  = Y + e *

คำนวณหาค่า P* โคยว๊รกำลังสองดรสุด ไดยยิตหลกเกณทเดยวrfน คอทำการ
หา P* ซึ่งเป็นต้วประมาณกำลังสองดรสุดของ (3 ท่ีทำ,ไห้

SSE* = ร C*.2 = c *  CT มีคำดรสุด
i=  ๆ

โดยการหาอบุ.พนธ๙ของ SSE* เทียบกํบ P แล้วกำหนด,ไห้เท่าก้บ 0 นนคํอ
* = c * *  c r  = (Y* -  X0 * ) • (Y* -  X pT )

=  ( Y *  1 -  p * ' x '  ) ( Y *  -  x p  * )

SSE
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=  Y*' Y* -  Y * '  X  (3 * -  P* '  X ' Y *  +  3 * '  X ' X  P * 

=  Y * '  Y* -  2 P *  X '  Y* + P * X ' X  P*

a SSE = - 2 X ' Y *  +  2 X '  xp = 0
Ôp  .•- X ' X p *  =  X '  Y *

.*• P* = ( X ' X ) - I  X '  Y*
4. กระทำตาม m  คอน*เนข0 2-3  'เา B ครง จะไค้ P* 1  , P* 2  , . . . 1 P*B

5. คำนวณหาค่า P* = E P*1 /B
is=\  ^จากหลกการของวิธี,ขูตสแตรป จะไค้ว่า p'  เป็นคำ,น;ระมาณของ E( P )

ซ่ง E( £ ) = p> การสืกษาครํ้งน๋ึจงสนไจและไช I ’ เป็นด้ว'ประมาณของ P ทื่ไค้จาก
วิธีบตสแตรป

ไนท่ีนจะเป็นว่า e !  เป็นต้วอย่างท่ีสุ่มไค้ใดยวิธีบูตสแตรป (b o o ts t r a p  sample) 
ซ่งมคุณสม,บติค้งน้ีคํอ

1. E (c*) 0 ; i = 1 ,2 , . . . , ท
2 . COv(c*. c ใ) =i  j 0
3. V(cT) า „  *2 

n E 1n i - 1  1

พลูจน E ( e t )  = 0

เมอ Cไ เป็นการสุ่มค้วอย่างแบบไส่คํนจาก e , c 2 1. . . ,  C 

ไห bi = จำนวนตรงท่ีหน่วย i ตกอยู่ไนต้วอย่าง 
bj B inom ial (ท ,P = 4  )
E (b i ) 
V (b i)
cov (b i , b j ) = -  ท -Pi .Pj

ท "1
า  11 _ _ 11

ท ' ท '  ท ท
E(c1 ) = E (E ( c *  /  c ± ใ จt • • • I
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พิสูจน์

เพราะว่า E

พิสูจน์

จาก

E («1’')

E { ร ฺ P i  4 )

.  , f  i ,  1

E f ะ  Â  b i  £ i  )i=  า

ะ 1!1 £i E(V
= 0 ท  A

ร c ii=1
= G

COV( £ไ ,e* .)  = 0i*  วํ

cov( t e ร ) = 0
*1 และ ej* เป็นอสระแก่กน เน่ืองจากการสุ่มแบบ'ไส่คินจาก £ 1 , £2 £1

V( ๙1) า -  ' ■ d— E e 7 ท . .  i  i=  1

V( ๙1) E ( ๙ 2 ) -  { E U .:)} 2 
E ( ๙ 2 )
E P i  c*.}

E ‘ j  i  ^
r S /l V A 2^E ‘ ^ 1 ท ๖i  4  >

= ïï ( j  น  E (b i »

1 5 ;2E c , # ท . .  Ii=1
1
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c i

2 .4  ^มบดที่สำ(พของดาบระมา๗)ไต้จากว่ Sy ดสแด111
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2 .4 .1  ความไม่เอนเอียง (บทช i a sedne รร)
น๋ันคอ ด้วบระมา๗)ไต้จากสูดสแดรบ 0* เป็นต้วบระมา๗)ไม่เอนเอียงสำหรืบ 0 
หรือ E( 0*) = 0

พิสูจน์
E( 0 ฯ  = E |E ( 07■ £1 , £ 2 £11)} ......... (1)

จาก Y* = X0 + c *
ไคยวิซิกำลังสองดรสุดไต้ว่า 0* = I(X’X)-1 X'Y* 1

E( 0 * ) = E [(X■X) - 1 X '(X 0 + c M I
= E[(X 'X )-1  X'X0 + (X 'X )-I X' e ' ]
= ( x 'x ) “ V x E ( 0 )  + ( x 'x ) “ V  E ( c ’ )

A

= P

y  จากสมการ Y* = X0 + e* มี 0 เป็นหารามีเคอรื หรือค่าคงท่ี
นำ (2) ไปแทนไน (1) จะไต้ว่า

E(0 * ) = E( 0 ) = 0
■1- จากว่ซิกำลังสองดรสุด E( 0 ) = 0

0* เป็นฅ้วประมา๗)ไม่เอนเอียงสำหรบ 0 จาการทำ'yคสแครบ B ครง
จะไต้ 0*1 1 0 * 2 ......... 0* B g

5 ร ํ Pไห 0 * i = i

(2)

B

E( 0 * ) = E (
B ■ ;> i  
!  ?

B
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จาก p* 
มากกว่า

พลูจ,น

แล้วสุ่ม7

และจาก

= 5  . B p
= P

I  * เฟ้นต้วประมา๗)ไม่เอนเอียงสำหรับ P
จะเฟ้นว่า P* และ I  * ต่างก็เฟ้นต้วประมา๗)ไม่เอนเอียงสำหรับ P แค่เนื่อง 

มีค่าความแปรปรวนมากกว่า P ซึ่งเฟ้นด้วประมา๗)ได้จากวิธีกำล้งสองดรสุด และ 
P* ด้วย จํงไม่พจารพา P*1 ไนการบระมาพค่า P

ความแปรปรวนของ 0* มากกว่า P หเอ v(p* ) > v (p )

= ฐ  E E t p ' 1 )

จาก Y = X p + e
ประมาณค่า P ไดยวิธีกำล้งสองดรสุด ได้ p = (X 'X )-i X'Y

c = Y -  xp = Y -  Y 
แบบไล่ คนได้ c *

Y* = X P + c '
ประมาณค่า P ไคยวิธีกำลงสองดรสุด ได้ p* = (X'X) 1 X'Y*

V(P‘ ) = V{E( p7 £ .,........  £11)} + e {v( p7 £ 1 ......  £11)}
......... (3)

จาก
= VI p l + EIV( P 7 £ 1 ...........£11)

p* = (X 'X )-1 X'Y*
= (X 'X )-1 X' (x p  + c )
= (X 'X )-I X'Xp + (X 'X )-I X' c '
= p + (X 'X )-1 X' c *

P* -  P = (X 'X )-1 X' c *
V(évê 1........ £11}= E (ê '-E (ê ')}  {r -  E U -» '

= E {£*-£} (?*-&}’
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= E [ (X 'X )_1 X' £< ) l(X 'X ) ' X' E* } '  

= E I(X 'X )- 1 X' c ’ c* X (X 'X )-1]
=  (X 'X )-1 X' E( e* E* ’ ) X (X 'X )-1
= (X 'X )-1 X'X (X 'X )-1 V( c * )

5 t 2 E e ;
= i  ะะา

ท ๙ X ) - 1

V( P ) = ô 2 (X 'X )-i ไปน'ทน'ไน (3)
ร  - 2

V(0 *) = 6 2 (X 'X )-1 + E i ! i  น ์ '■

(4)

จากที่พิสูจน์มาแล้วข้างด้นได้ว่า
2 £ .

E 1 : 1 i
( 7 7 - )n - p

E 1=1 1( -  7  )

6 2 ( X 'X ) 1 + (X 'X )-1 E £  1

= 6'

<£=*) 6 2

V(p* ) = 6 2 (X 'X )-1 + ( ~ ^ ) 6 2 (X'X)

จาทว่ทีกำล้งลองตาสุด'ได้'ว่า V( P ) = 6 2 (X■ X) 1

จะเห็นได้ว่า V( 0 ) > V(0 ) จงไม่นำ น์’ มาไข้ไนก'ทประมาณค่า (3

2 .4 .2  ความแปรปรานของ 0* = “  ( ™ £ )  6 2 ( x ' x ) " 1

พิสูจน์ B ครงB A 11E P*i* 1
£
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V (p ’ ) V ^ 1 
‘ B ;

“ 2  ( V(  l  p ' 1 ) }

= - p  { E v t p * 1 ) + 2 E c © v ( p x i  ,  p * 3 ) }  . . . . .  ( 5 )  
B i = 1  i < d

จากการทำบูตลแตรปแต่ละคร'ง ได้ว่า
V(P# i ) 6 2(X 'X)-1 + ( ) 6 2 (X’X)-1 

(1 + “ 2  ) 6 2 (X 'X )-I

vcp*1 ) ( ^ 2  )< S x 'X )- i  ...........  (6)

พิจารณา cov(pf i t i3  ̂ ) = cov l(X 'X )-1 X' Y*1 1 (X 'X )-I X' Y* 3 1
เมึ๋ย Y*1 และ Y* 3 คิอ v e c to r  ของ Y* ไนการบูตสแตรใ)ตรงท่ี i

และ j ตามลำต'บ
จาก cov ( f j ‘ * , 0 * 3 )  = ( X ' X ) - i X c o v ( y * ‘ ty * i )  X(X’X )-1 .........  (7)

จาก Y* = x p  + e*
E( Y’) ะะ 

cov(Y* > 1Y* J ) =

E(Xp + e*)
XE( P ) +  E( g')  

x p

El |Y* i -  E(Y* 1 ) ! ( Y * 3  -  E(Y*}) ri
E [ 1Y * 1 -  x p  1 iY* 3 -  xp ri 
E (c S c ^ ' )  
c o v ( C ^ i C * ^)

cov(Y* > 1Y* i ) =
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= 0
จะไต้ว่า C O V ( t f \  p j) = 0
นำ (6) และ (8) ไปแทน‘ไน (5) จะไต้ว่า

V < |- )  = ^  i ,  { â t E  6 2 ( x ' x ) - 1 ♦  0  )

นำไปแทน,ไน (7)
.........  (8)

\  { B . ^  6 2 ( x ' x ) - 1 }
B

v (p *  ) = ÿ  (2n -p ) 6 fc(X 'X )-i .......................  1c
จะ เห็นไต้ว่า V( P* ) < V( P ) แต่ไม่ทราบค่า 6 2 จงต้องทำการประมาเนค่า v( P*

4  (2n -p ) 6 2 ( X ' X ) - 1

2 .4 .3  ค่าประมาatความแปรปราน'ของ y  ท่ีไต้จากการเทคนิคมอนต่คาร์ไ,ล

จากการทำบูดสแดร,ป B ครง สามารถหาค่า V ( P') ไต้จากสูตรทาไป น๋ันคึอ
V (P*)จาก

V( P* )

v (p *  )

5 i p  รุ ( p - 1 -  P 'X P '1 - r > ’

B A # kE pV ( k= ไ_______ )
B

B
{ V ( £ p*k ) }

{ ร v ( p ‘ k ) + 2 2  c o v (p ,:L , p* 
- i < jB k=1

ๆ  .  B v ( h จากท่ีทสูจน์มาแลาตาม-
ขางต้นไต้ว่า

cov ( p * 1 ,  v ' hB v ( p , )
— !  E ( P ^ - I ’ H Ê * 1 -  f ’ ) 1B (B -1 ) i = ๆ

)
)

3) }

0
(1 0 )
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ถ้าท่าการสุ่มต้วอย่างเป็นจ้านวนครงมาก  ๆ น่ืนคอ B ม ีค ่าเข ้าไกล ค่าประมาณของ V(î> *)

ที่ไดำากเทคนิคมอนติดารำล จะม ึค ่าเข ้า,ไกด้ค่าของ V( P * ) ที่หาได้จากสูตร

2 .5  ผลงานไจ้ยที่เกี่ยวข้อง

เนื่องจาก 6 2 เป็นค่าท่ีไม่ทราบ จึงไม่สามารถหาค่า v (fj) ซั๋งเท่าก้บ6 2  ( X ' X ) - 1 ได้
ไนปิ ค .ค .1979 B rad ley  E fron  ได้สืกษาและนำ เอาไรบูดสแตรปมาไข้ไนการประมาณค่า
S tan d a rd  e r r o r  ของส้มประสิทซความถดถอย ซ่งป็คอ I V ( p ) ] 1/2 ไนสมการถดถอยท่ีมี
รูปแบบ(m odel) ท่ียุ่งยาก■ สับข้อณเละ'นiทราบล้กษณะการแจกแจงของความคลาดเคลื่อน ทงน้ีตง
อยู่บนสมมตฐานท่ีว่า รูปแบบของสมการถูกด้องและไข้ด้วประมาณของส้มประสิทซความถดถอยท่ีได้
จากไรกำส้งสองตำสุด เป็นติ'วประมาณของพารามี เตอร์ ไดยนำคอมพิว เตอร์มาไข้ไนการสุ่ม
ด้วอย่างไคยไข้เทคนิคไรมอนติคาร์ไล ไนกรณีท่ีสมการมีรูปแบบท๋ัวไปคีอ Y = xp + e จะมี
ข้นตอนการหาค่าบระมาณของ S tan d ard  e r r o r  ของส้มประสิทซความถดถอย เช่นเติยวกํป
ต้วอย่าง ไนฟ้วข้อ 2 .3  ได้ว่า V( P*) = ^ ^  /B -1  และสามารถหา

i = 1 ~ _ ท
V (P * )  ไคยไม่ไข้เทคนิคมอนติคาร์ไสได้ซ่งมีค่าเท่ากํบ 6 2  ( X ’ X ) - 1 ช๋ึง ê 2 =  ำ 1 c i  

เป็น b ia se d  downward ของ 6 2  ท่า1ไห้ค่าประมาณ1ของ v (  ส้ ) น้อยกว่าความเป็นจริง 
จึงไข้ V (p * )  ท่ีได้จาก'ไรบูตสแดรบเป็นค่าประมาณของ V (g ) และสรุปผลได้ว่าเมื่อร->®  
ค่า V({3 *) ที่หาได้จะมีค่าเข้าไกล V(p ) และค่า B ข้ง เป็น'จ้าน'วนคร้ัง1ไนการ'ท่าบูดสแค-รบ 
ที่เหมาะสมควรอยู่ไนช่วง 50 -  200 ครง ต่อมาไนง ค .ศ .1983 David A.Freedman 
และ S tephen  c .P e te r s  ได้นำไรการนี้ไปไข้ไนการบระมาณค่า s ta n d a rd  e r r o r  และ 
พยากรณ์ไนการไเคราะห้ความถดถอยเสังเส้น เมื่อขนาดของต้วอย่างมีจ้านวนจ้า!ไค ( f i n i t e  
sample s iz e )  และไม่เป็นไปคามข้อตกลงเบื้องด้น ข้งพบมากไนทางเศรษฐคาสดรํ เช่นไน 
กรณีท่ีเกด Lag s t r u c tu r e  A u to re g re s s iv e , s t r u c tu r e  H e te ro s c e d a s t ic i ty  เป็น 
ด้น สรุปผลได้ว่าไรบูตสแตรบสามารถไห้ค่าประมาณของ S tan dard  e r r o r  ของส้มประส้ทซ 
ความถดถอยที่คและเข้าไกส้ค่าจริงมากกว่าค่าประมาณที่หาได้จากสูตรทั๋วไบ
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