
บทที่ 2

ทฤษฎีแ ล ะงานวิจัยที่เที่ยวข้อง

2.1 ทฤษฎีที่เกี่ยวข้อง

2 . 1 . 1  แ ผ น ภ า พ โวโรน อ ย

แผนภาพโวโรนอย (Voronoi diagram) [1,2,3,4,5]สามารถอธิบายในทางคณิตศาสตร์ได้ 

ว่าเป ็นการแบ่งส่วนอาณาบริเวณที่ม ี,ให้เป ็นรูปทรงหลายเหลี่ยม (polygon) หลายๆ อัน โดยใน 

รูปทรงหลายเหลี่ยมแต่ละอันจะมีจ ุดกำเน ิด (generating point) อยู่ 1 จุด ซึ่งเป็นจุดที่ทำให้เกิด 

รูปทรงหลายเหลี่ยมอันนันขึนมา โดยมีเงื่อนไขที่ว่าจุดใดๆ ก็ตามที่อยู่ภายในรูปทรงหลายเหลี่ยมแต่ 

ละอัน จะต้องอยู่ใกล้กับจุดกำเนิดที่อยู่ภายในรูปทรงหลายเหลี่ยมอันนั้นมากกว่าจุดกำเนิดจุดอื่น ซ่ึง 

สามารถอธิบายให้เข้าใจได้ง่ายๆ ว่า แผนภาพโวโรนอยเป็นแผนภาพที่แสดงการแบ่งปริภ ูม ิเป ็น 

ส ่วนๆ ตามจุดกลุ่มหนึ่งท ี่เป ็นข้อมูลเบื้องต้น โดยในการแบ่งนั้นมีข้อกำหนดอยู่ว่าจุดที่อยู่ในเซลล์ 

หรือช่องใดๆ ของแผนภาพโวโรนอยจะต้องมีระยะทางใกล้กับจุดซึ่งเป็นข้อมูลเบืองต้นในเซลล์นั้น 

มากกว่าจุดเบืองต้นชุดอื่น นั่นก็คือเป็นเหมือนกับแผนภาพที่แสดงผลของฌียเรสท์เนเบอร์ในกรณีที่ 

k  เป็น 1 กล่าวคือเป็นการแบ่งบริเวณโดยอาศัยข้อมูลที่มีความใกล้เคียงที่สุดเพียงตัวเดียว โดยเซลล์ 

น ั้นก็เป ็นเหมือนกับการบอกว่าผลของการจำแนกประเภทจะถูกนำมาจากข้อมูลเบื้องต้นตัวใด ซ่ึง 

ขนาดของเซลล์น ั้นก็เป ็นเหมือนกับการบอกว่าข้อมูลเบื้องต้นที่อย ู่ในบริเวณนั้นมีความหนาแน่น 

เพียงใด

ร ูป ท ี ่  1 ต ัว อ ย ่า ง แ ผ น ภ า พ โ ว โ ร น อ ย ใ น  2 ม ิต ิ จ ุด ท ี ่ป ร า ก ฏ เ ป ็น เ ห ม ือ น ก ับ ต ัว แ ท น ข อ ง ข ้อ ม ูล ต ัว อ ย ่า ง

ใ น อ ัล ก อ ร ิท ึม เ น ีย เ ร ส ท ์เ น เ บ อ ร ์ พ ืน ท ี ่ข อ ง เ ซ ล ล ์แ ส ด ง ถ ึง บ ร ิเ ว ณ ท ี ่ข ้อ ม ูล ต ัว อ ย ่า ง ท ี ่อ ย ู ่ภ า ย ใ น น ัน ถ ูก ใ ช ้

เ ป ็น ผ ล ข อ ง ก า ร จ ำ แ น ก ป ร ะ เ ภ ท ส ำ ห ร ับ อ ัล ก อ ร ิท ึม เ น ีย เ ร ส ท ์เ น เ บ อ ร ์เ ม ื ่อ  k - 1
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มีการคิดค้นอัลกอริทึมสำหรับใช้ในการคำนวณขนาดของเซลล์ของแผนภาพโวโรนอยจาก 
ข้อมูลเบื้องต้น [6] และมีโปรแกรมสำเร็จรูปอยู่หลายชิ้นที่สามารถทำการคำนวณหาขนาดของเซลล์ 
ของแผนภาพโวโรนอยไต้โดยหนึ่งในโปรแกรมที่ร ู้จ ักก ันด ีค ือ Qhull [7] ซ ึ่งได้ช ื่อมาจาก 
อัลกอริทึมควิกฮัล (quickhull) [8] ที่โปรแกรมนี้ใช้สำหรับหาคอนเวกซ์ฮัล (convex hull) ซึ่งเป็น 
รูปทรงหลายเหลี่ยมที่ไม'มีการเว้า (convex polygon) ที่เล็กที่สุดที่ครอบคลุมจุดพิกัดที่เป็นข้อมูล 
ทังหมด โดยโปรแกรม Qhull นีเป็นโปรแกรมที่โปรแกรม Matlab จะทำการเรียกใช้อีกทีสำหรับ 
งานจำพวกการหาคอนเวกซ์ฮัลและการสร้างแผนภาพโวโรนอย

จากการที่มีอัลกอริทึมต่างๆ และมีโปรแกรมสำหรับใช้คำนวณย่อมแสดงว่าเรามีวิธีการที่ 
เป ็นแบบแผนท ี่จะใช ้ในการคำนวณ หาขนาดของเซลล ์ของแผนภาพโวโรนอยแต ่ละเซลล ์ไต ้ 
อย่างไรก็ตาม ป็ญหาสำคัญของอัลกอริทึมเหล่านี้ก็คือเวลาที่ใช้จะเพิ่มขึ้นตามจำนวนมิติของปีญหา 
ซึ่งแม้แต่โปรแกรม Qhull ที่ไต้ยกตัวอย่างไปในข้างต้น ซึ่งจัดไต้ว่ามีประสิทธิภาพในการทำงานดี 
แล ้วแต ่ในทางปฏิบ ัต ิก ็ย ังสามารถทำงานไต ้อย ่างม ีประส ิทธ ิภาพเฉพาะเม ื่อม ีจำนวนมิต ิน ้อย  ๆ
เท่านั้น น ั่นก็ค ือสำหรับข้อมูลที่ม ีจำนวนมิต ิมากๆ น ั้นถึงแม้ว ่าเราจะมีว ิธ ีการท ี่ใช ้คำนวณไต้แต่ 
เนื่องจากเวลาที่ใช้นั้นมากเกินไปจึงไม่เหมาะสมที่จะนำมาใช้ในทางปฏิบัติ

2.1.2 การตรวจสอบไขว้

การตรวจสอบไขว้/«พับ (Âr-fold cross validation) เป็นวิธีการหนึ่งที่ใช้สำหรับเพิ่มความ 
แม ่นยำในการวัดค ่าความถูกต ้องของว ิธ ีการจำแนกประเภทหนึ่งๆ บนข้อมูลที่ทดสอบ ในการ 
ทดสอบประสิทธิภาพของการจำแนกประเภทนั้น โดยปกติแล้วเราจะมีข้อมูลอยู่จำนวนหนึ่งซึ่งเรา 
ทราบประเภทอยู่แล้ว ข้อมูลเหล่านั้จะถูกแบ่งออกเป็น 2 ส่วน โดยส่วนหนึ่งจะถูกนำไปเป็นข้อมูล 
สอน (training data) เพื่อใช้ในการสร้างตัวจำแนกประเภท ขณะที่ส่วนที่เหลือจะถูกนำมาใช้เป็น 
ข้อมูลทดสอบ (test data) เพื่อวัดความถูกต้อง (accuracy) ของตัวจำแนกประเภทที่ไต้ จะเห็นไต้ 
ว ่าหากทำเช ่นน ีแล ้วอาจจะเก ิดความคลาดเคล ื่อนของค ่าความถ ูกต ้องว ัดไต ้จากการแบ ่งข ้อม ูล 
ต ัวอย่างสำหรับแกสอนและการทดสอบเพราะในการแบ่งกลุ่มนันข้อมูลที่ถ ูกเลือกไปอยู่ในกลุ่ม 
หนึ่งอาจจะมีลักษณะเฉพาะตัวบางอย่างซึ่งเมื่อนำไปเปรียบเทียบกับข้อมูลที่เหลือแล้วจะทำให้ผล 
ของการวัดค่าความถูกต้องคลาดเคลื่อนไปไต้มาก และนอกจากนั้นแล้วก็จะมีปีญหาเกิดขึ้นไต้จาก 
การแบ่งข้อมูลไปยังประเภทใดประเภทหนึ่งมากเกินไป เพราะถ้าหากเป็นเช่นทันแล้วก็จะทำให้ 
ข้อมูลที่อยู่ในอีกประเภทหนึ่งม ีจำนวนลดลง โดยหากลองพิจารณาดูจะไต้ว่า ล้าหากข้อมูลที่ใช้ 
แกสอนมีน้อยจะทำให้ต ัวจำแนกประเภทที่ไต้ม ีความแม่นยำตํ่า นั่นก็คืออัลกอริทึมที่ใช้อาจจะยัง 
ทำงานไต้ไม่เต็มประสิทธิภาพค่อนที่จะถูกนำไปทดสอบ และในทางตรงกันข้าม ถ้าข้อมูลทดสอบมี 
น้อยเกินไปก็จะทำให้ค่าความถูกต้องวัดไต้มีความแปรปรวนสูงเนื่องมากจากการที่ข้อมูลที่ใช้วัดผล

หอสบุดกลาง สำ'พกง านวทยา!รพยากร 
^ฬาลงกรผมหาวิทยากั0
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นันมีจำนวนน้อยจะทำให้ค่าความถูกต้องท่ีวัดได้จากการเฉล่ียมีความน่าจะเป็นท่ีจะคลาดเคล่ือน 
ค่อนข้างสูง น่ันก็คือผลท่ีได้จากการทดลองอาจจะแตกต่างจากความเป็นจริงไปมาก

เราสามารถที่จะแก้ป็ญหาเหล่านี้ได้หลายวิธีโดยวิธีการหนึ่งซึ่งเป็นที่นิยมใช้สำหรับลด 
ผลกระทบจากป็ญหาเหล่านีก็คือการตรวจสอบไขว้ k พับ โดยในการทำงานของวิธีการนีนัน เม่ือ 
เร่ิมด้น ข้อมูลตัวอย่างจะถูกแบ่งออกเป็น k พับหรือ k ส่วนซึ่งมีจำนวนข้อมูลในแต่ละส่วนเท่าๆ กัน 
หลังจากนั้นในการทำงานแต่ละรอบก็จะทำการเลือกข้อมูลออกมา 1 พับเพื่อนำมาใช้ในการทดสอบ 
แล้วนำข้อมูลในพับที่เหลือทั้งหมดมารวมกันเพื่อที่จะใช้ในเป็นข้อมูลสอน และเมื่อทำเช่นนี้กับทุก 
พับเสร็จ แล้วท้ายที่สุดก็จะนำค่าความถูกต้องที่ได้ทั้งหมดมาเฉล่ียกัน จะเห็นได้ว่าจำนวนข้อมูลที่ใช้ 
ในการทดสอบจะมีเท่ากับจำนวนข้อมูลทั้งหมด และจำนวนข้อมูลที่ใช้ในการแกสอนก็สามารถ 
ปรับได้ตามค่าของ k  ขณะเดียวกันผลจากการเลือกแบ่งข้อมูลในพับต่างๆ จะลดลงเนื่องจากจำนวน 
ข้อมูลสอนที่มากขึนจะทำให้ข้อมูลสอนสะท้อนลักษณะของข้อมูลโดยรวมได้ดียิ่งฃึน ซึ่งสาเหตุ 
เหล่านี้เองทำให้ผลการทดลองที่ได้มีความถูกต้องค่อนข้างสูง อย่างไรก็ตามวิธีการทดสอบแบบไขว้ 
นี้จะส่งผลให้ต้องทำการแกสอนและทดสอบเป็นจำนวนมากขึ้น นั่นก็คือนี่เป็นวิธีการที่จะใช้เวลา 
มาชดเชยกับความแม่นยำของผลการทดลองแต่ก็จะลดป็ญหาเรื่องการตัดสินใจในการแบ่งกลุ่ม 
ข้อมูลลงไปได้ เพราะฉะนันจึงเป็นวิธีการที่เหมาะที่จะนำไปใช้เมื่อมีจำนวนข้อมูลที่จะใช้ในการ 
ทดสอบค่อนข้างน้อย

2.2 งานวิจัยที่เกี่ยวข้อง

2.2.1 อัลกอริทึมเคเนียเรสท์เนเบอร์[1,2]

ก่อนอ่ืนเราจะอธิบายการทำงานของอัลกอริทึมเนียเรสท้เนเบอร์ด้ังเดิมหรือท่ีมักจะเรียกกัน 
ว่าเคเนียเรสท์เนเบอร์อีกคร้ัง โดยเราสามารถท่ีจะอธิบายอัลกอริทึมเป็นรหัสเทียมแบบง่ายๆ ได้ 
ดังต่อไปน้ี
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D -  a set of training data 
p  = the data to be classified 
k = the number of used nearest neighbors 
ท(X) = the number of members of a set X  
K-Nearest Neighbor!D,p, k)

H<r- { f
For each (d e D)

If (n(H) <k)
H <—H\ J  \d\

Else
เท <— arg max xeH distance (p, x)
If (distance (p, d) < distance (p, เท))

H i —( H -  {m}) น {J}
End If

End If 
End For
For ( i = 1 to the number of possible classes) 

class, <— 0 
End For
For each (d e H)

r <— class(r/) 
class,. <— class,. + 1 

End For
Return arg max 1- (class,)

รหัสเทียมดังกล่าวจะแสดงขันตอนการทำงานของอัลกอริทึมเคเนียเรสท์เนเบอร์ในการ 
จำแนกประเภทข้อมูลเพียงครังเดียว โดยจากในรหัสเทียมจะเห็นได้ว่าอัลกอ ร ิทึมนีจะมีอินพุทอยู่ 

ทังหมด 3 ตัว อันได้แก่ D เป็นเซตของข้อมูลตัวอย่างทังหมด P  คือข้อมูลที่ต้องการจำแนกประเภท 
และ k เป็นจำนวนของข้อมูลตัวอย่างที่คล้ายคลึงที่ดอ้งการใช้สำหรับจำแนกประเภทกับข้อมูลที่ 
พิจารณา ส่วนรายละเอียดของอัลกอร ิทึม,นั้นก็เป็นไปตังที่ได้กล่าวไปแล้วในข้างด้นโดยจะเห็นได้ 
จากในรหัสเทียมท่ีแสดงอยู่

2.2.2อัลกอริทึมเนียเรสท์เนเบอร์แบบถ่วงนํ้าหนัก[1,2]

กรณีท่ีมีการใช้พีงก์ชันถ่วงนำหนักก็จะทำการเปล่ียนแปลงอัลกอริทึมโดยการเพ่ิมส่วนท่ี 
คำนวณค่าของพีงกัชันลงไปและเปล่ียนผลของการเพ่ิมค่าท่ีใช้สำหรับพิจารณาผลลัพธ์จากท่ีเพ่ิม 
ด้วย 1 สำหรับข้อมูลทุกตัวเป็นการเพ่ิมด้วยค่าท่ีได้จากทัเงก์ชันถ่วงนำหนักแทน โดยเราสามารถ 
แสดงอัลกอริทึมเนียเรสท์เนเบอร์แบบถ่วงนำหนักเป็นรหัสเทียมได้ดังต่อไปนี
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D  -  a set of training data
p  = the data to be classified
f(p ,d ,D)  = weight function
Weighted-Nearest Neighbor(Ap, f)

For ( i -= 1 to the number of possible classes) 
class, <— 0 

End For
For each (cl <E A)

r <— class(c/)
class,. <r- classr+ f(p,d,D)

End For
Return arg max 1 (class,)

อัลกอริทึมนี้จะมีอินพุทอยู่สองตัวเช่นเดียวกับอัลกอริทึมเคฌียเรสท์ฒเบอร์ได้แก่ D  ซ่ึง 
เป็นเซตของข้อมูลตัวอย่างทังหมดและ P  คือข้อมูลที่ต้องการจำแนกประเภท แต่ว่าแทนที่จะใช้ค่า k 
ซึ่งเป็นจำนวนข้อมูลที่มีลักษณะใกล้เคียงกันซึ่งถูกใช้ในการจำแนกประเภทของเคเนียเรสท์เนเบอร์ 
ก็จะใช้ทัเงก์ชัน f ซึ่งเป็นฟิงก์ชันถ่วงนำหนักสำหรับการให้คะแนนแทน

สำหรับอัลกอริทึมฌียเรสท์เนเบอร์แบบถ่วงนำหนักนัน ทัเงก์ชันถ่วงนำหนักท่ีเป็นพ้ืนฐาน
ที่สุดซึ่งเป็นที่นิยมใช้ก็คือทัเงก์ชัน f ( x , y )  = ------— -  โดยทัเงก์ชันนีจะรับอินพุท 2 ค่าคือ X ซ่ึง

d ( x , y )
เป็นข้อมูลสอนและ y  ซึ่งเป็นจุดที่ต้องการจำแนกประเภท โดย d ( x , y ) เป็นฟ้งก์ชันระยะทาง 
ยูคลิดซึ่งจะให้ผลลัพธ์เป็นระยะทางยูคลิดระหว่างจุด X และ y

พัเงก์ชันนีมีลักษณะท่ีน่าจะใช้เป็นทัเงก์ชันถ่วงนำหนักไต้จากการท่ีเม่ือระยะทางระหว่างจุด 
ทั้งสองน้ันน้อยมากๆ เราจะไต้ว่าค่าของทัเงก์ชันน้ีจะเข้าใกล้ CO นั่นหมายความล้าข้อมูลนันมี 
ระยะทางระหว่างกันเป็น 0 หรือเป็นข้อมูลเดียวกันก็น่าจะใช้ค่าจากข้อมูลนันเป็นคำตอบไต้เลยหาก 
ไม่มีความผิดพลาดของข้อมูล และการท่ีค่าของฟิงก์ชันเข้าใกล้ 0 เม่ือระยะทางระหว่างกันมีค่า 
มาก  ๆ น่ันคือข้อมูลสอนตัวนันจะไม่มีผลต่อการจำแนกประเภท และเม่ือระยะทางระหว่างกันมีค่า 
มากขึนก็จะไต้ว่าค่าของฟ้งก์ชันจะลดลงน่ันคือจะมีผลต่อการจำแนกประเภทลดลงไปตามความ 
แตกต่างซ่ึงวัดไต้โดยระยะทาง

สำหรับการใช้ค่ายกกำลังสองนัน เนื่องจากการคำนวณระยะทางยูคลิดจะอาศัยการยกกำลัง 
สองของค่าในแต่ละมิติมาบวกรวมกันแล้วจึงนำค่าที่ไต้มาถอดรากที่สองเป็นคำตอบ ด้วยเหตุนีการ 
ใช้ระยะทางยูคลิดยกกำลังสองจึงเป็นการยกเลิกการหาค่ารากที่สองในตอนท้ายซึ่งจะทำให้การหา 
ค่าของระยะทางยูคลิดยกกำลังสองนันใช้เวลาน้อยกว่าการหาค่าระยะทางยูคลิด
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นอกจากนีจะเห็นได้ว่าพีงก์ชัน f ( x , y )  = ------— -  จะทำการหารเพียงครังเดียวหลังจากd ( x , y )
ที่หาค่าของระยะทางยูคลิดยกกำลังสองเสร็จแล้ว ซึ่งถือว่าเป็นพีงก์ชันที่ง่ายที่สุดหลังจากหาค่าของ 
ระยะทางยูคลิดยกกำลังสองที่จะมีค่าเข้าใกล้0 เม่ือ d ( x , y )  = 00 เนื่องจากการปฏิบัติการทาง 
คณิตศาสตร์ที่ง่ายกว่าหรือเท่ากับการหารของคอมพิวเตอร์นันมีเพียงการบวก การลบ และ การคูณ 
เท'านัน โดยจะเห็นได้ว่าการบวกกับลบค่า 00 ด้วยค่าคงที่ใดๆ จะให้ผลลัพธ์เป็น 00 หรือ -00 
เท่าน้ัน และค่าเดียวที่คูณเข้าไปกับค่าที่เข้าใกล้ 00 แล้วได้0 ก็มีแต่ 0 ซึ่งการคูณเข้าไปจะทำให้ 
ผลลัพธ์จากพีงกัชันนั้นมีค่าเป็น 0 สำหรับอินพุทใดๆก็ตาม นั่นก็คือไม่มีพิงก์ชันถ่วงนั้าหนักที่อาศัย 
ระยะทางยูคลิดที่ใช้การคำนวณน้อยไปกว่านี้อีกแล้ว

พิงก์ชันถ่วงนำหนักอื่นที่ใช้กันและมีความยุ่งยากกว่าพิงกัชันที่กล่าวมาเล็กน้อยก็คือ
พิงก์ชันในรปแบบ f ( x ,  y) = ------------J > 0 ซ่ึงก็คือการใช้พีงก์ชันถ่วงน้ัาหนักท่ีใช้ผลจากการd(x,y) '
หาร 1 ด้วยระยะทางยูคลิดยกกำลัง t เ 2 ซ่ึงโดยปกติแล้วจะใช้ค่าระยะทางยูคลิดยกกำลังด้วยค่าท่ี 
มากกว่า 2 ข้ึนไป

อย่างไรก็ตามเน่ืองจากพิงก์ชันน้ีจะมีค่าเป็น 00 เม่ือจุดท่ีทำการพิจารณาอยู่เป็นจุดเดียวกัน 
น่ันก็คือถ้ามีข้อมูลท่ีมีค่าของคุณสมบัติตรงกันหมดก็จะใช้ค่าจากข้อมูลน้ันเป็นคำตอบได้เลยโดย 
สมมุติฐานท่ีข้อมูลไม่มีความคลาดเคล่ือน แต่ถ้าหากสมมุติว่าในข้อมูลท่ีได้รับมามีข้อมูลสอนอยู่ 
หลายตัวท่ีมีค่าของคุณสมบัติทุกประการตรงกับข้อมูลท่ีต้องการจำแนกประเภท เพ่ือให้ผลท่ีเป็น 
คำตอบของการจำแนกประเภทมีความถูกต้องสูงสุดเราจึงควรจะใช้คำตอบเป็นเสียงส่วนใหญ่ของ 
ข้อมูลสอนเหล่าน้ัน ซ่ึงเม่ือทำการแก้ไขตรงจุดน้ีเข้าไปก็จะได้อัลกอริทึมดังต่อไปน้ี

D = a set of training data 
p  = the data to be classified 
f[p,d,D) = weight function
Exact Data Handled Weighted-Nearest Neighbor(D,/?,f)

For ( / = 1 to the number of possible classes) 
class, <- 0 
exactclass,- <—0 

End For
For each ((โ/ <E D)

If (f(p, T d )= oo)
exactclass,. <— exactclass,.+ 1

Else
class,. <— class,. + f(p,d,D)

End If 
End For
ร <— arg max 1 (exactclass,)



10

If (exactclass* * 0) 
return ร

End If
Return arg max 1. (class,)

เมื่อเราพิจารณาอัลกอริทึมเคเนียเรสท์เนเบอร์เปรียบเทียบกับการใช้อัลกอริทึมเนียเรสท์เน 
เบอร์แบบถ่วงนำหนัก เราจะสังเกตได้ว่าการเลือกข้อมูลที่มีความใกล้เคียงกับข้อมูลที่ต้องการ 
จำแนกประเภทที่สุดจำนวนหนึ่งก็ถือได้ว่าเป็นฟังก์ชันการให้คะแนนหรือถ่วงนำหนักของข้อมูล 
รูปแบบหนึ่งเช่นกัน โดยเป็นการให้นำหนักข้อมูลที่ถูกเลือกด้วยจำนวนจริงบวกค่าหนึ่งขณะที่ให้ 
คะแนนของข้อมูลที่เหลือทั้งหมดเท่ากับศูนย์ นั่นก็คืออัลกอริทึมณียเรสท์เนเบอร์แบบถ่วงนํ้าหนักนี้ 
เป็นกรณีทั่วไปเคเนียเรสท์เนเบอร์

2.2.3 ฟังก์ชันระยะทาง

โดยปกตินันเวลาเราพูดถึงคำว่าระยะทางระหว่างจุดเราจะหมายถึงระยะห่างระหว่างพิกัด 
ในปริภูมิยูคลิด ซึ่งระยะทางยูคลิดนี้สามารถคำนวณได้โดยกฎคณิตศาสตร์พื้นฐานของปีทากอรัส 
อย่างไรก็ตามก็มีผู้คนที่ได้ให้การบัญญัติระยะทางชนิดอื่นๆฃึนมามากมาย โดยถึงแม้จะไม่ใช่ 
ระยะทางที่คำนวณในโลกแห่งความเป็นจริงอย่างระยะทางยูคลิดซึ่งสมมุติให้โลกเป็นไปตามกล 
ศาสตร์ของนิวตัน แต่โดยหลักแล้วการตั้งระยะทางแต่ละชนิดนั้นจะขึ้นอยู่กับความต้องการที่จะ 
นำไปใช้ โดยการบัญญัติขึนมานันมักจะขืนกับความต้องการที่จะนำไปใช้สอยในงานแต่ละประเภท 
เราสามารถสรุปประเภทของระยะทางต่างๆ ที่รู้จักกันทั่วไปและแสดงพิงก์ชันระยะทางซึ่งเป็น 
พิงก์ชันที่รับอินพุท 2 ค่าคือจุดพิกัดทังสองแล้วให้คำตอบออกมาเป็นระยะทางระหว่างพิกัดตาม 
ชนิดของระยะทางนันได้ดังต่อไปนี

1. ระยะทางยูคลิด (Euclidean distance) [5,9,10,11,12] เป็นระยะทางท่ี 
กล่าวถึงเม่ือใช้คำว่าระยะทางในความหมายท่ัวไป ซึ่งสามารถคำนวณได้โดยกฎของปีทากอรัส 
สามารถเขียนเป็นสมการได้ว่า c 2 = a 2 + b2 เม่ือ C เป็นความยาวของด้านตรงข้ามมุมฉาก และ 
a กับ b เป็นด้านประกอบมุมฉากทังสอง ซ่ึงล้าให้ a และ b เป็นมิติสองมิติ ก็จะได้ว่า C เป็น 
ระยะทางยูคลิดใน 2 มิติ และเม่ือเราทำการขยายผลไปโดยการเพ่ิมจำนวนมิติท่ีสูงขืนเป็น 3 มิติ 
โดยให้ g เป็นมิติน้ันและ h เป็นระยะทางยูคลิดในปริภูมิยูคลิดท่ีมี 3 มิติ โดยอาศัยกฎของปีทา 
กอรัสเราจะได้สมการว่า h2 = g 2 + c 2 = g 2 + a 2 + b 2 ซึ่งสามารถอธิบายเป็นคำพูดได้ว่า
ระยะทางยูคลิดระหว่างจุดพิกัดใด  ๆ ยกกำลังสอง จะมีค่าเท่ากับผลรวมของระยะทางยูคลิดในแต่ละ 
มิติยกกำลังสอง

ด้วยวิธีการเดียวกันนีเอง เราสามารถขยายวิธีการคำนวณระยะทางยูคลิด 
ไปยังปริภูมิยูคลิดที่มีจำนวนมิติสูงขืนได้ และเมื่อทำการจัดรูปสมการเราจะได้พิงก์ชันระยะทาง



11

ย ูค ล ิด เป ็น  d { x , y ) ^ ^ Y j { x i - y i Ÿ  เม ื ่อ ก ำ ห น ด ใ ห ้ d { x , y )  เ ป ็น พ ิง ก ์ช ัน ร ะ ย ะ ท า ง ซ ึ ่ง ร ับ อ ิน พ ุท

ส อ ง ค ่า ค ือ  X แ ล ะ  y  ท ี ่ เ ป ็น จ ุด พ ิก ัด ท ัง ส อ ง  โด ย ม ี m  เ ป ็น จ ำ น ว น ม ิต ิ แ ล ะ ใ ห ้ X,. แ ล ะ  y  1. เป ็นค ่า  

พ ิก ัด ข อ ง  X แ ล ะ  y  ใน ม ิต ิท ี ่  /

2. ร ะ ย ะ ท า ง แ ม น ฮ ัต ต ัน  (M a nh a t tan  d is ta n c e )  [5 ,9 ,1 0 ,1 1 ,1 2 ,1 3 ]  ห ร ือ ท ี ่ เร ีย ก  

อ ีก อ ย ่า ง ห น ึ ่ง ว ่า ร ะ ย ะ ท า ง แ บ บ บ ล ็อ ก ข อ ง เม ือ ง  (c i ty -b lo c k  d is ta n c e )  ห ร ือ  ห น ่ว ย ว ัด ร ะ ย ะ ข อ ง ร ถ  

แท ็กซ ี ่ ( ta x ica b  m e tr ic )  ร ะ ย ะ ท า ง ป ร ะ เภ ท น ีจ ะ ใ ช ้ก า ร ค ำ น ว ณ แ บ บ ค ว า ม ห ่า ง ก ัน ข อ ง ส ิ ่ง ป ล ูก ส ร ้า ง ว ่า  

ห ่า ง ก ัน ก ี ่บ ล ็อ ก ใ น เ ม ือ ง อ ย ่า ง แ ม น ฮ ัต ต ัน ซ ึ ่ง เ ป ็น เ ข ต พ ีน ท ี ่ใ น เ ม ือ ง ท ี ่พ ืน ท ี ่ถ ูก แ บ ่ง อ อ ก เ ป ็น บ ล ็อ ก  

ส ี ่เห ล ี ่ย ม ผ ืน ผ ้า ข น า ด เท ่า ๆ ก ัน  เร ีย ง ต ่อ ก ัน ไ ป เร ื ่อ ย ๆ ท ั ่ว ท ัง เม ือ ง  เช ่น ถ ้า ส ถ า น ท ี ่แ ห ่ง ห น ึ ่ง อ ย ู ่ห ่า ง จ า ก ท ี ่  

ท ี ่ เ ร า ส น ใ จ ไ ป ท า ง ต ะ ว ัน อ อ ก  3 บ ล ็อ ก แ ล ะ ต ้อ ง ข ึน ไ ป ท า ง เห น ือ อ ีก  4 บ ล ็อ ก  ก ็จ ะ ไ ต ้ว ่า ส ถ า น ท ี ่แ ห ่ง  

น ัน อ ย ู ่อ อ ก จ า ก ท ี ่แ ห 'ง น ีอ อ ก ไ ป เป ็น ร ะ ย ะ ท า ง = 3 + 4 = 7  บ ล ็อ ก

จ ะ เ ห ็น ไ ต ้ว ่า ก า ร ค ำ น ว ณ ร ะ ย ะ แ บ บ น ีย ่อ ม ไ ม ่ถ ูก ต ้อ ง ส ำ ห ร ับ ป ร ิภ ูม ิย ูค ล ิด  

แ ต ่ว ่า ก า ร ค ำ น ว ณ ร ะ ย ะ ท า ง แ บ บ แ ม น ฮ ัต ต ัน น ัน ใ ช ้ป ร ะ โ ย ช น ์ไ ต ้ โ ด ย จ ะ ส ัง เก ต ไ ต ้ว ่า ก า ร ท ี ่จ ะ เด ิน ท า ง  

ใ น เ ม ือ ง ป ร ะ เภ ท น ีจ ะ โ ด ย อ า ศ ัย ย า น พ า ห น ะ ท า ง บ ก ห ร ือ ก า ร เด ิน เท ้า  จ ะ ต ้อ ง ไ ป ต า ม ถ น น ซ ึ ่ง แ บ ่ง เม ือ ง  

อ อ ก เป ็น บ ล ็อ ก ต ่า ง ๆ  ด ัง บ ัน ก า ร ร ู ้ว ่า ส ถ า น ท ี ่ท ี ่ เ ป ็น เป ้า ห ม า ย บ ัน อ ย ู ่ห ่า ง จ า ก ท ี ่ป ิจ จ ุบ ัน น ีไ ป  5 ช ่ว ง ถ น น  

ห ร ือ  5 บ ล ็อ ก ซ ึ ่ง แ ป ร ผ ัน ต ร ง ต า ม ร ะ ย ะ ท า ง ท ี ่ต ้อ ง ใ ช ้ใ น จ ร ิง ใ น ก า ร ส ัญ จ ร ไ ป ต า ม เส ้น ท า ง บ น พ ื ้น ถ น น  

จ ึง จ ะ เป ็น ป ร ะ โ ย ช น ์ต ่อ ก า ร เด ิน ท า ง ม า ก ก ว ่า ก า ร ร ู ้ร ะ ย ะ ท า ง ย ูค ล ิด ว ่า จ ุด ท ี ่ส น ใ จ น ั ้น อ ย ู ่ห ่า ง อ อ ก ไ ป อ ีก  

300  เมตร

เ ร า ส า ม า ร ถ จ ะ เ ข ีย น พ ิง ก ์ช ัน ร ะ ย ะ ท า ง แ ม น ฮ ัต ต ัน อ อ ก ม า เ ป ็น ส ม ก า ร ไ ต ้ 

ว่า d ( x ,  y )  =  ^ ]  X,. -  V, I ซ ึ ่ง จ ะ เห ็น ไ ต ้ว ่า ข ้อ ด ีฃ ้อ ห น ึ ่ง ข อ ง พ ิง ก ์ช ัน น ีเ ม ื ่อ เป ร ีย บ เท ีย บ ก ับ พ ิง ก ์ช ัน
/ะ=1

ร ะ ย ะ ท า ง ย ูค ล ิด ก ็ค ือ ก า ร ค ำ น ว ณ จ ะ ท ำ ไ ต ้ง ่า ย ก ว ่า เน ื ่อ ง จ า ก ใ น ก า ร ค ำ น ว ณ จ ะ ใ ช ้ค ำ ส ิ ่ง ข อ ง เค ร ื ่อ ง ใ น  

ก า ร บ ว ก ล บ เท ่า น ั ้น  ข ณ ะ ท ี ่ก า ร ค ำ น ว ณ ร ะ ย ะ ท า ง ย ูค ล ิด จ ะ ต ้อ ง ใ ช ้ค ำ ส ิ ่ง ส ำ ห ร ับ ค ูณ เพ ื ่อ ท ำ ก า ร ย ก ก ำ ล ัง  

ส อ ง แ ล ้ว ย ัง ต ้อ ง ใ ช ้ก า ร ห า ร า ก ท ี ่ส อ ง อ ีก ด ้ว ย

3. ร ะ ย ะ ท า ง เช บ ีเช ฟ  (C h e b y s h e v  d is ta n c e )  [1 0 ,1 1 ]  ห ร ือ ร ะ ย ะ ท า ง แ บ บ ต า ร า ง  

ห ม า ก ร ุก  ( c h e s s b o a rd  d is ta n ce )  เ ร า ส า ม า ร ถ เข ีย น พ ิง ก ์ช ัน ร ะ ย ะ ท า ง ส ำ ห ร ับ ร ะ ย ะ ท า ง ป ร ะ เภ ท น ีไ ต ้ 

ว่า d ( x ,  y )  =  ทาa x ( |  x (. -  y  1. j) ซ ึ ่ง อ ธ ิบ า ย ไ ต ้ว ่า เป ็น ก า ร ใ ช ้ค ่า ส ัม บ ูร ณ ์ข อ ง ค ว า ม แ ต ก ต ่า ง ร ะ ห ว ่า ง ค ่า

ใ น แ น ว พ ิก ัด ใ น ม ิต ิท ี ่ม ีค ว า ม แ ต ก ต ่า ง ก ัน ม า ก ท ี ่ส ุด ม า เป ็น ค ำ ต อ บ  ว ิธ ีก า ร ห น ึ ่ง ท ี ่น ิย ม เอ า ม า ใ ช ้แ ส ด ง ถ ึง  

ร ะ ย ะ ท า ง เช บ ีเ ช ฟ ก ็ค ือ ก า ร เด ิน ข อ ง ต ัว ด ิง บ น ห ม า ก ร ุก ฝ ร ั ่ง  โ ด ย ใ น ก า ร เก ม ห ม า ก ร ุก ฝ ร ั ่ง ซ ึ ่ง เ ป ็น เก ม
_ ' ' 1111 ,1 ‘ 1 ! 1 J ‘ 4

ต าร า งข น าด  8 คูณ 8 ท ีใ ช ้ก า ร ผ ล ัด ก ัน เด ิน ต ัว ห ม า ก ฝ า ย ล ะ ต ัว ใ น แ ต ่ล ะ ร อ บ บ ัน จ ะ ม ีห ม า ก ต ัว ห น ง ท ี 

เ ร ีย ก ว ่า ล ิง ซ ึ ่ง แ ป ล ว ่า พ ร ะ ร า ช า  ห ม า ก ต ัว น ีม ีล ัก ษ ณ ะ ก า ร เ ด ิน แ บ บ เด ีย ว ก ับ ต ัว ห ม า ก ท ี ่ เ ร ีย ก ว ่า ข ุน ใ น
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ห ม า ก ร ุก ไ ท ย  โ ด ย ส า ม า ร ถ จ ะ เ ด ิน ไ ป ท ุก ช ่อ ง ท ี ่ต ิด ก ัน ไ ด ้ร ว ม ท ั ้ง ใ น แ น ว ท แ ย ง  น ั ่น ก ็ค ือ ก ร ณ ีท ี ่อ ย ู ่  

บ ร ิเ ว ณ ท ี ่โ ล ่ง ๆ  บ น ก ร ะ ด า น  ห ม า ก ต ัว น ี ้จ ะ ส า ม า ร ถ เล ือ ก เด ิน ไ ป ไ ด ้ย ัง ช ่อ ง ใ ด ก ็ไ ด ้ช ่อ ง ห น ึ ่ง ใ น ท ั ้ง  8 

ช ่อ งท ี ่ต ิด ก ัน  ซ ึ ่ง ได ้แ ก ่ ช ่อ ง ห น ้า  ห ล ัง  ซ ้าย ขวา ห น ้าซ ้าย  ห น ้า ข ว า  ห ล ัง ซ ้า ย  แ ล ะ ห ล ัง ข ว า ต า ม ล ำ ด ับ  

ค ำ ถ า ม ก ็ค ือ ถ ้า ต ้อ ง ก า ร ใ ห ้ค ิง ต ัว น ีซ ึ ่ง อ ย ู ่บ น ก ร ะ ด า น โ ล ่ง ๆ  เด ิน ไ ป ย ัง ช ่อ ง ว ่า ง ช ่อ ง ห น ึ ่ง บ น ก ร ะ ด า น  อ ิง 

ต ัว น ี ้จ ะ ต ้อ ง เด ิน ท ั ้ง ห ม ด ก ี ่ค ร ั ้ง

เน ื ่อ ง จ า ก ก ร ะ ด า น น ีม ี 2 ม ิต ิ ต า ม แ น ว ต ัง  (ห น ้า ห ล ัง )  แ ล ะ แ น ว ข ว า ง  (ซ้าย 

ขวา) แ ล ะ ก า ร เ ด ิน ใ น แ ต ่ล ะ ต า ข อ ง อ ิง จ ะ ส า ม า ร ถ ท ำ ใ ห ้ค ว า ม แ ต ก ต ่า ง ร ะ ห ว ่า ง ต ำ แ ห น ่ง ป ็จ จ ุบ ัน ก ับ  

ต ำ แ ห น ่ง ท ี ่ เ ป ็น เ ป ้า ห ม า ย ล ด ล ง ไ ป ไ ด ้ 1 จ า ก ก า ร ท ี ่ เ ม ื ่อ ส ิน ส ุด ก า ร เด ิน ค ว า ม แ ต ก ต ่า ง ร ะ ห ว ่า ง ต ำ แ ห น ่ง  

ป ็จ จ ุบ ัน ก ับ ช ่อ ง ท ี ่เ ป ็น เ ป ้า ห ม า ย จ ะ ต ้อ ง เป ็น  0 น ั ่น ก ็ค ือ  ห า ก ก ำ ห น ด ใ ห ้ ร( ท, b)  เ ป ็น ฟ ง ก ัช ัน จ ำ น ว น  

ค ร ัง ท ี ่อ ิง ต ัว น ีจ ะ ต ้อ ง เด ิน ท ี ่ร ับ อ ิน พ ุท เป ็น ค ่า ส ัม บ ูร ณ ์ท ี ่แ ส ด ง ค ว า ม แ ต ก ต ่า ง ก ัน ข อ ง ช ่อ ง ใ น แ น ว ต ัง แ ล ะ  

แ น ว ข ว า ง  เราจะได ้ว ่า

ร(ท, b ) = ร(ท - 1, b - 1); ท > 0; b > 0 

.ร(«โ/,0 ) =  ร ( ท  - 1,0); ท >  0 
5(0, b) = s ( 0 , b - \ y , b > 0  

และ 5(0,0) = 0

เราสามารถทำการพิสูจน์ด้วยวิธีการอุปนัย (induction) โดยให้ 3 สมการ 
แรกเป็นข้ันตอนอุปนัย (inductive step) และให้สมการสุดท้ายเป็นขั้นตอนฐานหลัก (basis step) 
เป็นการยืนยันได้ว่า ร(ท ,b) = max (a ,b ) ;ท > 0 , b > 0  นั่นก็คืออิงตัวน ี้จะต้องใช้จำนวนครั้งใน 
การเดินรวมทั้งสิ้นเท่ากับความห่างกันของช่องในมิติที่ห่างกันมากกว่า น่ันเอง และเมื่อทำการแทน
ค่าของ ท และ b  ด้วย |x, - y  11 และ \x2 -  y 2\ เราจะได้ว่า ร(ท, b)  = m ax(|x(. - y ,.|) ซึ่งเป็น■■ ว.21
ตรงกับฟิงก์ชันระยะทางแบบเชบีเซฟใน 2 มิติ หรือก็คือการจำนวนครั้งที่อิงจะต้องขยับจะมีค่า 
เท่ากับระยะทางแบบเชบีเชฟระหว่างช่องที่เป็นจุดเริ่มต้นกับจุดหมาย
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เส ้น ร อ บ น อ ก แ ส ด ง บ ร ิเ ว ณ ท ี ่ม ีร ะ ย ะ ห ่า ง จ า ก จ ุด ศ ูน ย ์ก ล า ง เท ่า ก ัน เป ็น ร ะ ย ะ  1 ห น ่วย  

ก) ร ะ ย ะ ท า ง ย ูค ล ิด  ข) ร ะ ย ะ ท า ง แ ม น ฮ ัต ต ัน  ค) ร ะ ย ะ ท า ง เช บ ีเช ฟ

4. ร ะ ย ะ ท า ง ม ิน โ ค ส ก ี (M inkow sk i d is ta n c e )  [1 1 ]  ร ะ ย ะ ท า ง ป ร ะ เ ภ ท น ีส า ม า ร ถ

/  m  \ 1 เ  r

เข ีย น อ ธ ิบ า ย อ อ ก ม า เป ็น ร ูป ส ม ก า ร ไ ด ้ว ่า  d(x , y)=  X k - ^ , r  น ั ่น ก็ค ือ ก า ร ใ ช ้ค ่า ส ัม บ ูร ณ ์
V 1 =  1 J

ข อ ง ค ว า ม แ ต ก ต ่า ง ก ัน ข อ ง พ ิก ัด ใ น แ ต ่ล ะ ม ิต ิม า ย ก ก ำ ล ัง ด ้ว ย ค ่า ค ง ท ี ่บ ว ก  r  ค ่า ห น ึ ่ง ก ่อ น ท ี ่จ ะ น ำ ม า บ ว ก  

เข ้า ด ้ว ย ก ัน แ ล ้ว ห า ร า ก ท ี ่  r  ข อ ง ผ ล ร ว ม ม า ใ ช ้เ ป ็น ค ำ ต อ บ  จ ะ เ ห ็น ไ ด ้ว ่า เ ม ื ่อ ใ ห ้ค ่า ป ร ับ แ ต ่ง  r - 2 
ฟ ิง ก ์ช ัน น ีจ ะ ก ล า ย ฟ ิง ก ์ช ัน ร ะ ย ะ ท า ง ข อ ง ร ะ ย ะ ท า ง ย ูค ล ิด แ ล ะ ห า ก ว ่า เร า ก ำ ห น ด ใ ห ้ r  =  1 พ ิง ก ์ช ัน น ีจ ะ  

ก ล า ย พ ิง ก ัช ัน ร ะ ย ะ ท า ง ข อ ง ร ะ ย ะ ท า ง แ ม น ฮ ัต ต ัน  แ ล ะ น อ ก จ า ก น ี ้ห า ก  r  = \ i m x  ก ็จ ะ ไ ด ้ว ่า

ะ=0 เม่ือ j  = argmax(|x, -_y,|) หรือ j  เป็นคุณสมบัติที่ทำให้ be7. -  y  \  ม ีค่ามาก

ท่ีสุด และ / * j  หรืออีกนัยหนึ่งก็คือ ผลลัพธ์จากคุณสมบัติอื่นๆ ท่ีไม'ใช่ j  จะไม่มีผลต่อผลลัพธ์ 
และหากมีคุณสมบัติท่ีให้ค่า lx 1. -  y  11 มากท่ีสุดมากกว่า 1 ตัว โดยให้มีจำนวนเท่ากับ k เราก็จะได้ 
ว่า d(.x, y) ะ= (/โน้ี-7. - >’71( ะ= ( k ' ,r )(|x/ -  y 7.|) = |x ; - > ’7.1 ซึ่งเม ื่อแทนค่าของ j  ลงไป 
สมการนีก็จะเปลี่ยนไปเป็น d ( x ,  y) = m ax(|x i. -_v(. j) ซึ่งเป็นสมการของระยะทางเชบีเซฟ น่ันก็

เ-นั
X, y..

ค ือ เม ื ่อ  r  = lim X พ ิง ก ์ช ัน น ี ้จ ะ ก ล า ย พ ิง ก ์ช ัน ร ะ ย ะ ท า ง ข อ ง ร ะ ย ะ ท า ง เช บ ีเช ฟ
.V—>co

ร ะ ย ะ ท า ง ม ึน โ ค ส ก ีน ี ้จ ะ แ ต ก ต ่า ง จ า ก ร ะ ย ะ ท า ง ย ูค ล ิด  ร ะ ย ะ ท า ง แ ม น ฮ ัต ต ัน  

แ ล ะ ร ะ ย ะ ท า ง เ ช บ ีเ ซ ฟ ต ร ง ท ี ่เ ป ็น ก า ร ย า ก ก ว ่า ท ี ่จ ะ อ ธ ิบ า ย ถ ึง ป ร ะ โ ย ช น ์ข อ ง ม ัน ใ น โ ล ก ข อ ง ค ว า ม เป ็น  

จ ร ิง แ ต ่ว ่า ร ะ ย ะ ท า ง แ บ บ น ีจ ะ เ ป ็น ก ร ณ ีท ั ่ว ไ ป ท ี ่จ ำ เ พ า ะ ท ี ่ส ุด ข อ ง ร ะ ย ะ ท า ง ท ัง ส า ม แ บ บ ท ี ่ไ ด ้ก ล ่า ว ถ ึง  

มาแ ล ้ว

5. ร ะ ย ะ ท า ง ค ว อ ด ร า ต ิก  (q u a d ra t ic  d is ta n c e )  [1 1 ]  ฟ ง ก ์ช ัน ร ะ ย ะ ท า ง ป ร ะ เ ภ ท น ี ้  

ส า ม า ร ถ แ ส ด ง อ อ ก ม า เ ป ็น ส ม ก า ร ไ ด ้ว ่า  d ( x ,  y )  =  ( x - y ) T A ( x - y )  เม ื ่อ  A  เป ็น เม ต ร ิก ซ ์ข น า ด  

m x m  ซ ึ ่ง เป ็น ค ่า ป ร ับ แ ต ่ง ท ี ่ม ัก จ ะ เ ป ็น ล ัก ษ ณ ะ ข อ ง ป ิญ ห า ท ี ่ด ้อ ง แ ก ้แ ล ะ  X แ ล ะ  y  เป ็น เ ว ก เต อ ร ์
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ขนาด m ของจุดพิกัดทังสองซ่ึงก็คือเมตริกซ์ขนาด ๓x1 ซึ่งหากทำการแตกค่าจากสมการทัน 
ออกมาจะได้ว่า d(x ,y)  = 11« 1.,. (x,. -  y,)(Xj -  y  1.) โดยปกติแล้ว พิงก์ชันประเภทน้ีมักจะ

<=1 7=1

ปรากฏเป็นคะแนน'ของปีญหาประเภทท่ีกำหนดเมตริกซ์ A มาให้แล้วต้องการให้หาคู่ของ X และ 
y  ซ่ึงทำให้ระยะทางน้ีมีค่ามากสุดหรือน้อยสุด หรืออาจกำหนดตัวใดตัวหน่ึงมาด้วยแล้วต้องการ 
ให้หาค่าของอีกตัว เช่น กำหนด A และ X แล้วต้องการให้หาค่าของ y

จะเห็นว่าทัเงก์ชันประเภทน้ีจะต่างกับประเภทท่ีไต้กล่าวถึงมาแล้วโดย 
ระยะทางประเภทนีจะมีการคูณค่ากันระหว่างค่าท่ีไต้มาจากคนละมิติ น่ันก็คือความสัมพันธ์กันของ 
ค่าในมิติท่ีต่างกันจะส่งผลต่อการการคำนวณด้วย และสังเกตด้วยว่าจากการท่ีไม่ใช้ค่าสัมบูรณ์และ 
ไม่ไต้กำหนดเคร่ืองหมายของ a y ตังน้ันผลท่ีไต้ในแต่ละก้อนท่ีจะเอามาบวกกันจึงอาจส่งผลต่อ 
ผลลัพธ์ไต้ทังในทางบวกและทางลบ และผลลัพธ์ท่ีไต้ก็สามารถท่ีจะติดลบไต้ด้วย

กำหนดให้

a ij = 1 ส ั =  ./

a ,1. = 0; I *  /

จะเห็นไต้ว่าสมการนีจะเปล่ียนรูปให้ง่ายฃึนไต้โดยการตัดนิพจน์ท่ีเป็นผล
คูณกันของค่าคนละมิติออกทำให้ไต้ว่า ท่ีเป็นไต้เป็น d(x ,y)  = V (x,. -  y , ) 2 ซ่ึงก็คือค่าของ

/
ระยะทางยูคลิดยกกำลังสอง

นอกจากรูปแบบต่างๆท่ีไต้กล่าวถึงไปแล้วยังมีรูปแบบของทัเงก้ชันระยะทางในรูปแบบ 
อ่ืนๆอีกหลายชนิด ยกตัวอย่างเช่น ระยะทางแคนเบอร์รา (Canberra distance) ซ่ึงเราสามารถ

เขียนเป็นสมการไต้ว่า d (x, y) = y  j ' ~ y ‘ j โดยจะเป็นการหาความแตกต่างของค่าในแต่ละมิติ
i \ X i + y , ]

เมื่อทำการคิดเทียบความแตกต่างน้ันเป็นสัดส่วนของค่าตัวของตัวมันเอง ซ่ึงแม้จะมีการคิดค้น 
ทัเงก์ชันหรือวิธีคำนวณระยะทางขึ้นมาหลายรูปแบบแต่พิงก้ชันนำไปใช้กันมากที่สุดก็ยังเป็น 
ทัเงก์ชันของระยะทางยูคลิด โดยทัเงก์ชันระยะทางท่ีสำคัญ  ๆ ท่ีเหลือทันก็มีตังท่ีไต้แนะนำไปแล้ว
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