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ในบทนี เราจะเริ่มต้นกระบวนการของวิทยานิพนธ์ฉบับนีในส่วนทฤษฎีโดยการนิยาม 
คุณสมบัติของฟังก์ชันถ่วงนำหนักท่ีต้องการเพ่ือหารูปแบบของฟังก์ชันถ่วงนำหนักท่ีเหมาะสม

3.1 คุณสมบัติเบื้องต้นของฟังก์ชันถ่วงนํ้าหนักที่ต้องการ

หลังจากท่ีได้ทำการพิจารณาเกี่ยวกับฟังก์ชันระยะทางรูปแบบต่างๆ เราไต้เลือกท่ีจะใช้ 
ระยะทางยูคลิดระหว่างจุดพิกัดท้ังสองท่ีสนใจมาใช้เป็นอินพุทของฟังก์ชันน้ีโดยไม'สนใจค่าของจุด 
พิกัดทังสอง โดยสาเหตุท่ีเลือก1ใช้ระยะทางยูคลิดนันก็เน่ืองมาจากระยะทางชนิดนีน่าจะสะท้อนถึง 
ความสัมพันธ์กันของข้อมูลต่าง  ๆ ไต้ดีในทางคณิตศาสตร์

ด้วยเหตุนี้จากที่ได้เคยนิยามฟังก์ชันถ่วงนี้าหนักในรูปแบบทั่วไปที่สุดโดยสัญลักษณ์ 
fip,d,D) ในการอธิบายอัลกอริทึมจำพวกเนียเรสท์เนเบอร์ โดยท่ี P เป็นข้อมูลท่ีต้องการจำแนก 
ประเภท d เป็นข้อมูลสอนท่ีกำลังพิจารณา และ D เป็นเซตของข้อมูลสอนทังหมด ด้วยข้อกำหนด 
เบ้ืองต้นในการเลือกท่ีจะใช้ระยะทางยูคลิดเพียงอย่างเดียวและทำการพิจารณาเฉพาะกรณีท่ีผลลัพธ์ 
ของฟังก์ชันน้ีจะไม่เก่ียวข้องกับข้อมูลตัวอ่ืนนอกจากข้อมูลท้ังสองท่ีกำลังสนใจอยู่ เราจึงสามารถ 
เปล่ียนรูป1ของฟังก์ชัน f(p,d,D) ให้ง่ายข้ึนไต้เป็น / (x) โดยฟังก์ชันนีจะรับอินพุทค่าเดียวคือ X 
ซ่ึงเป็นระยะทางยูคลิดระหว่างจุด P และ d น่ันก็คือเป็นระยะทางระหว่างข้อมูลทังสองจุดท่ีกำลัง 
สนใจ และถือว่า D  ซ่ึงเป็นข้อมูลสอนอ่ืน  ๆ ไม่มีผลต่อการพิจารณาค่าของฟังก์ชันในคู่น้ันๆ

เม่ือทำการพิจารณาฟังก์ชันต่างๆ ที่เป็นไปตามข้อกำหนดกล่าวถึง เราจะสามารถนิยาม 
คุณสมบัติท่ัวไปของฟังก์ชันถ่วงน้ัาหนักได้ตังน้ี

1 . ฟังก์ชันนีจะรับอินพุทเพียงค่าเดียว1ซ่ึงก็คือระยะทางยูคลิดระหว่างจุด 2 จุด เรา 
จะเรียกฟังก์ชันนีว่า /(.\-)

2. ฟังก์ชันนีมีโดเมนคือ [0,00) และเรนจ์ [0, go) เน่ืองจากระยะทางและคะแนน 
ของผลลัพธ์จะต้องไม่ติดลบ

3. / (x) เป็นฟังก์ชันต่อเน่ืองชนิดไม่เพ่ิม เน่ืองมาจากข้อมูลท่ีมีความแตกต่างจาก 
ข้อมูลท่ีต้องการจำแนกประเภทมาก  ๆ ควรจะมีผลต่อผลลัพธ์ของการจำแนกประเภทไม่มากไปกว่า 
ข้อมูลท่ีมีคล้ายคลึงกับข้อมูลท่ีต้องการจำแนกประเภท และคะแนนท่ีได้ควรจะเปล่ียนแปลงอย่าง 
สม่ําเสมอเม่ือเทียบกับอินพุทของฟังก์ชัน
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4. / (0) = 00เนื่องจากข้อมูลที่มีคุณสมบัติตรงกันกับข้อมูลที่ต้องการจำแนก 
ประเภททุกอย่างจะมีผลเพียงพอต่อการจำแนกประเภทแล้ว และ lim f { x )  = 0 เน่ืองจากข้อมูลท่ี

X —>00 ^

แตกต่างกันมากจนถึงขันท่ีไม่มีความเก่ียวข้องการเลยไม'ควรจะมีผลต่อการจำแนกประเภท ไม่ว่าจะ 
เป็น1ในด้านการสนับสนุนหรือการคัดล้านผลลัพธ์เหล่าน้ันก็ตาม

3.2 การทนทานต่อการสเกล

คุณสมบัติท่ีดีอย่างหน่ึงท่ีไม่ใช่คุณสมบัติท่ัวไปก็คือฟิงก์ชันน้ีควรจะมีค่าเท่าเดิมแม้จะมีการ 
ปรับสเกลของคุณสมบัติ น่ันก็คือเม่ือคุณสมบัติท้ังหมดถูกปรับสเกลในเชิงเส้นแบบเท่าเทียมกัน 
อัลกอริทึมฒียเรสที,เนเบอร์ท่ีใช้พีงก์ชันนีควรจะยังให้ผลลัพธ์ของการจำแนกประเภทเช่นเดิม

ทฤษฎีบทท่ี 1: พิงก์ชันท่ีต้องการจะอยู่ในรูปแบบ / (.y) = - ^  เม่ือ k  เป็นจำนวนจริงบวก
X

พ ิส ูจน ์: จากคุณสมบัติในการทนทานต่อการสเกลของพิงก์ชัน เราสามารถสรุปได้ว่าสำหรับ 
ระยะทาง >ๅ และ r2 ใด  ๆ และจำนวนเต็มบวก a ใดๆ  ซ่ึงเป็นอัตราส่วนของการสเกล

/ ( ^ '1 ) _  / )
f { a r 2 ) ~ f ( r 2 )

จากสมการน้ีเราสามารถท่ีจะสรุปได้ว่า สำหรับระยะทาง r ใด  ๆ และแต่ละอัตราส่วนการ 
สเกล a เราจะสามารถหาค่าคงท่ี a  ได้ค่าหน่ึงซ่ึง a =  น้ี^—-

m

คราวนีลองพิจารณาจำนวนจริงท่ีไม่เป็นลบ a หรือ b ใด  ๆ เราจะได้ว่า

f (ab)  = cçf(b)

จ Vเห

f ( a ) f ( b )

h (ไท(ๆ :)) = In 

f (ab)  =

f (ab)

ร

m
7 w  ไ
V / ( I )  J
f ( a ) f ( b )

m
( f i a ) ' ( f
{m  Jw

t a f  พ )

m

m .

m
+ ๒ m

ท  1)

รุ

/

h(\n(ab)) = h(\n(a)) + h(\n(b))
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//(1ท(ฝ็) + 1ท(กั)) = /z(ln(a)) + h(\n(b))
หลังจากแทนท่ี 1ท(ล) และ 1ท(/>) ด้วย C และ d เราจะได้ว่า

h(c + d) = h(c) + h(d)
จากสมการสุดท้ายนีจะเห็นได้ว่า h(x) สามารถท่ีจะถูกแยกออกมาได้ด้วยการบวกดังนัน 

จึงเป็นการชัดเจนแล้วว่ารูปแบบทั่วไปท่ีสุดของ//(x) จะเป็น// (x) = tx เม่ือ f เป็นจำนวนจริง 
ใด  ๆ แล้วเราก็จะสามารถแก้สมการเพ่ือหารูปแบบของทัเงก์ชัน /  (x) ได้ดังต่อไปน้ี

/î(ln(x)) = In

t ln(x)= In

m

v / ( l )

m

ท  1)

รุ

y
รุ

/ (x) = / ( i y '" w

f ( x )  = f ( l ) x '
คราวน้ีให้ เท = f  (1) แล้วเราก็จะได้สมการ

/ ( * )  = m x'

จากการท่ีทั้งโดเมนและเรนจ์ของ / (x) เป็นจำนวนจริงท่ีไม่เป็นลบ เราสามารถสรุปได้ว่า 
m จะต้องเป็นจำนวนจริงบวก และจากคุณสมบัติที่ 3 และ 4 ของพัเงก์ชัน เราจะได้
ว่า lim / (x) = 00 จากสมการน้ีและคุณสมบัติข้อท่ี 4 ซ่ึง lim / (x) = 0 จะเป็นผลให้ t < 0 โดย

x->0 q x—>oo

กรณีท่ี X = 0 ซ่ึงจะให้ผลลัพธ์ท่ีไม่นิยามจากการหารด้วย 0 จะต้องถูกจัดการเป็นกรณีพิเศษ

ในเม่ือการใช้ฟิงก์ชันถ่วงน้ัาหนักน้ันเป็นไปโดยการรวมผลท่ีได้จากพิงก์ชันน้ันระหว่าง 
ข้อมูลท่ีให้ผลลัพธ์เดียวกันด้วยการบวกแล้วเปรียบเทียบกับค่าจากข้อมูลท่ีให้ผลลัพธ์อ่ืน ดังน้ันค่า 
ของ เท จึงจะไม่ส่งผลต่อผลลัพธ์ของการจำแนกประเภทตราบใดก็ตามท่ี m เป็นจำนวนจริงบวก 
ดังน้ันโดยไม่สูญเสียลักษณะท่ัวไป เราจะให้ เท = 1 ซ่ึงจะส่งผลให้สมการอยู่ในรูปแบบท่ีเรียบง่าย 
ท่ีสุด จากนันจึงปรับรูปแบบของสมการใหม่ซ่ึงจะทำให้เราได้ว่า

f ( x )  =  - ^ 7 ; t  > 0  ,—!

3.3 ความมีประโยชน์ของข้อมูล

ลองพิจารณาสถานการณ์ต่อไปนี สมมุติให้เรารู้ทัเงก์ชันของผลลัพธ์ท่ีแท้จริงของข้อมูลใด  ๆ
บนพ้ืนผิวของรูปทรง ท มิติ ซ่ึงมีข้อมูลท่ีเราต้องการจำแนกประเภทอยู่ข้างใน เม่ือ ท เป็นจำนวน
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ของคุณสมบัติของข้อมูล จากการนี การรู้ข้อมูลท่ีอยู่ภายนอกของรูปทรงบันจะไม่ช่วยเพ่ิมข้อมูลท่ี 
เป็นประโยชน์ในการจำแนกประเภทของข้อมูลท่ีเราต้องการ น่ันก็คือสมมุติว่าเรารู้ฟิงก์ชันของ 
ผลลัพธ์บนพืนผิวของรูปทรงอีกอันท่ีมีรูปทรงอันแรกอยู่ข้างใน ทัเงก์ชันของผลลัพธ์อันใหม่นีก็จะ 
ไม่เป็นประโยชน์ต่อการหาผลลัพธ์ของการจำแนกประเภทเช่นกัน อย่างไรก็ตาม ข้อมูลท่ีเป็น 
อินพุทท่ีแท้จริงในงานของเราจะไม'อยู่ในรูปแบบของพัเงก์ชันเช่นนีแต่จะอยู่ในรูปแบบของจุด 
หลายๆจุด ซ่ึงจะส่งผลให้ข้อมูลทังหมดล้วนมีความสำคัญต่อผลลัพธ์ ดังบันถึงแม้ข้อมูลท่ีอยู่บน 
พ้ืนผิวของข้อมูลท่ีอยู่บนพ้ืนผิวของรูปทรงท่ีอยู่ภายนอกจะไม่ไต้ไร้ประโยชน์โดยส้ินเชิงแต่เราก็ยัง 
สามารถบอกไต้ว่าข้อมูลตัวนีจะมีประโยชน์น้อยกว่าหรือมีประโยชน์ไม,มากกว่าข้อมูลท่ีอยู่ภายใน 
รูปทรงน้ัน น่ันคือ ข้อมูลตัวท่ีอยู่ต้านนอกน้ีไม่ควรจะส่งผลต่อการจำแนกประเภทมากกว่าข้อมูลท่ี 
อยู่ต้านใน หรือมีน้ีาหนักไม่มากกว่าข้อมูลท่ีอยู่ต้านใน

รูปท่ี 3 ภาพตัวอย่างของการมีประโยชน์ไม่มากกว่า จะเห็นไต้ว่าข้อมูลท่ีอยู่บนเส้นขอบของรูปทรง 
รอบนอกควรจะมีผลต่อการจำแนกประเภทไม่มากไปกว่าข้อมูลบนเส้นขอบของรูปทรงท่ีอยู่ต้านใน

คราวน้ีลองจินตนาการถึงเส้นตรงกลุ่มหน่ึงซ่ึงผ่านจุดซ่ึงแทนข้อมูลท่ีเราต้องการจำแนก 
ประเภทแล้วดัดพ้ืนผิวของรูปทรงท้ังสองออกมาเป็นพ้ืนท่ีเล็กๆ โดยไม่สูญเสียลักษณะท่ัวไปเราจะ 
สามารถประมาณพืนท่ีเหล่านีได้โดยใช้พืนผิวส่วนหน่ึงของ ไฮเปอร้สเพีเยร์ (hypersphere) ให้รัศมี 
ของไฮเปอร์สเพีเยร์ทังสองเป็น r, และ /-2 โดยท่ี /ๅ </-2 และพืนท่ีของพืนผิวเล็กๆทังสองเป็น a, 
และ a2 (ดูรูปท่ี 3) จากข้อจำกัดของการมีประโยชน์ไม่มากกว่าและสมมุติฐานของการกระจายตัว 
แบบสม่ําเสมอของข้อมูล (uniform distribution) ในทุกๆคุณสมบัติ ซ่ึงหมายความว่าค่าคาดหวัง 
ของจำนวนข้อมูลบนพืนท่ีหน่ึงจะเป็นสัดส่วนโดยตรงกับขนาดของพืนท่ีเหล่าบันเราจะได้ว่า

/( 'ไ  )«, -  f ( ri )a2
เน่ืองจากขนาดของพืนผิวของไฮเปอร์สเพี!ยร์ใด  ๆ ท่ีมีรัศมี r จะแปรผันตาม r"-'

เราจะไต้ว่า

/ ( , ■ พุ - '  > f ( r 2)r2"-'
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(ๆ r ) ท " ’ 1 ^  (r2 > 2
ท - ]

ท-]-1

มิ > r , n - \ - t

f  v ' - ' 
มิ >1

V ม ิ!  J

>

V ม ิ ว V ม ิ y

0

/  — ( / I  — 1 )  >  0

t > n - \
จากข้อจำกัดเพ่ิมเติมนีเราจะได้พีงก์ชันใหม่คือ 

f { x )  = - ^ j \ t > n -  1

จะสังเกตได้ว่าเคร่ืองหมาย > นันเป็นผลมาจากการท่ีเรายอมผ่อนปรนให้ข้อมูลบนพืนผิว 
ทังสองอาจจะมีความสำคัญต่อผลลัพธ์เท่ากันได้ซ่ึงไม่น่าจะเป็นจริง แต่เน่ืองจากในการกำหนด 
รูปแบบท่ัวไปของทัเงก์ชันต่อจากน้ีสมควรท่ีจะใช้ค่าขอบเขตล่างของ t ด้วย ดังน้ันจึงได้ทำการลด 
ขอบเขตของข้อกำหนดในส่วนนีเพ่ือรวมค่า ? = « - !  เข้าไปในการทดสอบด้วย

อย่างไรก็ตามหากต้องการท่ีจะพิจารณาเง่ือนไขของการมีประโยชน์ไม่มากกว่าอย่างแท้จริง 
แล้วเราจะได้ว่าข้อมูลทังหมดบนพืนผิวของรูปทรงท่ีอยู่ด้านในไม,เพียงน่าจะมีความสำคัญมากกว่า 
ข้อมูลทังหมดท่ีอยู่บนพืนผิวของรูปทรงใดๆ ท่ีอยู่รอบนอกเท่านัน แต่ควรจะมีความสำคัญสูงกว่า 
ข้อมูลท่ีอยู่ด้านนอกเส้นขอบน้ันท้ังหมด แต่เง่ือนไขน้ีจะไม่สามารถนำมาเปล่ียนให้เป็นเป็นจริงได้ 
เน่ืองจากพืนผิวของรูปทรงจะอยู่ใน ท - ]  มิติขณะท่ีพืนท่ีส่วนท่ีอยู่รอบนอกจะอยู่ใน ท มิติดังนัน 
เมื่อคำนวณค่าคาดหวังของอัตราส่วนของจำนวนข้อมูลที่คาดหวังว่าจะอยู่บนพืนผิวต่อจำนวน 
ข้อมูลท่ีอยู่ในพืนท่ีรอบนอกจึงได้เป็น 0

เราสามารถหาทางออกได้โดยการกำหนดความหนาของพืนท่ีผิวของรูปทรงเป็นค่าคงท่ี j  
ค่าหน่ึงซ่ึงเม่ือรวมเช้ากับข้อกำหนดในเบืองต้นและการสมมุติให้รูปทรงนีเป็นไฮเปอร์สเทีเยร์ท่ีมี 
รัศมี R  ซ่ึงจะไม่ทำให้ส ูญ เสียลักษณะท่ัวไป ให้ A(R) เป็นพืนท่ีผิวของไฮเปอธ์สเทีเยร์ท่ีมีรัศมี R  
และ V { R )  เป็นปริมาตรของไฮเปอร์สเทีเยร์ท่ีมีรัศมี R  แล้วจะทำให้ได้ว่า

j A ( R ) f { R ) > =\ f (r)d{V(r))  

j 'A(R)f(R)> I f (r)A(r)dr
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j { R a- ' ) f ( R ) > ) f ( r ) ( r - ' ) d r  

ให้ g ( r )  =  r " - ' f ( r )

j g ( R ) ^  \ g ( r ) d r

เนื่องจากผลรวมจากข้อมูลทังหมดที่อยู่ไกลเกินไปจะไม่มีผลต่อค่านำหนักนั่นก็คือ 

l im r " " ‘ / ( r )  = 0

lim  g ( r )  =  0 

ดังนั้นเราจะได้ว่า

d_
d r

=  =  - g ( r )

จาก

g ( r )  > ไ_

\ g { r ) d r  J
r  r = R

เนื่องจากค่าของ R สามารถเป ็นค ่าใดๆ ก ็ได ้โดยไม ่ม ีผลต ่ออสมการน ี เราจึง 

สามารถทำการละไว้ได้

g ( r )  ะ  1 

\ g ( r ) d r  J

\ g ( r ) d r ) ) > -  
d r  f  j

-  ln( j g ( r ) d r )  >  เ น ั้น ัr
r  J

\ n ( [ g ( r ) d r )  <  - j — d r
r J

l n (  \ g { r ) d r ) < ~  +  c
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โดยที่ C  เป็นค่าคงที่ของการอินทิเกรต 

ln( Jg { r )d r ) < -  — + C

Jg ( r )d r< e  ~

ให้ | / î ( r ) f / r  = e '
r

■7 - ( \h ( r )d r)  = (-^- e ~j ) d r  ;  d r

-  h { r )  =  -  — e '
j

h(r) = — e '
j

เราใช้ h (r)  เพื่อที่จะประมาณ g ( r )  โดย

J g ( r )d r< e  '
r

Jg (r)d r  < jh ( r )d r
r  r

^  ( \g { r )d r )  < ~  ( ^h (r)d r) 

- g ( r ) < - h ( r )
จึงได้ว่า

g ( r ) > h ( r )  =  j e

จากนันทำการเปล่ียนตัวแปร /'เป็น X และแทนค่าฟิงก็,'ขัน f ( x )

g ( r )  = r " - ' f ( r )

ท ^ , ^ น r c
X

น่ันก็คือเราจะได้รูปแบบของฟิงก์ชันใหม่คือ

หอสมดกลน สำนักงานวิฑยทรัพยากร 
ชุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย
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/ '(.x ) > — r<? '

Jx "~

ทำการแทนค่าสัญลักษณ์โดยให้ t  = น ี้ และทำการตัดค่าส ัมประ สิทธิทคูณอยู่คือ - e c
J  j

ออกเน ื่องจากจะไม'ม ีผลต ่อการจำแนกประเภท และจากการที่ j  > 0  เน ื่องจากความหนาของ 

ไฮเปอธ์สเพิยธ์จะต้องมากกว่า 0 เพื่อให้บริเวณที่อินทิเกรตมีจำนวนมิติเท่ากับบริเวณที่อยู่รอบนอก 

เราจะได้ว่า f > 0  ซึ่งก็คือเราจะสามารถเปลี่ยนรูปแบบของพิงก์ชันนี้ได้เป็น

/ (A-) > - ^ -

เนื่องจากความสัมพันธ์ของพิงก์ชันแบบมากกว่าหรือเท่ากับจะมีขอบเขตที่จะต้องพิจารณา 

ค่อนข้างกว้าง เราจะทำการพิจารณากรณีที่เป็นกรณีเท่ากับเป็นพิเศษ ซึ่งก็คือ

/ ( * )  =  ^ นี้ๅ- ร "0' ; * >0

นอกจากนีแล้วเราจะสังเกตเห ็นข้อเท ็จจริงไต้ประการหนึ่ง น ั่นก ็ค ือในนิพจน์ <?■“  ซ่ึง 

t > 0 และ X > 0 เราจะได้ว่า < 1

จาก e~“  <1 เราจะได้ว่า

เราจะสังเกตไต้ว่า ส ่วนที่อย ู่ด ้านซ้ายของอสมการนีเป ็นกรณ ีเฉพาะของรูปแบบแรกนั่น

คือ / (x) =  น ี้- ; ? > 7 7 - 1  เม ื่อ ? = 7 7 - 1  และเม ื่อพ ิจารณ าค ่าของอสมการข ้างต ้นในกรณ ีท ี่
x '

X = lim z  เราจะว่าพิงก์1ขัน / (x) = -น ี้—จะเป็นพิงก์ชันเดียวที่มีลักษณะสอดคล้องกับทั้งสมการ
ะ - > 0 *  X

ของพิงก์ชันในรูปแบบแรก และอสมการของพิงก์ชันในรูปแบบที่สอง

ซึ่งหากลองมาใช้รูปแบบทั่วไปของพิงก์ชันที่ได้มาจากเงื่อนไขของการทนทานต่อการสเกล 

มาแทนลงไปในอสมการของเงื่อนไขนี้
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j R " - ' - '  > - น ี้-  ( l i m r " - '  -  R " - ' )

j R " - ' - ' > - ^

j i t  - n ) > R

เนื่องจาก/? สามารถมีค่ามากได้ถึง 00 ดังนันอสมการนีจึงเป็นเท็จ

นั่นก็คือถึงแม้ว่าเราจะสามารถหาข้อจำกัดของ f ( x )  โดยประมาณจากเงื่อนไขนี้ได้ แต่ 

ข้อจำกัดนีจะทำให้เกิดความขัดแย้งต่อข้อจำกัดของการทนทานต่อการสเกลซึ่งเป็นคุณสมบัติหนึ่งที่ 

ต้องการ

นอกจากนีหากเราทำการพิจารณาสมการของพิงก์ชันในรูปแบบที่สอง เราจะพบว่าสมการ 

ของพ ิงก ์ช ันร ูปแบบนีค ือ / (x) = —^ - e~,x\ t  > 0  ม ีล ักษณะที่คล้ายคลึงกับสมการของการแจก

แจงความน่าจะเป็นแบบแกมมา (gamma probability distribution) [14] ซึ่งเป็นกรณีทั่วไปของ 

การแจกแจงความน่าจะเปนแบบเอกซโพเนนเชียล (exponential probability distribution) [14] 

และการแจกแจงความน่าจะเป็นแบบไคสแควร์ (chi-square probability distribution) [14] โดย 

สมการของการแจกแจงความน่าจะเป็นแบบแกมมาสามารถเขียนออกมาได้ว่า

f i x )  =
1

P aT{cc)
-X P น -1

e  X  ; .Y > 0

= 0; .Y < 0

โดยที่ค ่าปรับแต่งทังสองคือ a  และ เ5 จะมีค่ามากกว่า 0 และ r ( a )  คือพิงก์'ชันแกมมา 

(gamma function) หรือพิงกํชนทัวไปของพิงก์ชันแฟกทอเรียล (generalized factorial function) 

[9,14,15,16,17,18] ซึ่งสามารถเขียนออกมาเป็นสมการได้ว่า

r(or) = je~'rx a~'dx;a > 0
0

CO

หรือ T ( a  + 1) = \e~xx a d x \ a  >  0
0

ซึ่งจากสมการนี้เองเราจะทำการอินทิเกรตทีละส่วน (integration by part) [19] โดย 

กำหนดให้

น = e~x และ civ = x a~'dx

ซึ่งจะทำให้ได้ว่า
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du = -e~xdx และ V =
a

จากนันทำการแทนค่าลงไปในการอินทิกรัล 
Jwdv =  U V  -  j v d u

■-e~x x a
\e -xx a-'dx =

e~x x a
dx

0 0 a

je~xx a~l dx = — ^e~ 'xadx
0 a  0

r(a) = —r(a + l)

V (a  + 1) = a Y (a )

ซ่ึงเป็นความสัมพันธ์ในรูปแบบเดียวกับ

}ใ\ =  ท(ท -  1)!

และเมื่อทำโดยการอินทิเกรตเราจะได้ว่า

r ( l )  =  I'e~x x l~'dx =  \e~x dx  =  1
0 0

ซึ่งเมื่อสรุปแล้วเราจะได้ว่า

r ( o r )  =  ( o r - 1) !  เมื่อ a  เป็นจำนวนเต็มบวก 

และจากสมการของการแจกแจงความน่าจะเป็นแกมมานี้หากทำการแทนค่าตัวแปรลงไป 

โดยให้ a  =  1 และพิจารณาเฉพาะเมื่อ A > 0  เราจะได้สมการ f (x)  = -นี้—e~xip ซึ่งเป็นสมการ
p a

ของการแจกแจงความน่าจะเป็นแบบเอกซโพเนนเชียล และหากกำหนดให้ a  =  — และ 3  =  22
พิจารณาเฉพาะเมื่อ A-> 0 เราก็จะได้สมการ / (x) = —- น้ี-----e -A - ซึ่งเป็นสมการของการ

2 ' r ( ^ )

แจกแจงความน่าจะเป็นแบบไคสแควร์

คราวน ีลองพ ิจารณาสมการของการแจกแจงความน่าจะเป ็นแบบแกมมาในฐานะที่เป ็น

พิงก์ชันถ่วงนำหนัก เมื่อทำการตัดค่าสัมประสิทธิของพิงก์ช ันและแทนค่าให้ P  =  -  เมื่อพิจารณา
Î

เฉพาะกรณีท่ี x > 0  เราจะได้ว่า
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f ( x )  =  e - * x a- ' ; t >  0

ซึ่งจะต่างจากสมการของพีเงก์ชันในรูปแบบที่2 คือ / (x) = —|— <?■“ ;/ > 0  เฉพาะส่วนที่
.ะ"”1

เป็นเลขยกกำลังของ X โดยพีเงก0ชนทั้งสองนี้จะเหมือนกันก็ต ่อเมื่อ a  =  2 - ท แต่จากข้อกำหนด 

ของการแจกแจงความน่าจะเป็นแบบแกมมาที่ว ่า a  > 0  สมการนี้จ ึงจะเป็นจริงได้ก ็ต ่อเมื่อ ท - \  
เท่านั้น

เม่ือพิจารณาต่อไป เราจะพบได้ว่าการกำหนดความหนาของพื้นที่ผิวของรูปทรงเป็นค่าคงที่ 
y ค่าหนึ่งจะมีข้อเสียประการหนึ่ง น้ันคือการท่ีจะไม,เกิดประโยชน์หากเราต้องการพิจารณาข้อมูล 
ซึ่งน่าจะไม่มีประโยชน์ต่อการจำแนกประเภท ณ จุดพิกัดซึ่งมีระยะห่างจากจุดกึ่งกลางของรูปทรง 
ไฮเปอรํสเพี]ยร์ท่ีกล่าวมาน้อยกว่าค่าคงท่ี y ท่ีได้กล่าวถึงไปแล้วในข้างด้น หรือกล่าวอีกนัยหน่ึง เรา 
จะไม่สามารถที่จะถือว่าข้อมูลที่มีความระยะห่างจากจุดซึ่งเป็นที่สนใจน้อยกว่าค่ารัศมี y ท่ีกำหนด 
ไว้ไร้ประโยชน์ได้ เพื่อแก้ไขข้อจำกัดนีเราสามารถที่จะใช้วิธีการกำหนดค่าคงที่ y หลังจากที่ 
พิจารณาข้อมูลสอนทังหมดได้เช่นกัน

อย่างไรก็ตาม แทนที่จะใช้วิธีการพิจารณาข้อมูลสอนทังหมดก่อนที่จะหาค่าคงที่ y ท่ี 
เหมาะสมตามข้อกำหนดนี เราสามารถแก้ไขข้อกำหนดนีได้โดยกำหนดให้ความหนาของรูปทรงที่ 
กำหนดมีการแปรเปลี่ยนไปตามระยะห่างจากจุดที่เป็นศูนย์กลางของไฮเปอร์สเพี]ยร์ นั้นคือเราจะใช้ 
วิธีการกำหนดค่าคงที่ a  E [0,1] ข้ึนมา โดยล้าระยะหลังระหว่างจุดศูนย์กลางของไฮเปอรํสเพี]ยร์กับ 
ของรอบนอกของรูปทรงเป็น X เราจะกำหนดให้ขอบในของรูปทรงนีมีระยะห่างจากจุดศูนย์กลาง 
ของไฮเปอร์สเทีเยร์เป็น ax น้ันก็คือเราจะได้ว่า y = X -  OCX = (1 -  a )x และเนื่องจากช่วงที่เป็นไป 
ได้ของค่า a  จากการที่ a  £ [0,1] เราจะได้'ว่า y 'e [0 ,x ] ซึ่งการที่ y < X นีแสดงว่าเราสามารถใช้ 
วิธีการกำหนดค่าอัตราส่วน a  มาแก้ไขบัเญหาดังกล่าวได้

กรณีที่ a  = 0 เราจะได้ว่านั ้าหนักโดยรวมของรูปทรงไฮเปอร์สเพีเยร์ที ่มีความ 

หนาเท่ากับ y จะมีค่าไม่น้อยกว่านำหนักโดยรวมของปริมาตรที ่อยู ่รอบนอกทังหมด จากการที่ค่า 

ของ y สามารถหาได้จากสมการ y = (1 -  a )x  = (1 -  0)x = X ซ่ึงค่า X นันก็คือระยะห่างระหว่าง 

จุดศูนย์กลางของไฮเปอร์สเพีเยร้กับจุดที ่สนใจใดๆ ซึ ่งสามารถที ่จะเป็นค่าใดๆก็ได้ที ่อยู ่ในช่วง 

[0,œ) นั ้นก็คือเราจะได้ว่า y ซึ ่งเป็นความหนาของไฮเปอร์สเพีเยร์นั ้นจะเป็นจำนวนจริงใดๆ ก็ได้ที่ 

ไม่ติดลบ

จากการที่ y £ [0 . co) เรากำหนดให้ y = lim  Z หรือเป ็นค่าท ี่ใกล้0 มากๆ เราก็จะ
0+

ยังได้ผลลัพธ์เช่นเติมว่านั้าหนักรวมของไฮเปอร์สเพี]ยร์นั้นจะยังคงไม่น้อยกว่านำหนักของปริมาตร 

ทังหมด แม้ว่าขอบเขตของไฮเปอร์สเพีเยธ์นันจะเข้าใกล้ 0 ก็ตาม นี่แสดงว่า พีเงก,ชันถ่วงนำหนักนีจะ 

มีลักษณะประการหนึ่งก็คือบริเวณที่เป็นศูนย์กลางของไฮเปอร้สเพีเยร์หรือ X ะ= 0 จะต้องมีลักษณะ



แบบเดียวกับพังส์ชันเดลตา (delta function) [16,17] ซึ่งมีค่าผลรวมเมื่ออินทิเกรตบริเวณที่ X = 0 

ผ่านมากกว่าบริเวณที่เหลือทังหมดรวมกัน โดยพังก์ชันเดลด้าหรือที่เรียกกันอีกอย่างว่าพังก์ชันอิม 

พัลส์ซึ่งเราสามารถนิยามในทางคณิตศาสตร์ได้ดังนี้

2 6

ร  ( x )  = oo; X = 0

ร ( x )  =  0; X  0 

เก ั { x ) d x  = 1
- C O

หรือเป็นพังกํชนที่ม ีข ้อกำหนดว่าเมื่ออินทิเกรตผ่านจุดที่ X = 0 จะมีค่าของการ 

อินทิเกรตเปลี่ยนไปเท่ากับ 1 ทันที ขณะที่บริเวณอื่นของพังก์ชันนีซึ่ง x ^ o  จะมีค่าเป็น 0 ทังหมด 

ซึ่งนั่นก็คือเราจะได้ว่า

j  CO 1
Jx''_1/ ( x ) d x > |x ' ,' 1/ ( x ) J x  เมื่อ j - lim z และ tใ = จำนวนมิติ
0 j

โดยนิพจน์ x"~'  เป็นผลมาจากจำนวนมิติของขอบเขตของรูปทรงที่เป็นไฮเปอร์สเพัยร์ 

ซึ่งก็คือ

x " ~ ' f ( x )  =  j3 S (x )  +  y  ในช่วงท่ี X  e  [0, 7) สำหรับค่าคงที่ เ3 ค่าหน่ึง 
00 1 

ซ ึ่ง /? > \ x " ~ ' f ( x ) d x  และค่าคงท่ี y  = / (7) ซ่ึงจะไม,มีผลต่อการอินทิเกรตฒื่องจาก 7 = lim zJ Z->0 +
/

ทำให้พืนที่ของการอินทิเกรตเล็กมาก

และเนื่องจากลักษณะของพังก์ชันเดลต้านันเป็นพังก์ชันไม่ต่อเนื่องเราจึงได้ 
ว่า jBS(x)  + y  ซึ่งเป็นผลจากการคูณและบวกพังก์ชันเดลด้าด้วยค่าคงที่จะเป็นพังก์ชันไม่ต่อเน่ือง 
เช่นกัน ขณะเดียวกัน จากการที่ x " " '  เป็นพังก์8ชันต่อเน่ือง และสมการ x "  ' f { x ) - P ô ( x )  เราจึง 
สรุปได้ว่า / (x) จะต้องเป็นพังก์ชันไม่ต่อเนื่อง เนื่องมาจากผลลัพธ์ที่ได้จากการคูณกันระหว่าง 
พังก์ชันต่อเน่ืองกับพังก์ชันต่อเนื่องจะต้องเป็นพังก์ชันต่อเนื่องเท่านัน

จากการวิเคราะห์ที่ผ ่านมา ในกรณีที่ a  = 0 เราจะสามารถสรุปออกมาเป็น 
ข้อจำกัดได้เพียง 2 ประการคือ

1. / (x) = (p ô ( x ) + / ) / x ' ' “ ‘ ;x  G [0, lim z)

2. / (x) เป็นพังก์ชันไม,ต่อเนื่อง

ซ ึ่งจากข ้อสร ุปท ั้งสองน ี้ข ้อสร ุปแรกเป ็น เง ื่อน ไขท ี่ม ีประโยชน ์น ้อยมากเน ื่องจาก 
เป ็น ความส ัมพ ันธ ์ท ี่แสดงความเก ี่ยวข ้องก ันระห ว ่างค ่าของ / (x) ในช ่วงท ี่ X ม ีค ่าน ้อยมากๆ กับ
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ผลที่ได้จากค่าโดยรวมของ / ( . y) ในช่วงของ X ที่เหลือทั้งหมด โดยไม่แสดงถึงความสัมพันธ์กัน 

ระหว่างค่าของ X ในส่วนทีเหลือเมื่อนำมาเปรียบเทียบกัน และข้อสรุปที่สองซึ่งก ็คือการที่ / (x) 

เป็นพิงก์ข ันไม่ต ่อเน ื่องนันจะขัดแย้งกับคุณสมบัต ิเบ ื้องด้นข้อหนึ่งท ี่ว ่า / (x) จะด้องเป็นพิงก์ขัน 

ต่อเนื่องชนิดไม่เพิ่มอย่างสิ้นเชิง ด้วยเหตุเหล่านี้เองเราจึงสรุปว่า a  ^  0

กรณีท่ี (2 = 1 เราจะได้ว่า j  = ( l - a ) x  = ( l - l ) x  = 0 นั่นก็คือความหนาของ 
รูปทรงจะมีค่าเท่ากับ 0 ซึ่งจะทำให้รูปทรงนี้จะกลายเป็นไฮเปอร์เพลนหรือระนาบที่มี ท - \  มิติ 
ขณะที่บริเวณที่อยู่รอบนอกนันจะยังมีปริมาตรอยู่ใน ท มิติ ดังนันนำหนักที่ได้จากไฮเปอร์เพลนนี้ 
จึงไม่สามารถนำไปเทียบกับนำหนักทังหมดของบริเวณที่อยู่รอบนอกได้ แสดงว่า a  *  1

นั่นก็คือเราทำการเปลี่ยนช่วงของค่า a  ให้แคบลงได้เป็น (2 G (0,1)

เช่นเดียวกับในการพิสูจน์ที่ได้ผ่านมาแล้ว เราทำการสมมุติให้รูปทรงนีเป็นไฮเปอร์สเพิยร์ที่ 

มีรัศมี R ซึ่งจะไม่ทำให้สูญเสียลักษณะทั่วไป ให้ A ( R )  เป ็นพื้นที่ผ ิว1ของไฮเปอร์สเที!ยร์ที่มีรัศมี 

R และ V ( R )  เป็นปริมาตรของไฮเปอร์สเที!ยร์ที่มีรัศมี R แล้วจะทำให้ได้ว่า

\ f ( r ) d ( V ( r ) ) >  I f { r ) d ( V { r ))
r = a R  r = R

Jf  ( r ) A ( r ) d r  >  I f ( r ) A ( r ) d r
aR  R

\ f ( r ) ( r n~' ) d r  > | / ( r ) ( r " _1 ) d r
a R  R

ให้ g ( r )  =  r n~ ' f ( r )

R  00
Jg ( r ) d r  > \ g { r ) d r

a R  R

ให้ G (s )  = J g (r)f/r

G ( R )  -  G{ccR) >  lim  G (r) -  G ( R )

ทำการกำหนดค่าคงที่ของการอินทิเกรดของ \ g { r ) d r  โดย,ให้ lim  G ( r )  = 0
J r —> 00

G ( R )  -  G ( a R )  > - G ( R )

2 G ( R )  >  G ( a R )
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จากการทีเราจะได้ว่า / ( | - ) > 0 ทำให้g ( r)  = r n~ 'f ( r ) > 0  และเน่ืองมาจากเรา
กำหนดให้ G (r) = \g (r )d r  ทำให้ g (r)  = - ^ -G (r) น่ันก็คือ g ( r)  เป็นพิงก์1ชันความชันของ 

J clr

G (r) ด้วยเหตุนีเองเม่ือ g (r)  = r""‘/ ( r )  > 0 จึงทำให้ G (r) จึงเป็นพิงก์ชันไม่ลด
เน่ืองมาจากการท่ี G {r) เป็นพิงก์ชันไม่ลดนีเองทำให้เราสามารถท่ีจะสรุปได้ 

ว่า lim G (r) > G{R) > G(aR) และด้วยการท่ีเรากำหนดค่าคงท่ีในการอินทิเกรดของ G (r) ไปr —>co

โดยทำให้ lim G (r) = 0 นี้เองเราจึงได้ว่า G(aR) < G (R) < 0 ซึ่งก็คือ G(R) และ G( aR)r—ï  CO

จะต้องไม่เป็นจำนวนจริงบวก
จาก 2G(R) > G(aR) เรา,จึง̂ ได้-ว่า

2G(R) ^ 1 
G(aR)

G ja R )^  2

G{R )
เพ ื่อความ ง ่าย เราจะพ ิจารณ า เราจะท ำการพ ิจารณ ากรณ ีเฉพ าะซ ึ่ง  

^ - ^ -  = ท!> 2  น่ันคือกรณีท่ีอัตราส่วนระหว่างค่าของพิงก์ชัน G (r) เป็นค่าคงท่ีเน่ืองจากการท่ี
G(R)

เป็นรูปแบบท่ีง่ายท่ีสุดตามหลักใบมีดของออคแคม (Occam’s razor) [1] ท่ีว่ารูปแบบของการ 
อธิบายลักษณะของระบบหรือสมมุติฐานท่ีมีความซับซ้อนน้อยจะมีความน่าจะเป็นท่ีจะถูกต้องสูง 
กว่ารูปแบบหรือสมมุติฐานท่ีมีความซับซ้อนมาก

จากสมการ ■^——̂ =-m  สำหรับค่า R ใด  ๆ เราจะสามารถเห็นได้อย่างชัดเจนว่า
G(R)

G(r) จะต้องอยู่ในรูปแบบ G (r) = c rd เม่ือ C และ d เป็นค่าคงท่ี
อีกประการหนึ่ง จากการท่ี G {aR )<  0 และ G(R) <0ซึ่งเป็นผลจากการ 

กำหนดค่าคงที่ของการอินทิเกรตของ G(r) ด้วยเงื่อนไขเดียวกันเราจึงสามารถที่จะสรุปได้ว่า 
G (r) < 0  เม่ือ /■ >0 น่ันก็คือ เราจะได้ว่าค่าสัมประสิทธิ”, C ซึ่งเป็นค่าคงที่ซึ่งถูกนำไปคูณใน 
G (r) จะต้องเป็นค่าติดลบ เพื่อความง่ายของสมการเราจึงจะเปลี่ยนรูปแบบของ G (r) เป็น 
G (r) ะ= - c r d เมือ C > 0

G(cxR)จากสมการ _ ■-  = m 
G(R)

-c (a R )d 

-  C(RY‘ ^  m

a  d = m



2 9

cl = log 0 m

G (r) = - c r 'og" 

และจาก G(r) = |g(r)c/r

g ( r )  =

d  ,  log,, m \- - ~ r ( - c r  ) 
d r

- ~ r  ( ~ c exp((ln r)(loga m))) 
d r

- ( - c r '0ë“ m) - j- ( ( ln r ) ( lo g Q. พ))
d r

-  ( - c r log,‘ )(loga /ท)(^ )

g ( r )  = ( -c  logff พ)r 'og“๓" 
สุดท้าย จากสมการ g ( r )  =  r " ~ ' f ( r )

f  พ = 4

/ (r) ะ

r

(“ f lo g 0, m )(rl08,‘ ๓-1 ) 
r"~'

/ M  = ( -c lo g „m ) r '" ‘ - —  

เน่ืองจาก m > 2

ln พ > In 2 > In 1 = 0 

และจากการท่ี (2 6  (0 ,1)

^  e  (1 ,0 0 )

ln a  == -๒ (^-) € ( - 00,0 )

หรือ In a  < 0
น่ันก็คือ

1 In mloga ' " " Î T T - 0In a
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แสดง,ว่าส้มประสิทธ - c lo g a m ของ / (/-) มีค่าไม'น้อยกว่า0

ทำการจัดรูปแบบของสมการใหม่โดยการตัดสัมประสิทธิของ / (r) และแทนค่า 
loga m โดยให้ พ = - lo g ff เท แล้วแทนท่ีตัวแปร r  ด้วย Xหลังจากน้ันเราจะได้ว่า

= พ > 0

ซ่ึงเม่ือทำการแทนท่ี น + พ ด้วย / แล้วเราจะสามารถเปล่ียนรูปของสมการได้ 
เป็น

f ( x )  = ^ j \ t >  ท

ซึ่งจะเห็นได้ว่านี่เปี นกรณีเฉพาะของรูปแบบ / (x) = > ท - 1  ซึ่งได้มาจากการ
X 1

วิเคราะห์เม่ือเปรียบเทียบกันเฉพาะระหว่างข้อมูลท่ีอยู่บนขอบเขตของไฮเปอร์สเทีเยรํทมีขนาดไม่ 
เท่ากัน

และหากเราทำการแทนค่า/พ ด้วย2 ซ่ึงเป็นค่าขอบเขตของ m และ,ให้ a  = 0 .5 หรือ 
พิจารณาบริเวณของไฮเปอร์สเทีเยร์โดยท่ีให้ขอบเขตข้างในมีรัศมีคร่ึงหน่ึงของขอบเขตข้างนอกเรา 
จะได้ว่า

รพ=pir
1

x » + l°g2 2

/ พ  “ r

แต่หากเราใช้วิธีการกำหนดค่า a  ตามขนาดของบริเวณท่ีแบ่งโดยให้ P เป็นอัตราส่วน 
ของขนาดของบริเวณท่ีอยู่ภายในขอบเขตด้านในของไฮเปอร์สเทีเยร์ต่อขนาดของบริเวณท่ีอยู่ภายใน 
ขอบเขตด้านนอกของไฮเปอร์สเทีเยร์ เราจะได้ว่า

๔ ' = p

ซ่ึงเม่ือแทนค่าเข้าไปในพัเงก์ชัน / (x) เราจะได้เป็น

/(■*) =
_J___
n-log„ m

= ๙ '- ร ) -1
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f  / |( 1 —In pm)

ซึ่งเมื่อทำการเปลี่ยนรูปโดยให้ t =  1 -  l n fi m  เราจะได้ว่า

/ พ = ท ี ่ ม ' * 1

ซึ่งหากกำหนดให้ m =  2 และ P -  0.5 เราจะได้ว่า

ท ี่" เ ^  x  « (1-1ท05 2)

1
=  H ( l + l n : 2)

1
~ x «(l + l)

สรุปแล้ว จากกระบวนการทงหมดที่ผ่านมา ในขณะนี้เราได้ข้อกำหนดของพิงก์ชัน 

ถ่วงนำหนักมา 3 รูปแบบได้แก่

1. f ( x )  =  - ^ - - , t >  ท - 1

2. / (X )  = - ^ 7 e-*;t  >0

3-

โดยข้อกำหนดของพิงก์ชันรูปแบบแรกมาจากเงื่อนไขของการมีความสำคัญไม่มากกว่าของ 
ข้อมูลที่อยู่ในวงรอบนอกซึ่งให้ผลที่คล้ายคลึงกับร ูปแบบที่จากเงื่อนไขของการมีความสำคัญไม่ 
มากกว่าของข้อมูลที่อยู่รอบนอกทังหมดเมื่อพิจารณาเทียบกับข้อมูลภายในโดยการกำหนด 
อัตราส่วนของระยะทาง ส่วนข้อกำหนดของพิงก์ชันที่มีรูปแบบที่สองมาจากเงื่อนไขของการมี 
ความสำคัญไม่มากกว่าของข้อมูลที่อยู่รอบนอกทังหมดโดยการกำหนดค่าของระยะทางที่จะใช้ใน 
การพิจารณา ซึ่งรูปแบบของทัเงก์ชันประเภทที่สองนีจะขาดคุณสมบัติในการทนทานต่อการสเกล 
ซึ่งเปีนคุณสมบัติที่ดีอย่างหนึ่ง และพิงก์ชันในรูปแบบที่สามซึ่งเป็นผลจากเงื่อนไขของการมี 
ความสำคัญไม่มากกว่าของข้อมูลที่อยู่รอบนอกทังหมดเมื่อพิจารณาเทียบกับข้อมูลภายในโดยการ
กำหนดอัตราส่วนของบริเวณที่ครอบคลุม
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3.4 การประมาณการกระจายตัวแบบสมํ่าเสมอของข้อมูล

คราวนีลองพิจารณาอีกสถานการณ์หนึ่ง โดยอาศัยสมมุติฐานที่ว่าข้อมูลทั้งหมดถูกสร้าง 
ขืนมาโดยการสุ่มจากคลัสเตอร์ (c luster) หลายๆ กลุ่มซึ่งเป็นสิ่งที่แสดงถึงลักษณะที่แท้จริงของ 
ข้อมูล ลองพิจารณาข้อมูลสองตัวที่มีความแตกต่างจากข้อมูลที่เราต้องการจำแนกประเภทเท่ากัน 
เมื่อพิจารณาตามระยะทางระหว่างจุด ข้อมูลตัวหนึ่งเป็นของคลัสเตอร์ขนาดใหญ่ซึ่งหมายถึงคลัส 
เตอร์ที่มีความแปรปรวนของข้อมูลสูงในการสร้างข้อมูลซึ่งทำให้ข้อมูลที่ถูกสร้างออกมาน่าจะมี 
ความแตกต่างกันได้มาก ขณะที่ข้อมูลอีกตัวหนึ่งมาจากคลัสเตอร์ที่มีขนาดเล็กซึ่งมีข้อมูลถูกสร้าง 
ออกมาจากคลัสเตอร์นีในปริมาณที่เท่ากันกับคลัสเตอร์ที่มีขนาดใหญ่กว่า ในกรณีเช่นนีข้อมูลทั้ง 
สองนีควรจะมีผลต่อผลลัพธ์ของการจำแนกประเภทไม่เท่ากัน เนื่องมาจากการที่ข้อมูลในคลัสเตอร์ 
ที่มีฃนาดใหญ่จะมีผลต่อการทำนาย1ข้อมูลที่อยู่รอบๆข้อมูลนันเองมากกว่า นั่นก็คือเซลล์หรือช่อง 
ของแผนภาพโวโรนอย ที่มีข้อมูลนั้นอยู่จะมีขนาดใหญ่กว่าของข้อมูลอีกอันหนึ่งและข้อมูลใดๆใน 
เซลล์นีก็จะมีผลต่อผลลัพธ์1ของการจำแนกประเภท เพราะการกระจายตัวของข้อมูลในอุดมคติ 
สำหรับอัลกอริทึมเนียเรสท์เนเบอร์ก็คือการกระจายตัวแบบสมํ่าเสมอเนื่องมาจากธรรมชาติของ 
อัลกอริทึมนีซึ่งจะประมาณผลลัพธ์จากข้อมูลที่มีลักษณะคล้ายคลึงกัน ด้วยเหตุนีจึงเป็นการสมควร 
ที่เราจึงสมควรที่จะเอาเรื่องความสมํ่าเสมอในการกระจายตัวของข้อมูลมาใช้ประโยชน์ในการ 
จำแนกประเภทเช่นกัน โดยเราสามารถท่ีจะทำให้ผลลัพธ์ของการจำแนกประเภทจากการกระจายตัว 
ของข้อมูลของเราเข้าใกล้การกระจายตัวแบบสมํ่าเสมอหรือการแจกแจงความน่าจะเป็นแบบ 
สม่ําเสมอ (uniform  p robab ility  d is tribu tion) [14] ได้โดยการการเพิ่มนำหนักสำหรับข้อมูลซึ่งมี 
เซลล์ในแผนภาพโวโรนอยขนาดใหญ่

เราสามารถหาขนาดของเซลล์ในแผนภาพโวโรนอยท่ีมีขนาดใหญ่ได้แต่กระบวนการท่ีใช้ 
จะค่อนข้างซับซ้อนและใช้เวลาค่อนข้างมาก ในท่ีน้ีเราจึงจะใช้วิธีการประมาณ และเน่ืองจากในการ 
ใช้ค่าท่ีได้ในการเพ่ิมน้ัาหนักของข้อมูลน้ันจะเหมือนกับการสร้างพิงล์ชัน h(d ) เป็นค่าป็จจัยสำหรับ 
คูณกับf(x ) เม่ือคำนวณน้ัาหนักของข้อมูลนั ในการจำแนกประเภทเพ่ือทดแทนผลลัพธ์ท่ีมาจาก 
ขนาดของเซลล์ เพราะฉะน้ันหากจะนำวิธีน้ีไปใช้กับพิงล์ชันในร ูปแบบท่ี 1 หรือ 3 ซ่ึงมีคุณสมบัติ 
การทนทานต่อการสเกลแล้วเราจึงต้องระวังด้วยว่าพิงก์ชันท่ีเป็นผลลัพธ์จากการคูณกันของทังสอง 
พิงล์ชันนีจะยังคงมีคุณสมบัติการทนทานต่อการสเกลด้วยหากยังต้องการคงคุณสมบัตินีไว้

ให ้/:(d) เป็นค่าปิจจัยสำหรับคูณกับ/{x) เม่ือคำนวณนำหนักของข้อมูล (โ / ในการจำแนก 
ประเภทเพ่ือทดแทนผลลัพธ์ท่ีมาจากขนาดของเซลล์วิธีการท่ีเราเลือกใช้ในการคำนวณ h(d) นัน 
คล้ายคลึงกับอัลกอริทึมเนียเรสท์เนเบอร์ดังเดิมซ่ึงจะกำหนดจำนวนของข้อมูล m ตัว ซ่ึงใกล้เคียง 
กับข้อมูลท่ีเราต้องการคำนวณค่า h(d) ท่ีสูดจากระยะทางเม่ือถือว่าข้อมูลเป็นจุด เป็นท่ีชัดเจนว่า 
ขนาดของเซลล์สามารถที่จะประมาณได้จากการยกกำลังระยะทางระหว่างข้อมูลด้วยจำนวน
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คุณสมบัติของข้อมูลซึ่งจะถูกเปลี่ยนเป็นจำนวนมิติในแผนภาพโวโรนอย วิธีการในอุดมคติที่จะ 
รวมข้อมูลจากหลายๆจุดก็คือการใช้ค่าเฉลี่ยเรขาคณิตของระยะทางซึ่งสามารถแสดงให้เห็นได้โดย 
ตัวอย่างต่อไปนี นั่นก็คือหากเราต้องการคำนวณขนาดของสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่เกิดจากการตัดกันของ 
เส้นที่แบ่งเซลล์ของแผนภาพโวโรนอยระหว่างจุดที่สนใจซึ่งอยู่ที่จุดตัดของแกนกับจุดที่อยู่ห่าง 
ออกไป a และ b ในแนวตั้งฉากเราจะได้ว่าพื้นที่ของรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้าจะเป็น ab/4 (ดูรูปท่ี 4) ซ่ึง 
จะเป็นค่าที่แปรผันตามเป็นค่าเฉลี่ยเรขาคณิตของระยะห่างระหว่างจุดที่สนใจกับจุดทั้งสองยกกำลัง 
ด้วยจำนวนมิติ โดยที่จุดที่สนใจซึ่งอยู่ที่จุดตัดของแกนของรูปนีก็เป็นเหมือนข้อมูลที่เราต้องการหา 
ค่า h(d) ขณะที่จุดอีกสองจุดก็เป็นเหมือนกับข้อมูลที่อยู่ใกล้กับจุดนี โดยไม่สูญเสียลักษณะทั่วไป 
เราจะสามารถนำวิธีนี้ไปใช้ในการพิสูจน์กับรูปร่างต่างๆ ในมิติที่มากกว่านี้ได้เช่นกัน

i

a

>

i

area ai>/4 
>--------------

รูปท่ี 4 ภาพตัวอย่างสนับสนุนแนวคิดในการV 

ข้อมูลสอน 3 ตัว โดยตัวท่ีอยู่ท่ีจุดตัดของแกนเ1

h

ข้ค่าเฉล่ียเรขาคณิต จุดท้ัง 3 แสดงถึงตำแหน่งของ 
เนข้อมูลท่ีต้องการหาขนาดของเซลล์ของแผนภาพ

โวโรนอย และเส้นตรงอีก 2 เส้นในรูปเป็นเส้นแบ่งขอบเขตของเซลล์ท่ีเกิดจากการพิจารณาข้อมูลท่ี
สนใจกับข้อมูลโดยรอบท้ังสอง

คราวน้ีเราจะทำการกำหนดค่า/; (d) ต่างๆท่ีจะใช้ในการทดลองเม่ือใช้ค่า /  (x) = น ี้-  ซ่ึง
x"

เป็นรูปแบบท่ีง่ายท่ีสุดและให้ความแม่นยำใกล้เคียงกับ / (x) = -นั่^- ซ่ึงให้ผลลัพธ์ท่ีดีท่ีสุดในการเ -

ทดลองท่ีผ่านมา ให้ djj = ระยะทางระหว่างข้อมูลท่ีใกล้กับ dj เป็นอันดับท่ี /' กับ di (ไม่รวม di) 

และ เท = จำนวนของข้อมูลท่ีจะใช้ในการคำนวณ h{d)

hx {d 1) = (PJ d 0)'“' = (ค่าเฉล่ียเรขาคณิตของระยะทาง)"
./=!
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p :  1 ,
h 1 {ci 1 ) = —----- = ค่าเฉลียเลขคณิตของ ( ระยะทาง " )m

M d  1) =

f  jn y
I d  1

เท
V J

= ( ค่าเฉลี่ยเลขคณิตของระยะทาง )"

ทฤษฎืบทท่ี 2 : พิงก์ชันถ่วงนํ้าหนัก f i x )  เม่ือคูณด้วย/?|(<โ/) h 2{d) หรือ/? i (d)  จะให้ผลลัพธ์เปีน 
พิงกํชนถ่วงนำหนักใหม่ท่ียังคงมีคุณสมบัติในการทนทานต่อการสเกลอยู่

พิสูจน์: เร่ิมแรกเราจะทำการพิสูจน์ว่าทั้ง /;[((โ/), /?2(<โ/) และ /?3(นั) ต่างก็ทนทานต่อการสเกล

K  ( a d )  = ( Y [ a d ijÿ '

= ( a ' " U d , r  

= a " ( ท  d ÿ r

= (โ/ " / ? 1 ( d )

Z  K ■/)"
h 2 ( d )  = J=]

เท

V  «น' 1
H  d "

เท

IX"
เท

= a " h 2{d)

/ ; ,  ((โ?(โ/) =
I  ฟ / "

III

V y
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(  m y

y

J

=  Cl "  / 23 ( ( โ / )

โนขันตอนต่อโป เราจะพิสูจน์ว่าผลลัพธ์ของการคูณกันของพิงก์ชันใดๆ ท่ีทนต่อการสเกล 
จะเป็นพิงก์ชันที่ทนต่อการสเกล

ให้ s ( x )  และ t ( y )  เป็นพิงก์ชันที่ทนต่อการสเกลซึ่งสำหรับอัตราส่วนของการสเกล a 
จะให้ผลลัพธ์ท่ีมีการสเกลเป็น a  และ P

ร( a x ) t ( a y )  = (a s ( x ) ) ( p t { y ))

= ( a f î ) ( s ( x ) t ( y ) )

โดยไม่สูญเสียลักษณะท่ัวไป เราสามารถที่จะขยายผลจากการพิสูจน์นีไปใช้กับการคูณของ 
พิงก์ชันจำนวนเท่าใดก็ได้

จากทั้งหมดนี้ เราจึงสามารถที่จะสรุปได้แล้วว่าเป็นการชัดเจนแล้วว่าพิงก์ชันที่เป็นผลลัพธ์ 
จะทนต่อการสเกล □

นอกจากนี หากเราพ ิจารณาสมการ/( x )  ะ=-ทั้ๆ-e ^ ''';? > 0 ซึ่งเป็นพิงก์'ชันถ่วงนำหนัก
X

รูปแบบที่สองที่ได้นำเสนอไป เนื่องจากสมการในรูปแบบนีไม่ทนต่อการเปลี่ยนสเกลของข้อมูล 
ดังนันเราจึงจะไม่สามารถหาค่าคงที่ / ที่เหมาะสมที่สุดได้ เนื่องมาจากการที่ค่า / นีจะเปลี่ยนไป 
ตามสเกลของคุณสมบัติ สังเกตได้ว่าต้นเหตุของการที่สมการนีไม่ทนต่อการเปลี่ยนสเกลบันเป็น 
เหตุมาจากนิพจน์ e~'x แต่ว่าเราก็สามารถที่จะทำให้สมการนี้ทนทานต่อการสเกลได้โดยการ
กำาเนตให้ t ce — เมื่อให้ a  เป็นอัตราส่วนในการเปลี่ยนสเกลของค่าในทุกมิติ เราสามารถสังเกต 

a
ไต้ว่าเราสามารถประมาณค่า a  ได้โดยอาศัย h ( d )  ซึ่งเป็นพิงก์ชันที่เราใช้ในการประมาณขอบเขต 
โดยรอบของข้อมูลสอนแต่ละตัว เพราะว่า h ( d )  ce a "  โดยการอาศัยค่าที่ได้จากการเฉลี่ยกันของ 
h { d )  ของข้อมูลสอนทุกตัว ตังบันเราจึงสามารถที่จะเปลี่ยนรูปแบบของสมการแบบที่สองได้เป็น
f i x )  = - 7 7  exp(-cx / นี้/ส ิ//) ); C > 0 เม่ือ C เป็นค่าคงที่ค่าหนึ่ง และ น้ี/?((โ/) เป็นค่าเฉล่ียของ

2 X
MCl

in

V J

(

=  Cl V "
m

เ
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รากท่ี ท ของค่า h ( d )  ซึ่งใช้ในการประมาณอัตราส่วนในการเปลี่ยนสเกล a  ตามที่ได้กล่าวถึงไป
แล้ว

จะสังเกตได้ว่าจากสมการที่ผ่านมานั้น เราสามารถนำค่าจากฟิงกัชัน h { d ) มาคูณเข้าไป 
เพื่อประมาณการกระจายตัวแบบสมํ่าเสมอได้เช่นเดียวกับสมการในรูปแบบที่ 1 แ ล ะ 3 แต่ว่า
สมการนีจะม1ีข้อแตกต่างอย่างหนึ่งก็คือจะมีนิ'พจน์^//;( d )  ซึ่งเราใช้ในการประมาณอัตราส่วนของ 
เปลี่ยนการสเกลอยู่ ด้วยเหตุนี้เองเราจึงสามารถที่จะทำการแทนค่า h ( d )  ลงไปเพื่อที่จะประมาณ 
การกระจายตัวแบบสมํ่าเสมอของข้อมูลได้เลย ซึ่งหลังจากทำการแทนค่าแล้ว เราก็จะได้สมการ
ผลลัพธ์ f ( x )  = -น ั้—exp(-CX / 'jJh(d)y,c > 0

x"~

นั่นก็คือจากฟิงก์ชันในรูปแบบที่ 2  เราจะได้รูปแบบท่ีแยกย่อยออกมาอีก 2  รูปแบบจากการ 
กำหนดค่าคงท่ี k เพื่อแก้ไขให้ฟิงก์ชันนี้มีคุณสมบัติในการทนทานต่อการเปลี่ยนสเกล ได้แก่

า . f ( x )  = —̂ - e x p (-c x / ' \ jh(d))\c> 0 

2. f { x )  = —̂ - exp(-CX / n]h(d));c > 0
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