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บทที่ 1 

บทนํา 

1.1 ความเปนมาและเหตุผลในการวิจัย   

      วิชาฟสิกสแบบดั้งเดิม (classical physics)  ที่นักวิทยาศาสตรไดคนควาศึกษาและพัฒนาตอยอด
ตั้งแตอดีตเปนเวลานับสหัสวรรษ ครอบคลุมปรากฏการณธรรมชาติพ้ืนฐาน (วิรุฬห, 2552) ที่อยูรอบตัว
เรา เชน วัตถุไถลลงบนพ้ืนที่ลาดชัน การขวางหรือปาวัตถุตาง ๆ ออกไปในอากาศ  การเกิดคลื่นบนผิวน้ํา 

และการนํามาประยุกตใชเพ่ือสรางความสะดวกในชีวิตประจําวันตั้งแตการประดิษฐรอกเพ่ือชวยในการ

ผอนแรงหรือเปลี่ยนทิศทาง การออกแบบสิ่งกอสรางตาง ๆ จนไปถึงการสรางยานอวกาศเพ่ือไปสํารวจสิ่ง

ตาง ๆ นอกโลก (ทีปานีส, 2553) โดยสิ่งที่ไดกลาวมาในขางตนนั้นลวนเปนผลจากการศึกษาและพัฒนา
อยางไมหยุดยั้งของฟสิกสแบบดั้งเดิม  ไมพบวามีปรากฏการณทางธรรมชาติใดที่ไมสามารถอธิบายไดดวย

ฟสิกสแบบฉบับได (วิรุฬห, 2552) วิวัฒนาการของฟสิกสแบบดั้งเดิมนั้นรุดหนาเรื่อยมาจนกระทั่งถึง
ตอนตนของคริสตศตวรรษที่ 19 ผลการทดลองตาง ๆ ที่ไมสามารถอธิบายและทําความเขาใจไดดวย

ฟสิกสแบบฉบับไดเริ่มปรากฏขึ้น กลาวคือ เมื่อใชฟสิกสแบบฉบับมาอธิบายจะเกิดขอขัดแยงบางประการ

อยางรุนแรง โดยเฉพาะปรากฏการณที่เกิดขึ้นในระดับอะตอม (ธิติ และนคร, 2557) ปรากฏการณที่ถือวา
เปนปฐมบทที่สําคัญในการศึกษาฟสิกส ในยุคนี้คือ การศึกษาเกี่ยวกับการแผรังสีของวัตถุดํา                   
(black body) สําหรับความหมายของวัตถุดําในที่นี้คือวัตถุที่สามารถดูดรับรังสีเขาสูตัวมันเองไดหมด 
จากการศึกษาสเปกตรัมของการกระจายความเขมของรังสีที่แผออกจากวัตถุดําพบวาเกิดการขัดแยง

บางอยางหากใชฟสิกสแบบฉบับอธิบาย (วิรุฬห, 2552) ในเวลาตอมา มักซ พลังค นักฟสิกสชาวเยอรมัน
ไดเสนอแนวคิดควอนตัมของพลังงานมีใจความวา การแลกเปลี่ยนพลังงานระหวางคลื่นแมเหล็กไฟฟากับ

สสารจะเกิดขึ้นไดเมื่อพลังงานที่แลกเปลี่ยนมีคาเปนเลขจํานวนเต็มคูณกับ hf  เมื่อ h   เรียกวาคาคงตัว

ของพลังคและ f  คือความถี่ของคลื่น เรียกพลังงานที่ไมตอเนื่องนี้วา ควอนตัม (Quantum)  อันเปน
การแกปญหาความขัดแยงของฟสิกสแบบฉบับที่มีตอผลการทดลองนี้ไดสําเร็จในป ค .ศ. 1905 (ไตรทศ 
และเพชรอาภา, 2558) นอกจากนี้ยังมีการทดลองที่มีความสําคัญตอการเกิดฟสิกสควอนตัม เชน 

ปรากฏการณโฟโตอิเล็กทริก ที่ถูกเสนอโดย อัลเบิรต ไอนสไตน ในปเดียวกัน โดยนําแนวคิดของ มักซ 

พลังคมาอธิบาย กลาวคือ คลื่นแมเหล็กไฟฟาสามารถประพฤติตัวเปนอนุภาคไดภายใตสภาวะบางอยาง 

เรียกอนุภาคท่ีเกิดข้ึนนั้นวา โฟตอน  
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(ธิติ และนคร, 2557) ตอมาในป ค.ศ. 1913 นีลส บอร ไดเสนอแบบจําลองอะตอมของไฮโดรเจนและ
อธิบายวาการแลกเปลี่ยนพลังงานระหวางอะตอมกับคลื่นแมเหล็กไฟฟาจะเกิดขึ้นไดเมื่อพลังงานที่

แลกเปลี่ยนนั้นมีคาเปนเลขจํานวนเต็มคูณกับ hf  เทานั้น เปนการยืนยันวาแนวคิดที่ มักซ พลังค ได

เสนอไวกอนหนานี้มีความถูกตองและในป ค.ศ. 1923 หลุยส เดอ บรอย นักวิทยาศาสตรชาวฝรั่งเศสได
เสนอแนวคิดวา ไมเพียงแตคลื่นแมเหล็กไฟฟาที่สามารถประพฤติตัวเปนอนุภาคไดเทานั้นแตอนุภาคก็

สามารถประพฤติตัวเปนคลื่นไดเชนเดียวกัน  จนกระทั่งในป 1925 แนวคิดของบอรและทฤษฎีตาง ๆ ได
ถูกผนวกรวมกันและถือกําเนิดขึ้นเรียกทฤษฎีนี้วา กลศาสตรควอนตัม (ไตรทศ และเพชรอาภา, 2558)  
อนึ่ง ตามประวัติศาสตรที่ไดมีการบันทึกไวมีผูวางรากฐานของกลศาสตรควอนตัมไวสองแนวทาง แนวทาง

แรกผูที่ประสบความสําเร็จเปนบุคคลแรกคือ แวรเนอร ไฮเซินแบรก นักฟสิกสทฤษฎีชาวเยอรมัน โดยใช

การดําเนินการทางคณิตศาสตรที่เรียกวา เมทริกซ (Matrix) เขามาชวยแกปญหา  เรียกกลศาสตรแขนงนี้
วา กลศาสตรเมตริกซ (Matrix Mechanics) แนวทางที่สองถูกวางรากฐานโดย แอรวิน ชเรอดิงเงอร 

นักวิทยาศาสตรชาวออสเตรีย ชเรอดิงเงอรไดนําแนวคิดของหลุยส เดอ บรอย ไปเขียนใหมใหเปนสมการ

คลื่น เราจึงเรียกกลศาสตรแขนงนี้วา กลศาสตรคลื่น (Wave mechanics) กลศาสตรทั้งสองแนวทาง

ถึงแมจะมีความแตกตาง แตผลลัพธของการคํานวณในทางฟสิกส ปรากฏผลตรงกันเกือบทุกกรณี             
(วิรุฬห, 2552) 

      โดยสรุป กลศาสตรแบบดั้งเดิม (classical mechanics) นั้น มีขอจํากัดบางประการที่สามารถ

อธิบายไดเพียงแคปรากฏการณทางธรรมชาติของอนุภาคที่มีขนาดใหญกวาอะตอมหรือโมเลกุลและตอง

เคลื่อนที่ดวยความเร็วต่ําหรือใกลเคียงกับแสงเทานั้น นอกจากนี้ในกลศาสตรแบบดั้งเดิมเรายังสามารถ

ระบุตําแหนงของอนุภาคออกมาไดอยางชัดเจนแตในทางกลศาสตรควอนตัม (quantum mechanics) 
เราสามารถอธิบายครอบคลุมไปถึงปรากฏการณธรรมชาติที่มีขนาดเล็กกวาอะตอมหรือโมเลกุลไดและ

ใหผลลัพธที่มีความแมนยําสูงเมื่ออนุภาคเคลื่อนที่ดวยความเร็วใกลเคียงกับแสง ถึงแมการระบุตําแหนง

ของอนุภาคจะระบุไดเพียงความนาจะเปนในการพบอนุภาคในรูปของกลุมคลื่นเทานั้น      

เนื่องจากสมการชเรอดิงเงอรเปนสมการเชิงอนุพันธยอยหรือสมการคลื่น สามารถหาผลเฉลยออกมา

เปนฟงกชันคลื่น และฟงกชันคลื่นสามารถอธิบายพฤติกรรมของคลื่นไดดังนั้นเราจึงสนใจวิธีที่จะหาผล

เฉลยของสมการชเรอดิงเงอรและการคํานวณคาความนาจะเปนในการสงผานและการสะทอนไดจากผล

เฉลยของสมการชเรอดิงเงอร 
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1.2 วัตถุประสงค 
ศึกษาสมการชเรอดิงเงอร หาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร และหาคาความนาจะเปนในการสงผาน

และการสะทอนของคลื่นและหาเงื่อนไขของการเกิดคาความถี่ควอซีนอรมอลโหมดสําหรับพลังงานศักยแบบ

ตาง ๆ  
 

1.3 ขอบเขตของโครงงาน 
หาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอรที่ไมขึ้นกับเวลาใน 1  มิติ และคํานวณคาความนาจะเปนในการ

สงผานและการสะทอนของคลื่นและหาเงื่อนไขของการเกิดคาความถี่ควอซีนอรมอลโหมดสําหรับพลังงานศักย

แบบตาง ๆ 
 

1.4 ขั้นตอนการวิจัย 
 

1.4.1 ศึกษาท่ีมาของกลศาสตรควอนตัม 
1.4.2 ศึกษาสมการชเรอดิงเงอร 
1.4.3 หาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอรดวยวิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบีและหา
ความสัมพันธระหวางความนาจะเปนในการสงผานและการสะทอน 
1.4.4 หาคาความนาจะเปนในการสงผานและการสะทอนดวยสูตรวิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเค
บีสําหรับพลังงานศักยแบบตาง ๆ เชน พลังงานศักยแบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผา พลังงานศักยแบบทริป

เปลสี่เหลี่ยมผืนผา พลังงานศักยแบบสี่เหลี่ยมผืนผาในกรณีทั่วไป พลังงานศักยแบบดับเบิลกําแพง

พาราโบลิก พลังงานศักยแบบทริปเปลกําแพงพาราโบลิก พลังงานศักยแบบกําแพงพาราโบลิกในกรณี

ทั่วไป 
1.4.5 หาเงื่อนไขของการเกิดคาความถ่ีควอซีนอรมอลโหมดสําหรับพลังงานศักยแบบตาง ๆ 
1.4.6 จัดทําสรุป 
1.4.7 จัดทําเอกสารเพื่อนําเสนอโครงงานเปนรูปเลม 
1.4.8 เตรียมสงโครงงานฉบับสมบูรณ 
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1.5 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ 
 
1.5.1 ประโยชนตอตัวนิสิตที่ทําโครงงาน 
- สามารถหาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอรดวยวิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบี ความนาจะ

เปนในการสงผานและการสะทอนดวยสูตรวิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบีสําหรับพลังงาน

ศักยที่มีความซับซอนเชน พลังงานศักยแบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผา พลังงานศักยแบบทริปเปล

สี่เหลี่ยมผืนผา พลังงานศักยแบบสี่เหลี่ยมผืนผาในกรณีทั่วไป พลังงานศักยแบบดับเบิลกําแพง

พาราโบลิก พลังงานศักยแบบทริปเปลกําแพงพาราโบลิก พลังงานศักยแบบกําแพงพาราโบลิกใน

กรณีท่ัวไป 
 
1.5.2 ประโยชนที่ไดจากโครงงานที่พัฒนาขึ้น 
-  สามารถนําเทคนิคการหาคาความนาจะเปนในการสงผานและการสะทอนดวยวิธีการประมาณคา

แบบดับเบิลยูเคบีเพ่ือนําไปสูการหาเงื่อนไขที่ทําใหเกิดคาความถี่ควอซีนอรมอลโหมด 
 

1.6 โครงสรางของรายงาน 
          1.6.1 บทที่ 2 จะกลาวถึงความรูพ้ืนฐานที่ใชในการทําโครงงาน 
          1.6.2 บทที่ 3 จะกลาวถึงวิธีการทางคณิตศาสตรสําหรับสมการชเรอดิงเงอร 
          1.6.3 บทที่ 4 จะกลาวถึงคาความนาจะเปนในการสงผานและการสะทอนของคลื่นดวยสูตรวิธีการ  

ประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบีสําหรับพลังงานศักยแบบตาง ๆ 
1.6.4 บทที่ 5 จะกลาวถึงความรูพ้ืนฐานเกี่ยวกับควอซีนอรมอลโหมดและหาเงื่อนไขที่ทําใหเกิด

คาความถ่ีของโหมดก่ึงปกติ 
          1.6.5 บทที่ 6 จะกลาวถึงขอสรุปจากการทําโครงงานและขอเสนอแนะ 
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บทที่ 2 

งานวิจัยที่เกี่ยวของ 

              ในบทนี้จะกลาวถึงงานวิจัยที่ เกี่ยวของซึ่งไดแก สมการชเรอดิงเงอรที่ ไมขึ้นกับเวลา และ             

สมการชเรอดิงเงอรที่ขึ้นกับเวลา  

             หากกฎการเคลื่อนที่ของนิวตันทั้งสามขอเปนพ้ืนฐานในการทําความเขาใจและพัฒนากลศาสตร
แบบดั้งเดิมเราอาจกลาวไดวาสมการชเรอดิงเงอรนั้นมีความสําคัญและบทบาทในการศึกษาทําความเขาใจและ

พัฒนากลศาสตรแบบควอนตัมเปนอยางมาก สมการชเรอดิงเงอรถูกคนพบโดย แอรวิน ชเรอดิงเงอร (Erwin- 
Schrödinger) นักฟสิกสชาวออสเตรีย ในป ค.ศ. 1925 ซึ่งเปนสมการทางคณิตศาสตรประเภทสมการเชิง
อนุพันธยอย อยูในรูปพลังงานรวมของอนุภาค (total energy) ระหวางพลังงานศักย (potential energy ) 
และ พลังงานจลน (kinetic Energy) (นรา, 2553) 

             1. พลังงานศักย (potential energy) คือ พลังงานที่มีอยูในวัตถุอันเนื่องมาจากตําแหนงของวัตถุ 
ตัวอยางเชน วัตถุหรือสิ่งของที่วางอยูบนที่สูง ณ ตําแหนงตาง ๆ (สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและ
เทคโนโลยี, 2551) โดยเราสามารถจําแนกพลังงานศักยออกเปน 2 ประเภท ไดแก พลังงานศักยโนมถวงและ
พลังงานศักยแบบยืดหยุน 

            1.1 พลังงานศักยโนมถวง (gravitational potential energy) คือ พลังงานศักยของวัตถุเมื่อวัตถุอยู
สูงจากระดับอางอิง พลังงานมีความสัมพันธกับมวลของวัตถุและความสูงจากระดับอางอิงของวัตถุซึ่งเกี่ยวของ

กับความเรงเนื่องจากแรงโนมถวงของโลก (เฉลิมชัย, 2562) 

            1.2 พลังงานศักยยืดหยุน (elastic potential energy) คือ พลังงานศักยของสปริงที่ถูกแรงอัดหรือ
ดึงออกจากแนวสมดุล (สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี, 2551) 

             2. พลังงานจลน (kinetic energy) คือพลังงานของวัตถุที่เกิดขึ้นขณะวัตถุกําลังเคลื่อนที่อัน

เนื่องจากมแีรงมากระทําตอวัตถุ พลังงานแปรผันตรงกับมวลและความเร็วของวัตถุ ตัวอยางเชน พลังงานคลื่น 

พลังงานเสียง พลังงานลม เปนตน (สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี, 2551)   



6 
 

 

           พลังงานศักยและพลังงานจลนนั้นมักจะมีความสัมพันธเกี่ยวของกันเชน เมื่อเราปลอยวัตถุจากที่สูง ณ 

เวลากอนปลอยวัตถุจะมีพลังงานสะสมอยูในวัตถุคือพลังงานศักยโนมถวงและเมื่อเริ่มปลอยใหวัตถุเคลื่อนที่มี

ความเร็วคาหนึ่งจนถึงระดับอางอิงวัตถุจะมีพลังงานสะสมคือพลังงานจลน   

2.1 สมการชเรอดิงเงอรที่ไมขึ้นกับเวลา (time-independent Schrödinger equation) 

      เนื่องจากสมการชเรอดิงเงอรเปนสมการคลื่นชนิดหนึ่งดังที่ไดกลาวมาขางตนแลว ดังนั้นเพ่ือใหเขาใจ

สมการชเรอดิงเงอรมากยิ่งขึ้น เราจึงมีความจําเปนที่จะตองศึกษาที่มาของสมการคลื่นเปนอันดับแรก                                                                                                                             

พิจารณาแบบจําลองการสั่นในเสนลวด                                                                                                 

ใหเสนลวดยาว L  เคลื่อนที่ในแนวดิ่งที่แตละจุดมีการเคลื่อนที่ในแนวตรงนอยมาก                                        

ให ( , )u x t   คือ ระยะในแนวดิ่ง 

    ( )xU     คือ ความหนาแนนของเสนลวด 

    ( )T x     คือ ความตึงที่แตละจุด x  ที่สัมผัสกับเสนลวด 

    ,D E      คือ มุมทีก่ระทํากับแกนนอนในชวง x  ถึง x x� '  

 

ภาพที่ 2.1 แรงกระทําบนสวนกึ่งกลางของเสนลวด                                       
(http://www.met.rdg.ac.uk/pplato2/h-flap/math6_4.html#top) 
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พิจารณาแรงกระทําในแนวแกนนอน                              

โดยกฎขอหนึ่งของนิวตัน จะไดวา                 1 2cos cosT TD E  (2.1.1) 

พิจารณาแรงกระทําในแนวแกนตั้ง                              

เนื่องจากมีแรงลัพธ จากกฎขอสองของนิวตัน             F ma                                                                                    

เมื่อ F  คือแรงลัพธและ a  คือความเรงของการเคลื่อนที่ ณ จุดใดจุดหนึ่งซึ่งอยูระหวาง  x  ถึง x x� '  

ดังนั้น                             
2

2 1 2sin sin uT T ma x
t

E D U
§ ·w

�   ' ¨ ¸w© ¹
  

                                         
2

2 1
2

2 1

sin sin
cos cos

T T x u
T T T t

E D U
E D

' w
�  

w
 

                                             
2

2tan tan x u
T t
UE D ' w

�  
w

                                    (2.1.1)                           

จากรูปภาพ (a)  จะไดวา tan
x x

u
x

E
�'

w
 
w

  และ  tan
x

u
x

D w
 
w

   แทนคาลงใน (2.1.2)                                             

ดังนั้น                                
2

2  .
x x x

u u x u
x x T t

U
�'

w w ' w
�  

w w w
                                                                                              

                                    
2

2

1   .
x x x

u u u
x x x T t

U
�'

§ ·w w w
�  ¨ ¸' w w w© ¹

                       (2.1.3) 

พิจารณา x'  มีคานอยมาก นั่นคือ x'  เขาใกลศูนยและกําหนดให 
Tc
U

   

จะไดวา                
2

2 20 0

1 1lim   lim .
x x xx x

u u u
x x x c t�'' o ' o

§ ·w w w
�  ¨ ¸' w w w© ¹

   

                      
2 2

2 2 2

1u u
x c t
w w

 
w w

                                                          

ดังนั้น                                              
2 2

2
2 2

u uc
t x

w w
 

w w
                        (2.1.4) 
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เรียกสมการ (2.1.4) วา สมการคลื่นในหนึ่งมิติ                                                                              

จากเงื่อนไขขอบเขตการเคลื่อนที่ของเสนลวด ณ จุดปลาย 0x    และ x L                                          

ดังนั้น                                (0, ) ( , ) 0  ;  0u t u L t t  t                                                                                                  

ให                                                 ( ,0) ( )u x f x                                                                                                                                      

เมื่อ ( )f x  คือฟงกชันการเคลื่อนที่ของเสนลวดกอนที่จะปลอยใหเกิดการเคลื่อนที่                                                         

และให                                           ( ,0) ( )tu x g x                                                                                                                

เมื่อ ( )g x  คือ ความเร็ว ณ จุดตาง ๆ บนเสนลวด                                                                                 

โดยสรุปเราจะไดปญหาคาเริ่มตนและคาขอบของสมการคลื่นในหนึ่งมิติ คือ 

                                   

2 2
2

2 2    0   ,  0u uc x L t
t x
w w

 � � !
w w

               (2.1.5)                                                                                     

                                         (0, ) ( , ) 0   , 0u t u L t t  t                      (2.1.6)                                                                          

                        ( ,0) ( )  ,  ( ,0) ( )   ,  0< u x f x u x g x x Lt  �                      (2.1.7)                                        

ตอไปจะพิจารณาการหาผลเฉลยโดยใชเทคนิคการแยกตัวแปร (พรชัย, 2550)                                             

สมมติให  ( , ) ( ) ( )u x t F x G t                                                                         (2.1.8)  

แทนคา ( , )u x t  ลงในสมการ (2.1.5)                                                                                                      

ดังนั้น                                    2( ) ( ) ( ) ( )F x G t c F x G tcc cc    

                                                   
 

2

( ) 1 ( )
( ) ( )

F x G t k
F x c G t
cc cc

              

กรณีที่ 1 ถา 0k �   ให  2 ,  0k q q � !                                                                           

จาก                                               
 

( )
( )

F x k
F x
cc

   

                                       2( ) ( ) ( )F x kF x q F xcc   �    
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ดังนั้น                                       2( ) ( ) 0F x q F xcc �                                     (2.1.9) 

 

โดยสมการชวย จะไดวา 2 2 0m q�    ดังนั้น  m qi r                             

ดังนั้นสมการ (2.1.9)  มีผลเฉลยเปน  1 2( ) cos sinF x c qx c qx �                            (2.1.10) 

จาก                                     2

1 ''( )
( )

G t k
c G t

   

                                 2 2 2( ) ( ) ( )G t kc G t q c G tcc   �                                              

ดังนั้น                             2 2( ) ( ) 0G t q c G tcc �                                      (2.1.11) 

โดยสมการชวย จะไดวา 2 2 2 0m q c�   ดังนั้น 
 
m qci r   

ดังนั้นสมการ (2.1.9)  มีผลเฉลยเปน 3 4( ) cos sinG t c qct c qct �                           (2.1.12)  

จากเงื่อนไขคาขอบ (2.1.6) (0, ) 0  ,  ( , ) 0  ,  0u t u L t t  t                                              

จะไดวา 1 0c   และ 2 0c    แทนคาลงใน (2.1.10)  จะไดวา ( ) 0F x                                                

จาก ( , ) ( ) ( )u x t F x G t                                                                                                                     

ดังนั้น ( , ) 0u x t   นั่นคือเสนลวดไมมีการสั่นซึ่งขัดแยงกับปญหา เพราะฉะนั้น 2 0c z                               

และจากเงื่อนไขคาขอบ (2.1.6 )   จะไดวา  sin 0qL                                                                                                                     

นั่นคือ                                   qL nS  หรือ n
nq
L
S

     เมื่อ   1,2,3,...n                                                                  

โดยไมเสียนัยทั่วไป สมมติให 2 1c                                                                                                                            

จะไดวาผลเฉลยที่สมนัยคือ          ( ) sinn
nF x x
L
S

               เมื่อ   1,2,3,...n          (2.1.13)               

และจากสมการ (2.1.11)  จะไดวา  2 2( ) ( ) 0nG t q c G tcc �                                                                     
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ดังนั้น (2.1.11)  มีผลเฉลยเปน    ( ) cos sinn n n
cn cnG t A t B t
L L
S S

 �               (2.1.14)      

โดยที่  ,n nA B  เปนคาคงตัวไมเจาะจง                                                                                           

ดังนั้น   ( , ) cos sin sinn n n
cn cn nu x t A t B t x
L L L
S S S§ · �¨ ¸

© ¹
               (2.1.15)                                       

กรณีที่ 2  ถา 0k   จะไดวา ( ) 0F xcc   และ  ( ) 0G tcc                                                         

ดังนั้นผลเฉลยของ 5 6( )F x c c x �   และ 7 8( )G t c c t �                                                     

จากเงื่อนไขคาขอบ (2.1.6)  จะไดวา 5 6 0c c   ดังนั้น ( ) 0F x   ทําให  ( , ) 0u x t                            

นั่นคือ เสนลวดไมมีการสั่นซึ่งขัดแยงกับปญหา (พรชัย, 2550)                                                                                             

กรณีที่ 3  ถา 0k !  ให 2  ,  0k q q !                                                                                 

จะไดวา               2( ) ( ) 0F x q F xcc                                                                                     

มีผลเฉลยเปน        9 10( ) cosh sinhF x c qx c qx �                                          (2.1.15)     

และ                   2 2( ) ( ) 0G t q c G tcc �                                                                                                   

มีผลเฉลย            11 12( ) cosh sinG t c qct c qct �                                         (2.1.16) 

จากเงื่อนไขคาขอบ (2.1.6) จะไดวา 9 10 0c c    ดังนั้น ( ) 0F x   ทําให  ( , ) 0u x t                     

นั่นคือเสนลวดไมมีการสั่นซึ่งขัดแยงกับปญหา (พรชัย, 2550)                                                                                         

จาก ( , ) cos sin sin  , 1,2,3,... n n n
cn cn nu x t A t B t x n
L L L
S S S§ · �  ¨ ¸

© ¹
                                           

จากเงื่อนคาเริ่มตน (2.1.7) ให 0t                                                                                                       

จะไดวา  ( ,0) sinn n
nu x A x
L
S

                                                                       (2.1.17)  
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จากหลักการซอนทับ (The superposition principle)  จะไดวา                                                                        

1 1
( , ) ( , ) cos sin sinn n n

n n

cn cn nu x t u x t A t B t x
L L L
S S Sf f

  

§ ·  �¨ ¸
© ¹

¦ ¦        (2.1.18)                                        

เปนผลเฉลยของ (2.1.8) ที่สอดคลองกับเงื่อนไข (2.1.6)  (พรชัย, 2550)                                                                                 

จาก  (2.1.18)  ให 0t                                                                                                               

จะไดวา 

         
1 1

( ,0) ( ,0) sinn n
n n

nu x u x A x
L
Sf

  

f
  ¦ ¦                                         (2.1.19)       

จาก (2.1.9) จะเห็นวาคือการกระจายครึ่งชวงของ ( )f x   ในรูปอนุกรมฟูเรียรไซนบนชวง 0 x L� �                

โดยที่          
 0

2 ( )sin
L

n
nA f x x dx

L L
S§ · ¨ ¸

© ¹³   ,  1,2,3,...n     

พิจารณาหาอนุพันธยอยเทียบ t  ในสมการ (2.1.18) จะไดวา                                                                                                       
     

1
( , ) sin cos sin  , 1,2,3,...n n

n

ncn cn cn cnu x t A t B t x nt LL L L L
SS S S Sf

 

§ · � �  ¦ ¨ ¸
© ¹

          (2.1.20)                   

ให 0t    แทนคาใน (2.1.20)                                                                                                             

ดังนั้น 
1

( ,0) ( ) sin    , 1,2,3,...n
n

cn n xu x g x B nt L L
S Sf

 

§ · § ·   ¦ ¨ ¸ ¨ ¸
© ¹ © ¹

            (2.1.21)             

จาก (2.1.21) จะเห็นวาคือการกระจายครึ่งชวงของ  ( )g x    ในรูปอนุกรมฟูเรียรไซนบนชวง 0 x L� �                     

โดยที่  n
cn B
L
S

   
เปนคาสัมประสิทธิ์

 

ดังนั้น                    
0

2 ( ) sin   , 1,2,3,...
L

n
cn nB g x x dx n
L L L
S S§ ·  ¨ ¸

© ¹³  

                               
0

2 ( ) sin   , 1,2,3,...
L

n
nB g x x dx n

cn L
S

S
§ ·  ¨ ¸
© ¹³                           

ดังนั้น ผลเฉลยที่สอดคลองกับเงื่อนไขคาขอบ (2.1.6) และเงื่อนไขคาเริ่มตน (2.1.7)  คือ
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( , ) cos sin sin    , 1,2,3,...
1

cn cn nu x t A t B t x nn nL L Ln

S S Sf § · �  ¦ ¨ ¸
© ¹ 

                        

โดยที่ 
0

2 ( ) sin
L

n
nA f x x dx

L L
S§ · ¨ ¸

© ¹³  และ 
0

2 ( ) sin  , 1,2,3,...
L

n
nB g x x dx n

cn L
S

S
§ ·  ¨ ¸
© ¹³                                                                                                                                   

 

จากผลลัพธของคา k  ที่แสดงไวขางตน จะเห็นวาในกรณีท่ี   0k �  และ 0k !   ที่จะทําให

สมการคลื่นในหนึ่งมิติมีผลเฉลยที่สอดคลองของกับคาขอบและละปญหาคาเริ่มตน 

จาก  (2.1.4) 

                                               
2 2

2
2 2    ;      u u Tc c

t x U
w w

  
w w

   

ซึ่งมีผลเฉลยในรูป   ( , ) ( ) ( )u x t F x G t                                                                (2.1.22)  

แทนคา (2.1.22)  ใน (2.1.4)  จะไดวา 

                                       
2 2

2
2 2

( ( ) ( )) ( ( ) ( ))F x G t F x G tc
t x

w w
 

w w
  

                                         
2 2

2
2 2

( ) ( )( ) ( )d G t d F xF x c G t
dt dx

                         (2.1.23) 

หาร (2.1.22) ดวย ( ) ( )F x G t  ทั้งสองขางของสมการ                                                                      

ดังนั้น                                   
2 2 2

2 2

1 ( ) ( )
( ) ( )

d G t c d F x
G t dt F x dx

                                             

สมมติให                                
2 2 2

22
1 ( ) ( )
( ) ( )

d G t c d F x k
G t F x dxdt

                     (2.1.24)                                                                                                                                              

ให  2k q �  โดยที่ 0q !                                                                                                         

ดังนั้น                                    
      

2
2

2

1 ( )
( )

d G t q
G t dt

 �                                                                 

สมมติให q Z                                                                                                                                  

โดยที่ Z   คือ อัตราเร็วเชิงมุม กลาวคือ มุมที่จุดศูนยกลางที่รัศมีกวาดไปไดในหนึ่งหนวยเวลา 
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2

2
2

( ) ( )d G t G t
dt

Z �                                   (2.1.25)  

จะไดวา (2.1.25) มีผลเฉลยเปน  13 14( ) cos sinG t c t c tZ Z �                       (2.1.26)        

แทนคา (2.1.26) ใน (2.1.23) จะไดวา 

             � �
2

2
13 14 13 14 2

( )
( ) sin cos ( cos sin )

d F xdF x c t c t c c t c t
dt dx

Z Z Z Z Z Z§ ·� �  �¨ ¸
© ¹

     
   

               

2
2 2

13 14 13 14 2

( )( )( cos sin ) ( cos sin ) d F xF x c t c t c c t c t
dx

Z Z Z Z Z� �  �                                                                  

                                               
2

2 2
2

( )( ) d F xF x c
dx

Z�      

ดังนั้น                                          
2 2

2 2

( ) ( )d F x F x
dx c

Z
 �                                  (2.1.27)  

ให c v  โดยที่ v  คือ ความเร็วของอนุภาค                                        

แทนคาลงใน  (2.1.27)                                                                                                                                   

ดังนั้น                                          
2 2

2 2

( ) ( )d F x F x
dx v

Z
 �                                  (2.1.28)                                                                                                              

เราใชคาคงตัวของพลังคในการอธิบายควอนไทเซชัน (Quantization) ซึ่งเปนปรากฏการณที่เกิดขึ้น
ในระดับเล็กมาก ๆ เชน อนุภาคอิเล็กตรอนหรืออนุภาคโปรตอน โดยคุณสมบัติทางฟสิกสบางอยางของอนุภาค

เหลานี้จะมีคาเปนไปไดเปนจํานวนเต็มบวกเทาของคาคงตัวหนึ่งเทานั้น ตัวอยางเชน คือพลังงานแสง  ( )E                             

ที่มีความสัมพันธกับความถี่ ( )f    เปน E hf    โดยที่ h  คือคาคงตัวของพลังค (Plank’s constant)      

มีคาประมาณ 346.626 10  .J s�u  คํานวณไดจาก และจากความสัมพันธของอัตราเร็วเชิงมุมและความถี่  

ที่วา 2 fZ S   ดังนั้น 
2
hE Z
S

   และนิยามคาคงตัว 
2
h
S

 วา คาคงตัวของพลังคแบบลดคา 

(Reduced Plank constant) หรือคาคงตัวของดิแรค (Dirac’s constant) เขียนแทนดวยสัญลักษณ                

มีคาประมาณ 341.054 10  .J s�u  
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   อนึ่ง เราสามารถเขียนพลังงานรวมของอนุภาคในรูปของพลังงานจลน (kinetic energy) และ                 

พลังงานศักย (potential energy)   

E K V �  

 

ภาพที่ 2.2 พลังงานรวมของอนุภาค (กุลภัทร, 2562) 

โดยที่ K  คือพลังงานงานจลน และ V  คือพลังงานศักย                                                                                

ดังนั้น                                                
21

( )
2

E mv V x �                                   (2.1.29)  

และจากความสัมพันธของโมเมนตัมเชิงเสน ( )p  ที่ทราบวา    

                                                       p mv                                                     (2.1.30)   

โดยที่ m  คือ มวลของอนุภาคและ v  คือ ความเร็วของอนุภาค                                                                        

จาก (2.1.29) และ (2.1.30) จะไดวา 

                                                     
2

( )
2
pE V x
m

 �                                                                 

ดังนั้น                                              2 ( ( ))p m E V x �                                (2.1.31)   
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หลุยส เดอ บรอย (Louis de Broglie) นักฟสิกสชาวฝรั่งเศส ไดเสนอสมมติฐานไววา                      

คลื่นแมเหล็กไฟฟาหรือคลื่นแสงสามารถประพฤติตัวไดเปนทั้งอนุภาคและคลื่น ภายหลังสมมติฐานดังกลาวได

ถูกพิสูจนและรับรองวาเปนจริง 

จากทฤษฎีของไอนสไตน  

                                                     2E mc                                                    (2.1.32)  

โดยที่ m  คือ มวลของอนุภาค  c  คือ อัตราเร็วของแสงในสุญญากาศ                                                                 

จากสูตรของพลังค   

                                                     E hf                                                       (2.1.33)                 

โดยที่ h   คือ มวลของอนุภาค  f   คือ ความถ่ีของอนุภาค                                                                        

จาก (2.1.32) และ (2.1.33) จะไดวา 

2hc mc        (2.1.34)   

จาก (2.1.30) แทนคา v c   เมื่อ c  คือ อัตราเร็วของแสงในสุญญากาศ                                                 

ดังนั้น      p mc                  (2.1.35)                                                                                    

จาก (2.1.32) และ (2.1.35) จะไดวา  

                                                    
Ep
c

                                                                           

ดังนั้น                                             E pc                                                        (2.1.36)    

จาก (2.1.32) และ (2.1.36) จะไดวา 

                                                    pc hf                                                         (2.1.37) 

จาก                                                v f O                                                        (2.1.38) 

โดยที่ O  คือ ความยาวคลื่น   
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แทนคา v c  ใน (2.1.38) จะไดวา 

                                                     c f O                                                                       

ดังนั้น                                             
cf
O

                                                         (2.1.39)  

จาก (2.1.39) และ (2.1.37) จะไดวา  

h
p

O   

เรียกสมการดังกลาววา ความยาวคลื่นเดอบรอย                                                                                                                                           

ดังนั้น                                             
hp
O

                                                          (2.1.40)  

จาก (2.1.31) และ (2.1.40) จะไดวา 

                                                    2 ( ( ))m E V x
h
O

�   

ดังนั้น                                             
2 ( ( ))

h
m E V x

O  
�

                               (2.1.41) 

จะไดวา       
� � � �2 22 2 2

2 2 2 2 2 2

4 2 ( ) 4 2 ( )(2 ) 4
( ) 4

m E V x m E V xf
v f h

S SZ S S
O O S

� �
      

ดังนั้น                                     
> @2

2 2

2 ( )m E V x
v
Z �

                                        (2.1.42) 

จาก (2.1.28) และ (2.1.42) จะไดวา 

                                  
> @2

2 2

2 ( )( ) ( )
m E V xd F x F x

dx
� �

   

                                
2 2

2

( ) ( ) ( ) ( )
2

d F x EF x V x F x
m dx

�  �   

                                
2 2

2

( ) ( ) ( ) ( )
2

d F x V x F x EF x
m dx

� �                           (2.1.43) 
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เรียก สมการ (2.1.43) วา สมการชเรอดิงเงอรในหนึ่งมิติ (One-dimensional Schrödinger equation) 

จากสมการ                                
2 2

2
2 2   ;  u u Tc c

t x U
w w

  
w w

   

ซึ่งเปนสมการคลื่นใน 1 มิติเราสามารถขยายเปน 3 มิติและพิจารณาการหาผลเฉลยไดดังนี้ 

                                          
2 2 2 2

2 2 2 2 2

1u u u u
x y z c t
w w w w

� �  
w w w w

                              (2.1.44) 

แทนคา c v  ใน (2.1.44) จะไดวา 

                                           
2 2 2 2

2 2 2 2 2

1u u u u
x y z v t
w w w w

� �  
w w w w

                             (2.1.45)  

โดยที่  
2 2 2

2
2 2 2

u u u
x y z
w w w

�  � �
w w w

  เรียกวา ตัวดําเนินการลาปลาซ (Laplacian operator)                                

ซ่ึง 
2 2 2

2 2 2, ,u u u
x y z
w w w
w w w

  เปนอนุพันธยอยอันดับสองในระบบพิกัดฉาก (กุลภัทร, 2561)                                 

ดังนั้นเราสามารถเขียนสมการ (2.1.45) ในรูปตัวดําเนินการลาปลาซ ไดเปน  

                                                   
2

2
2 2

1 u
v t

w
�  

w
                                              (2.1.46)                                                                  

โดยเทคนิคการแยกตัวแปรให  ( , , , ) ( , , ) ( )u x y z t F x y z G t                                                         

หรือ                                        ( , ) ( ) ( )u r t F r G t                                           (2.1.47) 

อนึ่ง พอสซูเลต (postulates ) ขอที่ 4 ในกลศาสตรควอนตัมมีใจความสําคัญวา ตัวดําเนินการของ
การวัดปริมาณฟสิกสใดหาไดจากการคํานวณปริมาณฟสิกสนั้นโดยอาศัยฟสิกสคลาสสิก แลวจึงเปลี่ยนตัวแปร

ตาง ๆ ใหเปนตัวดําเนินการ (นรา, 2553)  

พลังงานรวมของอนุภาคในกลศาสตรแฮมิลตันซึ่ งเปนกลศาสตรแบบดั้ งเดิมประเภทหนึ่ งเรียกวา                      

แฮมิลโทเนียน (Hamiltonian) เขียนอยูในรูปของตําแหนงกับโมเมนตัม นั่นคือ 

                                                    H T V �                                               (2.1.48)                            
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เมื่อ T  คือพลังงานจลนและ V  คือพลังงานศักย (นรา, 2553)                                                                               
จากความสัมพันธของพลังงานจลนและโมเมนตัมเชิงเสน                            

                                                     
21

2
T mv                                                                    

และ                                               p mv                                                                              

ดังนั้น                                             
2

2
pT
m

                                                       (2.1.49)                                     

เมื่อ p  คือ โมเมนตัมเชิงเสน  m   คือ มวลของอนุภาค และ v  คือความเร็วของอนุภาค                                         

แทนคาสมการ (2.1.49)  ลงใน สมการ (2.1.48) จะไดวา 

                                                  
2

2
pH V
m

 �                                                                                  

                                                  
2

( , , )
2
pH V x y z
m

 �                                   (2.1.50) 

ตัวดําเนินแฮมิลโทเนียนหาไดจากจากสมการ (2.1.50) โดยการเปลี่ยนตัวแปร p  และ , ,x y z  ใหเปนตัว

ดําเนินการตามพอสซูเลตขอที่ 4 ดังที่กลาวมาในขางตนแลว ดังนั้นเราสามารถเขียนสมการ (2.1.46) ไดเปน 

                                                  

2

( , , )
2
pH V x y z
m

 �   

                                           1 2 ˆ ˆ ˆ( ) ( , , )
2

H i V x y z
m

 � � �   

                                           

                                       
2

2 ˆ ˆ ˆ( , , )
2

H V x y z
m

 � � �                        

                                               
2

2 ( )
2

H V r
m

 � � �                                   (2.1.51)                                                                                                                                          

ดังนั้นหากเราขยายสมการ (2.1.43) ใหเปน 3 มิติ จะไดวา 
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2

2 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ( , , ) ( , , ) ( , , )
2

V x y z F x y z EF x y z
m

ª º
� � �  « »
¬ ¼

    (2.1.52) 

                                   
2

2 ( ) ( ) ( )
2

V r F r EF r
m

ª º
� � �  « »
¬ ¼

                                  (2.1.53) 

เรียกสมการ (2.1.53) วา สมการชเรอดิงเงอรใน 3 มิติ (Three-dimensional Schrödinger equation) 

จากสมการ (2.1.52) และ สมการ (2.1.53) จะไดวา 

                                                ( ) ( )HF r EF r                                     (2.1.54)   

ซึ่งสมการในลักษณะ (2.1.54)  มีลักษณะเฉพาะกลาวคือเมื่อนําตัวดําเนินการ กระทํากับฟงกชันแลวไดคาคง
ตัวคูณกับฟงกชันนั้น เราจะเรียกสมการลักษณะนี้วา สมการคาไอเกน (eigenvalue equation) โดยที่คาคงตัว
ที่ปรากฏในสมการจะเรียกวา คาไอเกน (Eigen value) และ ฟงกชันที่ปรากฏในสมการจะเรียกวา                    
ฟงกชันไอเกน (Eigen function) ดังนั้นในสมการ (2.1.53) คาฟงกชันไอเกนและคาไอเกน                                             

คือ  
2

2 ( )
2

H V r
m

 � � �  และ E  ตามลําดับ (ธิติและนคร, 2557) 

จากสมการชเรอดิงเงอรในหนึ่งมิติ จะไดวา                                           

 ( ) ( )HF x EF x  

จะไดวาคาฟงกชันไอเกนและคาไอเกน คือ  
2 2

2 ( )
2

dH V x
m dx

 � �   และ E  ตามลําดับ 

 

ในลําดับตอไปจะแกสมการชเรอดิงเงอรที่ไมข้ึนกับเวลาในสามมิตินั้นใชวิธีแยกตัวแปร (กุลภัทร, 2561)                                                

โดยวิธีแยกตัวแปร ให     ( , , ) ( ) ( ) ( )F x y z x y zD E J                                           (2.1.55)                                                                                 

จากสมการชเรอดิงเงอรในสามมิติ   
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2
2 ( , , ) ( , , ) ( , , )

2
V x y z F x y z EF x y z

m
ª º
� � �  « »
¬ ¼

                            
   

2 2 2 2

2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

y z x x z y x y z
m x y z

E J D D J E D E J
ª ºw w w

� � �« »w w w¬ ¼
 

                                                          ( , , ) ( , , ) ( , , )V x y z F x y z EF x y z�       (2.1.56) 

นํา ( , , )F x y z  หารตลอดสมการ (2.1.57) จะไดวา 

             

2 2 2 2

2 2 2

1 1 1( ) ( ) ( ) ( , , )
2 ( ) ( ) ( )

x y z V x y z E
m x x y y z z

D E J
D E J
§ ·w w w

� � � �  ¨ ¸w w w© ¹
 

สําหรับปริภูมิสามมิติ เขียนพลังงานศักยของอนุภาคไดวา 

                                         ( , , ) ( ) ( ) ( )V x y z V x V y V z � �     (2.1.57)   

โดยที่ ,x y  และ z  เปนตัวแปรที่อิสระตอกัน (ธิติและนคร, 2557)                                                                  

จากสมการ (2.1.56) จะไดวา                                                       

 
2 2 2 2

2 2 2

1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 ( ) ( ) ( )

x y z V x V y V z E
m x x y y z z

D E J
D E J
§ ·w w w

� � � � � �  ¨ ¸w w w© ¹
 

                                                                               (2.1.58)  

ให     x y zE E E E � �   และเนื่องจากตัวแปร ,x y  และ z    เปนตัวแปรที่อิสระตอกัน ดังนั้น 

                                     
2 2

2

1 ( ) ( )
2 ( ) xx V x E
m x x

D
D
§ ·w

� �  ¨ ¸w© ¹
   

นั่นคือ                              
2 2

2 ( ) ( ) ( )
2 xx V x E x
m x

D D
§ ·w

� �  ¨ ¸w© ¹
          (2.1.59)                         

ในทํานองเดียวกันจะไดวา 

                                  

   

2 2

2 ( ) ( ) ( )
2 yy V y E y
m y

E E
§ ·w

� �  ¨ ¸w© ¹
         (2.1.60) 
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2 2

2 ( ) ( ) ( )
2 zz V z E z
m z

J J
§ ·w

� �  ¨ ¸w© ¹
               (2.1.61) 

พิจารณาบอศักยอนันต นิยามโดย 

                                    
0          ;    0    

( )
         ;   otherwise

x L
V x

d d
 ®f¯

  

โดยที่                             
1

2

( )    ;    0    
( )

( )    ;   otherwise
x x L

x
x

D
D

D
d d

 ®
¯

      

 

กรณีที่ 1  0x �  หรือ x L!  ดังนั้น ( )V x  f   นั่นคือ  เนื่องจาก V  มีขนาดใหญมาก ดังนั้นจึง

สามารถตัดเทอมอ่ืน ๆ ในสมการ (2.1.56) ทิ้งได                                                                                                 

ดังนั้น                                      2( ) ( ) 0V x xD                                                                 

เนื่องจาก 0V z   จะไดวา                2 ( ) 0xD                                                   (2.1.62)   

กรณีที่ 2  0    x Ld d   ดังนั้น ( ) 0V x    จากสมการ (2.1.59)   จะไดวา                                                                    

                                          
2 2

1 12 ( ) ( )
2 xx E x
m x

D Dw
�  

w
   

                                            
2

1 12 2

2( ) ( )x
mx E x

x
D Dw

 �
w

  

ให 2

2 xmEP                                                                                                                            

จะไดวา                                   
2

1 12 ( ) ( )x x
x
D PDw

 �
w

                                      (2.1.63)  

ดังนั้นผลเฉลยของสมการ (2.1.63) คือ   1 1 2( ) cos sinx A x A xD P P �                 (2.1.64)     

พิจารณาเงื่อนไขขอบเขตคา 0x   และ x L                                                                           

กรณี 0x   จะไดวา                      1 2(0) (0) 0D D                                                           
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ดังนั้น                                                      1 0A                                                                                     

ดังนั้นผลเฉลยของสมการ (2.1.64) คือ  1 2( ) sinx A xD P                                       (2.1.65)  

กรณี x L    จะไดวา                   1 2( ) ( ) 0L LD D                                                         

ดังนั้นผลเฉลยของสมการ (2.1.64) คือ      2 sin 0A LP                                                                 

เนื่องจาก 2 0A z  ดังนั้น                      xn
L
S

P                                   โดยที่ 1,2,3,...xn                                                                                                                                                            

นั่นคือ                                        2

2 x
x

nm E
L
S

    

                                               
22

2
x

x
nE

m L
S§ · ¨ ¸

© ¹
                                (2.1.66)                   

ดังนั้น                                   2( ) sin x
xn

nx A x
L
SD § · ¨ ¸

© ¹
                                      

สามารถหาคา , ,y zE E  ( ), ( )
y zn ny zE J  ไดในทํานองเดียวกันกับการหา xE  และ ( )

x
xnD    

ดังนั้น                               

        

22

2
y

y

n
E

m L
S§ ·

 ¨ ¸
© ¹

                         โดยที่ 1,2,3,...yn   

                                        2( ) sin y

yn
n

y A y
L
S

E
§ ·

c ¨ ¸
© ¹

 

                                           
    

22

2
z

z
nE

m L
S§ · ¨ ¸

© ¹
                             เมื่อ 1,2,3,...zn   

                                        2( ) sin z
zn

nz A z
L
SJ § ·cc ¨ ¸

© ¹
 

จาก  x y zE E E E � �   จะไดวา    

                         

22 22 2 2

2 2 2
yx znn nE

m L m L m L
SS S§ ·§ · § · � �¨ ¸ ¨ ¸¨ ¸

© ¹© ¹ © ¹
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                                      � �
2

2 2 21
2 x y zE n n n
m L

S§ · � �¨ ¸
© ¹

                          (2.1.67) 

ดังนั้น ผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอรที่ไมข้ึนกับเวลาในสามมิติ (2.1.55)  คือ ( , , ) ( ) ( ) ( )F x y z x y zD E J    

                    2 2 2( , , ) sin sin sinyx znn nF x y z A A A x y z
L L L

SS S§ ·§ · § ·c cc ¨ ¸ ¨ ¸¨ ¸
© ¹© ¹ © ¹

                (2.1.68)  

โดยที่  , , 1, 2,3,...x y zn n n   

ลําดับถัดไปเราจะพิจารณาหาคา 2 ,A Ac  และ 2Acc    ซึ่งเปนคาคงที่ในสมการ (2.1.68) จากหลักการ
ของมักซ บอรน (Max Born) นักฟสิกสชาวเยอรมัน ที่ไดนําฟงกชันความนาจะเปนมาอธิบายสมการชเรอดิง

เงอร มีใจความโดยสังเขปวา โอกาสที่จะพบอนุภาคขณะที่ 
2( )x dxD  ของฟงกชันคลื่นในชวง x              

ถึง x dx�   มีความหมายในทางฟสิกสคือ แอมปลิจูดของโอกาส (probability amplitude) นั่นเอง ดังนั้น
ในการคํานวณโอกาสที่จะพบอนุภาคในปริภูมิ (space) จึงตองทําการนอรมอลไลซเซชัน (normalization) 
เพ่ือใหผลรวมของโอกาสมีคาเปน 1  (ธิติและนคร, 2557)  

ดังนั้น                                           
2( ) 1x dxD

f

�f
 ³   

ดังนั้น จะหาคาคงท่ี  2 ,A Ac  และ 2Acc     โดยเงื่อนไขการนอรมอลไลซเซชันขางตน                                           

จากสมการ         2( ) sin xnx A x
L
SD § · ¨ ¸

© ¹
   เมื่อ 0    x Ld d                                                        

จะไดวา      2

0
( ) 1

L

x dxD  ³                                               
 
 

                                               
2

2
0

sin 1
L

xnA x dx
L
S§ ·  ¨ ¸

© ¹³  

                                             2 2
2

0
sin 1

L
xnA x dx
L
S§ ·  ¨ ¸

© ¹³    

                                          
2

2 2

0
1 cos 1

2

L
xA n x dx
L
S§ ·�  ¨ ¸

© ¹³   
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2
2

0 0

2 2cos 1
2 2

L L
x x

x

A n x n xLdx d
n L L

S S
S

§ ·§ · § ·�  ¨ ¸¨ ¸ ¨ ¸
© ¹© ¹© ¹³ ³  

                              

        

2
2

0

2sin 1
2 2

x L

x

x x

A n xLx
n L

S
S

 

 

ª º
�  « »

¬ ¼
 

                                                      
   

2
2 1
2

A
L                                               

ดังนั้น                                              
        

2
2A
L

                                                                                 

ฉะนั้น เราสามารถหาคา 2Ac  และ 2Acc     ไดในทํานองเดียวกันกับการหาคา 2A                                                                                                       

จะไดวา 2 2 2
2A A A
L

c cc     แทนคาในสมการ  (2.1.68)  จะไดวา 

                         

3
2( , , ) sin sin sinyx znn nF x y z x y z
L L L L

SS S§ · § ·§ · § · ¨ ¸ ¨ ¸ ¨ ¸¨ ¸
© ¹© ¹ © ¹© ¹

 

                
                                                

เปนผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอรในสามมิติ  โดยที่ 
 

, , 1,2,3,...x y zn n n                                                                                                                       
 

2.2 สมการชเรอดิงเงอรที่ขึ้นกับเวลา (Time- independent Schrödinger equation)  

พิจารณาคลื่นในระนาบ (Plane wave) ที่เคลื่อนที่ไปทางขวาดวยอัตราเร็วที่ไปในทิศเดียวกัน                     

มีเฟสตางกัน 
2
S
  เรเดียน และมีความถี่และแอมพลิจูดเทากัน สามารถเขียนฟงกชันคลื่นไดในรูป                        

ฟงกชันไซนไดดังนี้ (กุลภัทร, 2561) 

                
      

� � � �0 0
2 2( , ) sin , sin

2
x t x vt x vtS S S\ \ \

O O
 ½ª º � � �® ¾« »¬ ¼¯ ¿

                    

ดังนั้น               � � � �0 0
2 2( , ) cos , sinx t x vt x vtS S\ \ \
O O

 ½ � �® ¾
¯ ¿

                 (2.2.1)   

โดยที่ 0\   คือแอมพลิจูดและ v   คืออัตราเร็วของคลื่น                              
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เพราะฉะนั้น สามารถเขียนสมการ (2.2.1) ใหอยูในรูปของจํานวนเชิงซอนได                                                               

ดังนั้น               � � � �0 0
2 2( , ) cos sinx t x vt i x vtS S\ \ \
O O

 � � �             

                      � � � �0
2 2( , ) cos sinx t x vt i x vtS S\ \
O O

§ · � � �¨ ¸
© ¹

                                            

นั่นคือ              0
2( , ) exp ( )x t i x vtS\ \
O

 ½ �® ¾
¯ ¿

                                                (2.2.2)                                                                               

จาก                         v f O                                                                                   (2.2.3) 

โดยที่ v  คือ อัตราเร็วและ  O   คือ ความยาวคลื่น                                                                                         

แทนคาสมการ (2.2.3) ลงในสมการ (2.2.2) จะไดวา 

                            0
2( , ) exp ( )x t i x f tS\ \ O
O

 ½ �® ¾
¯ ¿

      

                 
           

0( , ) exp 2 xx t i ft\ \ S
O

 ½§ · �® ¾¨ ¸
© ¹¯ ¿

                                             (2.2.4) 

โดยที่ 0\   คือแอมพลิจูด  f   คือความถ่ี และ O  คือความยาวคลื่น                                                                                          

จากสมการ (2.2.4)    0( , ) exp 2 xx t i ft\ \ S
O

 ½§ · �® ¾¨ ¸
© ¹¯ ¿

                               

จากทฤษฎีของพลังคและความยาวคลื่นเดอบรอย สามารถเขียนสมการ (2.2.4)  ไดเปน 

                          

 
0( , ) exp 2 xp Ex t i t

h h
\ \ S ½§ · �® ¾¨ ¸

© ¹¯ ¿
            (2.2.5) 

จาก 
2k S
O

    โดยที่ k  คือ เลขคลื่นหรือคาคงตัวของการแผ (กุลภัทร, 2561)                                                                                                  

จากความยาวคลื่นเดอเบรย จะไดวา              
2 pk S

                                                                         

ดังนั้น                                                    
pk        (2.2.6)                                          
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โดยที่  
2
h
S

    คือ คาคงตัวของพลังคแบบลดคา                                                                                    

เราอาจกลาวไดวา คาคงตัวของพลังคแบบลดคา (reduced Plank’s constant) คือ ควอนไทเซชัน 

(Quantization) โมเมนตัมเชิงมุม ตัวอยางเชน โมเมนตัมเชิงมุมของอิเล็กตรอนที่โคจรรอบนิวเคลียสของ

อะตอม                                                                                                                                    

จาก 2 fZ S    โดยที่ Z    คือ อัตราเร็วเชิงมุม และ E hf                                                                            

ดังนั้น                                       
2 E

h
SZ        (2.2.7)                                                                                    

                                                          
EZ                                                                          

หรือ                                                    E Z                                                   (2.2.8)                                                                                                   

แทนคา Z    และ k    ที่หาไดจากขางตนลงในสมการ (2.2.5)                                                                                                          

จะไดวา                                   � �^ `0( , ) expx t i kx t\ \ Z �     (2.2.9)                        
       

 

                           

 

จากสมการ (2.2.5) จะเห็นวาฟงกชันคลื่น ( , )x t\  มีคุณสมบัติตาง ๆ ขึ้นกับคาโมเมนตัม ( )p  และ

พลังงาน ( )E  ซึ่งอยูในรูปของเลขคลื่น ( )k  และอัตราเร็วเชิงมุม ( )Z   สอดคลองกับพอสซูเลตขอที่ 1 ของ
กลศาสตรควอนตัม (นรา, 2553) 

พิจารณาหาอนุพันธยอยเทียบ t  จากสมการ (2.2.9) จะไดวา 

                             � �^ `0( , ) ( ) expx t i i kx t
t
\ Z \ Zw

 � �
w

     (2.2.10) 

คูณ i  ตลอดสมการ (2.2.10) จะไดวา 

                         � �^ `0( , ) ( )( ) expi x t i i i kx t
t
\ Z \ Zw

 � �
w
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                         � �^ `0( , ) ( ) expi x t i kx t
t
\ Z \ Zw

 �
w

                              

จากสมการ (2.2.8)  จะไดวา 

                       
   

� �^ `0( , ) expi x t E i kx t
t
\ \ Zw

 �
w

                              (2.2.11) 

                             ( , ) ( , )i x t E x t
t
\ \w

 
w

      (2.2.12)                                                                 

จากผลรวมของพลังงานอนุภาค 
2

( )
2
pE V x
m

 �   จะไดวา 

                    

 

2

( , ) ( ) ( , )
2
pi x t V x x t

t m
\ \

ª ºw
 �« »w ¬ ¼

                                      (2.2.13) 

                           ( , ) ( , )i x t H x t
t
\ \w

 
w

                                                    (2.2.14)                                                                                                                     

เรียก สมการ (2.2.13) วา สมการชเรอดิงเงอรที่ขึ้นกับเวลาในหนึ่งมิติ   

 

พิจารณาหาอนุพันธยอยอันดับสองเทียบ x   สมการ (2.2.9) จะไดวา 

                         � �^ `
2 2

02 2( , ) expx t i kx t
x x
\ \ Zw w

 �
w w

 

                        � �^ `
2

2
02 ( , ) ( ) expx t ik i kx t

x
\ \ Zw

 �
w

  

                        � �^ `
2

2
02 ( , ) expx t k i kx t

x
\ \ Zw

 � �
w

 

จากสมการ (2.2.6) จะไดวา 

                        � �^ `
22

02 ( , ) exppx t i kx t
x
\ \ Zw § · � �¨ ¸w © ¹
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จากสมการ (2.2.9) จะไดวา 

                           
2

2 2
2( , ) ( , )p x t x t

x
\ \w

 �
w

                                           (2.2.15) 

แทนคา (2.2.15) ในสมการ (2.2.13) จะไดวา 

                       
 

2 2

2( , ) ( , ) ( ) ( , )
2

i x t x t V x x t
t m x
\ \ \w w

 � �
w w

                (2.2.16) 

ซึ่งสมการ (2.2.16) สามารถขยายใหเปนสามมิติ นั่นคือ 

                         
2

2( , ) ( , ) ( ) ( , )
2

i r t r t V r r t
t m
\ \ \w

 � � �
w

                (2.2.17) 

                         
2

2( , ) ( ) ( , )
2

i r t V r r t
t m
\ \

ª ºw
 � � �« »w ¬ ¼

                        (2.2.18)      

 

                         ( , ) ( , )i r t H r t
t
\ \w

 
w

                                            

เรียก สมการ (2.2.18) วา สมการชเรอดิงเงอรที่ข้ึนกับเวลาในสามมิติ 

อนึ่ง สมการชเรอดิงเงอรที่ขึ้นกับเวลาสามารถเขียนผลเฉลยไดในรูป 

              ( , ) ( ) ( )r t r t\ \ M                                                  (2.2.19) 

แทนสมการ (2.2.19) ในสมการ (2.2.18) 

                   
      

2
2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
i r t r t V r r t

t m
\ M \ M \ Mw

 � � �
w

  

                    
     

2
2( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
r i t t V r r

t m
\ M M \

ª ºw
 � � �« »

w « »¬ ¼
                          

นํา ( ) ( )r t\ M  หารตลอดทั้งสมการ จะไดวา 

                         
2

21 1( ) ( ) ( )
( ) 2( )

i t V r r
t t mr

M \
M \

ª ºw
 � � �« »w ¬ ¼

                   (2.2.20)                   
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จากสมการ (2.2.20) จะเห็นวาเทอมทางขวาของสมการเปนฟงกชันที่ขึ้นกับตัวแปร t  แตเทอมทางซายของ

เปนฟงกชันที่ขึ้นกับ r  เพราะฉะนั้นสมการจะเปนจริงก็ตอเมื่อฟงกชันทั้งสองขางของสมการเปนฟงกชันคงตัว

หรือคาคงตัว ดังนั้นจึงสมมติใหคาคงตัวดังกลาวเปน V                                                                  

นั่นคือ                                      1 ( )
( )

i t
t t

M V
M

w
 

w
 

                                             ( ) ( ) 0t t
t i

VM Mw
�  

w
                                                 

ดังนั้น                                       ( ) exp tt
i
VM  ½ ® ¾
¯ ¿

                            (2.2.21)                                                                

จากสมการ     E Z                                                                                                              

จะไดวา                                        
EZ                                                 

แสดงใหเห็นวาฟงกชัน ( )tM  เปนฟงกชันที่เคลื่อนที่ดวยอัตราเร็วเชิงมุม                                                               

จึงสรุปไดวา EV    (กุลภัทร, 2561)  

ดังนั้น                                      ( ) exp Ett
i

M  ½ ® ¾
¯ ¿

                                                  .                                                                                                                                         

ดังนั้นผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอรที่ขึ้นกับเวลา                                                                        

จะไดวา                                ( , ) ( )exp Etr t r
i

\ \  ½ ® ¾
¯ ¿
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ในบทนี้เราไดทําการศึกษางานวิจัยที่เกี่ยวของนั่นคือ สมการชเรอดิงเงอรที่ไมขึ้นกับเวลาและสมการ                

ชเรอดิงเงอรที่ขึ้นกับเวลาซึ่งเปนสมการที่สําคัญอยางมากในการศึกษาและทําความเขาใจศาสตรควอนตัม         

ในการศึกษาการหาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอรที่ไมขึ้นกับเวลาและขึ้นกับเวลาและจากสมมติฐานทวิภาค

ของคลื่นและอนุภาค การที่เราไดผลเฉลยโดยวิธีการแยกตัวแปรหรือวิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบี 

(WKB) ทั้งในหนึ่งมิติและสามมิติของสมการชเรอดิงเงอรที่ไมข้ึนกับเวลาและไมขึ้นกับเวลาอยูในรูปฟงกชันคลื่น 
(wave function) ทําใหเราสามารถใชฟงกชันคลื่นทํานายพฤติกรรมของคลื่นหรืออนุภาคบางชนิดไดเชน  การ
ทํานายสมบัติของอะตอมไฮโดรเจน เปนตน ในโครงการนี้เราจึงไดสนใจศึกษาหาผลเฉลยสมการชเรอดิงเงอรที่

ไมขึ้นกับเวลาในหนึ่งมิติของพลังงานศักยแบบดับเบิลและแบบทริปเปลของสี่เหลี่ยมผืนผาและของกําแพง 

พาราโบลิก รวมถึงกรณีทั่วไปของทั้งสองแบบดวยโดยใชวิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบี (WKB) เปนหลัก                         
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บทที่ 3 

วิธีการทางคณิตศาสตรสําหรับสมการชเรอดิงเงอร 

          ในบทนี้จะศึกษาการหาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอรที่ไมขึ้นกับเวลา โดยใชวิธีการประมาณคาแบบ

ดับเบิลยูเคบี ในการหาความสัมพันธระหวางความนาจะเปนในการสงผานและการสะทอน 

3.1 วิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบ ี

        วิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบี (WKB approximation) เปนวิธีการในการหาคาประมาณของ
ผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธเสนตรง (linear differential equation) คิดคนโดยนักวิทยาศาสตรทั้งสาม
ทาน คือ Wentzel, Kramers และ Brillouin โดยการใชวิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบีเหมาะสําหรับใน
ระบบที่พลังงานศักยเปลี่ยนอยางชา ๆ จนเกือบจะคงที่โดยคําตอบที่ไดจากวิธีการนี้เปนคําตอบแบบประมาณ

แตในบางกรณีก็มีความแมนยํามาก (เพชรอาภา, 2556) 

พิจารณาสมการชเรอดิงเงอรที่ไมขึ้นกับเวลาในหนึ่งมิติ 

2 2

2

( ) ( ) ( ) ( )
2

d F x V x F x EF x
m dx

� �   

จัดรูปสมการใหม                   > @
2

2 2

( ) 2 ( ) ( )d F x m E V x F x
dx

 � �                                 (3.1.1) 

เขียนผลเฉลยไดเปน                    

( )

( ) ( )
iB x

F x A x e          (3.1.2) 

หาอนุพันธอันดับสองเทียบตัวแปร x    ใน  (3.1.2) 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
iB x iB x iB x

d d d dF x A x e A x e e A x
dx dx dx dx

  �   

( ) ( )

( ) ( ) '( ) '( )
iB x iB x

d iF x A x e B x e A x
dx

§ · �¨ ¸
© ¹
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( )

( ) ( ) '( ) '( )
iB x

d iF x A x B x A x e
dx

§ · �¨ ¸
© ¹

  

2

2

( ) ( )

( ) ( ) '( ) '( ) ( ) '( ) '( )
iB x iB x

d i d d iF x A x B x A x e e A x B x A x
dx dx dx

§ · § · � � �¨ ¸ ¨ ¸
© ¹ © ¹

  

� �

2

2

( )

( )

( ) ( ) '( ) '( ) '( )

                 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

iB x

iB x

d i iF x A x B x A x B x e
dx

ie A x B x B x A x A x

§ · �¨ ¸
© ¹

§ ·cc c c cc� � �¨ ¸
© ¹

  

2

2

( )

( )

( ) ( ) ( ) '( ) '( )

                  + ( ) ( ) '( ) '( ) ( )

iB x

iB x

d i iF x B x e A x B x A x
dx

i ie A x B x A x B x A x

§ ·c �¨ ¸
© ¹

§ ·cc cc� �¨ ¸
© ¹

  

2

2

( )'( ) ( ) '( ) '( )
( )

( ) ( ) '( ) '( ) ( )

iB x
i iB x A x B x A x

d F x e
dx i iA x B x A x B x A x

ª º§ ·�¨ ¸« »© ¹« » 
« »§ ·cc cc� � �¨ ¸« »© ¹¬ ¼

2

2

2 ( )
2

1 2( )( '( )) '( ) '( )
( )

( ) ( ) ( )

iB xiA x B x A x B x
d F x e
dx i A x B x A x

ª º� �« »
« » 
« »cc cc� �« »¬ ¼

     (3.1.3) 

แทนคา (3.1.2) และ (3.1.3) ใน (3.1.1)  จะไดวา 

> @

2

2

( )

2

( )

1 2( )( '( )) '( ) '( ) ( ) ( ) ( )

2                                                    ( ) ( )

iB x

iB x

i iA x B x A x B x A x B x A x e

m E V x A x e

ª ºcc cc� � � �« »
¬ ¼

 � �
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จากการเทากันของจํานวนเชิงซอน จะไดวา 

                                > @2
2 2

1 2
( )( ( )) ( ) ( ) ( )

m
A x B x A x E V x A xc cc� �  � �                     

                          > @2 2( )( ( )) ( ) 2 ( ) ( )A x B x A x m E V x A xc cc� �  � �   

                            > @2 2( )( ( )) 2 ( ) ( ) ( )A x B x m E V x A x A xc cc � �   

                                   > @2 2 ( )( '( )) 2 ( )
( )

A xB x m E V x
A x
cc

 � �   (3.1.4) 

และ จะไดวา 

                                     
2 1( ) ( ) ( ) ( ) 0A x B x A x B xc c cc�    

                                      ( ) ( ) 2 '( ) '( )A x B x A x B xcc  �                   (3.1.5) 

นํา ( )A x  คูณตลอด (3.1.5) จะไดวา 

                                   2( ( )) ( ) 2 ( ) ( ) ( )A x B x A x A x B xcc c c �  

                                 2( ( )) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 0A x B x A x A x B xcc c c�    

                                              2(( ( )) ( )) 0A x B xc c   (3.1.6) 

จากสมการ (3.1.6) ชัดเจนวา 2( ( )) '( )A x B x  เปนฟงกชันคงตัว (Constant function)                                

สมมติให 2( ( )) '( )A x B x K   โดยที่ K  เปนคาคงตัว 

ดังนั้น                                      ( )
'( )

CA x
B x

   โดยที่ C K  (3.1.7) 

จากสมการ (3.1.4) สามารถทําการประมาณให   
2

2
( ) ( '( ))
( )

A x B x
A x
cc

   

จะไดวา                                  > @2( '( )) 2 ( )B x m E V x �   (3.1.8) 
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จาก  > @( ) 2 ( )p x m E V x �     ดังนั้น  � � > @2( ) 2 ( )p x m E V x �   

จะไดวา                                  � � � �2 2'( ) ( )B x p x   

ดังนั้น                                          ( ) ( )B x p x dx r³       (3.1.9) 

แทนคา (3.1.7) และ (3.1.9) ใน (3.1.2) จะไดวา 

                        
( ) ( )

( )
( ) ( )

i ip x dx p x dxC CF x e e
B x B x

r r
  

c c

³ ³
  (3.1.10) 

จาก (3.1.1) ให                             > @2
2

2( ) ( )mQ x E V x �   
                         

                                                           
                 

 

                              
                 

� �22
2

( )
( )

p x
Q x   

                              
                 

� �22
2

( )
( )

B x
Q x

c
  

                                
                 

( )
( )

B x
Q x

c
  

ดังนั้น                                        ( ) ( )B x Q xc         (3.1.11) 

แทนคา (3.1.11) ใน (3.1.10)  จะไดวา

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

i ip x dx Q x dx i Q x dxC C CF x e e e
Q x Q xB x

r r r|   
c

³ ³ ³                                                                          

ให 
CP    โดยที่ C  คือ คาคงตัว และ  คือ คาคงตัวของพลังคแบบลดคา 
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ดังนั้น ผลเฉลยดวยวิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบี (WKB Approximation) คือ 

( )( )
( )

i Q x dxCF x e
Q x

r| ³  

 

3.2 วิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบกีับปญหาการขุดอุโมงค 

พิจารณาสมการชเรอดิงเงอรที่ไมขึ้นกับเวลาในหนึ่งมิติ 

2 2

2
( ) ( ) ( ) ( )

2
d F x V x F x EF x

m dx
� �   

จัดรูปสมการใหมไดเปน          > @
2

2 2
( ) 2 ( ) ( )d F x m E V x F x

dx
 � �   

บริเวณท่ี 1  :  
2

1
12 2

( ) 2 ( )                   ;    d F x m EF x x a
dx

 � �  

บริเวณท่ี 2  :   � �
2

2
22 2

( ) 2 ( ) ( )    ;    d F x m V x E F x a x b
dx

 � d d  

บริเวณท่ี 3  :    
2

3
32 2

( ) 2 ( )
d F x m EF x

dx
                    ;    x b!  
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ในกรณีที่ E V�  จะไดวาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอรคือ 

                       
1( ) exp ( ) exp ( )

x x

a a

F x A i Q x dx B i Q x dx
 ½  ½
° ° ° ° � �® ¾ ® ¾
° ° ° °¯ ¿ ¯ ¿
³ ³   

                       
2( ) exp ( ) exp ( )

x x

a a

F x C Q x dx D Q x dx
 ½  ½
° ° ° ° � �® ¾ ® ¾
° ° ° °¯ ¿ ¯ ¿
³ ³   

                        
3( ) exp ( )

x

b

F x H i Q x dx
 ½
° ° ® ¾
° °¯ ¿
³     

โดยที่ > @2
2

2( ) ( )mQ x V x E �  

จากเงื่อนไขขอบเขตท่ี x a    และ x b  จะไดวา 

พิจารณาที่จุด x a     จะไดวา 

                                                   1 2( ) ( )F a F b  

                                                  A B C D�  �    (3.2.1) 

จาก  1( ) exp ( ) exp ( )
x x

a a

F x A i Q x dx B i Q x dx
 ½  ½
° ° ° ° � �® ¾ ® ¾
° ° ° °¯ ¿ ¯ ¿
³ ³  

1( ) exp ( ) ( ) exp ( ) ( )
x x x x

a a a a

d dF x A i Q x dx i Q x dx B i Q x dx i Q x dx
dx dx

 ½  ½ § ·
° ° ° ° ¨ ¸c  � � �® ¾ ® ¾ ¨ ¸¨ ¸° ° ° °¯ ¿ ¯ ¿ © ¹
³ ³ ³ ³   
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โดยทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส (fundamental theorems of calculus) จะไดวา 

1( ) exp ( ) ( ( )) exp ( ) ( ( ))
x x

a a

F x A i Q x dx iQ x B i Q x dx iQ x
 ½  ½
° ° ° °c  �® ¾ ® ¾
° ° ° °¯ ¿ ¯ ¿
³ ³   

แทนคา x a   จะไดวา 

                                            ( ) ( ) ( )1F a iAQ a iBQ ac  �  

                                            1( ) ( ) ( )F a iA iB Q ac  �    (3.2.2) 

จาก 2( ) exp ( ) exp ( )
x x

a a

F x C Q x dx D Q x dx
 ½  ½
° ° ° ° � �® ¾ ® ¾
° ° ° °¯ ¿ ¯ ¿
³ ³   

2( ) exp ( ) ( ) exp ( ) ( )
x x

a a

F x C Q x dx Q x D Q x dx Q x
 ½  ½
° ° ° °c  � �® ¾ ® ¾
° ° ° °¯ ¿ ¯ ¿
³ ³   

แทนคา x a  จะไดวา 

                                          2( ) ( ) ( )F a CQ a DQ ac  �    (3.2.3) 

เนื่องจาก                                1 2( ) ( )F a F ac c  

                              ( ) ( ) ( ) ( )iA iB Q a C D Q a�  �  

จะไดวา                                iA iB C D�  �    (3.2.4)      

แทนคา x b  จะไดวา 

                                           2 3( ) ( )F b F b  

            

exp ( ) exp ( ) exp ( )
b b b

a a b

C Q x dx D Q x dx H i Q x
 ½  ½  ½
° ° ° ° ° °� �  ® ¾ ® ¾ ® ¾
° ° ° ° ° °¯ ¿ ¯ ¿ ¯ ¿
³ ³ ³    (3.2.5) 
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 สมมติให ( )
b

a

Q x dxG  ³   แทนคาใน  (3.2.1)  จะไดวา 

                                 ^ ` ^ `exp expC D HG G� �     (3.2.6) 

จาก  2( ) exp ( ) exp ( )
x x

a a

F x C Q x dx D Q x dx
 ½  ½
° ° ° ° � �® ¾ ® ¾
° ° ° °¯ ¿ ¯ ¿
³ ³  

� �2( ) exp ( ) ( ) exp ( ) ( )
x x

a a

F x C Q x dx Q x D Q x dx Q x
 ½  ½
° ° ° °c  � � �® ¾ ® ¾
° ° ° °¯ ¿ ¯ ¿
³ ³  

แทนคา x b  จะไดวา  

� �2( ) exp ( ) ( ) exp ( ) ( )
b b

a a

F b C Q x dx Q b D Q x dx Q b
 ½  ½
° ° ° °c  � � �® ¾ ® ¾
° ° ° °¯ ¿ ¯ ¿
³ ³    (3.2.7) 

^ ` ^ `� �2( ) exp ( ) exp ( )F b C Q b D Q bG Gc  � � �   (3.2.8)                                              

จาก 3( ) exp ( )
x

b

F x H i Q x dx
 ½
° ° ® ¾
° °¯ ¿
³                                           

3( ) exp ( ) ( ( ))
x

b

F x H i Q x dx iQ x
 ½
° °c  ® ¾
° °¯ ¿
³  

แทนคา x b  จะไดวา                     3( ) ( )F b iHQ bc    (3.2.9) 

เนื่องจาก                                       2 3( ) ( )F b F bc c   

จะไดวา             ^ ` ^ `exp ( ) exp ( ) ( )C Q b D Q b iHQ bG G� �   

                                       ^ ` ^ `exp expC D iHG G� �    (3.2.10) 

นํา (3.2.6) + (3.2.10) จะไดวา   
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                                                ^ `2 expC H iHG  �  

ดังนั้น                                               ^ `2exp
H iHC

G
�

  

นํา (3.1.10) �   (3.1.11) จะไดวา  

                                                ^ `2 expD H iHG�  �  

                                                       ^ `2exp
H iHD

G
�

 
�

 

แทนคา C  และ D  ใน (3.2.1) จะไดวา 

                                           ^ ` ^ `2exp 2exp
H iH H iHA B

G G
� �

�  �
�

  (3.2.11) 

แทนคา C  และ D  ใน (3.2.4) จะไดวา 

                                         ^ ` ^ `2exp 2exp
H iH H iHiA iB

G G
� �

�  �
�

   (3.2.12) 

คูณ i  ตลอดสมการ (3.2.11) จะไดวา 

                                         ^ ` ^ `2exp 2exp
iH H iH HiA iB

G G
� �

�  �
�

 (3.2.13) 

นําสมการ (3.2.12) �   สมการ (3.2.13)  จะไดวา 

                             ^ ` ^ ` ^ ` ^ `
2

2exp 2exp 2exp 2exp
iH H H iH iH H iH HAi

G G G G
� � � �

 � � �
� �

 

                                
                 ^ ` ^ `2exp 2exp

H HA
G G

 �
�

 

                                
              ^ ` ^ `

1 1
2exp 2exp

A H
G G

§ ·
 �¨ ¸

�© ¹
 



40 
 

 

ดังนั้น                                      

^ ` ^ `

1
1 1

2exp 2exp

H
A

G G

 
§ ·

�¨ ¸
�© ¹

  

โดยที่ ( )
b

a

Q x dxG  ³  และ > @2
2

2( ) ( )mQ x V x E �  

เพ่ือใหสอดคลองกับความหมายในทางฟสิกสที่วาคาของความเขมแสงที่ตกกระทบยอมตองมีคามากกวาคา

ความเขมแสงที่สงผานหรือสะทอนจึงสามารถตัดพจนของ C   ได (กุลภัทร, 2562) 

ดังนั้น                                     ^ `2expH
A

G �  

                                            2exp ( )
b

a

H Q x dx
A

 ½
° ° �® ¾
° °¯ ¿
³  

                                  
2

4exp 2 ( )
b

a

HT Q x dx
A

 ½
° °  �® ¾
° °¯ ¿
³  

ทําการประมาณให            
2

4exp 2 ( ) exp 2 ( )
b b

a a

HT Q x dx Q x dx
A

 ½  ½
° ° ° °  � | �® ¾ ® ¾
° ° ° °¯ ¿ ¯ ¿
³ ³  

ดังนั้น                           
2

exp 2 ( )
b

a

HT Q x dx
A

 ½
° ° | �® ¾
° °¯ ¿
³     (3.2.14)  

โดยวิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบี (WKB Approximation) จะไดวาคา T  ที่ไดจาก (3.2.14) เปน

คาประมาณ เรียกคาดังกลาววาคาความนาจะเปนในการสงผาน (Transmission probability) ซึ่งมีคา

เปลี่ยนไปตามพลังศักยท่ีใช  
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บทที่ 4 

คาความนาจะเปนในการสงผานและการสะทอน 

สําหรับพลังงานศักยแบบตาง ๆ โดยสูตรวิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบี 

 ในบทนี้จะทําการหาคาความนาจะเปนในการสงผานและการสะทอน โดยสูตรวิธีการประมาณคาแบบ

ดับเบิลยูเคบีที่ไดทําการศึกษาในบทกอนหนานี้ สําหรับพลังงานศักยที่ศึกษาเพ่ือหาคาความนาจะเปนในการ

สงผานและการสะทอนไดแก พลังงานศักยแบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผา พลังงานศักยแบบทริปเปลสี่เหลี่ยมผืนผา 

พลังงานศักยแบบสี่เหลี่ยมผืนผาในกรณีทั่วไป พลังงานศักยแบบดับเบิลกําแพงพาราโบลิก พลังงานศักยแบบ 

ทริปเปลกําแพงพาราโบลิก และ พลังงานศักยแบบกําแพงพาราลิกในกรณีท่ัวไป 

4.1 พลังงานศักยแบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผา 

1

1 1 2

2 3

2 3 4

4

0,            
,          

( ) 0,         
,        

0,             

x L
V L x L

V x L x L
V L x L

x L

�
° d �°° d �®
° d �°
° t¯

 

 

 

ภาพที่ 4.1 แสดงภาพพลังงานศักยแบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผา 



42 
 

 

จากสูตรของวิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบี สามารถหาความนาจะเปนในการสงผานและการสะทอนของ

พลังงานศักยแบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผา 

จาก   2

2exp 2 ( )
b

a

mT V x Edx
 ½° °| � �® ¾
° °¯ ¿³  

           
2 4

1 22
1 3

2exp 2
L L

L L

m V Edx V Edx
 ½§ ·° ° � � � �® ¾¨ ¸
° °© ¹¯ ¿³ ³  

           � � � �� �2 1 1 4 3 22

2exp 2 m L L V E L L V E
 ½° ° � � � � � �® ¾
° °¯ ¿

 

ดังนั้น คาความนาจะเปนในการสงผานของพลังงานศักยแบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผาโดยใชสูตรของวิธีการ

ประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบี คือ 

        � � � �� �2 1 1 4 3 22

2exp 2 mT L L V E L L V E
 ½° °| � � � � � �® ¾
° °¯ ¿

 

หาคาความนาจะเปนในการสะทอนของพลังงานศักยแบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผาโดยกฎอนุรักษความนาจะเปน  

ดังนั้น � � � �� �2 1 1 4 3 22

21 exp 2 mR L L V E L L V E
 ½° °| � � � � � � �® ¾
° °¯ ¿ 
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4.2 พลังงานศักยแบบทริปเปลสี่เหลี่ยมผืนผา 

                                         

1

1 1 2

2 3

2 3 4

4 5

3 5 6

6

0,            
,          

0,         
( ) ,        

0,          
,        

0,               

x L
V L x L

L x L
V x V L x L

L x L
V L x L

x L

�
° d �°
° d �
°

 d �®
° d �°
° d �
° t¯

 

 

ภาพที่ 4.2 แสดงภาพพลังงานศักยแบบทริปเปลสี่เหลี่ยมผืนผา  

จากสูตรของวิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบี สามารถหาความนาจะเปนในการสงผานและการสะทอนของ

พลังงานศักยแบบทริปเปลสี่เหลี่ยมผืนผา 

จาก   2

2exp 2 (
b

a

mT V x Edx
 ½° °| � �® ¾
° °¯ ¿³  

           
2 4 6

1 2 32
1 3 5

2exp 2
L L L

L L L

m V Edx V Edx V Edx
 ½§ ·° ° � � � � � �® ¾¨ ¸
° °© ¹¯ ¿³ ³ ³  

           
� � � �
� �
2 1 1 4 3 2

2
6 5 3

2exp 2
L L V E L L V Em

L L V E

 ½§ ·� � � � �° °¨ ¸ �® ¾¨ ¸� � �° °© ¹¯ ¿
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ดังนั้น คาความนาจะเปนในการสงผานของพลังงานศักยแบบทริปเปลสี่เหลี่ยมผืนผาโดยใชสูตรของวิธีการ

ประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบี คือ 

         � � � �
� �

2 1 1 4 3 2
2

6 5 3

2exp 2
L L V E L L V EmT

L L V E

 ½§ ·� � � � �° °¨ ¸| �® ¾¨ ¸� � �° °© ¹¯ ¿
 

หาคาความนาจะเปนในการสะทอนของพลังงานศักยแบบทริปเปลสี่เหลี่ยมผืนผาโดยกฎอนุรักษความ -                 
นาจะเปน 

ดังนั้น 
� � � �
� �
2 1 1 4 3 2

2
6 5 3

21 exp 2
L L V E L L V EmR

L L V E

 ½§ ·� � � � �° °¨ ¸| � �® ¾¨ ¸� � �° °© ¹¯ ¿
 

4.3 พลังงานศักยแบบสี่เหลี่ยมผืนผาในกรณีทั่วไป 

1

1 1 2

2 3

2 3 4

4 5

3 5 6

2 1 2

2

0,            
,          

0,         
,        

( ) 0,         
,       

                    
,       

0,              
n n n

n

x L
V L x L

L x L
V L x L

V x L x L
V L x L

V L x L
x L
�

�
° d �°
° d �
°

d �°° d �®
° d �°
°
° d �°
° t¯
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ภาพที่ 4.3 แสดงภาพพลังงานศักยแบบสี่เหลี่ยมผืนผาในกรณีทั่วไป 

จากสูตรของวิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบี สามารถหาความนาจะเปนในการสงผานและการสะทอนของ

พลังงานศักยแบบสี่เหลี่ยมผืนผาในกรณีทั่วไป 

จาก  2

2exp 2 ( )
b

a

mT V x Edx
 ½° °| � �® ¾
° °¯ ¿³  

         
2 4

1 22
1 3 2 1

2exp 2 ...
L L Ln

n
L L L n

m V Edx V Edx V Edx
�

 ½§ ·° ° � � � � � � �® ¾¨ ¸
° °© ¹¯ ¿³ ³ ³  

         � � � �
� �
2 1 1 4 3 2

2
6 5 3 2 2 1

2exp 2
... ( n n n

L L V E L L V Em
L L V E L L V E�

 ½§ ·� � � � �° °¨ ¸ �® ¾¨ ¸� � � � � � �° °© ¹¯ ¿
 

         � �2 2 12
1

2exp 2
n

n n n
i

m L L V E�

 

 ½§ ·° ° � � �¨ ¸® ¾¨ ¸° °© ¹¯ ¿
¦   โดยที่ 1,2,3,...n    

ดังนั้น คาความนาจะเปนในการสงผานของพลังงานศักยแบบสี่เหลี่ยมผืนผาในกรณีทั่วไปโดยใชสูตรของวิธีการ

ประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบี คือ 

      � �2 2 12
1

2exp 2
n

n n n
i

mT L L V E�

 

 ½§ ·° °| � � �¨ ¸® ¾¨ ¸° °© ¹¯ ¿
¦  โดยที่ 1,2,3,...n   
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หาคาความนาจะเปนในการสะทอนของพลังงานศักยแบสี่เหลี่ยมผืนผาในกรณีทั่วไปโดยกฎอนุรักษความ-                 
นาจะเปน 

ดังนั้น � �2 2 12
1

21 exp 2
n

n n n
i

mR L L V E�

 

 ½§ ·° °| � � � �¨ ¸® ¾¨ ¸° °© ¹¯ ¿
¦  โดยที่ 1,2,3,...n   

 

4.4 พลังงานศักยแบบดับเบิลกําแพงพาราโบลิก 

1

2 2
1 1 2

2 3

2 2
2 3 4

4

0,                               
1 ( ) ,        
2

( ) 0,                          
1 ( ) ,      
2
0,                                

x L

ab x x L x L

V x L x L

ab x x L x L

x L

�
°
° � d �
°
° d �®
°
° � d �
°
° t¯

                 

 

ภาพที่ 4.4 แสดงภาพพลังงานศักยแบบดับเบิลกําแพงพาราโบลิก 
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จากสูตรของวิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบี สามารถหาความนาจะเปนในการสงผานและการสะทอนของ

พลังงานศักยแบบดับเบิลกําแพงพาราโบลิก 

จาก 2

2exp 2 ( )
b

a

mT V x Edx
 ½° °| � �® ¾
° °¯ ¿³  

        
2 4

2 2 2 2
1 22

31

2 1 1exp 2 ( ) ( )
2 2

L L

L L

m ab x x Edx ab x x Edx
 ½§ ·
° °¨ ¸ � � � � � �® ¾¨ ¸° °© ¹¯ ¿

³ ³  

       
2 4

2 2 2
1 22 2 2

31

2 1 2 2exp 2 ( ) ( )
2

L L

L L

m E Eab x x dx x x dx
ab ab

 ½§ ·
° °¨ ¸ � � � � � �® ¾¨ ¸° °© ¹¯ ¿

³ ³   

สมมติให 2

2Ez
ab

   จะไดวา 

   
2 4

2 2 2
1 22

1 3

2 1exp 2 ( ) ( )
2

L L

L L

mT ab x x zdx x x zdx
 ½§ ·
° °¨ ¸| � � � � � �® ¾¨ ¸° °© ¹¯ ¿

³ ³                           

ให 1x xD  �  ดังนั้น d dxD    และ 2x xE  �   ดังนั้น d dxE   จะไดวา 

   
2 1 4 2

2 2 2
2

1 1 3 2

2 1exp 2
2

L x L x

L x L x

mT ab zd zdD D E E
� �

� �

 ½§ ·
° °¨ ¸| � � � �® ¾¨ ¸° °© ¹¯ ¿

³ ³           (4.4.1)                                                           

ให seczD I   ดังนั้น  sec tand z dD I I I  และ arcsec
z
DI § · ¨ ¸

© ¹
 

จะไดวา 2 tan ( sec tan )zd z z dD D I I I I�  ³ ³   

          2 2 2sec tan sec (sec 1)zd z d z dD D I I I I I I�   �³ ³ ³   
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ดังนั้น   2 3 3(sec sec ) sec seczd z d z d dD D I I I I I I Iª º�  �  �« »¬ ¼³ ³ ³ ³        (4.4.2) 

หาคาของ 3sec dI I³   โดยการหาปริพันธทีละสวน (By part Integration)                                                 

สมมติให secu I        ดังนั้น sec tandu dI I I   

และ    2secdv dI I  ดังนั้น tanv I   

จะไดวา 3 2sec sec tan sec tand dI I I I I I I �³ ³  

          3 2sec sec tan sec (sec 1)d dI I I I I I I � �³ ³  

          3 3sec sec tan sec secd d dI I I I I I I I � �³ ³ ³  

        32 sec sec tan secd dI I I I I I �³ ³  

          � �3 1 1sec sec tan log sec tan
2 2

dI I I I I I � �³       (4.4.3) 

นําสมการ (4.4.3) แทนคาในสมการ (4.4.22) จะไดวา 

� � � �2 1 1sec tan log sec tan log sec tan
2 2

zd zD D I I I I I Iª º�  � � � �« »¬ ¼³     

� �2 1 1sec tan log sec tan
2 2

zd zD D I I I Iª º�  � �« »¬ ¼³  

2 tan arcsec log tan arctan
2
zzd

z z z z
D D D DD D

ª º§ ·§ · § ·§ · § · § · § ·�  � �« »¨ ¸¨ ¸ ¨ ¸¨ ¸ ¨ ¸ ¨ ¸ ¨ ¸
© ¹ © ¹ © ¹ © ¹« »© ¹ © ¹© ¹¬ ¼³

2 2
2 log

2
z z zzd

z z z
D D D DD D

ª º§ · § ·� � �§ ·�  « � »¨ ¸ ¨ ¸¨ ¸¨ ¸ ¨ ¸© ¹« »© ¹ © ¹¬ ¼
³  
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2 2
2 log

2
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ในทํานองเดียวกันจะไดวา 
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แทนคาสมการ (4.4.4) และสมการ (4.4.5) ในสมการ (4.4.1) จะไดวา 
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ดังนั้น คาความนาจะเปนในการสงผานของพลังงานศักยแบบดับเบิลกําแพงพาราโบลิกโดยใชสูตรของวิธีการ

ประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบี คือ 
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หาคาความนาจะเปนในการสะทอนของพลังงานศักยแบบทริปเปลสี่เหลี่ยมผืนผาโดยกฎอนุรักษความ -                 
นาจะเปน จะไดวา 
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โดยที่ 1,x xD  �  2x xE  �   และ 2
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4.5 พลังงานศักยแบบทริปเปลกําแพงพาราโบลิก 
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ภาพที่ 4.5 แสดงภาพพลังงานศักยแบบทริปเปลกําแพงพาราโบลิก 

จากสูตรของวิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบี สามารถหาความนาจะเปนในการสงผานและการสะทอนของ

พลังงานศักยแบบทริปเปลกําแพงพาราโบลิก 

จาก 
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 สมมติให 2
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   จะไดวา 
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ดังนั้น 
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ดังนั้น คาความนาจะเปนในการสงผานของพลังงานศักยแบบทริปเปลกําแพงพาราโบลิกโดยใชสูตรของวิธีการ

ประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบี คือ 
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หาคาความนาจะเปนในการสะทอนของพลังงานศักยแบบทริปเปลกําแพงพาราโบลิกโดยกฎอนุรักษความ -                 
นาจะเปน จะไดวา 
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4.6 พลังงานศักยแบบกําแพงพาราโบลิกในกรณีทั่วไป 
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ภาพที่ 4.6 แสดงภาพพลังงานศักยแบบกําแพงพาราโบลิกในกรณีทั่วไป  
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จากสูตรของวิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบี สามารถหาความนาจะเปนในการสงผานและการสะทอนของ

พลังงานศักยแบบกําแพงพาราโบลิกในกรณีท่ัวไป 
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โดยที่ 
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ดังนั้น คาความนาจะเปนในการสงผานของพลังงานศักยแบบกําแพงพาราโบลิกในกรณีทั่วไปโดยใชสูตรของ

วิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบี คือ 
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หาคาความนาจะเปนในการสะทอนของพลังงานศักยแบบกําแพงพาราโบลิกในกรณีทั่วไปโดยกฎอนุรักษความ-                 
นาจะเปน จะไดวา 
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 โดยที่ n nx xD  �  และ 2

2Ez
ab

   

 

 

ในบทที่ 3 ไดทําการหาคาความนาจะเปนในการสงผานและการสะทอนของพลังงานศักยแบบดับเบิล

สี่เหลี่ยมผืนผา พลังงานศักยแบบทริปเปลสี่เหลี่ยมผืนผา พลังงานศักยแบบสี่เหลี่ยมผืนผาในกรณีทั่วไป 

พลังงานศักยแบบดับเบิลกําแพงพาราโบลิก พลังงานศักยแบบทริปเปลกําแพงพาราโบลิก และพลังงานศักย

แบบกําแพงพาราโบลิกในกรณีทั่วไปโดยใชสูตรของวิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบีซึ่งจะเห็นวาในการ

คํานวณนั้นมีความซับซอนและยุงยากนอยกวาการใชวิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบีหรือวิธีแมนตรง 
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บทที่ 5 

โหมดกึ่งปกติ 

           จากการศึกษาพบวาสมการชเรอดิงเงอรเปนสมการคลื่นที่สามารถเขียนอยูในรูปพลังงานรวมของ

อนุภาคระหวางพลังงานศักยและพลังงานจลน ซึ่งในทางฟสิกสแบบดั้งเดิมพลังงานศักยของอนุภาคยอมตอง

นอยกวาหรือเทากับผลรวมของอนุภาคอยางแนนอน กลาวคือ ในฟสิกสแบบดั้งเดิมอนุภาคจะทะลุผานทั้งหมด 

ไมปรากฏอนุภาคตัวใดสะทอนกลับมาเลย แตปรากฏการณของฟสิกสควอนตัม อนุภาคบางสวนสามารถ

สะทอนกลับมาไดหรือบางสวนจะทะลุผานได เรียกปรากฏการณที่อนุภาคบางสวนทะลุผานไดวา ปรากฏการณ

ขุดอุโมงค ในการศึกษาหรือการทําความเขาใจกับปรากฏการณทางควอนตัมลวนเกี่ยวของกับความนาจะเปน

การสงผานและความนาจะเปนของการสะทอน ซึ่งผลลัพธจะเปนไปตามกฎอนุรักษความนาจะเปน 

1R T�   
โดยที่ R  คือความนาจะเปนในการสะทอนและ T  คือความนาจะเปนในการสงผาน 

 

รูปภาพที 5.1 แสดงความสัมพันธระหวางความนาจะเปนในการสงผานและการสะทอน 
[https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-007-

electromagnetic-energy-from-motors-to-lasers-spring-2011/lecture-
notes/MIT6_007S11_lec41.pdf] 
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อนึ่ง ในปญหาการกระเจิงทางควอนตัมใน 1 มิติ พลังงานศักยจะมีคาความแตกตางกันไปในแตละระบบ โดย
ในบางระบบพลังงานศักยมีรูปแบบไมซับซอนซึ่งสามารถคํานวณหาผลเฉลยแมนตรงของความนาจะเปนของ

การสงผานได อยางไรก็ตามในบางระบบพลังงานศักยมีรูปแบบซับซอนมากจนกระทั่งไมสามารถหาผลเฉลย

แมนตรงของความนาจะเปนในการสงผานได 
      ในงานวิจัยนี้ไดทําการศึกษากรณีพิเศษที่เรียกวา ควอซีนอรมอลหรือโหมดกึ่งปกติ (Quasi-normal 
mode) ซึ่งเกิดจากเมื่อมีการรบกวนวัตถุในระบบ เชน สนามแมเหล็ก สนามไฟฟา เปนตน นอกจากนั้นยังมี
ตัวอยางของการรบกวนระบบที่นาสนใจเชน การใชปลายมีดเคาะไปที่แกวไวนแลวเกิดคลื่นเสียง ความถี่ของ

คลื่นเสียงที่เกิดขึ้นจะทับซอนกับความถี่ธรรมชาติของแกวไวนโดยเกิดการหักลางหรือการเสริมกัน ซึ่งหากไมมี

การเพ่ิมความหนวง (Damping force) แกวไวนก็จะมีการสั่นตลอดไปเรียกระบบแบบนี้วา โหมดปกติ 

(Normal mode) แตในกรณีที่มีความหนวงเกิดขึ้นคาแอมปลิจูดของการแกวงไปมาจะลดลงไปจนหมดที่
ระยะอนันต ซึ่งเรียกระบบแบบนี้วา โหมดกึ่งปกติ (Quasi-normal mode) (เพชรอาภา, 2552)  
โดยที่การสั่นหรือความกังวานของควอซีนอรมอลโหมดสามารถประมาณโดย  

      
( ) exp( )cos( )t t t\ Z Zcc c| �  

 
โดยที่ ( )t\  คือคาแอมปลิจูดของการสั่น, Zc  คือความถ่ี และ Zcc  คืออัตราการสลาย                                               
เราสามารถเขียน ความถี่ควอซีนอรมอล (Quasi-normal frequency) ในรูปของจํานวนเชิงซอน                    
นั่นคือ                                   ( , ) iZ Z Z Z Zc cc c cc  �                                             
ให                                   ( ) Re(exp{ })t i t\ Z  
                                      ( ) Re(exp{ ( ) })t i i t\ Z Zc cc �  
                                      ^ `( ) Re(exp{ }.expt t i t\ Z Zcc �      
                                      ( ) Re(exp{ }.(cos sin ))t t t i t\ Z Zcc c � �  
                                      ( ) exp{ }.cost t t\ Z Zcc c �                                                                                            
ทําการประมาณให้                  ( ) exp{ }t t\ Zcc| �                                                                                                                                 

โดยที Z  คือความถีควอซีนอร์มอลโหมดและสว่นจริงของ Z  หมายถึงการแกวงชั่วขณะหนึ่ง                      

(เพชรอาภา, 2552) 
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5.1 ควอซีนอรมอลสําหรับพลังงานศักยแบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผา 

                                   

1

1 1 2

2 3

2 3 4

4

0,            
,          

( ) 0,         
,        

0,             

x L
V L x L

V x L x L
V L x L

x L

�
° d d°° d d®
° d d°
° !¯

 

 

 

รูปภาพที่ 5.2 แสดงภาพพลังงานศักยแบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผา 

กรณ ี iE V!  โดยที่ 1,  2i   จะไดวาผลเฉลยโดยวิธีประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบีคือ  

  
1

dx d( ) i k i k xF x Ae Be� �³ ³  

    
1 1

2
d d( ) i k x i k xF x Ce De� �³ ³  

  
3

d d( ) i k x i k xF x Fe Ge� �³ ³  

   2 2
4

d d( ) i k x k xF x He Ie� �³ ³   

                                       
     

5
d( ) i k xF x Je ³    
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โดยที่ 
� � � �1 2

1 22 2 2

2 22 ,  ,  
m E V m E VmEk k k

� �
       

จากเงื่อนไขขอบเขต จะไดวา 

                              1 1 1 1 1 1ikL ikL ik L ik LAe Be Ce De� ��  �    

                                            B DA CD E
D E

�  �  (5.1.1)  

                        1 1 1 1 1 1
1 1

ikL ikL ik L ik LikAe ikBe ik Ce ik De� ��  �    

                                       1 1
B Dk A k k C kD E
D E

�  �   (5.1.2) 

โดยที่ 1ikLeD   และ 1 1ik LeE    

             
             

1 2 1 2 2 2ik L ik L ikL ikLCe De Fe Ge� ��  �    

                                            D GC FJ G
J G

�  �   (5.1.3) 

                1 2 1 2 2 2
1 1

ik L ik L ikL ikLik Ce ik De ikFe ikGe� ��  �    

                                   1 1
D Gk C k k F kJ G
J G

�  �   (5.1.4) 

โดยที่ 1 2ik LeJ   และ 2ikLeG �    

                          3 3 2 3 2 3ikL ikL ik L ik LFe Ge He Ie� ��  �   

                
                         

G IF HK P
K P

�  �   (5.1.5) 

                    3 3 2 3 2 3
2 2

ikL ikL ik L ik LikFe ikGe ik He ik Ie� ��  �   

          
                        

2 2
G Ik F k k H kK P
K P

�  �   (5.1.6) 
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โดยที่ 3ikLeK   และ 2 3ik LeP    

                              2 4 2 4 4ik L ik L ikLHe Ie Je��   

           
                             

IH JO U
O

�    (5.1.7) 

                             2 4 2 4 4
22

ik L ik L ikLik He ik Ie ikJe��    

 
                                    

22
Ik H k k JO U
O

�    (5.1.8) 

โดยที่ 2 4ik LeO   และ 4ikLeU    

นํา 2k  คูณสมการ (5.1.7) จะไดวา 

                                    2 2 2
Ik H k k JO U
O

�    (5.1.9) 

นําสมการ (5.1.8) +  สมการ (5.1.9) จะไดวา 

                                       2 22 ( )k H k k JO U �   

                                            2

22
k kH J

k
U
O

§ ·�
 ¨ ¸
© ¹

  (5.1.10) 

นําสมการ (5.1.9) – สมการ (5.1.8) จะไดวา 

                                         2 22 ( )Ik k k JU
O
 �   

                                           2

22
k kI J

k
UO

§ ·�
 �¨ ¸

© ¹
  (5.1.11) 

นํา k  คูณสมการ (5.1.5) จะไดวา 

                                    G Ik F k k H kK P
K P

�  �   (5.1.12) 
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                                    2 2
G Ik F k k H kK P
K P

�  �   (5.1.6)  

นําสมการ (5.1.12) + สมการ (5.1.6) จะไดวา 

                               2 22 ( ) ( ) Ik F k k H k kK P
P

 � � �   

                                2 2 1( )
2 2

k k k kF H I
k k

P
K PK

� �§ · � ¨ ¸
© ¹

 

           2 2 2 2

2 2

1
2 2 2 2

k k k k k k k kF J J
k k k k

P U UO
K O PK
ª º ª º§ · § ·� � � �§ · § · �« » « »¨ ¸ ¨ ¸¨ ¸ ¨ ¸

© ¹ © ¹© ¹ © ¹¬ ¼ ¬ ¼
 

                          � � � �2 2
2 2

2

1
4

F k k k k J
kk

PU OU
OK PK

ª º
 � � �« »

¬ ¼
  (5.1.13) 

นําสมการ (5.1.12) – สมการ (5.1.6) จะไดวา 

                                   � �2 22 ( )G Ik k k H k kP
K P
 � � �  

                                    2 2

2 2
k k k kG IH

k k
P

K P
� �§ · § · �¨ ¸ ¨ ¸

© ¹ © ¹
 

           2 2 2 2

2 22 2 2 2
k k k k k k k kG J J

k k k k
U KKP UO
O P

§ · § ·§ · § ·� � � �§ · § · �¨ ¸ ¨ ¸¨ ¸ ¨ ¸¨ ¸ ¨ ¸
© ¹ © ¹© ¹ © ¹© ¹ © ¹

    

                                   � �2 2
2

24
k k

G J
kk

UPK UKO
O P

� ª º
 �« »

¬ ¼
 (5.1.14) 

นํา 1k  คูณสมการ (5.1.3) จะไดวา 

                                 1 1 1 1
D Gk C k k F kJ G
J G

�  �   (5.1.15)    

                                 1 1
D Gk C k k F kJ G
J G

�  �   (5.1.4) 
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นําสมการ (5.1.15) + สมการ (5.1.4) จะไดวา 

                                1 1 12 ( ) ( ) Gk C k k F k kJ G
G

 � � �  

                               1 1

1 1

1
2 2

k k k kC F G
k k

G
J GJ

§ · § ·� �
 �¨ ¸ ¨ ¸
© ¹ © ¹

 

                    
� � � �

� �

2 21
2 2

1 2

2 2
21

1 2

2 4

1    
2 4

k kC k k k k J
k kk

k kk k J
k kk

G U P O
J OK PK

U PK KO
GJ O P

§ ·§ · ª º�
 � � �¨ ¸¨ ¸ « »

¬ ¼© ¹ © ¹
§ ·�§ · ª º� ¨ ¸� �¨ ¸ « »¨ ¸¬ ¼© ¹ © ¹

    

               
� �� � � �� �

� �� �

2 2
1 2 1 2

1 2 2 2
1 2

1
8

k k k k k k k k
C J

kk k
k k k k

PGU OGU
OKJ PKJ

PKU KOU
GJO GJP

ª º§ ·ª º
� � � � �« »¨ ¸« »

¬ ¼© ¹« » « »§ ·ª º« »� � � �¨ ¸« »« »¬ ¼© ¹¬ ¼

  (5.1.16) 

นําสมการ (5.1.15) – สมการ (5.1.4) จะไดวา 

                                      � � � �1 1 12 D Gk k k F k kG
J G
 � � � �   

                                        1 1

1 12 2
k k k kD F G

k k
JGJ
G

§ · § ·� �
 � �¨ ¸ ¨ ¸

© ¹ © ¹
 

           
� �� � � �� �

� �� �

2 2
1 2 1 2

1 2 2 2
1 2

1
8

k k k k k k k k
D J

kk k
k k k k

PUGJ OUGJ
OK PK

UPKJ UKOJ
OG PG

ª º§ ·ª º
� � � � � �« »¨ ¸« »
¬ ¼© ¹« » « »§ ·ª º« »� � � �¨ ¸« »« »¬ ¼© ¹¬ ¼

  (5.1.17) 

 นํา k  คูณสมการ (5.1.1) จะไดวา  

                                          B Dk A k k C kD E
D E

�  �  (5.1.18) 



65 
 

 

                                          1 1
B Dk A k k C kD E
D E

�  �   (5.1.2) 

นําสมการ (5.1.18) + สมการ (5.1.2) จะไดวา 

                                     � � � �1 12 Dk A k k C k kD E
E

 � � �  

                                     1 1

2 2
k k k k DA C

k k
E
D DE

� �§ · § · �¨ ¸ ¨ ¸
© ¹ © ¹

 

� � � � � � � �

� �� �

� � � � � � � �

� �� �

2 2 2 2
1 2 1 2

2 2 2 2
1 2

2
2 2 2 21 2

1 2 1 2

2 2 2 2
1 2

1
16

k k k k k k k k

k k k k

A
k k k k k k k k k k k

k k k k

EPGU EOGU
DOKJ DPKJ

EPKU EKOU
DGJO DGJP

PUGJ OUGJ
DEOK DEPK

UPKJ UKOJ
DEOG DEPG

ª§ ·� � � � �«¨ ¸
«¨ ¸
«¨ ¸ª º
� � � �«¨ ¸« »

¬ ¼© ¹« « § ·« � � � � � �¨ ¸
¨ ¸�
¨ ¸§ ·§ ·
� � � �¨ ¸¨ ¸¨ ¸¨ ¸© ¹© ¹© ¹¬

J

º
»
»
»
»
»
»
»

« »
« »
« »
« »¼

 

� � � � � � � �

� � � � � � � �

� �� �

2 2 2 2
1 2 1 2

2 2 2 2
1 2 1 22

1 2

2 2 2 2
1 2

1
16

k k k k k k k k

k k k k k k k kA J
k k k

k k k k

EPGU EOGU
DOKJ DPKJ
PUGJ OUGJ
DEOK DEPK

UPKJ UKOJ EPKU EKOU
DEOG DEPG DGJO DGJP

ª º§ ·� � � � �« »¨ ¸
« »¨ ¸
« »¨ ¸� � � � � � ¨ ¸« »
© ¹« »
« »§ ·§ ·
� � � � � �« »¨ ¸¨ ¸
« »© ¹© ¹¬ ¼

 (5.1.19) 

สมมติให 

  

� � � � � � � �

� � � � � � � �

� �� �

2 2 2 2
1 2 3 4 1 2 1 2

2 2 2 2
1 2 1 2

2 2 2 2
1 2

( , , , , )

                           

                           

L L L L k k k k k k k k k

k k k k k k k k

k k k k

EPGU EOGUM
DOKJ DPKJ
PUGJ OUGJ
DEOK DEPK

UPKJ UKOJ EPKU EKOU
DEOG DEPG DGJO DGJP

 � � � � �

� � � � � �

§ ·
� � � � � �¨ ¸

© ¹
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ดังนั้น                                      
2

1 2

1 2 3 4

16
( , , , , )

k k kJ
A L L L L kM
   (5.1.20)  

โดยที่ 2 1
1 2

2mVk k �   และ  2 1
2 2

2mVk k �  

จากสมการ (5.1.20)  จะไดวา ความนาจะเปนแบบสงผาน (Transmission probability) คือ 

                                          

22 2
1 2

1 2 3 4

16
( , , , , )

k k kJT
A L L L L kM

  
  (5.1.21) 

ดังนั้น เงื่อนไขของการเกิดคาความถี่ควอซีนอรมอล (The quasi-normal frequencies ) ของความนาจะเปนแบบ

สงผาน ซึ่งกําหนดโดย  QNFk   โดยที่  1 2 3 4 QNF( , , , , ) 0L L L L kM     
                       

5.2 ควอซีนอรมอลสําหรับพลังงานศักยแบบทริปเปลสี่เหลี่ยมผืนผา
 

                                         

1

1 1 2

2 3

2 3 4

4 5

3 5 6

6

0,            
,          

0,         
( ) ,        

0,          
,       

0,               

x L
V L x L

L x L
V x V L x L

L x L
V L x L

x L

�
° d d°
° d d
°

 d d®
° d d°
° d d
° !¯

 

 

                             รูปภาพที่ 5.3 แสดงภาพพลังงานศักยแบบทริปเปลสี่เหลี่ยมผืนผา
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กรณ ี nE V!  โดยที ่ n 1,2,3  จะไดวาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอรโดยวิธีประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบี คือ
 

                                       1
dx d( ) k i k xF x Le Me� �³ ³  

                                       
1 1

2
d d( ) i k x i k xF x Ne Oe� �³ ³  

                                        
3

d d( ) i k x i k xF x Ae Be� �³ ³        

                                        2 2
4

d d( ) i k x k xF x Ce De� �³ ³  

                                       5
d d( ) i k x k xF x Fe Ge� �³ ³  

                                       3 3
6

d d( ) i k x i k xF x He Ie� �³ ³  

                                       7
d( ) i k xF x Je ³    

โดยที่ 
� � � �1 2

1 22 2 2

2 22 ,  ,  
m E V m E VmEk k k

� �
    และ 3

3 2

2 ( )m E Vk �
   

จากเงื่อนไขขอบเขต จะไดวา                                      
  
 

                                  1 1 1 1 1 1ikL ikL ik L ik LLe Me Ne Oe� ��  �    

                                    
           

M OL NZ [
Z [

�  �  (5.2.1) 

                              1 1 1 1 1 1
1 1

ikL ikL ik L ik LkLe kMe k Ne k Oe� ��  �   

      
                                    

1 1
M Ok L k k N kZ [
Z [

�  �   (5.2.2) 

โดยที่ 1ikLeZ   และ 1 1ik Le[   

                              1 2 1 2 2 2ik L ik L ikL ikLNe Oe Ae Be� ��  �  
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O BN AF I
F I

�  �  (5.2.3)
            

              
          1 2 1 2 2 2

1 1
ik L ik L ikL ikLk Ne k Oe kGe kHe� ��  �   

                              
           

1 1
O Bk N k k A kF I
F I

�  �  (5.2.4) 

โดยที่ 1 2ik LeF   และ 2ikLeI      
      

                      
           3 3 2 3 2 3ikL ikL ik L ik LAe Be Ce De� ��  �  

                                    
            

B DA CD E
D E

�  �  (5.2.5)  

                              3 3 2 3 2 3
2 2

ikL ikL ik L ik LkAe kBe k Ce k De� ��  �           
       

                                           
2 2

B Dk A k k C kD E
D E

�  �   (5.2.6) 

โดยที่ 3ikLeD  และ 2 3ik LeE     
 

          
       

            2 4 2 4 4 4ik L ik L ikL ikLCe De Fe Ge� ��  �    

                                   
            

D GC FJ G
J G

�  �  (5.2.7)  

          
            2 4 2 4 4 4

2 2
ik L ik L ikL ikLk Ce k De kFe kGe� ��  �    

                            
            

2 2
D Gk C k k F kJ G
J G

�  �   (5.2.8) 

โดยที่ 2 4ik LeJ   และ 4ikLeG      

                         5 5 3 5 3 5ikL ikL ik L ik LFe Ge He Ie� ��  �  

                                        G IF HK P
K P

�  �   (5.2.9) 

                    5 5 3 5 3 5
3 3

ikL ikL ik L ik LikFe ikGe ik He ik Ie� ��  �
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3 3

G Ik F k k H kK P
K P

�  �
       

 (5.2.10) 

โดยที่ 5ikLeK   และ 3 5ik LeP    
 

     
                           

3 6 3 6 6ik L ik L ikLHe Ie Je��   

                                               IH JO U
O

�   (5.2.11)  

                       
          

3 6 3 6 6
3 3

ik L ik L ikLik He ik Ie ikJe��    

                                         3 3
Iik H ik ik JO U
O

�    (5.2.12) 

โดยที่ 3 6ik LeO   และ 6ikLeU   

จากอัตราสวนการสงผานของแอมปลิจูดของพลังงานศักยแบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผา ในสมการ (4.1.30) 

                                                   
2

1 2

1 2 3 4

16
( , , , , )

k k kJ
A L L L L kM
  

จะไดวาอัตราสวนการสงผานของแอมปลิจูดของพลังงานศักยแบบทริปเปลสี่เหลี่ยมผืนผา 

นั่นคือ                                            .J J A
L A L
     

ดังนั้น                          
3

1 2 3

1 2 3 4 5 6

64
( , , , , , , )

k k k kJ
L L L L L L L kM
   (5.2.13) 

โดยที่ 2 1
1 2

2mVk k �   และ  2 1
2 2

2mVk k � และ 3 3
3 2

2mVk k �     

จากสมการ (4.2.13) จะไดวา ความนาจะเปนแบบสงผาน (Transmission probability) คือ 

                        

22 3
1 2 3

1 2 3 4 5 6

64.
( , , , , , , )

k k k kJ AT
A L L L L L L L kM

  
 

ดังนั้น เงื่อนไขการเกิดคาความถ่ีควอซีนอรมอล (The quasi-normal frequencies ) ของความนาจะเปนแบบสงผาน 
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ซ่ึงกําหนดโดย  QNFk   โดยที่  1 2 3 4 5 6 QNF( , , , , , , ) 0L L L L L L kM     

และ                                              
2 2

QNF
QNF 2

k
E

m
     

                      
 

 

5.3 ควอซีนอรมอลของพลังงานศักยแบบสี่เหลี่ยมผืนผาในกรณีทั่วไป 

1

1 1 2

2 3

2 3 4

4 5

3 5 6

2 1 2

2

0,            
,          

0,         
,        

( ) 0,         
,       

                    
,       

0,              
n n n

n

x L
V L x L

L x L
V L x L

V x L x L
V L x L

V L x L
x L
�

�
° d d°
° d d
°

d d°° d d®
° d d°
°
° d d°
° !¯

 

 

        

รูปภาพที่ 5.4 แสดงภาพพลังงานศักยแบบสี่เหลี่ยมผืนผาในกรณีท่ัวไป 
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กรณ ี iE V!    โดยที ่ i = 1, 2, 3, ... , n                                                                                                       
จะไดวาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอรโดยวิธีประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบี คือ 

                                   1 21
dx d( ) k i k xF x Ae A e� �³ ³   

                                   1 1
3 42

d d( ) i k x i k xF x A e A e� �³ ³  

                                   5 63
d d( ) i k x i k xF x A e A e� �³ ³  

                                   2 2
4 7 8

d d( )
          

i k x k xF x A e A e� �³ ³   

                                  n ( )F x  2n-1( ) kdxA x e³  

โดยที่ 
2

2mEk   และ 2 i
n 2

2  ;  i=1, 2, 3, ... ,n mVk k �   

    จากการหาคาความนาจะเปนในการสงผาน (Transmission probability) จะเห็นวาคลื่นจะถูกสงผานจาก

ศักย 1V  ไปยังศักย 2V  ของพลังงานแบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผาและไปยังศักย 3V  ของพลังงานศักยแบบทริป

เปลสี่เหลี่ยมผืนผา ดังนั้นในกรณีของพลังงานศักยแบบสี่เหลี่ยมผืนผาในกรณีทั่วไปคลื่นจะถูกสงผานไปจนถึง

ศักย nV   ดังนั้นอัตราสวนในการสงผานของแอมปลิจูดของพลังงานศักยแบบสี่เหลี่ยมผืนผาในกรณีท่ัวไปคือ 

                               � � 1 2 32n-1

1 1 2 3 4 2n

n4 ...
( , , , ,..., , )

nk k k k kA
A L L L L L kM

ª º
« » 
« »¬ ¼

  

ดังนั้น ความนาจะเปนแบบสงผานของพลังงานศักยแบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผาในกรณีท่ัวไป  

                          
� �

2
2

1 2 32n-1

1 1 2 3 4 2n

n4 ...
( , , , ,..., , )

nk k k k kAT
A L L L L L kM

    

โดยที่ 
2

2mEk   และ 
� �i

i 2

2
  ; i = 1, 2, 3, ... , n

m E V
k

�
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ดังนั้น เงื่อนไขการเกิดคาความถี่ควอซีนอรมอล (The quasi-normal frequencies ) ของความนาจะเปนแบบ

สงผาน ซึ่งกําหนดโดย  QNFk   โดยที่ 1 2 3 4 2n( , , , ,..., , ) 0L L L L L kM    

 

5.4 ควอซีนอรมอลสําหรับพลังงานศักยแบบดับเบิลกําแพงพาราโบลิก 

1

2 2
1 1 2

2 3

2 2
2 3 4

4

0,                               
1 ( ) ,        
2

( ) 0,                          
1 ( ) ,      
2
0,                                

x L

ab x x L x L

V x L x L

ab x x L x L

x L

�
°
° � d d
°
° d d®
°
° � d d
°
° !¯

 

  

                          รูปภาพที่ 5.5 แสดงภาพพลังงานศักยแบบดับเบิลกําแพงพาราโบลิก 

ในกรณีที่ 0E !  และ E V!  จะไดวาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอรโดยวิธีดับเบิลยูเคบี คือ 

                                       1( ) ikx ikxF x Ae Be� �   

                                       2
1( ) ( )

( ) ( )
F x x C D

x p x
D

D
 �   

                                       3 ( ) ikx ikxF x Fe Ge� �  
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                                       4
1( ) ( )

( ) ( )
F x x H I

x p x
D

D
 �  

                                       5 ( ) ikxF x Je   

  
โดยที่

    

1( ) exp ( )d
( )

xix p x x
p x

D
 ½° ° ® ¾
° °¯ ¿
³ และ 2 21( ) 2 ( )

2
p x m E ab x k§ · � �¨ ¸

© ¹
  

และ 
d 1 d d 1( ) exp ( )d exp ( )d
d d d( ) ( )

x xi ix p x x p x x
x x xp x p x
D

 ½  ½° ° ° ° �® ¾ ® ¾
° ° ° °¯ ¿ ¯ ¿
³ ³        

  

       � �23

d 1 1 ( )( ) exp ( )d ( ) exp ( )d
d 2( ) ( )

x xi i i p xx p x x p x p x x
x hp x p x
D

 ½  ½ c° ° ° °§ · �® ¾ ® ¾¨ ¸
© ¹° ° ° °¯ ¿ ¯ ¿

³ ³   

       d 1 1 ( )( ) exp ( )d ( )
d 2 ( )( )

xi p x ix p x x p x
x p x hp x
D

 ½ cª º° ° � �® ¾« »
¬ ¼° °¯ ¿

³  

       d 1 ( )( ) ( ) ( )
d 2 ( )

p x ix x p x
x p x h
D D

cª º
 � �« »

¬ ¼
  

และ 
d 1 1 d d 1exp ( )d exp ( )d
d ( ) ( ) d d( ) ( )

x xi ip x x p x x
x x p x x xp x p xD

 ½  ½§ · ° ° ° ° � � �® ¾ ® ¾¨ ¸
© ¹ ° ° ° °¯ ¿ ¯ ¿

³ ³                                    

� �23

d 1 1 ( )exp ( )d ( ) exp ( )d
d ( ) ( ) ( ) 2 ( )

x xi i p x ip x x p x p x x
x x p x p x p xD

 ½  ½c§ · ° ° ° °§ · � � � �® ¾ ® ¾¨ ¸¨ ¸
© ¹© ¹ ° ° ° °¯ ¿ ¯ ¿

³ ³

d 1 1 ( )exp ( )d ( )
d ( ) ( ) ( )( )

xi p x ip x x p x
x x p x p xp xD

 ½ c§ · ª º° ° � � �® ¾¨ ¸ « »
© ¹ ¬ ¼° °¯ ¿

³   

d 1 1 ( ) ( )
d ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

p x i p x
x x p x x p x p xD D

c§ · ª º
 � �¨ ¸ « »

© ¹ ¬ ¼
 

และ  2

2mEk   
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จากเงื่อนไขขอบเขต จะไดวา 

                     
            

1 1
1 2

ikL ikLAe Be C DE E��  �   (5.4.1) 

โดยที่ 1 1( )LE D  และ 2
1 1

1
( ) ( )L p L

E
D

                                        

                          1 1
3 4

ikL ikLikAe ikBe C DE E��  �   (5.4.2) 

โดยที่ 1
3 1 1

1

( )1 ( ) ( )
2 ( )

p L i p L L
p L h

E D
c§ ·

 � �¨ ¸
© ¹

 และ 1
4 1

1 1 1

( )1 1( )
2 ( ) ( ) ( )

p L i p L
p L L p L

E
D

c§ ·
 �¨ ¸
© ¹

   

            
                     

2 2
5 6

ikL ikLC D Fe GeE E ��  �   (5.4.3)  

โดยที่ 5 2( )LE D  และ 6
2 2

1
( ) ( )L p L

E
D

     

                               
2 2

7 8
ikL ikLC D ikFe ikGeE E ��  �  (5.4.4) 

โดยที 2
7 2 2

2

( )1 ( ) ( )
2 ( )

p L i p L L
p L h

E D
c§ ·

 � �¨ ¸
© ¹

  และ 2
8 2

2 2 2

( )1 1( )
2 ( ) ( ) ( )

p L i p L
p L L p L

E
D

c§ ·
 �¨ ¸
© ¹

   

                                     3 3
9 10

ikL ikLFe Ge H IE E��  �   (5.4.5) 

โดยที่ 9 3( )LE D  และ 10
3 3

1
( ) ( )L p L

E
D

             
                                

 

                                            

3 3
11 12

ikL ikLikFe ikGe H IE E��  �
 

(5.4.6) 

โดยที่ 3
11 3 3

3

( )1 ( ) ( )
2 ( )

p L i p L L
p L

E D
cª º

 � �« »
¬ ¼

 และ 3
12 3

3 3 3

( )1 1( )
2 ( ) ( ) ( )

p L i p L
p L L p L

E
D

cª º
 �« »
¬ ¼

   

                                             4
13 14

ikLH I JeE E�    (5.4.7) 

โดยที่ 13 4( )LE D  และ 14
4 4

1
( ) ( )L p L

E
D

    

                                             4
15 16

ikLH I ikJeE E�   (5.4.8) 
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โดยที่ 4
15 4 4

4

( )1 ( ) ( )
2 ( )

p L i p L L
p L

E D
cª º

 � �« »
¬ ¼

 และ 4
16 4

4 4 4

( )1 1( )
2 ( ) ( ) ( )

p L i p L
p L L p L

E
D

cª º
 �« »
¬ ¼

    

 
จะไดวา อัตราสวนการสงผานของแอมปลิจูดของพลังงานศักยแบบดับเบิลกําแพงพาราโบลิก 

นั่นคือ                                    
1 2 3 4

1 2 3 4

( , , , , )
( , , , , )
L L L L kJ

A L L L L k
J
M

   (5.4.9) 

 

จากสมการ (5.4.9)  จะไดวา ความนาจะเปนแบบสงผาน (Transmission probability) คือ 

                                       

22
1 2 3 4

1 2 3 4

( , , , , )
( , , , , )
L L L L kJT

A L L L L k
J
M

  
 

ดังนั้น เงื่อนไขการเกิดคาความถ่ีควอซีนอรมอล (The quasi-normal frequencies ) ของความนาจะเปนแบบสงผาน 

ซึ่งกําหนดโดย  QNFk
  
โดยที่ 1 2 3 4 QNF( , , , , ) 0L L L L kM   

และ                                              
2 2

QNF
QNF 2

k
E

m
  

5.5 คาความถี่ควอซีนอรมอลสําหรับพลังงานศักยแบบทริปเปลกําแพงพาราโบลิก 

1

2 2
1 2

2 3

2 2
3 4

4 5

2 2
5 6

0,                               
1 ( ) ,         
2
0,                          
1( ) ( ) ,       
2
0,                           
1 ( ) ,       
2
0,          

x L

ab x c L x L

L x L

V x ab x d L x L

L x L

ab x f L x L

�

� d d

d d

 � d d

d d

� d d

6                      x L


°
°
°
°
°
°
®
°
°
°
°
°
° !¯
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รูปภาพที่ 5.6 แสดงภาพพลังงานศักยแบบทริปเปลกําแพงพาราโบลิก 

ในกรณีที่ 0E !  และ E V!  จะไดวาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอรโดยวิธีดับเบิลยูเคบี คือ 

                                       1( ) ikx ikxF x Ae Be� �   

                                       2
1( ) ( )

( ) ( )
F x x C D

x p x
D

D
 �   

                                       3 ( ) ikx ikxF x Fe Ge� �  

                                       4
1( ) ( )

( ) ( )
F x x H I

x p x
D

D
 �  

                                       5 ( ) ikx ikxF x Je Ke� �  

                                       6
1( ) ( )

( ) ( )
F x x L M

x p x
D

D
 �  

                                       7 ( ) ikxF x Oe     

จะไดวาอัตราสวนการสงผานของแอมปลิจูดของพลังงานศักยแบบทริปเปลกําแพงพาราโบลิก 

นั่นคือ                                
1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

( , , , , , , )
( , , , , , , )
L L L L L L kO

A L L L L L L k
J
M

   

ดังนั้น ความนาจะเปนแบบสงผาน (Transmission probability) คือ 
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22
1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

( , , , , , , )
( , , , , , , )
L L L L L L kOT

A L L L L L L k
J
M

   

ดังนั้น เงื่อนไขการเกิดคาความถ่ีควอซีนอรมอล (The quasi-normal frequencies ) ของความนาจะเปนแบบสงผาน 

ซึ่งกําหนดโดย  QNFk
  
โดยที่ 1 2 3 4 5 6( , , , , , , ) 0L L L L L L kM    

 

5.6 ควอซีนอรมอลสําหรับพลังงานศักยแบบกําแพงพาราโบลิกในกรณีทั่วไป 

1

2 2
1 1 2

2 3

2 2
2 3 4

4 5

2 2
3 5 6

0,                               
1 ( ) ,        
2
0,                          
1 ( ) ,      
2

( ) 0,                           
1 ( ) ,      
2
          

x L

ab x a L x L

L x L

ab x a L x L

V x L x L

ab x a L x L

�

� d d

d d

� d d

 d d

� d d

2 2
2 1 2
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1 ( ) ,     
2
0,                                                      

n n n

n

ab x a L x L

x L
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°
°
°
°
°
°
°
°
®
°
°
°
°
°
° � d d°
° !¯

 

 

 

                 รูปภาพที่ 5.7 แสดงภาพพลังงานศักยแบบกําแพงพาราโบลิกในกรณีท่ัวไป 
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ในกรณีที่ 0E !  และ E V!  จะไดวาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอรโดยวิธีดับเบิลยูเคบี คือ 

                                        1 1 2( ) ikx ikxF x A e A e� �   

                                       2 3 4
1( ) ( )

( ) ( )
F x x A A

x p x
D

D
 �  

                                       3 5 6( ) ikx ikxF x A e A e� �  

                                       4 7 8
1( ) ( )

( ) ( )
          

F x x A A
x p x

D
D

 �   

                                       n 2n-1( ) ikxF x A e  

   จากการหาคาความนาจะเปนในการสงผาน (Transmission probability) จะเห็นวาคลื่นจะถูกสงผาน
จากศักยที่ 1 ไปยังพลังงานศักยที่ 2  ของพลังงานแบบดับเบิลกําแพงพาราโบลิกและไปยังที่ 3 ของพลังงาน
ศักยแบบทริปเปลกําแพงพาราโบลิก ดังนั้นในกรณีของพลังงานศักยแบบกําแพงพาราโบลิกในกรณีทั่วไป คลื่น

จะถูกสงผานไปจนถึงศักยที่ n  ดังนั้นอัตราสวนในการสงผานของแอมปลิจูดของพลังงานศักยแบบ

สี่เหลี่ยมผืนผาในกรณีทั่วไปคือ 

                                  1 2 3 2n2n-1

1 1 2 3 2n

( , , ,..., , )
( , , ,..., , )
L L L L kA

A L L L L k
J
M
ª º

 « »
¬ ¼

  

ดังนั้น ความนาจะเปนแบบสงผานของพลังงานศักยแบบกําแพงพาราโบลิกในกรณีท่ัวไป คือ 

                             
22

1 2 3 2n2n-1

1 1 2 3 2n

( , , ,..., , )
( , , ,..., , )
L L L L kAT

A L L L L k
J
M

   

ดังนั้น เงื่อนไขการเกิดคาความถี่ควอซีนอรมอล (The quasi-normal frequencies ) ของความนาจะเปนแบบ

สงผาน ซึ่งกําหนดโดย  QNFk   โดยที่ 1 2 3 2n( , , ,..., , ) 0L L L L kM   
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   บทที่ 6 

ขอสรุปจากการวิจัยและขอเสนอแนะ 

 ในบทนี้จะกลาวถึงขอสรุปจากการวิจัยในบทที่ 3  บทที่ 4  และบทที่ 5 รวมถึงขอเสนอแนะอ่ืน ๆ ใน
การหาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร การหาคาความนาจะเปนในการสงผานและการสะทอนสําหรับพลังงาน

ศักยแบบตาง ๆ โดยสูตรการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบี และการหาเงื่อนไขของการเกิดคาความถี่ควอซีนอร

มอลโหมดสําหรับพลังงานศักยแบบตาง ๆ 

6.1 ขอสรุป                                      

 จากบทที่ 3 ไดทําการศึกษาการหาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอรที่ไมขึ้นกับเวลาโดยวิธีการ

ประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบี ความสัมพันธระหวางผลเฉลยโดยวิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบีกับปญหา

การขุดอุโมงค และสูตรการหาความนาจะเปนในการสงผานและการสะทอนโดยวิธีการประมาณคาแบบดับเบิล
ยูเคบีซึ่งจะมีคาเปลี่ยนไปตามพลังงานศักยที่ใช 

 จากบทที่ 4 การหาคาความนาจะเปนในการสงผานและการสะทอนโดยสูตรวิธีการประมาณคาแบบ
ดับเบิลยูเคบี สําหรับกรณีของพลังงานศักยแบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผา พลังงานศักยแบบทริปเปลสี่เหลี่ยมผืนผา 

พลังงานศักยแบบสี่เหลี่ยมผืนผาในกรณีทั่วไป พลังงานศักยดังกลาวจะมีศักยเปนคาคงที่ซึ่งในการคํานวณหาคา

ความนาจะเปนในการสงผานและการสะทอนสามารถใชวิธีผลเฉลยแมนตรง หรือวิธีการประมาณคาแบบ

ดับเบิลยูเคบีได แตในทางการคํานวณจะพบมีความยุงยากเปนอยางมาก เชนเดียวกับพลังงานศักยแบบดับเบิล

กําแพงพาราโบลิก พลังงานศักยแบบทริปเปลกําแพงพาราโบลิก พลังงานศักยแบบกําแพงพาราโบลิกในกรณี

ทั่วไปซึ่งถาเลือกใชวิธีการคํานวณคาแบบดับเบิลยูเคบีจะพบวามีความยุงยากมาก ถึงแมวาสูตรวิธีการประมาณ

คาแบบดับเบิลยูเคบีอาจไมมีความแมนยําเทียบเทาวิธีผลเฉลยแมนตรงหรือวิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบี

แตก็ชวยลดความซับซอนและความผิดพลาดที่อาจเกิดขึ้นไดจากการคํานวณ 

 จากบทท่ี 5 ไดทําการศึกษาความหมายของโหมดกึ่งปกติและหาเงื่อนไขของการเกิดคาความถี่ควอซี
นอรมอลโหมดซึ่งมีความสัมพันธกับความนาจะเปนในการสงผานที่หาไดจากอัตราสวนของแอมปลิจูดของคลื่น 

โดยเงื่อนไขของเกิดคาความถี่ควอซีนอรมอลโหมดนั้น ความนาจะเปนในการสงผานตองมีคาเปนอนันต นั่นคือ
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ฟงกชันของตัวสวนของความนาจะเปนในการสงผานตองมีคาเปนศูนย สําหรับการหาคาความนาจะเปนในการ

สงผาน ไดใชวิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบี สําหรับในกรณีของพลังงานศักยแบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผา

การหาความนาจะเปนในการสงผานโดยวิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบีอาจไมมีความยุงยากมากนักทําให

ทราบความนาจะเปนที่เขียนอยูในรูปเศษสวนไดอยางชัดเจน สําหรับในกรณีของพลังงานศักยแบบทริปเปล

สี่เหลี่ยมผืนผา พลังงานศักยแบบสี่เหลี่ยมผืนผาในกรณีทั่วไป พลังงานศักยแบบดับเบิลกําแพงพาราโบลิก 

พลังงานศักยแบบทริปเปลกําแพงพาราโบลิก พลังงานศักยแบบกําแพงพาราโบลิกในกรณีทั่วไป ในเบื้องตนเรา

ทราบเพียงความนาจะเปนที่เขียนอยูในรูปฟงกชันที่ขึ้นกับตําแหนงเทานั้น เนื่องจากการหาผลเฉลยมีความ

ซับซอนเปนอยางมาก แตก็เพียงพอที่จะทําใหทราบเงื่อนไขการเกิดคาความถี่ควอซีนอรมอลโหมด 

6.2 ขอเสนอแนะ 
- หาคาความนาจะเปนในการสงผานและการสะทอนดวยสูตรวิธีการประมาณคาแบบดับเบิล

ยูเคบีสําหรับพลังงานศักยท่ีมีความซับซอน 

- เปรียบเทียบผลของความนาจะเปนในการสงผานและการสะทอนที่ไดจากการคํานวณดวย

สูตรวิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบีกับวิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบีหรือวิธีผล

เฉลยแมนตรง 
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 คณะวิทยาศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย 

_________________________________________________________________________ 

หลักการและเหตุผล 
สมการชเรอดิงเงอรมีความสําคัญและมีบทบาทเปนอยางมากในการศึกษาทําความเขาใจและพัฒนา

กลศาสตรแบบควอนตัม สมการชเรอดิงเงอรถูกคนพบโดย แอรวิน ชเรอดิงเงอร (Erwin Schrödinger) นัก
ฟสิกสชาวออสเตรีย ในป ค.ศ. 1925 สมการชเรอดิงเงอรเปนสมการเชิงอนุพันธยอยอันดับสองหรือสมการ
คลื่นสามารถใชอธิบายพฤติกรรมของคลื่นได ซึ่งสมการเขียนอยูในรูปพลังงานรวมของอนุภาค เกิดจากผลรวม

ของพลังงานศักย (potential- Energy) และ พลังงานจลน (kinetic Energy) และสามารถแบงออกเปน 2 
ประเภท คือ 
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1. สมการชเรอดิงเงอรที่ไมข้ึนกับเวลา (Time-independent Schrödinger Equation ) 
 

2 2

2
( ) ( ) ( ) ( )

2
d F x V x F x EF x

m dx
� �   

 
โดยที่  คือ คาคงตัวขอพลังคแบบลดคา,  ( )F x  คือ ฟงกชันคลื่น และ ( )V x  คือ พลังงานศักย 

 
2. สมการชเรอดิงเงอรที่ขึ้นกับเวลา (Time-dependent Schrödinger Equation ) 

 
2 2

2( , ) ( , ) ( ) ( , )
2

i x t x t V x x t
t m x
\ \ \w w

 � �
w w

 

 
เนื่องจากสมการชเรอดิงเงอรเปนสมการคลื่นดังที่ไดกลาวมาขางตน ดังนั้นผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอรจึง

เปนฟงกชันคลื่นสามารถใชทํานายพฤติกรรมของคลื่นหรืออนุภาคบางชนิดไดเชน การทํานายสมบัติของ

อะตอมไฮโดรเจน เปนตน 
         ในโครงงานนนี้จะศึกษาการหาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอรที่ไมขึ้นกับเวลา โดยใชวิธีการประมาณ

คาแบบดับเบิลยูเคบีและหาคาควอซีนอรมอลโหมดรวมถึงการหาคาความถี่ของควอซีนอรมอลโหมดสําหรับ

พลังงานศักยแบบดับเบิ้ลสี่เหลี่ยมผืนผา พลังงานศักยแบบทริปเปลสี่เหลี่ยมผืนผา พลังงานศักยแบบ

สี่เหลี่ยมผืนผาในกรณีทั่วไป พลังงานศักยแบบดับเบิลกําแพงพาราโบลิก พลังงานศักยแบบทริปเปลกําแพง

พาราโบลิก พลังงานศักยแบบกําแพงพาราโบลิกในกรณีท่ัวไป 
 
1. วิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบี (WKB Approximation) 
     วิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบี (WKB Approximation) เปนวิธีในการหาคาประมาณของผลเฉลย
ของสมการเชิงอนุพันธเสนตรง (Linear differential equation) คิดคนโดย Wentzal, Kramers และ 

Brillouin ในป ค.ศ.  1926 การใชวิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบีเหมาะสําหรับในระบบที่พลังงานศักย
เปลี่ยนอยางชา ๆ จนเกือบจะคงที่โดยคําตอบที่ไดจากวิธีการนี้เปนคําตอบแบบประมาณแตในบางกรณีก็มี

ความแมนยํามาก (เพชรอาภา, 2556) 
พิจารณาสมการชเรอดิงเงอรที่ไมข้ึนกับเวลาในหนึ่งมิติ 

     
2 2

2
( ) ( ) ( ) ( )

2
d F x V x F x EF x

m dx
� �   
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เขียนสมการใหมไดเปน          > @
2

2 2
( ) 2 ( ) ( )d F x m E V x F x

dx
 � �   

สามารถเขียนผลเฉลยไดเปน         
( )

( ) ( )
iB x

F x A x e    

เมื่อ                                    ( )
'( )

CA x
B x

  

โดยที่ C  คือคาคงตัว, ( )
( )

CA x
B x

 
c

,  ( ) ( )B x p x dx r³   

และ ( ) 2 [ ( )]p x m E V x �     
 

เราสามารถทําการประมาณให      
� �2

2
( )( )

( )
B xA x

A x
ccc

 

 

จาก                               > @2( '( )) 2 ( )B x m E V x �  

ดังนั้น                                   ( ) ( )B x p x dx r³   

จะไดวาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอรที่ไมข้ึนกับเวลาในหนึ่งมิติโดยวิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบีคือ 

    
( ) ( )( )

( ) ( )

i q x dx i q x dxC CF x e e
q x q x

r r³ ³|     

 

โดยที่ C  เปนคาคงตัวและ 
( )

( )
B x

q x
c

   

ผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอรที่ไมขึ้นกับเวลาสามารถใชในการหาคาความนาจะเปนในการสะทอน 

(Reflection probability) และความนาจะเปนในการสงผาน (Transmission probability) โดยพลังงานศักย
ที่จะศึกษาในโครงงานนี้เพ่ือหาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอรเปนพลังงานศักยที่มีความยากและซับซอนไดแก 

พลังงานศักยแบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผา พลังงานศักยแบบทริปเปลสี่เหลี่ยมผืนผา พลังงานศักยแบบ

สี่เหลี่ยมผืนผาในกรณีทั่วไป พลังงานศักยแบบดับเบิลกําแพงพาราโบลิก พลังงานศักยแบบทริปเปลกําแพง

พาราโบลิก พลังงานศักยแบบกําแพงพาราโบลิกในกรณีท่ัวไป 
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2. โหมดกึ่งปกต ิ(Quasi-normal mode) 
          จากการศึกษาพบวาสมการชเรอดิงเงอรเปนสมการคลื่นที่สามารถเขียนอยูในรูปพลังงานรวมของ

อนุภาคระหวางพลังงานศักยและพลังงานจลน ซึ่งในทางฟสิกสแบบดั้งเดิมพลังงานศักยของอนุภาคยอมตอง

นอยกวาหรือเทากับผลรวมของอนุภาคอยางแนนอน กลาวคือ ในฟสิกสแบบดั้งเดิมอนุภาคจะทะลุผานทั้งหมด 

ไมปรากฏอนุภาคตัวใดสะทอนกลับมาเลย แตปรากฏการณของฟสิกสควอนตัม อนุภาคบางสวนสามารถ

สะทอนกลับมาไดหรือบางสวนจะทะลุผานได เรียกปรากฏการณที่อนุภาคบางสวนทะลุผานไดวา ปรากฏการณ

ขุดอุโมงค ในการศึกษาหรือการทําความเขาใจกับปรากฏการณทางควอนตัมลวนเกี่ยวของกับความนาจะเปน

การสงผานและความนาจะเปนของการสะทอน ซึ่งผลลัพธจะเปนไปตามกฎอนุรักษความนาจะเปน 

1R T�   
 
โดยที่ R  คือความนาจะเปนในการสะทอนและ T  คือความนาจะเปนในการสงผาน 
 
 

 
 

รูปภาพที 1 แสดงความสัมพันธระหวางความนาจะเปนในการสงผานและการสะทอน 
[https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-007-

electromagnetic-energy-from-motors-to-lasers-spring-2011/lecture-
notes/MIT6_007S11_lec41.pdf]  
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 ในปญหาการกระเจิงทางควอนตัมใน 1 มิติ พลังงานศักยจะมีคาความแตกตางกันไปในแตละระบบ โดย
ในบางระบบพลังงานศักยมีรูปแบบไมซับซอนซึ่งสามารถคํานวณหาผลเฉลยแมนตรงของความนาจะเปนของ

การสงผานได อยางไรก็ตามในบางระบบพลังงานศักยมีรูปแบบซับซอนมากจนกระทั่งไมสามารถหาผลเฉลย

แมนตรงของความนาจะเปนในการสงผานได 
     ในงานวิจัยนี้ไดทําการศึกษากรณีพิเศษที่เรียกวาควอซีนอรมอลหรือโหมดกึ่งปกติ (Quasi-normal mode)
ซึ่งเกิดจากเมื่อมีการรบกวนวัตถุในระบบ เชน สนามแมเหล็ก สนามไฟฟา เปนตน นอกจากนั้นยังมีตัวอยาง

ของการรบกวนระบบที่นาสนใจเชน การใชปลายมีดเคาะไปที่แกวไวนแลวเกิดคลื่นเสียง ความถี่ของคลื่นเสียงที่

เกิดขึ้นจะทับซอนกับความถี่ธรรมชาติของแกวไวนโดยเกิดการหักลางหรือการเสริมกัน ซึ่งหากไมมีการเพ่ิม

ความหนวง (Damping force) แกวไวนก็จะมีการสั่นตลอดไปเรียกระบบแบบนี้วา โหมดปกติ(Normal- 
mode) แตในกรณีที่มีความหนวงเกิดขึ้นคาแอมปลิจูดของการแกวงไปมาจะลดลงไปจนหมดที่ระยะอนันต ซึ่ง
เรียกระบบแบบนี้วา โหมดกึ่งปกติ (Quasi-normal mode)  
 
อนึ่ง การสั่นหรือความกังวานของควอซีนอรมอลโหมดสามารถประมาณโดย 

     ( ) exp( )cos( )t t t\ Z Zcc c| �  
โดยที่ ( )t\  คือคาแอมปลิจูดของการสั่น, Zc  คือความถ่ี และ Zcc  คืออัตราการสลาย                                              
เราสามารถเขียนความถี่ควอซีนอรมอล (Quasi-normal frequency) ในรูปของจํานวนเชิงซอน                    
นั่นคือ                                   ( , ) iZ Z Z Z Zc cc c cc  �                                             
ให                                   ( ) Re(exp{ })t i t\ Z  
                                      ( ) Re(exp{ ( ) })t i i t\ Z Zc cc �  
                                      ^ `( ) Re(exp{ }.expt t i t\ Z Zcc �      
                                      ( ) Re(exp{ }.(cos sin ))t t t i t\ Z Zcc c � �  
                                      ( ) exp{ }.cost t t\ Z Zcc c �                                                                                            
ทําการประมาณให                ( ) exp{ }t t\ Zcc| �                                                                                                                                  
 
โดยที่ Z  คือความถี่ควอซีนอรมอลโหมดและสวนจริงของ Z  หมายถึงการแกวงชั่วขณะหนึ่ง 
 
วัตถุประสงค 

ศึกษาสมการชเรอดิงเงอร หาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร และหาคาความนาจะเปนในการสงผาน

และการสะทอนของคลื่นและหาเงื่อนไขของการเกิดคาความถี่ควอซีนอรมอลโหมดสําหรับพลังงานศักยแบบ

ตาง ๆ  
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ขอบเขตของโครงงาน 
หาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอรที่ไมขึ้นกับเวลาใน 1  มิติ และคํานวณคาความนาจะเปนในการ

สงผานและการสะทอนของคลื่นและหาเงื่อนไขของการเกิดคาความถี่ควอซีนอรมอลโหมดพลังงานศักยแบบ

ตาง ๆ 
 
วิธีการดําเนินงาน 
 

แผนการศึกษา  
1. ศึกษาท่ีมาของกลศาสตรควอนตัม 
2. ศึกษาสมการชเรอดิงเงอร 
3. หาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอรดวยวิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบีและหาความสัมพันธ
ระหวางความนาจะเปนในการสงผานและการสะทอน 
4. หาคาความนาจะเปนในการสงผานและการสะทอนดวยสูตรวิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบี
สําหรับพลังงานศักยแบบตาง ๆ เชน พลังงานศักยแบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผา พลังงานศักยแบบทริป

เปลสี่เหลี่ยมผืนผา พลังงานศักยแบบสี่เหลี่ยมผืนผาในกรณีทั่วไป พลังงานศักยแบบดับเบิลกําแพง

พาราโบลิก พลังงานศักยแบบทริปเปลกําแพงพาราโบลิก พลังงานศักยแบบกําแพงพาราโบลิกในกรณี

ทั่วไป 
5. หาเงือนไขของการเกิดค่าความถีควอซีนอร์มอลโหมดสําหรับพลังงานศักยแบบตาง ๆ 
6. จัดทําสรุป 
7. จัดทําเอกสารเพื่อนําเสนอโครงงานเปนรูปเลม 
8. เตรียมสงโครงงานฉบับสมบูรณ 
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ระยะเวลาที่ศึกษา 
 

ขั้นตอนการศึกษา 
ป 2562 ป 2563 

มิ.ย. ก.ค. ส.ค. ก.ย. ต.ค. พ.ย. ธ.ค. ม.ค. ก.พ. มี.ค. เม.ย. 
1. ศึกษาที่มาของกลศาสตรควอนตัม 

 
           

2. ศึกษาสมการชเรอดิงเงอร 
 

           

3. หาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร

ดวยวิธีการประมาณคาแบบ 
ดับเบิลยูเคบี หาความสัมพันธ
ระหวางความนาจะเปนในการ

สงผานและการสะทอน 
 

           

4. หาคาความนาจะเปนในการสงผาน 

และการสะทอนดวยวิธีการ

ประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบี

สําหรับพลังงานศักยแบบตาง ๆ  
 
 

           

5. หาคาควอซีนอรมอลโหมดและ

คาความถ่ีควอซีนอรมอลโหมด 
 

           

6. จัดทําสรุป            

7. จัดทําเอกสารเพื่อนําเสนอโครงงาน

เปนรูปเลม 
           

8. เตรียมสงเลมโครงงานฉบับสมบูรณ            
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ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ 

ประโยชนตอตัวนิสิตที่ทําโครงงาน 
- สามารถหาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอรดวยวิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบี ความนาจะ

เปนในการสงผานและการสะทอนดวยสูตรวิธีการประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบีสําหรับพลังงาน

ศักยที่มีความซับซอนเชน พลังงานศักยแบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผา พลังงานศักยแบบทริปเปล

สี่เหลี่ยมผืนผา พลังงานศักยแบบสี่เหลี่ยมผืนผาในกรณีทั่วไป พลังงานศักยแบบดับเบิลกําแพง

พาราโบลิก พลังงานศักยแบบทริปเปลกําแพงพาราโบลิก พลังงานศักยแบบกําแพงพาราโบลิกใน

กรณีท่ัวไป 
 
 
ประโยชนที่ไดจากโครงงานที่พัฒนาขึ้น 
 
- สามารถนําเทคนิคการหาคาความนาจะเปนในการสงผานและการสะทอนดวยวิธีการประมาณคา

แบบดับเบิลยูเคบีและหาเงื่อนไขของการเกิดคาความถี่ควอซีนอรมอลโหมดสําหรับพลังงานศักย

แบบตาง ๆ 
 

อุปกรณและเครื่องมือที่ใช 
 

1. คอมพิวเตอร 
2. เครื่องพิมพ 
3. โปรแกรมเอกสาร Microsoft Office Word 
4. โปรแกรมนําเสนอ Microsoft Office PowerPoint 
5. โปรแกรม Mathematica  

 
งบประมาณ 

1. คาปริ้นทงาน  200 บาท 
2. คาถายเอกสาร 200 บาท 
3. กระดาษ A4 500 บาท 
4. คาหนังสือ   1000 บาท 
5. คา External hard disk   2,190 บาท 
6. คาเย็บรูปเลม   200 บาท 
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ภาคผนวก 
 

1. สมการชเรอดิงเงอรที่ไมขึ้นกับเวลา 
พลังงานรวมของอนุภาคอยูในรูปของพลังงานจลน (Kinetic Energy) และ พลังงานศักย (Potential Energy)   

E K V �  

 

 

 

รูปภาพที่ 2 แสดงความสัมพันธระหวางพลังงานจลนและพลังงานศักย 
(https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Potential_and_kinetic_energy.png) 

 

โดยที่ K  คือพลังงานงานจลน และ V  คือพลังงานศักย                                                                                

ดังนั้น                                        
   

21 ( )
2

E mv V x �     (1)                                                              

และจากความสัมพันธของโมเมนตัมเชิงเสน 

                                               p mv                                          (2)                                                                                

โดยที่ m  คือ มวลของอนุภาคและ v  คือ ความเร็วของอนุภาค                                                                        
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จาก (1) และ (2) จะไดวา 

                                           
   

2
( )

2
pE V x
m

 �                                                                

ดังนั้น                                       2 ( ( ))p m E V x �                    (3)   

 

สมมติฐานของ หลุยส เดอ บรอย (Louis de Broglie) นักฟสิกสชาวฝรั่งเศส ไดเสนอไววา                      
คลื่นแมเหล็กไฟฟาหรือคลื่นแสงสามารถประพฤติตัวไดเปนทั้งอนุภาคและคลื่น ภายหลังสมมติฐานดังกลาวได

ถูกพิสูจนและรับรองวาเปนจริง 

จากทฤษฎีของไอนสไตน  

                                                 
2E mc                                    (4)  

โดยที่ m  คือ มวลของอนุภาค  c  คือ อัตราเร็วของแสงในสุญญากาศ                                                                 

และจากสูตรของพลังค   

                                                E hf                                        (5)                 

โดยที่ h   คือ มวลของอนุภาค  f   คือ ความถ่ีของอนุภาค                                                                        

จาก (4) และ (5) จะไดวา 

                                               2hf mc                                     (6)   

 

จาก (2) แทนคา v c   เมื่อ c  คือ อัตราเร็วของแสงในสุญญากาศ                                                 

 

ดังนั้น                                      p mc                                       (7)  
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จาก (4) และ (7) จะไดวา  

                                             
Ep
c

                                                                          

ดังนั้น                                      E pc                                          (8)    

จาก (5) และ (8) จะไดวา 

                                            pc hf                                          (9) 

 

จาก                                          v f O                                        (10)                               

 

แทนคา v c  ใน (10) จะไดวา 

                                              c f O                                                                       

ดังนั้น                                       
cf
O

                                           (11)  

จาก (9) และ (11) จะไดวา 

                                              
  

h
p

O            

เรียกสมการนี้วา ความยาวคลื่นเดอบรอย                                                                                                                                           

ดังนั้น                                          
  

hp
O

                                             (12)  

จาก (3) และ (12) จะไดวา 

                                              
 

2 ( ( ))h m E V x
O
 �   
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ดังนั้น                                        

 2 ( ( ))
h

m E V x
O  

�
                   (13) 

 

จะไดวา  
� � � �2 22 2 2

2 2 2 2 2 2
4 2 ( ) 4 2 ( )(2 ) 4

( ) 4

m E V x m E V xf
v f h

S SZ S S
O O S

� �
     

ดังนั้น                                       
> @2

2 2
2 ( )m E V x

v
Z �

                       (14) 

จาก                                    
2 2

2 2
( )d F x

dx v
Z

 �                                  (15) 

จากสมการ (14) และ (15) จะไดวา 

                                    
> @2

2 2
2 ( )( ) ( )
m E V xd F x F x

dx
� �

   

                                
 

2 2

2
( ) ( ) ( ) ( )

2
d F x EF x V x F x

m dx
�  �   

                                 
2 2

2
( ) ( ) ( ) ( )

2
d F x V x F x EF x

m dx
� �           (16) 

เรียก สมการ (16) วา สมการชเรอดิงเงอรที่ไมขึ้นกับเวลาในหนึ่งมิติ 
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2. สมการชเรอดิงเงอรที่ขึ้นกับเวลา 
พิจารณาคลื่นในระนาบ (Plane wave) ที่เคลื่อนที่ไปทางขวาดวยอัตราเร็วที่ไปในทิศเดียวกัน                     

มีเฟสตางกัน 
2
S

  เรเดียน และมีความถี่และแอมพลิจูดเทากัน สามารถเขียนฟงกชันคลื่นไดในรูป                        

ฟงกชันไซนไดดังนี้ (กุลภัทร, 2561) 

                � � � �0 0
2 2( , ) sin , sin

2
x t x vt x vtS S S

\ \ \
O O

 ½ª º � � �® ¾« »¬ ¼¯ ¿
                   

ดังนั้น         � � � �0 0
2 2( , ) cos , sinx t x vt x vtS S\ \ \
O O

 ½ � �® ¾
¯ ¿

           (1)    

โดยที่ 0\   คือแอมพลิจูดและ v   คืออัตราเร็วของคลื่น                              

ฉะนั้น เราสามารถเขียนสมการ (1) ใหอยูในรูปของจํานวนเชิงซอนได                                                              

ดังนั้น         � � � �0 0
2 2( , ) cos sinx t x vt i x vtS S

\ \ \
O O

 � � �  

               � � � �0
2 2( , ) cos sinx t x vt i x vtS S\ \
O O

§ · � � �¨ ¸
© ¹

                                            

นั่นคือ        0
2( , ) exp ( )x t i x vtS\ \
O

 ½ �® ¾
¯ ¿

                                           (2)                                                                                

จาก                      v f O                                                                            (3) 

โดยที่ v  คือ อัตราเร็วและ  O   คือ ความยาวคลื่น                                                                                         

แทนคาสมการ (3) ลงในสมการ (2) จะไดวา 

                 0
2( , ) exp ( )x t i x f tS

\ \ O
O

 ½ �® ¾
¯ ¿

      

                 0( , ) exp 2 xx t i ft\ \ S
O

 ½§ · �® ¾¨ ¸
© ¹¯ ¿

                                        (4) 

โดยที่ 0\   คือแอมพลิจูด  f   คือความถ่ี และ O  คือความยาวคลื่น                                                                                          
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จากสมการ (4)                   0( , ) exp 2 xx t i ft\ \ S
O

 ½§ · �® ¾¨ ¸
© ¹¯ ¿

                               

จากทฤษฎีของพลังคและความยาวคลื่นเดอบรอย เราสามารถเขียนสมการ (2.2.4) ไดเปน 

                                      0( , ) exp 2 xp Ex t i t
h h

\ \ S
 ½§ · �® ¾¨ ¸

© ¹¯ ¿
        (5) 

จาก   
2k S
O

   โดยที่ k  คือ เลขคลื่นหรือคาคงตัวของการแผ (กุลภัทร, 2561)                                                                                                  

จากความยาวคลื่นเดอบรอย จะไดวา      
2 pk

h
S

                                                               

ดังนั้น                                            
pk                                                  (6) 

โดยที่ 
2
h
S

  คือ คาคงตัวของพลังคแบบลดคา                                                                                   

เราอาจกลาวไดวา คาคงตัวของพลังคแบบลดคา (reduced Plank’s constant) คือ ควอนไทเซชัน 

(Quantization) โมเมนตัมเชิงมุม ตัวอยางเชน โมเมนตัมเชิงมุมของอิเล็กตรอนที่โคจรรอบนิวเคลียสของ
อะตอม                                                                                                                                    

จาก   2 fZ S  โดยที่ Z  คือ อัตราเร็วเชิงมุม และ E hf                                                                         

ดังนั้น                                           
2 E

h
S

Z                                             (7)                                                            

                                                    
E

Z                                                     

หรือ                                               E Z                                             (8)                                                                                                   

แทนคา Z  และ k  ที่หาไดจากขางตนลงในสมการ (5)                                                                                                         

จะไดวา                       � �^ `0( , ) expx t i kx t\ \ Z �                              (9)  
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จากสมการ (5) จะเห็นวาฟงกชันคลื่น ( , )x t\  มีคุณสมบัติตาง ๆ ขึ้นกับคาโมเมนตัม ( )p  และพลังงาน 

( )E  ซึ่งอยูในรูปของเลขคลื่น ( )k  และอัตราเร็วเชิงมุม ( )Z   สอดคลองกับพอสซูเลตขอที่ 1 ของ
กลศาสตรควอนตัมซึ่งมีใจความวา ตัวแทนทางคณิตศาสตรของอนุภาคคือฟงกชันคลื่น โดยที่คุณสมบัติ  ตาง ๆ 

ของการเคลื่อนที่ของอนุภาคเชน คาโมเมนตัมและคาพลังงานนั้น (นรา, 2553) 

พิจารณาหาอนุพันธยอยเทียบ t  จากสมการ (9) จะไดวา 

                            � �^ `0( , ) ( ) expx t i i kx t
t
\ Z \ Z

w
 � �

w
                    (10) 

คูณ i  ตลอดสมการ (10) จะไดวา 

                      
  

� �^ `0( , ) ( )( ) expi x t i i i kx t
t
\ Z \ Z

w
 � �

w
                                       

                      
  

� �^ `0( , ) ( ) expi x t i kx t
t
\ Z \ Z

w
 �

w
  

จากสมการ (9)  จะไดวา 

                       � �^ `0( , ) expi x t E i kx t
t
\ \ Z

w
 �

w
                                (11) 

                      
    

( , ) ( , )i x t E x t
t
\ \

w
 

w
                                                (12) 

จากผลรวมของพลังงานอนุภาค 
2

( )
2
pE V x
m

 �   จะไดวา 

                  

  

2
( , ) ( ) ( , )

2
pi x t V x x t

t m
\ \

ª ºw
 �« »

w « »¬ ¼
                                 (13) 

                  
  

( , ) ( , )i x t H x t
t
\ \

w
 

w
                                                    (14)                                                                                                                     
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เรียก สมการ (14) วา สมการชเรอดิงเงอรที่ขึ้นกับเวลาในหนึ่งมิติ 

 

3.พลังงานศักยท่ีใช 

     3.1 พลังงานศักยแบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผา 

1

1 1 2

2 3

2 3 4

4
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,        

0,             

x L
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° d d°° d d®
° d d°
° !¯

 

 

 

รูปภาพที่ 3 แสดงภาพพลังงานศักยแบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผา 
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 3.2 พลังงานศักยแบบทริปเปลสี่เหลี่ยมผืนผา 

1

1 1 2

2 3

2 3 4

4 5

3 5 6

6
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0,         
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0,          
,       
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° d d
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รูปภาพที่ 4 แสดงภาพพลังงานศักยแบบทริปเปลสี่เหลี่ยมผืนผา 
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 3.3 พลังงานศักยแบบสี่เหลี่ยมผืนผาในกรณีทั่วไป 

1

1 1 2

2 3

2 3 4

4 5

3 5 6

6

1

0,            
,          

0,         
,        

0,          
( )

,       
0,             
                    

,       
0,              

n k k

k
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L x L
V L x L

L x L
V x

V L x L
x L

V L x L
x L
�

�
° d d°
° d d
°

d d°
° d d

 ® d d

!

d d

!

°

°
°
°
°
°
°
°̄

  

      

 

รูปภาพที่ 6 แสดงภาพพลังงานศักยแบบสี่เหลี่ยมผืนผาในกรณีทั่วไป 
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 3.4 พลังงานศักยแบบดับเบิลกําแพงพาราโบลิก 

 

1

2 2
1 1 2

2 3

2 2
2 3 4

4

0,                               
1 ( ) ,        
2

( ) 0,                            
1 ( ) ,      
2
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°
° !¯

 

 

รูปภาพที่ 7 แสดงภาพพลังงานศักยแบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผา 
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  3.5 พลังงานศักยแบบทริปเปลกําแพงพาราโบลิก 

1

2 2
1 1 2

2 3

2 2
2 3 4

4 5

2 2
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รูปภาพที่ 8 แสดงภาพพลังงานศักยแบบทริปเปลสี่เหลี่ยมผืนผา 
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3.6 พลังงานศักยแบบกําแพงพาราโบลิกในกรณีท่ัวไป 
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� d d
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รูปภาพที่ 9 แสดงภาพพลังงานศักยแบบกําแพงพาราโบลิกในกรณีทั่วไป 
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                    ประวัติผูเขียน 

นายเจริญศักดิ์ ยินดีเทศ                                                                                                               

นิสิตภาควิชาคณิตศาสตรและวิทยาการคอมพิวเตอร                                                                                          
สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย                                                                           

ระดับการศึกษา                                                                                                                              
-จบการศึกษาระดับประถมศึกษาจากโรงเรียนเทศบาล 1 (บานชุมแสง)                                              
-จบการศึกษาระดับมัธยมศึกษาจากโรงเรียนชุมแสงชนูทิศ 
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