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 An interesting probability puzzle from the internet says that on a game show, 
the host has randomly chosen two different numbers and has hidden them behind 
two doors. He allows the player to open one of the doors to see the number behind 
that door. Then, he asks the player if the number behind the other door is larger or 
less than the revealed number. The counter-intuitive fact is that there are strategies 
that the player can answer this question correctly with probability strictly greater than 
0.5. In this work, we study these general strategies. Examples with explicit calculation 
and Monte Carlo simulation for the probability of correctly answering are provided. 
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บทที่ 1                                                                 

บทนํา 

 มีโจทยปญหาที่เกี่ยวกับความนาจะเปนที่นาสนใจบนเว็บไซตหนึ่ง [1] ซ่ึงผูที่เห็นโจทยนี้ครั้ง

แรกมักจะรูสึกวาไมสามารถทําได โจทยนี้มีอยูวา ในรายการเกมโชวรายการหนึ่ง พิธีกรจะสุมเลือก

ตัวเลขสองตัวทีแ่ตกตางกันและซอนตัวเลขท้ังสองไวหลังประตูสองบาน จากนั้นพิธีกรอนุญาตใหผูเลน

เปดประตูบานใดบานหนึ่งเพ่ือดูตัวเลขหลังประตูบานนั้น ตอมาพิธีกรจะถามผูเลนวาตัวเลขหลังประตู

อีกบานหนึ่งมีคามากกวาหรือนอยกวาตัวเลขที่เห็นนี้ สิ่งที่นาสนใจและขัดตอความรูสึกของคนทั่วไป

คือ มีกลยุทธที่จะทําใหผูเลนตอบคําถามนี้ถูกตองดวยความนาเปนที่มากกวา 0.5 

มีการใหคําตอบของกลยุทธดังกลาวในหลายเว็บไซต เชน [1], [2] และ [3] เปนตน โดยที่

คําตอบเหลานี้ลวนแตกลาวในทํานองเดียวกันคือ สมมติให 𝑋 เปนตัวเลขหลังประตูบานที่เปดดู และ 

𝑌 เปนตัวเลขที่ซอนอยูหลังประตูอีกบาน กลยุทธที่วาคือ ไมวาจะกอนหรือหลังที่เราเห็นคาของ 𝑋 ให

ทําการสุมตัวเลข 𝐾 จากการแจกแจงแบบตอเนื่องที่ซัพพอรตของฟงกชันความหนาแนนของความ

นาจะเปนคือ ℝ เชน   

𝑓(𝑥) =  
𝑒   

𝜎  1 + 𝑒     
      , 𝑥 ∈  ℝ 

เมื่อ 𝜇 ∈ ℝ และ 𝜎 > 0 จากนั้นใหพิจารณาคาของ 𝑋 ถา 𝐾 < 𝑋 ใหผูเลนตอบวา 𝑌 มีคานอยกวา 𝑋 

แตถา 𝐾 > 𝑋 ใหผูเลนตอบวา 𝑌 มีคามากกวา 𝐾 

 นอกจากนี้ยังมีคําตอบที่มีความทั่วไปมากกวา [2] ซึ่งกลาววา ให 𝑋 เปนตัวเลขหลังประตูบาน

ที่เปดดู และ 𝑌 เปนตัวเลขที่ซอนอยูหลังประตูอีกบาน เราจะกําหนดฟงกชันหนึ่งขึ้นมาเพ่ือใชประกอบ

ในการตัดสินใจ โดยเมื่อเราเห็นคาของ 𝑋 แลว เราจะนําฟงกชันดังกลาวมาคํานวณคา ณ จุด 𝑋 แลว

ตัดสินใจวาจะตอบอยางไร เชน ให 𝑓(𝑋) แทนความนาจะเปนที่จะตอบวา 𝑌 มีคานอยกวา 𝑋 เรา

สามารถแสดงไดวา 𝑓 จะเปนฟงกชันเพิ่มโดยแท เนื่องจากในความเปนจริงเราไมรูวา 𝑋 มีคาที่เปนไป

ไดอะไรบาง เราจึงตองใหโดเมนของ 𝑓 เปน ℝ ดังนั้นฟงกชัน 𝑓 ที่แทนความนาจะเปนที่จะตอบวา

ตัวเลขหลังประตูอีกบานมีคานอยกวาตัวเลขทีเ่ห็น จะตองเปนฟงกชันที่เพ่ิมโดยแทจาก ℝ ไป [0,1] 

 ในโครงงานนี้ เราจะแบงการศึกษาเปนสวน ๆ โดยบทที่ 2 จะกลาวถึงบทนิยามและทฤษฎีบท

ที่ใชในโครงงานนี้ ในบทที่ 3 เราจะกลาวถึงกลยุทธที่ใชในการแกปญหาและการจําลองปญหาโดยมี

สวนประกอบที่สําคัญอยู 2 อยางคือ ฟงกชันที่กําหนดขึ้นมาเพื่อใชประกอบในการตัดสินใจ ซึ่งตอไป
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เราจะเรียกฟงกชันนี้วาฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจ และการแจกแจงที่ใชในการสุมคา 𝑋 และ 𝑌 ซึ่ง

ตอไปเราจะเรียกการแจกแจงนี้วาการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย จากนั้นในบทที่ 4 

เราจะอธิบายถึงการคํานวณความนาจะเปนที่จะตอบถูกตามกลยุทธที่ไดกลาวไวในบทที่ 3 ยิ่งไปกวา

นั้นในบทที่ 5  เราจะอธิบายถึงการจําลองการใชกลยุทธดังกลาวดวยกระบวนการมอนติคารโล เพ่ือ

ประมาณคาความนาจะเปนที่จะตอบถูกและสนับสนุนผลลัพธที่ไดจากบทที่ 4 สุดทายในบทที่ 6 เรา

จะสรุปผลที่ไดจากการศึกษาโครงงานนี้      
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บทที่ 2                                                            

ความรูพื้นฐานทางคณิตศาสตร 

 ในบทนี้เราจะกลาวถึงบทนิยามและทฤษฎีที่ใชในการศึกษาโครงงานนี้ ซึ ่งไดแก กฎของ  

ความนาจะเปนรวม, ตัวแปรสุม, คาคาดคะเนของตัวแปรสุม, ตัวแปรสุมตอเนื่องและตัวแปรสุมไม

ตอเนื่องที่เราจะใชในโครงงานนี้  

2.1 ความนาจะเปนแบบมีเงื่อนไข 

ทฤษฎีบท 2.1.1 [4] ให (Ω, ℱ,𝒫) เปนปริภูมิความนาจะเปน และ 𝐵 แทนเหตุการณใด ๆ โดยที่ 

𝑃(𝐵) > 0 กําหนดให 𝑃(∙ |𝐵):  ℱ → [0, 1]  กําหนดโดย 

𝑃(𝐴|𝐵) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)
𝑃(𝐵)

          เมื่อ 𝐴 ∈ ℱ 

จะไดวา 𝑃(∙ |𝐵) เปนเมเชอรความนาจะเปน   

ทฤษฎีบท 2.1.2 [4] กฎของความนาจะเปนรวม (law of total probability) ให Ω เปนปริภูมิ

ตัวอยาง และ 𝐵 ,𝐵 ,… , 𝐵  เปนเหตุการณใด ๆ โดยที่ ⋃ 𝐵 = Ω และ 𝐵 ∩ 𝐵 = ∅ สําหรับ    

ทุก 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2,… , 𝑛} ซ่ึง 𝑖 ≠ 𝑗 สําหรับเหตุการณ 𝐴 ใด ๆ จะไดวา 

𝑃(𝐴) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵 ) = 𝑃(𝐴|𝐵 )𝑃(𝐵 ) 

โดยที่สําหรับพจนที่ 𝑖 ในผลบวกซ่ึง 𝑃(𝐵 ) = 0 จะไมถูกคิดในผลบวกนี้ 

2.2 ตัวแปรสุม 

บทนิยาม 2.2.1 [4] ให (Ω, ℱ,𝒫) เปนปริภูมิความนาจะเปน เราจะกลาววา 𝑋 เปนตัวแปรสุม 

(random variable) ถา 𝑋 เป นฟงก ช ันคาจร ิงท ี ่ม ีโดเมนเปน Ω (นั่นค ือ 𝑋:  Ω → ℝ) และ 

𝑋 (𝐵) ∈ ℱ สําหรับ 𝐵 ∈ ℬ(ℝ) เมื่อ ℬ(ℝ) คือ เซตของโบเรลเซต (Borel set) ทั้งหมดใน ℝ   

บทนิยาม 2.2.2 [4] เราจะเรียกฟงกชัน 𝐹:  ℝ → [0,1] วา ฟงกชันการแจกแจงสะสม (cumulative 

distribution function: CDF) หร ือเร ียกโดยย อว า ฟงก ช ันการแจกแจง (distribution 

function) ของตัวแปรสุม 𝑋 ถาสําหรับจํานวนจริง 𝑥 ใด ๆ 

𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) 
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ทฤษฎีบท 2.2.3 [4] ให  𝐹:  ℝ → [0,1] จะไดวา มีตัวแปรสุม 𝑋 ซึ่ง 𝐹 เปนฟงกชันการแจกแจง   

ของ 𝑋 ก็ตอเมื่อ 

 1.  𝐹 เปนฟงกชันไมลด นั่นคือ ถา 𝑥 < 𝑥  แลว 𝐹(𝑥 ) ≤ 𝐹(𝑥 ) 

 2.  lim
→

𝐹(𝑥) = 1 และ lim
→

𝐹(𝑥) = 0 

 3.  𝐹 มีความตอเนื่องทางขวา นั่นคือ 

lim
→

𝐹(𝑥) = 𝐹(𝑥 )          ทุก 𝑥 ∈ ℝ 

บทนิยาม 2.2.4 [4] เราจะกลาววา ตัวแปรสุม 𝑋 เปนตัวแปรสุมไมตอเนื่อง (discrete random 

variable) ถาพิสัยของ 𝑋 เปนเซตนับได และเราเรียกฟงกชัน 𝑓:  ℝ → [0, 1] ที่กําหนดโดย 

𝑓(𝑥) = 𝑃(𝑋 = 𝑥) 

วาฟงกชันมวลความนาจะเปน (probability mass function, PMF) ของ 𝑋 

บทนิยาม 2.2.5 [4] เราจะกลาววา ตัวแปรสุม 𝑋 เปนตัวแปรสุมตอเนื่อง (continuous random 

variable) ถามีฟงกชัน 𝑓:  ℝ → [0,∞] ซึ่งมีสมบัติวา 

𝑃(𝑋 ∈ 𝐴) = 𝑓(𝑥)𝑑𝑥          สําหรับทุก 𝐴 ∈ ℬ(ℝ) 

โดยเราจะเรียกฟงกชัน 𝑓 วาฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปน (probability density 

function, PDF) ของตัวแปรสุม 𝑿 

บทนิยาม 2.2.6 [4] ให 𝑋 และ 𝑌 เปนตัวแปรสุมไมตอเนื่องบนปริภูมิตัวอยางเดียวกัน เราจะเรียก

ฟงกชัน 𝑓:  ℝ → [0, 1] ที่กําหนดโดย 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑃(𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦) 

วาฟงกชันความนาจะเปนรวม หรือ ฟงกชันมวลความนาเปนรวม (joint probability mass 

function) ของ 𝑿 และ 𝒀 และเราเรียกฟงกชัน 𝐹:  ℝ → [0, 1] ที่กําหนดโดย 

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦) = 𝑓(𝑠, 𝑡)           เมื่อ 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ 

วาฟงกชันการแจกแจงรวม (joint distribution function) ของ 𝑋 และ 𝑌 

บทนิยาม 2.2.7 [4] ให 𝑋 และ 𝑌 เปนตัวแปรสุมตอเนื่องบนปริภูมิตัวอยางเดียวกัน เราจะเรียก

ฟงกชัน 𝑓:  ℝ → [0,∞] ที่มีสมบัติวา 

𝑃 (𝑋, 𝑌) ∈ 𝐴 = 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
( , )∈

𝑑𝑦           เมื่อ 𝐴 ∈ ℬ(ℝ ) 

วาฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปน (joint probability density function) ของตัวแปร

สุม 𝑿 และ 𝒀 และเราเรียกฟงกชัน 𝐹:  ℝ → [0, 1] ที่กําหนดโดย 
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𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦) = 𝑓(𝑠, 𝑡)𝑑𝑠 𝑑𝑡
  

          เมื่อ 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ 

วาฟงกชันการแจกแจงรวม (joint distribution function) ของ 𝑿 และ 𝒀 

บทนิยาม 2.2.8 [4] เราจะกลาววาตัวแปรสุม 𝑋 และ 𝑌 ที่นิยามบนปริภูมิความนาจะเปนเดียวกันเปน

อิสระตอกัน (independent) ก็ตอเมื่อ สําหรับ 𝐴, 𝐵 ∈ ℬ(ℝ) ใด ๆ 

𝑃(𝑋 ∈ 𝐴, 𝑌 ∈ 𝐵) = 𝑃(𝑋 ∈ 𝐴)𝑃(𝑌 ∈ 𝐵) 

ถาตัวแปรสุม 𝑋 และ 𝑌 ไมเปนอิสระตอกัน เราจะกลาววา 𝑋 และ 𝑌 ขึ้นตอกัน (dependent) 

ทฤษฎีบท 2.2.9 [4] ตัวแปรสุม 𝑋 และ 𝑌 เปนอิสะตอกัน ก็ตอเมื่อ สําหรับจํานวนจริง 𝑥 และ 𝑦 ใด ๆ 

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝐹 (𝑥)𝐹 (𝑦) 

เมื่อ 𝐹  คือฟงกชันการแจกแจงรวมของ 𝑋 และ 𝑌, 

𝐹  คือฟงกชันการแจกแจงของ 𝑋 และ 

𝐹  คือฟงกชันการแจกแจงของ 𝑌  

ทฤษฎีบท 2.2.10 [4] ให 𝑋 และ 𝑌 เปนตัวแปรสุมไมตอเนื่อง จะไดวา 𝑋 และ 𝑌 เปนอิสระตอกัน       

ก็ตอเมื่อ 𝑃(𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦) = 𝑃(𝑋 = 𝑥)𝑃(𝑌 = 𝑦) สําหรับจํานวนจริง 𝑥 และ 𝑦 ใด ๆ    

2.3 คาคาดคะเน 

บทนิยาม 2.3.1 [4] ให 𝑋 เปนตัวแปรสุมใด ๆ  คาคาดคะเน (expected value) ของ 𝑋 ใชสัญลักษณ

แทนดวย 𝐸(𝑋) กําหนดโดย 

       1.  𝐸(𝑋) = 𝑥𝑓(𝑥)
∈  

 ถา  |𝑥|
∈  

𝑓(𝑥) < ∞ 

 เมื่อ 𝑋 เปนตัวแปรสุมไมตอเนื่อง ซึ่งมีฟงกชันความนาจะเปน 𝑓 

       2.  𝐸(𝑋) = 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥  ถา |𝑥|𝑓(𝑥)𝑑𝑥 < ∞ 

 เมื่อ 𝑋 เปนตัวแปรสุมตอเนื่อง ซึ่งมีฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปน 𝑓 

ถา ∑ |𝑥|∈  𝑓(𝑥) ลูออก เมื่อ 𝑋 เปนตัวแปรสุมไมตอเนื่อง หรือ ∫ |𝑥|𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ลูออก เมื่อ 𝑋 เปน

ตัวแปรสุมตอเนื่อง เราจะกลาววา ตัวแปรสุม 𝑋 ไมมีคาคาดคะเน 

ทฤษฎีบท 2.3.2 [4] ให 𝑋 เปนตัวแปรสุมใด ๆ และ 𝑔:ℝ → ℝ ซ่ึง 𝑔 ∘ 𝑋 เปนตัวแปรสุม จะไดวา 

       1.  𝐸(𝑔(𝑋)) =  𝑔(𝑥)𝑓(𝑥)
∈  

 ถา  |𝑔(𝑥)|
∈  

𝑓(𝑥) < ∞ 

 เมื่อ 𝑋 เปนตัวแปรสุมไมตอเนื่อง ซึ่งมีฟงกชันความนาจะเปน 𝑓 

       2.  𝐸(𝑔(𝑋)) = 𝑔(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥  ถา |𝑔(𝑥)|𝑓(𝑥)𝑑𝑥 < ∞ 

 เมื่อ 𝑋 เปนตัวแปรสุมตอเนื่อง ซึ่งมีฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปน 𝑓 
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ทฤษฎีบท 2.3.3 [4] ให 𝑋 เปนตัวแปรสุมซึ่งสามารถหาคาคาดคะเนได จะไดวา สําหรับคาคงตัว           

𝑎 และ 𝑏 ใด ๆ 

𝐸(𝑎𝑋 + 𝑏) = 𝑎𝐸(𝑋) + 𝑏 

บทนิยาม 2.3.4 [4] ให 𝐴 เปนเหตุการณใด ๆ เรานิยามตัวแปรสุม ퟙ : Ω → ℝ โดย        

ퟙ (𝜔) = 1, 𝜔 ∈ 𝐴
0, 𝜔 ∉ 𝐴 

ทฤษฎีบท 2.3.5 [4] 𝐸(ퟙ ) = 𝑃(𝐴) 

2.4 ตัวแปรสุมไมตอเนื่องที่เราสนใจ 

บทนิยาม 2.4.1 [4] เราจะเรียก 𝑋 วา ตัวแปรสุมแบรนูลลี (Bernoulli random variable) ที่มี

พารามิเตอร 𝑝 โดยที ่  0 < 𝑝 < 1 ใช ส ัญล ักษณแทนดวย  𝑋 ~ 𝐵𝑒𝑟(𝑝) ถา 𝑋 มีฟงก ช ันมวล        

ความนาจะเปน คือ  

𝑓(𝑥) = 𝑝 (1 − 𝑝) ,          𝑥 ∈ {0, 1} 

บทนิยาม 2.4.2 [4] เราจะเรียก 𝑋 วา ตัวแปรสุมทวินาม (binomial random variable) ที่มี

พารามิเตอร 𝑛 และ 𝑝 โดยที่ 0 < 𝑝 < 1 และ 𝑛 ∈ ℕ ใชสัญลักษณแทนดวย 𝑋 ~ 𝐵(𝑛, 𝑝) ถา 𝑋 มี

ฟงกชันมวลความนาจะเปน คือ 

𝑓(𝑥) = 𝑛
𝑥 𝑝 (1 − 𝑝) ,          𝑥 ∈ {0, 1, … , 𝑛} 

บทนิยาม 2.4.3 [4] เราจะเรียก 𝑋 วา ตัวแปรสุ มปวซง (Poisson random variable) ที ่มี

พารามิเตอร 𝜆 โดยที่ 𝜆 > 0 ใชสัญลักษณแทนดวย 𝑋 ~ 𝑃𝑜𝑖(𝜆) ถา 𝑋 มีฟงกชันมวลความนาจะเปน 

คือ 

𝑓(𝑥) =
𝑒 𝜆
𝑥!

,          𝑥 ∈ ℕ ∪ {0} 

2.5 ตัวแปรสุมตอเนื่องที่เราสนใจ 

บทนิยาม 2.5.1 [4] ให 𝑋 เปนตัวแปรสุมซึ่งมีฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปน 𝑓 กําหนดโดย 

𝑓(𝑥) =
, เมื่อ 𝛼 < 𝑥 < 𝛽

  0,    เมื่อ 𝑥 มีคาอ่ืน ๆ
  

โดยที่ 𝛼 และ 𝛽 เปนจํานวนจริงซึ ่ง 𝛼 < 𝛽 เราจะเรียก 𝑋 วา ตัวแปรสุ มเอกรูปบนชวง [𝜶, 𝜷] 

(uniform random variable on the interval [𝜶, 𝜷]) โดยใชสัญลักษณแทนดวย 𝑋 ~ 𝑈(𝛼, 𝛽) 
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ทฤษฎีบท 2.5.2 [4] ให 𝑋 เปนตัวแปรสุมเอกรูปบนชวง (𝛼, 𝛽) จะไดวาฟงกชันการแจกแจงของ 𝑋 

คือ 

𝐹(𝑥) =

{
 
 

 
 0, เมื่อ 𝑥 ≤ 𝛼
𝑥 − 𝛼
𝛽 − 𝛼

, เมื่อ 𝛼 < 𝑥 < 𝛽

1, เมื่อ 𝑥 ≥ 𝛽

 

ทฤษฎีบท 2.5.3 [4] ให 𝑋 เปนตัวแปรสุ มตอเนื่องที ่มี 𝐹 เปนฟงกชันการแจกแจง จะไดวา 
𝐹(𝑋) ~ 𝑈(0,1)     

บทนิยาม 2.5.4 [4] ให 𝑋 เปนตัวแปรสุมซึ่งมีฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปน 𝑓 กําหนดโดย 

𝑓(𝑥) =
√

𝑒  ,          𝑥 ∈ ℝ  

เราจะเรียก 𝑋 วา ตัวแปรสุ มปกติ (normal random variable) ที่มีพารามิเตอร 𝜇 ∈ ℝ และ 

𝜎 > 0 โดยใชส ัญลักษณแทนดวย  𝑋 ~ 𝑁(𝜇, 𝜎 ) ในกรณีที่  𝜇 = 0 และ 𝜎 = 1 เราจะเร ียก 

𝑋 ~ 𝑁(0,1) วาตัวแปรสุมปกติมาตรฐาน (standard normal random variable) 

บทนิยาม 2.5.5 [5] ฟงกชันคาคลาดเคลื่อน (error function) ของ 𝑥 ใชสัญลักษณแทนดวย erf (𝑥) 

นิยามโดย 

𝑒𝑟𝑓(𝑥) =
2
√𝜋

𝑒 𝑑𝑡 

ทฤษฎีบท 2.5.6 [6] ให 𝑋 เปนตัวแปรสุมปกต ิที่มีพารามิเตอร 𝜇 ∈ ℝ และ 𝜎 > 0 จะไดวาฟงกชัน

การแจกแจงของ 𝑋 คือ 

𝐹(𝑥) =
1
2
1 + 𝑒𝑟𝑓 

𝑥 − 𝜇
𝜎√2

 

บทนิยาม 2.5.7 [4] ให 𝑋 เปนตัวแปรสุมซึ่งมีฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปน 𝑓 กําหนดโดย 

𝑓(𝑥) =
𝜆𝑒 เมื่อ 𝑥 ≥ 0

0 เมื่อ 𝑥 < 0
 

โดยที่ 𝜆 เปนจํานวนจริงบวกใด ๆ เราจะเรียก 𝑋 วา ตัวแปรสุมเลขชี้กําลัง (exponential random 

variable) ที่มีพารามิเตอร 𝜆 โดยใชสัญลักษณแทนดวย 𝑋 ~ 𝐸𝑥𝑝(𝜆) 

ทฤษฎีบท 2.5.8 [4] ให 𝑋 เปนตัวแปรสุมเลขชี้กําลัง ที่มีพารามิเตอร 𝜆 จะไดวาฟงกชันการแจกแจง

ของ 𝑋 คือ 

𝐹(𝑥) = 1 − 𝑒 เมื่อ 𝑥 ≥ 0
0 เมื่อ 𝑥 < 0
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บทที่ 3                                                                 

กลยุทธในการแกปญหาและการจําลองปญหา 

จากการศึกษาปญหาและกลยุทธในการแกปญหาจากเอกสารอางอิง [1], [2] และ [3] โดยที่

คําตอบเหลานี้ลวนแตกลาวในทํานองเดียวกัน คือสมมติให 𝑋 เปนตัวเลขหลังประตูบานที่เปดดู และ 

𝑌 เปนตัวเลขที่ซอนอยูหลังประตูอีกบาน ซึ่ง 𝑋 และ 𝑌 มีคาแตกตางกัน กลยุทธที่วาคือ ไมวาจะกอน

หรือหลังที่เราเห็นคาของ 𝑋 ใหทําการสุมตัวเลข 𝐾 จากการแจกแจงแบบตอเนื่องที่ซัพพอรตของ

ฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนคือ ℝ จากนั้นใหพิจารณาคาของ 𝑋 ถา 𝐾 < 𝑋 ใหผูเลน

ตอบวา 𝑌 มีคานอยกวา 𝑋 แตถา 𝐾 > 𝑋 ใหผูเลนตอบวา 𝑌 มีคามากกวา 𝑋  

กําหนดให 𝑀 เปนจํานวนที่มากที่สุดระหวาง 𝑋 และ 𝑌 นั่นคือ 𝑀 = 𝑚𝑎𝑥(𝑋, 𝑌) 

 𝑀 เปนจํานวนที่นอยท่ีสุดระหวาง 𝑋 และ 𝑌 นั่นคือ 𝑀 = 𝑚𝑖𝑛(𝑋, 𝑌) 

 𝐴  แทนเหตุการณท่ี 𝐾 < 𝑀 

 𝐴  แทนเหตุการณท่ี 𝐾 = 𝑀 

 𝐴  แทนเหตุการณท่ี 𝑀 < 𝐾 < 𝑀 

 𝐴  แทนเหตุการณท่ี 𝐾 = 𝑀 

 𝐴  แทนเหตุการณท่ี 𝐾 > 𝑀 

  𝐵 แทนเหตุการณท่ีตอบคําถามไดถูกตอง 

 𝐶  แทนเหตุการณท่ีเปดประตูบานแรกแลวเห็นคาของ 𝑀 

 𝐶  แทนเหตุการณท่ีเปดประตูบานแรกแลวเห็นคาของ 𝑀 

  Ω แทนปริภูมิตัวอยาง 

สังเกตวา Ω = 𝐶 ∪ 𝐶 , Ω = 𝐴 ∪ 𝐴 ∪ 𝐴 ∪ 𝐴 ∪ 𝐴 , 𝐶 ∩ 𝐶 = ∅ และ 𝐴 ∩ 𝐴 = ∅ 

ทุก 𝑖 ≠ 𝑗 จะไดวา 𝐶 , 𝐶  และ {𝐴 , 𝐴 , 𝐴 , 𝐴 , 𝐴 } เปนผลแบงกั้นของ Ω       

ดังนั้น 𝑃(𝐴 ) + 𝑃(𝐴 ) + 𝑃(𝐴 ) + 𝑃(𝐴 ) + 𝑃(𝐴 ) = 1 เนื่องจาก 𝐾 มีการแจกแจงแบบตอเนื่อง

ที่ซัพพอรตของฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนคือ ℝ จะไดวา 𝑃(𝐴 ), 𝑃(𝐴 ) และ 𝑃(𝐴 ) 

มากกวา 0 และ 𝑃(𝐴 ) = 𝑃(𝐴 ) = 0 นั่นคือ   

 𝑃(𝐴 ) + 𝑃(𝐴 ) + 𝑃(𝐴 ) = 1 (3.1) 
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 เนื่องจากตัวแปรสุม 𝐾 ไมขึ ้นกับเหตุการณที่เปดประตูบานแรกแลวเห็นคาของ 𝑀 และ

เหตุการณที่เปดประตูบานแรกแลวเห็นคาของ 𝑀 เพราะฉะนั้น {𝐴 , 𝐴 , 𝐴 } เปนอิสระตอกันกับ 
𝐶 , 𝐶   

 เนื่องจากการสุมเลือกเปดประตูมีโอกาสที่จะเห็นคา 𝑀 และ 𝑀 เทา ๆ กัน นั่นคือ  

𝑃 𝐶 = 𝑃 𝐶 =
1
2
 

ดังนั้น 𝑃 𝐶 𝐴  = 𝑃 𝐶 =  เมื่อ 𝑖 = 1, 3, 5 

 𝑃 𝐶 𝐴  = 𝑃 𝐶 =  เมื่อ 𝑖 = 1, 3, 5 
เราจะแสดงวากลยุทธนี้มีความนาจะเปนที่จะตอบถูกมากกวา 0.5 

 พิจารณาเหตุการณตาง ๆ สําหรับคาท่ีเปนไปไดของ 𝐾 ได 5 กรณ ี      

1. เหตุการณ 𝐴  ซึ่งเปนเหตุการณท่ี 𝐾 < 𝑀 < 𝑀 

 สังเกตวา 𝑃 𝐵 𝐴 ∩ 𝐶 = 0 เพราะเมื่อกําหนดใหเราเปดประตูบานแรกแลวเห็นคา 𝑀 

เนื่องจากในกรณีนี้ 𝐾 ที่สุมไดมีคานอยกวา 𝑀 เราจะตอบคําถามวา 𝑀 นอยกวา 𝑀 ซึ่งเปนคําตอบที่

ผิด ในทํานองเดียวกันจะไดวา 𝑃 𝐵 𝐴 ∩ 𝐶 = 1 เพราะเมื่อกําหนดใหเราเปดประตูบานแรกแลว

เหน็คา 𝑀 เนื่องจากในกรณีนี้ 𝐾 ที่สุมไดมีคานอยกวา 𝑀 เราจะตอบคําถามวา 𝑀 นอยกวา 𝑀 ซึ่งเปน

คําตอบที่ถูกเราจะไดวา 

  𝑃(𝐵|𝐴 ) = 𝑃 𝐵 ∩ 𝐶 𝐴 + 𝑃 𝐵 ∩ 𝐶 𝐴  

   = 𝑃 𝐶 𝐴 𝑃 𝐵 𝐴 ∩ 𝐶 + 𝑃 𝐶 𝐴 𝑃 𝐵 𝐴 ∩ 𝐶  

   = 𝑃 𝐶 ∙ 0 + 𝑃 𝐶 ∙ 1 

   = ∙ 0 + ∙ 1 

   =  

2. เหตุการณ 𝐴  ซึ่งเปนเหตุการณท่ี 𝐾 = 𝑀 

 เนื่องจาก 𝑃(𝐴 ) = 0 และ 𝐵 ∩ 𝐴 ⊆ 𝐴  เราจะไดวา 𝑃(𝐵 ∩ 𝐴 ) = 0    

3. เหตุการณ 𝐴  ซึ่งเปนเหตุการณท่ี 𝑀 < 𝐾 < 𝑀 

 สังเกตวา 𝑃 𝐵 𝐴 ∩ 𝐶 = 1 เพราะเมื่อกําหนดใหเราเปดประตูบานแรกแลวเห็นคา 𝑀 

เนื่องจากในกรณีนี้ 𝐾 ที่สุมไดมีคามากกวา 𝑀 เราจะตอบคําถามวา 𝑀 มากกวา 𝑀 ซึ่งเปนคําตอบที่

ถูก ในทํานองเดียวกันจะไดวา 𝑃 𝐵 𝐴 ∩ 𝐶 = 1 เพราะเมื่อกําหนดใหเราเปดประตูบานแรกแลว

เห็นคา 𝑀 เนื่องจากในกรณีนี้ 𝐾 ที่สุมไดมีคานอยกวา 𝑀 เราจะตอบคําถามวา 𝑀 นอยกวา 𝑀 ซึ่งเปน

คําตอบที่ถูก เราจะไดวา  
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     𝑃(𝐵|𝐴 ) = 𝑃 𝐵 ∩ 𝐶 𝐴 + 𝑃 𝐵 ∩ 𝐶 𝐴  

  = 𝑃 𝐶 𝐴 𝑃 𝐵 𝐴 ∩ 𝐶 + 𝑃 𝐶 𝐴 𝑃 𝐵 𝐴 ∩ 𝐶  

  = 𝑃 𝐶 ∙ 1 + 𝑃 𝐶 ∙ 1 

  = ∙ 1 + ∙ 1 

  = 1  

4. เหตุการณ 𝐴  ซึ่งเปนเหตุการณท่ี 𝐾 = 𝑀 

 เนื่องจาก 𝑃(𝐴 ) = 0 และ 𝐵 ∩ 𝐴 ⊆ 𝐴  เราจะไดวา 𝑃(𝐵 ∩ 𝐴 ) = 0    

5. เหตุการณ 𝐴  ซึ่งเปนเหตุการณท่ี 𝑀 < 𝑀 < 𝐾 

 สังเกตวา 𝑃 𝐵 𝐴 ∩ 𝐶 = 1 เพราะเมื่อกําหนดใหเราเปดประตูบานแรกแลวเห็นคา 𝑀 

เนื่องจากในกรณีนี้ 𝐾 ที่สุมไดมีคามากกวา 𝑀 เราจะตอบคําถามวา 𝑀 มากกวา 𝑀 ซึ่งเปนคําตอบที่

ถูก ในทํานองเดียวกันจะไดวา 𝑃 𝐵 𝐴 ∩ 𝐶 = 0 เพราะเมื่อกําหนดใหเราเปดประตูบานแรกแลว

เห็นคา 𝑀 เนื่องจากในกรณีนี้ 𝐾 ที่สุมไดมีคามากกวา 𝑀 เราจะตอบคําถามวา 𝑀 มากกวา 𝑀 ซึ่งเปน

คําตอบที่ผิดเราจะไดวา 

 𝑃(𝐵|𝐴 ) = 𝑃 𝐵 ∩ 𝐶 𝐴 + 𝑃(𝐵 ∩ 𝐶 |𝐴 ) 

  = 𝑃 𝐶 𝐴 𝑃 𝐵 𝐴 ∩ 𝐶 + 𝑃 𝐶 𝐴 𝑃 𝐵 𝐴 ∩ 𝐶  

  = 𝑃 𝐶 ∙ 1 + 𝑃 𝐶 ∙ 0 

  = ∙ 1 + ∙ 0 

  = 1
2
  

 เน ื ่องจาก {𝐴 , 𝐴 , 𝐴 , 𝐴 , 𝐴 } เป นผลแบงก ั ้นของ Ω  โดยทฤษฎีบท 2.1.2 กฎของ      

ความนาจะเปนรวม จะไดวา 

 𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐵 ∩ 𝐴 ) + 𝑃(𝐵 ∩ 𝐴 ) + 𝑃(𝐵 ∩ 𝐴 ) + 𝑃(𝐵 ∩ 𝐴 ) + 𝑃(𝐵 ∩ 𝐴 ) 

  = 𝑃(𝐵|𝐴 )𝑃(𝐴 ) + 0 + 𝑃(𝐵|𝐴 )𝑃(𝐴 ) + 0 + 𝑃(𝐵|𝐴 )𝑃(𝐴 ) 

  = ∙ 𝑃(𝐴 ) + 1 ∙ 𝑃(𝐴 ) + ∙ 𝑃(𝐴 ) 

  = ∙ 𝑃(𝐴 ) + ∙ 𝑃(𝐴 ) + ∙ 𝑃(𝐴 ) + ∙ 𝑃(𝐴 ) 

 = ∙ 𝑃(𝐴 ) + ∙ [𝑃(𝐴 ) + 𝑃(𝐴 ) + 𝑃(𝐴 )] 

จากสมการที่ (3.1) และเนื่องจาก 𝑃(𝐴 ) > 0  จะไดวา 

𝑃(𝐵) =
1
2
∙ 𝑃(𝐴 ) +

1
2
                                                       (3.2) 

>
1
2
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นั่นคือ ความนาจะเปนที่จะตอบถูกมากกวา 0.5   

 นอกจากนี้ยังมีกลยุทธที่มีความท่ัวไปมากกวา [2] ซึ่งกลาววา ให 𝑋 เปนตัวเลขหลังประตูบาน

ที่เปดดู และ 𝑌 เปนตัวเลขที่ซอนอยูหลังประตูอีกบาน โดย 𝑋 และ 𝑌 สุมมาจากการแจกแจงความ

นาจะเปนที่ใชในการสุมโจทยซึ่งมีคาแตกตางกัน และกําหนดฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจ เมื่อสุมเปด

ประตูแลวเห็นคา 𝑋 จากนั้นคํานวณคาของฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจ ณ จุด 𝑋 แลวจึงตัดสินใจวาจะ

ตอบอยางไร 

3.1  ฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจ  

 สมมติให 𝑊 เปนตัวเลขหลังประตูบานที่เปดดู และกําหนดให 𝑰(𝑾) เปนฟงกชันความ

นาจะเปนที่จะตอบวาตัวเลขหลังประตูอีกบานหนึ่งมีคานอยกวา 𝑾 เนื่องจากในความเปนจริงเรา

ไมรูวา 𝑊 มีคาที่เปนไปไดอะไรบาง เราจึงตองใหโดเมนของ 𝐼 เปน ℝ และเนื่องจากความนาจะเปนมี
คาอยูระหวาง 0 และ 1 ดังนั้น 𝐼:ℝ → [0,1]  

 เนื่องจาก 𝐼(𝑊) เปนตัวแปรสุมเราจึงสนใจที่จะหาคา 𝐸(𝐼(𝑊)) ซึ่งคือ คาคาดคะเนของ

ความนาจะเปนที่จะตอบวาตัวเลขหลังประตูอีกบานหนึ่งมีคานอยกวาตัวเลขหลังประตูบานที่เปดดู 

สังเกตวา 𝑊 อาจจะเปน 𝑀 หรือ 𝑀 ก็ได ในทางทฤษฎีแลวให 𝐶  แทนเหตุการณที่เปดประตูบาน

แรกแลวเห็นคาของ 𝑊 และ 𝐻  แทนเหตุการณที่จะตอบวาตัวเลขหลังประตูอีกบานหนึ่งมีคา     

นอยกวา 𝑊 จะไดวา 

𝐸 𝐼(𝑊) = 𝑃(𝐻 |𝐶 ) 

 ดังนั้น       𝐸 𝐼 𝑀 = 𝑃 𝐵 𝐶  

 และ          𝐸 𝐼 𝑀 = 𝑃 𝐵 𝐶  

จะไดวา 

  𝑃(𝐵)  = 𝑃 𝐵 ∩ 𝐶 + 𝑃 𝐵 ∩ 𝐶  

 = 𝑃 𝐶 𝑃 𝐵 𝐶 + 𝑃 𝐶 1 − 𝑃 𝐵 𝐶  

 = 𝐸 𝐼 𝑀 + 1 − 𝐸 𝐼 𝑀  

 = + 𝐸 𝐼 𝑀 − 𝐼 𝑀   (3.3) 

ซึ่งสําหรับปญหาดังกลาวเราตองการความนาจะเปนที่จะตอบคําถามถูกมากกวา 0.5 นั่นคือตองการ

ให 𝑃(𝐵) >  ดังนั้นเราตองการฟงกชัน 𝐼 ที่ทําให 𝐸 𝐼 𝑀 − 𝐼 𝑀 > 0 ไมวา 𝑋 และ 𝑌 จะมีการ

แจกแจงใดก็ตาม        
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 สังเกตวา 𝑀 > 𝑀  เนื่องจาก 𝑀 = 𝑚𝑎𝑥(𝑋, 𝑌), 𝑀 = 𝑚𝑖𝑛(𝑋, 𝑌)  และ 𝑋 ≠ 𝑌 เราจะแสดง

วา 𝐼: ℝ → [0,1] เปนฟงกชันเพิ่มโดยแท ก็ตอเมื่อ 𝐸 𝐼 𝑀 − 𝐼 𝑀 > 0 สําหรับทุกการแจกแจง

ของ 𝑋 และ 𝑌       

พิสูจน  (⇒)  สมมต ิ𝐼:ℝ → [0,1] เปนฟงกชันเพ่ิมโดยแท จาก 𝑀 > 𝑀 จะไดวา 𝐼 𝑀 − 𝐼 𝑀 > 0

ดังนั้น 𝐸 𝐼 𝑀 − 𝐼 𝑀 > 0 

(⇐) เราจะพิสูจนโดยใชว ิธ ีแยงสลับที่  สมมติ 𝐼:ℝ → [0,1] ไมเปนฟงกชันเพิ ่มโดยแท ดังนั้น            

มี 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ ซึ่ง 𝑎 < 𝑏 และ 𝐼(𝑎) ≥ 𝐼(𝑏) เลือก 𝑋 และ 𝑌 ใหเปนตัวแปรสุมคาคงที่ 𝑋 = 𝑎 และ 

𝑌 = 𝑏  ดังนั ้น 𝑀 = 𝑚𝑎𝑥(𝑋, 𝑌) = 𝑏 และ 𝑀 = 𝑚𝑖𝑛(𝑋, 𝑌) = 𝑎 จะไดวา 𝐸 𝐼 𝑀 − 𝐼 𝑀 =

𝐸 𝐼(𝑏) − 𝐼(𝑎) ≤ 0 

 ในทํานองเดียวกัน สมมติให 𝑊 เปนตัวเลขหลังประตูบานที่เปดดู และกําหนดให 𝑫(𝑾) 

เปนฟงกชันความนาจะเปนที่จะตอบวาตัวเลขหลังประตูอีกบานหนึ่งมีคามากกวา 𝑾 เนื่องจากใน

ความเปนจริงเราไมรูวา 𝑊 มีคาที่เปนไปไดอะไรบาง เราจึงตองใหโดเมนของ 𝐷 เปน ℝ และเนื่องจาก
ความนาจะเปนมีคาอยูระหวาง 0 และ 1 ดังนั้น 𝐷:ℝ → [0,1]  

 เนื่องจาก 𝐷(𝑊) เปนตัวแปรสุมเราจึงสนใจที่จะหาคา 𝐸(𝐷(𝑊)) ซึ่งคือ คาคาดคะเนของ

ความนาจะเปนที่จะตอบวาตัวเลขหลังประตูอีกบานหนึ่งมีคามากกวาตัวเลขหลังประตูบานที่เปดดู 

สังเกตวา 𝑊 อาจจะเปน 𝑀 หรือ 𝑀 ก็ได ในทางทฤษฎีแลวให 𝐶  แทนเหตุการณที่เปดประตูบาน

แรกแลวเห็นคาของ 𝑊 และ 𝐽  แทนเหตุการณที ่จะตอบวาตัวเลขหลังประตูอีกบานหนึ่งมีคา   

มากกวา 𝑊 จะไดวา 

𝐸 𝐷(𝑊) = 𝑃(𝐽 |𝐶 ) 

 ดังนั้น       𝐸 𝐷 𝑀 = 𝑃 𝐵 𝐶  

 และ          𝐸 𝐷 𝑀 = 𝑃 𝐵 𝐶  

จะไดวา 
 𝑃(𝐵)  = 𝑃 𝐵 ∩ 𝐶 + 𝑃 𝐵 ∩ 𝐶  

 = 𝑃 𝐶 1 − 𝑃 𝐵 𝐶 + 𝑃 𝐶 𝑃 𝐵 𝐶  

  = 1− 𝐸 𝐷 𝑀 + 𝐸 𝐷 𝑀  

 = + 𝐸 𝐷 𝑀 − 𝐷 𝑀   (3.4) 

ซึ่งสําหรับปญหาดังกลาวเราตองการความนาจะเปนที่จะตอบคําถามถูกมากกวา 0.5 นั่นคือตองการ

ให 𝑃(𝐵) >  ดังนั้นเราตองการฟงกชัน 𝐷 ที่ทําให 𝐸 𝐷 𝑀 − 𝐷 𝑀 > 0 ไมวา 𝑋 และ 𝑌 จะมี

การแจกแจงใดก็ตาม 
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 สังเกตวา 𝑀 > 𝑀  เนื่องจาก 𝑀 = 𝑚𝑎𝑥(𝑋, 𝑌), 𝑀 = 𝑚𝑖𝑛(𝑋, 𝑌)  และ 𝑋 ≠ 𝑌 เราจะแสดง

วา 𝐷:ℝ → [0,1] เปนฟงกชันลดโดยแท ก็ตอเมื่อ 𝐸 𝐷 𝑀 − 𝐷 𝑀 > 0 สําหรับทุกการแจกแจง

ของ 𝑋 และ 𝑌       

พิสูจน  (⇒) สมมติ 𝐷:ℝ → [0,1] เปนฟงกชันลดโดยแท จาก 𝑀 > 𝑀 จะไดวา 𝐷 𝑀 − 𝐷 𝑀 > 0

ดังนั้น 𝐸 𝐷 𝑀 − 𝐷 𝑀 > 0 

(⇐)  เราจะพิสูจนโดยใชวิธีแยงสลับที่ สมมติ 𝐷:ℝ → [0,1] ไมเปนฟงกชันลดโดยแท ดังนั ้นมี 

𝑎, 𝑏 ∈ ℝ ซึ ่ง 𝑎 < 𝑏 และ 𝐷(𝑎) ≤ 𝐷(𝑏) เลือก 𝑋 และ 𝑌 ใหเปนตัวแปรสุ มคาคงที ่ 𝑋 = 𝑎 และ 

𝑌 = 𝑏 ดังนั้น 𝑀 = 𝑚𝑎𝑥(𝑋, 𝑌) = 𝑏 และ 𝑀 = 𝑚𝑖𝑛(𝑋, 𝑌) = 𝑎 จะไดวา 𝐸 𝐷 𝑀 − 𝐷 𝑀 =

𝐸 𝐷(𝑎) − 𝐷(𝑏) ≤ 0                   

 หากเรานึกยอนไปถึงกลยุทธแรกที่ให 𝑋 เปนตัวเลขหลังประตูบานที่เปดดู และ 𝑌 เปนตัว

เลขที่ซอนอยูหลังประตูอีกบาน โดย 𝑋 และ 𝑌 สุมมาจากการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุม

โจทยซึ ่งมีคาแตกตางกัน แลวทําการสุมตัวเลข 𝐾 จากการแจกแจงแบบตอเนื่องที่ซัพพอรตของ

ฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนคือ ℝ จากนั้นใหพิจารณาคาของ 𝐾 ถา 𝐾 < 𝑋 ใหผูเลน

ตอบวา 𝑌 มีคานอยกวา 𝑋 แตถา 𝐾 > 𝑋 ใหผูเลนตอบวา 𝑌 มีคามากกวา 𝑋 จะไดวากลยุทธที่วานี้

สอดคลองกับกลยุทธที่กําหนดฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจ 𝐼: ℝ → [0,1] ใหเปนฟงกชันเพิ่มโดยแท 

เนื่องจากเหตผุลตอไปนี้ 

 จากสมการที่ (3.2) และ (3.3) และจาก 𝐾 เปนตัวแปรสุมตอเนื่อง จะไดวา   

                               𝐸 𝐼 𝑀 − 𝐼 𝑀 = 𝑃(𝐴 ) 

                                                                  = 𝑃 𝑀 ≤ 𝐾 ≤ 𝑀  

                                                                  = 𝑃 𝐾 ≤ 𝑀 − 𝑃 𝐾 ≤ 𝑀  

เนื่องจาก 𝐾 เปนตัวแปรสุมตอเนื่องที่ซัพพอรตของฟงกชันความหนาแนความนาจะเปนคือ ℝ จะไดวา 

𝐹  ตองเปนฟงกชันเพ่ิมโดยแท เมื่อ 𝐹  คือฟงกชันการแจกแจงของ 𝐾 โดยทฤษฎีบท 2.5.3 จะไดวา 

                   𝑃 𝐾 ≤ 𝑀 − 𝑃 𝐾 ≤ 𝑀 = 𝑃 𝐹 (𝐾) ≤ 𝐹 𝑀 − 𝑃 𝐹 (𝐾) ≤ 𝐹 𝑀  

                                                                  = 𝑃 𝑈 ≤ 𝐹 𝑀 − 𝑃 𝑈 ≤ 𝐹 𝑀  

                                                                  = 𝐸 𝐹 𝑀 − 𝐸 𝐹 𝑀  

                                                                  = 𝐸 𝐹 𝑀 − 𝐹 𝑀  

เมื่อ 𝑈 ~𝑈(0, 1) ดังนั้นถา 𝐼 = 𝐹  จะไดวากลยุทธที่วานี้สอดคลองกับกลยุทธที่กําหนดฟงกชันที่ใช

ในการตัดสินใจ 𝐼: ℝ → [0,1] ใหเปนฟงกชันเพิ่มโดยแท 
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 เนื่องจาก 𝐹  เปนฟงกชันเพ่ิมโดยแท ซึ่งม ี lim
→

𝐹 (𝑥) = 1,
 
lim
→

𝐹 (𝑥) = 0 และ 𝐹  เปน

ฟงกชันตอเนื่อง แตในขณะที่ฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจ 𝐼 สามารถเปนฟงกชันที่ตอเนื่องหรือไม

ตอเนื่องก็ได หรือแมกระทั่ง lim
→

𝐼(𝑥) ≠ 0 หรือ lim
→

𝐼(𝑥) ≠ 1 ก็ได ขอเพียงแค 𝐼:  ℝ → [0,1] 

เปนฟงกชันเพิ่มโดยแท ดังนั้นกลยุทธที่กําหนดฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจ 𝐼 เปนกลยุทธที่มีความ

ทั่วไปมากกวา ยิ่งไปกวานั้นเรายังสามารถขยายกลยุทธตอไปไดวาสามารถกําหนดฟงกชันที่ใชในการ

ตัดสินใจเปน 𝐷:  ℝ → [0,1] ซึ่งเปนฟงกชันลดโดยแทไดเชนกัน 

ตัวอยางที่ 1 ใหฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจ คือ 𝐼(𝑥) = 1 + 
   | |

  ซึ่งเปนฟงกชันเพิ่ม 

สมมตติัวเลขหลังประตูบานที่เปดดู 𝑊 = 1234.5678 

 𝐼(1234.5678) = 1 + .
   | . |    

 = 1 + .
.  

     

 =      (≈ 0.9995953277) 

กลยุทธที่จะใชในการตอบคําถามคือ เราจะใชความนาจะเปนที่จะตอบวาตัวเลขที่อยูหลังประตูอีกบาน

หนึ ่งม ีค านอยกว า 1234.5678 เท าก ับ  โดยทําการส ุ มโดยใช ต ัวแปรสุ มแบร น ูลลี  

𝑍 ~ 𝐵𝑒𝑟     

ถา 𝑍 = 0 จะตอบวาตัวเลขหลังประตูอีกบานหนึ่งมีคามากกวา 1234.5678 

แตถา 𝑍 = 1 จะตอบวาตัวเลขหลังประตูอีกบานหนึ่งมีคานอยกวา 1234.5678 

ตัวอยางที่ 2 ใหฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจ คือ 𝐷(𝑥) =
1 +  ; 𝑥 < 0

 
  

        ; 𝑥 ≥ 0
 ซึ่งเปนฟงกชันลด 

สมมตติัวเลขหลังประตูบานที่เปดดู 𝑊 = 9159.264 

 𝐷(9159.264) = 
.   

      

 =      (≈ 0.0001091492861) 

กลยุทธที่จะใชในการตอบคําถามคือ เราจะใชความนาจะเปนที่จะตอบวาตัวเลขที่อยูหลังประตู       

อีกบานหนึ่งมีคานอยกวา 9159.264 เทากับ  โดยทําการสุ มโดยใชตัวแปรสุ มแบรนูลลี

𝑍 ~ 𝐵𝑒𝑟     

ถา 𝑍 = 0 จะตอบวาตัวเลขหลังประตูอีกบานหนึ่งมีคานอยกวา 9159.264 

แตถา 𝑍 = 1 จะตอบวาตัวเลขหลังประตูอีกบานหนึ่งมีคามากกวา 9159.264 
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 จะเห็นวาฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจ 𝐼 และ 𝐷 สามารถที่จะกําหนดเปนฟงกชันอะไรก็ไดแต

ตองเปนฟงกชันเพิ่มโดยแทหรือฟงกชันลดโดยแทเพราะจากสมการที่ (3.3) และ (3.4) จะเห็นไดวา

ความนาจะเปนที่จะตอบถูกจะมากกวา 0.5 เสมอ แตจะมีคามากกวามากหรือนอยนั้นขึ้นอยู กับ

ฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจที่ ซึ่งเราจะเลือกฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจ สําหรับใชในการคํานวณตาม

กลยุทธที่มีความทั่วไปมากกวานี้ในหัวขอที่ 4 และการจําลองการใชกลยุทธที่มีความทั่วไปมากกวานี้ใน

หัวขอที่ 5 ดังตอไปนี้ 

   𝐼 (𝑥)  =  
1
2
+
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (𝑥)

𝜋
    𝐷 (𝑥)  =   

1
2
−
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (𝑥)

𝜋
 

   𝐼 (𝑥)  =  1 − 
1

1 +  𝑒
    𝐷 (𝑥)  =  1 − 

1

1 +  𝑒  
 

   𝐼 (𝑥)  =  
1
2
1 + 

𝑥
1 +   |𝑥|

     𝐷 (𝑥)  =  
1
2
 1 −

𝑥
1 +   |𝑥|

  

   𝐼 (𝑥)  =

{
 
 

 
 

1
5
2 − 𝑥

; 𝑥 < 0

1 – 
1

𝑥 +  52

; 𝑥 ≥ 0
    𝐷 (𝑥)  =

{
 
 

 
 1 +  

1

𝑥 − 52

; 𝑥 < 0

1

𝑥 + 52

; 𝑥 ≥ 0
 

   𝐼 (𝑥)  =

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑒 − 1

2𝑒
; 𝑥 < −1

𝑥 + 5
10

; −1 ≤ 𝑥 < 0
𝑥 + 11
20

; 0 ≤ 𝑥 < 1

1 −
𝑒 − 1
2𝑒

; 𝑥 ≥ 1

    𝐷 (𝑥)  =

{
 
 
 
 

 
 
 
 1 −

𝑒 − 1
2𝑒

; 𝑥 < −1

5 − 𝑥
10

 ; −1 ≤ 𝑥 < 0
9 − 𝑥
20

; 0 ≤ 𝑥 < 1

𝑒 − 1
2𝑒

; 𝑥 ≥ 1

 

ซึ่งฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจเหลานี้มีกราฟเปนดังภาพที่ 3.1 

3.2  การแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย 

 ในหัวขอนี้เราจะศึกษาการแจกแจงของ 𝑀 และ 𝑀 สําหรับใชในการคํานวณตามกลยุทธที่มี

ความทั่วไปมากกวาในบทที่ 4 และการจําลองการใชกลยุทธที่มีความทั่วไปมากกวาในบทที่ 5 เมื่อให 

𝑋 และ 𝑌 เปนตัวเลขสองตัวที่แตกตางกัน ที่ซอนไวหลังประตูสองบานทีสุ่มมาจากการแจกแจงรวมกัน

ของ 𝑋 และ 𝑌 ที่มีเง่ือนไข 𝑋 ≠ 𝑌               

 ตอไปนี้สําหรับตัวแปรสุมตอเนื่องหรือไมตอเนื่อง 𝑉 ใด ๆ เชน 𝑋, 𝑌,𝑀,𝑀  เราจะให   

  𝐹  แทนฟงกชันการแจกแจงของตัวแปรสุม 𝑉  

  𝑓  แทนฟงกชันความนาจะเปนของตัวแปรสุม 𝑉  
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 ในโครงงานนี้เราจะพิจารณาชนิดตัวแปรสุมของ 𝑋 และ 𝑌 เพียง 2 กรณี ไดแก กรณีท่ี 𝑋 และ 

𝑌 เปนตัวแปรสุมตอเนื่อง และกรณีท่ี 𝑋 และ 𝑌 เปนตัวแปรสุมไมตอเนื่อง    

3.2.1 𝑿 และ 𝒀 เปนตัวแปรสุมตอเนื่อง  

 เราสามารถหาฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนของตัวแปรสุ ม 𝑀 ได คือ สําหรับ 

𝑎 ∈ ℝ ใด ๆ 

 𝑓 (𝑎) = 𝑃 𝑀 ≤ 𝑎  

  = 𝑃(max (𝑋, 𝑌) ≤ 𝑎)  

  = 𝑃({X ≤ 𝑎} ∩ {Y ≤ 𝑎})  

  = 𝑃(X ≤ 𝑎)𝑃(Y ≤ 𝑎)  

  = 𝐹 (𝑎)𝐹 (𝑎)  

  = 𝑓 (𝑎)𝐹 (𝑎) + 𝑓 (𝑎)𝐹 (𝑎)  (3.5) 

 และหาฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนของตัวแปรสุม 𝑀 ได คือ สําหรับ 𝑎 ∈ ℝ ใด ๆ   

 𝑓 (𝑎)  = 𝑃 𝑀 ≤ 𝑎  

  = 1 − 𝑃(min(𝑋, 𝑌) > 𝑎)  

   = − 𝑃(min(𝑋, 𝑌) > 𝑎)  

  = − 𝑃({X > 𝑎} ∩ {Y > 𝑎})  

  = − 𝑃(𝑋 > 𝑎)𝑃(𝑌 > 𝑎)  

  = − 1 − 𝑃(𝑋 ≤ 𝑎) 1 − 𝑃(𝑌 ≤ 𝑎)  

  = − 1 − 𝐹 (𝑎) 1 − 𝐹 (𝑎)  

  = 𝑓 (𝑎) 1 − 𝐹 (𝑎) + 𝑓 (𝑎) 1 − 𝐹 (𝑎)    (3.6) 

3.2.2 𝑿 และ 𝒀 เปนตัวแปรสุมไมตอเนื่อง  

 เราจะอธิบายสําหรับกรณีที่ตัวแปรสุม 𝑋 และ 𝑌 มีคาที่เปนไปไดเหมือนกันและมีจํานวนที่

จํากัด สวนสําหรับกรณีใด ๆ เราสามารถทําไดในทํานองเดียวกัน สมมติใหตัวแปรสุม 𝑋  และ 𝑌 มี

คาที่เปนไปไดคือ 𝑥 , 𝑥 , 𝑥 ,… , 𝑥  โดยที่ 𝑥 < 𝑥 < 𝑥 < ⋯ < 𝑥  ซึ่งมีความนาจะเปนที่จะเกิด

เหตุการณตาง ๆ ดังตารางที่ 3.1    
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  𝑌  
 𝑋 𝑥  𝑥  𝑥  𝑥  ⋯ 𝑥  

𝑥  𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 ) 𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 ) 𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 ) 𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 ) ⋯ 𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 ) 

𝑥  𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 ) 𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 ) 𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 ) 𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 ) ⋯ 𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 ) 

𝑥  𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 ) 𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 ) 𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 ) 𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 ) ⋯ 𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 ) 

𝑥  𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 ) 𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 ) 𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 ) 𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 ) ⋯ 𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 ) 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ 

𝑥  𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 ) 𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 ) 𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 ) 𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 ) ⋯ 𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 ) 

ตารางที่ 3.1 ความนาจะเปนในการสุม 𝑋 และ 𝑌 ที่เปนตัวแปรสุมไมตอเนื่อง 

 จากตารางที่ 3.1 ผลรวมของความนาจะเปนทั้งหมดเทากับ 1 เนื่องจากเราจะใสเงื่อนไขวา 

𝑋 ≠ 𝑌 จะสังเกตไดวาผลรวมของความนาจะเปนทั้งหมดเมื่อไมคิดเหตุการณที ่𝑋 = 𝑌 จะเทากับ 

1 − 𝑃(𝑋 = 𝑌) = 1 − 𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑦 ) 

ให  𝑓   เปนฟงกชันความนาจะเปนรวมของ 𝑋 และ 𝑌 ที่มีเง่ือนไขวา 𝑋 ≠ 𝑌 จาก 𝑋 ⊥ 𝑌 จะไดวา  

𝑓 (𝑥, 𝑦) =
𝑓 (𝑥)𝑓 (𝑦)
1 − 𝑃(𝑋 = 𝑌)

 

สําหรับ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑥 , 𝑥 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2,… , 𝑛} และ 𝑖 ≠ 𝑗   ดังแสดงในตารางที่ 3.2 

𝑌 

𝑋 𝑥  𝑥  𝑥  𝑥  ⋯ 𝑥  

𝑥  0 𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 )
1 − 𝑃(𝑋 = 𝑌)  

𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 )
1 − 𝑃(𝑋 = 𝑌)  

𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 )
1 − 𝑃(𝑋 = 𝑌)  ⋯ 

𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 )
1 − 𝑃(𝑋 = 𝑌)  

𝑥  𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 )
1 − 𝑃(𝑋 = 𝑌)  0 𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 )

1 − 𝑃(𝑋 = 𝑌)  
𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 )
1 − 𝑃(𝑋 = 𝑌)  ⋯ 

𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 )
1 − 𝑃(𝑋 = 𝑌)  

𝑥  𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 )
1 − 𝑃(𝑋 = 𝑌)

 
𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 )
1 − 𝑃(𝑋 = 𝑌)

 0 𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 )
1 − 𝑃(𝑋 = 𝑌)

 ⋯ 
𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 )
1 − 𝑃(𝑋 = 𝑌)

 

𝑥  𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 )
1 − 𝑃(𝑋 = 𝑌)  

𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 )
1 − 𝑃(𝑋 = 𝑌)  

𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 )
1 − 𝑃(𝑋 = 𝑌)  0 ⋯ 

𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 )
1 − 𝑃(𝑋 = 𝑌)  

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ 

𝑥  
𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 )
1 − 𝑃(𝑋 = 𝑌)  

𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 )
1 − 𝑃(𝑋 = 𝑌)  

𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 )
1 − 𝑃(𝑋 = 𝑌)  

𝑃(𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑥 )
1 − 𝑃(𝑋 = 𝑌)  ⋯ 0 

ตารางที่ 3.2 ความนาจะเปนรวมในการสุม 𝑋 และ 𝑌 ที่เปนตัวแปรสุมไมตอเนื่อง และมเีงื่อนไขวา 𝑋 ≠ 𝑌     
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𝑌 

𝑋 𝑥  𝑥  𝑥  𝑥  ⋯ 𝑥  

𝑥  - 𝑥  𝑥  𝑥  ⋯ 𝑥  

𝑥  𝑥  - 𝑥  𝑥  ⋯ 𝑥  

𝑥  𝑥  𝑥  - 𝑥  ⋯ 𝑥  

𝑥  𝑥  𝑥  𝑥  - ⋯ 𝑥  

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ 

𝑥  𝑥  𝑥  𝑥  𝑥  ⋯ - 

ตารางที่ 3.3 คาที่เปนไปไดของ 𝑀 ในเหตุการณตาง ๆ  
 

𝑌 

𝑋 𝑥  𝑥  𝑥  𝑥  ⋯ 𝑥  

𝑥  - 𝑥  𝑥  𝑥  ⋯ 𝑥  

𝑥  𝑥  - 𝑥  𝑥  ⋯ 𝑥  

𝑥  𝑥  𝑥  - 𝑥  ⋯ 𝑥  

𝑥  𝑥  𝑥  𝑥  - ⋯ 𝑥  

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ 

𝑥  𝑥  𝑥  𝑥  𝑥  ⋯ - 

ตารางที่ 3.4 คาที่เปนไปไดของ 𝑀 ในเหตุการณตาง ๆ  

จากตารางที่ 3.3 จะไดฟงกชันมวลความนาจะเปนของตัวแปรสุม 𝑀 คือ 

𝑓 (𝑥 ) = 𝑓 𝑥 , 𝑥 + 𝑓 𝑥 , 𝑥    สําหรับ 𝑖 ∈ {1, 2, … , 𝑛}                       

และจากตารางที่ 3.4 จะไดฟงกชันมวลความนาจะเปนของตัวแปรสุม 𝑀 คือ   

𝑓 (𝑥 ) = 𝑓 𝑥 , 𝑥 + 𝑓 𝑥 , 𝑥  สําหรับ 𝑖 ∈ {1, 2, … , 𝑛}                      

 ในทํานองเดียวกัน สําหรับในกรณีใด ๆ ที่ 𝑋 มีคาที่เปนไปไดคือ 𝐼𝑚𝑋 = {𝑥 |𝑖 ∈ ℕ} และ 𝑌 

มีคาที่เปนไปไดคือ 𝐼𝑚𝑌 = {𝑦 |𝑖 ∈ ℕ}  ให 𝑆 = 𝐼𝑚𝑋 ∩ 𝐼𝑚𝑌 จะไดวา        

𝑓 (𝑥, 𝑦) =
𝑓 (𝑥)𝑓 (𝑦)

1 − ∑ 𝑓 (𝑧)𝑓 (𝑧)∈
    ทุก (𝑥, 𝑦) ∈ (𝐼𝑚𝑋 × 𝐼𝑚𝑌)\(𝑆 × 𝑆) 

และสําหรับ 𝑓  และ 𝑓  ในกรณใีด ๆ จะไดวา 
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𝑓 (𝑧) = 𝑓 (𝑥, 𝑧)+ 𝑓 (𝑧, 𝑦)    ทุก 𝑧 ∈ 𝐼𝑚𝑋 ∪ 𝐼𝑚𝑌                     (3.7) 

𝑓 (𝑧) = 𝑓 (𝑥, 𝑧)+ 𝑓 (𝑧, 𝑦)    ทุก 𝑧 ∈ 𝐼𝑚𝑋 ∪ 𝐼𝑚𝑌                     (3.8) 

ซึ่งเราจะเลือกพิจารณาตัวอยางการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย สําหรับใชในการ

คํานวณตามกลยุทธที่มีความทั่วไปมากกวาในบทที่ 4 และการจําลองการใชกลยุทธที่มีความทั่วไป

มากกวาในบทที่ 5 ดังนี้ 

 1. ตัวแปรสุมปกติมาตรฐาน 

 2. ตัวแปรสุมเอกรูปบนชวง [0, 1] 

 3. ตัวแปรสุมเลขชี้กําลัง ที่มีพารามิเตอร 𝜆 = 1 

 4. ตัวแปรสุมทวินาม ที่มีพารามิเตอร 𝑛 = 10 และ 𝑝 = 0.2 

 5. ตัวแปรสุมปวซง ที่มพีารามิเตอร 𝜆 = 1  
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𝐼  

𝐼  

𝐼  

𝐼  

𝐼  

𝐷  

𝐷  

𝐷  

𝐷  

𝐷  

ภาพที่ 3.1 กราฟฟงกชันท่ีใชในการตัดสินใจ 𝐼 , 𝐼 , 𝐼 , 𝐼 , 𝐼 , 𝐷 , 𝐷 , 𝐷 , 𝐷  และ 𝐷     
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บทที่ 4                                                                

การคํานวณโดยใชกลยุทธที่มีความทัว่ไปมากกวา 

 ในบทนี้เราจะคํานวณตามกลยุทธที ่มีความทั่วไปมากกวา  โดยเลือกฟงกชันที่ใชในการ

ตัดสินใจในหัวขอที่ 3.1 และการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทยในหัวขอที่ 3.2 สําหรับ

การคํานวณความนาจะเปนที่จะตอบถูก 

จากสมการที่ (3.2) โดยทฤษฎีบท 2.3.3 จะไดวา 

𝑃(𝐵) =
1
2
+
1
2
𝐸 𝐼 𝑀 − 𝐸 𝐼 𝑀                                (4.1) 

และจากสมการที่ (3.3) โดยทฤษฎีบท 2.3.3 จะไดวา 

𝑃(𝐵) =
1
2
+
1
2
𝐸 𝐷 𝑀 − 𝐸 𝐷 𝑀                             (4.2) 

ในโครงงานนี้เราจะพิจารณา 𝑋 และ 𝑌 ที่มีการแจกแจงเดียวกัน โดยแบงเปน 2 กรณี ไดแก 𝑋 และ 𝑌 

เปนตัวแปรสุมตอเนื่อง และ 𝑋 และ 𝑌 เปนตัวแปรสุมไมตอเนื่อง ให 𝐺 แทนฟงกชันที่ใชในการ

ตัดสินใจใด ๆ ซึ่งอาจจะเปนฟงกชันเพิ่มโดยแท 𝐼 หรือฟงกชันลดโดยแท 𝐷 ในหัวขอที่ 3.1 ก็ได        

4.1  𝑿 และ 𝒀 เปนตัวแปรสุมตอเนื่อง 

พิจารณาคาคาดคะเน 𝐸 𝐺 𝑀  และ 𝐸 𝐺 𝑀  จากทฤษฎีบท 2.3.2 จะไดวา    

𝐸 𝐺 𝑀 = 𝐺(𝑎)𝑓 (𝑎)𝑑𝑎 

และ   

𝐸 𝐺 𝑀 = 𝐺(𝑎)𝑓 (𝑎)𝑑𝑎 

จากสมการที่ (3.5) และ (3.6) จะไดวา      

𝐸 𝐺 𝑀 = 𝐺(𝑎)[𝑓 (𝑎)𝐹 (𝑎) + 𝑓 (𝑎)𝐹 (𝑎)] 𝑑𝑎                                  (4.3) 

และ  

𝐸 𝐺 𝑀 = 𝐺(𝑎) 𝑓 (𝑎) 1 − 𝐹 (𝑎) + 𝑓 (𝑎) 1 − 𝐹 (𝑎) 𝑑𝑎          (4.4) 

4.2  𝑿 และ 𝒀 เปนตัวแปรสุมไมตอเนื่อง 

 เนื่องจากเราพิจารณา 𝑋 และ 𝑌 ที่มีการแจกแจงเดียวกัน นั่นคือ 𝑋 และ 𝑌 มีคาที่เปนไปได

เหมือนกัน ใหเปน 𝐼𝑚𝑋        
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พิจารณาคาคาดคะเน 𝐸 𝐺 𝑀  และ 𝐸 𝐺 𝑀  จากทฤษฎีบท 2.3.2 จะไดวา 

𝐸 𝐺 𝑀 = 𝐺(𝑥)𝑓 (𝑥)
∈

 

และ  

𝐸 𝐺 𝑀 = 𝐺(𝑥)𝑓 (𝑥)
∈

 

โดยสมการที่ (3.7) และ (3.8) จะไดวา      

𝐸 𝐺 𝑀 = 𝐺(𝑧) 𝑓 (𝑥, 𝑧)+ 𝑓 (𝑧, 𝑦)
∈

                    (4.5) 

และ  

𝐸 𝐺 𝑀 = 𝐺(𝑧) 𝑓 (𝑥, 𝑧)+ 𝑓 (𝑧, 𝑦)
∈

                    (4.6) 

4.3  ตัวอยางการคํานวณตามกลยุทธที่มีความทั่วไปมากกวา 

ตัวอยางที่ 3 ให 𝑋 และ 𝑌 สุมมาจากการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทยคือ 𝑁(0,1) 

และมีฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจคือ   𝐼 (𝑥)  =  +  ( ) 

จะไดวา 𝑋, 𝑌 ~ 𝑁(0,1) มีฟงกชันความนาจะเปน คือ 𝑓(𝑥) =
√

𝑒  และมีฟงกชันการแจกแจง

ความนาจะเปน คือ  𝐹(𝑥) = 1 + 𝑒𝑟𝑓
√

       

จากสมการที่ (4.3) และ (4.4) จะได  

               𝐸 𝐼 𝑀 = 𝐼 (𝑎)𝑓 (𝑎) 𝑑𝑎 

                                    =
1
2
+
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (𝑎)

𝜋
2

1
√2𝜋

𝑒
1
2
1 + 𝑒𝑟𝑓

𝑎
√2

𝑑𝑎 

               𝐸 𝐼 𝑀 = 𝐼 (𝑎)𝑓 (𝑎) 𝑑𝑎 

                                    =
1
2
+
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (𝑎)

𝜋
2

1
√2𝜋

𝑒 1 −
1
2
1 + 𝑒𝑟𝑓

𝑎
√2

𝑑𝑎 

ประมาณคาโดยใชโปรแกรม Mathematica 

จะได 𝐸 𝐼 𝑀 ≈ 0.6231986548   

และ 𝐸 𝐼 𝑀 ≈ 0.3768013452 

จากสมการที่ (4.1)  𝑃(𝐵) ≈ + 𝐸 𝐼 𝑀 − 𝐸 𝐼 𝑀  

จะได  𝑃(𝐵) ≈ + (0.6231986548 − 0.3768013452) 

  ≈ 0.6231986548 



23 

 

ตัวอยางท่ี 4 ให 𝑋 และ 𝑌 สุมมาจากการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทยคือ 𝑈(0,1) และ

มีฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจคือ 𝐼 (𝑥) =
; 𝑥 < 0

1–
  
; 𝑥 ≥ 0

 

จะไดวา 𝑋, 𝑌 ~ 𝑈(0,1) มีฟงกชันความนาจะเปน 𝑓(𝑥) =
1; 0 < 𝑥 < 1
0; 𝑥 มีคาอ่ืน ๆ และมีฟงกชันการ  

แจกแจงความนาจะเปน คือ 𝐹(𝑥) =
0; 𝑥 ≤ 0
𝑥; 0 < 𝑥 < 1
1; 𝑥 ≥ 1

 

จากสมการที่ (4.3) และ (4.4) จะได 

               𝐸 𝐼 𝑀 = 𝐼 (𝑎)𝑓 (𝑎) 𝑑𝑎 

                                    = 1–
1

𝑎 + 52

(2𝑎) 𝑑𝑎 

               𝐸 𝐼 𝑀 = 𝐼 (𝑎)𝑓 (𝑎) 𝑑𝑎 

                                    = 1–
1

𝑎 + 52

[2(1 − 𝑎)] 𝑑𝑎 

ประมาณคาโดยใชโปรแกรม Mathematica    

จะได 𝐸 𝐼 𝑀 ≈ 0.6823611831   

และ 𝐸 𝐼 𝑀 ≈ 0.6443643437 

จากสมการที่ (4.1)  𝑃(𝐵) ≈ + 𝐸 𝐼 𝑀 − 𝐸 𝐼 𝑀  

จะได  𝑃(𝐵) ≈ + (0.6823611831 − 0.6443643437) 

  ≈ 0.5188334197 

ตัวอยางที่ 5 ให 𝑋 และ 𝑌 สุมมาจากการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทยคือ 𝐸𝑥𝑝(1) 

และมีฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจคือ 𝐷 (𝑥) = 1 −
   

 

จะไดวา 𝑋, 𝑌 ~ 𝐸𝑥𝑝(1) มีฟงกชันความนาจะเปน คือ 𝑓(𝑥) = 𝑒  และมีฟงกชันการแจกแจง     

ความนาจะเปน คือ 𝐹(𝑥) = 1 − 𝑒        

จากสมการที่ (4.3) และ (4.4) จะได  

              𝐸 𝐷 𝑀 = 𝐷 (𝑎)𝑓 (𝑎)𝑑𝑎 

                                     = 1 −
1

1 +  𝑒  
(2[𝑒 ][1 − 𝑒 ])𝑑𝑎 
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              𝐸 𝐷 𝑀 = 𝐷 (𝑎)𝑓 (𝑎) 𝑑𝑎 

                                     = 1 −
1

1 +  𝑒  
(2[𝑒 ]) 𝑑𝑎 

ประมาณคาโดยใชโปรแกรม Mathematica 

จะได 𝐸 𝐷 𝑀 ≈ 0.4586469075   

และ 𝐸 𝐷 𝑀 ≈ 0.4861324141 

จากสมการที่ (4.2)  𝑃(𝐵) ≈ + 𝐸 𝐷 𝑀 − 𝐸 𝐷 𝑀  

จะได  𝑃(𝐵) ≈ + (0.4861324141 − 0.4586469075) 

  ≈ 0.5137427533 

ตัวอยางที่ 6 ให 𝑋 และ 𝑌 สุมมาจากการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทยคือ 𝐵(10,0.2) 

และมีฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจคือ 𝐷 (𝑥) =

{
  
 

  
 1 − ; 𝑥 < −1

; −1 ≤ 𝑥 < 0

; 0 ≤ 𝑥 < 1

; 𝑥 ≥ 1

 

โดยหัวขอที่ 3.2.2 การแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย 𝐵(10,0.2) จะมีคา 𝑋 และ 𝑌 ที่

เปนไปได คือ 0,1,2,… ,10 ซึ่งสามารถคํานวณความนาจะเปน 𝑓  ไดดังตารางที ่4.1 

จากสมการที่ (4.5) และ (4.6) จะได  

              𝐸 𝐷 𝑀 = 𝐷 (𝑥 ) 𝑓 𝑥 , 𝑥 + 𝑓 𝑥 , 𝑥  

                                     = 𝐷 (𝑖) 𝑓 (𝑖, 𝑗) + 𝑓 (𝑗, 𝑖)  

                                     =
9 − 𝑥
20

𝑓 (𝑖, 𝑗) + 𝑓 (𝑗, 𝑖)  

                                         +
𝑒 − 1
2𝑒

𝑓 (𝑖, 𝑗) + 𝑓 (𝑗, 𝑖)  

              𝐸 𝐷 𝑀 = 𝐷 (𝑥 ) 𝑓 𝑥 , 𝑥 + 𝑓 𝑥 , 𝑥  

                                     = 𝐷 (𝑖) 𝑓 (𝑖, 𝑗) + 𝑓 (𝑗, 𝑖)  

                                     =
9 − 𝑥
20

𝑓 (𝑖, 𝑗) + 𝑓 (𝑗, 𝑖)  
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                                         +
𝑒 − 1
2𝑒

𝑓 (𝑖, 𝑗) + 𝑓 (𝑗, 𝑖)  

ประมาณคาโดยใชโปรแกรม Mathematica 

จะได 𝐸 𝐷 𝑀 ≈ 0.09759122883   

และ 𝐸 𝐷 𝑀 ≈ 0.2824724963 

จากสมการที่ (4.2)  𝑃(𝐵) ≈ + 𝐸 𝐷 𝑀 − 𝐸 𝐷 𝑀  

จะได  𝑃(𝐵) ≈ + (0.2824724963 − 0.09759122883) 

  ≈ 0.5924406337 

ตัวอยางท่ี 7 ให 𝑋 และ 𝑌 สุมมาจากการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทยคือ 𝑃𝑜𝑖(1) และ

มีฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจคือ 𝐼 (𝑥) =  1 + 
   | |

  

โดยหัวขอที่ 3.2.2 การแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย  𝑃𝑜𝑖(1) จะมีคา 𝑋 และ 𝑌 ที่

เปนไปได คือ 0, 1, 2, 3, …  ซึ่งสามารถคํานวณความนาจะเปน 𝑓  ไดดังตารางที่ 4.2 

จากสมการที่ (4.5) และ (4.6) จะได  

                𝐸 𝐼 𝑀 = 𝐼 (𝑥 ) 𝑓 𝑥 , 𝑥 + 𝑓 𝑥 , 𝑥  

                                     = 𝐼 (𝑖) 𝑓 (𝑖, 𝑗) + 𝑓 (𝑗, 𝑖)  

                                     =
1
2
1 + 

𝑥
1 +  |𝑥|

 𝑓 (𝑖, 𝑗) + 𝑓 (𝑗, 𝑖)  

                𝐸 𝐼 𝑀 = 𝐼 (𝑥 ) 𝑓 𝑥 , 𝑥 + 𝑓 𝑥 , 𝑥  

                                     = 𝐼 (𝑖) 𝑓 (𝑖, 𝑗) + 𝑓 (𝑗, 𝑖)  

                                     =
1
2
1 + 

𝑥
1 +  |𝑥|

 𝑓 (𝑖, 𝑗) + 𝑓 (𝑗, 𝑖)  

ประมาณคาโดยใชโปรแกรม Mathematica 

จะได 𝐸 𝐼 𝑀 ≈ 0.811311468   

และ 𝐸 𝐼 𝑀 ≈ 0.585859484 

จากสมการที่ (4.1)  𝑃(𝐵) ≈ + 𝐸 𝐼 𝑀 − 𝐸 𝐼 𝑀  

จะได  𝑃(𝐵) ≈ + (0.811311468 − 0.585859484) 

  ≈ 0.61272599 



26 

 

10
 

1.
41

7E
-0

8 

3.
54

1E
-0

8 

3.
98

4E
-0

8 

2.
65

6E
-0

8 

1.
16

2E
-0

8 

3.
48

6E
-0

9 

7.
26

3E
-1

0 

1.
03

8E
-1

0 

9.
72

7E
-1

2 

5.
40

4E
-1

3 

0 

ตา
รา
งท
ี่ 4
.1
 ฟ
งก
ชัน

คว
าม
นา

จะ
เป
น 
𝑓

 ข
อง
กา
รแ
จก

แจ
งค
วา
มน

าจ
ะเ
ปน

ที่ใ
ชใ
นก

าร
สุม

โจ
ทย

 𝐵
(1
0,
0.
2)

   
  

9 

5.
66

6E
-0

7 

1.
41

7E
-0

6 

1.
59

4E
-0

6 

1.
06

2E
-0

6 

4.
64

8E
-0

7 

1.
39

4E
-0

7 

2.
90

5E
-0

8 

4.
15

0E
-0

9 

3.
89

1E
-1

0 

0 

5.
40

4E
-1

3 

8 

1.
02

0E
-0

5 

2.
55

0E
-0

5 

2.
86

8E
-0

5 

1.
91

2E
-0

5 

8.
36

6E
-0

6 

2.
51

0E
-0

6 

5.
22

9E
-0

7 

7.
47

0E
-0

8 

0 

3.
89

1E
-1

0 

9.
72

7E
-1

2 

7 

1.
08

8E
-0

4 

2.
72

0E
-0

4 

3.
06

0E
-0

4 

2.
04

0E
-0

4 

8.
92

4E
-0

5 

2.
67

7E
-0

5 

5.
57

8E
-0

6 

0 

7.
47

0E
-0

8 

4.
15

0E
-0

9 

1.
03

8E
-1

0 

6 

7.
61

5E
-0

4 

1.
90

4E
-0

3 

2.
14

2E
-0

3 

1.
42

8E
-0

3 

6.
24

7E
-0

4 

1.
87

4E
-0

4 

0 

5.
57

8E
-0

6 

5.
22

9E
-0

7 

2.
90

5E
-0

8 

7.
26

3E
-1

0 

5 

3.
65

5E
-0

3 

9.
13

8E
-0

3 

1.
02

8E
-0

2 

6.
85

4E
-0

3 

2.
99

9E
-0

3 

0 

1.
87

4E
-0

4 

2.
67

7E
-0

5 

2.
51

0E
-0

6 

1.
39

4E
-0

7 

3.
48

6E
-0

9 

4 

1.
21

8E
-0

2 

3.
04

6E
-0

2 

3.
42

7E
-0

2 

2.
28

5E
-0

2 

0 

2.
99

9E
-0

3 

6.
24

7E
-0

4 

8.
92

4E
-0

5 

8.
36

6E
-0

6 

4.
64

8E
-0

7 

1.
16

2E
-0

8 

3 

2.
78

5E
-0

2 

6.
96

3E
-0

2 

7.
83

3E
-0

2 

0 

2.
28

5E
-0

2 

6.
85

4E
-0

3 

1.
42

8E
-0

3 

2.
04

0E
-0

4 

1.
91

2E
-0

5 

1.
06

2E
-0

6 

2.
65

6E
-0

8 

2 

4.
17

8E
-0

2 

1.
04

4E
-0

1 

0 

7.
83

3E
-0

2 

3.
42

7E
-0

2 

1.
02

8E
-0

2 

2.
14

2E
-0

3 

3.
06

0E
-0

4 

2.
86

8E
-0

5 

1.
59

4E
-0

6 

3.
98

4E
-0

8 

1 

3.
71

3E
-0

2 

0 

1.
04

4E
-0

1 

6.
96

3E
-0

2 

3.
04

6E
-0

2 

9.
13

8E
-0

3 

1.
90

4E
-0

3 

2.
72

0E
-0

4 

2.
55

0E
-0

5 

1.
41

7E
-0

6 

3.
54

1E
-0

8 

0 0 

3.
71

3E
-0

2 

4.
17

8E
-0

2 

2.
78

5E
-0

2 

1.
21

8E
-0

2 

3.
65

5E
-0

3 

7.
61

5E
-0

4 

1.
08

8E
-0

4 

1.
02

0E
-0

5 

5.
66

6E
-0

7 

1.
41

7E
-0

8 

𝑌 
𝑋  

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
 



27 

 

⋯
 

⋯
 

⋯
 

⋯
 

⋯
 

⋯
 

⋯
 

⋯
 

⋯
 

⋯
 

⋱ 

ตา
รา
งท
ี่ 4
.2
 ฟ
งก
ชัน

คว
าม
นา

จะ
เป
น 
𝑓

 ข
อง
กา
รแ
จก

แจ
งค
วา
มน

าจ
ะเ
ปน

ที่ใ
ชใ
นก

าร
สุม

โจ
ทย

 𝑃
𝑜𝑖
(1
) 

8 

4.
85

4E
-0

6 

4.
85

4E
-0

6 

2.
42

7E
-0

6 

8.
09

0E
-0

7 

2.
02

3E
-0

7 

4.
04

5E
-0

8 

6.
74

2E
-0

9 

9.
63

1E
-1

0 

0 ⋮ 

7 

3.
88

3E
-0

5 

3.
88

3E
-0

5 

1.
94

2E
-0

5 

6.
47

2E
-0

6 

1.
61

8E
-0

6 

3.
23

6E
-0

7 

5.
39

3E
-0

8 

0 

9.
63

1E
-1

0 

⋮ 

6 

2.
71

8E
-0

4 

2.
71

8E
-0

4 

1.
35

9E
-0

4 

4.
53

0E
-0

5 

1.
13

3E
-0

5 

2.
26

5E
-0

6 

0 

5.
39

3E
-0

8 

6.
74

2E
-0

9 

⋮ 

5 

1.
63

1E
-0

3 

1.
63

1E
-0

3 

8.
15

5E
-0

4 

2.
71

8E
-0

4 

6.
79

6E
-0

5 

0 

2.
26

5E
-0

6 

3.
23

6E
-0

7 

4.
04

5E
-0

8 

⋮ 

4 

8.
15

5E
-0

3 

8.
15

5E
-0

3 

4.
07

7E
-0

3 

1.
35

9E
-0

3 

0 

6.
79

6E
-0

5 

1.
13

3E
-0

5 

1.
61

8E
-0

6 

2.
02

3E
-0

7 

⋮ 

3 

3.
26

2E
-0

2 

3.
26

2E
-0

2 

1.
63

1E
-0

2 

0 

1.
35

9E
-0

3 

2.
71

8E
-0

4 

4.
53

0E
-0

5 

6.
47

2E
-0

6 

8.
09

0E
-0

7 

⋮ 

2 

9.
78

6E
-0

2 

9.
78

6E
-0

2 

0 

1.
63

1E
-0

2 

4.
07

7E
-0

3 

8.
15

5E
-0

4 

1.
35

9E
-0

4 

1.
94

2E
-0

5 

2.
42

7E
-0

6 

⋮ 

1 

1.
95

7E
-0

1 

0 

9.
78

6E
-0

2 

3.
26

2E
-0

2 

8.
15

5E
-0

3 

1.
63

1E
-0

3 

2.
71

8E
-0

4 

3.
88

3E
-0

5 

4.
85

4E
-0

6 

⋮ 

0 0 

1.
95

7E
-0

1 

9.
78

6E
-0

2 

3.
26

2E
-0

2 

8.
15

5E
-0

3 

1.
63

1E
-0

3 

2.
71

8E
-0

4 

3.
88

3E
-0

5 

4.
85

4E
-0

6 

⋮ 

𝑌 
𝑋 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 ⋮ 

 

 



28 

 

4.4  ผลลัพธจากการคํานวณตามกลยุทธที่มีความทั่วไปมากกวา 

 ในหัวขอนี้จะแสดงผลลัพธจากการคํานวณตามกลยุทธที่มีความท่ัวไปมากกวา โดยใชฟงกชัน

ที่ใชในการตัดสินใจในหัวขอที่ 3.1 และการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทยในหัวขอที่ 3.2     

4.4.1  การแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย คือ 𝑵(𝟎, ퟏ)     

 จะเห็นวาความนาจะเปนที่จะตอบถูกจากการคํานวณ เมื่อเลือกฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจ 

𝐼  และ 𝐷  มีคาเทากัน เพราะฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจ 𝐼  และฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจ 𝐷  เปน

ฟงกชันที่มีความสมมาตรกันเมื่อพิจารณาถึงกราฟของทั้ง 2 ฟงกชัน และในทํานองเดียวกันจะไดวา

ความนาจะเปนที่จะตอบถูกจากการคํานวณจากการเลือกฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจ 𝐼  และ 𝐷 , 𝐼  

และ 𝐷 , 𝐼  และ 𝐷 , 𝐼  และ 𝐷  ทุกคูจะมีคาเทากัน 

 ตอไปเราจะแสดงเพียงความนาจะเปนที่จะตอบถูกจากการคํานวณตามกลยุทธที่มีความทั่วไป

มากกวา เมื่อเลือกฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจเปน 𝐼 , 𝐼 , 𝐼 , 𝐼  และ 𝐼                         

4.4.2  การแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย คือ 𝑼(𝟎, ퟏ) 

การแจกแจงความนาจะเปน

ที่ใชในการสุมโจทย 

ฟงกชันที่ใชใน

การตัดสินใจ 

ความนาจะเปนที่จะตอบถูกจากการคํานวณ 

ตามกลยุทธที่มีความท่ัวไปมากกวา 

𝑈(0,1) 

𝐼  0.5420079139 

𝐼  0.5046253471 

𝐼  0.5397207708 

𝐼  0.5188334197 

𝐼  0.5083333333 

ตารางที่ 4.4 ความนาจะเปนท่ีจะตอบถูกจากการคํานวณตามกลยุทธท่ีมีความทั่วไปมากกวา 

ของการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย 𝑈(0,1)   

ตารางที่ 4.3 ความนาจะเปนท่ีจะตอบถูกจากการคํานวณตามกลยุทธท่ีมีความทั่วไปมากกวา 

ของการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย 𝑁(0,1) 

การแจกแจง

ความนาจะเปนที่

ใชในการสุมโจทย 

ฟงกชันที ่

ใชในการ 

ตัดสินใจ 

ความนาจะเปนที่จะตอบถูก 

จากการคํานวณตามกลยทุธ 

ที่มีความทั่วไปมากกวา 

ฟงกชันที ่

ใชในการ 

ตัดสินใจ 

ความนาจะเปนที่จะตอบถูก

จากการคํานวณตามกลยทุธ 

ที่มีความทั่วไปมากกวา 

𝑁(0,1) 

𝐼  0.6231986548 𝐷  0.6231986548 

𝐼  0.5156318368 𝐷  0.5156318368 

𝐼  0.6230097676 𝐷  0.6230097676 

𝐼  0.6085501705 𝐷  0.6085501705 

𝐼  0.6004203340 𝐷  0.6004203340 
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4.4.3  การแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย คือ 𝑬𝒙𝒑(ퟏ) 

การแจกแจงความนาจะเปน

ที่ใชในการสุมโจทย 

ฟงกชันที่ใชใน

การตัดสินใจ 

ความนาจะเปนที่จะตอบถูกจากการคํานวณ 

ตามกลยุทธที่มีความท่ัวไปมากกวา 

𝐸𝑥𝑝(1) 

𝐼  0.5708012337 

𝐼  0.5137427533 

𝐼  0.5631549358 

𝐼  0.5373185161 

𝐼  0.5720497158 

ตารางที่ 4.5 ความนาจะเปนท่ีจะตอบถูกจากการคํานวณตามกลยุทธท่ีมีความทั่วไปมากกวา 

ของการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย 𝐸𝑥𝑝(1)   

4.4.4  การแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย คือ 𝑩(ퟏ𝟎, 𝟎. ퟐ) 

การแจกแจงความนาจะเปน

ที่ใชในการสุมโจทย 

ฟงกชันที่ใชใน

การตัดสินใจ 

ความนาจะเปนที่จะตอบถูกจากการคํานวณ 

ตามกลยุทธที่มีความท่ัวไปมากกวา 

𝐵(10,0.2) 

𝐼  0.5785867606 

𝐼  0.5243907237 

𝐼  0.5719890913 

𝐼  0.5494785344 

𝐼  0.5924406337 

ตารางที่ 4.6 ความนาจะเปนท่ีจะตอบถูกจากการคํานวณตามกลยุทธท่ีมีความทั่วไปมากกวา 

ของการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย 𝐵(10,0.2)   

4.4.5  การแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย คือ 𝑷𝒐𝒊(ퟏ) 

การแจกแจงความนาจะเปน

ที่ใชในการสุมโจทย 

ฟงกชันที่ใชใน

การตัดสินใจ 

ความนาจะเปนที่จะตอบถูกจากการคํานวณ 

ตามกลยุทธที่มีความท่ัวไปมากกวา 

𝑃𝑜𝑖(1) 

𝐼  0.6184404029 

𝐼  0.5208786764 

𝐼  0.6127259920 

𝐼  0.5614768525 

𝐼  0.6059494361 

ตารางที่ 4.7 ความนาจะเปนท่ีจะตอบถูกจากการคํานวณตามกลยุทธท่ีมีความทั่วไปมากกวา 

ของการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย 𝑃𝑜𝑖(1)              
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บทที่ 5                                                                

การจําลองการใชกลยุทธ 

 ในบทนี้เราจะเลือกฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจในหัวขอที่ 3.1 และการแจกแจงความนาจะ

เปนที่ใชในการสุมโจทยในหัวขอที่ 3.2 สําหรับการจําลองการใชกลยุทธที่มีความทั่วไปมากกวาโดยใช 

โปรแกรม MATLAB  

 ขั้นตอนการจําลองการใชกลยุทธที่มีความทั่วไปมากกวา 

1. เลือกการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย 𝐷  และฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจ 𝐺 

2. ทําการสุมตัวเลขสองตัวที่นํามาซอนไวหลังประตูสองบานจากการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชใน

การสุมโจทย 𝐷  โดยที่ไมทราบคาของตัวเลขท้ังสอง 

3. ทําการสุมเพ่ือเลือกเปดดูตัวเลขหลังบานประตูอยางสมํ่าเสมอ สมมติวาตัวเลขที่เห็นหลังประตูบาน

ที่เปดดูคือ 𝑊 โดยใชตัวแปรสุมแบรนูลลี 𝑉 ~ 𝐵𝑒𝑟(0.5) ถา 𝑉 = 0 คาของ 𝑊 จะเทากับตัวเลขที่อยู

หลังประตูบานที่หนึ่ง แตถา 𝑉 = 1 คาของ 𝑊 จะเทากับตัวเลขท่ีอยูหลังประตูบานที่สอง         

4. คํานวณคา 𝐺(𝑊) ถา 𝐺 เปนฟงกชันเพิ่มจะไดวา 𝐺(𝑊) เปนความนาจะเปนที่จะตอบวาตัวเลขอีก

ตัวหนึ่งมีคานอยกวา 𝑊 แตถา 𝐺 เปนฟงกชันลดจะได 𝐺(𝑊) เปนความนาจะเปนที่จะตอบวาตัวเลข

อีกตัวหนึ่งมีคามากกวา 𝑊          

5. ทําการเลือกคําตอบดวยการสุมคา 𝑅 โดยใชตัวแปรสุมแบรนูลลี 𝑅 ~ 𝐵𝑒𝑟 𝐺(𝑊)             

   - กรณีที่ 𝐺 เปนฟงกชันเพิ่ม ถา 𝑅 = 1 จะตอบวาตัวเลขอีกตัวหนึ่งมีคานอยกวา 𝑊 แตถา 𝑅 = 0 

จะตอบวาตัวเลขอีกตัวหนึ่งมีคามากกวา 𝑊        

   - กรณีที่ 𝐺 เปนฟงกชันลด ถา 𝑅 = 1 จะตอบวาตัวเลขอีกตัวหนึ่งมีคามากกวา 𝑊 แตถา 𝑅 = 0 

จะตอบวาตัวเลขอีกตัวหนึ่งมีคานอยกวา 𝑊        

6. ทําซํ้าขอ 1 – 5 เพื่อหาคาเฉลี่ยในการตอบถูก     

5.1 ตัวอยางการจําลองการใชกลยุทธที่มีความทั่วไปมากกวา 

ตัวอยางที่ 8 ให 𝑋 และ 𝑌 สุมมาจากการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทยคือ 𝑁(0,1) 

และมีฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจคือ   𝐼 (𝑥)  =  +  ( )       

สุมคา 𝑋 และ 𝑌 จากการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย 𝑁(0,1) โดยที่ไมทราบคาท้ังสอง     

สมมต ิสุมไดคา 𝑋 = 3.5784 และ 𝑌 = 2.7694            

จากนั้นทําการสุมเปดดูคา 𝑋 หรือ 𝑌 อยางสมํ่าเสมอโดยใชตัวแปรสุมแบรนูลลี 𝑉 ~ 𝐵𝑒𝑟(0.5)       
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ถา 𝑉 = 0 จะไดวา 𝑊 = 𝑋 และถา 𝑉 = 1 จะไดวา 𝑊 = 𝑌          

สมมตคิาท่ีสุมได คือ 𝑉 = 0  จะไดวา 𝑊 = 3.5784    

คํานวณคา 𝐼 (𝑊) จะได 

  𝐼 (3.5784) = +  ( . )     

   ≈  0.9132596667     

นั่นคือ เราจะใชความนาจะเปนที่จะตอบวา 𝑌 มีคานอยกวา 𝑋 ประมาณ 0.9132596667      

เลือกคําตอบโดยใชตัวแปรสุมแบรนูลลี 𝑅 ~ 𝐵𝑒𝑟(0.9132596667)      

พรอมกับเปดดูคา 𝑌 เพ่ือตรวจสอบวาตอบคําถามถูกหรือไม 

ให 𝑅 ~ 𝐵𝑒𝑟(0.9132596667)    

เนื่องจาก 𝑌 = 2.7694 < 3.5784 = 𝑋     

ถา 𝑅 = 1 จะตอบวา 𝑌 มีคานอยกวา 𝑋  จะไดวา ตอบคําถามถูก    

แตถา 𝑅 = 0 จะตอบวา 𝑌 มีคามากกวา 𝑋 จะไดวา ตอบคําถามผิด   

จากนั้นใหทําซํ้า 1,000,000 ครั้ง แลวหาคาเฉลี่ยสําหรับความนาจะเปนในการตอบถูก ดังภาพที่ 5.1 

คือ โปรแกรมท่ีใชในการจําลองและความนาจะเปนในการตอบถูกท่ีไดจากการจําลอง  

ตัวอยางที่ 9 ให 𝑋 และ 𝑌 สุมมาจากการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทยคือ 𝐵(10,0.2) 

และมีฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจคือ 𝐷 (𝑥)  =   1 −
   | |

       

สุมคา 𝑋 และ 𝑌 จากการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย 𝐵(10,0.2) โดยที่ไมทราบคา    

ทัง้สอง โดยมีเงื่อนไขวา 𝑋 ≠ 𝑌 ถาเราสุมได 𝑋 = 𝑌 เราจะทําการสุม 𝑋 และ 𝑌 ใหมจนกระทั่ง 𝑋 ≠ 𝑌 

สมมต ิสุมไดคา 𝑋 = 3 และ 𝑌 = 1      

จากนั้นทําการสุมเปดดูคา 𝑋 หรือ 𝑌 อยางสมํ่าเสมอโดยใชตัวแปรสุมแบรนูลลี 𝑉 ~ 𝐵𝑒𝑟(0.5)     

ถา 𝑉 = 0 จะไดวา 𝑊 = 𝑋 และถา 𝑉 = 1 จะไดวา 𝑊 = 𝑌          

สมมติคาท่ีสุมได คือ 𝑉 = 0  จะไดวา 𝑊 = 3    

คํานวณคา 𝐷 (𝑊) จะได 

       𝐷 (3) =   1 −
   | |

      

   =       

นั่นคือ เราจะใชความนาจะเปนที่จะตอบวา 𝑌 มีคามากกวา 𝑋 ประมาณ       
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เลือกคําตอบโดยใชตัวแปรสุมแบรนูลลี 𝑅 ~ 𝐵𝑒𝑟       

พรอมกับเปดดูคา 𝑌 เพ่ือตรวจสอบวาตอบคําถามถูกหรือไม    

ให 𝑅 ~ 𝐵𝑒𝑟     

เนื่องจาก 𝑌 = 1 < 3 = 𝑋     

ถา 𝑅 = 1 จะตอบวา 𝑌 มีคามากกวา 𝑋  จะไดวา ตอบคําถามผิด    

แตถา 𝑅 = 0 จะตอบวา 𝑌 มีคานอยกวา 𝑋 จะไดวา ตอบคําถามถูก    

จากนั้นใหทําซํ้า 1,000,000 ครั้ง แลวหาคาเฉลี่ยสําหรับความนาจะเปนในการตอบถูก ดังภาพที่ 5.2 

คือ โปรแกรมท่ีใชในการจําลองและความนาจะเปนในการตอบถูกท่ีไดจากการจําลอง  

5.2 ผลลัพธจากการจําลองการใชกลยุทธที่มีความทั่วไปมากกวา 

 ในหัวขอนี้จะแสดงผลลัพธจากการจําลองการใชกลยุทธที่มีความทั่วไปมากกว า โดยเราจะ

เปรียบเทียบกับผลลัพธจากการคํานวณตามกลยุทธที่มีความทั่วไปมากกวา 

5.2.1  การแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย คือ 𝑵(𝟎, ퟏ)     

การแจกแจงความ

นาจะเปนที่ใชใน

การสุมโจทย 

ฟงกชันที่ใชในการ

ตัดสินใจ 

ความนาจะเปนที่จะตอบถูก 

จากการคํานวณตามกลยทุธ 

ที่มีความทั่วไปมากกวา 

ความนาจะเปนที่จะตอบถูก

จากการจําลองการใชกลยุทธ

ที่มีความทั่วไปมากกวา 

𝑁(0,1) 

𝐼  0.6231986548 0.622485 

𝐼  0.5156318368 0.516070 

𝐼  0.6230097676 0.623286 

𝐼  0.6085501705 0.608207 

𝐼  0.6004203340 0.600383 

𝐷  0.6231986548 0.623647 

𝐷  0.5156318368 0.515574 

𝐷  0.6230097676 0.623670 

𝐷  0.6085501705 0.608384 

𝐷  0.6004203340  0.600572 

ตารางที่ 5.1 คาประมาณความนาจะเปนท่ีจะตอบถูกที่ไดจากการจําลอง 

การใชกลยุทธที่มีความท่ัวไปมากกวาของการแจกแจงความนาจะเปนท่ีใชในการสุมโจทย 𝑁(0,1) 
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5.2.2  การแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย คือ 𝑼(𝟎, ퟏ)     

การแจกแจง

ความนาจะเปนที่

ใชในการสุมโจทย 

ฟงกชันที่ใชในการ

ตัดสินใจ 

ความนาจะเปนที่จะตอบถูก

จากการคํานวณตามกลยทุธ 

ที่มีความทั่วไปมากกวา 

ความนาจะเปนที่จะตอบถูก

จากการจําลองการใชกลยุทธ

ที่มีความทั่วไปมากกวา 

𝑈(0,1) 

𝐼  0.5420079139 0.542931 

𝐼  0.5046253471 0.504906 

𝐼  0.5397207708 0.539430 

𝐼  0.5188334197 0.518889 

𝐼  0.5083333333 0.508092 

𝐷  0.5420079139 0.542903 

𝐷  0.5046253471 0.504408 

𝐷  0.5397207708 0.539145 

𝐷  0.5188334197 0.519351 

𝐷  0.5083333333 0.509005 

ตารางที่ 5.2 คาประมาณความนาจะเปนท่ีจะตอบถูกที่ไดจากการจําลอง 

การใชกลยุทธที่มีความท่ัวไปมากกวาของการแจกแจงความนาจะเปนท่ีใชในการสุมโจทย 𝑈(0,1) 

5.2.3  การแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย คือ 𝑬𝒙𝒑(ퟏ)     

การแจกแจง

ความนาจะเปนที่

ใชในการสุมโจทย 

ฟงกชันที่ใชใน

การตัดสินใจ 

ความนาจะเปนที่จะตอบถูก

จากการคํานวณตามกลยทุธ 

ที่มีความทั่วไปมากกวา 

ความนาจะเปนที่จะตอบถูก

จากการจําลองการใชกลยุทธ

ที่มีความทั่วไปมากกวา 

𝐸𝑥𝑝(1) 

𝐼  0.5708012337 0.569844 

𝐼  0.5137427533 0.513526 

𝐼  0.5631549358 0.562837 

𝐼  0.5373185161 0.537060 

𝐼  0.5720497158 0.573064 

𝐷  0.5708012337 0.571477 

𝐷  0.5137427533 0.513311 

𝐷  0.5631549358 0.563951 

𝐷  0.5373185161 0.537866 

𝐷  0.5720497158 0.571922 

ตารางที่ 5.3 คาประมาณความนาจะเปนท่ีจะตอบถูกที่ไดจากการจําลอง 

การใชกลยุทธที่มีความท่ัวไปมากกวาของการแจกแจงความนาจะเปนท่ีใชในการสุมโจทย 𝐸𝑥𝑝(1) 
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5.2.4  การแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย คือ 𝑩(ퟏ𝟎, 𝟎. ퟐ)     

การแจกแจงความ

นาจะเปนที่ใชใน

การสุมโจทย 

ฟงกชันที่ใชใน

การตัดสินใจ 

ความนาจะเปนที่จะตอบถูก

จากการคํานวณตามกลยทุธที่

มีความทั่วไปมากกวา 

ความนาจะเปนที่จะตอบถูก

จากการจําลองการใชกลยุทธ

ที่มีความทั่วไปมากกวา 

𝐵(10,0.2) 

𝐼  0.5785867606 0.576119 

𝐼  0.5243907237 0.523228 

𝐼  0.5719890913 0.570273 

𝐼  0.5494785344 0.548659 

𝐼  0.5924406337 0.591693 

𝐷  0.5785867606 0.577173 

𝐷  0.5243907237 0.523617 

𝐷  0.5719890913 0.569971 

𝐷  0.5494785344 0.548175 

𝐷  0.5924406337 0.592298 

ตารางที่ 5.4 คาประมาณความนาจะเปนท่ีจะตอบถูกที่ไดจากการจําลอง 

การใชกลยุทธที่มีความท่ัวไปมากกวาของการแจกแจงความนาจะเปนท่ีใชในการสุมโจทย 𝐵(10,0.2) 

5.2.5  การแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย คือ 𝑷𝒐𝒊(ퟏ)     

การแจกแจงความ

นาจะเปนที่ใชใน

การสุมโจทย 

ฟงกชันที่ใชในการ

ตัดสินใจ 

ความนาจะเปนที่จะตอบถูก

จากการคํานวณตามกลยทุธที่

มีความทั่วไปมากกวา 

ความนาจะเปนที่จะตอบถูก

จากการจําลองการใชกลยุทธ

ที่มีความทั่วไปมากกวา 

𝑃𝑜𝑖(1) 

𝐼  0.6184404029 0.619600 

𝐼  0.5208786764 0.521206 

𝐼  0.6127259920 0.613500 

𝐼  0.5614768525 0.561883 

𝐼  0.6059494361 0.604993 

𝐷  0.6184404029 0.619411 

𝐷  0.5208786764 0.520415 

𝐷  0.6127259920 0.613879 

𝐷  0.5614768525 0.561090 

𝐷  0.6059494361 0.604322 

 ตารางที่ 5.5 คาประมาณความนาจะเปนท่ีจะตอบถูกที่ไดจากการจําลอง 

การใชกลยุทธที่มีความท่ัวไปมากกวาของการแจกแจงความนาจะเปนท่ีใชในการสุมโจทย 𝑃𝑜𝑖(1) 
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ภาพที่ 5.1 การจําลองโจทยปญหาที่ใชการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย 𝑁(0,1)  

และฟงกชันท่ีใชในการัดสินใจ 𝐼 (𝑥)      

 

 
ภาพที่ 5.2 การจําลองโจทยปญหาที่ใชการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย 𝐵(10,0.2)  

และฟงกชันท่ีใชในการัดสินใจ 𝐼 (𝑥)      
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5.3  บทวิเคราะห   

 ในสวนนี้เราจะศึกษา และเปรียบเทียบความนาจะเปนที่จะตอบถูก จากกราฟการแจกแจง

ความนาจะเปนของการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทยและฟงกชันที่ใชในการตดัสินใจ 

5.3.1  กรณีที่ใชฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจเดียวกันแตมีพารามิเตอรตางกัน 

ตัวอยางที่ 10 ให 𝑋 และ 𝑌 สุมมาจากการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทยคือ 𝑁(0,1) 

และมีฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจคือ   𝐼 (𝑥)  = 𝐼(𝑥 + 5) =  +  ( ) 

จะไดวา 𝑋, 𝑌 ~ 𝑁(0,1) มีฟงกชันความนาจะเปน คือ 𝑓(𝑥) =
√

𝑒  และมีฟงกชันการแจกแจง  

ความนาจะเปน คือ 𝐹(𝑥) = 1 + 𝑒𝑟𝑓
√

  

จากสมการที่ (4.3) และ (4.4) จะได  

                 𝐸 𝐼 𝑀 = 𝐼 (𝑎)𝑓 (𝑎)𝑑𝑎 

                                     =
1
2
+
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (𝑎)

𝜋
2

1
√2𝜋

𝑒
1
2
1 + 𝑒𝑟𝑓

𝑎
√2

𝑑𝑎 

                 𝐸 𝐼 𝑀 = 𝐼 (𝑎)𝑓 (𝑎) 𝑑𝑎 

                                     =
1
2
+
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (𝑎)

𝜋
2

1
√2𝜋

𝑒 1 −
1
2
1 + 𝑒𝑟𝑓

𝑎
√2

𝑑𝑎 

ประมาณคาโดยใชโปรแกรม Mathematica   

จะได 𝐸 𝐼 𝑀 ≈ 0.9421632203   

และ 𝐸 𝐼 𝑀 ≈ 0.9268526532 

จากสมการที่ (4.1)  𝑃(𝐵) ≈ + 𝐸 𝐼 𝑀 − 𝐸 𝐼 𝑀  

จะได  𝑃(𝐵) ≈ + (0.9421632203 − 0.9268526532) 

  ≈ 0.5076552835 

ตัวอยางที่ 11 ให 𝑋 และ 𝑌 สุมมาจากการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทยคือ 𝑁(0,1) 

และมีฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจคือ   𝐼 (𝑥 − 5)  = 𝐼(𝑥) =  +  ( ) 

จะไดวา 𝑋, 𝑌 ~ 𝑁(0,1) มีฟงกชันความนาจะเปน คือ 𝑓(𝑥) =
√

𝑒  และมีฟงกชันการแจกแจง   

ความนาจะเปน คือ 𝐹(𝑥) = 1 + 𝑒𝑟𝑓
√

  

จากสมการที่ (4.3) และ (4.4) จะได  

                 𝐸 𝐼 𝑀 = 𝐼 (𝑎)𝑓 (𝑎)𝑑𝑎 
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                                     =
1
2
+
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (𝑎)

𝜋
2

1
√2𝜋

𝑒
1
2
1 + 𝑒𝑟𝑓

𝑎
√2

𝑑𝑎 

                 𝐸 𝐼 𝑀 = 𝐼 (𝑎)𝑓 (𝑎) 𝑑𝑎 

                                     =
1
2
+
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (𝑎)

𝜋
2

1
√2𝜋

𝑒 1 −
1
2
1 + 𝑒𝑟𝑓

𝑎
√2

𝑑𝑎 

ประมาณคาโดยใชโปรแกรม Mathematica 

จะได 𝐸 𝐼 𝑀 ≈ 0.07314734674   

และ 𝐸 𝐼 𝑀 ≈ 0.05783677968 

จากสมการที่ (4.1)  𝑃(𝐵) ≈ + 𝐸 𝐼 𝑀 − 𝐸 𝐼 𝑀  

จะได  𝑃(𝐵) ≈ + (0.07314734674 − 0.05783677968) 

  ≈ 0.5076552835 

ตัวอยางที่ 12 ให 𝑋 และ 𝑌 สุมมาจากการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย คือ 𝑁(0,1) 

และมีฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจ คือ 𝐼 (𝑥 + 20)  = 𝐼(𝑥) =  +  ( ) 

จะไดวา 𝑋, 𝑌 ~ 𝑁(0,1) มีฟงกชันความนาจะเปน คือ 𝑓(𝑥) =
√

𝑒  และมีฟงกชันการแจกแจง  

ความนาจะเปน คือ 𝐹(𝑥) = 1 + 𝑒𝑟𝑓
√

  

จากสมการที่ (4.3) และ (4.4) จะได  

                 𝐸 𝐼 𝑀 = 𝐼 (𝑎)𝑓 (𝑎)𝑑𝑎 

                                     =
1
2
+
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (𝑎)

𝜋
2

1
√2𝜋

𝑒
1
2
1 + 𝑒𝑟𝑓

𝑎
√2

𝑑𝑎 

                 𝐸 𝐼 𝑀 = 𝐼 (𝑎)𝑓 (𝑎) 𝑑𝑎 

                                     =
1
2
+
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (𝑎)

𝜋
2

1
√2𝜋

𝑒 1 −
1
2
1 + 𝑒𝑟𝑓

𝑎
√2

𝑑𝑎 

ประมาณคาโดยใชโปรแกรม Mathematica 

จะได 𝐸 𝐼 𝑀 ≈ 0.9845085209   

และ 𝐸 𝐼 𝑀 ≈ 0.9836071987 

จากสมการที่ (4.1)  𝑃(𝐵) ≈ + 𝐸 𝐼 𝑀 − 𝐸 𝐼 𝑀  

จะได  𝑃(𝐵) ≈ + (0.9845085209 − 0.9836071987) 

  ≈ 0.5004506611 
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ภาพที่ 5.3 กราฟการแจกแจงความนาจะเปนของ 

𝑁(0,1), 𝐼 (𝑥), 𝐼 (𝑥 − 5), 𝐼 (𝑥 + 5) และ 𝐼 (𝑥 + 20)    

 สังเกตวาสําหรับการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย 𝑁(0,1) ถาเราเลือกฟงกชัน

ที่ใชในการตัดสินใจเปน 𝐼 (𝑥) จะไดคาความนาจะเปนที่จะตอบถูก (ตัวอยางที่ 3) ที่มีคามากกวาการ

เลือกฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจเปน 𝐼 (𝑥 + 5), 𝐼 (𝑥 − 5) หรือ 𝐼 (𝑥 + 20) (ตัวอยางที่ 10, 11 

และ 12 ตามลําดับ) จากภาพที ่ 5.3 กราฟการแจกแจง 𝐼 (𝑥) มีตําแหนงที ่ใกลเคียงกับกราฟ         

การแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุ มโจทย 𝑁(0,1) มากกวากราฟการแจกแจง 𝐼 (𝑥 + 5),   
𝐼 (𝑥 − 5) และ 𝐼 (𝑥 + 20)        

 และสังเกตตอไปวาความนาจะเปนที่จะตอบถูก จากการเลือกฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจ คือ 

𝐼 (𝑥 + 5) และ 𝐼 (𝑥 − 5) มีคาเทากัน และจากภาพที ่ 5.3 กราฟการแจกแจง 𝐼 (𝑥 + 5) และ 

𝐼 (𝑥 − 5) มีตําแหนงที่หางจากกราฟการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย 𝑁(0,1) เทากัน 

 มากกวานั ้นความนาจะเปนที ่จะตอบถูก จากการเลือกฟงกชันที ่ใชในการตัดสินใจ คือ 

𝐼 (𝑥 + 5) มีคามากกวาการเลือกฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจ คือ 𝐼 (𝑥 + 20) และจากภาพที่ 5.3

กราฟการแจกแจง 𝐼 (𝑥 + 5) มีตําแหนงที่หางจากกราฟการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุม

โจทย 𝑁(0,1) ใกลกวากราฟการแจกแจง 𝐼 (𝑥 + 20)                        

 จากการสังเกตคาดวากราฟการแจกแจงความนาจะเปนของฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจที่มี

ตําแหนงที่ใกลเคียงกับกราฟการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย จะใหคาความนาจะเปน

ที่จะตอบถูกมากกวากราฟการแจกแจงของฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจที่มีตําแหนงที่หางจากกราฟการ

แจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย 

𝐼 (𝑥) 

𝐼 (𝑥 − 5) 

𝐼 (𝑥 + 20) 

𝐼 (𝑥 + 5) 

𝑁(0,1) 
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5.3.2  กรณีที่ใชฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจตางกัน 

 
ภาพที่ 5.4 กราฟการแจกแจงความนาจะเปนของ 𝑁(0,1) และ 𝐼 (𝑥)   

 
ภาพที่ 5.5 กราฟการแจกแจงความนาจะเปนของ 𝑁(0,1) และ 𝐼 (𝑥) 

 
ภาพที่ 5.6 กราฟการแจกแจงความนาจะเปนของ 𝑁(0,1) และ 𝐼 (𝑥) 

𝑁(0,1) 

𝑁(0,1) 

𝑁(0,1) 

𝐼 (𝑥) 

𝐼 (𝑥) 

𝐼 (𝑥) 
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 จากหัวขอที่ 4.4.1 สังเกตวาสําหรับการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย 𝑁(0,1) 

ถาเราเลือกฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจ 𝐼 (𝑥) หรือ 𝐼 (𝑥) จะใหคาความนาจะเปนที ่จะตอบถูก

มากกวาการเลือกฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจ 𝐼 (𝑥) และจากภาพที่ 5.4, 5.5 และ 5.6 กราฟการแจก

แจง 𝐼 (𝑥) และ 𝐼 (𝑥) มีลักษณะของกราฟที่ใกลเคียงกับกราฟการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการ

สุมโจทย 𝑁(0,1) มากกวากราฟการแจกแจง 𝐼 (𝑥)        

 จากการสังเกตคาดวากราฟการแจกแจงความนาจะเปนของฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจที่มี

ลักษณะใกลเคียงกับกราฟการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย จะใหคาความนาจะเปนที่

จะตอบถูกมากกวากราฟการแจกแจงของฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจที่มีลักษณะแตกตางจากกราฟ

การแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย 
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บทที่ 6                                                                

ขอสรุปและขอเสนอแนะ 

 โครงงานนี้ไดแสดงกลยุทธที่มีความทั่วไปมากกวาสําหรับการแกโจทยปญหา พรอมไดกําหนด

ฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจและการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย แลวทําการคํานวณ

ตามกลยุทธที่ที่มีความทั่วไปมากกวา จากนั้นทําการจําลองการใชกลยุทธที่มีความทั่วไปมากกวาเพ่ือ

สนับสนุนวาความนาจะเปนที่ไดจากการคํานวณสามารถทําไดจริงตามท่ีตองการ  

 เมื่อเราเลือกฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจใหเปนฟงกชันเพิ่มโดยแทหรือลดโดยแทแลว จะเห็น

วาความนาจะเปนที่ไดจากการคํานวณและการจําลองมีคาที่ใกลเคียงกัน จึงสนับสนุนวากลยุทธที่มี  

ความทั่วไปมากกวานี้ สามารถใหคําตอบสําหรับโจทยปญหาดังกลาวไดถูกตองดวยความนาจะเปน

มากกวา 0.5 ได แตความนาจะเปนที่จะตอบถูกจะมากกวา 0.5 มากหรือนอยเพียงใดนั้นขึ้นอยูกับ

ฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจ เนื่องจากวาการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทยนั้นสามารถ

เปนการแจกแจงใดก็ได แตสุดทายเมื่อเราทําตามกลยุทธที่มีความทั่วไปมากกว าแลว เราจะไดความ

นาจะเปนที่จะตอบถูกมากกวา 0.5 เสมอ 

 จากการสังเกตเราคาดวาฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจที่ใหคาความนาจะเปนในการตอบถูกที่

มากที่สุด คือ ฟงกชันที่มีลักษณะและตําแหนงของกราฟการแจกแจงความนาจะเปนของฟงกชันที่ใช

ในการตัดสินใจเหมือนกันหรือคลายกันกับกราฟการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย แต

เกณฑในการบอกวากราฟการแจกแจงความนาจะเปนของฟงกชันที่ใชในการตัดสินเหมือนกันหรือ

คลายกันกับกราฟการแจกแจงความนาจะเปนที ่ใชในการสุมโจทยมากหรือนอยนั้นยังคงตองถูก

ทําการศึกษาเพ่ิมเติมตอไป 
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แบบเสนอหัวขอโครงงาน รายวิชา 2301399 Project Proposal     

ปการศึกษา 2562 

 

ชื่อโครงงาน(ภาษาไทย) ปญหาความนาจะเปนที่ขัดกับความรูสึก 

ชื่อโครงงาน(ภาษาอังกฤษ) A counter-intuitive probability puzzle 

อาจารยที่ปรึกษา อาจารย ดร.เรวัต ถนัดกิจหิรัญ 

ผูดําเนินการ นายพีรวิชญ เหลืองสิริทรัพย เลขประจําตัวนิสิต 5933537423 

สาขา คณิตศาสตร ภาควิชาคณิตศาสตรและวิทยาการคอมพิวเตอร 

คณะวิทยาศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย 

หลักการและเหตุผล 

 มีโจทยปญหาที่เกี่ยวกับความนาจะเปนที่นาสนใจบนเว็บไซตหนึ่ง [1] ซึ่งผูที่เห็นโจทยนี้ครั้ง

แรกมักจะรูสึกวาไมสามารถทําได โจทยนี้มีอยูวา ในรายการเกมโชวรายการหนึ่ง พิธีกรจะสุมเลือก

ตัวเลข 2 ตัวที่ไมเทากัน แลวซอนไวหลังประตูสองบาน จากนั้นพิธีกรจะใหผูเลนสามารถเปดประตู 1 

บาน เพ่ือดูตัวเลขหลังประตูบานนั้น ตอมาพิธีกรจะใหผูเลนตอบคําถามวา ตัวเลขหลังประตูอีกบาน

หนึ่งมีคามากกวาหรือนอยกวาตัวเลขที่เห็นนี้ สิ่งที่นาสนใจและขัดตอความรูสึกของคนทั่วไปคือมีกล

ยุทธที่จะทําใหผูเลนตอบคําถามนี้ถูกตองดวยความนาเปนที่มากกวา 0.5 

มีการใหคําตอบของกลยุทธดังกลาวบนเว็บไซต เชน [1], [2] และ [3] เปนตน ซึ่งสอดคลอง

กัน โดยสมมติให 𝑋 เปนตัวเลขหลังประตูบานที่เปดดู และ 𝑌 เปนตัวเลขที่ซอนอยูหลังประตูอีกบาน 

กลยุทธที่วาคือ ไมวาจะกอนหรือหลังที่เราเห็นคาของ 𝑋 ใหทําการสุมตัวเลข 𝐾 จากการแจกแจง

แบบตอเนื่องที่ซัพพอรตของฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนคือ ℝ เชน   

𝑓(𝑥) =  
𝑒   

𝜎  1 +  𝑒     
      , 𝑥 ∈  ℝ 

เมื่อ 𝜇 เปนคาเฉลี่ยและ 𝜎 เปนคาสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของตัวแปรสุมนี้ จากนั้นใหพิจารณาคาของ 

𝑋 ถา 𝐾 < 𝑋 ใหผูเลนตอบวา 𝑌 มีคานอยกวา 𝑋 แตถา 𝐾 > 𝑋 ใหผูเลนตอบวา 𝑌 มีคามากกวา 𝐾 

 นอกจากนี้ยังมีคําตอบที่มีความทั่วไปมากกวา ให 𝑋 เปนตัวเลขหลังประตูบานที่เปดดู และ 𝑌 

เปนตัวเลขที่ซอนอยูหลังประตูอีกบาน เราจะกําหนดฟงกชันหนึ่งขึ้นมาเพ่ือใชประกอบในการตัดสินใจ 

โดยเมื่อเราเห็นคาของ 𝑋 แลว เราจะนําฟงกชันดังกลาวมาคํานวณคา ณ จุด 𝑋 แลวตัดสินใจวา         

จะตอบอยางไร เชน ให 𝑓(𝑋) แทนความนาจะเปนที่จะตอบวา 𝑌  มีคานอยกวา 𝑋 เราสามารถแสดง
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ไดวา 𝑓 เปนฟงกชันเพิ่มโดยแท เนื่องจากในความเปนจริงเราไมรูวา 𝑋 มีคาที่เปนไปไดอะไรบาง เราจึง

ตองใหโดเมนของ 𝑓 เปน ℝ ดังนั้นฟงกชัน 𝑓 ที่แทนความนาจะเปนที่จะตอบวาตัวเลขหลังประตูอีก
บานมีคานอยกวาตัวเลขเห็นที่ชวยในการตัดสินใจนี้ จะตองเปนฟงกชันที่เพ่ิมโดยแทจาก ℝ ไป [0,1] 

ในโครงงานนี้เราจะศึกษาผลลัพธจากการเปลี่ยนฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจและการแจกแจงที่ใชใน

การสุมตัวเลขสองตัว โดยเราจะหาคาความนาจะเปนที่จะตอบถูกตามทฤษฎี เมื่อกําหนดการแจกแจง

ที่ใชในการสุมตัวเลขสองตัวและฟงกชันความนาเปนที่จะตอบวาตัวเลขหลังประตูอีกบานมีคามากกวา

(หรือนอยกวา)     ตัวเลขที่เห็น นอกจากนี้เรายังทําการจําลองโดยใชกระบวนการ Monte Carlo เพ่ือ

สนับสนุนผลลัพธทางทฤษฎีดวย 

  

วัตถุประสงค 

ศึกษาผลลัพธจากการเปลี่ยนฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจและการแจกแจงที่ใชในการสุม

ตัวเลขสองตัว 

 

ขอบเขตของโครงงาน 

1. การแจกแจงสําหรับการสุมตัวเลขสองตัวที่ใชในโครงงานนี้ ไดแก การแจกแจงแบบปกติ, การ

แจกแจงแบบเอกรูป(ตอเนื่อง), การแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล, การแจกแจงแบบทวินาม 

และการแจกแจงแบบปวซง 

2. ฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจที่จะตอบวาตัวเลขหลังประตูอีกบานมีคามากกวา (หรือนอยกวา)

ตัวเลขที่เห็น ไดแก   

 

   𝐼 (𝑥)  =  
1
2
+
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (𝑥)

𝜋
  

 

   𝐷 (𝑥)  =   
1
2
−
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (𝑥)

𝜋
 

   𝐼 (𝑥)  =  1 − 
1

1 +  𝑒
 

 

   𝐷 (𝑥)  =  1 − 
1

1 +  𝑒  
 

   𝐼 (𝑥)  =  
1
2
1 + 

𝑥
1 +  |𝑥|

  

 

   𝐷 (𝑥)  =  
1
2
 1 −

𝑥
1 +  |𝑥|

  

   𝐼 (𝑥)  =

{
 
 

 
 

1
5
2 − 𝑥

         ; 𝑥 < 0

 

1 – 
1

𝑥 + 52
     ; 𝑥 ≥ 0

 

 

   𝐷 (𝑥)  =

{
 
 

 
 1 +  

1

𝑥 − 52
     ; 𝑥 < 0

 
1

𝑥 + 52
             ; 𝑥 ≥ 0
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   𝐼 (𝑥)  =

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑒 − 1

2𝑒
          ; 𝑥 < −1         

 
𝑥 + 5
10

              ; −1 ≤ 𝑥 < 0 
𝑥 + 11
20

            ; 0 ≤ 𝑥 < 1    

1 −
𝑒 − 1
2𝑒

     ; 𝑥 ≥ 1            

 

 

   𝐷 (𝑥)  =

{
 
 
 
 

 
 
 
 
1 −

𝑒 − 1
2𝑒

   ; 𝑥 < −1           

5 − 𝑥
10

              ; −1 ≤ 𝑥 < 0 
9 − 𝑥
20

              ; 0 ≤ 𝑥 < 1    

𝑒 − 1
2𝑒

             ; 𝑥 ≥ 1            

 

 

วิธีการดําเนินงาน 

1. ศึกษาปญหาสืบคนขอมูลเพิ่มเติมที่เกี่ยวของและกําหนดหัวขอที่จะศึกษา 

2. กําหนดการแจกแจงสําหรับการสุมตัวเลขสองตัวและฟงกชันที่ใชในการตัดสินใจที่จะตอบวา

ตัวหลังประตูอีกบานมีคามากกวา(หรือนอยกวา)ตัวเลขหลังประตูบานที่เห็น 

3. ทําการจําลองโดยใชกระบวนการ Monte Carlo  

4. หาคาความนาจะเปนที่จะตอบถูกตามทฤษฎี 

5. สรุปและจัดทํารูปเลมรายงาน 

 

วิธีการดําเนินงาน 
สิงหาคม 2562 - เมษายน 2563 

ส.ค. ก.ย. ต.ค. พ.ย. ธ.ค. ม.ค. ก.พ. มี.ค. เม.ย. 

1. ศึกษาปญหาสืบคนขอมูลเพ่ิมเติมที่

เกี่ยวของและกําหนดหัวขอที่จะศึกษา 

         

2. กําหนดการแจกแจงสําหรับการสุม

ตัวเลขสองตัวและฟงกชันที่ใชในการ

ตัดสินใจที่จะตอบวาตัวหลังประตูอีกบานมี

คามากกวา(หรือนอยกวา)ตัวเลขหลังประตู

บานที่เห็น 

         

3. ทําการจําลองโดยใชกระบวนการ  

Monte Carlo 

         

4. หาคาความนาจะเปนที่จะตอบถูกตาม

ทฤษฎี 

         

5. สรุปและจัดทํารูปเลมรายงาน          
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ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ 

 ไดเห็นกลยุทธที่ใชในการตอบคำถามดังกลาวที่ทำใหความนาจะเปนที่จะตอบถูกมีคามากกวา 

0.5 พรองทั้งตัวอยางประกอบทั้งในแงของการคำนวณความนาจะเปนทางทฤษฎีและการจำลองการ

ประมาณคาความนาจะเปน 
 
อุปกรณและเครื่องมือที่ใช 

1. คอมพิวเตอร 

2. กระดาษ A4 

3. MATLAB, Microsoft Word 

4. อุปกรณจัดเก็บขอมูล 

 

งบประมาณ 

1. กระดาษ A4  1,000 บาท 

2. คาถายเอกสาร  1,000 บาท 

3. อุปกรณจัดเก็บขอมูล 1,500 บาท 

4. หมึกพิมพ  1,500 บาท 

 

เอกสารอางอิง 

[1] Bill, T. (1960). How is it that you can guess if one of a pair of random numbers is 

 larger with probability > 1/2?. Retrieved August 15, 2019, from  

 https://mathoverflow.net/questions/9037/how-is-it-that-you-can-guess-if-one-of-a-

 pair-of-random-numbers-is-larger-with. 

[2] Mutalik, P. (2015). Solution: 'Information From Randomness?'.  

 Retrieved November 4, 2019, from  

 https://www.quantamagazine.org/solution-information-from-randomness-

 20150722/. 

[3] Randall. (2010). Math Puzzle. Retrieved October 28, 2019, from  

 https://blog.xkcd.com/2010/02/09/math-puzzle/comment-page-1/. 
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ภาคผนวก ข 
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ตัวอยางโปรแกรมการคํานวณตามกลยุทธที่มีความทั่วไปมากกวา 

 การคํานวณตามกลยุทธที ่มีความทั่วไปมากกวา เราจะใชโปรแกรม Mathematica ใน     

การประมาณคาความนาจะเปนที่จะตอบถูก 

1. ตัวอยางโปรแกรมท่ีมีการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย คือ 𝑁(0,1)      
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2. ตัวอยางโปรแกรมท่ีมีการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย คือ 𝑈(0,1)      

 
 

 
  

3. ตัวอยางโปรแกรมท่ีมีการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย คือ 𝐸𝑥𝑝(1)      
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4. ตัวอยางโปรแกรมท่ีมีการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย คือ 𝐵(10,0.2)      
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5. ตัวอยางโปรแกรมท่ีมีการแจกแจงความนาจะเปนที่ใชในการสุมโจทย คือ 𝑃𝑜𝑖(1)      
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ตัวอยางโปรแกรมการจําลองตามกลยุทธที่มีความท่ัวไปมากกวา 

 การจําลองตามกลยุทธที่มีความทั่วไปมากกวา เราจะใชโปรแกรม MATLAB ในการประมาณ

คาความนาจะเปนที่จะตอบถูก 
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ประวัติผูเขียน 
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