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บทคดัย่อ 
 

               โครงงานน้ีศึกษาวิธีสร้างรูปหลายเหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าแนบในวงกลมโดยใชว้งเวียนและ
สนัตรงเท่านั้น วธีิการสร้างรูปดงักล่าวอาศยัความรู้และทฤษฎีที่เก่ียวขอ้ง เช่น ทฤษฎีกรุปวฏัจกัร 
เลขคณิตมอดุลาร์ พหุนามไซโคลโทมิก  ทฤษฎีของกาลวั จ านวนเฉพาะแฟร์มาและตรีโกณมิติ ใน
การศึกษาคร้ังน้ีไดแ้สดงการสร้างรูปหลายเหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าขึ้นมาจ านวนหน่ึงซ่ึงรวมถึงรูปสิบ-
เหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าและสิบเจด็เหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าโดยใชโ้ปรแกรม GeoGebra  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



7 
 

 

Sek Prayongpan: construction of regular polygons with compass and straightedge 
Advisor: Dr. Nithi Rungthanapirom, 42 pages. 
 

                                            Abstract 
 

This project studies several straightedge and compass constructions of regular polygons 
inscribed in a circle. This can be done by using various areas of mathematics, such as cyclic groups, 
modular mathematics, cyclotomic polynomials, Fermat’s primes, Galois theory and trigonometry. 

GeoGebra software is employed in this study, some of constructions including a regular decagon and 
a regular heptadecagon are illustrated. 
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บทที ่1 
บทน า 

 

รูปหลายเหล่ียมดา้นเท่าเป็นหัวขอ้ที่ถูกกล่าวถึงและใชป้ระโยชน์บ่อยคร้ังในวิชาคณิตศาสตร์ 

กรณีที่จ  านวนเหล่ียมน้อย เช่น สามหรือส่ีเหล่ียมดา้นเท่า การสร้างรูปสามารถท าไดโ้ดยง่าย แต่เม่ือมี

จ านวนเหล่ียมของรูปมากขึ้น ความซับซ้อนในการสร้างและวิเคราะห์รูปจะสูงขึ้นอย่างมาก มิใช่รูป

หลายเหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าทุกรูปจะสามารถสร้างไดจ้ากวงเวยีนและสนัตรง ผูจ้ดัท  าจึงเกิดความสนใจ

ที่จะศึกษา วิธีการสร้างรูปหลายเหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าเหล่าน้ี ในโครงงานน้ีผูจ้ดัท  าได้ใชค้วามรู้ทาง
คณิตศาสตร์หลากหลายดา้นรวมทั้งทฤษฎีกาลวั พหุนามไซโคลโทมิก จ านวนเฉพาะแฟร์มา และกฎ

ของเกาส์ 

นักคณิตศาสตร์ชาวกรีกโบราณเป็นผูริ้เร่ิมการสร้างรูปหลายเหล่ียมด้วยวงเวียนและสันตรง 

พวกเขาใชว้ธีิน้ีในการสร้างรูปหลายเหล่ียมต่างๆ แต่พบวา่เพยีงบางรูปเท่านั้นที่สามารถสร้างไดด้ว้ย 
วงเวียนและสันตรง จึงท าให้เกิดค  าถามที่ว่าจะเป็นไปได้หรือไม่ที่รูปหลายเหล่ียมด้านเท่ามุมเท่า

ทั้งหมด จะสามารถสร้างไดด้ว้ยวงเวยีนและสนัตรง ถา้สร้างไม่ไดมี้รูปหลายเหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าแบบ

ใดบา้งที่สร้างไม่ได ้
ในปี พ.ศ. 2339 (ค.ศ. 1796) คาร์ล ฟรีดริช เกาส์ ไดพ้ิสูจน์ว่ารูปสิบเจ็ดเหล่ียมดา้นเท่าสามารถ

สร้างได้จากนั้ นอีกห้าปีต่อมา เขาก็ได้สร้างทฤษฎี Gaussian periods ในงานเขียน Disquisitiones 
Arithmeticae ทฤษฎีน้ีท าใหเ้ขาสามารถก าหนดเงื่อนไขเพียงพอเพือ่ทดสอบความสามารถในการสร้าง
ของรูปหลายเหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่า 
           เกาส์คาดว่าเง่ือนไขน้ีอาจเป็นเงื่อนไขจ าเป็น แต่เขาก็ไม่ไดเ้สนอการพิสูจน์ส าหรับค ากล่าวน้ี
จนกระทัง่ไดรั้บการพสูิจน์โดย Pierre Wantzel เม่ือ พ.ศ. 2380 (ค.ศ. 1837) วา่ค  ากล่าวน้ีอาจดูเหมือนวา่
เกาส์ไม่ไดมี้การพสูิจน์ที่ถูกตอ้ง เพราะหากพจิารณาการสร้างรูปเกา้เหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าจะยติุลงด้วย

ความเป็นไปไม่ไดท้ี่จะแบ่งมุม 120° ออกเป็นสามส่วนเท่าๆ กนั ซ่ึงเป็นขอ้เท็จจริงที่เกาส์ไดต้ระหนกั
ไว ้ซ่ึงขอ้เทจ็จริงน้ีสอดคลอ้งกบัในกรณี รูป  𝑛  เหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าสามารถสร้างไดด้ว้ยวงเวยีนและ
สนัตรง ถา้ 𝑛  คือ ก าลงัของสองและจ านวนใดๆ ที่แตกต่างกนัของจ านวนเฉพาะแฟร์มา 
        กุญแจส าคญัในการศึกษาการสร้างรูป 𝑛 เหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าแนบในวงกลมดว้ยวงเวยีนและ 
สนัตรง คือการประยกุตใ์ช ้ทฤษฎีกาลัว (Galois Theory) และพหุนามไซโคลโทมิก  
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ซ่ึงคือ พหุนามดีกรีต ่าสุดที่มีสมัประสิทธ์ิเป็นจ านวนเตม็ และมีรากปฐมฐานที่ 𝑛  ของ 1  เป็นราก ซ่ึงท า
ใหเ้ราพสูิจน์ไดว้า่ รูป 𝑛 เหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าสร้างดว้ยวงเวยีนและสนัตรงไดก้็ต่อเม่ือ  𝜑(𝑛) 
เป็นก าลังของสอง  นั่นคือ  𝑛 = 2𝑘𝑝1 … , 𝑝𝑟  เ ม่ือ   𝑘 ∈ ℕ0  และ   𝑝1 … , 𝑝𝑟   เป็นจ านวน -

เฉพาะแฟร์มาที่ต่างกนัทั้งหมด  

            ในโครงงานน้ี เราจะศึกษาการสร้างรูป 𝑛 เหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าแนบในวงกลม เช่น 𝑛 = 17 
โดยการแก้สมการก าลังสองต่อเน่ืองหลายคร้ัง  ที่จะท าให้เราได้รากเชิงซ้อน   𝜍𝑛   ที่   𝑛 ของ 1 
ตวัอยา่งเช่น เม่ือ 𝑛 = 17  จากการค านวณที่จะแสดงในบทที่ 3 จะไดว้า่ 

 𝜍17  เป็นรากของสมการก าลงัสอง 
𝑥2 − 𝑧1𝑥 + 1 = 0 

เม่ือ  𝑧1  เป็นรากค่ามากของสมการ 
𝑥2 − 𝑦1𝑥 + 𝑦3 = 0 

เม่ือ  𝑦1, 𝑦3   เป็นรากค่ามากของสมการ 
𝑥2 − 𝑥1𝑥 + 1 = 0     และ    𝑥2 − 𝑥2𝑥 + 1 = 0 

ตามล าดบั เม่ือ 𝑥1 > 𝑥2   เป็นรากของสมการ 
𝑥2 − 𝑥 + 4 = 0 

เม่ือได ้ 𝜍𝑛 แลว้ เราจะสร้าง 1, 𝜍𝑛, 𝜍𝑛
2, … , 𝜍𝑛

𝑘−1 ไดซ่ึ้งเป็นจุดยอดของรูป 𝑛 เหล่ียมดา้นเท่ามุม-

เท่าแนบในวงกลมหน่ึงหน่วย 
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บทที ่2 
ความรู้พื้นฐานเกีย่วกบัการสร้างด้วยวงเวียนและสันตรง 

2.1 การสร้างด้วยวงเวยีนและสันตรง 
       เราจะศึกษาปัญหาการสร้างรูปดว้ยวงเวยีนและสนัตรง โดยพจิารณาจุดบนระนาบเชิงซอ้นโดยใช้
วงเวียนและสนัตรงภายใตก้ติกาต่อไปน้ี 
                1. มีวงเวยีน สนัตรง และจุดเร่ิมตน้สองจุด ใหเ้ป็น 0,1 ∈ ℂ 

                2. ใชส้นัตรงเพือ่ลากเสน้ตรงระหวา่งจุดที่สร้างไปแลว้สองจุดได ้
                3. จุดตดัเสน้ตรงของเสน้ตรงสองเสน้  หรือ เสน้ตรงกบัวงกลม หรือ วงกลมสองวง 
                    สามารถน ามาใชต่้อได ้
                4. วงกลมที่สร้างดว้ยวงเวยีนตอ้งมีจุดศูนยก์ลางเป็นจุดที่สร้างไปแลว้และมีความยาว 
                     รัศมีเท่ากบัระยะห่างระหวา่งสองจุดที่สร้างไปแลว้เท่านั้น 

นิยาม  เราจะเรียกจุดตดัที่ไดจ้ากขอ้ 3 ว่า จุดที่สร้างไดด้ว้ยวงเวียนและสันตรง เรียกเส้นตรงที่ไดจ้าก
การสร้างในขอ้ 2 วา่ เสน้ตรงที่สร้างไดด้ว้ยวงเวยีนและสนัตรง 
           จากกติกาขา้งตน้ ท าใหเ้ราสามารถใชว้งเวียนและสนัตรงตอบปัญหาบางประการทางเรขาคณิต
ไดด้งัตวัอยา่งต่อไปน้ี 

          การหาจุดกึ่งกลางระหว่างจุด 𝑨 และจุด 𝑩 ที่ก าหนดให้ 

                1.ใชส้นัตรงลากเสน้ตรงผา่น จุด  𝐴   และ จุด   𝐵    

                     2. กางวงเวยีนรัศมี 𝐴𝐵  สร้างวงกลมโดยให ้จุด 𝐴  และ จุด 𝐵  เป็นจุดศูนยก์ลาง 
                3. ไดว้งกลมสองวงตดักนัที่ จุด 𝐶 และ จุด 𝐷 
                     4. ลากเสน้ตรง 𝐶𝐷 ตดั 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  ที่จุด 𝐸  ซ่ึงเป็นจุดก่ึงกลางระหวา่งจุด A และ จุด B 
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การสร้างเส้นตรงที่ต้ังฉากกับเส้นตรง ณ จุดที่ก าหนดให้ 
        1. ก าหนดจุด 𝐶  เป็นจุดบนเสน้ตรงที่ก  าหนดให ้
           2. สร้างวงกลมโดยให ้ 𝐶  เป็นจุดศูนยก์ลาง ไดส่้วนโคง้ของวงกลมตดัเสน้ตรงที่  
            จุด  𝐴   และ  จุด   𝐵 
        3. สร้างวงกลม รัศมี 𝐴𝐵 โดยใหจุ้ด 𝐴 และจุด  𝐵 เป็นจุดศูนยก์ลาง 
        4. ไดว้งกลมสองวงตดักนัที่จุด 𝐸   และ  𝐷 
        5.  ใชส้นัตรงลาก 𝐷𝐸̅̅ ̅̅   ตดั   𝐴𝐵̅̅ ̅̅   ที่จุด 𝐶   จะได ้ 𝐶𝐷̅̅ ̅̅    ตั้งฉากกบั  𝐴𝐵̅̅̅̅   
 

                            
การแบ่งคร่ึงมุม BAC ที่ก าหนดให้   
         1. สร้างวงกลมรัศมีพอสมควร นัน่คือ 𝐷𝐸̅̅ ̅̅    ใหจุ้ด   𝐴    เป็นจุดศูนยก์ลาง ไดจุ้ดตดับน 
             เสน้ตรง    𝐴𝐵  ที่จุด 𝐺 และ ไดจุ้ดตดับนเสน้ตรง 𝐴𝐶 ที่จุด 𝐹 ตามล าดบั 
         2. สร้างวงกลมรัศมีพอสมควรนัน่คือ 𝐷𝐸̅̅ ̅̅  โดยใหจุ้ด  𝐺  และใหจุ้ด  𝐹 เป็นจุดศูนยก์ลาง      
             ไดว้งกลมตดักนัที่จุด  𝐻 
         3.  ใชส้นัตรงลาก 𝐴𝐼 ผา่นจุด 𝐻 จะได ้มุม  𝐶𝐴𝐼 มีขนาดเท่ากบั มุม  𝐵𝐴𝐼 
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2.2 ทฤษฎทีางพชีคณติเกีย่วกบัการสร้างด้วยวงเวยีนและสันตรง 
      ในการใชท้ฤษฎีทางพีชคณิตเก่ียวกบัการสร้างดว้ยวงเวียนและสนัตรง เราจะพจิารณาระนาบ
ที่ก  าหนดให้เป็นระนาบของจ านวนเชิงซ้อน[𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖 ∈ ℂ คือจุดต่างๆ บนระนาบ
เชิงซอ้น] 
 

ทฤษฎีบท ให ้𝐸0 ⊆ 𝐸1 ⊆ 𝐸2 ⊆ ⋯  เป็นเซตบนจุดระนาบเชิงซอ้นที่นิยามดงัน้ี 
              𝐸0 = ℚ 

 𝐸1 = ℚ({𝑧 ∈ ℂ|𝑧 เป็นรากสมการของก าลงัสองท่ีมีสัมประสิทธ์ิใน 𝐸0}) 
  𝐸2  = ℚ({𝑧 ∈ ℂ| 𝑧 เป็นรากสมการของก าลงัสองท่ีมีสัมประสิทธ์ิใน 𝐸1}) 

             ⋮ 
              𝐸𝑛 = ℚ({𝑧 ∈ ℂ|𝑧 เป็นรากสมการของก าลงัสองท่ีมีสัมประสิทธ์ิใน 𝐸𝑛−1}) 
จะไดว้า่  E = ⋃ Eii≥0   เป็นเซตของจุดทั้งหมดของระนาบจ านวนเชิงซอ้นที่สร้างไดด้ว้ย 

วงเวียนและสนัตรง  
 

พิสูจน์  [3] ทฤษฎีบท 1.4.1 
        ในการพิสูจน์ทฤษฎีบทขา้งตน้ เราตอ้งทราบแนวทางในการสร้างเพื่อหารากสมการก าลงั-
สองที่มีสมัประสิทธ์ิเป็นจ านวนเชิงซอ้นที่สร้างดว้ยวงเวียนและสนัตรง โดยเราจะพจิารณาเฉพาะ

กรณีที่สมัประสิทธ์ิของสมการดงักล่าวเป็นจ านวนจริงใน  𝐸𝑖−1  และรากของสมการเป็นจ านวน
จริงใน  𝐸𝑖  ดงัน้ี 
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การแก้สมการก าลังสองด้วยวงเวียนและสันตรง 

          การใชว้งเวยีนและสนัตรงเพือ่แกส้มการก าลงัสองที่มีค  าตอบเป็นจ านวนจริง ซ่ึงรูปแบบ
ของสมการคือ 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 โดยที่  𝑎 ≠ 0  และ  𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐸𝑖−1 ∩ ℝ  
(เช่น เม่ือ 𝑖 = 1  จะได ้    𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℚ  และค าตอบของสมการอยูใ่น   𝐸1  ซ่ึงเราสามารถ

น าไปใชต่้อเพือ่สร้างจุดใน   𝐸2   ที่เป็นค าตอบของสมการที่มีสมัประสิทธ์ิใน    𝐸1 ∩ ℝ )
สามารถท าไดด้งัน้ี 
1.  ให ้ 𝑝 = −𝑏

𝑎
    และ   𝑞 = 𝑐

𝑎
 

2. ใชว้งเวยีนและสนัตรงเพือ่สร้างพกิดั  𝑈(0,1), 𝑃(𝑝, 0), 𝑄(0, 𝑞), 𝑅(𝑝, 𝑞)    
     และ   𝑆(𝑝, 1)   
3. สร้างรูปส่ีเหล่ียมผนืผา้ 𝑈𝑄𝑅𝑆  ต่อมาลากเสน้ทแยงมุม  𝑆𝑄̅̅̅̅   และ  𝑅𝑈̅̅ ̅̅    จะได ้  
    𝐶  เป็นจุดตดั ของเสน้ทแยงมุมของรูปส่ีเหล่ียมผนืผา้  𝑈𝑄𝑅𝑆    
4. สร้างวงกลมโดยให้  𝐶   เป็นจุดศูนยก์ลาง รัศมี 𝐶𝑈  จะไดว้า่วงกลมดงักล่าวตดัแกน X ที่จุด  
    𝐴(𝑥1, 0)  และ   𝐺(𝑥2, 0)  ดงัรูป 
    จะไดว้า่ 𝑥1  และ   𝑥2  เป็นรากจริงของสมการ 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 
 

  

                         
 

พิสูจน์  
พจิารณาวงกลมที่มี  𝐶  เป็นจุดศูนยก์ลาง คือ  (𝑝

2
, 𝑞+1

2
)   และรัศมียาวเท่ากบั  𝐶𝑈 

นัน่คือ  𝑟 = 1
2

√𝑝2 + (𝑞 − 1)2 

จะได ้สมการวงกลม คอื (𝑥 − 𝑝
2

)
2

+ (𝑦 − 𝑞+1
2

)
2

= 1
4

(𝑝2 + (𝑞 − 1)2) 
 

แทน 𝑦 = 0 จะไดว้า่  (𝑥 − 𝑝
2

)
2

+ (− 𝑞+1
2

)
2

= 1
4

(𝑝2 + (𝑞 − 1)2) 
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ดงันั้น (2𝑥 − 𝑝)2 + (𝑞 + 1)2 = 𝑝2 + (𝑞 − 1)2 
 
(2𝑥 − 𝑝)2 = 𝑝2 + (𝑞 − 1)2 − (𝑞 + 1)2 
 
 

(2𝑥 − 𝑝)2 = 𝑝2 + (𝑞2 − 2𝑞 + 1) − (𝑞2 + 2𝑞 + 1) 
 
(2𝑥 − 𝑝)2 = 𝑝2 − 4𝑞 
 

2𝑥 − 𝑝 = ±√𝑝2 − 4𝑞 

         𝑥 = 𝑝±√𝑝2−4𝑞
2

 

แทน  𝑝 = −𝑏
𝑎

   และ   𝑞 = 𝑐
𝑎
 

 

ดงันั้น 𝑥 =
−𝑏
𝑎 ±√(−𝑏

𝑎 )
2

−4(𝑐
𝑎)

2
 

 

           =
−𝑏
𝑎 ±√𝑏2

𝑎2−4(𝑐
𝑎)

2
 =

−𝑏
𝑎 ±√𝑏2

𝑎2−4(𝑎𝑐
𝑎2)

2
  

 

           =
−𝑏
𝑎 ±1

𝑎√𝑏2−4𝑎𝑐

2
= −𝑏±√𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
 

 

𝑥1 = −𝑏+√𝑏2−4𝑎𝑐
2𝑎

    และ  𝑥2 = −𝑏−√𝑏2−4𝑎𝑐
2𝑎

  เป็นค าตอบของสมการ □ 
 

2.3 การสร้างรูปหลายเหลีย่มด้านเท่ามุมเท่าด้วยวงเวียนและสันตรง 
       ในการศึกษาการสร้างรูป 𝑛 เหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าแนบในวงกลมดว้ยวงเวียนและสันตรง เรามี
ทฤษฎีบทหลักที่ใช้ในการระบุว่า เม่ือไรที่สามารถสร้างได้หรือไม่ได้ เราจะพิจารณาจากนิยาม

ต่อไปน้ี 
นิยาม  ς ∈ ℂ เป็นรากที่ 𝑛 ของ 1 ต่อเม่ือ 𝜍𝑛 = 1 และ ς  เป็นรากปฐมฐานที่ 𝑛 ของ 1 ก็ต่อเม่ือ 
1, 𝜍, … , 𝜍𝑛−1   เป็นรากที่ 𝑛 ของ 1 ที่ต่างกนัทั้งหมด 
 เช่น ถา้  𝑛 = 5  รากที่ 5  ของ  1 คือ 1, ς5,  ς5

2, ς5
3, ς5

4  จะเป็นจุดที่อยูบ่นเสน้รอบวงของ
วงกลมหน่ึงหน่วยและเป็นจุดที่เช่ือมต่อระหวา่งดา้นของหา้เหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าแนบในวงกลม 
        ถา้  𝑛 = 8  รากที่ 8  ของ  1 คือ 1, ς8,  ς8

2, . . , ς8
7  จะเป็นจุดที่อยูบ่นเสน้รอบวงของ

วงกลมหน่ึงหน่วยและเป็นจุดที่เช่ือมต่อระหวา่งดา้นของแปดเหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าแนบในวงกลม 
หมายเหตุ  จากสูตรของเดอมวฟร์จะไดว้า่ รากที่ 𝑛 ของ 1 ทั้งหมด ไดแ้ก่ 𝜍𝑛

𝑘 = 𝑒
2𝑘𝜋𝑖

𝑛  โดยที่ 
𝑘 = 0,1, … , 𝑛 − 1  ซ่ึงเม่ือพจิารณาระนาบเชิงซอ้น จะไดว้า่จ  านวนเหล่าน้ีเป็นจุดยอดของรูป 
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 𝑛 เหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าแนบในวงกลมหน่ึงหน่วย 
 

หมายเหตุ เราสามารถพสูิจน์ไดว้า่  พหุนามไซโคลโทมิก 
 
 

Φ𝑛(𝑥) ≔ ∏ (𝑥 − 𝜍𝑛
𝑘)

1≤𝑘≤𝑛
gcd(𝑘,𝑛)=1

 

เป็นพหุนามดีกรีต ่าสุด ที่มีสมัประสิทธ์ิเป็นจ านวนเตม็ และมี 𝜍𝑛 เป็นราก ขอ้เทจ็จริงดงักล่าว 
ประกอบกับการที่ว่า 1, 𝜍𝑛, … , 𝜍𝑛

𝑛−1   เป็นจุดยอดของรูป 𝑛 เหล่ียมด้านเท่ามุมเท่าแนบใน

วงกลมหน่ึงหน่วย เป็นกุญแจส าคญัในการศึกษาการสร้างรูป 𝑛 เหล่ียมด้านเท่ามุมเท่าแนบใน
วงกลมดว้ยวงเวยีนและสนัตรง 

ในการพสูิจน์ทฤษฎีดงักล่าว ตอ้งใชท้ฤษฎีกาลวั (Galois theory) และขอ้เทจ็จริงที่วา่ Φ𝑛(𝑥)  เป็น
พหุนามดีกรี φ(𝑛)  ซ่ึงจะไม่ขอกล่าว ณ ที่น้ี อยา่งไรกต็าม เราจะยกตวัอยา่งการสร้างรูป 𝑛 เหล่ียม
ดา้นเท่ามุมเท่า ตามเง่ือนไขของทฤษฎีบทขา้งตน้ดงัต่อไปน้ี 
 

ทฤษฎีบท รูป 𝑛 เหล่ียมด้านเท่ามุมเท่าแนบในวงกลมสร้างด้วยวงเวียนและสันตรงได้ก็ต่อเม่ือ
 Φn(𝑥) เป็นก าลงัของสอง นัน่คือ 𝑛 = 2𝑘𝑝1 ⋯ 𝑝𝑟   เม่ือ    𝑛 ∈ ℕ0   และ 𝑝1, ⋯ , 𝑝𝑟   เป็น
จ านวนเฉพาะแฟร์มาที่ต่างกนัทั้งหมด, [1]    
หมายเหตุ :   จ  านวนแฟร์มา (Fermat number)  คือจ านวนเตม็ที่อยูใ่นรูป   

𝐹𝑚 = 22𝑚 + 1,   𝑚 > 0 
ถา้   𝐹𝑚   เป็นจ านวนเฉพาะ  เราจะเรียก   𝐹𝑚   วา่   จ านวนเฉพาะแฟร์มา ( Fermat  prime ) 
ตัวอย่าง กรณ ี 𝒏 = 𝟓 
สร้างรูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าแนบในวงกลม 
 
𝐸0 = ℚ 
𝐸1 = ℚ({𝑧 ∈ ℂ| 𝑧 เป็นรากของสมการก าลงัสองท่ีมีสัมประสิทธ์ิใน ℚ}) 

ให ้   𝑥1 = 𝜍5 + 𝜎2(𝜍5) 
𝑥1 = 𝜍5 + 𝜍5

4    
จะไดว้า่   𝑥1

2 = (𝜍5 + 𝜍5
4)2 = 𝜍5

2 + 2𝜍5
5 + 𝜍5

8 = 𝜍5
2 + 𝜍5

3 + 2 
 
𝑥1

2 + 𝑥1 − 1 = 𝜍5
4 + 𝜍5

3 + 𝜍5
2 + 𝜍5 + 2 − 1 

 
𝜍5

4 + 𝜍5
3 + 𝜍5

2 + 𝜍5 + 2 − 1 = 0 

𝑥1  เป็นค าตอบของสมการ       𝑥2 + 𝑥 − 1 = 0    นัน่คือ  𝑥1 ∈ 𝐸1  
จากสมการ   𝑥2 + 𝑥 − 1 = 0    จะไดว้า่    𝑥 = −1+√5

2
, −1−√5

2
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    𝑥1  = 𝜍5 + 𝜍5
4 

 
 

𝜍5 
 

= cos (
2𝜋
5

) + 𝑖 sin (
2𝜋
5

) 
 

    

    𝜍5
4 

 

= cos (
8𝜋
5

) + 𝑖 sin (
8𝜋
5

) = cos (
2𝜋
5

) − 𝑖 sin (
2𝜋
5

) 
 

 

𝑥1  
 
 

= 𝜍5 + 𝜍5
4 = 2cos (

2𝜋
5

) > 0 
 

 

𝑥1  
 
 

= −1 + √5
2  

 
 

𝐸2 = ℚ({z ∈ ℂ|z เป็นรากของสมการก าลงัสองท่ีมีสัมประสิทธ์ิใน E1}) 
 

เน่ืองจาก  (𝑥 − 𝜍5)(𝑥 − 𝜍5
4) = 𝑥2 − (𝜍5 + 𝜍5

4)𝑥 + 1 = 𝑥2 − 𝑥1𝑥 + 1 
จะไดว้า่  𝜍5   เป็นรากของสมการ   𝑥2 − 𝑥1𝑥 + 1 = 0    นัน่คือ    𝜍5 ∈ 𝐸2 
   

เราจะสร้าง 𝛓𝟓 ซ่ึงเป็นจุดยอดจุดหน่ึงของรูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าแนบในวงกลมโดยพิจารณา

ว่า 𝛓𝟓 เป็นจุดตัดของวงกลมสองวง ดังนี้ 
จากสมการ วงกลม 𝑥2 + 𝑦2 = 1 และ (𝑥 − 𝑥1)2 + 𝑦2 = 1 
 จะไดว้า่  𝑦2 = 1 − 𝑥2    และ   𝑦2 = 1 − (𝑥 − 𝑥1)2 
 ดงันั้น  1 − 𝑥2 = 1 − (𝑥 − 𝑥1)2 
 𝑥2 = (𝑥 − 𝑥1)2 จะไดว้า่ 𝑥 = ±(𝑥 − 𝑥1) 
 ดงันั้น 𝑥 = −(𝑥 − 𝑥1) จะไดว้า่  2𝑥 = 𝑥1 = 2cos (2𝜋

5
) 

 

                                                                       𝑥 = 𝑥1
2

= cos (2𝜋
5

) 
 

 ดงันั้น จุดตดัของวงกลม  𝑥2 + 𝑦2 = 1 และ  (𝑥 − 𝑥1)2 + 𝑦2 = 1 
 

 คือ (cos (2𝜋
5

) , sin (2𝜋
5

))   และ   (cos (2𝜋
5

) , −sin (2𝜋
5

))    
 ซ่ึงสมนยักบัจ านวนเชิงซอ้น  𝜍5   และ  𝜍5̅   ตามล าดบั      □ 
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การสร้างรูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าแนบในวงกลม 
 

 
 

 

1.  กางวงเวยีน 1 หน่วย เร่ิมที่ จุด 𝑂(0,0)  ตดัแกน Y ที่จุด  𝑈(0,1) และตดัแกน X ที่จุด    
     𝑃(−1,0)  ให้จุด   𝑈(0,1)  เป็นจุดศูนยก์ลาง กางวงเวียน 1 หน่วย ใหต้ดักบัส่วนของ   
     วงกลมที่จุด  𝑃(−1,0)  เป็นจุดศูนยก์ลาง รัศมี  1  หน่วย  และจะไดจุ้ดตดั คือ  𝑆(−1,1)  
      และ   𝐸(0,0) 
2. ที่จุด  𝑂(0,0)   กางวงเวียน 1 หน่วย ตดัส่วนโคง้ใตแ้กน Y   ไดจุ้ด 𝑄 (0, −1)  
    ให้ 𝑄(0, −1)  เป็นจุดศูนยก์ลาง และกางวงเวยีน 1 หน่วย ตดักบัส่วนของวงกลมที ่
     จุด   𝑃(−1,0)  เป็นจุดศูนยก์ลาง รัศมี 1 หน่วย  ไดจุ้ดตดั คือ 𝑅(−1, −1) 
3. หาจุดก่ึงกลางระหวา่งจุด   𝑅(−1, −1)  และจุด 𝑈(0,1)  คือ จุด  𝐶(−1

2
, 0)  

     กางวงเวยีนเท่ากบั   𝐶𝑈̅̅ ̅̅   โดยให ้  𝐶(−1
2

, 0)   เป็นจุดศูนยก์ลางสร้างวงกลม จะได ้  
     ส่วนโคง้ของวงกลมตดัแกน X ที่จุด  𝐴(𝑥1, 0)  และ    𝐺(𝑥2, 0)   
4.  ที่ จุด 𝐴(𝑥1, 0)  กางวงเวยีน 1 หน่วย ตดัส่วนโคง้กบัวงกลม ที่จุด  𝑂(0,0)  
     เป็นจุดศูนยก์ลาง รัศมี   1  หน่วย ที่   𝑆2    และ   𝑆5  
5. สร้างวงกลมให ้𝑆1(1,0)  เป็นจุดศูนยก์ลาง รัศมี  𝑆1𝑆2̅̅ ̅̅ ̅̅    ตดัเสน้รอบวงของวงกลม ที่ จุด 
    𝑂(0,0)  เป็นจุดศูนยก์ลาง รัศมี 1 หน่วย ไดจุ้ดตดั  5 จุด  ลากเสน้เช่ือมระหวา่งจุดตดั จะได ้  
    รูปหา้เหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าในวงกลมหน่ึงหน่วย  
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 จากรูปหา้เหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าแนบในวงกลม น ามาสร้างรูปสิบเหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าแนบใน   
 วงกลมไดด้งัน้ี 
φ(10) = 22 เพราะ  𝑘 ∈ {1,2,3, … ,10}  ซ่ึงเป็นจ านวนเฉพาะสมัพทัธ ์กบั 10  มี 4 ตวั  
 คือ 1,3,7,9         
การสร้างรูปสิบเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าแนบในวงกลม 
 
     

 
1. สร้างเสน้แบ่งคร่ึงมุมจากจุดศูนยก์ลางของวงกลมของรูปหา้เหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าทั้ง 5 มุม 
    จะไดเ้สน้แบ่งคร่ึงมุมตดัเสน้รอบวงที่    𝐷1 ,𝐷3 ,𝐷5 ,𝐷7   และ 𝐷9  
 2. ลากเสน้เช่ือมระหวา่งจุดทั้ง 10 จุด ก็จะไดรู้ป 10 เหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าแนบในวงกลม   

 

การสร้างรูปหกเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าแนบในวงกลม 

  

1. สร้างวงกลมรัศมี 𝐴𝐷 โดยให ้𝐴 เป็นจุดศูนยก์ลาง 
2. กางวงเวยีนรัศมี 𝐴𝐷  สร้างส่วนโคง้ตดัเสน้รอบวงได ้6 จุด 
3. ลากเสน้เช่ือมระหวา่งจุดตดัทั้ง 6 จุด จะไดรู้ป 6 เหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าแนบในวงกลม       
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การสร้างรูปส่ีเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าแนบในวงกลม 
     

                                    
 

1. สร้างวงกลมรัศมี  𝑂𝐵   โดยให ้ 𝑂  เป็นจุดศูนยก์ลาง 
2. สร้างวงกลมรัศมี 𝐵𝐷 โดยให ้𝐵  และ 𝐷 เป็นจุดศูนยก์ลาง 
3. ลากเสน้ระหวา่งจุดตดัของวงกลมสองวง ตดัเสน้รอบวงที่ จุด 𝐶 และจุด   𝐷 
4. ลากเสน้เช่ือมระหวา่ง   𝐴𝐵𝐶𝐷  จะไดส่ี้เหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าแนบในวงกลม             

 

การสร้างรูปแปดด้านเท่ามุมเท่าแนบในวงกลม                   
φ(8) = 4 = 22  เพราะ  𝑘 ∈ {1,2,3, … ,8} ซ่ึงเป็นจ านวนเฉพาะสมัพทัธ ์กบั 8   

 มี 4 ตวั คือ 1,3,5,7 
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จากรูปส่ีเหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าแนบในวงกลม น ามาสร้างรูปแปดเหล่ียมมุมเท่าแนบในวงกลมได้

ดงัน้ี 
      1.สร้างเสน้แบ่งคร่ึงมุมจากจุดศูนยก์ลางของวงกลมของรูปหา้เหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าทั้ง 4 มุม  
          จะไดเ้สน้แบ่งคร่ึงมุมตดัเสน้รอบวงที่    𝐷1 ,𝐷3 ,𝐷5   และ 𝐷7  
      2. ลากเสน้เช่ือมระหวา่งจุดทั้ง 8 จุด ก็จะไดรู้ปแปดเหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าแนบในวงกลม 
 

หมายเหตุ ถา้เราแบ่งคร่ึงมุมที่จุดศูนยก์ลางของรูปแปดเหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าแนบในวงกลม  
                 เราจะไดจุ้ดตดัของเสน้แบ่งคร่ึงมุมบนเสน้รอบวง และลากเสน้เช่ือมระหวา่งจุด ก็จะได ้ 
                 รูปสิบหกเหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าแนบในวงกลม 
                 ในท านองเดียวกนั เราก็จะสามารถใชว้ธีิน้ี สร้างรูป จะไดรู้ป 32, 64, 128, … เหล่ียม 
                 ดา้นเท่ามุมเท่าแนบในวงกลมตามล าดบั 
                 ถา้เราแบ่งคร่ึงมุมที่จุดศูนยก์ลางของรูปหกเหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าแนบในวงกลม เราก็จะ- 
                 ได ้ 12, 24, 48, 96, … เหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าแนบในวงกลม ตามล าดบั 
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บทที ่3 
การสร้างรูปสิบเจด็เหลีย่มด้านเท่ามุมเท่าด้วยวงเวียนและสันตรง 

 ในบทน้ี เราจะหาวิธีการสร้างรูป  17  เหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าดว้ยวงเวยีนและสนัตรง  
โดยเร่ิมจากการศึกษาโครงสร้างของกรุป  Aut(〈𝜍17〉) จากนั้นจึงจะหาสมการก าลงัสอง 
ที่ใชส้ร้างรูป  17  เหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าดว้ยวงเวยีนและสนัตรงดงัน้ี 
3.1 โครงสร้างของกรุป     𝐀𝐮𝐭(〈𝝇𝟏𝟕〉) 
ส าหรับ 𝑎 ∈ ℤ  ให ้ 𝜎𝑎: 〈𝜍17〉 → 〈𝜍17〉     เป็นสาทิสสณัฐานระหวา่งกรุปซ่ึง 
 σ𝑎(𝜍17) = 𝜍17

𝑎   
จะไดว้า่ σ𝑎(𝜍17

𝑛) = 𝜍17
𝑎𝑛 ส าหรับทุก  𝑎 ∈ ℤ   และ  

 σ𝑎   เป็นอตัสณัฐาน (Automorphism)   ก็ต่อเม่ือ gcd(𝑎, 17) = 1 
 

ทฤษฎีบท  ถา้  gcd(𝑎, 17) = 1     แลว้  ord(𝜎𝑎 ) = ord17(𝑎) 
บทพิสูจน์ 
เน่ืองจาก  ord17(a) ≔ min {𝑘 ∈ ℕ|𝑎𝑘 ≡ 1 (mod 17)} 
 
ord(𝜎𝑎) ≔ min {𝑘 ∈ ℕ|𝜎𝑘 = id} 
ดงันั้น 𝜍𝑎𝑘 = 𝜎𝑘(𝜍17) = 𝑖𝑑(𝜍17) = 𝜍1 
ก็ต่อเม่ือ  𝑎𝑘 ≡ 1 (mod 17 ) 
ดงันั้น ord(𝜎𝑎) = 𝑘min = ord17(𝑎)    □ 
 

ทฤษฎีบท   Aut(〈ς17〉) = 〈𝜎3〉 
บทพิสูจน์ 
เน่ืองจาก Aut(〈ς17〉) มีสมาชิก 16 ตวั  คือ 𝜎𝑎  เม่ือ   𝑎 ∈ {1,2,3, … ,16} 

ตอ้งพสูิจน์วา่ ord(𝜎3) = 16 
นัน่คือ ตอ้งพสูิจน์วา่   ord17(3) = 16 
นัน่คือ  1. 316 ≡ 1 (mod 17) 
            2.  38  ≢ 1 (mod 17) 

ตอ้งพสูิจน์วา่  316 ≡ 1 (mod 17)   
เน่ืองจาก 32 ≡ 9 (mod 17) 
ดงันั้น 34 ≡ 9 ∗ 9 (mod 17) ≡ 13(mod 17) 
 
38  ≡ 16 (mod 17) 
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316 ≡ 16 ∗ 16 (mod 17)  ≡ 1 (mod 17) 

จึงไดว้า่          316 ≡ 1 (mod 17) 
เน่ืองจาก  𝜑(17) = 16 = 24   
มี 2  เป็นตวัประกอบเฉพาะเพยีงตวัเดียว 
จึงตอ้งพสูิจน์วา่  3

16
2 ≢ 1 (mod 17)   

เน่ืองจาก 38  ≡ 16 (mod 17) 
จะไดว้า่   38  ≢ 1 (mod 17) 
ดงันั้น ord17(3) = 16 

สรุปไดว้า่  Aut(〈ς17〉) = 〈𝜎〉             □ 
 

ต่อไปน้ีเราจะให ้𝜎 = 𝜎3   จะไดว้า่ กรุปยอ่ย ของ   Aut(〈𝜍17〉)  ไดแ้ก่ 
{id} ≤ 𝐻3 ≤ 𝐻2 ≤ 𝐻1  ≤ Aut(〈ς17〉)    

โดยที่   𝐻3: = {id, 𝜎8},  𝐻2: = {id, 𝜎4, 𝜎8, 𝜎12}  
 และ    𝐻1: = {id, 𝜎2, 𝜎4, 𝜎6, . . , 𝜎14} 
 

3.2 เอกลักษณ์เกี่ยวกับรากที่ 17 ของ 1  
ก่อนที่เราจะแสดงวธีิการสร้างสมการก าลงัสองที่ใชใ้นการสร้างรูปสิบเจด็เหล่ียมดา้นเท่า

มุมเท่า เราจะพสูิจน์เอกลกัษณ์ที่จะเป็นประโยชน์ต่อการค านวณหาสมการก าลงัสอง ดงัน้ี 
 

บทต้ังที่ 1 ให ้𝑘 ∈ {1,2,3, … ,16} จะไดว้า่  𝜍17
𝑘 + 𝜍17

17−𝑘 = 2 cos (2𝑘𝜋
17 ) 

พิสูจน์ 
 

                    𝜍17
𝑘  

 

= 
 

cos (
2𝑘𝜋
17

) + 𝑖sin (
2𝑘𝜋
17

) 

 

          𝜍17
17−𝑘 

 

= cos (
2(17 − 𝑘)𝜋

17
) + 𝑖sin (

2(17 − 𝑘)𝜋
17

) 
 

    𝜍17
17−𝑘 

 

= cos (2𝜋 −
2𝑘𝜋
17

) + 𝑖sin (2𝜋 −
2𝑘𝜋
17

) 
 
 𝜍17

𝑘 + 𝜍17
17−𝑘  

 
= (cos (

2𝑘𝜋
17

) + 𝑖sin (
2𝑘𝜋
17

)) 

+(cos (2𝜋 −
2𝑘𝜋
17

) + 𝑖sin (2𝜋 −
2𝑘𝜋
17

) 
 

 𝜍17
𝑘 + 𝜍17

17−𝑘  
 

= (cos (
2𝑘𝜋
17

) + 𝑖sin (
2𝑘𝜋
17

)) + cos (
2𝑘𝜋
17

) − 𝑖sin (
2𝑘𝜋
17

) 



25 
 

 

 

 𝜍17
𝑘 + 𝜍17

17−𝑘  
 

= 2 cos (
2𝑘𝜋
17

)            □ 
            

3.3 การหาสมการก าลังสองทีใ่ช้ในการสร้างรูปสิบเจ็ดเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าแนบในวงกลม  
      จากทฤษฎีกาลวั จะไดว้า่   
      𝑥1 ∶ = ∑ 𝜏(𝜍17) ∈ 𝐸1𝜏∈𝐻1  ,   𝑦1 ∶ = ∑ 𝜏(𝜍17) ∈ 𝐸2𝜏∈𝐻2 ,      
       𝑧1 ∶ = ∑ 𝜏(𝜍17) ∈ 𝐸3𝜏∈𝐻3   และ  𝜍17 ∈ 𝐸4 
      เราจึงจะสร้างสมการก าลงัสองที่มี 𝑥1, 𝑦1, 𝑧1, 𝜍17  เป็นรากตามล าดบัดงัน้ี 
 

3.3.1 สมการก าลงัสองส าหรับ  𝒙𝟏  
พจิารณา    𝑥1  = 𝜍17 + 𝜎2(𝜍17) + 𝜎4(𝜍17) + 𝜎6(𝜍17) + 𝜎8(𝜍17) 

+𝜎10(𝜍17) + 𝜎12(𝜍17) + 𝜎14(𝜍17) 
𝑥1  = 𝜍17 + 𝜍17

9 + 𝜍17
13 + 𝜍17

15 + 𝜍17
16 + 𝜍17

8 + 𝜍17
4 + 𝜍17

2 
และ 𝑥2 = 𝜎(𝑥1) 

 

= 𝜎1(𝜍17) + 𝜎3(𝜍17) + 𝜎5(𝜍17) + 𝜎7(𝜍17) + 𝜎9(𝜍17) 
+𝜎11(𝜍17) + 𝜎13(𝜍17)+𝜎15(𝜍17) 

𝑥2 = 𝜍17
3 + 𝜍17

10 + 𝜍17
5 + 𝜍17

11 + 𝜍17
14 + 𝜍17

7 + 𝜍17
12 + 𝜍17

6 
  

จะไดว้า่      𝑥1 + 𝑥2 = ς17 + ς17
9 + ς17

13 + ς17
15 + ς17

16 + ς17
8 + ς17

4 + ς17
2 +

                                 ς17
3 + ς17

10 + ς17
5 + ς17

11 + ς17
14 + ς17

7 + ς17
12 + ς17

6 
 

นัน่คือ        𝑥1 + 𝑥2 = −1      จากบทตั้งที่ 2 
 

และ 𝑥1𝑥2 
 

=  ς17
4 + ς17

13 + ς17
6 + ς17

12 + ς17
15 + ς17

8 + ς17
13 +

 ς17
12 + ς17

2 + ς17
14 + ς17

20 + ς17
6 + ς17

16 + ς17
4 +

 ς17
15 + ς17

16 + ς17
6 + ς17

13 + ς17
7 + ς17

10 + ς17
3 +

 ς17
8 + ς17

2 + ς17
1 + ς17

8 + ς17
3 + ς17

9 + ς17
12 +  ς17

5 +
ς17

10 + ς17
4 + ς17

2 + ς17
9 + ς17

4 + ς17
10 +  ς17

13 +
ς17

6 + ς17
11 + ς17

5 + ς17
11 + ς17

1 + ς17
13 +  ς17

2 +
ς17

5 + ς17
15 + ς17

3 + ς17
14 + ς17

7 + ς17
14 +  ς17

2 +
ς17

15 + ς17
1 + ς17

11 + ς17
16 + ς17

10 + ς17
5 + ς17

12 +
ς17

7 + ς17
13 + ς17

15 + ς17
9 + ς17

14 + ς17
8 

 
𝑥1𝑥2 = 4(ς17 + ς17

9 + ς17
13 + ς17

15 + ς17
16 + ς17

8 + ς17
4 + ς17

2 
+ς17

3 + ς17
10 + ς17

5 + ς17
11 + ς17

14 + ς17
7 + ς17

12

+ ς17
6) 

 

 นัน่คือ 𝑥1𝑥2 = 4(−1) = −4   จากบทตั้งที่ 2 
จะไดว้า่  𝑥1, 𝑥2  เป็นรากของสมการ   𝑥2 + 𝑥 − 4 = 0 
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ต่อไปจะแสดงวา่   𝑥1 = −1+√17
2

> 0 
    𝑥1 = 𝜍17 + 𝜍17

9 + 𝜍17
13 + 𝜍17

15 + 𝜍17
16 + 𝜍17

8 + 𝜍17
4 + 𝜍17

2 
 𝑥1 = (𝜍17 + 𝜍17

16) + (𝜍17
9 + 𝜍17

8) + (𝜍17
13 + 𝜍17

4) + (𝜍17
15 + 𝜍17

2) 
 

จากบทตั้งที่ 1  จะไดว้า่      𝜍17 + 𝜍17
16 = 2cos (2𝜋

17
) 

 

                                             𝜍17
9 + 𝜍17

8 = 2cos (16𝜋
17

) 
 

                                           𝜍17
13 + 𝜍17

4 = 2cos (8𝜋
17

) 
 

                                           𝜍17
15 + 𝜍17

2 = 2cos (4𝜋
17

) 
 

    𝑥1 = 2cos (2𝜋
17

) + 2cos (4𝜋
17

) + 2cos (8𝜋
17

) + 2cos(16𝜋
17

) 
 

ต่อไปตอ้งแสดงวา่  2cos (2π
17

) + 2cos (4π
17

) + 2cos (8π
17

) + 2cos (16π
17

) > 0 
 

พจิารณา  cos (2π
17

) + cos (4π
17

)   และ  cos (8π
17

) + cos (16π
17

) 
 

จาก                           cos A + cos B = 2 cos (A+B
2

) cos (A−B
2

) 
 

จะไดว้า่     cos (4π
17

) + cos (2π
17

) = 2 cos (3π
17

) cos ( π
17

) > 0 
 

 และ        cos (16π
17

) + cos (8π
17

) = 2 cos (12π
17

) cos (4π
17

) > 0 
 

 ดงันั้น      cos (4𝜋
17

) + cos (2𝜋
17

) + cos (16𝜋
17

) + cos (8𝜋
17

) > 0 
 

  2(cos (4𝜋
17

) + cos (2𝜋
17

) + cos (16𝜋
17

) + cos (8𝜋
17

)) > 0 

  ดงันั้น 𝑥1 = −1+√17
2

> 0 

และ  𝑥2 = −1−√17
2

< 0     เน่ืองจาก  𝑥2   เป็นรากอีกตวัหน่ึงของ 𝑥2 + 𝑥 − 4 = 0 
 

3.3.2 สมการก าลงัสองส าหรับ  𝒚𝟏  
 

พจิารณา    𝑦1 = 𝜎0(𝜍17) + 𝜎4(𝜍17) + 𝜎8(𝜍17) + 𝜎12(𝜍17) 
                                   = 𝜍17 + 𝜍17

13 + 𝜍17
16 + 𝜍17

4 
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และ   𝑦2  = 𝜎2(𝜍17) + 𝜎6(𝜍17) + 𝜎10(𝜍17) + 𝜎14(𝜍17) 
 = 𝜍17

9 + 𝜍17
15 + 𝜍17

8 + 𝜍17
2 

จะไดว้า่ 𝑦1 + 𝑦2 = 𝜍17 + 𝜍17
13 + 𝜍17

16 + 𝜍17
4 + 𝜍17

9 + 𝜍17
15 + 𝜍17

8 + 𝜍17
2 

นัน่คือ     𝑦1 + 𝑦2 = 𝑥1  
   และ  𝑦1𝑦2 = (𝜍17 + 𝜍17

13 + 𝜍17
16 + 𝜍17

4)(𝜍17
9 + 𝜍17

15 + 𝜍17
8 + 𝜍17

2) 
 𝑦1𝑦2 

 

= ς17
10 + ς17

16 + ς17
9 + ς17

3 + ς17
5 + ς17

11 + ς17
4 + ς17

15 
+ς17

8 + ς17
14 + ς17

7 + ς17 + ς17
13 + ς17

2 + ς17
12 + ς17

6 
 

นัน่คือ    𝑦1𝑦2 = −1  จากบทตั้งท่ี 2 
  จะไดว้า่  y1 , y2  เป็นรากของสมการ    𝑥2 − 𝑥1𝑥 − 1 = 0 
    

ตอ้งแสดงวา่                   𝑦1 > 0 
                                            𝑦1 = 𝜍17 + 𝜍17

13 + 𝜍17
16 + 𝜍17

4 
 

                                            𝑦1 = (𝜍17 + 𝜍17
16) + (𝜍17

13 + 𝜍17
4) 

 

จากบทตั้งที่ 1 จะไดว้า่  ς17
1 + ς17

16 = 2cos (2π
17

) 
 

                                           ς17
13 + ς17

4 = 2cos (8π
17

) 
 

 จาก cos 𝐴 + cos 𝐵 = 2 cos (𝐴+𝐵
2

) cos (𝐴−𝐵
2

) 
 

           จะได ้     cos (8𝜋
17

) + cos (2𝜋
17

) = 2 cos (5𝜋
17

) cos (3𝜋
17

) > 0 
 

ดงันั้น     𝑦1 = 2 cos (8𝜋
17

) + 2 cos (2𝜋
17

) = 2 ∗ 2 cos (5𝜋
17

) cos (3𝜋
17

) > 0 
ดงันั้น     𝑦1 > 0 
 

3.3.3 สมการก าลงัสองส าหรับ  𝒚𝟑  
 

           ให ้  𝑦3 = σ1(ς17) + σ5(ς17) + σ9(ς17) + σ13(ς17) 
 

 

= ς17
3 + ς17

5 + ς17
14 + ς17

12 
 และ        𝑦4 

 

= σ3(ς17) + σ7(ς17) + σ11(ς17) + σ15(ς17) 
 = ς17

10 + ς17
11 + ς17

7 + ς17
6 

จะไดว้า่  𝑦3 + 𝑦4 = ς17
3 + ς17

5 + ς17
6 + ς17

7 + ς17
10 + ς17

11 + ς17
12 + ς17

6 
นัน่คือ  𝑦3 + 𝑦4 = 𝑥2   
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และ 𝑦3𝑦4 = (ς17
3 + ς17

15 + ς17
14 + ς17

12)(ς17
10 + ς17

11 + ς17
7 + ς17

6) 

     𝑦3𝑦4 = ς17
13 + ς17

14 + ς17
10 + ς17

9 + ς17
15 + ς17

16 + ς17
12 + ς17

11 
+ς17

7 + ς17
8 + ς17

7 + ς17 + ς17
3 + ς17

2 + ς17
5 + ς17

6 
 

นัน่คือ    𝑦3𝑦4 = −1 จากบทตั้งที่ 2 
จะไดว้า่  y3 ,y4  เป็นรากของสมการ    𝑥2 − 𝑥2𝑥 − 1 = 0 
ตอ้งแสดงวา่                   y3 > 0 
                                             y3 = ς17

3 + ς17
5 + ς17

14 + ς17
12 

                                             y3 = (ς17
3 + ς17

14) + (ς17
5 + ς17

12) 
 

จากบทตั้งที่ 1 จะไดว้า่      ς17
3 + ς17

14  = 2cos (6π
17

) 
 

                                           ς17
5 + ς17

12 = 2cos (10π
17

) 
 

                                              y3 = ς17
3 + ς17

5 + ς17
14 + ς17

12 
                                              y3 = (ς17

3 + ς17
14) + (ς17

5 + ς17
12) 

                                              y3 = 2cos (10π
17

) + 2cos (6π
17

) 
 

จาก             cos 𝐴 + cos 𝐵 = 2 cos (𝐴+𝐵
2

) cos (𝐴−𝐵
2

) 
 

ดงันั้น     𝑦3 = 2 ∗ 2 cos (8𝜋
17

) 2 cos (2𝜋
17

) > 0 
และเน่ืองจาก  y3y4 = −1 < 0  จะไดว้า่  y4 < 0   
 

3.3.4 สมการก าลงัสองส าหรับ  𝒛𝟏  
 

ให ้   𝑧1 
\ 

= ς17 + ς17
16 

และ  𝑧2 
 

= ς17
13 + ς17

4 
 

จะได ้ 𝑧1 + 𝑧2 = 𝑦1  
และ 𝑧1𝑧2 = (ς17 + ς17

16)(ς17
13 + ς17

4) 
𝑧1𝑧2 = ς17

14 + ς17
5 + ς17

29 + ς17
20 

 

นัน่คือ    𝑧1𝑧2 = ς17
14 + ς17

5 + ς17
12 + ς17

3 = y3 
จะไดว้า่  𝑧1, 𝑧2  เป็นรากของสมการ              

𝑥2 − (𝑧1 + 𝑧2)𝑥 + 𝑧1𝑧2 
 
 

= 
 
0 

หรือ 𝑥2 − 𝑦1𝑥 + 𝑦3 = 0 
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3.4 การสร้างรูปสิบเจ็ดเหลีย่มด้านเท่ามุมเท่าด้วยวงเวียนและสันตรง 
       ขั้นตอนการสร้างรูปสิบเจด็เหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าดว้ยวงเวยีนและสนัตรงท าไดด้งัน้ี 
1.  จุด   0,1 ∈ ℂ   และเสน้ตรง  ℓ   ที่เช่ือมระหวา่งจุด  0 และ 1 และ ลากเสน้ตรงที่ตั้งฉากกบั 
     ℓ ที่จุด (0,0) 
2. สร้าง 𝑥1, 𝑥2   จากสมการ     𝑥2 + 𝑥 − 4 = 0   ดงัน้ี 
      𝑝 = −𝑏

𝑎
= −1 , 𝑞 = 𝑐

𝑎
= −4  และไดจุ้ดต่อไปน้ีคือ   

    𝑈(0,1), 𝑃(−1,0), 𝑄(0, −4), 𝑅(−1, −4), 𝑆(−1,1) 
 

                                       
 

       2.1 กางวงเวยีน 1 หน่วย เร่ิมที่ จุด (0,0) ตดัแกน Y ที่จุด  𝑈(0,1) และตดัแกน X   ที่จุด 
           𝑃(−1,0)    จากนั้น วาดส่วนของวงกลม โดย  𝑈(0,1) เป็นจุดศูนยก์ลาง ใหต้ดั 
             ส่วนของวงกลมที่มี 𝑃(−1,0) เป็นจุดศูนยก์ลางและมีรัศมี 1  หน่วย จะไดจุ้ดตดั คือ   
            𝑂(0,0) และ  𝑆(−1,1) 
       2.2 ที่จุด  𝑂(0,0) กางวงเวยีน 1 หน่วย ตดัส่วนโคง้ใตแ้กน Y   4 คร้ังต่อเน่ือง ไดจุ้ด 
               𝑄(0, −4) ที่จุด 𝑄(0, −4)   กางวงเวียน 1 หน่วย ใหต้ดัส่วนของวงกลมที่จุด  
             𝑃(−1,0)   เป็นจุดศูนยก์ลาง ที่มีรัศมี    4  หน่วย  จะไดจุ้ดตดั คือ  𝑅(−1, −4)  
       2.3 ใชส้นัตรงลากเสน้เช่ือมระหวา่งจุด 𝑈𝑄𝑅𝑆  จะไดส่ี้เหล่ียมผนืผา้ 
       2.4 ลากเสน้ทแยงมุม 𝑆𝑄̅̅̅̅  และ 𝑈𝑅̅̅ ̅̅   ตดักนัที่จุด  𝐶(−1

2
, −3

2
) 

       2.5 กางวงเวยีนเท่ากบั 𝐶𝑈̅̅ ̅̅  โดยให ้ 𝐶(−1
2

, −3
2

)    เป็นจุดศูนยก์ลางและสร้างวงกลม  
             จะไดส่้วนโคง้ของวงกลมตดัแกน X  ที่จุด 𝐴(𝑥1, 0) และ  𝐺(𝑥2, 0) 
             โดยที่  𝑥1 > 𝑥2  
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3. สร้าง  𝑦1, 𝑦2 จากสมการ  𝑥2 − (𝑥1)𝑥 − 1 = 0 ดงัน้ี 
 

 

𝑥1  
 

 
 

= −1 + √17
2

 
    

 

 
 

𝑥 
 
 

 

= 𝑥1 ± √𝑥1
2 + 4

2
 

    

𝑏 = −𝑥1 ,     𝑐 = −1  
 

𝑝 
 

 

= −𝑏
𝑎

=
−(−𝑥1)

1
 

 

 

= 
 

𝑥1   
 

 
 

𝑞 
 

 

= 𝑐
𝑎

=
−1
1

= −1 
 

จะได ้       𝑈(0,1), 𝐴(𝑥1, 0), 𝐵(0, −1), 𝐸(𝑥1, −1), 𝐷(𝑥1, 1) 
 

                                        
 

     3.1 ที่จุด  𝑈(0,1) และ ที่จุด 𝐵(0, −1) กางวงเวยีน 𝑥1  หน่วย ตดัส่วนของวงกลม 
            1 หน่วย ที่มีจุด 𝐴(𝑥1, 0) เป็นจุดศูนยก์ลาง จะไดจุ้ดตดั คือ 𝐷(𝑥1, 1)  
            และ  𝐸(𝑥1, −1)   ตามล าดบั 
     3.2 ใชส้นัตรงลากเสน้เช่ือมระหวา่งจุด 𝑈𝐵𝐸𝐷 จะไดส่ี้เหล่ียมผนืผา้ 
     3.3 ลากเสน้ทแยงมุม 𝑈𝐸̅̅ ̅̅  และ 𝐵𝐷̅̅ ̅̅   ตดักนัที่จุด 𝐹 (𝑥1

2
, 0) 

     3.4 กางวงเวียนเท่ากบั   𝐹𝐷̅̅ ̅̅    โดยให ้   𝐹(𝑥1
2

, 0)  เป็นจุดศูนยก์ลางสร้างวงกลม จะได ้
           ส่วนโคง้ของวงกลมตดัแกน X ที่จุด 𝐻(𝑦1, 0)    และ    𝐼(𝑦2, 0)   โดยที่  𝑦1 > 𝑦2  
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4. สร้าง  𝑦3, 𝑦4  จากสมการ 𝑥2 − (𝑥2)𝑥 − 1 = 0 ดงัน้ี 
 

𝑏 = −𝑥1,    𝑐 = −1 
𝑝 = −𝑏

𝑎
= −(−𝑥2)

1
 = 𝑥2 

 

𝑞 = 𝑐
𝑎

= −1
1

  = −1 
 

     จะได ้   𝑈(0,1), 𝐺(𝑥2, 0), 𝐵(0, −1), 𝐿(𝑥2, −1), 𝑀(𝑥2, 1) 
 

 
 
 

4.1 ที่จุด  𝑈(0,1) และ ที่จุด 𝐵(0, −1) กางวงเวยีน 𝑥2 หน่วย ตดัส่วนของวงกลม 
       1 หน่วย   ที่มีจุด 𝐺(𝑥2, 0) เป็นจุดศูนยก์ลาง จะไดจุ้ดตดั คือ 𝑀(𝑥2, 1) และ  
      𝐿(𝑥2, −1) 
 

4.2 ใชส้นัตรงลากเสน้เช่ือมระหวา่งจุด 𝑀𝑈𝐵𝐿 จะไดส่ี้เหล่ียมผนืผา้ 
4.3 ลากเสน้ทแยงมุม 𝐿𝑈̅̅ ̅̅  และ 𝐵𝑀̅̅ ̅̅̅  ตดักนัที่จุด 𝑁 (𝑥2

2
, 0) 

4.4 กางวงเวียนเท่ากบั 𝑁𝑈̅̅ ̅̅  โดยให้ 𝑁 (𝑥2
2

, 0)  เป็นจุดศูนยก์ลางสร้างวงกลม จะได ้
      ส่วนโคง้ของวงกลม ตดัแกน X ที่จุด 𝑇(𝑦3, 0)  และ 𝑉(𝑦4, 0)  โดยที่  𝑦3 > 𝑦4 
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5. สร้าง  𝑧1, 𝑧2 จากสมการ     𝑥2 − 𝑦1𝑥 + 𝑦3 = 0  ดงัน้ี 
𝑏 = −𝑦1 ,     𝑐 = 𝑦3 
 

𝑝 =
−𝑏
𝑎

=
−(−𝑦1)

1
= 𝑦1 

 

𝑞 =
𝑐
𝑎

=
𝑦3

1
= 𝑦3 

 

      จะได ้        𝑈(0,1), 𝐻(𝑦1, 0), 𝑊(0, 𝑦3), 𝑌(𝑦1, 𝑦3), 𝑍(𝑦1, 1) 
 

                               
 

5.1 ที่จุด  𝑈(0,1) กางวงเวียน 𝑦1 หน่วย   ตดัส่วนของวงกลม 1 หน่วย ที่จุด      
       𝐻(𝑦1, 0)   เป็นจุดศูนยก์ลาง จะไดจุ้ดตดั   คือ    𝑍(𝑦1, 1) 
5.2 ที่จุด 𝑂(0,0) กางวงเวยีน  𝑦3  หน่วย ตดัแกน Y   ที่จุด 𝑊 (0, 𝑦3)  ให ้
       𝑊(0, 𝑦3) เป็นจุดศูนยก์ลาง และกางวงเวยีน   𝑦1  หน่วย ตดัส่วนของวงกลม ที่ 
        มี 𝐻(𝑦1, 0) เป็นจุดศูนยก์ลาง รัศมี    𝑦3  หน่วย ไดจุ้ดตดั คือ 𝑌(𝑦1, 𝑦3) 
5.3 ใชส้นัตรงลากเสน้เช่ือมระหวา่งจุด 𝑈𝑊𝑌𝑍 จะไดส่ี้เหล่ียมผนืผา้ 
5.4 ลากเสน้ทแยงมุม 𝑈𝑌̅̅ ̅̅  และ 𝑊𝑍̅̅ ̅̅ ̅  ตดักนัที่จุด   𝐽 (𝑦1

2
,

𝑦3+1

2
)   ให ้    

        𝐽 (𝑦1
2

, 𝑦3+1
2

) เป็จุดศูนยก์ลาง สร้างวงกลม รัศมี    𝐽𝑍̅̅ ̅    จะไดส่้วนโคง้ของ 
      วงกลมตดัแกน X  ที่จุด 𝐾(𝑧1, 0)    และ    𝑋(z2, 0) โดยที่  𝑧1 > 𝑧2 
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6. สร้าง 𝜍17 ซ่ึงเป็นจุดยอดจุดหน่ึงของรูปสิบเจด็เหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าแนบในวงกลม 
    โดยพจิารณาวา่   ς17 เป็นจุดตดัของวงกลมสองวง ดงัน้ี 
     จากสมการวงกลม 𝑥2 + 𝑦2 = 1 และ (𝑥 − 𝑧1)2 + 𝑦2 = 1 
     เน่ืองจาก        𝑥 = 𝑧1

2
= cos (2𝜋

17
) 

     จะไดว้า่       𝑦2 = 1 − 𝑥2 และ  𝑦2 = 1 − (𝑥 − 𝑧1)2 
     ดงันั้น    𝑥2 = (𝑥 − 𝑧1)2  จะไดว้า่   𝑥 = ±(𝑥 − 𝑧1) 

     ดงันั้น     𝑥 = −(𝑥 − 𝑧1)  จะไดว้า่ 2𝑥 = 𝑧1 = 2cos (2𝜋
17

) 
     ดงันั้น     𝑥 = 𝑧1

2
= cos (2𝜋

17
) 

     ดงันั้น จุดตดัของวงกลม  𝑥2 + 𝑦2 = 1 และ  (𝑥 − 𝑧1)2 + 𝑦2 = 1 
     คือ (cos (2𝜋

17
) , sin (2𝜋

17
))  และ  (cos (2𝜋

17
) , −sin (2𝜋

17
)) 

     ซ่ึงสมนยักบัจ านวนเชิงซอ้น ς17  และ  ς17̅̅ ̅̅   ตามล าดบั 
 
                               

 
 
 

      ที่จุด 𝐾(𝑧1, 0) กางวงเวยีน 1 หน่วย ตดัส่วนของวงกลม 1 หน่วย ที่มี 𝑂(0,0) เป็นจุด 
       ศูนยก์ลาง จะไดจุ้ดตดั คือ  𝑆2  และ  𝑆17 
7.   สร้างวงกลม โดยให ้จุด  𝑆1(1,0)    เป็นจุดศูนยก์ลาง รัศมี  𝑆1𝑆2̅̅ ̅̅ ̅̅    ตดัส่วนโคง้ของวงกลม 
       รัศมี  1 หน่วย ที่มีจุด  (0,0)   เป็นจุดศูนยก์ลาง ต่อเน่ือง จะไดจุ้ดตดั  𝑆2, 𝑆3, … , 𝑆17 
8.   ใชส้นัตรงลากเสน้เช่ือม จุด 𝑆1, 𝑆2, 𝑆3, … , 𝑆17  
9.   จะไดรู้ปสิบเจด็เหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าแนบในวงกลม 
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รูปสิบเจ็ดเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าแนบในวงกลมโดยสร้างด้วยโปรแกรม GeoGebra 
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ภาคผนวก ก 
แบบเสนอหัวข้อโครงงาน รายวชิา 2301399 Project Proposal 

ปีการศึกษา 2563 

ช่ือโครงงาน (ภาษาไทย) การสร้างรูปหลายเหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าดว้ยวงเวียนและ 
 สันตรง 
ช่ือโครงงาน (ภาษาองักฤษ) Construction of regular polygons by compass and  
 straightedge 
อาจารยท่ี์ปรึกษา อ.ดร.นิธิ รุ่งธนาภิรมย ์
ผูด้  าเนินการ 1. ช่ือ เสก ประยงคพ์นัธ ์เลขประจ าตวันิสิต 6033545923 
 สาขา วิชาคณิตศาสตร์ ภาควิชาคณิตศาสตร์และ 
 วิทยาการคอมพิวเตอร์ 
 คณะวิทยาศาสตร์ จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลยั 
หลักการและเหตุผล 

การสร้างรูปหลายเหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าดว้ยวงเวียนและสันตรงในวงกลม เป็นที่น่าสนใจ

ของนักคณิตศาสตร์โบราณว่ามีวิธีการสร้างอยา่งไร ท าไมบางรูปถึงสร้างไดแ้ละท าไมบางรูปสร้าง

ไม่ได ้มีขอ้จ ากดัอยา่งไร  
ผูจ้ดัท  าโครงงานน้ีมีความคิดที่จะศึกษารูปแบบในการสร้างวา่มีรูปแบบการสร้างรูปหลาย-

เหล่ียมด้านเท่ามุมเท่าด้วยวงเวียนและสันตรงในวงกลมว่าน่าจะมีความสัมพนัธ์กับความรู้วิชา

คณิตศาสตร์โดยน าความรู้ทางพชีคณิตมาศึกษาปัญหาในการสร้างรูป 
            เราจะศึกษาปัญหาการสร้างรูปดว้ยวงเวยีนและสนัตรง โดยพจิารณาจุดบนระนาบเชิงซอ้น
โดยใชว้งเวยีนและสนัตรงภายใตก้ติกาต่อไปน้ี 

   1.  มีวงเวียน สนัตรง และจุดเร่ิมตน้สองจุด ใหเ้ป็น 0,1 ∈ ℂ  
   2. ใชส้นัตรงเพือ่ลากเสน้ตรงระหวา่งจุดที่สร้างไปแลว้สองจุดได ้
   3. จุดตดัของเสน้ตรงสองเสน้  หรือ เสน้ตรงกบัวงกลม หรือ วงกลมสองวง สามารถ

น ามาใชต่้อได ้
   4. วงกลมที่สร้างดว้ยวงเวยีนตอ้งมีจุดศูนยก์ลางเป็นจุดที่สร้างไปแลว้และมีความยาว

รัศมีเท่ากบัระยะห่างระหวา่งสองจุดที่สร้างไปแลว้เท่านั้น 

กลุ่มที่ ……6…. 
เอกสารน้ีไดรั้บการอนุมติัจากอาจารยท์ี่ปรึกษาโครงงานแลว้ 

ลงช่ือ .......................................................................... 
(วนัที่ .....................................................) 
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  เราจะเรียกจุดตดัที่ไดจ้ากขอ้ 3 วา่ จุดที่สร้างไดด้ว้ยวงเวยีนและสนัตรงและเรียกรูปหลาย- 
  เหล่ียมที่มีจุดยอดทุกจุดสร้างไดด้ว้ยวงเวยีนและสนัตรงวา่ รูปที่สร้างดว้ยวงเวยีนและสนัตรง      
ส าหรับค าถามที่วา่ จุดใดบนระนาบเชิงซอ้นสามารถสร้างดว้ยวงเวียนและสนัตรงไดบ้า้ง 
เราจะพจิารณาให ้ 
     𝐸0 = ℚ 

𝐸1 = ℚ({𝑧 ∈ ℂ|𝑧 เป็นรากสมการของก าลงัสองที่มีสมัประสิทธ์ิใน 𝐸0}) 
 𝐸2 = ℚ({𝑧 ∈ ℂ| 𝑧 เป็นรากสมการของก าลงัสองที่มีสมัประสิทธ์ิใน 𝐸1}) 

    ⋮ 
 𝐸𝑛 = ℚ({𝑧 ∈ ℂ|𝑧 เป็นรากสมการของก าลงัสองที่มีสมัประสิทธ์ิใน 𝐸𝑛−1}) 

เพือ่สรุปวา่ E = ⋃ Eii≥0  เป็นเซตของจุดทั้งหมดของระนาบจ านวนเชิงซอ้นที่สร้างไดด้ว้ย
วงเวียนและสนัตรง เน่ืองจากเราสามารถใชว้งเวียนและสนัตรงเพือ่หารากบนระนาบเชิงซอ้นของ
สมการก าลงัสองทีมี่สมัประสิทธ์ิเป็นจ านวนที่สร้างไดด้ว้ยวงเวยีนและสนัตรง 
            ในการศึกษาการสร้างรูป 𝑛 เหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าสร้างดว้ยวงเวียนและสนัตรง เรามี

ทฤษฎีบทหลกัที่ใชใ้นการระบุวา่ เม่ือไรที่สามารถสร้างไดห้รือไม่ได ้ซ่ึงก็คอืทฤษฎีบทต่อไปน้ี   
             รูป  𝑛  เหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าสร้างดว้ยวงเวยีนและสนัตรงไดก้็ต่อเม่ือ 𝜑(𝑛) เป็นก าลงั-
ของสอง นัน่คือ 𝑛 = 2𝑘𝑝1 ⋯ 𝑝𝑟   เม่ือ   𝑛 ∈ ℕ0   และ 𝑝1, ⋯ , 𝑝𝑟  เป็นจ านวนเฉพาะแฟร์-
มาที่ต่างกนัทั้งหมด, [1]    
            ในโครงงานน้ี เราจะศึกษาการสร้างรูป 𝑛 เหล่ียม เช่น 𝑛 = 17 โดยการแกส้มการก าลงั-
สองต่อเน่ืองหลายคร้ัง เพือ่ใหไ้ดจ้  านวนเชิงซอ้นที่เป็นรากที่ 𝑛  ของ 1 
วัตถุประสงค์ 

เพือ่หาวธีิการสร้างรูปหลายเหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าในวงกลมดว้ยวงเวยีนและสนัตรง 
ขอบเขตของโครงงาน 
             ศึกษาวิธีการวิธีสร้างรูป 𝑛 เหล่ียมด้านเท่ามุมเท่าในวงกลมโดยใช้วงเวียนและสันตรง
ส าหรับค่า 𝑛 บางค่า เช่น 𝑛 = 3, 5, 6, 17 
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วิธีการด าเนินงาน 
1) ศึกษาประวติัความเป็นมาของการสร้างรูปหลายเหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าดว้ยสนัตรงและ

วงเวยีน และตวัอยา่งการสร้างรูป  n  เหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าดว้ยวงเวยีนและสนัตรงเม่ือ 
n มีค่าไม่มาก เช่น n = 3,5,6 

2) น าความรู้ทางพชีคณิตมาหาวธีิการสร้างรูป  n  เหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าดว้ย 
วงเวียนและสนัตรง เม่ือ n มีค่ามากขึ้นจากในขอ้ 1 เช่น n = 17 

3) เขียนรายงาน 
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วธีิการด าเนินงาน 
 แผนการด าเนินงาน 

                                  เดือน 
การด าเนินการ 

ส.ค. 
63 

ก.ย. 
63 

ต.ค. 
63 

พ.ย. 
63 

ธ.ค. 
63 

ม.ค. 
64 

ก.พ. 
64 

มี.ค. 
64 

เม.ย. 
64 

1. ก าหนดหวัขอ้ในการท า
โครงงาน 

         

2. วางแผนด าเนินงาน          
3.  ศึกษาเน้ือหา ศึกษาโจทย์
ปัญหาเปล่ียนรูปแบบโจทย ์

         

4. สังเกตค าตอบท่ีได ้และสร้าง
รูปแบบของค าตอบ 

         

5.ทบทวนพื้นฐานทางพีชคณิต
และทฤษฎีจ านวนท่ีจ าเป็น 

         

6.สังเกตรูปแบบการสร้างรูป
หลายเหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าใน

วงกลม 

         

7.สร้างรูปหลายเหล่ียมดา้นเท่า
มุมเท่าในวงกลมดว้ยวงเวียน    

และสันตรงเท่านั้น 

         

8.เขียนรายงาน          
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ประโยชน์ทีค่าดว่าจะได้รับ 
ไดท้ราบวิธีการสร้างรูปหลายเหล่ียมดา้นเท่ามุมเท่าดว้ยวงเวียนและสันตรง 

อปุกรณ์และเคร่ืองมือทีใ่ช้ 
กระดาษ เคร่ืองเขียน วงเวียน คอมพิวเตอร์  โปรแกรม GeoGebra 

งบประมาณ 
1.   กระดาษ A4 2 รีม      300.00 บาท   
2.  ชุดเคร่ืองเขียน      100.00 บาท 
3. USB flash drive 16 GB      150.00 บาท 
4. หมึกเติมเคร่ืองพิมพ ์Epson          800.00 บาท 
               รวม   1,350.00 บาท 

หมายเหตุ  งบประมาณท่ีตั้งไวข้อถวัเฉล่ียกนัทุกรายการ 
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