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Risk models are very important for insurers in estimating risk of insurance

policies. One family of risk models which can be used to analyse or determine

such insurance policy’s risk levels is the family of the classical risk models with

interference. The most common distribution for claim counts considered is the

poisson distribution. However, the property of having equal mean and variance

of the poisson distribution may not hold in some applications in particular when

the data is overdispersed. Therefore, alternative compound process distribu-

tions have been proposed such as compound poisson process, However, in

some contracts with deductible if the damage value is less than the deductible

level, then the insured will not get paid from the insurer. Therefore, the insured

will not notify the insurer, so the insurer’s information has a high frequency of

zero claims, which the original poisson distribution has lower probability of zero

occurrence. Consequently, we introduce the concept of poisson-zero inflated

poisson distribution to construct a stochastic risk models based on zero inflated

distribution. Moreover, we study its probabilistic probabilities and obtain its ruin

probability.
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บทที่ 1

บทนำ (Introduction)

แบบจำล งค ามเ ี่ยง คื แบบจำล งข งมูลค่าทุนร มข งการทำประกัน มักใช้ ำ รับ

การจัดการค ามเ ี่ยงข งการทำประกัน แบบจำล งค ามเ ี่ยงที่เ มาะ ม ามารถช่ ยบริ ัท

ประกันในการ างแผน แผนธุรกิจได้ เพราะฉะนั้น เราจึง นใจในการค้นค ้าโมเดลค ามเ ี่ยง

ใ ม่ แบบจำล งค ามเ ี่ยงที่ ลาก ลายถูกนำมาใช้ในการ ิจัย นึ่งในแบบจำล งค าม

เ ี่ยงที่รู้จักกันดี คื แบบจำล งค ามเ ี่ยงพื้นฐานที่ต่ เนื่ ง โดยการแจกแจงทั่ ไป ำ รับ

มูลค่าการเคลมนั้นมีได้ ลาก ลาย และ การแจกแจงทั่ ไปที่พบได้มากที่ ุด ำ รับจำน น

การเคลม คื การแจกแจงปั ซง ดังนั้น เราจึง นใจการแจกแจงข งจำน นการเคลมที่เกิด

ขึ้นในเ ตุการณ์ใดเ ตุการณ์ นึ่ง ซึ่งก็คื การแจกแจงปั ซง แต่ ย่างไรก็ตาม คุณ มบัติการมี

ค่าเฉลี่ยและค ามแปรปร นเท่ากันข งการแจกแจงปั ซง าจจะไม่เ มาะ ม ำ รับข้ มูลที่

มีการกระจายมากๆ ดังนั้น การแจกแจงแบบกระบ นการเชิงประก บจึงถูกนำเ น ขึ้น าทิ

เช่น การแจกแจงแบบกระบ นการปั ซงเชิงประก บ

ในการเกิดมูลค่าค ามเ ีย ายทั้ง มด ถ้าค่าค ามเ ีย ายน้ ยก ่ามูลค่าการรับผิดช บ

่ นแรกที่ผู้ เ าประกันต้ งจ่าย ผู้ เ าประกันจะไม่แจ้งบริ ัทประกัน เพราะจะทำใ ้ เบี้ย

ประกันเพิ่มขึ้น ดังนั้น ข้ มูลข งบริ ัทประกันจึงมีค ามถี่ข งจำน นการเคลมเป็น ูนย์ ูง

ซึ่งการแจกแจงปั ซงเดิมมีน้ำ นักในการเกิด ูนย์น้ ย ดังนั้น จึงมีการใช้แน คิด ูนย์เฟ้

(zero-inflation) ซึ่งแนะนำโดย Lambert (2) เพื่ ร งรับข้ มูลที่มีค ามถี่ที่ เป็น ูนย์มาก

ทำใ ้เรา นใจที่จะใช้การแจกแจงปั ซงที่มี ูนย์เฟ้ ในการ ร้างแบบจำล งค ามเ ี่ยงใ ม่

ำ รับข้ มูลที่มีค ามถี่ที่เป็น ูนย์มาก

1
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ในโครงงานนี้เราจะขยายแบบจำล งค ามเ ี่ยงแบบต่ เนื่ งบนการแจกแจงแบบกระบ น

การปั ซงเชิงประก บ (Compound Poisson Process) ไปยัง การแจกแจงแบบกระบ นการ

ปั ซง-ปั ซงที่มีผลการทบจาก ูนย์เฟ้ (Poisson-Zero Inflated Poisson Process) และ

เพิ่มตั แปรการรบก น (white noise) ที่เป็นกระบ นการ โตแค ติกซึ่งมีการเคลื่ นที่แบบ

บรา น์ (Standard Brownian Motion)



บทที่ 2

ค ามรู้พื้นฐาน (Preliminary)

ในบทที่ 2 นี้ เราจะแนะนำเกี่ย กับค ามรู้พื้นฐาน นิยาม และ ทฤ ฎี ในทฤ ฎีค ามน่า

จะเป็น ที่จะใช้ในโครงงานนี้

2.1 พื้นฐานของทฤ ฎีค ามน่าจะเป็น (Basic of Proba-

bility Theory)

ใน ั ข้ นี้ เราจะใช้เทคนิคบาง ย่างในการ าคุณ มบัติค ามน่าจะเป็นข งตั แปร ุ่ม

บทนิยาม 2.1. ใ ้ F เป็นเซตข งเซตย่ ยข งปริภูมิตั ย่าง Ω เรากล่า ่า F เป็น σ −

algebra รื σ − field บน Ω ถ้า F มี มบัติทั้ง 3 ข้ ต่ ไปนี้

1. Ω ∈ F

2. ถ้า A ∈ F แล้ Ac ∈ F

3. ถ้า Ai ∈ F ำ รับทุก i ∈ N แล้
∞⋃

i=1

Ai ∈ F

เราจะเรียก มาชิกใน F ่า เ ตุการณ์ (event)

บทนิยาม 2.2. ำ รับ R เรา ามารถนิยาม σ − algebra ที่เล็กที่ ุดที่เซตเปิดใดๆ ใน R

เป็น มาชิกได้ เราจะเรียก σ−algebra นี้ ่า Borel σ−algebra บน R และ จะใช้ ัญลัก ณ์

แทนด้ ย B(R)

บทนิยาม 2.3. ำ รับปริภูมิตั ย่าง Ω และ C ⊆ ℘(Ω)

σ − algebra ที่ ร้างจาก C คื σ − algebra ที่เล็กที่ ุดที่มี มาชิกทุกตั ใน C เป็น มาชิก

เราจะใช้ ัญลัก ณ์แทนด้ ย σ(C )

3
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บทนิยาม 2.4. ใ ้ F เป็น σ−algebra บนปริภูมิตั ย่าง Ω และ ฟังก์ชัน P : F −→ [0, 1]

มี มบัติ ่า

1. P (Ω) = 1

2. ถ้า Ai ∈ F ำ รับ i ∈ N และ Ai ∩ Aj = ∅ ำ รับ i '= j แล้

P
( ∞⋃

i=1

Ai

)
=

∞∑

i=1

P (Ai)

เราจะเรียก P ่า เมเช ร์ค ามน่าจะเป็น (probability measure) และ เรียก มบัติข้ 2 ่า

มบัติการบ กนับได้ (countably additive property)

เราจะเรียก าม ิ่ง ันดับ (Ω,F , P ) ่า ปริภูมิค ามน่าจะเป็น (probability space)

บทนิยาม 2.5. ใ ้ (Ω,F , P ) เป็นปริภูมิค ามน่าจะเป็น และ B แทนเ ตุการณ์ใดๆ โดยที่

P (B) > 0 กำ นดใ ้ P ( · |B) : F → [0, 1] กำ นดโดย

P (A|B) =
P (A ∩ B)

P (B)
เมื่ A ∈ F

จะได้ ่า P ( · |B) เป็นเมเช ร์ค ามน่าจะเป็น

บทนิยาม 2.6. ใ ้ A และ B แทนเ ตุการณ์ใดๆ โดยที่ P (B) > 0 เราจะเรียก ค ามน่า

จะเป็นที่เ ตุการณ์ A เกิดขึ้นโดยทราบ ่าเ ตุการณ์ B เกิดขึ้นแล้ ่า ค ามน่าจะเป็นแบบมี

เงื่ นไข (conditional probability) และเขียนแทนด้ ย P (A|B) โดยที่

P (A|B) =
P (A ∩ B)

P (B)

บทนิยาม 2.7. กฎการคูณ (Multiplication Law)

ใ ้ A และ B เป็นเ ตุการณ์ใดๆ โดยที่ P (B) > 0 จะได้ ่า

P (A ∩ B) = P (A|B)P (B)

บทนิยาม 2.8. เ ตุการณ์ A และ เ ตุการณ์ B เป็น ิ ระต่ กัน (independent) ก็ต่ เมื่

P (A ∩ B) = P (A)P (B)

ถ้า A และ B ไม่เป็น ิ ระต่ กัน เราจะเรียก A และ B ไม่เป็น ิ ระต่ กัน (dependent)

บทนิยาม 2.9. ใ ้ A1, A2, . . . , An เป็นเ ตุการณ์ใดๆ เราจะกล่า ่า

1. เ ตุการณ์ A1, A2, . . . , An เป็น ิ ระต่ กัน (mutually independent) ก็ต่ เมื่ ำ รับ

แต่ละจำน นนับ k,

P (Ai1 ∩ Ai2 ∩ . . . ∩ Aik) = P (Ai1)P (Ai2) . . . P (Aik)
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เมื่ {i1, i2, . . . , ik} ⊆ {1, 2, . . . , n}

2. เ ตุการณ์ A1, A2, . . . , An เป็น ิ ระต่ กันเป็นคู่ (pairwise independent) ก็ต่ เมื่

P (Ai ∩ Aj) = P (Ai)P (Aj)

เมื่ i, j = 1, 2, . . . , n และ i '= j

บทนิยาม 2.10. เซตข งเ ตุการณ์ {B1, B2, . . . , Bn} ประก บกันเป็นผลแบ่งกั้น (parti-

tion) ข งปริภูมิตั ย่าง Ω ถ้า

1. Bi ∩ Bj = ∅ ทุก i '= j

2.
∞⋃

i=1

Bi = Ω

3. P (Bi) > 0 ทุก i = 1, 2, . . . , n

ทฤ ฎีบท 2.11. กฎข งค ามน่าจะเป็นร ม (Law of Total Probability)

ใ ้ Ω เป็นปริภูมิตั ย่าง และ B1, B2, . . . , Bn เป็นเ ตุการณ์ใดๆ โดยที่
∞⋃

i=1

Bi = Ω และ

Bi ∩ Bj = ∅ เมื่ i '= j และ P (Bi) > 0 เมื่ i = 1, 2, . . . , n ำ รับเ ตุการณ์ A ใดๆ

จะได้ ่า

P (A) =
n∑

i=1

P (A|Bi)P (Bi)

ข้อ ังเกต 2.12. ถ้า เ ตุการณ์A1, A2, . . . , An เป็น ิ ระต่ กัน จะได้ ่า เ ตุการณ์A1, A2, . . . , An

ิ ระต่ กันเป็นคู่ด้ ย

ทฤ ฎีบท 2.13. กฎข งเบย์ (Bayes’ Rule)

ใ ้B1, B2, . . . , Bn เป็นผลแบ่งกั้นข งปริภูมิตั ย่าง Ω โดยที่ P (Bi) > 0 ทุก i = 1, 2, . . . , n

และ ใ ้ A เป็นเ ตุการณ์ซึ่ง P (A) > 0 จะได้ ่า

P (Bk|A) =
P (Bk)P (A|Bk)
n∑

i=1

P (Bi)P (A|Bi)

เมื่ k = 1, 2, . . . , n

บทนิยาม 2.14. ใ ้ (Ω,F , P ) เป็นปริภูมิค ามน่าจะเป็น เราจะกล่า ่า X เป็นตั แปร ุ่ม

(random variable) ถ้า X เป็นฟังก์ชันค่าจริงที่มีโดเมนเป็น Ω (นั่นคื X : Ω → R) และ

X−1(B) ∈ F ำ รับทุก B ∈ B(R)
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บทนิยาม 2.15. เราเรียกฟังก์ชัน F : R → [0, 1] ่า ฟังก์ชันการแจกแจง ะ ม (cumula-

tive distribution function) รื เรียกโดยย่ ่า ฟังก์ชันการแจกแจง (distribution func-

tion) ข งตั แปร ุ่ม X ถ้า ำ รับจำน นจริง x ใดๆ

F (x) = P (X ≤ x) = P (X−1(−∞, x])

บทนิยาม 2.16. เราจะกล่า ่า ตั แปร ุ่มX เป็นตั แปร ุ่มต่ เนื่ ง (continuous random

variable) ถ้ามีฟังก์ชัน f : R → [0,∞) ซึ่งมี มบัติ ่า

P (X ∈ A) =

∫

A

f(x)dx ำ รับทุก A ⊆ B(R)

โดยเราจะเรียกฟังก์ชัน f ่า ฟังก์ชันค าม นาแน่นค ามน่าจะเป็น (probability density

function, PDF) ข งตั แปร ุ่ม X

บทนิยาม 2.17. ใ ้ X และ Y เป็นตั แปร ุ่มต่ เนื่ งบนปริภูมิตั ย่างเดีย กัน เราจะเรียก

ฟังก์ชัน f : R2 → [0,∞) ที่มี มบัติ ่า

P [(X,Y ) ∈ A] =

∫ ∫

(X,Y )∈A
f(x, y)dxdy เมื่ A ∈ B(R2)

่า ฟังก์ชันค าม นาแน่นค ามน่าจะเป็นร่ ม (joint probability density function) ข ง

X และ Y และเราจะเรียกฟังก์ชัน F : R2 → [0, 1] ที่กำ นดโดย

F (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y) =

∫ y

−∞

∫ x

−∞
f(s, t)dsdt เมื่ x, y ∈ R

่า ฟังก์ชันการแจกแจงร่ ม (joint distribution function) ข ง X และ Y

บทนิยาม 2.18. ใ ้ X และ Y เป็นตั แปร ุ่มต่ เนื่ ง โดยที่มี f(x, y) เป็นฟังก์ชันค าม

นาแน่นค ามน่าจะเป็นร่ ม เราจะเรียก g ่าการแจกแจงมาร์จินัลข ง X (marginal dis-

tribution of X) และเรียก h ่าการแจกแจงมาร์จินัลข ง Y (marginal distribution of Y )

ก็ต่ เมื่

g(x) =

∫ ∞

−∞
f(x, y)dy และ h(y) =

∫ ∞

−∞
f(x, y)dx

บทนิยาม 2.19. ใ ้ X และ Y เป็นตั แปร ุ่มต่ เนื่ ง โดยที่มี f(x, y) เป็นฟังก์ชันค าม

นาแน่นค ามน่าจะเป็นร่ ม เราจะเรียก

f(y|x) = f(x, y)

g(x)
เมื่ g(x) > 0
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่า ฟังก์ชันค าม นาแน่นข งค ามน่าจะเป็นแบบมีเงื่ นไขข งตั แปร ุ่มต่ เนื่ ง Y เมื่

กำ นด X = x และ

f(x|y) = f(x, y)

h(y)
เมื่ h(y) > 0

่า ฟังก์ชันค าม นาแน่นข งค ามน่าจะเป็นแบบมีเงื่ นไขข งตั แปร ุ่มต่ เนื่ ง X เมื่

กำ นด Y = y

บทนิยาม 2.20. เราจะกล่า ่า ตั แปร ุ่ม X และ Y ที่นิยามบนปริภูมิค ามน่าจะเป็น

เดีย กันเป็น ิ ระต่ กัน (independent) ก็ต่ เมื่ ำ รับ A,B ∈ B(R) ใดๆ

P (X ∈ A, Y ∈ B) = P (X ∈ A)P (Y ∈ B)

ถ้าตั แปร ุ่มX และ Y ไม่เป็น ิ ระต่ กัน เราจะกล่า ่าX และ Y ขึ้นต่ กัน (dependent)

บทนิยาม 2.21. ใ ้ X และ Y เป็นตั แปร ุ่มต่ เนื่ ง จะได้ ่า X และ Y เป็น ิ ระต่ กัน

ก็ต่ เมื่ ำ รับจำน นจริง x และ y ใดๆ

f(x, y) = g(x)h(y)

เมื่

f คื ฟังก์ชันค าม นาแน่นค ามน่าจะเป็นร่ มข ง X และ Y

g คื ฟังก์ชันค าม นาแน่นค ามน่าจะเป็นข ง X

h คื ฟังก์ชันค าม นาแน่นค ามน่าจะเป็นข ง Y

บทนิยาม 2.22. เราจะกล่า ่าตั แปร ุ่มX1, X2, . . . , Xn เป็น ิ ระต่ กัน ก็ต่ เมื่ ำ รับ

A1, A2, . . . , An ∈ B(R) ใดๆ

P (X1 ∈ A1, X2 ∈ A2, . . . , Xn ∈ An) = P (X1 ∈ A1)P (X2 ∈ A2) . . . P (Xn ∈ An)

เราจะกล่า ่าลำดับ (Xn) เป็นลำดับข งตั แปร ุ่มที่เป็น ิ ระต่ กัน (sequence of inde-

pendent random variable) ก็ต่ เมื่ ำ รับจำน นนับ n ใดๆ ซึ่ง n ≥ 2

Xi1 , Xi2 , . . . , Xin เป็น ิ ระต่ กัน โดยที่ ij '= ik เมื่ j '= k

บทนิยาม 2.23. เราจะกล่า ่าตั แปร ุ่ม X1, X2, . . . , Xn เป็น ิ ระต่ กันเป็นคู่ ก็ต่ เมื่

ำ รับ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} ซึ่ง i '= j ใดๆ Xi และ Xj เป็น ิ ระต่ กัน



8

ทฤ ฎีบท 2.24. ใ ้ตั แปร ุ่ม X1, X2, . . . , Xn เป็น ิ ระต่ กัน จะได้ ่า X1, X2, . . . , Xn

เป็น ิ ระต่ กันเป็นคู่ด้ ย

บทนิยาม 2.25. ใ ้ X เป็นตั แปร ุ่มใดๆ ค่าคาดคะเน (expected value) ข ง X ใช้

ัญลัก ณ์แทนด้ ย E(X) กำ นดโดย

1. E(X) =
∑

x∈ImX

xf(x) ถ้า
∑

x∈ImX

|x|f(x) < ∞

เมื่ X คื ตั แปร ุ่มไม่ต่ เนื่ ง ซึ่งมีฟังก์ชันค ามน่าจะเป็น f

2. E(X) =

∫ ∞

−∞
xf(x)dx ถ้า

∫ ∞

−∞
|x|f(x)dx < ∞

เมื่ X คื ตั แปร ุ่มต่ เนื่ ง ซึ่งมีฟังก์ชันค าม นาแน่นค ามน่าจะเป็น f

ถ้า
∑

x∈ImX

|x|f(x) รื
∫ ∞

−∞
|x|f(x)dx ลู่ ก เราจะกล่า ่า ตั แปร ุ่ม X ไม่มีค่าคาดคะเน

ทฤ ฎีบท 2.26. ใ ้X เป็นตั แปร ุ่มใดๆ และ g : R → R ซึ่ง g(X) เป็นตั แปร ุ่ม จะได้ ่า

1. E(g(X)) =
∑

x∈ImX

g(x)f(x) ถ้า
∑

x∈ImX

|g(x)|f(x) < ∞

เมื่ X คื ตั แปร ุ่มไม่ต่ เนื่ ง ซึ่งมีฟังก์ชันค ามน่าจะเป็น f

2. E(g(X)) =

∫ ∞

−∞
g(x)f(x)dx ถ้า

∫ ∞

−∞
|g(x)|f(x)dx < ∞

เมื่ X คื ตั แปร ุ่มต่ เนื่ ง ซึ่งมีฟังก์ชันค าม นาแน่นค ามน่าจะเป็น f

ทฤ ฎีบท 2.27. ใ ้ X เป็นตั แปร ุ่มซึ่ง ามารถ าค่าคาดคะเนได้ จะได้ ่า ำ รับค่าคงตั

a และ b ใดๆ

E(aX + b) = aE(X) + b

ข้อ ังเกต 2.28. ใ ้ X และ Y เป็นตั แปร ุ่มซึ่ง ามารถ าค่าคาดคะเนได้

1. E(X ± Y ) = E(X)± E(Y )

2. ถ้า X ≥ 0 แล้ E(X) ≥ 0

3. ถ้า X ≥ Y ดังนั้น X − Y ≥ 0 ทำใ ้ได้ ่า E(X)− E(Y ) = E(X − Y ) ≥ 0 แล้

E(X) ≥ E(Y )

ทฤ ฎีบท 2.29. ใ ้ X และ Y เป็นตั แปร ุ่มซึ่ง ามารถ าค่าคาดคะเนได้ ถ้า X และ Y

เป็น ิ ระต่ กัน จะได้ ่า XY ามารถ าค่าคาดคะเนได้ โดยที่

E(XY ) = E(X)E(Y )
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ทฤ ฎีบท 2.30. กำ นดใ ้ X และ Y เป็นตั แปร ุ่ม และ g, h : R → R ซึ่งทำใ ้ g(X)

และ h(Y ) าค่าคาดคะเนได้ ถ้า X และ Y เป็น ิ ระต่ กัน จะได้ ่า

E(g(X)h(Y )) = E(g(X))E(h(Y ))

บทนิยาม 2.31. ใ ้ X แทนตั แปร ุ่มใดๆ ซึ่งมีค่าคาดคะเน µ ค ามแปรปร น (variance)

ข ง X เขียนแทนด้ ย V ar(X) รื σ2 กำ นดโดย

V ar(X) = E[(X − µ)2] = E(X2)− µ2

และ เราจะเรียกรากที่ 2 ข ง V ar(X) ่า ่ นเบี่ยงเบนมาตรฐาน (standard deviation)

ข ง X และเขียนแทนด้ ย SD รื σ

บทนิยาม 2.32. ใ ้ X และ Y เป็นตั แปร ุ่มใดๆ ค ามแปรปร นร่ ม (covariance) ข ง

X และ Y เขียนแทนด้ ย Cov(X,Y ) รื σXY กำ นดโดย

Cov(X,Y ) = E[(X − E(X))(Y − E(Y ))] = E(XY )− E(X)E(Y )

บทนิยาม 2.33. ใ ้ X และ Y เป็นตั แปร ุ่มใดๆ ัมพันธ์ (correlation) ข ง X และ

Y เขียนแทนด้ ย Corr(X,Y ) รื ρXY กำ นดโดย

Corr(X,Y ) =
Cov(X,Y )√

V ar(X)
√
V ar(Y )

ซึ่ง −1 ≤ Corr(X,Y ) ≤ 1

ทฤ ฎีบท 2.34. ใ ้ X และ Y เป็นตั แปร ุ่มซึ่ง ามารถ าค่าค ามแปรปร นได้ และ a, b

เป็นค่าคงตั ใดๆ

1. V ar(aX + b) = a2V ar(X)

2. V ar(aX + bY ) = a2V ar(X) + b2V ar(Y ) + 2abCov(X,Y )

ข้อ ังเกต 2.35.

1. V ar(b) = 0

2. ถ้า X และ Y เป็น ิ ระต่ กัน จะได้ ่า Cov(X,Y ) = 0 นั่นคื

V ar(aX + bY ) = a2V ar(X) + b2V ar(Y )



10

ทฤ ฎีบท 2.36. ใ ้ X,Y และ Z เป็นตั แปร ุ่มใดๆ จะได้ ่า

1. Cov(X,Y ) = Cov(Y,X)

2. Cov(X,X) = V ar(X)

3. Cov(aX, bY ) = abCov(X,Y ) เมื่ a และ b เป็นค่าคงตั ใดๆ

4. Cov(X,Y + Z) = Cov(X,Y ) + Cov(X,Z)

ข้อ ังเกต 2.37. ใ ้ X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym เป็นตั แปร ุ่มใดๆ จะได้ ่า

1. Cov
( n∑

i=1

Xi,
m∑

j=1

Yj

)
=

n∑

i=1

m∑

j=1

Cov(Xi, Yj)

2. V ar
( n∑

i=1

Xi

)
=

n∑

i=1

V ar(Xi) +
∑∑

i $=j

Cov(Xi, Yj)

บทนิยาม 2.38. ใ ้ X และ Y เป็นตั แปร ุ่มไม่ต่ เนื่ ง (discrete random variable)

เราจะเรียก E(X|Y = y) ่า ค่าคาดคะเนแบบมีเงื่ นไข (conditional expectation) ข ง

X เมื่ ทราบ Y = y ซึ่งจะนิยามดังนี้

E(X|Y = y) =
∑

x∈ImX

xf(x|y)

บทนิยาม 2.39. ใ ้ X และ Y เป็นตั แปร ุ่มต่ เนื่ ง เราจะเรียก E(X|Y = y) ่า ค่าคาด

คะเนแบบมีเงื่ นไขข ง X เมื่ ทราบ Y = y ซึ่งจะนิยามดังนี้

E(X|Y = y) =

∫ ∞

−∞
xf(x|y) dx

มายเ ตุ 2.40. E(X|Y = y) เป็นค่าคงที่

บทนิยาม 2.41. ใ ้ k(y) = E(X|Y = y) เป็นฟังก์ชันข ง y จะนิยามใ ้ E(X|Y ) ≡ k(Y )

เป็นค่าคาดคะเนแบบมีเงื่ นไขข ง X เมื่ ทราบ Y

มายเ ตุ 2.42. E(X|Y ) เป็นฟังก์ชันข งตั แปร ุ่ม Y ดังนั้นจึงเป็นตั แปร ุ่ม

บทนิยาม 2.43. ใ ้ X เป็นตั แปร ุ่มใดๆ เราจะเรียกฟังก์ชัน G ซึ่งกำ นดโดย

GX(t) = E[tX ]

่า ฟังก์ชันก่ กำเนิด (generating function) ข งตั แปร ุ่ม X
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มายเ ตุ 2.44.

E[tX ] =






∑

x∈ImX

txP (X = x) เมื่ X เป็นตั แปร ุ่มไม่ต่ เนื่ ง
∫ ∞

−∞
txf(x)dx เมื่ X เป็นตั แปร ุ่มต่ เนื่ งที่มีฟังก์ชัน

ค าม นาแน่นค ามน่าจะเป็น f

ทฤ ฎีบท 2.45. ถ้า X มีฟังก์ชันก่ กำเนิด GX(t) จะได้ ่า

1. G′
X(1) = E(X)

2. G(n)
X (1) = E(X(X − 1) . . . (X − (n− 1))) เมื่ n ≥ 1

ทฤ ฎีบท 2.46. ใ ้ X และ Y เป็นตั แปร ุ่ม และ a, b เป็นจำน นจริงใดๆ จะได้ ่า

1. GX+a(t) = taGX(t)

2. GbX(t) = GX(tb)

3. GbX+a(t) = taGX(tb)

4. ถ้า X และ Y เป็น ิ ระต่ กัน จะได้ ่า GX+Y (t) = GX(t)GY (t)

ทฤ ฎีบท 2.47. ใ ้ X และ Y เป็นตั แปร ุ่มใดๆ ถ้า GX(t) = GY (t) เมื่ t ∈ R จะได้ ่า

X และ Y มีการแจกแจงเดีย กัน

บทนิยาม 2.48. ใ ้ X เป็นตั แปร ุ่มใดๆ เราจะเรียกฟังก์ชัน M ซึ่งกำ นดโดย

MX(t) = E[etX ]

่า ฟังก์ชันก่ กำเนิดโมเมนต์ (moment generating function) ข งตั แปร ุ่ม X

มายเ ตุ 2.49.

E[etX ] =






∑

x∈ImX

etxP (X = x) เมื่ X เป็นตั แปร ุ่มไม่ต่ เนื่ ง
∫ ∞

−∞
etxf(x)dx เมื่ X เป็นตั แปร ุ่มต่ เนื่ งที่มีฟังก์ชัน

ค าม นาแน่นค ามน่าจะเป็น f

ทฤ ฎีบท 2.50. ถ้า X มีฟังก์ชันก่ กำเนิดโมเมนต์ MX(t) จะได้ ่า

1. M ′
X(0) = E(X)

2. M (n)
X (0) = E(Xn) เมื่ n ≥ 1
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ทฤ ฎีบท 2.51. ใ ้ X และ Y เป็นตั แปร ุ่ม และ a, b เป็นจำน นจริงใดๆ จะได้ ่า

1. MX+a(t) = eatMX(t)

2. MbX(t) = MX(bt)

3. MbX+a(t) = eatMX(bt)

4. ถ้า X และ Y เป็น ิ ระต่ กัน จะได้ ่า MX+Y (t) = MX(t)MY (t)

ทฤ ฎีบท 2.52. ใ ้ X และ Y เป็นตั แปร ุ่มใดๆ ถ้า MX(t) = MY (t) เมื่ t ∈ R จะได้ ่า

X และ Y มีการแจกแจงเดีย กัน

ข้อ ังเกต 2.53. เนื่ งจาก GX(t) = E[tX ] = E[eln(t)X ] = MX(ln(t)) ดังนั้น GX(t) =

MX(ln(t))

บทนิยาม 2.54. ใ ้ X เป็นตั แปร ุ่มใดๆ เราจะเรียกฟังก์ชัน ซึ่งกำ นดโดย

KX(t) = ln(E[etX ]) = ln(MX(t))

่า ฟังก์ชันก่ กำเนิดคิ มูแลนต์ (cumulant generating function) ข งตั แปร ุ่ม X

ทฤ ฎีบท 2.55. ใ ้ X และ Y เป็นตั แปร ุ่มใดๆ จะได้ ่า

1. ถ้า X และ Y เป็น ิ ระต่ กัน จะได้ ่า KX+Y (t) = KX(t) +KY (t)

2. K ′
X(0) = E(X)

3. K ′′
X(0) = E([X − E(X)]2) = V ar(X)

4. K ′′′
X(0) = E([X − E(X)]3)

บทนิยาม 2.56. ใ ้ X เป็นตั แปร ุ่ม ซึ่ง

P (X = x) =
e−λλx

x!
เมื่ x = 0, 1, 2,…

โดยที่ λ คื ค่าคงตั ที่มากก ่า ูนย์ เราจะเรียก X ่า ตั แปร ุ่มปั ซง (Poisson random

variable) ที่มีพารามิเต ร์ λ โดยใช้ ัญลัก ณ์ X ∼ Poi(λ)

ทฤ ฎีบท 2.57. คุณ มบัติข งการแจกแจงปั ซงที่มีพารามิเต ร์ λ มีดังต่ ไปนี้

1. E(X) = λ

2. V ar(X) = λ

3. GX(t) = eλ(t−1)

4. MX(t) = eλ(e
t−1)
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บทนิยาม 2.58. ใ ้ X เป็นตั แปร ุ่มซึ่งมีฟังก์ชันค าม นาแน่นค ามน่าจะเป็น f กำ นด

โดย

f(x) =





ηe−ηx เมื่ x ≥ 0

0 เมื่ x < 0

โดยที่ η เป็นจำน นจริงบ กใดๆ เราจะเรียก X ่า ตั แปร ุ่มเลขชี้กำลัง (exponential ran-

dom variable) ที่มีพารามิเต ร์ η โดยใช้ ัญลัก ณ์ X ∼ Exp(η)

ทฤ ฎีบท 2.59. คุณ มบัติข งการแจกแจงเลขชี้กำลัง (exponential distribution) ที่มี

พารามิเต ร์ η มีดังต่ ไปนี้

1. E(X) =
1

η

2. V ar(X) =
1

η2

3. MX(t) =
η

η − t
เมื่ t < η

บทนิยาม 2.60. ใ ้ X เป็นตั แปร ุ่มซึ่งมีฟังก์ชันค าม นาแน่นค ามน่าจะเป็น f กำ นด

โดย

f(x) =
1√
2πσ

e−(x−µ)2/2σ2 เมื่ x เป็นจำน นจริงใดๆ

เราจะเรียก X ่า ตั แปร ุ่มปกติ (normal random variable) ที่มีพารามิเต ร์ µ และ σ2

โดยใช้ ัญลัก ณ์ X ∼ N (µ,σ2)

ถ้า µ = 0 และ σ2 = 1 เราจะเรียก X ่า ตั แปร ุ่มปกติมาตรฐาน (standard normal

random variable)

ทฤ ฎีบท 2.61. คุณ มบัติข งการแจกแจงปกติ (normal distribution) ที่มีพารามิเต ร์ µ

และ σ2 มีดังต่ ไปนี้

1.E(X) = µ

2.V ar(X) = σ2

3.MX(t) = eµt+
1
2σ

2t2

4.KX(t) = µt+ 1
2σ

2t2

บทนิยาม 2.62. ใ ้ X เป็น ตั แปร ุ่มปั ซงที่มี ูนย์เฟ้ (Zero Inflated Poisson random

variable) ที่มีพารามิเต ร์ p และ α โดยใช้ ัญลัก ณ์ X ∼ ZIP (p,α) ซึ่ง

P (X = k) =






p+ (1− p) e−α เมื่ k = 0

(1− p) e−ααk

k!
เมื่ k = 1, 2, 3, . . .
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โดยที่ p ∈ (0, 1) และ α > 0

ทฤ ฎีบท 2.63. คุณ มบัติข งการแจกแจงปั ซงที่มี ูนย์เฟ้ (Zero Inflated Poisson

distribution) ที่มีพารามิเต ร์ p และ α มีดังต่ ไปนี้

1. E(X) = α (1− p)

2. V ar(X) = α (1− p) (1 + αp)

3. GX(t) = p+ (1− p)e−α(1−t)

4. MX(t) = p+ (1− p)e−α(1−et)

ทฤ ฎีบท 2.64. มการมาร์ค ฟ (Markov’s Inequality)

ใ ้ X เป็นตั แปร ุ่มซึ่งมีค่ามากก ่า รื เท่ากับ ูนย์ และ ำ รับจำน นจริงบ ก a ใดๆ

จะได้ ่า

P (X ≥ a) ≤ E(X)

a

2.2 พื้นฐานของกระบ นการ โตแค ติก และ ทฤ ฎีค าม

เ ี่ยง (Basic of Risk Theory and Stochastic Pro-

cesses)

ใน ั ข้ นี้ เราจะแนะนำเกี่ย กับนิยาม ค าม มาย คุณ มบัติ และ ทฤ ฎีต่างๆ ข ง

ทฤ ฎีค ามเ ี่ยง และ กระบ นการ โตแค ติก ที่ใช้ในโครงงานนี้

บทนิยาม 2.65. ใ ้ X1, X2, . . . เป็นตั แปร ุ่มที่มีการแจกแจงเ มื นกันและเป็น ิ ระต่

กัน (i.i.d.) และ N เป็นตั แปร ุ่มที่มีค่า ยู่ใน {0, 1, 2, 3, . . .} และ N กับ {Xi}∞i=1 เป็น ิ ระ

ต่ กัน กำ นดใ ้

SN = X1 +X2 + . . .+XN =
N∑

i=1

Xi

โดยที่ SN = 0 ถ้า N = 0 และ ตั แปร ุ่ม SN เรียก ่า ผลร มข งตั แปร ุ่ม (random sum)

ีกทั้ง จะเรียกการแจกแจงข งผลร มข งตั แปร ุ่ม ่า การแจกแจงเชิงประก บ (com-

pound distribution)
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ทฤ ฎีบท 2.66. คุณ มบัติข งการแจกแจงเชิงประก บ มีดังต่ ไปนี้

1. E(SN) = E(N)E(X1)

2. V ar(SN) = E(N)V ar(X1) + V ar(N)(E(X1))
2

3. MSN (t) = GN(MX(t))

4. KSN (t) = KN(KX(t)) = ln(MSN (t))

บทนิยาม 2.67. ใ ้ผลร มข งตั แปร ุ่ม

SN = X1 +X2 + . . .+XN =
N∑

i=1

Xi

เราจะเรียก SN ่า มีการแจกแจงปั ซงเชิงประก บ (Compound Poisson distribution)

ถ้า ตั แปร ุ่มการนับ N มีการแจกแจงปั ซงที่มีพารามิเต ร์ λ

ทฤ ฎีบท 2.68. คุณ มบัติข งการแจกแจงปั ซงเชิงประก บที่มีพารามิเต ร์ λ โดยที่

V ar(X) = σ2 และ E(X) = µ มีดังนี้

1. E(SN) = λµ

2. V ar(SN) = λσ2 + λµ2

3. MSN (t) = GN(MX(t)) = eλ(MX(t)−1)

4. KSN (t) = ln(MSN (t)) = λ(MX(t)− 1)

บทนิยาม 2.69. ตั แบบค ามเ ี่ยงแบบพื้นฐาน (The classical risk model) คื ตั แบบ

ข งมูลค่าทุนร ม นิยามโดย

U(t) = u + ct − S(t)

เมื่
U(t) คื มูลค่าทุนร ม ณ เ ลา t

u คื เงินเริ่มต้น

c คื มูลค่าร มเบี้ยประกัน ต่ นึ่ง น่ ยเ ลา

S(t) คื มูลค่าการเ าประกัน ะ ม ณ เ ลา t

โดยที่

S(t) =
N(t)∑

i=1

Yi
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เมื่
N(t) คื จำน นการเคลมร มที่เกิดขึ้นจนถึงเ ลา t ซึ่งเป็นกระบ นการนับ (Counting Process)

Yi คื มูลค่าการเคลมร มข งแต่ละบุคคลที่มีการแจกแจงเ มื นกันและเป็น ิ ระต่ กัน (i.i.d.)

ในแต่ละ i≥ 1

บทนิยาม 2.70. ถ้า G เป็น σ− algebra บนปริภูมิค ามน่าจะเป็น (Ω,F , P ) แล้ จะเรียก

ตั แปร ุ่ม X : Ω → R ่าเป็น G −measurable ถ้า

{X−1(B);B ∈ B} ⊆ G

โดยที่ B เป็น Borel σ − algebra บน R

บทนิยาม 2.71. ใ ้ (Ω,F , P ) ปริภูมิค ามน่าจะเป็น และตั แปร ุ่ม X : Ω → R โดยที่

E(|X|) < ∞. ถ้า G ⊆ F เป็น σ − algebra จะได้ ่า ค่าคาดคะเนแบบมีเงื่ นไขข ง X

เมื่ ทราบ G จะใช้ ัญลัก ณ์ E(X|G)

ทฤ ฎีบท 2.72. ำ รับปริภูมิค ามน่าจะเป็น (Ω,F , P ) กำ นดใ ้ X : Ω → R และ

Y : Ω → R เป็นตั แปร ุ่ม โดยที่ E(|X|) < ∞ , E(|Y |) < ∞ และ G เป็น σ − algebra

โดยที่ G ⊆ F

ดังนั้น คุณ มบัติข งค่าคาดคะเนแบบมีเงื่ นไข มีดังต่ ไปนี้

1. E(aX + bY |G) = aE(X|G) + bE(Y |G) โดยที่ a, b ∈ R

2. ถ้า X ≥ 0 แล้ E(X|G) ≥ 0

3. ถ้า X ≤ Y แล้ E(X|G) ≤ E(Y |G)

4. ถ้า F1 เป็น σ − algebra ที่ F1 ⊆ F , F2 เป็น σ − algebra ที่ F2 ⊆ F และ

F1 ⊆ F2 แล้ E(E(X|F2)|F1) = E(X|F1)

5. E(E(X|G)) = E(X)

6. ถ้า X และ G เป็น ิ ระต่ กัน จะได้ ่า E(X|G) = E(X)

7. ถ้า Y เป็น G −measurable แล้ E(XY |G) = Y (X|G)

บทนิยาม 2.73. ใ ้ X : Ω → R เป็นตั แปร ุ่ม เราจะเรียก V ar(X|G) ่าค ามแปรปร น

แบบมีเงื่ นไข (conditional variance) ข ง X เมื่ กำ นด σ − algebra G ⊆ F ซึ่งจะ

นิยามดังนี้

V ar(X|G) := E
(
(X − E(X|G))2 | G

)
= E(X2|G)− (E(X|G))2
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ทฤ ฎีบท 2.74. กำ นดใ ้ X : Ω → R,G ⊆ F โดยที่ G เป็น σ − algebra และ

E(|X|) < ∞, V ar(|X|) < ∞ จะได้ ่า

V ar(X) = E(V ar(X|G)) + V ar(E(X|G))

บทนิยาม 2.75. เราจะเรียกเซตข งตั แปร ุ่ม X = {Xt | t ∈ T} ่า กระบ นการ โตแค

ติก (stochastic process) นั่นคื Xt เป็นตั แปร ุ่ม ำ รับทุก t ∈ T

ถ้า T เป็นเซตนับได้ เราจะเรียก X ่า กระบ นการ โตแค ติกแบบเ ลาไม่ต่ เนื่ ง

(discrete-time stochastic process)

ถ้า T เป็นเซตที่มีค ามต่ เนื่ ง เราจะเรียก X ่า กระบ นการ โตแค ติกแบบเ ลา

ต่ เนื่ ง (continuous- time stochastic process) และ เรียกเซต T ่า ปริภูมิพารามิเต ร์

(parameter space) เรียกเซต S ซึ่งประก บด้ ยค่าทั้ง มดที่เป็นไปได้ข งXt ำ รับ t ∈ T

่า ปริภูมิ ถานะ (state space) และเรียก มาชิกแต่ละตั ใน S ่า ถานะ (state)

บทนิยาม 2.76. ใ ้ X(t) เป็น กระบ นการ โตแค ติก เราจะเรียกตั แปร ุ่ม X(t) −

X(s) ำ รับ s < t ่า “ ่ นเพิ่ม (increment)” ข งกระบ นการ โตแค ติก เราจะเรียก

กระบ นการดังกล่า ่ามี “ ่ นเพิ่ม ิ ระ (independent increment)” ถ้า ่ นเพิ่มในช่ ง

เ ลาที่ไม่คาบเกี่ย กัน เป็น ิ ระต่ กัน

บทนิยาม 2.77. เราจะเรียกกระบ นการ โตแค ติก ่ามี “ ่ นเพิ่มนิ่ง (Stationary Incre-

ment)” ถ้าการแจกแจงข ง ่ นเพิ่ม ขึ้น ยู่กับค ามยา ข งช่ งเ ลา ไม่ได้ขึ้นกับจุดเริ่มต้น

ข ง ่ นเพิ่ม นั่นคื ำ รับ s, t, h > 0 จะได้ ่า

X(s+ h)−X(s) และ X(t+ h)−X(t) มีการแจงแจงเดีย กัน

บทนิยาม 2.78. เราจะเรียกกระบ นการ โตแค ติก {N(t) : t ≥ 0} ่า “กระบ นการนับ

(Counting Process)” ถ้า N(t) แ ดงถึงจำน นทั้ง มดข ง “เ ตุการณ์” ที่เกิดขึ้นจนถึง

เ ลา t

กระบ นการนับ N(t) ต้ ง ดคล้ งกับ

1. N(t) ≥ 0

2. N(t) มีค่าเป็นจำน นเต็ม

3. ถ้า s < t แล้ N(s) ≤ N(t)

ำ รับ กระบ นการเชิงการนับ {N(t) : t ≥ 0} และ s < t , N(t)−N(s) เป็นจำน น

ข งเ ตุการณ์ที่เกิดขึ้นในช่ งเ ลา s ถึง เ ลา t นั่นคื (s, t]
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บทนิยาม 2.79. เราจะเรียก กระบ นการเชิงการนับ N(t) ่า “กระบ นการปั ซง (Poisson

Process)” ด้ ย ัตรา λ ถ้า N(t) มีคุณ มบัติต่ ไปนี้

1. N(0) = 0

2. กระบ นการ ุ่มมี ่ นเพิ่ม ิ ระ

3. ำ รับแต่ละ s, t ≥ 0 , N(s+ t)−N(s) มีการแจกแจงปังซง ที่มีค่าเฉลี่ย λt

บทนิยาม 2.80. ใ ้ {N(t)}t≥0 เป็นกระบ นการปั ซงที่มีพารามิเต ร์ λ และ ใ ้ {Xi}∞i=1

เป็นลำดับข งตั แปร ุ่มที่มีการแจกแจงเ มื นกันและเป็น ิ ระต่ กัน (independent iden-

tically distributed : i.i.d.) โดยที่แต่ละ Xi เป็น ิ ระกับ N(t) ทุก t > 0

นิยาม กระบ นการ {S(t)}t≥0 โดย

S(t) =
N(t)∑

i=1

Xi

ซึ่ง S(t) = 0 เมื่ N(t) = 0 ดังนั้น S(t)t≥0 จึงเรียก ่า กระบ นการปั ซงเชิงประก บ

(Compound Poisson Process) ที่มีปั ซงพารามิเต ร์ λ

ทฤ ฎีบท 2.81. คุณ มบัติข งกระบ นการปั ซงเชิงประก บที่

S(t) =
N(t)∑

i=1

Xi

โดยที่ N(t) มีการแจกแจงกระบ นการปั ซงที่มีพารามิเต ร์ λ มีดังต่ ไปนี้

1. ค่าคาดคะเน : E(S(t)) = λtE(X)

2. ค ามแปรปร น : V ar(S(t)) = λtE(X2)

3. ฟังก์ชันก่ กําเนิดโมเมนต์ : MS(t)(z) = eλt(MX(z)−1)

4. เมื่ กำ นดค่า t ที่ t > 0, ตั แปร ุ่ม S(t) มีการแจกแจงปังซงเชิงประก บ (Com-

pound Poisson) ที่มีปั ซงพารามิเต ร์ λt

5. กระบ นการปั ซงเชิงประก บ มี ่ นเพิ่ม ิ ระ และ ่ นเพิ่มนิ่ง

บทนิยาม 2.82. เ ลาที่เกิดการล้มละลาย (Ruin Time)

เ ลาที่ เกิดการล้มละลาย (time of ruin) T ซึ่งก็คื เ ลาแรกที่กระบ นการ ่ นเกิน

(surplus process) มีค่าติดลบ นิยามโดย

T = inf{t ≥ 0 | U(t) < 0}
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บทนิยาม 2.83. ค ามน่าจะเป็นที่เกิดการล้มละลาย (Ruin Probability)

ใ ้ ψ(u) เป็นค ามน่าจะเป็นที่เกิดการล้มละลาย (Ruin Probability) เมื่ มีเงินตั้งต้นเป็น

u > 0 นิยามโดย

ψ(u) = P (T < ∞ | U(0) = u)

มายเ ตุ 2.84.

1. ψ(u) มีค ามยากที่จะคำน ณโดยตรง

2. การประมาณจึงถูกนำไปใช้เพื่ าค ามน่าจะเป็นที่เกิดการล้มละลาย

บทนิยาม 2.85. ใ ้ ψ(u, t) เป็นค ามน่าจะเป็นที่เกิดการล้มละลาย ก่ นเ ลา t โดยที่มีเงิน

ตั้งต้นเป็น u > 0 ซึ่งจะนิยามดังนี้

ψ(u, t) = P (T < t | U(0) = u)

ทฤ ฎีบท 2.86. คุณ มบัติข ง ψ(u, t) มีดังต่ ไปนี้

1. ψ(u, t) มีค่าเพิ่มขึ้น ตาม t

2. lim
t→∞

ψ(u, t) = ψ(u)

บทนิยาม 2.87. การรับผิดช บ ่ นแรก (Deductible) คื ค ามรับผิดช บเพื่ ค ามเ ีย

ายที่กรมธรรม์ประกันภัยกำ นดไ ้ใ ้ผู้เ าประกันภัยต้ งรับผิดช บเ ง ก่ นที่ผู้รับประกัน

ภัยจะชดใช้ค่า ินไ มทดแทนใน ่ นที่เกินจากนั้น

กำ นดใ ้

D คื มูลค่าการรับผิดช บ ่ นแรก

X คื มูลค่าค ามเ ีย ายทั้ง มด

Y คื มูลค่าที่จ่ายโดยผู้เ าประกัน (ผู้ซื้ ประกัน)

Z คื มูลค่าที่จ่ายโดยบริ ัทประกันภัย

ดังนั้น จะได้ ่า

Y = min(X,D) =





X เมื่ X ≤ D

D เมื่ X > D

Z = max(0, X −D) =





0 เมื่ X ≤ D

X −D เมื่ X > D

X = Y + Z
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ซึ่ง ัญญาการรับผิดช บ ่ นแรกมักพบใน ัญญาประกันภัยรถยนต์

บทนิยาม 2.88. กระบ นการ โตแค ติกแบบเ ลาต่ เนื่ ง X(t) จะถูกเรียก ่า มาติงเกล

(martingale) ถ้า

1. E(|X(t)|) < ∞ ทุก t > 0

2. E(X(t)|X(u), 0 ≤ u ≤ s) = X(s) ทุก t ≥ s

บทนิยาม 2.89.

ตั แปร ุ่ม T เป็น {Ft+}-stopping time ก็ต่ เมื่ {T < t} ∈ Ft ทุก t ≥ 0

ทฤ ฎีบท 2.90. The Martingale Stopping Time Theorem

ถ้า {Zt} และ T เป็น stopping time ที่ ดคล้ งกับเงื่ นไขข้ ใดข้ นี่งต่ ไปนี้

1. T มีข บเขต

2. E[T ] < ∞ และ มี M < ∞ โดยที่

E[|Zn+1 − Zn| | Z0, Z1, Z2, . . . , Zn] < M

แล้

E[ZT ] = E[Z0]

บทนิยาม 2.91. การเคลื่ นที่แบบบรา น์ (Brownian Motion)

ใ ้ {Wt}t≥0 เป็นกระบ นการ โตแค ติก ซึ่งนิยามบนปริภูมิค ามน่าจะเป็น (Ω,F , P )

เราจะเรียก {Wt}t≥0 ่า การเคลื่ นที่แบบบรา น์มาตรฐาน (Standard Brownian Motion)

รื กระบ นการ ีเน ร์ (Wiener Process) ถ้า ดคล้ งกับเงื่ นไขต่ ไปนี้

1. เริ่มต้นที่ ูนย์ ด้ ยค ามน่าจะเป็น 1 กล่า คื P (W0 = 0) = 1

รื W0 = 0 เกื บแน่น น (almost surely)

2. {Wt}t≥0 มี ่ นเพิ่ม ิ ระ และ ่ นเพิ่มนิ่ง

3. ำ รับทุก 0 ≤ s < t ≤ T ่ นเพิ่ม Wt − Ws มีการแจกแจงปกติ ที่มีค่าเฉลี่ยและ

ค ามแปรปร นเท่ากับ 0 และ t− s ตามลำดับ เขียนแทนด้ ย ัญลัก ณ์ N (0, t− s)

4. เมื่ กำ นดค่า ω ∈ Ω เป็นค่า นึ่ง ิถีตั ย่าง (Sample Path) ข งการเคลื่ นที่แบบ

บรา น์ต่ เนื่ งไม่มีการกระโดด a.s.

บทนิยาม 2.92. ำ รับ เซตย่ ย A ใดๆ ข งเซตข งจำน นจริง
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เราจะเรียกจำน นจริง u ่า ข บเขตบน (upper bound) ข งเซต A ถ้า u ≥ a ทุก a ∈ A

และ จะกล่า ่า A มีข บเขตบน (bounded above) ถ้ามีจำน นจริง u ที่เป็นข บเขตบน

ข ง A

เราจะเรียกจำน นจริง l ่า ข บเขตล่าง (lower bound) ข งเซต A ถ้า l ≤ a ทุก a ∈ A

และ จะกล่า ่า A มีข บเขตล่าง (bounded below) ถ้ามีจำน นจริง l ที่เป็นข บเขตล่าง

ข ง A

ถ้า A มีทั้งข บเขตบนและข บเขตล่าง จะกล่า ่า A เป็นเซตมีข บเขต (bounded set)

บทนิยาม 2.93. ใ ้ A ⊆ R เราจะเรียกจำน นจริง x ่าเป็นข บเขตบนน้ ย ุด (least

upper bound) รื ซูพรีมัม (supremum) ข ง A ก็ต่ เมื่

1. x เป็นข บเขตบนข ง A

2. ถ้า y เป็นข บเขตบนข ง A แล้ x ≤ y

บทนิยาม 2.94. ใ ้ A ⊆ R เราจะเรียกจำน นจริง x ่าเป็นข บเขตล่างมาก ุด (greatest

lower bound) รื ินฟิมัม (infimum) ข ง A ก็ต่ เมื่

1. x เป็นข บเขตล่างข ง A

2. ถ้า y เป็นข บเขตล่างข ง A แล้ x ≥ y

ทฤ ฎีบท 2.95. ัจพจน์ค ามบริบูรณ์ (Completeness Axiom)

1. ทุก ับเซตข ง R ที่ไม่ใช่เซต ่างและมีข บเขตบน จะมีข บเขตบนน้ ย ุด

2. ทุก ับเซตข ง R ที่ไม่ใช่เซต ่างและมีข บเขตล่าง จะมีข บเขตล่างมาก ุด

ทฤ ฎีบท 2.96. ใ ้ A ⊆ R และ s เป็นข บเขตบนข ง A จะได้ ่า s = supA ก็ต่ เมื่

ทุก ε > 0 จะมี b ∈ A ที่ s− ε < b

ทฤ ฎีบท 2.97. ใ ้ A ⊆ R และ f เป็นข บเขตล่างข ง A จะได้ ่า f = infA ก็ต่ เมื่

ทุก ε > 0 จะมี b ∈ A ที่ b < f + ε

ทฤ ฎีบท 2.98. ใ ้ A ⊆ R+ ที่ไม่ใช่เซต ่าง และ

1

A
:=

{
z =

1

x

∣∣∣∣ x ∈ A

}

จะได้ ่า

sup
( 1

A

)
=

1

inf(A) เมื่ inf(A) '= 0
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บทพิสจูน์: ใ ้ A ⊆ R+

มมติ inf(A) '= 0

นิยาม
1

A
:=

{
z =

1

x

∣∣∣∣x ∈ A

}

จากบทนิยาม 2.93 จะได้ ่า sup(A) ≥ a ทุก a ∈ A และ

จากทฤ ฎีบท 2.97 จะได้ ่า ทุก ε > 0 จะมี b ∈ A ที่ b < inf(A) + ε

ดังนั้น

ใ ้ ε > 0

เลื ก b ∈ A ซึ่ง ดคล้ งกับ b < inf(A) + ε

เนื่ งจาก เลื ก b ∈ A จะได้ ่า 1

b
∈ 1

A

ดังนั้น
1

inf(A) + ε
<

1

b

จาก 1

b
∈ 1

A
โดย จากบทนิยาม 2.92 จะได้ ่า 1

b
≤ sup

( 1

A

)

ดังนั้น
1

inf(A) + ε
<

1

b
≤ sup

( 1

A

)

ใ ้ ε มีค่าเข้าใกล้ 0+

ดังนั้น
1

inf(A) ≤ sup
( 1

A

)

ต่ มาจะแ ดง ่า sup
( 1

A

)
≤ 1

inf(A)
จากบทนิยาม 2.94 จะได้ ่า inf(A) ≤ k ทุก k ∈ A

ดังนั้น
1

k
≤ 1

inf(A) ทุก 1

k
∈ 1

A

ดังนั้น 1

inf(A) เป็นข บเขตบนข งเซต 1

A

ดังนั้น
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sup
( 1

A

)
≤ 1

inf(A)

ดังนั้น

sup
( 1

A

)
=

1

inf(A)



บทที่ 3

งาน ลัก (Main work)

ในบทที่ 3 นี้ เราจะแนะนำเกี่ย กับตั แบบค ามเ ี่ยงเชิง โตแค ติกบนฐานข งการ

แจกแจงที่มี ูนย์เฟ้ ก่ น ื่นจะแนะนำนิยามค าม มายข งตั แบบค ามเ ี่ยงพื้นฐาน และ

กระบ นการปั ซง-ปั ซงที่มีผลกระทบจาก ูนย์เฟ้ แล้ ทำการปรับเปลี่ยนตั แบบค าม

เ ี่ยงพื้นฐานใ ้ ดคล้ งกับค ามเป็นจริงข งค่าใช้จ่าย ร้างเป็นตั แบบค ามเ ี่ยงแบบใ ม่

ขึ้นมา เป็นตั แบบค ามเ ี่ยงแบบต่ เนื่ งบนการแจกแจงแบบกระบ นการปั ซง-ปั ซงที่มี

ผลการทบจาก ูนย์เฟ้ และเพิ่มตั แปรการรบก น (white noise) แล้ จึง ึก าคุณ มบัติ

และการประยุกต์ใช้ต่ ไป

บทนิยาม 3.1. ตั แบบค ามเ ี่ยงแบบพื้นฐาน (The classical risk model) คื ตั แบบ

ข งมูลค่าทุนร ม นิยามโดย

U(t) = u + ct − S(t)

เมื่

U(t) คื มูลค่าทุนร ม ณ เ ลา t

u คื เงินเริ่มต้น ซึ่งมีค่ามากก ่า 0

c คื มูลค่าร มเบี้ยประกัน ต่ นึ่ง น่ ยเ ลา ซึ่งมีค่ามากก ่า 0

S(t) คื มูลค่าการเ าประกัน ะ ม ณ เ ลา t ซึ่งมีการแจกแจงแบบ

กระบ นการปั ซงเชิงประก บ (Compound Poisson Process)

โดยที่

S(t) =
N(t)∑

i=1

Yi

24
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เมื่

N(t) คื จำน นการเคลมร มที่เกิดขึ้นจนถึงเ ลา t ซึ่งเป็นกระบ นการปั ซง

(Poisson Process)

Yi คื มูลค่าการเคลมร มข งแต่ละบุคคลที่มีการแจกแจงเ มื นกันและเป็น ิ ระต่

กัน (i.i.d.) ในแต่ละ i≥ 1

3.1 ตั แบบค ามเ ี่ยง (The Risk Model)

ใน ั ข้ นี้ เราจะพิจารณาถึงตั แบบค ามเ ี่ยงพื้นฐาน ในบทนิยาม 3.1

U(t) = u + ct −
N(t)∑

i=1

Yi

ที่ มูลค่าร มเบี้ยประกันต่ นึ่ง น่ ยเ ลา c มีค่าเพิ่มขึ้นตามเ ลา แต่ในค ามเป็นจริงนั้น ค่า

c ไม่ได้เพิ่มขึ้นตามเ ลา แต่จะขึ้น ยู่กับจำน นการจ่ายเบี้ยประกันที่เกิดขึ้น และ มีตั แปร

การรบก น (white noise) จากภายน กแทรกเข้ามา โดยเราจะเปลี่ยน t เป็น N(t) และ ใ ้

N(t) เป็นกระบ นการนับ PZIP (λ, p,α) ซึ่งเราจะแนะนำนิยามค าม มายข งตั แปร ุ่ม

PZIP (λ, p,α) และ มบัติค ามน่าจะเป็นข งกระบ นการ PZIP ซึ่งนำเ น ใน บทนิยาม

3.2 และ ทฤ ฎีบท 3.4 ตามลำดับ

บทนิยาม 3.2. ใ ้ SN = X1 +X2 + · · · +XN =
N∑

i=1

Xi โดยที่ {Xi}∞i=1 มีการแจกแจง

เ มื นกันและเป็น ิ ระต่ กัน (i.i.d.) และ N กับ {Xi}∞i=1 เป็น ิ ระต่ กัน

เราจะเรียก ตั แปร ุ่ม SN ่า ตั แปร ุ่มปั ซง-ปั ซงที่มีผลกระทบจาก ูนย์เฟ้ (Poisson-

Zero Inflated Poisson random variable) โดยใช้ ัญลัก ณ์ PZIP (λ, p,α) ที่ λ > 0,

p ∈ (0, 1) และ α > 0 ถ้า

1. Xi มีการแจกแจงปั ซงที่มี ูนย์ เฟ้ (Zero Inflated Poisson distribution) ที่มี

พารามิเต ร์ p และ α

2. N มีการแจกแจงปั ซงที่มีพารามิเต ร์ λ

บทนิยาม 3.3. ใ ้ {M(t)}t≥0 เป็นกระบ นการปั ซงที่มีพารามิเต ร์ λ และ ใ ้ {Xi}∞i=1

เป็นลำดับตั แปร ุ่มปั ซงที่มี ูนย์เฟ้ ที่มีพารามิเต ร์ p,α โดยที่แต่ละ Xi เป็น ิ ระกับ

M(t) ทุก i ∈ N และ ทุก t > 0

นิยาม กระบ นการ {N(t)}t≥0 โดยที่
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N(t) =
M(t)∑

i=1

Xi

ซึ่ง N(t) = 0 เมื่ M(t) = 0 ดังนั้น {N(t)}t≥0 จึงเรียก ่า กระบ นการปั ซง-ปั ซงที่มี

ผลกระทบจาก ูนย์เฟ้ (Poisson-Zero Inflated Poisson Process) ที่มีปั ซงพารามิเต ร์

λ, p,α

ทฤ ฎีบท 3.4. คุณ มบัติข ง N(t) =
M(t)∑

i=1

Xi ที่เป็นกระบ นการปั ซง-ปั ซงที่มีผลกระทบ

จาก ูนย์เฟ้ ที่มีปั ซงพารามิเต ร์ λ, p,α มีดังต่ ไปนี้

1. N(t) มี ่ นเพิ่ม ิ ระและมี ่ นเพิ่มนิ่ง

2. ฟังก์ชันก่ กำเนิดโมเมนต์ข ง ่ นเพิ่ม N(t)−N(v) เมื่ v < t คื

exp{(t− v)λ[(p+ (1− p)e−α(1−eu))− 1]}

3. ค่าคาดคะเนข ง N(t) คื λtα(1− p)

4. ค ามแปรปร นข ง N(t) คื λtα(1− p)(1 + α)

บทพิสจูน์:

1.

ลำดับแรกเราจะแ ดง ่า N(t) มี ่ นเพิ่มนิ่ง

จากการที่ M(t) เป็นกระบ นการปั ซง ทำใ ้ได้ ่า M(t) มี ่ นเพิ่มนิ่ง และ Xi มีการ

แจกแจงเ มื นกันและเป็น ิ ระต่ กัน (i.i.d.) ในแต่ละ i ≥ 1

จะได้ ่า
M(t+h)∑

i=1

Xi −
M(t)∑

i=1

Xi มีการแจกแจงเ มื นกับ
M(t+h)−M(t)∑

i=1

Xi

และ
M(t+h)−M(t)∑

i=1

Xi มีการแจกแจงเ มื นกับ
M(s+h)−M(s)∑

i=1

Xi

ดังนั้น N(t) =
M(t)∑

i=1

Xi มี ่ นเพิ่มนิ่ง

ใน ่ นนี้เราจะแ ดง ่า N(t) มี ่ นเพิ่ม ิ ระ

มมติ s1 < s2 ≤ s3 < s4

พิจารณา ค ามเป็น ิ ระต่ กันข ง
M(s2)∑

i=1

Xi −
M(s1)∑

i=1

Xi กับ
M(s4)∑

i=1

Xi −
M(s3)∑

i=1

Xi

ซึ่ง
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M(s2)∑

i=1

Xi −
M(s1)∑

i=1

Xi มีการแจกแจงเ มื นกับ
M(s2)∑

i=M(s1)+1

Xi

และ
M(s4)∑

i=1

Xi −
M(s3)∑

i=1

Xi มีการแจกแจงเ มื นกับ
M(s4)∑

i=M(s3)+1

Xi

จากการที่ M(t) เป็นกระบ นการปั ซง ทำใ ้ได้ ่า M(t) มี ่ นเพิ่ม ิ ระ และ Xi มีการ

แจกแจงเ มื นกันและเป็น ิ ระต่ กัน (i.i.d.) ในแต่ละ i ≥ 1

ทำใ ้ได้ ่า
M(s2)∑

i=M(s1)+1

Xi เป็น ิ ระกับ
M(s4)∑

i=M(s3)+1

Xi

ดังนั้น N(t) =
M(t)∑

i=1

Xi มี ่ นเพิ่ม ิ ระ

2.

จาก N(t) = N(t)−N(v) +N(v) ที่ v ≤ t

ดังนั้น
MN(t)(u) = E[eu(N(t))]

= E[eu(N(t)−N(v)+N(v))]

= E[eu(N(t)−N(v) · euN(v)]

จาก N(t)−N(v) เป็น ิ ระต่ กันกับ N(v) และ

จาก ทฤ ฎีบท 2.30 จะได้ ่า

MN(t)(u) = E[eu(N(t)−N(v)] · E[euN(v)]

= MN(t)−N(v)(u) ·MN(v)(u)

ดังนั้น
MN(t)−N(v)(u) =

MN(t)(u)

MN(v)(u)

=
eλt[(p+(1−p)e−α(1−eu))−1]

eλv[(p+(1−p)e−α(1−eu))−1]

= e(t−v)λ[(p+(1−p)e−α(1−eu))−1]
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3. และ 4. จาก

E(N(t)) = λtE(X)

= λtα(1− p) (3.1)

V ar(N(t)) = λtE(X2)

= λt [V ar(X)− (E[X])2]

= λt [α(1− p)(1 + αp) + α2(1− p)2]

= λtα(1− p)(1 + α) (3.2)

ทฤ ฎีบท 3.5. คุณ มบัติข งการแจกแจงตั แปร ุ่มปั ซง-ปั ซงที่มีผลกระทบจาก ูนย์เฟ้

(Poisson-Zero Inflated Poisson distribution) ที่มีพารามิเต ร์ λ, p และ α มีดังนี้

1. E(SN) = λα(1− p)

2. V ar(SN) = λα(1− p)(1 + α)

3. MSN (t) = eλ ( p+(1−p)e−α(1−et)−1 )

4. GSN (t) = eλ ( p+(1−p)e−α(1−t)−1 )

บทพิสจูน์:

ใ ้ SN =
N∑

i=1

Xi มีการแจกแจงตั แปร ุ่มปั ซง-ปั ซงที่มีผลกระทบจาก ูนย์เฟ้ ที่มีพารามิเต ร์

λ, p และ α

จาก ทฤ ฎีบท 2.63 และ ทฤ ฎีบท 2.68 จะได้ ่า

1. E(SN) = λE(x)

= λα(1− p)

2. V ar(SN) = λV ar(x) + λ[E(x)]2

= λα(1− p)(1 + αp) + λα2(1− p)2

= λα(1− p)(1 + α)

3. MSN (t) = eλ(MX(t)−1)

= e
λ

(
p+(1−p)e−α(1−et)−1

)

4. GSN (t) = MSN (ln(t))

= eλ(MX(ln(t))−1)

= e
λ

(
p+(1−p)e−α(1−t)−1

)
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ดังนั้น เราจะนิยามตั แบบค ามเ ี่ยงปั ซง-ปั ซงที่มีผลกระทบจาก ูนย์ เฟ้ ที่มีการ

รบก น (the double Poisson-Zero Inflated Poisson risk model with interference)

ได้ดังนี้

U (t) = u+ cN2 (t)−
N3(t)∑

k=1

Yk + σW (t) (3.3)

โดยที่ N2(t) เป็นจำน นการจ่ายเบี้ยประกันทั้ง มดที่เกิดขึ้นจนถึงเ ลา t ที่มีการแจกแจง

PZIP (λ2, p2,α2) ; N3(t) เป็นจำน นการเคลมทั้ง มดที่เกิดขึ้นจนถึงเ ลา t ที่มีการแจกแจง

PZIP (λ3, p3,α3) ; W (t) เป็นกระบ นการ โตแค ติกที่มีการเคลื่ นที่แบบบรา น์ (stan-

dard Brownian Motion) และ σ เป็นพารามิเต ร์ค่าค ามผันผ นข งการแพร่กระจาย

น กจากนี้ ในโครงงานนี้เราจะ มมติ ่า N2(t), N3(t),W (t) และ Yk เป็น ิ ระต่ กัน และ Yk

เป็นตั แปร ุ่มที่ไม่เป็นลบ ที่มีฟังก์ชันการแจกทั่ ไป F (y), ค่าคาดคะเน µY , ค ามแปรปร น

σ2
Y และ ฟังก์ชันก่ กําเนิดโมเมนต์ MY (·) ตามลำดับ

บทแทรก 3.6. กระบ นการ ุ่ม
N3(t)∑

k=1

Yk มี มบัติ ่ นเพิ่ม ิ ระ และ ่ นเพิ่มนิ่ง

บทพิสจูน์:

ลำดับแรกเราจะแ ดง
N3(t)∑

k=1

Yk มี มบัติ ่ นเพิ่มนิ่ง

จากทฤ ฎีบท 3.4 N3(t) มี มบัติ ่ นเพิ่มนิ่ง และ บทนิยาม 3.1 Yi มีการแจกแจงเ มื น

กันและเป็น ิ ระต่ กัน (i.i.d.) ในแต่ละ i ≥ 1 ทำใ ้ได้ ่า
N3(t+h)∑

k=1

Yk −
N3(t)∑

k=1

Yk มีการแจกแจงเ มื นกับ
N3(t+h)−N3(t)∑

k=1

Yk

และ
N3(t+h)−N3(t)∑

k=1

Yk มีการแจกแจงเ มื นกับ
N3(s+h)−N3(s)∑

k=1

Yk

ดังนั้น
N3(t)∑

k=1

Yk มี มบัติ ่ นเพิ่มนิ่ง

ใน ่ นนี้เราจะแ ดง
N3(t)∑

k=1

Yk มี มบัติ ่ นเพิ่ม ิ ระ
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ใ ้ s1 < s2 ≤ s3 < s4

พิจารณา ค ามเป็น ิ ระต่ กันข ง
N3(s2)∑

k=1

Yk −
N3(s1)∑

k=1

Yk กับ
N3(s4)∑

k=1

Yk −
N3(s3)∑

k=1

Yk

ซึ่ง
N3(s2)∑

k=1

Yk −
N3(s1)∑

k=1

Yk มีการแจกแจงเ มื นกับ
N3(s2)∑

k=N3(s1)+1

Yk

และ
N3(s4)∑

k=1

Yk −
N3(s3)∑

k=1

Yk มีการแจกแจงเ มื นกับ
N3(s4)∑

k=N3(s3)+1

Yk

จากทฤ ฎีบท 3.4 N3(t) มี มบัติ ่ นเพิ่ม ิ ระ และ บทนิยาม 3.1 Yi มีการแจกแจงเ มื น

กันและเป็น ิ ระต่ กัน (i.i.d.) ในแต่ละ i ≥ 1

ทำใ ้ได้ ่า
N3(s2)∑

k=N3(s1)+1

Yk เป็น ิ ระกับ
N3(s4)∑

k=N3(s3)+1

Yk

ดังนั้น
N3(t)∑

k=1

Yk มี มบัติ ่ นเพิ่ม ิ ระ

ดังนั้น
N3(t)∑

k=1

Yk มี มบัติ ่ นเพิ่ม ิ ระ และ ่ นเพิ่มนิ่ง

เพื่ ที่จะมั่นใจ ่าบริ ัทประกัน ามารถดำเนินกิจการได้ ย่างมั่นคง เราจึง มมติ ่า

E



 cN2(t)−
N3(t)∑

k=1

Yk + σW (t)



 > 0 (3.4)

เนื่ งจาก

E



 cN2(t)−
N3(t)∑

k=1

Yk + σW (t)



 = E [ cN2(t)]− E




N3(t)∑

k=1

Yk



+ E [σW (t)]

ดังนั้น

cλ2tα2 (1− p2)− λ3tα3 (1− p3)µY − σ (0) > 0

cλ2tα2 (1− p2)− λ3tα3 (1− p3)µY > 0 (3.5)

ต้ งการใ ้ มการ cλ2tα2 (1− p2)− λ3tα3 (1− p3)µY > 0 เป็นจริง
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จึงใ ้

cλ2α2 (1− p2) = λ3α3 (1− p3)µY (1 + θ) (3.6)

โดยที่ θ > 0 คื ัตราเบี้ยประกันภัยเพิ่มขึ้นตามค ามเ ี่ยง รื ปัจจัยค ามปล ดภัย (the

relative security loading factor)

ำ รับตั แบบค ามเ ี่ยงใน มการ (3.3) เ ลาที่เกิดการล้มละลาย จะใช้ ัญลัก ณ์ T

ซึ่งนิยามดังนี้

T = inf{t ≥ 0 | U (t) < 0} (3.7)

และ นิยามค ามน่าจะเป็นที่เกิดการล้มละลายที่มีเงินเริ่มต้น u > 0 โดยใช้ ัญลัก ณ์

ψ (u) กล่า คื

ψ (u) = Pr (T < ∞ | U (0) = u) (3.8)

3.2 ค ามน่าจะเป็นที่เกิดการล้มละลาย (Ruin Probabil-

ity)

ใน ั ข้ นี้ เราจะ ึก าการเป็น martingale and stopping time ซึ่งจะทำใ ้เรา ามารถ

า มการ ัมประ ิทธิ์การปรับ (adjustment coefficient equation) มการลันด์เบริก

(Lundberg’s inequality) และ มการ ำ รับค ามน่าจะเป็นที่ เกิดการล้มละลาย (Ruin

Probability) นำมา ร้างเป็น บทตั้ง ทฤ ฎีบท และ บทแทรก ได้

กำ นดใ ้ กระบ นการเกิดกำไร (profit process) ใช้ ัญลัก ณ์ {S(t); t ≥ 0} โดยที่

S(t) = cN2(t)−
N3(t)∑

k=1

Yk + σW (t) (3.9)

จาก มการ (3.9) จะได้ ่า

E [S(t)] = c E [N2(t)]− E




N3(t)∑

k=1

Yk



+ σ E [W (t)]

และ จากทฤ ฎีบท 2.66 ข้ 2 จะได้ ่า

E[S(t)] = [ cλ2α2(1− p2)− µY λ3α3(1− p3) ]t (3.10)
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และ จากข้ ังเกต 2.37 ข้ 2 จะได้ ่า

V ar[S(t)] = c2V ar[N2(t)] + E[N3(t)] · V ar[Yk] + V ar[N3(t)] · E2[Yk]

+σ2V ar[W (t)]

= [ c2λ2α2(1− p2)(1 + α2) + λ3α3(1− p3)σ2
Y

+λ3α3(1− p3)(1 + α3)µ2
Y + σ2 ]t

(3.11)

ใ ้

γ = cλ2α2 (1− p2)− µY λ3α3 (1− p3)

β = c2λ2α2 (1− p2) (1 + α2) + λ3α3 (1− p3) σ2
Y

+λ3α3 (1− p3) (1 + α3)µ2
Y + σ2

(3.12)

ดังนั้น

E[S(t)] = γt

V ar[S(t)] = βt
(3.13)

บทตั้ง 3.7. กระบ นการเกิดกำไร {S(t); t ≥ 0} มีคุณ มบัติดังต่ ไปนี้

1. S(0) = 0

2. {S(t); t ≥ 0} มี มบัติ ่ นเพิ่ม ิ ระ และ ่ นเพิ่มนิ่ง

บทพิสจูน์: ใ ้ t, h, s ≥ 0

(1) จาก

S(t) = cN2(t)−
N3(t)∑

k=1

Yk + σW (t)

จะได้

S(0) = cN2(0)−
N3(0)∑

k=1

Yk + σW (0)

จากบทนิยาม 2.91 จะได้ ่า W (0) = 0 และ จากบทนิยาม 3.3 จะได้ ่า M2(t) เป็นกระ

บ นการปั ซง ทำใ ้ได้ ่า M2(0) = 0 ดังนั้น N2(0) = 0 ในทำน งเดีย กันกับ M3(t) จะได้

N3(0) = 0

ดังนั้น

S(0) = c(0)−
0∑

k=1

Yk + σ(0) = 0

(2) จากทฤ ฎีบท 3.4 N2(t) เป็นกระบ นการปั ซง-ปั ซงที่มีผลกระทบจาก ูนย์เฟ้ จะ

ได้ ่า N2(t) มี มบัติ ่ นเพิ่ม ิ ระและ ่ นเพิ่มนิ่ง และ จากบทนิยาม 2.91 จะได้ ่า W (t)

มี มบัติ ่ นเพิ่ม ิ ระและ ่ นเพิ่มนิ่ง



33

จากบทแทรก 3.6 จะได้ ่า
N3(t)∑

k=1

Yk มี มบัติ ่ นเพิ่ม ิ ระและ ่ นเพิ่มนิ่ง

ดังนั้น {S(t); t ≥ 0} มี มบัติ ่ นเพิ่ม ิ ระและ ่ นเพิ่มนิ่ง

ทฤ ฎีบท 3.8. ำ รับกระบ นการเกิดกำไร {S(t); t ≥ 0} จะมีฟังก์ชัน g(r) โดยที่

E[e−rS(t)] = etg(r) (3.14)

เมื่

g(r) = λ2[(p2+(1−p2)e−α2(1−e−rc
))−1]+λ3[(p3+(1−p3)e

−α3(1−MYk
(r)))−1]+

σ2r2

2

บทพิสจูน์:

มมติ ่า N2(t), N3(t),W (t) และ Yk เป็น ิ ระต่ กัน

จาก มการ (3.9) จะได้ ่า

E[e−rS(t)] = E[exp{−rcN2(t)} · exp{r
N3(t)∑

k=1

Yk} · exp{−rσW (t)}]

เนื่ งจาก N2(t), N3(t),W (t) และ Yk เป็น ิ ระต่ กัน จะได้ ่า

E[e−rS(t)] = E[exp{−rcN2(t)}] · E[exp{r
N3(t)∑

k=1

Yk}] · E[exp{−rσW (t)}] (3.15)

= MN2(t)(−rc) ·M∑N3(t)
k=1 Yk

(r) ·MW (t)(−rσ)

จากทฤ ฎีบท 3.4, ทฤ ฎีบท 2.68 ข้ 3 และ ทฤ ฎีบท 2.61 ข้ 3 จะได้ ่า

MN2(t)(−rc) = exp{λ2t[(p2 + (1− p2)e−α2(1−e−rc
))− 1]}

M∑N3(t)
k=1 Yk

(r) = GN3(t)[MYk
(r)]

= exp{λ3t[(p3 + (1− p3)e
−α3(1−MYk

(r)))− 1]}

MW (t)(−rσ) = exp
{tσ2r2

2

}

ดังนั้น
E[e−rS(t)] = exp{λ2t[(p2 + (1− p2)e−α2(1−e−rc

))− 1]}

· exp{λ3t[(p3 + (1− p3)e
−α3(1−MYk

(r)))− 1]} · exp
{tσ2r2

2

}

= exp{ λ2[(p2 + (1− p2)e−α2(1−e−rc
))− 1]

+λ3[(p3 + (1− p3)e
−α3(1−MYk

(r)))− 1] +
σ2r2

2
}t

ดังนั้น ใ ้

g(r) = λ2[(p2 + (1− p2)e−α2(1−e−rc
))− 1]

+λ3[(p3 + (1− p3)e
−α3(1−MYk

(r)))− 1] +
σ2r2

2

(3.16)
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จะได้ ่า

E[e−rS(t)] = etg(r)

ทฤ ฎีบท 3.9. ใ ้ g(r) เป็นฟังก์ชันที่นิยามในทฤ ฎีบท 3.8 จะได้ ่า มการ

g(r) = 0 (3.17)

มีค่า r = R > 0 เป็นคำต บที่ เป็นบ กเพียงคำต บเดีย และ เรียก มการ (3.17) ่า

มการ ัมประ ิทธิ์การปรับ (adjustment coefficient equation) ข งตั แบบค ามเ ี่ยง

(3.3) และ R > 0 จะเรียก ่า ัมประ ิทธิ์การปรับ (adjustment coefficient)

บทพิสจูน์: ในการพิ ูจน์ เราจะแ ดง ่า g(·) มีคุณ มบัติต่ ไปนี้

(1) g(0) = 0,

(2) g′(0) < 0

(3) g′′(r) > 0 ทุก r > 0

(4) lim
r→+∞

g(r) = ∞

(1) จาก มการ (3.16) จะได้ ่า g(0) = 0

(2) จาก มการ (3.16) จะได้ ่า

g′(r) = −cλ2α2(1− p2)e−α2(1−e−rc
)−rc

+λ3α3(1− p3)E[Y erY ]e−α3(1−E[erY ]) + rσ2

จะได้ ่า

g′(0) = −cλ2α2(1− p2) + λ3α3(1− p3)µY (3.18)

จาก มการ (3.6) จะได้ ่า

g′(0) = −(1 + θ)λ3α3(1− p3)µY + λ3α3(1− p3)µY

= −θλ3α3(1− p3)µY < 0

ดังนั้น g′(0) < 0

(3) ใ ้ r > 0
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จาก มการ (3.16) จะได้ ่า

g′′(r) = c2λ2α2(1− p2)e−α2(1−e−rc
)−rc · (α2e−rc + 1)

+λ3α3(1− p3)e−α3(1−E[erY ]) · {α3E2[Y erY ] + E[Y 2erY ]}

+σ2

(3.19)

จาก Yk เป็นตั แปร ุ่มที่ไม่เป็นลบ และ r > 0 จะได้ ่า E[Y 2erY ] > 0, E[Y erY ] > 0 และ

σ2 ≥ 0

ำ รับทุก r > 0

0 < e−rc < 1

ทำใ ้ได้ ่า
0 < 1− e−rc < 1

0 < α2(1− e−rc) < α2

rc < α2(1− e−rc) + rc < α2 + rc

ทำใ ้ได้ ่า

0 < rc < α2(1− e−rc) + rc

จะได้ ่า

eα2(1−e−rc
)+rc > e0 = 1

ดังนั้น

0 < e−α2(1−e−rc
)−rc < 1 (3.20)

พิจารณา
0 < e−rc < 1

0 < α2e−rc < α2

ดังนั้น

1 < α2e
−rc + 1 < α2 + 1 (3.21)

จาก MY (r) = E[erY ] จะได้ ่า

MY (r) > 1

−MY (r) < −1

1−MY (r) < 0

α3(1−MY (r)) < 0
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ดังนั้น

e−α3(1−MY (r)) > 1 (3.22)

ดังนั้น จาก มการ (3.20), (3.21), (3.22) จะได้ ่า

g′′ (r) > 0 ทุก r > 0

(4) จาก มการ (3.16) จะได้ ่า

lim
r→+∞

g(r) = lim
r→+∞

λ2[ (p2 + (1− p2)e
−α2(1−er))− 1 ]

+ lim
r→+∞

λ3[ (p3 + (1− p3)e
−α3(1−MYk

(r)))− 1 ]

+ lim
r→+∞

tσ2r2

2

= λ2[(p2 + (1− p2)e
−α2)− 1] +∞+∞ (3.23)

ดังนั้น จาก มการ (3.23) จะได้ ่า

lim
r→+∞

g(r) = ∞

ตั อย่าง 3.10. มมติ c = 0.36, λ2 = 10, λ3 = 8, p2 = 0.6, p3 = 0.4, α2 = 5, α3 =

1, σ = 5 และ Y ∼ Exp(η) โดยที่ η = 1 โดย มการ (3.17) จะได้ ัมประ ิทธิ์การปรับ

R = 0.0858 ซึ่งเราจะแ ดงค าม ัมพันธ์ระ ่างตั แปร c, λ2, λ3, p2, p3, α2, α3, σ และ

η กับ ัมประ ิทธิ์การปรับ R ดังแ ดงในรูป 3.1 - 3.9 ตามลำดับ
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รูปที่ 3.1: ผลกระทบข ง c ต่ R

รูปที่ 3.2: ผลกระทบข ง α2 ต่ R
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รูปที่ 3.3: ผลกระทบข ง α3 ต่ R

รูปที่ 3.4: ผลกระทบข ง p2 ต่ R
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รูปที่ 3.5: ผลกระทบข ง p3 ต่ R

รูปที่ 3.6: ผลกระทบข ง λ2 ต่ R
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รูปที่ 3.7: ผลกระทบข ง λ3 ต่ R

รูปที่ 3.8: ผลกระทบข ง σ ต่ R
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รูปที่ 3.9: ผลกระทบข ง η ต่ R

จากรูป 3.1 - 3.9 จะเ ็น ่า พารามิเต ร์ c,α2,λ2,λ3 และ η ทำใ ้ ัมประ ิทธิ์การปรับ

R มีแน โน้มเพิ่มขึ้น ซึ่ง ่งผลใ ้ ค่าข บเขตบนข งค ามน่าจะเป็นที่เกิดการล้มละลาย ψ (u)

มีค่าน้ ยลง

ในทางตรงกันข้าม พารามิเต ร์ α3, p2, p3 และ σ ทำใ ้ ัมประ ิทธิ์การปรับ R มีแน โน้ม

ลดลง ซึ่ง ่งผลใ ้ ค่าข บเขตบนข งค ามน่าจะเป็นที่เกิดการล้มละลาย ψ (u) มีค่ามากขึ้น

ำ รับ กระบ นการเกิดกำไร {S(t); t ≥ 0}, ใ ้ F s
t = σ{S(v); v ≤ t}

ทฤ ฎีบท 3.11. กระบ นการ ุ่ม {Hu(t);F s
t ; t ≥ 0} ที่นิยามโดย Hu(t) =

e−r(u+S(t))

etg(r)

เป็นมาร์ติงเกล

บทพิสจูน์: ใ ้ t > v

ต้ งการพิ ูจน์ ่า E[Hu(t)|F s
v ] = Hu(v)

พิจารณา

E[Hu(t)|F s
v ] = E

[
e−r(u+S(t))

etg(r)

∣∣∣∣∣F
s
v

]
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= E

[
e−r(u+S(t))

etg(r)
· e

−rS(v)+rS(v)

evg(r)−vg(r)

∣∣∣∣∣F
s
v

]

= E

[
e−r(u+S(v))

evg(r)
· e

−r(S(t)−S(v))

e(t−v)g(r)

∣∣∣∣∣F
s
v

]
(3.24)

=
1

evg(r)e(t−v)g(r)
· E[e−r(u+S(v)) · e−r(S(t)−S(v))|F s

v ]

เนื่ งจาก S(v) กระบ นการ ่ นเกิน ตั้งแต่เ ลา 0 ถึง v และ เราทราบ ่า F s
v รื พีชคณิตซิ

กม่า (σ−algebra) ที่ก่ กำเนิดโดย กระบ นการ ่ นเกิน S(v) ตั้งแต่เ ลา 0 ถึง v เกิดขึ้นแล้

ทำใ ้ทราบข้ มูลตั้งแต่เ ลา 0 ถึง v จึงทำใ ้ S(v) ไม่ใช่ตั แปร ุ่ม แต่เป็นค่าคงที่

ดังนั้น

E[Hu(t)|F s
v ] =

e−r(u+S(v))

evg(r)
· 1

e(t−v)g(r)
E[e−r(S(t)−S(v))|F s

v ]

ังเกต ่า S(t)− S(v) เป็น ิ ระกับ F s
v ดังนั้นโดย ทฤ ฎีบท 2.72 ข้ 6 จะได้ ่า

E[Hu(t)|F s
v ] =

e−r(u+S(v))

evg(r)
· 1

e(t−v)g(r)
E[e−r(S(t)−S(v))]

= Hu(v) ·
1

e(t−v)g(r)
E[e−r(S(t)−S(v))]

ต่ มาจะ าค่า E[e−r(S(t)−S(v))]

จากบทนิยามข ง S(t) จะได้ ่า

E[e−r(S(t)−S(v))] = E[e−r{(cN2(t)−
∑N3(t)

k=1 Yk+σW (t))−(cN2(v)−
∑N3(v)

k=1 Yk+σW (v))}]

= E[e−rc(N2(t)−N2(v)) · er(
∑N3(t)

k=1 Yk−
∑N3(v)

k=1 Yk) · e−rσ(W (t)−W (v))]

= E[e−rc(N2(t)−N2(v))] · E[er(
∑N3(t)

k=1 Yk−
∑N3(v)

k=1 Yk)] · E[e−rσ(W (t)−W (v))]

= MN2(t)−N2(v)(−rc) ·M∑N3(t)
k=1 Yk−

∑N3(v)
k=1 Yk

(r) ·MW (t)−W (v)(−rσ)

จาก ทฤ ฎีบท 3.4 ข้ 2, ทฤ ฎีบท 2.68 ข้ 3 และ ทฤ ฎีบท 2.61 ข้ 3 จะได้ ่า

MN2(t)−N2(v)(−rc) = exp{(t− v)λ2[(p2 + (1− p2)e−α2(1−eu))− 1]}

M∑N3(t)
k=1 Yk−

∑N3(v)
k=1 Yk

(r) = GN3(t)−N3(v)[MYk
(r)]

= exp{(t− v)λ3[(p3 + (1− p3)e
−α3(1−MYk

(r)))− 1]}

MW (t)−W (v)(−rσ) = exp{ (t−v)σ2r2

2 }
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ดังนั้น

E[e−r(S(t)−S(v))] = exp{(t− v)λ2[(p2 + (1− p2)e−α2(1−e−rc))− 1]}

· exp{(t− v)λ3[(p3 + (1− p3)e
−α3(1−MYk

(r)))− 1]} · exp{ (t−v)σ2r2

2 }

= exp{(t− v)
[
λ2[(p2 + (1− p2)e−α2(1−e−rc))− 1]

+λ3[(p3 + (1− p3)e
−α3(1−MYk

(r)))− 1] + σ2r2

2

]
}

จาก มการ (3.16) จะได้ ่า

E[e−r(S(t)−S(v))] = e(t−v)g(r)

ดังนั้น

E[Hu(t)|F s
v ] = Hu(v) ·

1

e(t−v)g(r)
e(t−v)g(r)

ดังนั้น

E[Hu(t)|F s
v ] = Hu(v)

นั่นคื กระบ นการ ุ่ม Hu(t) เป็นมาร์ติงเกล

ทฤ ฎีบท 3.12. ถ้า r และ s ดคล้ งกับ มการ g(r) = s แล้ {e−rS(t)−ts; t ≥ 0}

เป็นมาร์ติงเกล

บทพิสจูน์: ใ ้ t > v และ g(r) = s

ต้ งการพิ ูจน์ ่า E[e−rS(t)−ts|F s
v ] = e−rS(v)−vs

จากทฤ ฎีบท 3.11 จะได้ ่า E[e−rS(t)−ts|F s
v ] = e−rS(v)−vs

จาก g(r) = s จะได้ ่า

E[e−rS(t)−ts|F s
v ] = E[e−rS(t)−tg(r)|F s

v ]

= E[e−rS(t)−tg(r) · e−rS(v)+rS(v)−vg(r)+vg(r)|F s
v ]

= E[e−rS(v)−vg(r) · e−rS(t)−tg(r)+rS(v)+vg(r)|F s
v ]

เนื่ งจาก เราทราบ ่า F s
v รื พีชคณิตซิกม่า ที่ก่ กำเนิดโดย กระบ นการ ่ นเกิน S(v)

ตั้งแต่เ ลา 0 ถึง v เกิดขึ้นแล้ ทำใ ้ทราบข้ มูลตั้งแต่เ ลา 0 ถึง v จึงทำใ ้ S(v) ไม่ใช่

ตั แปร ุ่ม แต่เป็นค่าคงที่(ข้ มูลที่เราทราบ)

ดังนั้น

E[e−rS(t)−ts|F s
v ] = e−rS(v)−vg(r)E[e−rS(t)−tg(r)+rS(v)+vg(r)|F s

v ]

= e−rS(v)−vg(r)E[e−r[S(t)+S(v)] · e−[t−v]g(r)|F s
v ]

=
e−rS(v)−vg(r)

e[t−v]g(r)
E[e−r[S(t)+S(v)]|F s

v ]
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ังเกต ่า S(t)− S(v) เป็น ิ ระกับ F s
v ดังนั้นโดย ทฤ ฎีบท 2.72 ข้ 6 จะได้ ่า

E[e−rS(t)−ts|F s
v ] =

e−rS(v)−vg(r)

e[t−v]g(r)
E[e−r[S(t)+S(v)]]

=
e−rS(v)−vg(r)

e[t−v]g(r)
· e(t−v)g(r)

= e−rS(v)−vg(r)

ดังนั้น

E[e−rS(t)−ts|F s
v ] = e−rS(v)−vs (3.25)

บทตั้ง 3.13. เ ลาที่เกิดการล้มละลาย T เป็น stopping time ข ง F s
t

บทพิสจูน์: ใ ้ T เป็นเ ลาแรกที่ เกิดเ ตุการณ์การล้มละลายที่ U(T ) < 0 และ F s
t =

σ{S(v); v ≤ t} จาก มการ (3.3) และ (3.9) จะได้ ่า

U(t) = u+ S(t)

ดังนั้น เ ตุการณ์ {T ≤ t} เป็น มาชิกข ง F s
t

ดังนั้น F s
t รื σ − algebra ที่ก่ กำเนิดโดย กระบ นการ ่ นเกิน S(v) ตั้งแต่เ ลา 0 ถึง t

เกิดขึ้น ทำใ ้ทราบข้ มูลตั้งแต่เ ลา 0 ถึง t

ทฤ ฎีบท 3.14. ำ รับทุก r จะมีค ามน่าจะเป็นที่ เกิดการล้มละลายขั้นพื้นฐาน (the

ultimate ruin probability) ดคล้ งกับ

ψ(u) ≤ e−ruB(r) (3.26)

โดยที่ B(r) = E[supt≥0{exp[tg(r)]}]

บทพิสจูน์: ใ ้ t0 เป็นเ ลาใดๆ ที่มีค่ามากก ่า 0 และ T เป็น stopping time

จะได้ ่า t0 ∧ T = min(t0, T ) เป็น stopping time

ดังนั้น t0 ∧ T เป็น stopping time ที่มีข บเขต

พิจารณา e−ru

จาก Hu(t) =
e−r(u+S(t))

etg(r)
และ บทตั้ง 3.7. จะได้ ่า

e−ru = E[Hu(0)]
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โดยทฤ ฎีบท 2.90 The Martingale Stopping Time Theorem จะได้ ่า

E[Hu(0)] = E[Hu(T ∧ t0)]

ดังนั้น

e−ru = E[Hu(T ∧ t0)] (3.27)

จาก

T ∧ t0 = min(T, t0) =





T เมื่ T ≤ t0

t0 เมื่ T > t0

จะได้ ่า

E[Hu(T ∧ t0)] = E[Hu(T ∧ t0) · [1T≤t0 + 1T>t0 ]]

= E[Hu(T ∧ t0) · 1T≤t0 ] + E[Hu(T ∧ t0) · 1T>t0 ]

= E[Hu(T )|T ≤ t0] · P (T ≤ t0) + E[Hu(t0)|T > t0] · P (T > t0)

จาก Hu(t) =
e−r(u+S(t))

etg(r)
> 0 ทุก t > 0 และ 1 ≥ P (T > t0) ≥ 0 จะได้ ่า

E[Hu(T ∧ t0)] ≥ E[Hu(T )|T ≤ t0] · P (T ≤ t0) + 0

ดังนั้น จาก มการ (3.27) จะได้ ่า

e−ru ≥ E[Hu(T )|T ≤ t0] · P (T ≤ t0)

ดังนั้น

P (T ≤ t0) ≤
e−ru

E[Hu(T )|T ≤ t0]
(3.28)

ต่ มาจะแ ดง ่า E[Hu(T )|T ≤ t0] ≥ inf0≤t≤t0{exp[tg(r)]}

พิจารณา E[Hu(T )|T ≤ t0]

จาก Hu(t) =
e−r(u+S(t))

etg(r)
จะได้ ่า

E[Hu(T )|T ≤ t0] = E
[e−r(u+S(T ))

eTg(r)

∣∣∣T ≤ t0
]

(3.29)

จาก U(t) = u+ S(t) และ T = inf{t ≥ 0 | U(t) < 0 }

ทำใ ้ได้ ่า u+ S(T ) = U(T ) < 0

ดังนั้น
u+ S(T ) < 0

−r(u+ S(T )) > 0

e−r(u+S(T )) > 1



46

จาก ข้ ังเกต 2.28 ข้ 3 ถ้า X ≥ Y แล้ E(X) ≥ E(Y )

จะได้ ่า

E[e−r(u+S(T ))] > 1 (3.30)

จาก มการ (3.29) และ (3.30)

E[Hu(T )|T ≤ t0] ≥ E[e−Tg(r)|T ≤ t0]

จาก มบัติ infx∈R g(x) ≤ g(x) ≤ supx∈R g(x) จะได้ ่า

E[e−Tg(r)|T ≤ t0] ≥ E[ inf
0≤t≤t0

e−tg(r)] = inf
0≤t≤t0

e−tg(r)

ดังนั้น

E[Hu(T )|T ≤ t0] ≥ inf
0≤t≤t0

e−tg(r)

ทำใ ้ได้ ่า
1

E[Hu(T )|T ≤ t0]
≤ 1

inf0≤t≤t0 e
−tg(r)

จาก มการ (3.28) และ ทฤ ฎีบท 2.98 ที่ ่า sup
( 1

A

)
=

1

inf(A) จะได้ ่า

P (T ≤ t0) ≤
e−ru

E[Hu(T )|T ≤ t0]
≤ e−ru

inf0≤t≤t0 e
−tg(r)

= e−ru · sup
0≤t≤t0

etg(r)

ดังนั้น

P (T ≤ t0) ≤ e−ru · sup
0≤t≤t0

etg(r) (3.31)

จากบทนิยาม 2.85 นิยาม ψ(u, t0) จะได้ ่า

ψ(u, t0) ≤ e−ru · sup0≤t≤t0
etg(r)

lim
t0→∞

ψ(u, t0) ≤ e−ru · lim
t0→∞

sup0≤t≤t0e
tg(r)

โดย ทฤ ฎีบท 2.86 ข้ 2 lim
t→∞

ψ(u, t) = ψ(u) จะได้ ่า

ψ(u) ≤ e−ru · sup
t≥0

etg(r)

ดังนั้น ใ ้ B(r) = E[supt≥0 e
tg(r)] = supt≥0 e

tg(r)]

ดังนั้น

ψ(u) ≤ e−ruB(r)
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ทฤ ฎีบท 3.15. [Huang, Y., & Yu, W. (2013).]

ค ามน่าจะเป็นข งแบบจำล งค ามเ ี่ยง

U(t) = u+ cN2(t)−
N3(t)∑

k=1

Yk + σW (t)

คื

ψ(u) =
e−Ru

E[e−RU(T ) | T < ∞]

บทพิสจูน์: ใ ้ T เป็นเ ลาแรกที่เกิดการล้มละลาย และ t0 เป็นเ ลาใดๆ ที่มีค่ามากก ่า 0

จะได้ ่า t0 ∧ T = min(t0, T ) เป็น stopping time

ดังนั้น t0 ∧ T เป็น stopping time ที่มีข บเขต

พิจารณา e−ru

จาก Hu(t) =
e−r(u+S(t))

etg(r)
และ บทตั้ง 3.7. จะได้ ่า

e−ru = E[Hu(0)]

โดยทฤ ฎีบท 2.90 The Martingale Stopping Time Theorem จะได้ ่า

E[Hu(0)] = E[Hu(T ∧ t0)]

ดังนั้น

e−ru = E[Hu(T ∧ t0)] (3.32)

จาก

T ∧ t0 = min(T, t0) =





T เมื่ T ≤ t0

t0 เมื่ T > t0

จะได้ ่า

E[Hu(T ∧ t0)] = E[Hu(T ∧ t0) · [1T≤t0 + 1T>t0 ]]

= E[Hu(T ∧ t0) · 1T≤t0 ] + E[Hu(T ∧ t0) · 1T>t0 ]

= E[Hu(T )|T ≤ t0] · P (T ≤ t0) + E[Hu(t0)|T > t0] · P (T > t0)

ใ ้ r = R ดังนั้น

e−Ru = E[e−RU(T )|T ≤ t0] · P (T ≤ t0) + E[e−RU(t0))|T > t0] · P (T > t0) (3.33)
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ังเกต ่า 0 ≤ E[e−RU(t0))|T > t0] ≤ 1 และ ทฤ ฏีบท 2.64 มการมาร์ค ฟ จะได้ ่า

lim
t0→∞

[
E[e−RU(t0))|T > t0] · P (T > t0)

]
= 0 เกื บแน่น น

รื ก็คื P

(
lim
t0→∞

[
E[e−RU(t0)|T > t0] · P (T > t0)

]
= 0

)
= 1

จาก มการ (3.33) ทำใ ้ได้ ่า

lim
t0→∞

e−Ru = lim
t0→∞

[
E[e−RU(T )|T ≤ t0] · P (T ≤ t0) + E[e−RU(t0))|T > t0] · P (T > t0)

]

= lim
t0→∞

[
E[e−RU(T )|T ≤ t0] · P (T ≤ t0)

]
+ lim

t0→∞

[
E[e−RU(t0))|T > t0] · P (T > t0)

]

= lim
t0→∞

[
E[e−RU(T )|T ≤ t0] · P (T ≤ t0)

]

จะได้ ่า
e−Ru = E[e−RU(T )|T ≤ ∞] · P (T ≤ ∞)

= E[e−RU(T )|T ≤ ∞] · ψ(u)

ดังนั้น

ψ(u) =
e−Ru

E[e−RU(T )|T ≤ ∞]

บทแทรก 3.16. พิจารณา

ψ(u) ≤ e−Ru (3.34)

บทพิสจูน์: จาก T = inf{t ≥ 0 | U(t) < 0}

จะได้ ่า
U(T ) < 0

−RU(T ) > 0

ดังนั้น

e−RU(T ) > 1

ทำใ ้ได้ ่า
1

e−RU(T )
< 1

จากทฤ ฎีบท 3.15 จะได้ ่า ψ(u) = e−Ru

E[e−RU(T ) | T < ∞]

e−Ru

E[e−RU(T ) | T < ∞]
<

e−Ru

E[ 1 |T < ∞]
e−Ru

E[e−RU(T ) | T < ∞]
< e−Ru
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ดังนั้น

ψ(u) < e−Ru

ตั อย่าง 3.17. มมติ R = 0.2, R = 0.4 และ R = 0.6 โดย มการที่ (3.34) เราจะแ ดง

ค าม ัมพันธ์ระ ่าง ตั แปร u และ ค ามน่าจะเป็นที่เกิดการล้มละลาย บน ัมประ ิทธิ์การ

ปรับ R ดังแ ดงในรูป 3.10

รูปที่ 3.10: ผลกระทบข ง R ต่ ค ามน่าจะเป็นการล้มละลาย ψ(u)
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3.3 เ ลาที่ใช้ที่ทำใ ้ถึงระดับที่ต้องการ (The Time to Reach

a Given Level)

ใน ั ข้ นี้ เราจะ ึก าเ ลาที่ใช้ที่ทำใ ้มูลค่าทุนถึงระดับที่ เราต้ งการ แล้ จึง ึก า

คุณ มบัติต่างๆทั้ง ค่าคาดคะเน ค ามแปรปร น และ การประยุกต์ใช้ต่ ไป

ำ รับ x ∈ R ใ ้

τ = inf{ t ≥ 0 | U(t) = x } (3.35)

แล้ τ จะเป็นเ ลาแรกที่มูลค่าทุนถึงระดับที่กำ นด

ทฤ ฎีบท 3.18. การแปลงลาปลาซข ง τ คื

E[e−sτ ] = er(x−u) (3.36)

โดยที่ r และ s ดคล้ งกับ

g(r) = s (3.37)

บทพิสจูน์: ำ รับ กระบ นการ ่ นเกิน {U(t); t > 0}

โดยใช้ ทฤ ฎีบท 2.90 The Martingale Stopping Time Theorem

เราจะเ ็น ่า τ เป็น stopping time ข ง F s
t ดังนั้น

ใ ้

Q(t) = e−rU(t)−ts

โดยทฤ ฎีบท 3.11 ทำใ ้ได้ ่า

กระบ นการ ่ นเกิน {Q(t); t > 0} เป็น มาติงเกล

ทฤ ฎีบท 2.90 The Martingale Stopping Time Theorem จะได้ ่า

E[Q(τ)] = E[Q(0)] (3.38)
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ซึ่ง มายค าม ่า
E[e−rU(τ)−τs] = E[e−rU(0)−0s]

= E[e−ru]

ดังนั้น

E[e−rU(τ)−τs] = e−ru (3.39)

จาก มการ (3.35) จะได้ ่า

e−rx · E[e−τs] = e−ru

E[e−τs] = e−ru+rx

ดังนั้น

E[e−τs] = er(x−u) (3.40)

ทฤ ฎีบท 3.19. ค่าคาดคะเน และ ค ามแปรปร น ข ง τ ดคล้ งกับ

E[τ ] =
x− u

γ

V ar[τ ] =
(x− u)β

γ3

(3.41)

บทพิสจูน์: ใ ้ ϕ(s) = lnE[e−τs]

โดยทฤ ฎีบท 3.18 จะได้ ่า

ϕ(s) = ln er(x−u) = r(x− u)

โดยที่ g(r) = s

จะได้ ่า
dϕ(s)

ds
=

dϕ(s)

dr
· dr
ds

=
d[r(x− u)]

dr
· 1
dg(r)

dr

=
(x− u)

g′(r)

และ
d2ϕ(s)

ds2
=

dϕ′(s)

ds
=

dϕ′(s)

dr
· dr
ds

=
dϕ′(s)

dr
· 1
dg(r)

dr

=

d

[
(x− u)

g′(r)

]

dr
· 1

g′(r)
=

−(x− u)g′′(r)

[g′(r)]2
· 1

g′(r)
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ดังนั้น
dϕ(s)

ds
=

(x− u)

g′(r)
d2ϕ(s)

ds2
=

−(x− u)g′′(r)

[g′(r)]3

(3.42)

จาก ϕ(s) = lnE[e−τs] = K−τ (s)

ใ ้ s = r = 0

โดย ทฤ ฎีบท 2.55 มบัติฟังก์ชันแจกแจงคิ มูแลนต์ ข้ 2 และ ข้ 3

จะได้ ่า

E[−τ ] = dϕ(s)

ds

∣∣∣
s=r=0

=
(x− u)

g′(0)

จาก มการ (3.12) และ (3.18) จะได้ ่า

E[−τ ] = (x− u)

−γ

ดังนั้น

E[τ ] =
(x− u)

γ

และ

V ar[−τ ] = d2ϕ(s)

ds2

∣∣∣
s=r=0

=
−(x− u)g′′(0)

[g′(0)]3

จาก มการ (3.19) จะได้ ่า

g′′(0) = c2λ2α2(1− p2) · (α + 1) + σ2

+λ3α3(1− p3) · {α3E2[Y ] + E[Y 2]}

จาก V ar[Y ] = E[Y 2]− E2[Y ] จะได้ ่า

g′′(0) = c2λ2α2(1− p2) · (α + 1) + σ2

+λ3α3(1− p3) · {α3µ2
Y + σ2

Y + µ2
Y }

= c2λ2α2(1− p2) · (α + 1) + σ2

+λ3α3(1− p3) · {(α3 + 1)µ2
Y + σ2

Y }

= c2λ2α2(1− p2) · (α + 1) + σ2

+λ3α3(1− p3)(α3 + 1) µ2
Y + λ3α3(1− p3)σ2

Y

จาก มการ (3.12) จะได้ ่า g′′(0) = β

ดังนั้น

V ar[τ ] = V ar[−τ ] = −(x− u)g′′(0)

[g′(0)]3
=

(x− u)β

γ3
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ดังนั้น

E[τ ] = −dϕ(s)

ds

∣∣∣
s=r=0

=
(x− u)

γ

V ar[τ ] =
d2ϕ(s)

ds2

∣∣∣
s=r=0

=
(x− u)β

γ3

(3.43)

ตั อย่าง 3.20. มมติ c = 0.9, λ2 = 10, λ3 = 8, p2 = 0.6, p3 = 0.3, α2 = 5, α3 =

3, σ = 5 และ Y ∼ Exp(η) โดยที่ µY = 0.5 และ σY = 0.5 โดย มการ (3.41) เราจะแ ดง

ค าม ัมพันธ์ข ง พารามิเต ร์ที่เกี่ย ข้ ง บน E[τ ] และ V ar[τ ] ดังรูป 3.11 - 3.28
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รูปที่ 3.11: ผลกระทบข ง λ2 ต่ E[τ ]

รูปที่ 3.12: ผลกระทบข ง λ3 ต่ E[τ ]
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รูปที่ 3.13: ผลกระทบข ง p2 ต่ E[τ ]

รูปที่ 3.14: ผลกระทบข ง p3 ต่ E[τ ]
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รูปที่ 3.15: ผลกระทบข ง α2 ต่ E[τ ]

รูปที่ 3.16: ผลกระทบข ง α3 ต่ E[τ ]
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รูปที่ 3.17: ผลกระทบข ง µY ต่ E[τ ]

รูปที่ 3.18: ผลกระทบข ง c ต่ E[τ ]
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รูปที่ 3.19: ผลกระทบข ง λ2 ต่ V ar[τ ]

รูปที่ 3.20: ผลกระทบข ง λ3 ต่ V ar[τ ]
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รูปที่ 3.21: ผลกระทบข ง p2 ต่ V ar[τ ]

รูปที่ 3.22: ผลกระทบข ง p3 ต่ V ar[τ ]
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รูปที่ 3.23: ผลกระทบข ง α2 ต่ V ar[τ ]

รูปที่ 3.24: ผลกระทบข ง α3 ต่ V ar[τ ]
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รูปที่ 3.25: ผลกระทบข ง µY ต่ V ar[τ ]

รูปที่ 3.26: ผลกระทบข ง σY ต่ V ar[τ ]
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รูปที่ 3.27: ผลกระทบข ง c ต่ V ar[τ ]

รูปที่ 3.28: ผลกระทบข ง σ ต่ V ar[τ ]
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จากรูป 3.11 - 3.28 จะเ ็น ่า พารามิเต ร์ λ2, p3,α2 และ c ทำใ ้ E[τ ] มีแน โน้มลดลง

ในทางตรงกันข้าม λ3, p2,α3 และ µY ทำใ ้ E[τ ] มีแน โน้มมากขึ้น ซึ่ง ดคล้ งกับที่คาด

การณ์ไ ้ และ พารามิเต ร์ λ2, p3,α2 และ c ทำใ ้ V ar[τ ] มีแน โน้มลดลง ในทางตรงกันข้าม

λ3, p2,α3, µY ,σY และ σ ทำใ ้ V ar[τ ] มีแน โน้มมากขึ้น ซึ่ง ดคล้ งกับที่คาดการณ์ไ ้



บทที่ 4

รุปผลการ ิจัย (Conclusion)

ในโครงงานนี้เราได้ ร้างและ ึก าคุณ มบัติทางทฤ ฎีค ามน่าจะเป็นข งตั แบบค าม

เ ี่ยงแบบต่ เนื่ งบนการแจกแจงแบบกระบ นการปั ซง-ปั ซงที่มีผลการทบจาก ูนย์เฟ้

และเพิ่มตั แปรการรบก น (white noise) ตั แบบรูปแบบใ ม่นี้ ามารถจัดการกับข้ มูลที่มี

ค ามถี่ข งจำน นการเคลมเป็น ูนย์ ูงได้มีประ ิทธิภาพ ซึ่งมีที่มาจากค่าการรับผิดช บ ่ น

แรก (Deductible) ในการ ึก าเราได้ ร้างตั แบบค ามเ ี่ยงบนตั แปร ุ่ม PZIP (λ, p,α)

ใน ั ข้ ที่ 3.1

ต่ มาเราได้ ึก า และทราบ มการ ัมประ ิทธิ์การปรับ (adjustment coefficient equa-

tion) ข งตั แบบค ามเ ี่ยงบนตั แปร ุ่ม PZIP (λ, p,α) และ ยังพิ ูจน์ใ ้เ ็น ่า มการ

ัมประ ิทธิ์การปรับมีคำต บที่ เป็นบ กเพียงคำต บเดีย ใน ั ข้ ที่ 3.2 และ ุดท้ายเรา

ได้ ึก าการแปลงลาปลาซข งเ ลา เมื่ มูลค่าทุนถึงระดับที่กำ นดเป็นครั้งแรก และแ ดง

ตั ย่างเชิงตั เลข ใน ั ข้ ที่ 3.3
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ประกันในการ างแผน แผนธุรกิจได้ เพราะฉะนั้น เราจึง นใจในการค้นค ้าโมเดลค ามเ ี่ยง

ใ ม่ แบบจำล งค ามเ ี่ยงที่ ลาก ลายถูกนำมาใช้ในการ ิจัย นึ่งในแบบจำล งค าม

เ ี่ยงที่รู้จักกันดี คื แบบจำล งค ามเ ี่ยงพื้นฐานที่ต่ เนื่ ง โดยการแจกแจงทั่ ไป ำ รับ

มูลค่าการเคลมนั้นมีได้ ลาก ลาย และ การแจกแจงทั่ ไปที่พบได้มากที่ ุด ำ รับจำน น

การเคลม คื การแจกแจงปั ซง ดังนั้น เราจึง นใจการแจกแจงข งจำน นการเคลมที่เกิดขึ้น

ในเ ตุการณ์ใดเ ตุการณ์ นึ่ง ซึ่งก็คื การแจกแจงปั ซง แต่ ย่างไรก็ตาม คุณ มบัติการมีค่า

เฉลี่ยและค ามแปรปร นเท่ากันข งการแจกแจงปั ซง าจจะไม่เ มาะ ม ำ รับข้ มูลที่มี

การกระจายมากๆ ดังนั้นการแจกแจงแบบกระบ นการเชิงประก บจึงถูกนำเ น ขึ้น าทิเช่น

การแจกแจงแบบกระบ นการปั ซงเชิงประก บ

ในการเกิดมูลค่าค ามเ ีย ายทั้ง มด ถ้าค่าค ามเ ีย ายน้ ยก ่ามูลค่าการรับผิดช บ

่ นแรกผู้เ าประกันต้ งจ่าย ผู้เ าประกันจะไม่แจ้งบริ ัทประกัน เพราะ จะทำใ ้เบี้ยประกัน

เพิ่มขึ้น ดังนั้น ข้ มูลข งบริ ัทประกันจึงมีค ามถี่ข งจำน นการเคลมเป็น ูนย์ ูง ซึ่งการ

แจกแจงปั ซงเดิมมีน้ำ นักในการเกิด ูนย์น้ ย ดังนั้น จึงมีการใช้แน คิด ูนย์เฟ้ (zero-

inflation) ซึ่งแนะนำโดย Lambert(3) เพื่ ร งรับข้ มูลที่มีค ามถี่ที่เป็น ูนย์มาก ทำใ ้เรา

นใจที่จะใช้การแจกแจงปั ซงที่มี ูนย์เฟ้ ในการ ร้างแบบจำล งค ามเ ี่ยงใ ม่ ำ รับ

ข้ มูลที่มีค ามถี่ที่เป็น ูนย์มาก
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ในโครงงานนี้เราจะขยายแบบจำล งค ามเ ี่ยงแบบต่ เนื่ งบนการแจกแจงแบบกระบ น

การปั ซงเชิงประก บ(Compound Poisson Process) ไปยัง การแจกแจงแบบกระบ นปั

ซง-ปั ซงที่มีผลการทบจาก ูนย์เฟ้ (Poisson-Zero Inflated Poisson Process) และ เพิ่ม

ตั แปรการรบก น(white noise) ที่เป็นกระบ นการ โตแค ติก(Standard Brownian Mo-

tion)

ัตถุประ งค์

เพื่ ขยายการแจกแจงแบบกระบ นปั ซงเชิงประก บ(Compound Poisson Pro-

cess) ไปยัง การแจกแจงแบบกระบ นปั ซง-ปั ซงที่มีผลการทบจาก ูนย์เฟ้ (Poisson-Zero

Inflated Poisson Process) และ ึก าคุณ มบัติและการประยุกต์ใช้

ขอบเขตของโครงงาน

ในโครงงานนี้เราจะ ร้างและ ึก าคุณ มบัติแบบจำล งค ามเ ี่ยงข งปั ซง-ปั ซงที่

มีผลการทบจาก ูนย์เฟ้

ิธีการดำเนินงาน

1. ึก าค ามรู้พื้นฐานข งทฤ ฎีค ามน่าจะเป็น และ แบบจำล งค ามเ ี่ยง

2. ึก าบทค ามและงาน ิจัยที่เกี่ย ข งกับแบบจำล งประกันค ามเ ี่ยงเชิง โตแค ติก

3. ร้างกระบ นการแจกแจงปั ซง-ปั ซงที่มีผลการทบจาก ูนย์เฟ้ (Poisson-Zero In-

flated Poisson Process)

4. ึก า มบัติค ามน่าจะเป็นช ง กระบ นการแจกแจงปั ซง-ปั ซงที่มีผลการทบจาก

ูนย์เฟ้

5. ึก าการใช้โปรแกรม R

6. รุปโครงการและเขียนรายงาน
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ระยะเ ลาการทำงาน

ประโยชน์ที่คาด ่าจะได้รับ

ประโยชน์ที่คาด ่าจะได้รับต่ ผู้ดำเนินงาน

1. ทำใ ้มีค ามรู้ เกี่ย กับคุณ มบัติและการประยุกต์ ใช้แบบจำล งค ามเ ี่ยงใน าขา

คณิต า ตร์ประกันภัย

2. ทำใ ้ได้รับค ามรู้ด้านทฤ ฎีค ามน่าจะเป็นและนำแบบจำล งไปประยุกต์ใช้งานใ ้

เ มาะ ม

3. มีค ามรู้ในการใช้โปรแกรม R

ประโยชน์ที่คาด ่าจะได้รับต่ ังคม

1. ทำใ ้มีตั แบบค ามเ ี่ยงเชิง โตแค ติกบนฐานข งการแจกแจงที่มี ูนย์เฟ้ ำ รับ

การใช้งานที่ก ้างขึ้น
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อุปกรณ์และเครื่องมือที่ใช้

ซ ฟต์แ ร์

1. โปรแกรม Latex

2. โปรแกรม R

3. โปรแกรม Adobe PDF

4. โปรแกรม Beamer

5. โปรแกรมงานเ ก าร Microsolf Word

6. โปรแกรมงานเ ก าร Microsolf PointPoint
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