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บทที่ 1 
 

บทนํา 
 
1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

ระบบจํานวนในระบบคอมพิวเตอรนั้นมีอยูหลากหลายระบบ แตละระบบจํานวน
ประกอบดวยเซตของตัวเลขและฐาน โดยทั่วไประบบจํานวนในคอมพิวเตอรจะใชฐานเปนฐานสอง 
นอกจากนั้นยังมีระบบจํานวนชนิดอื่นอีก เชน ระบบจํานวนเชิงซอน[1-3] ที่ใชฐานเปนจํานวน
เชิงซอน งานวิจัยทางดานระบบจํานวนสวนใหญจะสนใจในเรื่องของความเร็วที่ใชในการคํานวณ 
ซ่ึงการเพ่ิมความเร็วในการคํานวณนั้นมีหลายวิธี แตเทคนิคหนึ่งที่เราสนใจ คือ ระบบจํานวนแบบ
ซํ้าซอน (redundant number systems) ซ่ึงเปนระบบจํานวนใดๆ ที่มีรูปแบบการแสดงจํานวนแบบ
จํากัดไดมากกวาหนึ่งรูปแบบ ทําใหในระหวางการคํานวณสามารถจํากัดการแพรของตัวทดที่
เกิดขึ้นได และยังสามารถทําการคํานวณแบบขนาน (parallel computation) ไดอีกดวย ตัวอยางหนึ่ง
ของระบบจํานวนแบบซ้ําซอนนี้ คือ ระบบจํานวนแบบมีเครื่องหมาย (signed-digit number 
systems) ของ อเวเซียนีส (Avizienis) [4] ซ่ึงตัวเลขตางๆ ในระบบจํานวนนี้สามารถมีเครื่องหมาย
ได ทําใหสามารถเขียนจํานวนหนึ่งๆ ไดมากกวาหนึ่งรูปแบบ ตอมาไดมีการนําระบบจํานวน
ซํ้าซอนนี้มาประยุกตใชกับระบบเวกเตอร เพราะในปจจุบันไดมีการนําระบบเวกเตอรมาประยุกตใช
ในการคํานวณหลายสาขา ไดแก คํานวณในทางฟสิกส ไฟฟา เครื่องกล โดยจะใชเวกเตอรในการ
แทนทิศทางและขนาดของแรงที่กระทําตอวัตถุโดยจะนําระบบเวกเตอรมาใชแทนขอมูลในแตละ
มิติ อยางไรก็ตามการคํานวณในระบบเวกเตอรยังประสบปญหาในเรื่องของความเร็วในการคํานวณ 

ในงานวิจัยที่ผานมาไดมีการนําเสนอรูปแบบการแทนเวกเตอรสามมิติที่สามารถทําการ
คํานวณแบบเชื่อมตรง (on-line computation) [5] ซ่ึงรูปแบบแทนเวกเตอรเปนลําดับของตัวเลขเพียง
ชุดเดียว แลวนํามาทําการคํานวณแบบเชื่อมตรง ทําใหเพิ่มประสิทธิภาพของการคํานวณในระบบ
เวกเตอรได แตตัวเลขในชุดตัวเลขมีจํานวนมาก และยังเขียนอยูในรูปของเวกเตอร 

ในป ค.ศ.1996 ไดมีการนําเสนอระบบจํานวนแบบใหมที่สามารถทําการคํานวณแบบ
ขนานได คือ ระบบจํานวนแบบฐานคู (double-base number system : DBNS) ซ่ึงระบบจํานวนแบบ
ฐานคูนี้ประกอบดวยฐานสองตัวที่มีความแตกตางกัน ไดแก ฐานสอง และฐานสาม โดยใชชุด
ตัวเลขเหมือนกับระบบเลขฐานสอง อีกทั้งคุณสมบัติของระบบนี้ คือ มีความซ้ําซอนสูง ซ่ึงก็คือคา
เชิงตัวเลขใดๆ ในระบบนี้สามารถเขียนแทนคาไดมากกวาหนึ่งรูปแบบ และระบบนี้ยังมกีารกระจาย
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ตัวของขอมูลสูงและมีจํานวนของตัวเลขที่ไมเปนศูนย (non-zero digits) นอย สงผลใหการบวก
สามารถทําไดเร็ว 

เนื่องจากตองการพัฒนาใหระบบเวกเตอรสามารถที่จะทําการคํานวณแบบขนานได 
เพื่อเพิ่มประสิทธิภาพในการคํานวณ เพราะวาการคํานวณแบบขนานสามารถที่จะทําการคํานวณไป
ไดพรอมกันโดยที่ไมตองคํานวณจากเลขนัยสําคัญต่ําสุดไปเลขที่มีนัยสําคัญสูงสุด จึงจะนําเสนอ
โดยใชระบบจํานวนฐานคู และรูปแบบการแทนเวกเตอรสามมิติมาประยุกตใชเขาดวยกัน โดยจะใช
ฐานเปนเวกเตอร เพื่อที่จะทําใหชุดตัวเลขเปนจํานวนจริงและมีจํานวนนอยลง แตรูปแบบแทน
เวกเตอรแบบสามมิติมีขอจํากัดในเรื่องของคุณสมบัติในการคูณกัน (cross product)ของเวกเตอรที่
ไมสามารถจะนําเวกเตอรมาเปนฐานได แตสามารถนํามาใชกับเวกเตอรส่ีมิติได ซ่ึงเวกเตอรส่ีมิตินั้น
มีคุณสมบัติที่สามารถใชเปนฐานในรูปของเวกเตอรแทน ดังนั้นตัวเลขในระบบใหมนี้จึงไมติดอยู
ในรูปของเวกเตอร สงผลใหสามารถนํามาประยุกตใชกับระบบจํานวนแบบฐานคูได  

ดังนั้นในงานวิจัยนี้จะนําเสนอระบบการแทนเวกเตอรส่ีมิติโดยใชระบบจํานวนฐานคู 
ที่มีฐานอยูในรูปของเวกเตอร ทําใหสามารถทําการคํานวณแบบขนานในระบบเวกเตอรได และตัว
ดําเนินการเลขคณิตพื้นฐานที่ใช คือ การบวก การลบ และการคูณ 
 

1.2 วัตถุประสงค 

เพื่อพัฒนาการแทนคาสําหรับระบบเวกเตอรส่ีมิติโดยใชระบบจํานวนฐานคู และการ
คํานวณพื้นฐานที่ใช คือ การบวก การลบ และการคูณ ซ่ึงฐานที่ใชในระบบจํานวนฐานคูเปน
เวกเตอร เพื่อปรับปรุงประสิทธิภาพของความเร็วในการคํานวณ 
 

1.3. ขอบเขตการวิจัย  

1. เสนอระบบแทนจํานวนเวกเตอรส่ีมิติที่ใชระบบจํานวนฐานคู โดยใชฐานที่เปน
เวกเตอร 

2. เสนออัลกอริทึมในการแปลงชุดตัวเลขบนระบบแทนเวกเตอรส่ีมิติโดยใชระบบ
จํานวนแบบฐานคู 

3. เสนอตัวดําเนินการพื้นฐานเชิงเลขคณิตบนระบบจํานวนเวกเตอร คือ การบวก การลบ 
และการคูณ 
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1.4. ขั้นตอนการวิจัย 

1. ศึกษาทฤษฎีเกี่ยวกับระบบจํานวนฐานคู 
2. ศึกษาทฤษฎีเกี่ยวกับระบบเวกเตอรส่ีมิติ 
3. หาคาเวกเตอรที่จะใชเปนฐานในระบบจํานวนฐานคู 
4. หาตัวดําเนินการพื้นฐานทางคณิตศาสตรสําหรับระบบแทนเวกเตอรส่ีมิติโดยใชระบบ

จํานวนฐานคู 
5. พิสูจนแนวคิดที่นําเสนอในงานวิจัย 
6. สรุปผลและจัดทําวิทยานิพนธ 

 

1.5 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ 

1. ไดการแทนระบบเวกเตอรส่ีมิติดวยระบบจํานวนฐานคูที่มีลักษณะการทํางานแบบ
ขนาน (Parallel Computation) 

2. สามารถนําวิธีการแทนเวกเตอรแบบใหมนี้ไปประยุกตใชในการคํานวณเกี่ยวกับ
เวกเตอรไดอยางมีประสิทธิภาพ 
 

1.6 ผลงานที่ตีพิมพจากวิทยานิพนธ 

สวนหนึ่งของวิทยานิพนธนี้ไดรับการตอบรับใหตีพิมพเปนบทความทางวิชาการใน
หัวขอเร่ือง “A double-base quaternion system: representation and operations” โดย วรางคณา 
เบญจศีล และ อรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการ “The 4th International Joint Conference on 

Computer Science and Software Engineering (JCSSE 2007)” 



 

บทที่ 2 
 

ทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 
 

ในบทนี้จะกลาวถึงทฤษฎีที่เกี่ยวของในงานวิจัยและงานวิจัยที่เกี่ยวของ ไดแก ระบบ
จํานวน ระบบจํานวนซ้ําซอน ระบบจํานวนฐานคู และระบบเวกเตอรส่ีมิติ  
 

2.1 ระบบจํานวน (Number System) 

ระบบจํานวน ( , )Dβ  ประกอบดวยเลขฐาน β  โดยที่ β  สามารถเปนไดทั้งจํานวน
จริงหรือจํานวนเชิงซอน ซ่ึง 1>β  และ ชุดตัวเลขแบบจํากัด (finite digit-set) D  ที่ตัวเลข
สามารถเปนไดทั้งจํานวนจริงและจํานวนเชิงซอน 

กําหนดให X  เปนจํานวนใดๆ X  สามารถแสดงไดในเลขฐาน β  ในรูปแบบ 

1 0 1 2( . )n nX x x x x x β− − −=  

ซ่ึง ix D∈  โดยที่ ,i n≤  n∃ ∈Z   

โดยคาเชิงตัวเลขของ X  ฐาน β  สามารถเขียนใหอยูในรูป 

i
i

i n
X x β

−∞

=

=∑  

ซ่ึงคาเชิงตัวเลขทั้งหมดที่แสดงไดสามารถเขียนใหอยูรูปของเซต [ ],P Dβ  ไดดังนี้ 

{ }
{ }

1 1

1

[ , ] ( ) ,

[ , ] ( ) ,

m
n n n m m i

n n n i

P D X x x x x x D m i n

P D X x x x D i n

β

β

β

β

− +

−

= = ∈ ≤ ≤

= = ∈ ≤
 

โดย [ , ]m
nP Dβ  และ [ , ]nP Dβ  เทากับ เซตจํากัดและเซตไมจํากัด ตามลําดับ ในระบบเลขฐาน

จํานวนเต็มโดยทั่วไปแลวนิยมให { }0,1, ,| | 1D β= −  ซ่ึง D  จะถูกเรียกวาเปน ชุดตัวเลขแบบ
คาโนนิคอล (canonical digit-set) 

 
2.2 ระบบจํานวนซ้ําซอน (Redundant Number Systems) 

ระบบจํานวนซ้ําซอน คือ ระบบจํานวนใดๆ ที่มีรูปแบบที่ใชในการแสดงคาเชิงตัวเลข
ของจํานวน X  ไดมากกวาหนึ่งรูปแบบ โดยที่กําหนดให β  เปนเลขฐาน โดยที่ 2≥β และ
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กําหนดให D  เปนชุดตัวเลขที่มีคาเปน { }21| αα ≤≤∈ dZd  โดย βαα ≥+− 21  ยกตัวอยาง
เชน ใหชุดตัวเลข D  มีคา { }7,6,...,0,...,6,7  บนเลขฐาน 10=β  และคาเชิงตัวเลข 269X =  

จะมีรูปแบบดังนี้ 

2 1 0

10

2 1 0

10

3 2 1 0

10

2 7 1 2*10 7*10 ( 1)*10

3 3 1 3*10 ( 3)*10 ( 1)*10

1 7 3 1 1*10 ( 7)*10 ( 3)*10 ( 1)*10

−

− −

− − −

⎛ ⎞ = + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ = + − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ = + − + − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

2.3 ระบบจํานวนฐานคู (Double-Base Number System) 

ระบบจํานวนฐานคูไดถูกนําเสนอในป 1996 โดยดิมิทรอฟ (Dimitrov) จูเล่ียน (Jullien) 
และ มิลเลอร (Miller) [6-9] เปนระบบจํานวนที่ใชฐานคู ประกอบดวยฐานสองและฐานสาม ซ่ึง
สามารถเขียนใหอยูในรูป 

, ,
,

2 3 ,  {0,1}i j
i j i j

i j
X d d= ∈∑  

ซ่ึง ,i jd  เปนชุดของตัวเลข (digit set) { }0,1  และ ,i j  เปนจํานวนเต็มใดๆ ระบบ

จํานวนแบบฐานคูสามารถเขียนใหอยูในรูปแบบตารางสองมิติ โดยใหคาตามหลัก เปนคายกกําลัง
ของสอง และคาตามแถว เปนคายกกําลังของสาม ระบบจํานวนนี้เปนระบบจํานวนแบบซ้ําซอน 
เชน คาของ 36 สามารถแสดงแทนดวยตารางสองมิติในระบบจํานวนฐานคูไดมากกวาหนึ่งรูปแบบ 
ดังรูปที่ 2.1 โดยเรียกชองสีดําวาบิตที่แอ็กทิฟ หรือ แอ็กทิฟเซลล (active cell) ซ่ึงมีคา ,i jd  มีคาเปน 
1 สําหรับชองที่เปนสีขาวจะมีคา ,i jd  เปน 0  เรียกวาบิตที่ไมแอ็กทิฟ 

 
รูปที่ 2.1 การแทนคาของ 36 ดวยตารางในระบบเลขจํานวนฐานคู 

20 21 22 23 

30 

31 

32 

33 

20 21 22 23 

30 

31 

32 

33 

(ก) (ข) 
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จากรูปที่ 2.1(ก) จะแสดงคา 36 ในรูปแบบของสมการไดดังนี้ 

2 0 3 0 3 136 2 3 2 3 2 3= + +  

จากรูปที่ 2.1(ข) จะแสดงคา 36 ในรูปแบบของสมการไดดังนี้ 
2 236 2 3=  

จะเห็นไดวารูปที่ 2.1(ข) มีจํานวนเลขที่ไมเปนศูนยนอยกวารูปที่ 2.1(ก) ทําใหมี
ประสิทธิภาพในการคํานวณมากขึ้น และเห็นไดวารูปที่ 2.1(ข) อยูในรูปแบบคาโนนิก (canonical 
form) คือ  รูปแบบของการคํานวณคาเชิงตัวเลขโดยใชจํานวนเลขที่ไม เปนศูนยนอยที่ สุด 
ตัวอยางเชน คาของ 127 มีรูปแบบการแทนคาที่แตกตางกันถึง 783 รูปแบบ โดยจะมีรูปแบบที่เปน
คาโนนิกได 3 รูปแบบ [9] ดังตอไปนี้ 

2 3 1 2 0 0

2 3 4 0 0 1

5 1 0 3 2 0

127 2 3 2 3 2 3
    2 3 2 3 2 3
    2 3 2 3 2 3

= + +

= + +

= + +

 

โดยสามารถแสดงคาในรูปแบบของตารางสองมิติไดดังรูปที่ 2.2 

 
รูปที่ 2.2 การแทนคาดวยรูปแบบคาโนนิกของ 127  

ในการหารูปแบบที่เปนคาโนนิกนั้นทําไดยาก ดังนั้นจึงใชอัลกอริทึมเชิงละโมบ 
(greedy algorithm) มาชวยในการหารูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบใกลเคียงคาโนนิก (near-
canonic double-base number representation : NCDBNR) [6, 8] โดยที่การทําใหอยูในรูปแบบนี้ 
จะตองจัดใหอยูในรูปแบบที่ไมมีตัวเลขที่ไมใชศูนยติดกนั ซ่ึงมีนิยามดังนี้ 

 
นิยามท่ี 2.1 รูปแบบแทนจํานวนแบบฐานคูที่ไมมีตัวเลขที่ไมเปนศูนยติดกัน จะเรียกรูปแบบนี้วา 
รูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบพรอมบวก (addition ready DBNR: ARDBNR) 

20 21 22 23 

30 
31 
32 
33 

20 21 22 23 

30 
31 
32 
33 

24 20 21 22 23 

30 
31 
32 
33 

24 25 
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รูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบพรอมบวกจะทําไดโดยการแปลงรูป เพื่อที่จะทําใหมี
ตัวเลขที่ไมเปนศูนยนอยลง โดยจะตองใชกฎดังนี้ 

กฎขอที่ 1 กฎของการลดแถว  เปนกฎของการลดแถวที่มีตัวเลขที่ไมเปนศูนยอยูติดกัน 
1 12 3 2 3 2 3i j i j i j+ ++ =  

โดยสามารถแสดงกฎของการลดแถวไดดังรูปที่ 2.3 

 
รูปที่ 2.3 กฎของการลดรูปตามแถวในระบบจํานวนฐานคู 

กฎขอที่ 2 กฎของการลดหลัก  เปนกฎของการลดหลักที่มีตัวเลขที่ไมเปนศูนยอยูติดกัน 
1 22 3 2 3 2 3i j i j i j+ ++ =  

โดยสามารถแสดงกฎของการลดหลักไดดังรูปที่ 2.4 

 
รูปที่ 2.4 กฎของการลดรูปตามหลักในระบบจํานวนฐานคู 

ในรูปที่ 2.3 และ 2.4 แสดงการลดรูปตามแถวและตามหลักตามลําดับ จากตารางจะเหน็
ไดวาจํานวนเลขที่ไมเปนศูนย (non-zero digit) มีจํานวนนอยลง 

… 2i  … 

… 

… 

3 j  
13 j+  

… … 

… 

… 

3 j  
13 j+  

12i+  2i  12i+  

… 

… 

3 j  
13 j+  

… 2i  … … 2i  … 

… 

… 

3 j  
13 j+  

12i+  12i+  
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2.3.1 การบวกของระบบจํานวนฐานคู 

ในการทําการบวกกันของระบบจํานวนฐานคูทําไดโดยการซอนทับกันของตารางทั้ง
สองตารางที่จะนํามาบวกกัน ซ่ึงตารางที่จะนํามาทําการบวกกันนั้นตองอยูในรูปแบบแทนจํานวน
ฐานคูแบบพรอมบวก และเมื่อนําตารางมาซอนทับกันแลวอาจเกิดชองที่เปนแอ็กทิฟเซลลซอนทับ
กัน ดังนั้นจะตองทําการเปลี่ยนรูปเพื่อไมใหมีแอ็กทิฟเซลลซอนทับกัน ดังกฎตอไปนี้ 

กฎขอที่ 3 กฎของการลดชองที่ซอนทับกัน 
12 3 2 3 2 3i j i j i j++ =  

สามารถแสดงกฎของการลดชองที่ซอนทับกันในรูปแบบของตารางไดดังรูปที่ 2.5 โดย
ที่ชองทีมีแอ็กทิฟเซลลซอนทับกันเราจะแสดงดวยชองที่มีเสนที่ไขวกัน 

 
รูปที่ 2.5 กฎของการลดชองที่ซอนทับกันในระบบจํานวนฐานคู 

จะแสดงตัวอยางของการบวกกันของระบบจํานวนฐานคูไดดังรูปที่ 2.6 

 
รูปที่ 2.6 การบวกกนัของ 19 และ 10 ผลลัพธที่ไดเทากับ 29 

03  
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23  

12  02  32  22  

33  
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23  

12  02  32  22  

33  

03  
13  
23  

12  02  32  22  

33  

03  
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12  02  32  22  

33  

… 

… 

3 j  
13 j+  

… 2i  … … 2i  … 

… 

… 

3 j  
13 j+  

12i+  12i+  
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จากรูปที่ 2.6 สามารถเขียนใหอยูในรูปแบบของสมการไดดังนี้ 

( ) ( )
( ) ( )

0 0 1 2 0 0 0 2 0 0 1 2 0 0 0 2

0 0 0 2

1 0 0 3

2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3

                                          2 3 1 1 2 3 2 1

                                           2 3 2 3
                                          29

+ + + = + + +

= + + +

= +
=

 

 

2.3.2 การคูณของระบบจํานวนฐานคู 

ในระบบการคูณของระบบจํานวนฐานคูนั้น ทําไดโดยการเลื่อนตําแหนงของตัวตั้งไป
ตามตําแหนงของตัวคูณ แลวนําคาที่ไดทั้งหมดมารวมกัน ซ่ึงจะทําการแสดงวิธีการคูณดังรูปที่ 2.7 

 
รูปที่ 2.7 การคูณกันของ 37 และ 7 ผลลัพธที่ไดเทากับ 259 
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33  
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จากรูปที่ 2.7 สามารถเขียนใหอยูในรูปแบบของสมการไดดังนี้ 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 2 2 0 0 1 1 0 0 0 0 2 2 1 1 0 0 2 2

0 0 2 2 1 1 3 3

2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3

                                           2 3 2 3 2 3 2 3
                                           259

+ × + = + + +

= + + +
=

 

 

2.4 ระบบเวกเตอรสี่มิติ (Quaternion System) 

ในป ค.ศ.1843 ฮามิลตัน (Hamilton) [10] ไดนําเสนอระบบเวกเตอรส่ีมิติ เปนระบบที่
ขยายมาจากระบบจํานวนเชิงซอนซึ่งอยูในรูปแบบเวกเตอรสองมิติ ซ่ึงระบบเวกเตอรส่ีมิตินี้นํามา
ประยุกตใชเกี่ยวกับการควบคุมการวางตัวของยานอวกาศ โดยจะใชในการวัดระยะไกลในการบิน  
และยังใชในงานเกี่ยวกับทางดานคอมพิวเตอรกราฟกส ที่เกี่ยวกับการวิเคราะหทางเรขาคณิต เพื่อ
แสดงการหมุนหรือปฎิบัติการในสามมิติและการกําหนดทิศทางในสามมิติ โดยมีนิยามการแทนคา
ของระบบจํานวนเวกเตอรส่ีมิติ ดังนิยามที่ 2.2 ดังนี้ 

นิยามท่ี 2.2 รูปแบบการแทนคาของเวกเตอรส่ีมิติ ประกอบดวยจํานวนที่เปนจริงหนึ่งจํานวนและ
จํานวนที่เปนเวกเตอรสามจํานวน โดยที่ , ,a b c  และ d  เปนจํานวนเต็ม สวน i, j  และ k  เปน
หนวยของเวกเตอร ดังนั้นการแทนคาของเวกเตอรส่ีมิติสามารถเขียนไดดังนี้ 

i j kV a b c d= + + +  

ในการคํานวณของระบบเวกเตอรส่ีมิตินั้น จะเปนไปดังนิยามดังตอไปนี้  

นิยามท่ี 2.3 การบวกกันของเวกเตอรส่ีมิติ คือ การบวกกันของเวกเตอรที่มีหนวยของเวกเตอร
เหมือนกัน กําหนดให 1 i j kV a b c d= + + +  และ 2 i j kV e f g h= + + +  โดยที่ , , , , , ,a b c d e f g  
และ h  เปนจํานวนจริง ซ่ึงการบวกกันของสองเวกเตอรเปนดังนี้ 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 i j kV V a e b f c g d h+ = + + + + + + +  

ในการบวกกันของเวกเตอรส่ีมิตินั้น ทําไดโดยจะทําการบวกกันในแตละมิติ จะแสดง
ตัวอยางของการทําการบวกกันของเวกเตอรสองตัวไดดังนี้ 

ตัวอยางที่ 2.1 หาคาการบวกกันของเวกเตอรส่ีมิติสองตัว ดังนี้ 1 2 i j kV = + + +  และ 

2 4 2i j 3kV = + + +  
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วิธีทํา ในการหาคาการบวกกันทําไดดังนี้  

( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 4 1 2 i 1 1 j 1 3 k
          6 3i 2 j 4k
V V+ = + + + + + + +

= + + +
 

 

นิยามที่ 2.4 การคูณกันของเวกเตอรส่ีมิติ คือ การคลอสกันของเวกเตอรสองเวกเตอร กําหนดให 

1 i j kV a b c d= + + +  และ 2 i j kV e f g h= + + +  โดยที่ , , , , , ,a b c d e f g  และ h  เปนจํานวนจริง 
ซ่ึงการคลอสกันของสองเวกเตอรเปนดังนี้ 

1 2 [ i ]  [ j ]  [ k ]
               [ i ]  [ i  i ]  [ i  j ]  [ i  k ]
               [ j ]  [ j  i ]  [ j  j ]  [ j  k ]
               [ k ]  [ k  i ]  [ 

V V ae af ag ah
be bf bg bh
ce cf cg ch
de df dg

× = + + + +
+ × + × + × +
+ × + × + × +
+ × + k  j ]  [ k  k ]dh× + ×

 

ความสัมพันธระหวางแตละมิติในเวกเตอรส่ีมิตินี้ แสดงไดดังนี้  

i  i = -1, i  j = k, i  k = -j,
j  i = -k, j  j = -1, j  k = i,
k  i =j, k  j = -i, k  k = -1

i  j  k = -1

× × ×
× × ×
× × ×

× ×

 

ในการคลอสกันของเวกเตอรส่ีมิติสองตัวนั้น ทําโดยตองทําการคูณทั้งหมด 16 คร้ัง 
ดังนั้นความซับซอนในการคูณกันนั้นมีคาเปน ( )2O n  ซ่ึงจะแสดงตัวอยางในการคูณดังนี้ 

 
ตัวอยางที่ 2.2 หาคาการคูณกันของเวกเตอรส่ีมิติสองตัว ดังนี้ 1 2 i j kV = + + +  และ 

2 4 2i j 3kV = + + +  

วิธีทํา ในการหาคาการคูณกันทําไดดังนี้  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 2 4 2 2i 2 j 2 3k

             i 4 i 2i i j i 3k

             j 4 j 2i j j j 3k

             k 4 k 2i k j k 3k

          8 2 1 3 4 4 3 1 i 2 3 4 2 j 6 1 2 4 k
          2 10i 5j 9k

V V× = × + × + × + × +

× + × + × + × +

× + × + × + × +

× + × + × + × +

= − − − + + + − + − + + + + − +

= + + +

 

 

 



 

บทที่ 3 
 

ระบบแทนเวกเตอรสี่มิติโดยใชระบบจาํนวนฐานคูและตัวดําเนินการในระบบแทน
เวกเตอรโดยใชระบบจํานวนฐานคู 

 
ในงานวิจัยนี้นําเสนอระบบรูปแบบแทนเวกเตอรแบบใหม โดยใชระบบจํานวนฐานคู

ในการแทนเวกเตอร ซ่ึงฐานที่ใชอยูในรูปของเวกเตอร เพื่อนํามาใชในการคํานวณในระบบเวกเตอร 
จะเรียกระบบนี้วา ระบบแทนเวกเตอรส่ีมิติโดยใชระบบจํานวนฐานคู หรือเรียกวา ระบบควอเทอร
เนียนฐานคู (Double-Base Quaternion System, DBQS)  
 

3.1 ระบบแทนเวกเตอรสี่มิติโดยใชระบบจํานวนฐานคู 

ในระบบจํานวนฐานคูใชฐานเปนจํานวนเต็ม คือ ฐานสองและฐานสาม ใชชุดตัวเลข 
{ }0,1  แตในระบบควอเทอรเนียนฐานคูนี้จะใชฐานที่อยูในรูปของเวกเตอร เพราะทําใหชุดของ
ตัวเลขไมติดอยูในของรูปเวกเตอร โดยฐานที่ใชในระบบนี้คือ 2i  และ 3j  สาเหตุที่ใชฐาน
ดังกลาว เพื่อตองการใหแตละตําแหนงมีตัวเลขในชุดตัวเลขอยูสองแบบ ซ่ึงเปรียบเสมือนวาเปนบิต
ที่แอ็กทิฟและบิตที่ไมแอ็กทิฟ และยังคงคุณสมบัติในการคํานวณของระบบจํานวนแบบฐานคูดวย 
โดยระบบแทนเวกเตอรส่ีมิติโดยใชระบบจํานวนฐานคู หรือระบบควอเทอรเนียนฐานคูจะนิยามได
ดังตอไปนี้ 
 
นิยามท่ี 3.1 ระบบแทนเวกเตอรส่ีมิติจะเรียกวาเปน ระบบควอเทอรเนียนฐานคู เมื่อประกอบดวย
ฐานสองฐาน คือ 2iβ =  และ 3jα =  โดยรูปแบบแทนเวกเตอร V  สามารถเขียนไดดังนี้ 

( ) ( ),
,

m n
m n

m n
V d β α=∑  

โดย d คือเลขโดดจากชดุตัวเลขที่มีนิยามดงัตอไปนี ้
กรณีที่ 1 m  เปนจํานวนเต็มคู และ n  เปนจํานวนเต็มคู ชุดตวัเลข { }, 0,1m nd ∈  

กรณีที่ 2 m  เปนจํานวนเต็มคี่ และ n  เปนจํานวนเต็มคู ชุดตัวเลข ,
10,
2m nd ⎧ ⎫∈⎨ ⎬

⎩ ⎭
  

กรณีที่ 3 m  เปนจํานวนเต็มคู และ n  เปนจํานวนเต็มคี่ ชุดตัวเลข ,
10,
3m nd ⎧ ⎫

∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

  

กรณีที่ 4 m  เปนจํานวนเต็มคี่ และ n  เปนจํานวนเต็มคี่ ชุดตัวเลข ,
10,
6m nd ⎧ ⎫

∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

  

โดยที่ ,m n  เปนจํานวนเต็มบวกหรือศูนย 
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จากนิยามที่ 3.1 จะเห็นไดแตละตําแหนงในระบบควอเทอรเนียนฐานคูนั้นมีบิตที่ไม

แอ็กทิฟ คือ 0  เหมือนกัน แตสําหรับบิตที่แอ็กทิฟนั้นมีคาที่แตกตางกันไป คือ 1 11, ,
2 3

 และ 

1
6

 เนื่องมาจากวาตองการใหคาเวกเตอรที่ไดออกมาในแตละตําแหนงอยูในรูปของจํานวนเต็ม ถา

บิตในแตละตําแหนงเปนบิตที่แอ็กทิฟจะทําใหเกิดผลลัพธในแตละตําแหนงดังจะสามารถแสดงอยู
ในรูปแบบของตารางสองมิติไดดังตารางที่ 3.1 

ตารางที่ 3.1 ตารางแสดงคาของแตละตําแหนงโดยใชฐาน ( ) ( )2i 3j
m n

 

 

ในตัวอยางที่ 3.1 จะทําการแสดงคาของเวกเตอรส่ีมิติใหอยูในรูปแบบของระบบควอ
เทอรเนียนฐานคู โดยการแสดงคาในรูปแบบของตารางนั้น ถาเปนบิตที่แอ็กทิฟจะแทนดวยชองสีดํา 

ในการแทนคาเวกเตอรส่ีมิติในระบบควอเทอรเนียนฐานคูนั้นอาจมีโอกาสที่จํานวน
แอ็กทิฟเซลลมีมากกวาการแทนคาของเวกเตอรส่ีมิติในระบบจํานวนฐานสองเนื่องจากวาระบบควอ
เทอรเนียนฐานคูนั้นสามารถทําการแทนคาไดทั้งคาบวกและคาลบโดยที่ชุดของตัวเลขประกอบดวย
เลขโดดที่มีแค 2 แบบ ทําใหการแทนคาบางคาในระบบนี้มีจํานวนบิตที่แอ็กทิฟมากกวาในระบบ
จํานวนฐานสอง เชน คาของ 2 ในระบบควอเทอรเนียนฐานคูมีบิตที่แอ็กทิฟ 2 บิต แตในระบบ
จํานวนฐานสองมีบิตที่แอ็กทิฟแคบิตเดียว แตบางคาในระบบนี้มีจํานวนบิตที่แอ็กทิฟนอยกวา เชน 
คาของ 6 ในระบบควอเทอรเนียนฐานคูมีบิตที่แอ็กทิฟแคบิตเดียว แตในระบบจํานวนฐานสองมีบิต
ที่แอ็กทิฟถึง 2 บิต 

 
ตัวอยางที่ 3.1 หาคาของเวกเตอรส่ีมิติใหอยูในรูปแบบของระบบควอเทอรเนียนฐานคู โดย
กําหนดใหเวกเตอรส่ีมิติมีคาดังนี้ 1 3i 2j 6kV = − − + โดยที่ชุดตัวเลขเปนดังนี้ ,m n  เปนจํานวน

( )02i  ( )22i  

1 i -2 -2i 

j k -2j -2k 

-3 -3i 6 6i 

-3j -3k 6j 6k 

( )03j  

( )13j  

( )23j  

( )33j  

… 

… 

… 

… 

… 

… … … … … … 

( )12i  ( )32i  
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เต็มคู { }, 0,1m nd ∈ , m  เปนจํานวนเต็มคี่ และ n เปนจํานวนเต็มคู ,
10,
2m nd ⎧ ⎫∈⎨ ⎬

⎩ ⎭
, m เปนจํานวน

เต็มคู และ n  เปนจํานวนเต็มคี่ ,
10,
3m nd ⎧ ⎫

∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

 และ ,m n  เปนจํานวนเต็มคี่ ,
10,
6m nd ⎧ ⎫

∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

  

 
วิธีทํา คาของ 1 3i 2 j 6kV = − − +  จะมีรูปแบบที่ใชในการแสดงคาของเวกเตอร V  ในระบบควอ
เทอรเนียนฐานคูไดดังนี้ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 2 2 1 3 3
2i 3j 2i 3j 2i 3j 2i 3jV = + + +  

สามารถแสดงคาของเวกเตอรใหอยูในรูปของตารางไดดังรูปที่ 3.1 

 
รูปที่ 3.1 คาของ 1 3i 2 j 6k− − +  ในรูปแบบตารางของระบบควอเทอรเนียนฐานคู 

 

 

3.2 ความสมบูรณของระบบ 

การแทนคาของเวกเตอรของระบบควอเทอรเนียนฐานคูจะใชฐานที่อยูในรูปของ
เวกเตอร ดังนั้นชุดตัวเลขที่ใชจึงเปนจํานวนจริงซึ่งไมติดอยูในรูปของเวกเตอร โดยคาของเวกเตอร
ส่ีมิติสามารถเขียนใหอยูรูปแบบการแทนเวกเตอรในระบบควอเทอรเนียนฐานคูไดเสมอ โดยจะ
แสดงความสมบูรณของระบบในทฤษฎีบทที่ 3.1 ดังนี้ 
 
ทฤษฎีบทท่ี 3.1 สําหรับเวกเตอรส่ีมิติที่เปนจํานวนเต็มใดๆ สามารถหารูปแบบการแทนเวกเตอรใน
ระบบควอเทอรเนียนฐานคูไดเสมอ 
 
พิสูจน ในระบบเวกเตอรส่ีมิติ กําหนดให V  เปนเวกเตอรส่ีมิติตัวหนึง่ โดยที่ V  เขียนอยูใน
รูปแบบของเกาส i j kV a b c d= + + +  โดยที่ , ,a b c และ d เปนจํานวนจริง i, j และ k เปนหนวย
ของเวกเตอร การพิสูจนจะแสดงไดโดยกลาวถึงการหารปูแบบการแทนเวกเตอรในระบบควอเทอร
เนียนฐานคู โดยแบงการพิจารณาออกเปนสี่กรณีตามแตละหนวย(มิติ) 

( )02i  ( )12i  ( )22i  ( )32i  

( )03j  

( )13j  

( )23j  

( )33j  
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กรณีท่ี 1 รูปแบบการแทนคาของ a  โดยที่ a  เปนคาของจํานวนเต็ม a∈Z  แสดงไดดังนี ้

( ) { }
0

2              , 0,1
m

s
s s

s
a e e

=

= − ∈∑  

จํานวนเต็มทุกจํานวนสามารถเขียนใหอยูบนเลขฐาน 2−  ได ซ่ึงมีรูปแบบการแทนคา
เปน ( )2 s

se −∑  โดยที่มีชุดตัวเลข { }0,1se ∈ ไดมีการพิสูจนใน [11] 

( )

( )

( )

( ) ( )

2

0

2

0

2

0
2 0

,0
0

2

  2i

  2i

 2i 3j

sm

s
s

sm

s
s
m s

s
s

m t

t
t

a e

e

e

e

=

=

=

=

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

=

∑

∑

∑

∑

 

โดยที่มีชุดตัวเลขเปนดังนี้ 

2
,0

     even
0         odd

s
t

e t
e

t
=⎧

= ⎨ =⎩
 

ดังนั้นจะเห็นไดวาจํานวนเต็มสามารถเขียนใหอยูในระบบควอเทอรเนียนฐานคูไดทุก
จํานวน โดยที่ i  เปนจํานวนเต็มคู และ j 0=  

กรณีท่ี 2 รูปแบบการแทนคาของ ib โดยที่ b∈Z  แสดงไดดังนี ้

( ) { }

( ) ( )

( ) ( )

0

2

0

2

0

i 2 i             , 0,1

1  2 2i
2

1  2 2i
2

m
s

s s
s

sm

s
s

sm

s
s

b e e

e

e

=

=

=

⎛ ⎞
= − ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

∑

∑

∑

 

จะเห็นไดวา 
2
s

t
ee =  ดังนั้น 10,

2te ⎧ ⎫∈⎨ ⎬
⎩ ⎭
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( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

2 1

0

2 1

0

2 1

0
2 1 0

,0
0

i 2i 2i

   2i 2i

   2i

   2i 3j

tm

t
t
m t

t
t
m t

t
t
m u

u
u

b e

e

e

e

=

=

+

=

+

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

=

=

∑

∑

∑

∑

 

 

โดยที่มีชุดตัวเลขเปนดังนี้ 

,0
2 1

0            even
      oddu

t

u
d

d u+

=⎧
= ⎨ =⎩

 

จะเห็นไดวาเปนลักษณะในทํานองเดียวกับกรณีที่ 1 ดังนั้นจํานวนเต็มของเวกเตอร i  
สามารถเขียนใหอยูในระบบควอเทอรเนียนฐานคูไดทุกจํานวน โดยท่ี i  เปนจํานวนเต็มคี่ และ 

j 0=  

กรณีท่ี 3 รูปแบบการแทนคาของ jc  โดยที่ c∈Z  แสดงไดดังนี ้

( ) { }

( ) ( )

( ) ( )

0

2

,1
0

2

,1
0

j 2 j             , 0,1

1  2 3j
3

1  2 3j
3

m
s

s s
s

sm

s
s

sm

s
s

c e e

e

e

=

=

=

⎛ ⎞
= − ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑

∑

 

จะเห็นไดวา 
3
s

t
ee =  ดังนั้น 10,

3te ⎧ ⎫
∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

,1
0

2

,1
0

2

,1
0

j 2i 3j

  2i 3j

  2i 3j

tm

t
t
m t

t
t

m u

u
u

c e

e

e

=

=

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

=

∑

∑

∑

 

โดยที่มีชุดตัวเลขเปนดังนี้ 
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2
,1

     even
0        odd

t
u

e u
e

u
=⎧

= ⎨ =⎩
 

จะเห็นไดวาเปนลักษณะในทํานองเดียวกับกรณีที่ 1 ดังนั้นจํานวนเต็มของเวกเตอร j  
สามารถเขียนใหอยูในระบบควอเทอรเนียนฐานคูไดทุกจํานวน โดยที่ i  เปนจํานวนเต็มคู และ 

j 1=  

กรณีท่ี 4 รูปแบบการแทนคาของ kd  โดยที่ d ∈Z แสดงไดดังนี ้

( ) { }

( ) ( )

( ) ( )( )

0

2

0

2

,1
0

k 2 k             ,  0,1

  2 i j

1  2 2i 3j
6

m
s

s s
s

sm

s
s

sm

s
s

d e e

e

e

=

=

=

⎛ ⎞
= − ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑

∑

∑

 

โดยที่ 
6
s

t
ee =  ดังนั้น 10,

6te ⎧ ⎫
∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 1 1

,1
0

2 1 1

,1
0

2 1 1

,1
0

k 2i 2i 3j   

    2i 3j

    2i 3j

tm

t
t
m t

t
t
m u

u
u

d e

e

e

=

+

=

+

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

=

∑

∑

∑

 

โดยที่มีชุดตัวเลขเปนดังนี้ 

2 1
,1

     even
0           odd

s
t

d t
d

t
+ =⎧

= ⎨ =⎩
 

จะเห็นไดวาเปนลักษณะในทํานองเดียวกับกรณีที่ 1 ดังนั้นจํานวนเต็มของเวกเตอร k  
สามารถเขียนใหอยูในระบบควอเทอรเนียนฐานคูไดทุกจํานวน โดยท่ี i  เปนจํานวนเต็มคี่ และ 

j 1=  

โดยทั้งสี่กรณีนั้นมีตําแหนงของบิตที่แอ็กทิฟเปนดังนี้ กรณีที่ 1 คา i  เปนจํานวนเต็มคู 
และ j 0=  กรณีที่ 2 คา i  เปนจํานวนเต็มคี่ และ j 0=  กรณีที่ 3 คา i  เปนจํานวนเต็มคู และ j 1=  
กรณีที่ 2 คา i  เปนจํานวนเต็มคี่ และ j 1=  จะเห็นไดวาทั้งสี่กรณีจะไมเกิดบิตที่แอ็กทิฟทับกัน 
เพราะวาอยูกันตําแหนงของแตละกรณีนั้นแตกตางกัน 
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ตัวอยางที่ 3.2 กําหนดใหเวกเตอรส่ีมิติมีคาดังนี้ 4 2i 5j kV = − + + หาคาของเวกเตอรส่ีมิติใหอยู
ในรูปแบบของระบบควอเทอรเนียนฐานคูโดยที่ชุดตัวเลขเปนดังนี้ ,m n  เปนจํานวนเต็มคู 

{ }, 0,1m nd ∈ , m  เปนจํานวนเต็มคี่ และ n เปนจํานวนเต็มคู ,
10,
2m nd ⎧ ⎫∈⎨ ⎬

⎩ ⎭
, m เปนจํานวนเต็มคู 

และn  เปนจํานวนเต็มคี่ ,
10,
3m nd ⎧ ⎫

∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

 และ ,m n  เปนจํานวนเต็มคี่ ,
10,
6m nd ⎧ ⎫

∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

  

 
วิธีทํา หาคาของแตละเวกเตอรโดยแบงออกเปนสี่กรณีตามทฤษฎีบทที่ 3.1 ไดดังนี้ 
 
กรณีที่ 1 คาของ 4a =   

( )24 2= −  

ชุดของตัวเลขประกอบดวย { }0,1d ∈  

( )

( )
( )
( ) ( )

22

22

4

4 0

4 2

  2i

  2i

  2i 3j

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

=

 

กรณีที่ 2 คาของ i 2ib = −   
( )

( ) ( )

1

12

2i 2 i

1     2 2i
2

− = −

⎛ ⎞⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

ชุดของตัวเลขในเวกเตอร i  ประกอบดวย 10,
2

d ⎧ ⎫∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( )
( ) ( )

12

12

2

3

3 0

2i 2 2i

     2i 2i

     2i 2i

     2i

     2i 3j

⎛ ⎞− = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

=

=
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กรณีที่ 3 คาของ j 5jc =   

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 2

0 22 2

5j 2 2 j

1   2 2 3j
3

⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦
⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

ชุดของตัวเลขในเวกเตอร i  ประกอบดวย 10,
3

d ⎧ ⎫
∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0 22 2

0 22 2

0 4

5j 2 2 3j

   2i 3j 2i 3j

   2i 3j 2i 3j

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= +

 

กรณีที่ 4 คาของ k kd =   

( )

( )

( ) ( )( )

0

02

02

k 2 k

  2 i j

1  2i 2i 3j
6

= −

⎛ ⎞= − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

ชุดของตัวเลขในเวกเตอร i  ประกอบดวย 10,
6

d ⎧ ⎫
∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

( ) ( )( )
( ) ( )( )
( )( )

02

0

k 2i 2i 3j

  2i 2i 3j

  2i 3j

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

=

 

คาของเวกเตอรส่ีมิติ 4 2i 5j kV = − + +  มีรูปแบบการแทนเวกเตอรในระบบควอ

เทอรเนียนฐานคูดังนี้ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 0 3 0 0 1 4 1 1 1
2i 3j 2i 3j 2i 3j 2i 3j 2i 3jV = + + + +  
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3.3 การแปลงเวกเตอรสี่มิติใหอยูในระบบควอเทอรเนียนฐานคู 

ในการแปลงคาจากเวกเตอรส่ีมิติใหอยูในรูปแบบของระบบควอเทอรเนียนฐานคูจะใช
อัลกอริทึมเชิงละโมบ (greedy algorithm) เพื่อชวยในการหารูปแบบในระบบควอเทอรเนียนฐานคู 
เนื่องจากวาระบบนี้เปนระบบที่มีความซ้ําซอน ทําใหคาเชิงตัวเลขหนึ่งมีรูปแบบการแสดงคาได
มากกวาหนึ่งรูปแบบ โดยที่รูปแบบแทนจํานวนที่มีจํานวนบิตที่แอ็กทิฟนอยที่สุดจะเรียกวา รูปแบบ
คาโนนิก (canonical form) เหตุผลของการที่ตองการรูปแบบแทนคาที่มีจํานวนบิตที่แอ็กทิฟนอย
ที่สุด เพราะจํานวนแอ็กทิฟเซลลอาจมีผลตอเวลาที่ใชในการคํานวณ แตถาจํานวนที่มีขนาดใหญจะ
ทําการหาคาที่อยูในรูปแบบนี้ไดยาก ปญหานี้จัดเปนปญหาเอ็นพีบริบูรณ (NP-complete) [2,3] 
ดังนั้นจึงไดนําอัลกอริทึมเชิงละโมบ มาชวยในการหารูปแบบแทนเวกเตอรส่ีมิติที่อยูในระบบควอ
เทอรเนียนฐานคูแบบใกลเคียงรูปแบบคาโนนิก (Near-canonic double-base quaternion 
representation, NCDBQR) โดยวิธีในการแปลงคาในระบบเวกเตอรส่ีมิติใหอยูในระบบควอเทอร
เนียนฐานคูไดดังอัลกอริทึมที่ 3.1 ตอไปนี้  

 
อัลกอริทึมท่ี 3.1 อัลกอริทึมการแปลงเวกเตอรส่ีมิติใหอยูในรูปแบบแทนเวกเตอรในระบบควอเทอร
เนียนฐานคู 

Input: Vector V  
Output: Q  
 
Begin 

 0Q =  
 while ( )0V ≠  

 Find W , nearest of ( ) ( )2i 3j
m n

 to V  

 Write ( )W  

 Q Q W= +  

 :V W V−  
 end do 
end 
 

อัลกอริทึมที่ 3.1 เปนอัลกอริทึมที่ใชในการแปลงเวกเตอรส่ีมิติใหอยูในรูปแบบแทน
เวก เตอร ในระบบควอ เทอร เ นี ยนฐานคู  โดยมี ข อมู ล เ วก เตอร ส่ี มิ ติ ที่ อ ยู ในรู ปของ 
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i j kV a b c d= + + +  เปนขอมูลนําเขา และขอมูลที่สงออกจะเปนขอมูลที่อยูในรูปแบบการแทน
เวกเตอรในระบบควอเทอรเนียนฐานคู ขั้นตอนการทํางานจะทําการคนหาคาขอมูลในระบบควอ

เทอรเนียนฐานคูซ่ึงใชฐาน ( ) ( )2i 3j
m n

ที่มีคาใกลเคียงกับคาของขอมูลเวกเตอรที่นําเขา แลวนํา

คาขอมูลเวกเตอรที่นําเขาลบกับคาที่ไดใกลเคียง และจะเก็บคาของผลตางที่ไดไวเปนขอมูลนําเขา
เพื่อใชในการคนหาคาขอมูลเวกเตอรในรอบถัดไป เมื่อคาขอมูลนําเขากับคาที่ไดมีผลตางเทากับ
ศูนย ก็จะยุติการคนหา แลวนําคาของขอมูลสงออกในแตละรอบมาบวกกัน โดยท่ีจะทําการแสดง
การแปลงคาของเวกเตอรใหอยูในรูปแบบการแทนเวกเตอรที่อยูในระบบควอเทอรเนียนฐานคู ดัง
ในตัวอยางที่ 3.3 ตอไปนี้ 
 

ตัวอยางที่ 3.3 การแปลงคาของ 33 i 5j 6k+ − +  ใหอยูในระบบควอเทอรเนียนฐานคู 

 
วิธีทํา พิจารณาคาที่ตองการหาจากในตารางที่ 3.2 

ตารางที่ 3.2 ตารางแสดงคาของแตละตําแหนงโดยใชฐาน ( ) ( )2i 3j
m n

 

 

เร่ิมจากการหาคาของเวกเตอรที่มีคาใกลเคียงกับคา 33 i 5j 6k+ − +  โดยพิจารณาจากตาราง  

ในรอบที่ 1 คาผลลัพธที่ได คือ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 4 1 0 0 3 3 3
36 i 3j 6k 2i 3j 2i 3j 2i 3j 2i 3j+ − + = + + +  

นําคาผลลัพธที่ไดในรอบที่ 1 เก็บไวใน Q   
ผลตางที่ได คือ ( ) ( )36 i 5j 6k 36 i 3j 6k 3 2j+ − + − + − + = − −  นําคา 3 2j− −  ที่ไดมาเปน
ขอมูลนําเขาในรอบที่ 2 

( )02i  ( )22i  ( )32i  

1 i -2 -2i 

j k -2j -2k 

-3 -3i 6 6i 

-3j -3k 6j 6k 

( )03j  

( )13j  

( )23j  

( )33j  

4 

4j 

-12 

-12j 

9 9i -18 -18i 36 

( )12i  

( )43j  

9j 9k -18j -18k 36j ( )53j  

4i 

4k 

-12i 

-12k 

36i 

36k 

( )42i  ( )52i  
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ในรอบที่ 2 คาผลลัพธที่ได คือ 

( ) ( ) ( ) ( )0 2 2 1
3 2 j 2i 3j 2i 3j− − = +  

ผลตางที่ได คือ ( ) ( )3 2j 3 2j 0− − − − − =  

แลวนําคาผลลัพธที่ไดในรอบที่ 2 ที่ไดมาบวกกับคาที่ไดในรอบที่ 1 คาที่ไดจะแสดงไดดังนี้ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4 4 1 0 0 3

3 3 0 2 2 1

33 i 5j 6k 2i 3j 2i 3j 2i 3j

                          2i 3j 2i 3j 2i 3j

+ − + = + + +

+ +
 

 
 

3.4 การบวกในระบบควอเทอรเนียนฐานคู 

การบวกในระบบควอเทอรเนียนฐานคูจะดําเนินการเชนเดียวกันกับการบวกในระบบ
จํานวนฐานคู คือ การทําการซอนทับกันของตารางที่เปนตัวตั้งและตัวบวก แตในการซอนทับกัน
ของตารางทั้งสองอาจเกิดการชนกันของแอ็กทิฟเซลล และเพื่อความสะดวกในการทําการบวกกัน 
ซ่ึงเราจะนิยามกฎขึ้นมา 2 ขอ ในการลดรูปและเปลี่ยนรูปของชองที่มีบิตที่แอ็กทิฟซอนทับกัน 
ดังตอไปนี้ 

กฎขอที่ 1 กฎการลดรูปของชองที่ชนกัน 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2i 3j 2i 3j 2i 3j 0

m n m n m n+
+ + =  

การชนกันของบิตที่แอ็กทิฟในตําแหนงที ่ ,m n  และมีบิตที่แอก็ทิฟอีกตวัในตําแหนงที ่
2,m n+  สามารถทําการลดรูปใหเปนศูนยได จะทําการแสดงในรูปแบบของตารางไดดังรูปที ่ 3.2 

 
รูปที่ 3.2 กฎการลดรูปของชองที่ซอนทับกันในระบบควอเทอรเนียนฐานคู 

 

( )3j
n  

( ) 1
3j

n+  

... ... 

... 

... 

( )2i
m  ( ) 1

2i
m+  ( ) 2

2i
m+  ... 

... 

... 

( )2i
m( ) 1

2i
m+( ) 2

2i
m+  

( )3j
n  

( ) 1
3j

n+

... 
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กฎขอที่ 2 กฎการเปลี่ยนรูปของชองที่ชนกัน 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 4
2i 3j 2i 3j 2i 3j 2i 3j

m n m n m n m n+ +
+ = +  

ในการชนกันของบิตที่แอ็กทิฟสองตัวในตําแหนงที่ ,m n  จะทําการเปลี่ยนรูปใหอยูใน
ตําแหนงที่ 2,m n+  และ 4,m n+  

 
รูปที่ 3.3 กฎการเปลี่ยนรูปของชองที่ซอนทับกันในระบบควอเทอรเนยีนฐานคู 

 
ทฤษฎีบทท่ี 3.2 การบวกกันของสองเวกเตอรในระบบควอเทอรเนียนฐานคู สามารถทําไดโดยการ
ซอนทับกันของตาราง โดยหากเกิดการซอนทับกันของตารางก็จะใชกฎในการลดรูปและเปลี่ยนรูป
ของบิตที่ซอนทับกัน 
 
พิสูจน กําหนดใหเวกเตอรสองเวกเตอรมีคาดังนี้ i j kV a b c d= + + +  และ i j kW e f g h= + + +  
โดยที่ , , , , , ,a b c d e f g  และ h  เปนจํานวนจริง โดยสามารถแทนคาในระบบควอเทอรเนยีนฐานคู 
โดยที่ชุดตวัเลขเปนดังนี ้ ,m n  เปนจํานวนเต็มคู { }, 0,1m nd ∈ , m  เปนจํานวนเต็มคี่ และ n เปน

จํานวนเต็มคู ,
10,
2m nd ⎧ ⎫∈⎨ ⎬

⎩ ⎭
, m เปนจํานวนเต็มคู และ n  เปนจํานวนเต็มคี่ ,

10,
3m nd ⎧ ⎫

∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

 และ 

,m n  เปนจํานวนเตม็คี่ ,
10,
6m nd ⎧ ⎫

∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

 ไดดังนี ้

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

, 1,
, 1,

1 1 1

, 1 1, 1
, 1 1, 1

1

, 1,
, 1,

1 1 1

, 1 1, 1
, 1 1, 1

2i 3j 2i 3j

      2i 3j 2i 3j

2i 3j 2i 3j

       2i 3j 2i 3j

m n m n

m n m n
m n m n

m n m n

m n m n
m n m n

m n m n

m n m n
m n m n

m n m n

m n m n
m n m n

V v v

v v

W w w

w w

+

+
+

+ + +

+ + +
+ + +

+

+
+

+ + +

+ + +
+ + +

= + +

+

= + +

+

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

 

ให Q V W= +  และ d v w= +  โดยที่ ,m n เปนจํานวนคู ดังนั้น Q  สามารถแทนคาไดดังนี้ 

( )3j
n  

( ) 1
3j

n+  

... ... 

... 

... 

( )2i
m  ( ) 1

2i
m+  ( ) 2

2i
m+  ... 

... 

... 

( )2i
m  ( ) 1

2i
m+  ( ) 2

2i
m+  

( )3j
n  

( ) 1
3j

n+  

( ) 3
2i

m+  ( ) 4
2i

m+  
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

, 1,
, 1,

1 1 1

, 1 1, 1
, 1 1, 1

2i 3j 2i 3j

     2i 3j 2i 3j

m n m n

m n m n
m n m n

m n m n

m n m n
m n m n

Q d d

d d

+

+
+

+ + +

+ + +
+ + +

= + +

+

∑ ∑

∑ ∑
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

, 1,
, 1,

1 1 1

, 1 1, 1
, 1 1, 1

   2i 3j 2i 3j

      2i 3j 2i 3j

m n m n

m n m n
m n m n

m n m n

m n m n
m n m n

Q V W

v w v w

v w v w

+

+
+

+ + +

+ + +
+ + +

= +

= + + + +

+ + +

∑ ∑

∑ ∑

 

ในกรณีที่ไมมีบิตที่แอ็กทิฟซอนทับกัน 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

, 1,
, 1,

1 1 1

, 1 1, 1
, 1 1, 1

2i 3j 2i 3j

      2i 3j 2i 3j

m n m n

m n m n
m n m n

m n m n

m n m n
m n m n

Q d d

d d

+

+
+

+ + +

+ + +
+ + +

= + +

+

∑ ∑

∑ ∑
 

ในกรณีที่เกิดบิตที่แอ็กทิฟซอนทับกัน ใหทําการพิจารณาจากความสัมพันธดังกฎขอท่ี 1 และกฎขอ
ที่ 2 ซ่ึงถาทําการเปลี่ยนรูปแลวเกิดการชนกันอีกครั้งก็จะทําการพิจารณาจากกฎขอท่ี 1 และกฎขอที่ 
2 ตอไปเรื่อยๆ จนกระทั่งไมเกิดการชนกันของบิตที่แอ็กทิฟ 

 

 
ในระบบควอเทอรเนียนฐานคูนั้น สามารถที่จะทําการลดจํานวนบิติที่แอ็กทิฟได เพื่อ

ลดโอกาสการที่จะเกิดบิตที่แอ็กทิฟซอนทับกัน ซ่ึงเราจะนิยามดังนี้ 
 
นิยามที่ 3.2 รูปแบบควอเทอรเนียนฐานคูแบบพรอมบวก (Addition ready double-base quaternion 
representation :ADBQR) คือ รูปแบบแสดงคาในระบบควอเทอรเนียนฐานคูที่ไมมีตําแหนงที่มีคา
ในตําแหนงที่ ,m n  และ , 2m n +  สําหรับจํานวนเต็ม m  และ n  

รูปแบบควอเทอรเนียนฐานคูแบบพรอมบวกเปนรูปแบบ เปนรูปแบบที่กําหนดขึ้นตาม
แนวคิดของการลดจํานวนของบิตที่แอ็กทิฟ ซ่ึงจะสามารถเพิ่มความรวดเร็วในการคํานวณได โดย
รูปแบบควอเทอรเนียนฐานคูแบบพรอมบวกนี้สามารถคํานวณไดจากรูปแบบควอเทอรเนียนฐานคู 
โดยใชกฎการลดหลัก ดังตอไปนี้ 

กฎขอที่ 3 กฎการลดหลัก 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2i 3j 2i 3j 2i 3j

m n m n m n+ +
+ =  
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กฎการลดของหลักในระบบควอเทอรเนียนฐานคูเพื่อใหไมมีบิตที่แอ็กทิฟในตําแหนง
ที่ ,m n  และ , 2m n +  สามารถแสดงใหเห็นในรูปแบบของตารางสองมิติไดดังรูปที่ 3.4 

 
รูปที่ 3.4 กฎการลดหลักของระบบควอเทอรเนียนฐานคู 

 
ตัวอยางที่ 3.4 การบวกกันระหวางเวกเตอรสองเวกเตอร 1 1 3i 2 j 6kV = − − +  และ 

2 1 3i 6j kV = − − + +  โดยท่ีชุดตัวเลขเปนดังนี้ ,m n  เปนจํานวนเต็มคู { }, 0,1m nd ∈ , m  เปน

จํานวนเต็มคี่ และ n เปนจํานวนเต็มคู ,
10,
2m nd ⎧ ⎫∈⎨ ⎬

⎩ ⎭
, m เปนจํานวนเต็มคู และ n  เปนจํานวนเต็ม

คี่ ,
10,
3m nd ⎧ ⎫

∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

 และ ,m n  เปนจํานวนเต็มคี่ ,
10,
6m nd ⎧ ⎫

∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

  

 
วิธีทํา ทําการแปลงคาของเวกเตอรทั้งสองโดยใชอัลกอริทึมเชิงละโมบทําใหอยูในรูปแบบของ
ระบบควอเทอรเนียนฐานคูจะไดคาดังสมการที่ 3.1 และ 3.2 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 2 2 1 3 3

1 2i 3j 2i 3j 2i 3j 2i 3jV = + + +  3.1 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 1 1 2 2 0 2 3

2 2i 3j 2i 3j 2i 3j 2i 3j 2i 3jV = + + + +  3.2 

สามารถแสดงคาของเวกเตอร 1V  และ 2V  ในรูปแบบตารางไดดังรูปที่3.5 

... ( )2i
m  ( ) 1

2i
m+  ( ) 2

2i
m+  

... 

( )3j
n  

( ) 1
3j

n+  

( ) 2
3j

n+  

... 

... ... ( )2
m

i  ( ) 1
2

m
i

+  ( ) 2
2

m
i

+  

... 

( )3j
n  

( ) 1
3j

n+  

( ) 2
3j

n+  

... 

... 
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รูปที่ 3.5 คาของ 1 1 3i 2 j 6kV = − − + และ 2 1 3i 6j kV = − − + +  

ในการบวกกันจะทําการซอนทับตารางของเวกเตอร 1V  และ 2V  โดยผลลัพธที่ไดจาก
การบวกของเวกเตอรทั้งสองสามารถแสดงไดดังรูปที่ 3.6 (ก) และเมื่อทําการบวกกันแลวจะจัดให
อยูในรูปแบบพรอมบวกไดดังรูปที่ 3.6 (ข) 

 
รูปที่ 3.6 ผลลัพธของการบวกกันระหวาง 1V และ 2V  

จากผลบวกของสมการที่ 3.1 และ สมการที่ 3.2 จะไดผลลัพธดังตอไปนี้ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 3 2 3 3 4 1 5 2

1 2 2i 3j 2i 3j 2i 3j 2i 3j 2i 3jV V+ = + + + +  

 6i 4j 7k= − + +  
 

 
 
 
 

( )02i  ( )12i  ( )22i  ( )32i  

( )03j  

( )13j  

( )23j  

( )33j  

1 1 3i 2 j 6kV = − − +  

( )02i  ( )12i  ( )22i  ( )32i  

( )03j  

( )13j  

( )23j  

( )33j  

2 1 3i 6j kV = − − + +  

( )02i  ( )12i  ( )22i  ( )32i  

( )03j  

( )13j  

( )23j  

( )33j  

( )02i  ( )12i  ( )22i  ( )32i  

( )03j  

( )13j  

( )23j  

( )33j  

( )42i  ( )52i  

6i 4 j 7kV = − + +  
(ก) 

6i 4j 7kV = − + +  
(ข) 
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ทฤษฎีบทท่ี 3.3 รูปแบบควอเทอรเนียนฐานคูพรอมบวก สามารถคํานวณไดโดยใชกฎทั้งสามขอ 
 
พิสูจน จากรูปแบบการแทนคาในระบบควอเทอรเนียนฐานคูใดๆ ที่ไมอยูในรูปแบบควอเทอรเนียน
ฐานคูแบบพรอมบวก จะพจิารณาตามหลกัโดยเริ่มจากจากซายไปขวา ถาเกิดกรณีทีม่ีบิตที่แอ็กทิฟ 
ซอนทับกันในตําแหนงที ่ ,m n  และมีบิตที่แอ็กทิฟในตําแหนงที่ , 2m n +  จะทําการลดรูปใหมีคา
เทากับศูนยโดยใชกฎขอที่ 1 หรือเกิดกรณทีี่มีบิตที่แอ็กทฟิซอนทับกันในตําแหนงที่ ,m n  โดยที่ไม
มีบิตที่แอ็กทิฟในตําแหนงที ่ , 2m n +  ก็จะทําการเปลี่ยนรูปใหมีบิตที่แอ็กทิฟอยูในตําแหนงที ่

2,m n+  และ 4,m n+  โดยใชกฎขอที่ 2 หรือในกรณีทีม่ีบิตที่แอ็กทิฟในตําแหนงที ่ ,m n  
และ , 2m n +  ก็จะทําการเปลี่ยนรูปใหมีบิตที่แอ็กทฟิอยูในตําแหนงที่ 2,m n+  ก็จะใชกฎขอที่ 3 
ซ่ึงหากทําการเปลี่ยนตําแหนงของบิตที่แอ็กทิฟแลวเกิดการซอนทับกันอีก จะทําการลดรูปหรือ
เปล่ียนรูปตอไปเรื่อยๆตามกฎขอที่ 1 กฎขอที่ 2 และกฎขอที่ 3 จนกวาจะไมมีบิตทีแ่อ็กทิฟเกิดขึน้
ในลักษณะดังกลาว 

 

 
ตัวอยางที่ 3.5 คา V ในระบบควอเทอรเนยีนฐานคูมีคาดังนี ้

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0 2 0

1 1 2 1 2 2

1 2 1 2 2 3 3 3

2i 3j 2i 3j 2i 3j

      2i 3j 2i 3j 2i 3j

      2i 3j 2i 3j 2i 3j 2i 3j

V = + + +

+ + +

+ + +

 

สามารถแสดงคาของ V ไดดังรูปที่ 3.7 โดยแปลงใหอยูในรูปแบบควอเทอรเนียนฐานคูพรอมบวก
โดยใชทฤษฎบีทที่3.3 

 
รูปที่ 3.7 แสดงคาของ V  ในระบบควอเทอรเนียนฐานคู 

 

( )02i  ( )12i  ( )22i  ( )32i  

( )03j  

( )13j  

( )23j  

( )33j  
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วิธีทํา ทําการพิจารณาตามกฎทั้ง 3 ขอ เพื่อทําใหอยูในรูปแบบควอเทอรเนียนฐานคูพรอมบวกได
ดังนี ้เร่ิมพิจารณาตามหลักจากซายไปขวา 
ใชกฎขอที่ 1 ในการลดรูป  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 2 0
2i 3j 2i 3j 2i 3j 0+ + =  

ใชกฎขอที่ 2 ในการลดรูป  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 3 2 5 2
2i 3j 2i 3j 2i 3j 2i 3j+ = +  

ใชกฎขอที่ 3 ในการลดรูป  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 3 4 1
2i 3j 2i 3j 2i 3j+ =  

คาของ V  ที่อยูในรูปแบบของรูปแบบของควอเทอรเนยีนฐานคูพรอมบวกแสดงไดดังรูปที่ 3.8  

 
รูปที่ 3.8 แสดงคาของ V  ที่อยูในรูปแบบควอเทอรเนียนฐานคูพรอมบวก 

สามารถเขียนใหอยูในสมการไดดังนี ้

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 4 1 3 2

5 2 1 2 3 3

2i 3j 2i 3j 2i 3j

      2i 3j 2i 3j 2i 3j

V = + + +

+ +
 

 

 

3.5 การลบในระบบควอเทอรเนียนฐานคู 

การลบในระบบควอเทอรเนียนฐานคูจะทําการกลับเครื่องหมายของตัวที่จะนํามาลบ
ตามทฤษฎีบทที่ 3.4 และทําเชนเดียวกับการบวกในระบบควอเทอรเนียนฐานคู คือ การทําการ
ซอนทับกันของตารางทั้งสองตารางที่เปนตัวตั้งและตัวบวก ในการกลับเครื่องหมาย (inverse) ของ
คาที่จะนําการลบกันนั้นทําไดโดยใชกฎในการกลับเครื่องหมายดังนี้ 

( )02i  ( )12i  ( )22i  ( )32i  

( )03j  

( )13j  

( )23j  

( )33j  

( )42i  ( )52i  
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กฎขอที่ 4 กฎในการกลับเครื่องหมาย 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2i 3j        2i 3j  + 2i 3j  

m n m n m n
a a

+
= − =  

ในการกลับเครื่องหมายของบิตที่แอ็กทิฟในตําแหนงที่ ,m n  ทําไดโดยเพิ่มบิตที่
แอ็กทิฟ อีกหนึ่งตัวในตําแหนงที่ 2,m n+  จะแสดงดังรูปที่ 3.9 

 
รูปที่ 3.9 แสดงคาของ a  และ a−  

 
ทฤษฎีบทท่ี 3.4 การกลับเครื่องหมายของคาที่จะนํามาทําการลบกัน ทําไดโดยพิจารณาบิตที่แอ็กทิฟ 
แลวทําการเพิ่มบิตทางขวามือที่ถัดไปสองตําแหนงของบิตที่แอ็กทิฟ 
 

พิสูจน กําหนดใหเวกเตอรในระบบควอเทอรเนียนฐานคูมีคาดังนี้ ( ) ( ),
0

2i 3j
m s t

s t
s

V d
=

= ∑  จะ

สามารถทําการหาคาของ V−  ไดดังนี้ 

( ) ( ),
0

2i 3j
m s t

s t
s

V d
=

= ∑  

โดยที่คาของ ( )V V= − −  

( ) ( ),
0

2i 3j
m s t

s t
s

V d
=

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

คาของ V−  จะมีคาเทากับ ( ) ( ),
0

2i 3j
m s t

s t
s

V d
=

− = −∑  

a a−  

... ( )2
m

i  ( ) 1
2

m
i

+  

... 

( )3j
n  

( ) 1
3j

n+  

... 

... 

( ) 2
2

m
i

+  ... ( )2i
m  ( ) 1

2i
m+  

... 

( )3j
n  

( ) 1
3j

n+  

... 

... ( ) 2
2i

m+  
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( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

,
0

,
0

0 0 2 0

,
0

2

,
0

2

, ,
0 0

1 2i 3j

     1 2 2i 3j

     2i 3j 2i 3j 2i 3j

     2i 3j 2i 3j

     2i 3j 2i 3j

m s t

s t
s

m s t

s t
s

m s t

s t
s

m s t s t

s t
s

m ms t s t

s t s t
s s

V d

d

d

d

d d

=

=

=

+

=

+

= =

⎛ ⎞
− = − − ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

= − + − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞= − + ×⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞= − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞

= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑

∑

∑

∑ ∑

 

ดังนั้นคาของ V−  สามารถแทนคาไดดวย 

( ) ( ) ( ) ( )2

, ,
0 0

2i 3j 2i 3j
m ms t s t

s t s t
s s

V d d
+

= =

− = +∑ ∑  
 

 

ในการลบกันจะทําการกลับเครื่องหมายของตัวที่จะนํามาลบและทําการซอนทับตาราง 
โดยถาเกิดกรณีที่บิตที่แอ็กทิฟซอนทับกัหรือไมอยูในรูปแบบควอเทอรเนียนฐานคูพรอมบวกก็จะ
ทําการพิจารณาตามกฎขอที่ 1 กฎขอที่ 2 และกฎขอที่ 3 
 
ตัวอยางที่ 3.5 การลบกันระหวางเวกเตอรสองเวกเตอร 1 1 3i 2 j 6kV = − − +  และ 

2 1 3i 6j kV = − − + +  โดยท่ีชุดตัวเลขเปนดังนี้ ,m n  เปนจํานวนเต็มคู { }, 0,1m nd ∈ , m  เปน

จํานวนเต็มคี่ และ n เปนจํานวนเต็มคู ,
10,
2m nd ⎧ ⎫∈⎨ ⎬

⎩ ⎭
, m เปนจํานวนเต็มคู และ n  เปนจํานวนเต็ม

คี่ ,
10,
3m nd ⎧ ⎫

∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

 และ ,m n  เปนจํานวนเต็มคี่ ,
10,
6m nd ⎧ ⎫

∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

  

 
วิธีทํา ทําการแปลงคาของเวกเตอรทั้งสองโดยใชอัลกอริทึมเชิงละโมบทําใหอยูในรูปแบบของ
ระบบควอเทอรเนียนฐานคูจะไดคาดังสมการที่ 3.3 และ 3.4 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 2 2 1 3 3

1 2i 3j 2i 3j 2i 3j 2i 3jV = + + +  3.3 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 1 1 2 2 0 2 3

2 2i 3j 2i 3j 2i 3j 2i 3j 2i 3jV = + + + +  3.4 

สามารถแสดงคาของเวกเตอร 1V  และ 2V  ในรูปแบบตารางไดดังรูปที่3.5 
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รูปที่ 3.10 คาของ 1 1 3i 2 j 6kV = − − + และ 2 1 3i 6j kV = − − + +  

ทําการกลับเครื่องหมายของ 2 1 3i 6j kV = − − + +  โดยใชกฎขอที่ 4  แลวพิจารณาวา
ถามีการซอนทับกันของบิตที่แอ็กทิฟก็จะพิจารณาตามกฎขอที่ 1 และกฎขอที่ 2 จะแสดงดังรูปที่ 
3.11  

 
รูปที่ 3.11 คาของ 2 1 3i 6j kV− = − − + +  

( )02i  ( )12i  ( )22i  ( )32i  

( )03j  

( )13j  

( )23j  

( )33j  

1 1 3i 2 j 6kV = − − +  

( )02i  ( )12i  ( )22i  ( )32i  

( )03j  

( )13j  

( )23j  

( )33j  

2 1 3i 6j kV = − − + +  

( )02i  ( )12i  ( )22i  ( )32i  

( )03j  

( )13j  

( )23j  

( )33j  

2 1 3i 6j kV− = + − −  

( )42i  

( )02i  ( )12i  ( )22i  ( )32i  

( )03j  

( )13j  

( )23j  

( )33j  

2 1 3i 6j kV− = + − −  

( )42i  
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เมื่อทําการกลับคาของเครื่องหมายแลวจะทําการซอนทับกันของตารางที่เปนตัวตั้งและ
ตารางที่ทําการกลับเครื่องหมายจะไดดังรูปที่ 3.12 (ก) แลวจัดใหอยูในรูปแบบของควอเทอรเนียน
ฐานคูพรอมบวก จะแสดงไดดังรูปที่ 3.12 (ข) 

 
รูปที่ 3.12 ผลลัพธของการลบกันระหวาง 1V และ 2V  

จากผลลบของสมการที่ 3.3 และ สมการที่ 3.4 จะไดผลลัพธดังตอไปนี้ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 0 3 2

1 2

4 0 4 1 5 1 6 1

2i 3j 2i 3j 2i 3j

              2i 3j 2i 3j 2i 3j 2i 3j

V V− = + + +

+ + +
 

 2 8j 5k= − +  
 

 

3.6 การคูณในระบบควอเทอรเนียนฐานคู 

การคูณในระบบควอเทอรเนียนแตกตางจากการคูณในระบบจํานวนฐานคูทั่วไป 
เนื่องจากการคูณในระบบเวกเตอรไมมีคุณสมบัติการสลับที่ ดังนั้นตองพิจารณาที่ตัวตั้ง โดยจะทํา
การกระจายตัวตั้งไปคูณกับตัวคูณ แลวนําคาที่ไดมารวมกัน ซ่ึงก็คือการเล่ือนตําแหนงของตัวคูณไป
ตามตําแหนงของตัวตั้ง แลวทําการสลับตําแหนงโดยพิจารณาจากตัวตั้ง แลวนําผลลัพธที่ไดทั้งหมด
จากการเลื่อนตําแหนงมารวมกัน พรอมทั้งแสดงวิธีการคูณดังในตัวอยางที่ 3.6 

การคูณกันของระบบควอเทอรเนียนฐานคูนั้นทําไดโดยการเลื่อนตําแหนงของตัวคูณ
ไปตามตัวตั้งเหมือนระบบจํานวนแบบฐานคู แตในการเลื่อนนั้นเราจะไมเล่ือนไปทีละชอง แตจะทํา
การเลื่อนทั้งกลุมที่เปนมิติท่ีแตกตางกันดังแสดงในเห็นในรูปที่ 3.13 วาทําการเล่ือนทั้งชุดที่เปน

( )02i  ( )12i  ( )22i  ( )32i  

( )03j  

( )13j  

( )23j  

( )33j  

( )42i  ( )52i  

2 8j 5kV = − +  
(ก) 

2 8j 5kV = − +  
(ข) 

( )02i  ( )22i  ( )32i  

( )03j  

( )13j  

( )23j  

( )33j  

( )42i  ( )62i  ( )12i  
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กรอบสีแดง ถาตัวคูณอยูในตําแหนงในในกรอบสีแดงในรูปที่ 3.13(ก) และตัวตั้งอยูในตําแหนง
ใดๆ ในกรอบสีแดงดังรูป 3.13 (ข)  จะเลื่อนกรอบสีแดงจากรูปที่ 3.13 (ก)ไปเปนรูปที่ 3.13 (ข) ซ่ึง 

 
รูปที่ 3.13 แสดงการเลื่อนในระบบควอเทอรเนียนฐานคู 

เมื่อทําการเลื่อนตําแหนงแลว จะใชกรอบที่เล่ือนไปเปนตําแหนงอางองิ โดยขึ้นอยูกับ
ตัวตั้งวาเปนมิติใด จะแบงเปนสี่กรณี 

กรณีที่ 1 ถาหากตัวตั้งเปนคาของมิติจํานวนเต็ม (a) 

ทําการเลื่อนตัวคูณไปตามตําแหนงของตัวตั้ง บิตที่แอ็กทิฟอยูที่ตําแหนงใด ตําแหนงนั้นจะ
เปนคาของผลลัพธ โดยจะแสดงไดดังรูปที่ 3.14 

 
รูปที่ 3.14 แสดงผลลัพธของการเลื่อนของตัวคูณเมื่อตวัตั้งเปนจาํนวนเต็ม (a) 

×
 

( )02i ( )12i ( )22i ( )32i ( )42i ( )52i

( )33 j

( )43 j

( )53 j

( )03 j

( )23 j

( )13 j

( )33 j

( )43 j

( )53 j

( )03 j

( )23 j

( )13 j

( )02i ( )12i ( )22i ( )32i ( )42i ( )52i

( )02i ( )12i ( )22i ( )32i ( )42i ( )52i

( )33 j

( )43 j

( )53 j

( )03 j

( )23 j

( )13 j

( )02i  ( )22i  ( )32i  

1 i -2 -2i 

j k -2j -2k 

-3 -3i 6 6i 

-3j -3k 6j 6k 

( )03j  

( )13j  

( )23j  

( )33j  

( )12i  ( )02i  ( )22i  ( )32i  

1 i -2 -2i 

j k -2j -2k 

-3 -3i 6 6i 

-3j -3k 6j 6k 

( )03j  

( )13j  

( )23j  

( )33j  

( )12i  

(ก) (ข) 
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กรณีที่ 2 ถาตัวตั้งเปน i 

ผลลัพธที่ได คือ จะทําการเลื่อนตัวคูณไปตามตําแหนงของตัวตั้ง แลวพิจารณาที่
ตําแหนงที่มีบิตที่แอ็กทิฟหลังจากเลื่อนตําแหนงไป 

กรณีที่ 2.1หากมีบิตที่แอ็กทิฟอยูในตําแหนงที่ m เปนจํานวนเต็มคู ผลลัพธที่ได คือ 
เปล่ียนตําแหนงบิตที่แอ็กทิฟไปทางขวา โดยจะแสดงไดดังรูปที่ 3.15 

กรณีที่ 2.2 หากมีบิตที่แอ็กทิฟอยูในตําแหนงที่ m เปนจํานวนเต็มคี่ ผลลัพธที่ได คือ 
เปล่ียนตําแหนงบิตที่แอ็กทิฟไปทางซาย แลวเพิ่มบิตที่แอ็กทิฟในตําแหนงถัดไป 2 ตําแหนง โดยจะ
แสดงไดดังรูปที่ 3.16 

 

รูปที่ 3.15 ผลลัพธการคูณเมือ่ตัวตั้งเปนเวกเตอร i และมบีิตที่แอ็กทิฟเปนดังกรณีที่ 2.1 

 

 

 

×  

( )02i ( )12i ( )22i ( )32i ( )42i ( )52i

( )33 j

( )43 j

( )53 j

( )03 j

( )23 j

( )13 j

( )33 j

( )43 j

( )53 j

( )03 j

( )23 j

( )13 j

( )02i ( )12i ( )22i ( )32i ( )42i ( )52i

( )02i ( )12i ( )22i ( )32i ( )42i ( )52i

( )33 j

( )43 j

( )53 j

( )03 j

( )23 j

( )13 j
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รูปที่ 3.16 ผลลัพธการคูณเมือ่ตัวตั้งเปนเวกเตอร i และมบีิตที่แอ็กทิฟเปนดังกรณีที่ 2.2 

 

กรณีที่ 3 ถาตัวตั้งเปน j 

ผลลัพธที่ได คือ จะทําการเลื่อนตัวคูณไปตามตําแหนงของตัวตั้ง แลวพิจารณาที่
ตําแหนงที่มีบิตที่แอ็กทิฟหลังจากเลื่อนตําแหนงไป 

กรณีที่ 3.1 หากมีบิตที่แอ็กทิฟอยูในตําแหนงที่ m,n เปนจํานวนเต็มคู หรือ m,n เปน
จํานวนเต็มคี่ ผลลัพธที่ได คือ เปล่ียนตําแหนงบิตที่แอ็กทิฟบน-ลาง โดยจะแสดงไดดังรูปที่ 3.17 

กรณีที่ 3.2 หากมีบิตที่แอ็กทิฟอยูในตําแหนงที่ m เปนจํานวนเต็มคี่, n  เปนจํานวนเต็ม
คู หรือ m เปนจํานวนเต็มคู, n  เปนจํานวนเต็มคี่ ผลลัพธที่ได คือ เปลี่ยนตําแหนงบิตที่แอ็กทิฟบน-
ลาง แลวเพิ่มบิตที่แอ็กทิฟในตําแหนงถัดไป 2 ตําแหนง โดยจะแสดงไดดังรูปที่ 3.18 

×  

( )02i ( )12i ( )22i ( )32i ( )42i ( )52i

( )33 j

( )43 j

( )53 j

( )03 j

( )23 j

( )13 j

( )33 j

( )43 j

( )53 j

( )03 j

( )23 j

( )13 j

( )02i ( )12i ( )22i ( )32i ( )42i ( )52i

( )02i ( )12i ( )22i ( )32i ( )42i ( )52i

( )33 j

( )43 j

( )53 j

( )03 j

( )23 j

( )13 j
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รูปที่ 3.17 ผลลัพธการคูณเมือ่ตัวตั้งเปนเวกเตอร j และมบีิตที่แอ็กทิฟเปนดังกรณีที่ 3.1 

 
รูปที่ 3.18 ผลลัพธการคูณเมือ่ตัวตั้งเปนเวกเตอร j และมบีิตที่แอ็กทิฟเปนดังกรณีที่ 3.2 

×  

( )02i ( )12i ( )22i ( )32i ( )42i ( )52i

( )33 j

( )43 j

( )53 j

( )03 j

( )23 j

( )13 j

( )33 j

( )43 j

( )53 j

( )03 j

( )23 j

( )13 j

( )02i ( )12i ( )22i ( )32i ( )42i ( )52i

( )02i ( )12i ( )22i ( )32i ( )42i ( )52i

( )33 j

( )43 j

( )53 j

( )03 j

( )23 j

( )13 j

( )02i ( )12i ( )22i ( )32i ( )42i ( )52i

( )33 j

( )43 j

( )53 j

( )03 j

( )23 j

( )13 j

×  

( )02i ( )12i ( )22i ( )32i ( )42i ( )52i

( )33 j

( )43 j

( )53 j

( )03 j

( )23 j

( )13 j

( )02i ( )12i ( )22i ( )32i ( )42i ( )52i

( )33 j

( )43 j

( )53 j

( )03 j

( )23 j

( )13 j
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กรณีที่ 4 ถาตัวตั้งเปน k 

ผลลัพธที่ได คือ จะทําการเลื่อนตัวคูณไปตามตําแหนงของตัวตั้ง แลวพิจารณาที่
ตําแหนงที่มีบิตที่แอ็กทิฟหลังจากเลื่อนตําแหนงไป 

กรณีที่ 4.1 หากมีบิตที่แอ็กทิฟตําแหนงที่ n  เปนจํานวนเต็มคู ผลลัพธที่ได คือ เปลี่ยน
ตําแหนงบิตที่แอ็กทิฟไปทิศทางทแยงมุม โดยจะแสดงไดดังรูปที่ 3.19 

กรณีที่ 4.2 หากมีบิตที่แอ็กทิฟอยูในตําแหนงที่ n เปนจํานวนเต็มคี่ ผลลัพธที่ได คือ 
เปล่ียนตําแหนงบิตที่แอ็กทิฟไปทิศทางทแยงมุม แลวเพิ่มบิตที่แอ็กทิฟในตําแหนงถัดไป 2 ตําแหนง 
โดยจะแสดงไดดังรูปที่ 3.20 

 

 
รูปที่ 3.19 ผลลัพธการคูณเมือ่ตัวตั้งเปนเวกเตอร k และมีบิตที่แอ็กทิฟเปนดังกรณีที่ 4.1 

( )02i ( )12i ( )22i ( )32i ( )42i ( )52i

      
      

 
 

 
 

 
 

 
     

    

    
    

( )33j

( )43j

( )53j

( )03j

( )23j

( )13j

×

( )02i ( )12i ( )22i ( )32i ( )42i ( )52i

      
      

 
 

 
 

 
 

 
     

    

    
    

( )33j

( )43j

( )53j

( )03j

( )23j

( )13j

( )02i ( )12i ( )22i ( )32i ( )42i ( )52i
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รูปที่ 3.20 ผลลัพธการคูณเมือ่ตัวตั้งเปนเวกเตอร k และมีบิตที่แอ็กทิฟเปนดังกรณีที่ 4.2 

 
ตัวอยางที่  3.6 การคูณกันระหวางเวกเตอรสองเวกเตอร  1 1 3i 2 j kV = − − +  และ 

2 1 i 2 j 3kV = + − −  โดยที่ชุดตัวเลขเปนดังนี้ ,m n  เปนจํานวนเต็มคู { }, 0,1m nd ∈ , m  เปน

จํานวนเต็มคี่ และ n เปนจํานวนเต็มคู ,
10,
2m nd ⎧ ⎫∈⎨ ⎬

⎩ ⎭
, m เปนจํานวนเต็มคู และ n  เปนจํานวนเต็ม

คี่ ,
10,
3m nd ⎧ ⎫

∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

 และ ,m n  เปนจํานวนเต็มคี่ ,
10,
6m nd ⎧ ⎫

∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

  

 
วิธีทํา ทําการแปลงคาของเวกเตอรทั้งสองโดยใชอัลกอริทึมเชิงละโมบทําใหอยูในรูปแบบของ
ระบบควอเทอรเนียนฐานคูจะไดคาสมการที่ 3.5 และ 3.6 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 1 1 2 2 1

1 2i 3j 2i 3j 2i 3j 2i 3jV = + + +  3.5 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 0 1 3 2 1

2 2i 3j 2i 3j 2i 3j 2i 3jV = + + +  3.6 

สามารถแสดงคาของเวกเตอร 1V  และ 2V  ในรูปแบบตารางไดดังรูปที่ 3.21 

( )02i ( )12i ( )22i ( )32i ( )42i ( )52i

      
      

 
 

 
 

 
 

 
     

    

    
    

( )33j

( )43j

( )53j

( )03j

( )23j

( )13j

×  
( )02i ( )12i ( )22i ( )32i ( )42i ( )52i

      
      

 
 

 
 

 
 

 
     

    

    
    

( )33j

( )43j

( )53j

( )03j

( )23j

( )13j

( )02i ( )12i ( )22i ( )32i ( )42i ( )52i

      
      

 
 

 
 

 
 

 
     

    

    
    

( )33j

( )43j

( )53j

( )03j

( )23j

( )13j
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รูปที่ 3.21 การคูณกันระหวาง 1V และ 2V  

ทําการพิจารณาที่ตัวตั้งและเลื่อนตําแหนงของตัวคูณไปตามตัวตั้ง ผลลัพธที่ไดจากการ
คูณแสดงไดดังรูปที่ 3.21 และเมื่อจัดใหอยูในรูปแบบพรอมบวกแลวจะแสดงดังรูปที่ 3.22 

 

( )02i  ( )12i  ( )22i  ( )32i  

( )03j  

( )13j  

( )23j  

( )33j  

( )02i  ( )12i  ( )22i  ( )32i  

( )03j  

( )13j  

( )23j  

( )33j  

×  

( )02i  ( )12i  ( )22i  ( )32i  

( )03j

( )13j

( )23j

( )33j

( )02i  ( )12i  ( )22i  ( )32i  

( )03j  

( )13j  

( )23j  

( )33j  

( )42i  ( )52i  

( )02i  ( )12i  ( )22i  ( )32i  

( )03j

( )13j

( )23j

( )33j

( )02i  ( )12i  ( )22i  ( )32i  

( )03j  

( )13j  

( )23j  

( )33j  

( )42i  ( )52i  ( )62i  

( )43j  

( )53j  
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รูปที่ 3.22 ผลลัพธในรูปแบบพรอมบวกของการคูณกันระหวาง 1V และ 2V  

 
จากผลคูณของสมการที่ 3.5 และ สมการที่ 3.6 จะไดผลลัพธดังตอไปนี้ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 1 0 5 2 2

1 2

2 5 3 2 3 3 4 0

4 1 6 0 6 1

2i 3j 2i 3j 2i 3j 2i 3j

              2i 3j 2i 3j 2i 3j 2i 3j

              2i 3j 2i 3j 2i 3j

V V× = + + + +

+ + + +

+ +

 

 3 6i 12j 6k= + − +  
 

 

( )02i  

( )03j  

( )13j  

( )23j  

( )33j  

( )12i  ( )22i  ( )32i  ( )42i  ( )52i  ( )62i  ( )72i  

( )43j  

( )53j  



 

บทที่ 4 
 

วิเคราะหเวกเตอรที่ใชเปนฐานในระบบควอเทอรเนียนฐานคู 
 

ฐานที่ใชในระบบควอเทอรเนียนฐานคู คือ ( ) ( )2i 3j
m n

 จะเห็นไดวาเวกเตอรที่ใช

เปนฐาน คือ เวกเตอร i และ j เราจะทําการพิจารณาโดยการเปลี่ยนเวกเตอรที่ใชเปนฐานจาก i และ j 
เปนเวกเตอรตัวอ่ืนๆ ซ่ึงการเปลี่ยนเวกเตอรที่ใชเปนฐานสามารถแบงไดเปน 5 กรณี ไดแก j และ k, 
k และ i, j และ i, i และ k และ k และ j โดยจะทําการแสดงไดดังตอไปนี้ 

4.1 การใชเวกเตอร j และ k เปนฐาน 

รูปแบบแทนเวกเตอรในระบบควอเทอรเนียนฐานคู โดยการใชเวกเตอร j และ k เปน

ฐานสามารถเขียนได ดังนี้ ( ) ( ),
,

2 j 3k
m n

m n
m n

V d=∑  โดยที่มี ( ) ( )2j 3k
m n

 เปนฐาน และ

ชุดตัวเลขที่ใชเปนดังตอไปนี้ 

กรณีที่ 1 m  เปนจํานวนเต็มคู และ n  เปนจํานวนเต็มคู ชุดตัวเลข { }, 0,1m nd ∈  

กรณีที่ 2 m  เปนจํานวนเต็มคี่ และ n  เปนจํานวนเต็มคู ชุดตัวเลข ,
10,
2m nd ⎧ ⎫∈⎨ ⎬

⎩ ⎭
 

กรณีที่ 3 m  เปนจํานวนเต็มคู และ n  เปนจํานวนเต็มคี่ ชุดตัวเลข ,
10,
3m nd ⎧ ⎫

∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

กรณีที่ 4 m  เปนจํานวนเต็มคี่ และ n  เปนจํานวนเต็มคี่ ชุดตัวเลข ,
10,
6m nd ⎧ ⎫

∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

การเปลี่ยนฐานที่ใชจากเวกเตอร i และ j เปนเวกเตอร j และ k สามารถแสดงในตาราง
สองมิติไดดังตารางที่ 4.1 

ตารางที่ 4.1 ตารางแสดงคาของแตละตําแหนงโดยใชฐาน ( ) ( )2j 3k
m n

 

 

( )02 j  ( )12 j  ( )22 j  ( )32 j  

1 j -2 -2j 

k i -2k -2i 

-3 -3j 6 6j 

-3k -3i 6k 6i 

( )03k  

( )13k  

( )2
3k  

( )33k  

… 

… 

… 

… 

… 

… … … … … … 
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4.2 การใชเวกเตอร k และ i เปนฐาน 

รูปแบบแทนเวกเตอรในระบบควอเทอรเนียนฐานคู โดยการใชเวกเตอร k และ i เปน

ฐานสามารถเขียนได ดังนี้ ( ) ( ),
,

2k 3i
m n

m n
m n

V d=∑  โดยที่มี ( ) ( )2k 3i
m n

 เปนฐาน และ

ชุดตัวเลขที่ใชเปนดังตอไปนี้ 

กรณีที่ 1 m  เปนจํานวนเต็มคู และ n  เปนจํานวนเต็มคู ชุดตัวเลข { }, 0,1m nd ∈  

กรณีที่ 2 m  เปนจํานวนเต็มคี่ และ n  เปนจํานวนเต็มคู ชุดตัวเลข ,
10,
2m nd ⎧ ⎫∈⎨ ⎬

⎩ ⎭
 

กรณีที่ 3 m  เปนจํานวนเต็มคู และ n  เปนจํานวนเต็มคี่ ชุดตัวเลข ,
10,
3m nd ⎧ ⎫

∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

กรณีที่ 4 m  เปนจํานวนเต็มคี่ และ n  เปนจํานวนเต็มคี่ ชุดตัวเลข ,
10,
6m nd ⎧ ⎫

∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

การเปลี่ยนฐานที่ใชจากเวกเตอร i และ j เปนเวกเตอร k และ i สามารถแสดงในตาราง
สองมิติไดดังตารางที่ 4.2 

ตารางที่ 4.2 ตารางแสดงคาของแตละตําแหนงโดยใชฐาน ( ) ( )2k 3i
m n

 

 

4.3 การใชเวกเตอร j และ i เปนฐาน 

รูปแบบแทนเวกเตอรในระบบควอเทอรเนียนฐานคู โดยการใชเวกเตอร j และ i เปน

ฐานสามารถเขียนได ดังนี้ ( ) ( ),
,

2 j 3i
m n

m n
m n

V d=∑  โดยที่มี ( ) ( )2j 3i
m n

 เปนฐาน และชุด

ตัวเลขที่ใชเปนดังตอไปนี้ 

( )02k  ( )12k  ( )22k  ( )32k  

1 k -2 -2k 

i j -2i -2j 

-3 -3k 6 6k 

-3i -3j 6i 6j 

( )03i  

( )13i  

( )23i  

( )33i  

… 

… 

… 

… 

… 

… … … … … … 



 43 

กรณีที่ 1 m  เปนจํานวนเต็มคู และ n  เปนจํานวนเต็มคู ชุดตัวเลข { }, 0,1m nd ∈  

กรณีที่ 2 m  เปนจํานวนเต็มคี่ และ n  เปนจํานวนเต็มคู ชุดตัวเลข ,
10,
2m nd ⎧ ⎫∈⎨ ⎬

⎩ ⎭
 

กรณีที่ 3 m  เปนจํานวนเต็มคู และ n  เปนจํานวนเต็มคี่ ชุดตัวเลข ,
10,
3m nd ⎧ ⎫

∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

กรณีที่ 4 m  เปนจํานวนเต็มคี่ และ n  เปนจํานวนเต็มคี่ ชุดตัวเลข ,
10,
6m nd ⎧ ⎫

∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

การเปลี่ยนฐานที่ใชจากเวกเตอร i และ j เปนเวกเตอร j และ i สามารถแสดงในตาราง
สองมิติไดดังตารางที่ 4.3 

ตารางที่ 4.3 ตารางแสดงคาของแตละตําแหนงโดยใชฐาน ( ) ( )2j 3i
m n

 

 

4.4 การใชเวกเตอร i และ k เปนฐาน 

รูปแบบแทนเวกเตอรในระบบควอเทอรเนียนฐานคู โดยการใชเวกเตอร i และ k เปน

ฐานสามารถเขียนได ดังนี้ ( ) ( ),
,

2i 3k
m n

m n
m n

V d=∑  โดยที่มี ( ) ( )2i 3k
m n

 เปนฐาน และ

ชุดตัวเลขที่ใชเปนดังตอไปนี้ 

กรณีที่ 1 m  เปนจํานวนเต็มคู และ n  เปนจํานวนเต็มคู ชุดตัวเลข { }, 0,1m nd ∈  

กรณีที่ 2 m  เปนจํานวนเต็มคี่ และ n  เปนจํานวนเต็มคู ชุดตัวเลข ,
10,
2m nd ⎧ ⎫∈⎨ ⎬

⎩ ⎭
 

กรณีที่ 3 m  เปนจํานวนเต็มคู และ n  เปนจํานวนเต็มคี่ ชุดตัวเลข ,
10,
3m nd ⎧ ⎫

∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

กรณีที่ 4 m  เปนจํานวนเต็มคี่ และ n  เปนจํานวนเต็มคี่ ชุดตัวเลข ,
10,
6m nd ⎧ ⎫

∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

( )02 j  ( )12 j  ( )22 j  ( )32 j  

1 j -2 -2j 
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การเปลี่ยนฐานที่ใชจากเวกเตอร i และ j เปนเวกเตอร i และ k สามารถแสดงในตาราง
สองมิติไดดังตารางที่ 4.4 

ตารางที่ 4.4 ตารางแสดงคาของแตละตําแหนงโดยใชฐาน ( ) ( )2i 3k
m n

 

 

4.5 การใชเวกเตอร k และ j เปนฐาน 

รูปแบบแทนเวกเตอรในระบบควอเทอรเนียนฐานคู โดยการใชเวกเตอร k และ j เปน

ฐานสามารถเขียนได ดังนี้ ( ) ( ),
,

2k 3j
m n

m n
m n

V d=∑  โดยที่มี ( ) ( )2k 3j
m n

 เปนฐาน และ

ชุดตัวเลขที่ใชเปนดังตอไปนี้ 

กรณีที่ 1 m  เปนจํานวนเต็มคู และ n  เปนจํานวนเต็มคู ชุดตัวเลข { }, 0,1m nd ∈  

กรณีที่ 2 m  เปนจํานวนเต็มคี่ และ n  เปนจํานวนเต็มคู ชุดตัวเลข ,
10,
2m nd ⎧ ⎫∈⎨ ⎬

⎩ ⎭
 

กรณีที่ 3 m  เปนจํานวนเต็มคู และ n  เปนจํานวนเต็มคี่ ชุดตัวเลข ,
10,
3m nd ⎧ ⎫

∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

กรณีที่ 4 m  เปนจํานวนเต็มคี่ และ n  เปนจํานวนเต็มคี่ ชุดตัวเลข ,
10,
6m nd ⎧ ⎫

∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

การเปลี่ยนฐานที่ใชจากเวกเตอร i และ j เปนเวกเตอร k และ j สามารถแสดงในตาราง
สองมิติไดดังตารางที่ 4.5 
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ตารางที่ 4.5 ตารางแสดงคาของแตละตําแหนงโดยใชฐาน ( ) ( )2k 3j
m n

 

 

4.6 สรุปผล 

จากทั้ง 5 กรณี เห็นไดวาสามารถแบงออกเปนสองกลุม คือ กลุมที่หนึ่ง คือ 4.1 และ4.2 
สวนกลุมที่สอง คือ 4.3, 4.4 และ4.5 ซ่ึงทั้งสองกลุมนี้มีความแตกตางกัน คือ คาที่อยูในตําแหนงที่ 

,m n  เปนจํานวนเต็มคี่ โดยในกลุมที่หนึ่ง คาของการแทนเวกเตอร ณ ตําแหนงที่ ,m n  เปนจํานวน
เต็มคี่ จะเริ่มตนดวยคาที่เปนบวกเชนเดียวกับการใชเวกเตอร i และ j เปนฐาน  สวนในกลุมที่สอง
นั้น คาของการแทนเวกเตอร ณ ตําแหนงที่ ,m n  เปนจํานวนเต็มคี่ จะเริ่มตนดวยคาที่เปนลบ สาเหตุ
ที่เปนเชนนี้ เพราะวาเวกเตอรไมมีคุณสมบัติของการสลับที่ ทําใหเมื่อทําการสลับตําแหนงของ
เวกเตอรทําใหคาที่ไดไมเทากัน ในการคูณกันของเวกเตอรจึงใชวิธีครอสกันของเวกเตอรที่มี
คุณสมบัติเปนไปตามกฎมือขวา ทําใหในตําแหนงที่ ,m n  เปนจํานวนเต็มคี่คาที่ไดจึงมีความ
แตกตางกัน 

จากการที่เปลี่ยนฐานเปนเวกเตอรตัวอ่ืนๆ นั้นไมมีความแตกตางกันโดยสิ้นเชิง ดังนั้น
จะเห็นไดวาการเปลี่ยนฐานที่ใชเปนเวกเตอรไมมีผลตอระบบควอเทอรเนียนฐานคู เพราะไมวาจะ
เปลี่ยนคาของเวกเตอรที่ใชเปนฐาน ชุดของตัวเลขที่ใชก็ยังเหมือนกัน การทําการคํานวณโดยการ
บวก การลบและการคูณในระบบควอเทอรเนียนฐานคู ก็ใชวิธีการเชนเดียวกัน ดังนั้นจะ เห็นไดวา
ใชฐานใดๆ 
 

( )02k  ( )12k  ( )22k  ( )32k  
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บทที่ 5 
 

สรุปผลการวิจัย 
 
5.1 สรุปผลการวิจัย 

จากที่มีการนําเสนอระบบจํานวนฐานคูของดิมิทรอฟ จูเล่ียน และมิลเลอร ซ่ึงเปน
ระบบที่มีความซ้ําซอน และการกระจายตัวสูง จึงไดนํามาประยุกตใชกับระบบเวกเตอรที่ยังใชการ
คํานวณดวยจํานวนจริง ซ่ึงใชจํานวนจริงหลายจํานวนในการแทนเวกเตอร ตอมาไดมีการพัฒนา
โดยแทนคารูปแบบของเวกเตอรดวยลําดับของตัวเลขเพียงชุดเดียว แตชุดตัวเลขประกอบดวยคา
หลายคาและยังติดอยูในรูปของเวกเตอร ทําใหใชบิตจํานวนมากกวาหนึ่งบิตในการเก็บคาของชุด
ตัวเลข ในวิทยานิพนธนี้จึงนําเสนอรูปแบบแทนเวกเตอรส่ีมิติโดยใชระบบควอเทอรเนียนฐานคู 
โดยที่ระบบควอเทอรเนียนฐานคูที่นําเสนอนี้จะทําการใชฐานอยูในรูปของเวกเตอรเพื่อใหชุดตวัเลข
ไมติดอยูในรูปของเวกเตอรเสมือนวาเปนการคํานวณคาของเวกเตอรโดยที่ไมไดเปนการคํานวณ
จากจํานวนจริงของแตละเวกเตอร ทําใหสามารถที่จะทําการคํานวณในแตละมิติไดพรอมกัน จึงได
นําใชเวกเตอรสองตัวมาประกอบกันเปนฐานโดยเวกเตอรที่ใชเปนฐาน คือ เวกเตอรตัวเดียวกับที่ใช
ในระบบเวกเตอรส่ีมิติ โดยที่สามารถที่จะใชเวกเตอรเพียงแค i และ j เปนฐานก็สามารถที่จะทําการ
คํานวณไดส่ีมิติ เนื่องจากวาการคลอสกันของเวกเตอร i และ j ทําใหเกิดเวกเตอร k ดังนั้นคาของ

เวกเตอรสามารถเขียนไดอยูในรูปของ ( ) ( ),
,

2i 3j
m n

m n
m n

d∑  โดยเวกเตอรแตละตัวจะใชเพียงแค

บิตเดียวในการเก็บชุดของตัวเลขประกอบดวยชุดตัวเลขมี 2 แบบ ซ่ึงในแตละเวกเตอรมีตัวเลขใน
ชุดตัวเลขที่แตกตางกัน ดังนี้ เวกเตอรในตําแหนงที่ ,m n  เปนจํานวนเต็มคู ชุดของตัวเลข
ประกอบดวย 0 และ 1 เวกเตอรในตําแหนงที่ m  เปนจํานวนเต็มคี่ n  เปนจํานวนเต็มคู ชุดของ

ตัวเลขประกอบดวย 0 และ 1
2

 เวกเตอรในตําแหนงที่ m  เปนจํานวนเต็มคู n  เปนจํานวนเต็มคี่ 

ชุดของตัวเลขประกอบดวย 0 และ 1
3

 เวกเตอรในตําแหนงที่ ,m n  เปนจํานวนเต็มคี่ ชุดของ

ตัวเลขประกอบดวย 0 และ 1
6

 จะเห็นไดวา สามารถใชจํานวนบิตหนึ่งบิตในการเก็บชุดของ

ตัวเลข โดย 0  เปรียบเสมือนเปนบิตที่ไมแอ็กทิฟ และในแตละเวกเตอรที่มีคา 1 11, ,
2 3

 และ 

1
6

 เปรียบเสมือนเปนบิตที่แอ็กทิฟ และการที่เราใชคา 1 1 1, ,
2 3 6

 เปนตัวเลขในชุดตัวเลข

ตางๆ เพราะวาจะทําใหตําแหนงนั้นๆ สามารถแทนคาใหอยูในรูปของจํานวนเต็ม โดยระบบควอ
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เทอรเนียนฐานคูมีความสมบูรณของระบบจากการพิสูจน พรอมทั้งเสนอตัวดําเนินการทาง
คณิตศาสตร ซึงประกอบดวย การบวก การลบ และการคูณ  

ขอดีของการทําการคํานวณโดยใชระบบควอเทอรเนียนฐานคูนี้ ที่สามารถแสดงคาได
ดวยตารางสองมิติ คือ การคํานวณเชิงเลขคณิตสามารถทําการดําเนินการแบบขนานได เนื่องจากวา
คาของแตละเวกเตอรเปนอิสระตอกัน ทําใหแตละชองในตารางสามารถทําการบวกไดพรอมกันได 
ดังนั้นเวลาในการคํานวณทางคณิตศาสตรคาดวาสามารถลดลงไดบางตามวัตถุประสงค เนื่องจากวา
เวลาที่ใชในการบวกของระบบควอเทอรเนียนฐานคูจะไมเกินจํานวนของการซอนทับกันของบิตที่
แอ็กทิฟ แตในเวกเตอรส่ีมิตินั้นตองทําการคํานวณเริ่มจากซายไปขวา ซ่ึงเวลาท่ีใชในการบวกขึ้นอยู
กับจํานวนบิตที่แอ็กทิฟ ดังนั้นเวลาในการคํานวณทางคณิตศาสตรจะลดลง ถาหากวาการบวกกันใน
ระบบควอเทอรเนียนฐานคูไมมีการซอนทับกันของบิตที่แอ็กทิฟจะทําใหเวลาที่ใชในการคํานวณ
เร็วกวาในระบบเวกเตอรส่ีมิติ เพราะวาเวลาที่ใชในการคํานวณคงที่ ทําใหการคํานวณโดยใช
ระบบควอเทอรเนียนฐานคูนั้นสามารถคํานวณไดเร็วกวาในระบบเวกเตอรส่ีมิติที่คํานวณโดยการ
แยกกรณีตามมิติ ในการนําไปใชจริงนั้นการคูณของระบบควอเทอรเนียนฐานคูขึ้นอยูกับจํานวน
ของตัวตั้ง โดยที่ในกรณีที่เลวรายที่สุดนั้น คือ ตารางของตัวตั้งที่มีขนาด m n×  คูณกับตารางของตวั
คูณที่มีขนาด m n× แลวเนื้อที่ที่ตองใชในจะมีขนาดไมเกิน 2m+1,2n  

 
5.2 ขอเสนอแนะ 

ในงานวิจัยนี้มุงเนนที่การแทนเวกเตอรส่ีมิติในระบบควอเทอรเนียนฐานคูที่มีคาของ
เวกเตอรเปนจํานวนเต็มอาจจะทําการพัฒนาไปไดทางอื่นไดอีก เชน การแทนเวกเตอรใหอยูใน
รูปแบบของจํานวนจริงโดยการขยายระบบโดยใชเลขยกกําลังที่เปนติดลบเพื่อท่ีจะทําใหสามารถที่
จะแทนคาของเวกเตอรใหอยูในระบบจํานวนจริงไดดวย และระบบนี้การอางอิงถึงศูนย หมายถึง
ตารางที่ไมมีบิตที่แอ็กทิฟปรากฎอยูเลย แตก็มีโอกาสเมื่อทําการดําเนินการทางเลขคณิตแลวทําใหมี
รูปแบบที่เปนศูนยรูปแบบอื่น เนื่องจากวาระบบควอเทอรเนียนฐานคูนี้สามารถมีคาที่เปนไดทั้งบวก
และลบ จึงทําใหระบบมีความซ้ําซอนสูง และทําใหเกิดความซ้ําซอนของศูนย (zero redundant) โดย
สามารถที่จะทําการพัฒนาตอโดยการพิจารณารูปแบบที่มีคาเปนศูนยเพื่อใหเปล่ียนรูปแบบที่แสดง
คาของศูนยใหอยูในรูปแบบเดียวกัน 
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อภิธานศัพท 
 

β   เลขฐาน 
D  ชุดตัวเลข 

  จํานวนเต็ม 
i  ตําแหนงของหลัก 

j  ตําแหนงของแถว 
,i jd   เลขโดดในตําแหนงหลักที่ i แถวที่ j 

,
,

2 3i j
i j

i j

d∑   รูปแบบการแทนคาของตัวเลขในระบบจํานวนฐานคู 

i  เวกเตอร i 
j  เวกเตอร j 
k  เวกเตอร k 

m  ตําแหนงของหลัก 

n  ตําแหนงของแถว 
,m nd   เลขโดดในตําแหนงหลักที่ m แถวที่ n 

( ) ( ),
,

2i 3j
m n

m n
m n

d∑   รูปแบบการแทนคาของเวกเตอรในระบบควอเทอรเนียนฐานคู 

  บิตที่ไมแอ็กทิฟ 
  บิตที่แอ็กทิฟ 
  บิตที่ซอนทับกัน 
 
 
ตัวยอ 

DBNS  Double-Base Number System 
NCDBNR  Near-Canonic Double-Base Number Representation 
ARDBNS  Addition Ready Double-Base Number Representation 
DBQS  Double-Base Quaternion System 
NCDBQR  Near-Canonic Double-Base Quaternion Representation 
ARDBQS  Addition Ready Double-Base Quaternion Representation 
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