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         ABSTRACT

PATANACHAI    JANTHON : VARIATIONAL ENERGY METHODS OF
ELECTROSTATIC  BOUNDARY-VALUE PROBLEMS IN NONLINEAR MEDIA
THESIS ADVISOR : MAYUREE  NATENAPIT   161  pp.  ISBN 974-13-0751-9.

The  objective  of  this research  is  to  study  and  to  solve  the electrostatic
boundary-value problems in nonlinear media using variational energy methods.  The
properties of the dielectric composite materials can be calculated using solutions to the
electrostatic boundary-value problems, but the problem's complexity precludes finding
the exact solution.  There are many ways to evaluate the solutions, and    the method
chosen here is the variational energy methods.  This research demonstrates that using
this method with linear composite media provides results that are as precise as other
methods.  Furthermore, fairly good results are obtained by applying this method to
strongly nonlinear composite medium, and more precise solutions can be found by
having additional parameters in the trial potential function.  In addition, more complex
problems can be solved using this method, such as in a system in which a nonlinear
dielectric sphere is surrounded by another dielectric medium where all of them are in a
uniform electric field.  The results  were comparable  with first order perturbation methods.   
The results of both methods are very close when considered with the nonlinearity
parameter (λ ) at low values  ,  but when larger values of λ  are considered  the results of
the potential function and normal component of electric displacement at the surface of
dieletric sphere under the variational energy methods show slightly more continuity than
the perturbation method.
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บทที่ 1

บทนํ า

วทิยานพินธฉบับนีเ้ปนการศึกษาเกี่ยวกับการแกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตในตัวกลาง
แบบไมเชิงเสน ( electrostatic  boundary-value problems in nonlinear media )  ซึง่มีความ
สมัพนัธของการกระจัดทางไฟฟา  ( electric displacement  : Dv )  และสนามไฟฟา  ( electric field
: Ev ) อยูในรูปแบบที่ยุงยากซับซอน โดยใชวิธีการแปรผันพลังงาน  ( variational energy methods )
ซึง่เปนวธิหีนึง่ที่สามารถประยุกตใชแกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตไดดี

ในปจจุบันวัสดุเชิงประกอบแบบไมเชิงเสน  ( nonlinear composite material )  เปนที่สนใจ
อยางมาก  เนือ่งจากมีการประยุกตสมบัติของวัสดุชนิดนี้   เชน สภาพการนํ าทางไฟฟา ( electrical
conductivity )   สมบัติเชิงแสง   ( optical properties )  เปนตน   [1]     ไปใชในทางดานฟสิกส
และวศิวกรรม  โดยสมบัติของวัสดุชนิดนี้สามารถคํ านวณไดจากการแกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิต

ปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตพื้นฐานที่พิจารณาในตัวกลางเชิงเสน   ( linear media )    
โดยทัว่ไปสามารถหาผลเฉลยไดโดยสมการลาปลาซ   ( Laplace  equation )   หรอืสมการพัวซอง        
( Poisson equation )  ของศกัยไฟฟาแตการพิจารณาในตัวกลางแบบไมเชิงเสน  ( nonlinear
media )   รูปแบบของคาศักยอยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธยอยแบบไมเชิงเสน   ( nonlinear
partial differential equation )  ซึง่มคีวามซบัซอน ดวยเหตุนี้จึงทํ าใหปญหาที่พิจารณาในตัวกลาง
แบบไมเชงิเสนไมสามารถหาผลเฉลยที่แมนตรงได   ไดมีผูศึกษาวิธีการแกปญหานี้อยูหลายแนวทาง
ดวยกัน เชน Blumenfeld  และ  Bergman [2]  ศกึษาวิธีเพอรเทอรเบชัน  ( perturbation methods)
Yu และ  Gu  [3,4]   ศกึษาวิธีการประมาณแปรผัน   ( variational approach ) , Bruggeman
ศกึษาการประมาณตัวกลางยังผล  ( effective medium approximation )  เปนตน
 วธิโีดยทัว่ไปทีใ่ชในการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธยอยแบบไมเชิงเสน ของคาศักย
คือ วิธีเพอรเทอรเบชัน      แตวธินีีม้ขีอจํ ากัดที่สามารถใชไดดีเฉพาะในปญหาที่ตัวกลางมีความ
ไมเชิงเสนแบบออน   ( weakly nonlinear case )    ในการแกปญหาคาขอบกรณีตัวกลางมีความ
ไมเชงิเสนแบบเขม  ( strongly nonlinear case )   จึงจํ าเปนตองใชวิธีการหาผลเฉลยอื่น วิธีการหนึ่ง
ทีส่ามารถหาผลเฉลย ไดดี   คือ  วิธีการแปรผันพลังงาน  ซึ่งสามารถหาผลเฉลยของคาศักยโดยการ
เลอืกฟงกชันศักยทดลองที่เหมาะสม  ( proper trial potential function)   เพือ่เปนคาเริ่มตนในการ
ค ํานวณหาพารามิเตอรของการแปรผัน  โดยฟงกชันศักยทดลองที่จะเปนผลเฉลยไดนี้  จะตองเปน
ฟงกชนัที่ทํ าใหการแปรผันของฟงกชันนลัพลงังาน ( energy functional  )  เทียบกับพารามิเตอรของ
การแปรผันมีคาเปนศูนย   หรือคาของฟงกชันนลัพลงังานมคีานอยที่สุด   จากเงื่อนไขนี้สามารถ
ค ํานวณคาพารามิเตอรของการแปรผันได    เมื่อนํ าพารามิเตอรนี้ไปแทนในฟงกชันศักยทดลองจะได
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รูปแบบศกัย  โดยขั้นตอนการคํ านวณสามารถ ใชคอมพิวเตอรชวยเพื่อทํ าใหการคํ านวณมีความ
แมนยํ าและรวดเร็วมากยิ่งขึ้น

1.1  ลกัษณะของปญหาที่พิจารณา

ปญหาทางไฟฟาสถิตขั้นพื้นฐานของวัสดุเชิงประกอบ  คือ  การคํ านวณเพื่อหาคาความเขม
ของสนามไฟฟา หรือสนามไฟฟา  ( electric field : Ev )  ซึง่น ําไปสูการคาดคะเนสมบัติของวัสดุ
เชงิประกอบซึง่ประกอบดวยสารตางชนิดกัน เชน คาสภาพนํ าไฟฟา  คาคงที่ไดอิเล็กทริก  เปนตน
โดยอธิบายในรูปของคายังผล  ( effective )  ของวสัดุเชิงประกอบทั้งชิ้น

ตวัอยางของการพิจารณาสมบัติของวัสดุเชิงประกอบ  เชน พิจารณาคาคงที่ไดอิเล็กทริก
ยังผล  ( effective dielectric constant  ,  eε  )  ในวสัดุเชิงประกอบแบบเชิงเสน  ซึ่งประกอบดวย
วสัดุเล็ก ๆ ซึ่งถูกลอมรอบดวยตัวกลางไดอิเล็กทรกิอีกชนดิหนึ่ง โดยจะเรียกวัสดุนั้นวา  วัตถุเจือปน
หรือ “ inclusion “ และเรียกตัวกลางที่ลอมรอบอยูวา “ host  ”  และไดผานสนามไฟฟาสมํ่ าเสมอ
ภายนอก 0E

v    ซึง่คา eε  นยิามจากความหนาแนนพลังงานไฟฟาเฉลี่ยโดยปริมาตรของวัสดุเชิง
ประกอบทั้งชิ้น  ดังนี้

                         w   2
02

1
Eeε=      ( ) ( )∫=

V

dVrEr
V

vv 2

2
1 ε

     เมื่อ w   คอื การเฉลีย่ความหนาแนนพลังงานโดยปริมาตร ( volume average ) ของ
พลงังานไฟฟาในวัสดุเชิงประกอบ

นั่นคือ                 ( ) ( )∫=
V

e dVrEr
VE

vv 2
2
0

1 εε

ซึง่ถาพจิารณาจากปญหาคาขอบก็จะทราบรูปแบบคาของ Ev   ใน  inclusion  และใน
ตวักลาง  host  แลวจึงสามารถหาคา  eε   ไดจากวิธีขางตนนั่นเอง

ในวทิยานพินธนีแ้ละบทความสวนใหญที่ตีพิมพจนถึงปจจุบัน ไดพิจารณากรณีที่วัตถุ
เจอืปนกระจายแบบเบาบาง ( dilute inclusion )  ซึง่สามารถประมาณสนามไฟฟาโดยการจํ าลองวา
มเีพียง  inclusion  เพยีงอนัเดียวในตัวกลาง ( single inclusion model )  ซึง่การประมาณนี้ใชไดใน
กรณทีีม่คีาสัดสวนโดยปริมาตรของวัตถุเจือปนที่กระจายในตัวกลาง ( p  ) มีคา 080.≤    [4]

1.2   สมการพืน้ฐานของปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิต
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ในหวัขอนี้จะพิจารณาปญหาของวัสดุไดอิเล็กทรกิเชิงประกอบ ( composite dielectric )
แบบภาพจํ าลองเดี่ยว ( single inclusion  model ) ซึง่ประกอบดวยสารไดอิเล็กทริก  2 ชนิด      
ชนดิหนึ่งเปน  inclusion  ถกูลอมรอบดวยตัวกลางไดอิเล็กทรกิ อีกชนดิหนึ่ง โดยมีสนามไฟฟา
ภายนอกสมํ ่าเสมอเปนเงื่อนไขขอบ  พิจารณาเปน   2   กรณี คือ  กรณีที่พิจารณาในตัวกลาง
ไดอิเล็กทริกแบบเชิงเสนและไดอิเล็กทรกิแบบไมเชิงเสน   ดังนี้

1.2.1   กรณปีญหาเชิงเสน

สมบัติที่ระบุลักษณะของไดอิเล็กทรกิวาเปนไดอิเล็กทรกิแบบเชิงเสน  คือ  คาการกระจัด
ทางไฟฟาในตวักลางชนิดนั้นจะแปรผันตรงกับคาสนามไฟฟาในอันดับที่  1  หรือ   ED

vv
∝    เมื่อ

พจิารณาในปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิต  ผลเฉลยที่ไดคือ  สนามไฟฟา  Ev   เร่ิมตนพิจารณาจาก
สมการพื้นฐานของแมกซเวลล   ซึ่งทั้งในกรณีที่พิจารณาในตัวกลางไดอิเล็กทริกแบบเชิงเสนและ
แบบไมเชิงเสนตางเปนไปตามสมการดังตอไปนี้

fD ρ=⋅∇
vv                                          … ( 1.1 )

       0=×∇ E
vv                     หรือ                 Φ∇−=

vv
E                                 … ( 1.2 )

โดย   Φ   เปน คาศักยไฟฟา  ( electric potential )
                 fρ   เปน ความหนาแนนของประจุอิสระ

ในกรณีที่พิจารณาในตัวกลางไดอิเล็กทรกิแบบเชงิเสน ความสัมพันธระหวาง  Dv   และ Ev

อยูในรูปแบบดังนี้  คือ                
ED
vv

ε=                     … ( 1.3 )

เมื่อ   ε   คอืคาคงที่ไดอิเล็กทริก ( dielectric constant )
เมือ่แทนความสัมพันธจากสมการ ( 1.3 ) ในสมการ  ( 1.1 )
 จะไดวา           
                                                         fE ρε =⋅∇ )(

vv            … ( 1.4 )

ในทีน่ีพ้จิารณาในกรณีที่ไมมีประจุอิสระ  ทํ าใหความหนาแนนประจุ เปนศูนย   ( 0=fρ  )
ดงันัน้ จากสมการ ( 1.2 ) และ ( 1.4 ) จะไดวา
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         0=Φ∇−⋅∇ )(
vv

ε

                   02 =Φ∇        … ( 1.5 )

สมการ  ( 1.5 )  เรียกวา สมการลาปลาซ ( Laplace   equation ) ซึง่แสดงความสัมพันธ
ของคาอนุพันธยอยของคาศักยไฟฟา (Φ ) โดยผลเฉลยที่ได คือ คาศักยไฟฟานั่นเอง เมื่อทราบคา
ศกัยแลว จึงจะสามารถคํ านวณหาคา Ev   ไดตามความสัมพันธจากสมการ ( 1.2 )

สมการลาปลาซมหีลายรปูแบบดวยกันขึ้นอยูกับชนิดระบบพิกัดของปญหาที่พิจารณา  ซึ่ง
ในงานวิจัยนี้พิจารณา  inclusion  เปนทรงกลม  จึงไดพิจารณาในระบบพิกัดทรงกลม  ( spherical
coordinates )  ดังตอไปนี้  :

⇒Φ ),,( φθr   
         2

2

222
2

2
2 1111

φθθ
θ

θθ ∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

∂
∂

+
∂
Φ∂

∂
∂

=Φ∇
Sinr

Sin
Sinrr

r
rr

)()(     … ( 1.6 )

เนือ่งจากคาขอบเปนสนามไฟฟาสมํ่ าเสมอ  ( 0E
v  )  จงึไดกํ าหนดใหแกน Z  อยูในแนว

เดียวกับทิศของ 0E
v  เพือ่ท ําใหเกิดความสมมาตรของสนามไฟฟา  ( azimuthal  symmetry )  และ

พจนสดุทายของสมการ ( 1.6 )  จึงละทิ้งไมตองพิจารณาได  จึงเปนปญหาของสองตัวแปร  นั่นคือ
r  และ θ

ขัน้ตอนในการแกปญหาคาขอบโดยใชสมการลาปลาซ      เร่ิมจากการพิจารณาตัวแปรจาก
ฟงกชัน  Φ  ซึง่เปนฟงกชนัของตัวแปรมากกวาหนึ่งตัวแปรตามสมการ ( 1.6 )    ในขั้นตอนนี้จะยัง
ไมไดค ําตอบที่ตองการ   เพราะเปนคํ าตอบที่ติดอยูในเทอมที่มีคาคงที่ ที่ไมทราบคาจึงตองพิจารณา
ตอไป  เมื่อหาผลเฉลยของสมการ ( 1.6 )  ในแตละบริเวณทั้งใน inclusion และตัวกลาง  host  แลว
จงึใชเงือ่นไขขอบเพื่อหาคาคงที่ที่ไมทราบคา  หลังจากทราบ Φ  จงึสามารถหาคา Ev  จากสมการ
( 1.2 ) และคา Dv  จาก ( 1.3 ) ไดนั่นเอง

เงือ่นไขที่บริเวณรอยตอระหวางไดอิเล็กทรกิทัง้สอง ( ดูภาคผนวก ก ) ซึ่งใชในการหาคาคงที่
ทีไ่มทราบคาในผลเฉลยเพื่อใหไดผลเฉลยที่สมบูรณ  มีดังตอไปนี้

1.   องคประกอบแนวสัมผัสของสนามไฟฟา  ( tE
v  )   ณ บริเวณรอยตอของตัวกลางทั้งสอง

มคีาตอเนื่องกัน  หรือมีคาไมเปลี่ยนแปลงเมื่อขามผานรอยตอ  กลาวคือ

mtit EE
vv

=        … ( 1.7 )
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เมื่อ itE
v และ mtE

v  เปนองคประกอบแนวสัมผัสของสนามไฟฟาภายในและภายนอก
inclusion ทีพ่ิจารณาตามลํ าดับ

2.    องคประกอบแนวตั้งฉากของการกระจัดทางไฟฟา  ( nD
v  )   ณ บริเวณรอยตอของ

ตวักลางทัง้สองมคีาตอเนื่องกัน  ถาบริเวณผิวรอยตอระหวางสองตัวกลางนี้ไมมีประจุอิสระ ( fρ  )
กลาวคือ

mnin DD
vv

=        … ( 1.8 )

       เมื่อ inD
v   และ  mnD

v   เปนองคประกอบแนวตั้งฉากของการกระจัดทางไฟฟา  ภายในและ
ภายนอก  inclusion  ทีพ่จิารณาตามลํ าดับ

จากเงือ่นไขทัง้สองนี้เอง ที่จะสามารถนํ าไปสูการคํ านวณหาคาคงที่ที่ไมทราบคาได เมื่อ
ทราบคาศกัยสมบูรณเรียบรอยแลว จึงสามารถนํ าคานั้นไปคํ านวณหาปริมาณอื่น ๆ  ไดตอไป

1.2.2   กรณปีญหาไมเชิงเสน

ในทีน่ีพ้ิจารณาในตัวกลางไดอิเล็กทรกิแบบไมเชิงเสน    โดยวสัดุนั้นมีคาการกระจัดทาง
ไฟฟา  (Dv )   และสนามไฟฟา (Ev  ) อยูในทศิทางเดียวกัน  หรือเรียกวาวัสดุนั้นเปน ไอโซโทรปก
( Isotropic )   และจากความสัมพันธโดยทั่วไประหวางสวนประกอบยอยของคา Dv  และ Ev
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β β

αβ
ααα π

x

Q
PED 4

เมื่อ   Pv  ,  αβQ′  และ เทอมลํ าดับสูงอื่น ๆ   แสดงความหนาแนนโมเมนตของไดโพล             
( dipole moment density ) ,  ความหนาแนนโมเมนตของควอดรอโพล ( quadrupole moment
density ) และ ความหนาแนนของมลัติโพลลํ าดับสูง ( higher multipole densities ) อ่ืน ๆ ใน
ตวักลางซึง่ถกูวางอยูภายในสนามไฟฟาภายนอก

หรือเขียนไดวา                  ED
vv

= Pπ4+

เรียก P  วา โพลาไรเซชัน ( polarization )

โดยที่                           =P  ⋅∇−
vv

P ...+′
αβQ
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ในกรณีทั่วไป เนื่องจากความหนาแนนของมัลติโพลลํ าดับสูงจะมีคานอยมาก จึงละทิ้งเทอม
ดงักลาวไว หรือกรณีนี้คาโพลาไรเซชันจะขึ้นอยูกับความหนาแนนโมเมนตของไดโพล (Pv  ) นั่นเอง

P
r   และ  Ev   มคีวามสัมพันธหลายรูปแบบดวยกัน      ในที่นี้พิจารณารูปแบบอัตราสวนเชิง

สเกลาร คือ EP
vr

χ= หรือคา Pr  จะเปนสัดสวนโดยตรงกับ Ev  โดยเรียก χ วา สภาพรบัไดทางไฟฟา
( electric susceptibility )และจาก     ED

vv
= Pπ4+   จะไดวา

( ) EEPED
vrvvv

επχπ =+=+= 414

ซึง่เปนความสัมพันธระหวาง Dv   และ Ev  แบบเชิงเสนนั่นเอง
ในกรณทีีส่นามไฟฟาภายนอกมีความเขมประมาณ  mV610  หรือมากกวา จะเกิดภาวะ

ไมเชิงเสนขึ้นกับไดอิเล็กทริก โดยตองพิจารณาคาโพลาไรเซชันจากมัลติโพลลํ าดับสูงดวย โดยในที่นี่
พจิารณาพจนลํ าดับแรกและจากที่พิจารณาในกรณีที่ตัวกลางเปนไอโซโทรปก จึงเลือกP

r  ประกอบ
ดวยE

v  ก ําลังคี่ (เพื่อแสดงสมบัติไอโซโทรปก คือเมื่อ Ev  กลับทิศจะทํ าให Pr  และ Dv  กลับทิศดวย )
ดังตอไปนี้

EEEP
vvvr 2ξχ +=

เมื่อ  ξ  คือ  สมัประสิทธิ์ที่แสดงความไมเปนเชิงเสนของไดอิเล็กทริก

และจะไดวา       ( ) EEEPED
vvrvvv 24414 πξπχπ ++=+=

หรือ                               EEED
vvvv 2χε +=

พจิารณาตามสมการพื้นฐานของแมกซเวลล  ( 1.1 )   กรณีที่ไมมีประจุอิสระ ( 0=fρ  )
ในตัวกลางไดอิเล็กทรกิแบบไมเชิงเสน

จาก   0=⋅∇ D
vv

     จะไดวา                [ ] 02 =+⋅∇ EEE
vvvv

χε

จากสมการ  ( 1.2 ) จะไดวา

( ) ( )[ ] 0
2

=Φ∇−Φ∇−+Φ∇−⋅∇
vvvv

χε
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          ( ) ( )[ ] 0
2

=Φ∇Φ∇+Φ∇⋅∇
vvvv

χε        … ( 1.9 )

สมการ  ( 1.9 )    แสดงความสัมพันธของคาอนุพันธยอยของคาศักยไฟฟา ( Φ  ) จึงเรียก
รูปแบบของความสัมพันธตามสมการ  ( 1.9 )  วาสมการเชิงอนุพันธยอยแบบไมเชิงเสน ( nonlinear
partial differential equation )

วธิหีาคาศกัยกรณีนี้มีความซับซอนกวาในกรณีของตัวกลางแบบเชิงเสนที่สามารถแกปญหา
ดวยสมการลาปลาซ   เนื่องจากไมสามารถหา  ผลเฉลยแมนตรงทีเ่ปนรูปแบบงาย ๆ ที่ลงตัว           
( closed form )  ของคาศกัยที่มีความสัมพันธอยูในรูปของสมการเชิงอนุพนัธยอยแบบไมเชิงเสน
ในทางปฏบิตัจิึงมักนิยมหาคาผลเฉลยดวยวิธีคํ านวณเชิงตัวเลข    ( numerical calculation )     
แลวจงึนํ าคาที่ไดไปใชคํ านวณหาปริมาณอื่น ๆ ตอไป

1.3   ขอบเขตงานวิจัย

ดวยเหตทุีค่าศกัยไฟฟาซึ่งเปนผลเฉลยของปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตในกรณีที่พิจารณา
ในตวักลางแบบไมเชิงเสนมีความสัมพันธในรูปแบบสมการเชิงอนุพันธยอยแบบไมเชิงเสน ซึ่งไม
สามารถหาผลเฉลยที่แมนตรงได   จึงไมสามารถคํ านวณหาผลเฉลยไดโดยตรง ในวิทยานิพนธ
ฉบับนีจ้งึไดเลอืกวธิีการในการแกปญหานี้  ดวยวิธีการแปรผันพลังงานซึ่งทํ าใหไดผลเฉลยเปน
คาศักยในแบบเชิงตัวเลข  โดยใชโปรแกรมคอมพิวเตอรชวยในการคํ านวณ    ซึ่งเมื่อไดคาศักยดัง
กลาวแลวสามารถนํ าไปคํ านวณหาคาสมบัติตาง ๆ  ของวัสดุเชิงประกอบไดตอไป

ในบทที ่2  จะอธิบายหลักการของการแปรผันและแสดงใหเห็นวาสามารถใชการแปรผันของ
ฟงกชนัพลงังานเพือ่แกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตไดทั้งกรณีที่พิจารณาตัวกลางแบบเชิงเสนและ
แบบไมเชงิเสนหลังจากนั้นจึงไดศึกษาปญหาคาขอบของทรงกลมไดอิเล็กทริกเดี่ยวแบบเชิงเสนซึ่ง
เปนปญหาทีส่ามารถหาผลเฉลยที่แมนตรงไดในบทถัดมา เพื่อแสดงใหเห็นตัวอยางของการประยุกต
ใชหลกัการแปรผันในปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตซึ่งจะไดผลเฉลยที่แมนตรงเชนกัน   และทํ าการ
ทดสอบความแมนตรงของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่เขียนขึ้นมาเพื่อชวยในการคํ านวณอีกดวย  ตอมา
ไดศกึษาปญหาคาขอบของทรงกลมไดอิเล็กทริกเดี่ยวไมเชิงเสนเชิงเสนแบบเขม ในบทที่ 4  โดย
พจิารณาผลของการเพิ่มพารามิเตอรของการแปรผันลงไปในฟงกชันศักยทดลองเบื้องตน และ
บทที ่ 5  จะท ําการเปรียบเทียบผลการคํ านวณของวิธีแปรผันพลังงานกับวิธีเพอรเทอรเบชันใน
ปญหาทรงกลมไดอเิล็กทริกเดี่ยวไมเชิงเสนถูกลอมดวยตัวกลางแบบเชิงเสนในสนามไฟฟาสมํ่ าเสมอ
ตามบทความของ  P. Brito [5]  เพือ่วเิคราะหการใชวิธีแปรผันพลังงานในปญหาที่มีความซับซอนขึ้น
ตามลํ าดับ



บทที่ 2

การประยุกตหลักการแปรผันในการแกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิต

การแกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิต   สมการ ( 1.9 )    ซึง่เปนสมการเชิงอนุพันธยอยแบบ
ไมเชิงเสน ( nonlinear partial differential equation )  มคีวามซับซอนและไมสามารถหาผลเฉลย
แบบเชิงวิเคราะหอยางแมนตรง ( exact ) ได  วธิหีลกัการแปรผันเปนวิธีหนึ่งที่เหมาะสมในการแก
ปญหานี้

หลักการแปรผัน  ( variational principle )  [6]   เปนทฤษฎีทางคณิตศาสตรซึ่งอธิบาย
ความสมัพนัธของพารามิเตอรกับฟงกชันนัล ณ สภาวะที่เรียกวา “ extremum ” คือ  สภาวะที่
พารามิเตอรทํ าใหคาของฟงกชันนลัมคีาสงูสดุหรือต่ํ าสุด  หลักการแปรผันสามารถนํ ามาประยุกต
ใชในปญหาคาขอบทาง ไฟฟาสถิตได     เนื่องจากฟงกชันนลัทางไฟฟาสถิตเมื่อพิจารณาตาม
สมการออยเลอร –  ลากรางแลว   เห็นไดวามีลักษณะที่สอดคลองกับหลักการแปรผันอยางลงตัว

ในบทนีจ้ะกลาวถงึทีม่าของความเชื่อมโยงระหวางหลักการแปรผันและปญหาคาขอบทาง
ไฟฟาสถิตดวยสมการออยเลอร – ลากราง

2.1   สมการออยเลอร – ลากราง  ( Euler – Lagrange equation )

ในหวัขอนี้จะพิสูจนที่มาของสมการออยเลอร – ลากราง จากหลักของการแปรผัน ทั้งในกรณี
ทีม่ตีวัแปรเดียวและกรณีที่มี  3  ตัวแปร ดังนี้

2.1.1   สมการออยเลอร – ลากราง ในกรณี 1 ตัวแปร

ในทีน่ีเ้ร่ิมจากกรณีงาย ๆ  โดยเลือกฟงกชันที่มีตัวแปรอิสระเพียงตัวเดียว คือ  x  , ตัวแปร
ตามเพียงตัวเดียว  คือ    y    ซึง่เปนตัวแปรที่ขึ้นกับตัวแปร  x    ( )(xy   )   ,  และอนุพันธอันดับ
หนึง่ของตัวแปรตาม     (  )()(

xy
dx

xdy ′=   )

ก ําหนดให         ∫ ′=
b

a

dxxyyFI ),,(        … ( 2.1 )

โดย  F  ขึน้กับตัวแปร x  , )(xy  และอนุพันธอันดับหนึ่งของ y   เทยีบกับ x
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ถาเปลี่ยนฟงกชันy ใหตางไปจากเดิมดวยพารามิเตอร α  ซึง่มีคาเล็ก ๆ  ( infinitesimal )
เขียนไดวา ),( αxy   ก ําหนดใหฟงกชันนัล I   มคีา extremum เมื่อ 0=α  ซึง่ก็คือ  ),( 0=αxy

เพือ่ใชเปรียบเทียบกับฟงกชันนลัทีเ่ปลี่ยนไปดวยพารามิเตอร α
        สามารถเขียน ),( αxy  ไดเปน

)(),(),( xxyxy αηα += 0

)(),(),( xxyxy ηαα ′+′=′ 0

)(xη  เปนตวัอธิบายลักษณะการเปลี่ยนไปของฟงกชัน ),( αxy   และจะมีคาเปนศูนยที่
จดุปลายของฟงกชัน )(xy  ในชวงที่พิจารณา  ซึ่งก็คือ 0== )()( ba ηη

                           y   B
                  ),( 0xy

                          A             ),( αxy

                   x
                 a                                         b

           รปูที่ 2.1    แสดงคาฟงกชันนัล  ][yI

• กรณีพิจารณา  ฟงกชัน  y   ท ําใหไดฟงกชันนลั เปน ][yI   มคีา extremum
ที่ 0=α   แสดงดวยเสนทึบ  (            )

• ในกรณีพิจารณา ใหฟงกชัน y   ตางไปจากเดิมดวยพารามิเตอร  α   ทํ าให
ฟงกชันนลั เปลี่ยนไปเปน  ][ αη+yI   แสดงดวยเสนประ (              )

จากสมการ ( 2.1 ) เมื่อพิจารณาที่ extremum  เมื่อ 0=α

∫ ′=Ψ=
b

a

dxxyyFyI ),,()(][ 0        … ( 2.2 )

)(0Ψ  คือ ผลของการอินทิเกรต ที่ทํ าใหไดคา ][yI  มคีา extremum
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เมื่อ )(xy  เปลี่ยนไปเปน  )()( xxy αη+  จงึท ําใหผลการอินทเิกรตเปลี่ยนไปดวยจาก
สมการ  ( 2.1 )  จึงเปลี่ยนไปอยูในรูปดังนี้

∫ ′+′+=Ψ=+
b

a

dxxyyFyI ),,()(][ ηααηααη         … ( 2.3 )

)(αΨ  คือ ผลของการอินทิเกรต  เมื่อ )(xy  เปลี่ยนไปโดยพารามิเตอร α
คาความแตกตางของผลการอินทเิกรตทัง้สองฟงกชันที่ทํ าใหฟงกชันนัล  ][yI  คือ

)()( 0Ψ−Ψ α   เรียกวา การแปรผันของฟงกชันนัล I  )( Iδ   นัน่คือ

Iδα =Ψ−Ψ )()( 0        … ( 2.4 )

      ฟงกชันนัล  ][yI  จะมีคา extremum กต็อเมื่อการแปรผันของฟงกชันนัล  ][yI    มคีาเปนศูนย
กลาวคือ                                     

             0=Iδ

จากสมการ ( 2.3  )

     ηααηηααη ′
∂
∂

+
∂
∂

+′=′+′+
'

),,(),,(
y

F

y

F
xyyFxyyF        … ( 2.5 )

แทนคาสมการ ( 2.5 ) ในสมการ ( 2.3 )

∫ ′
∂
∂

+
∂
∂

+′=Ψ
b

a

dx
y

F

y

F
xyyF )

'
),,(()( ηααηα

          dx
y

F
dx

y

F
dxxyyF

b

a

b

a

b

a

ηααη ′
∂
∂

+
∂
∂

+′= ∫∫ ∫ '
),,(              … ( 2.6 )

น ําสมการ ( 2.6 ) ไปลบสมการที่ ( 2.2 )

∫∫∫ ∫ ′−′
∂
∂

+
∂
∂

+′=Ψ−Ψ
b

a

b

a

b

a

b

a

dxxyyFdx
y

F
dx

y

F
dxxyyF ),,(

'
),,()()( ηααηα 0
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         dx
y

F

y

F
I

b

a

)( ηααηδ ′
′∂

∂
+

∂
∂

= ∫

ใชการอินทิเกรตสวนยอย ( integration by part ) จะได

dx
y

F

dx

d

y

F
x

y

F
I

b

a

b
a αηαηδ )()(

′∂
∂

−
∂
∂

+
′∂

∂
= ∫

พจนทางขวามือจะเปนศูนย  เนื่องจาก 0== )()( ba ηη

จากเงื่อนไขที่ extremum
 0=Iδ

จะไดวา ∫ =
′∂

∂
−

∂
∂b

a

dx
y

F

dx

d

y

F
0αη)(

ขณะที่ 0≠α  และ 0≠η พรอมกัน จึงไดวา

0=
′∂

∂
−

∂
∂

y

F

dx

d

y

F        … ( 2.7 )

สมการนี้คือ สมการออยเลอร – ลากราง  ตวัแปรเดียวและคํ าตอบจากสมการ ( 2.7 ) นี้
คือ )(xy   ทีท่ํ าให ][yI   มคีา extremum

2.1.2 สมการออยเลอร – ลากราง ในกรณีหลายตัวแปร

ในปญหาโดยทั่วไปฟงกชันมักจะขึ้นอยูกับตัวแปรอิสระมากกวา  1  ตัว   [7]  ซึง่ท ําใหการ
แปรผนัมคีวามซับซอนมากยิ่งขึ้น ดังจะกลาวดังตอไปนี้

ก ําหนดให u   เปนฟงกชันที่เลือกมาขึ้นอยูกับตัวแปรอิสระ 3 ตัว  คือ x  , y  และ  z   หรือ
),,( zyxuu =   โดยเรียก u  วาเปน “ ฟงกชันทดลอง ( trial function ) ”  เมือ่พิจารณาการแปรผัน

ตามสมการ ( 2.1 ) จะไดวา

∫∫∫= dxdydzzyxuuuuFI zyx ),,,,,,(        … ( 2.8 )
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เมือ่ฟงกชัน ),,( zyxu  เปลีย่นไปดวยคา พารามิเตอร α  เลก็ ๆ  จะไดวา

),,(),,,(),,,( zyxzyxuzyxu αηα += 0        … ( 2.9 )

เมื่อ  ),,( zyxαη    เปนการแปรผันของฟงกชัน   ),,( zyxu   หรือ  uδαη =     ทีท่ ําใหผล
ของการอินทเิกรตมีคา extremum

พจิารณาอนุพันธอันดับหนึ่งจากสมการ ( 2.9 )

xxx zyxuzyxu αηα += ),,,(),,,( 0

yyy zyxuzyxu αηα += ),,,(),,,( 0

zzz zyxuzyxu αηα += ),,,(),,,( 0

เมื่อ     
x

u
ux ∂

∂
=   , 

y

u
uy ∂

∂
=  , 

z

u
uz ∂

∂
=

  พจิารณาการแปรผัน I  โดยใช  )()( 0Ψ−Ψ α   ท ํานองเดียวกันกับกรณีที่มี 1 ตัวแปร จะได

      ),,),,,,(),,,,(),,,,(),,,,(( zyxzyxuzyxuzyxuzyxuF zyx αααα

    ),,),,,,(),,,,(),,,,(),,,,(( zyxzyxuzyxuzyxuzyxuF zyx 0000−

z

z

y

y

x

x

u
u

F
u

u

F
u

u

F
u

u

F δδδδ
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=

  พจิารณาการแปรผันของ I  ณ   extremum

   )),,,(()),,,(( 0zyxuIzyxuII −= αδ

   ∫∫∫ ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= dxdydzu
u

F
u

u

F
u

u

F
u

u

F
I z

z
y

y
x

x

)( δδδδδ     … ( 2.10 )
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เนือ่งจาก           u
u

F

x
u

u

F

x
u

u

F

xxx

δδδ )()(
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

u
u

F

y
u

u

F

y
u

u

F

yyy

δδδ )()(
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

u
u

F

z
u

u

F

z
u

u

F

zzz

δδδ )()(
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

แทนคาลงในสมการ ( 2.10 ) จะได

 ∫∫∫ 










∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

= udxdydz
u

F

zu

F

yu

F

xu

F
I

zyx

δδ )()()(

∫∫∫ 










∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+ dxdydzu
u

F

z
u

u

F

y
u

u

F

x zyx

)()()( δδδ

จากทฤษฎีบทของไดเวอรเจนท พจนที่ 2 ทางขวาของสมการขางตนจะเปนศูนย เนื่องจาก
0=uδ  บนผวิขอบ จึงทํ าให

∫∫∫ 










∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

= udxdydz
u

F

zu

F

yu

F

xu

F
I

zyx

δδ )()()(

ซึ่งก็คือ        0=
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂ )()()(

zyx u

F

zu

F

yu

F

xu

F      … ( 2.11 )

สมการ ( 2.11 ) เรียกวา สมการออยเลอร – ลากรางในกรณี  3  ตัวแปร

2.2    ฟงกชันนลัพลงังาน ( W  )

พลงังานศักยไฟฟา ( w  ) คอื  งานในการเลื่อนประจุ q  จากระยะอนันตมายังจุด ( )zyx ,,

ซึง่มีคาศักยไฟฟา ( )zyx ,,Φ  อันเนือ่งมาจากสนามไฟฟาภายนอก  Ev
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พจิารณาใหประจุไฟฟากระจายในตัวกลางดวยความหนาแนนเชิงปริมาตร ρ   สมมติให
การกระจายของประจุนั้นเกิดจากการนํ าประจุเขามาในระบบครั้งละปริมาณเล็ก ๆ qδ  มาที่ยังจุด
( )zyx ,,  ซึง่มคีาศักยไฟฟา Φ ( )zyx ,,   ดงันัน้งานในการเลื่อนประจุ qδ  มายงัตํ าแหนงนี้ คือ

( )zyxqw ,,Φ= δδ      … ( 2.12 )

ปริมาณประจทุี่เพิ่มข้ึนแตละครั้ง  จะนํ าเขาไปรวมกับประจุที่กระจายในบริเวณเล็ก ๆ  ที่
ต ําแหนง ( )zyx ,,  เขียนไดวา

dVq δρδ =

แทนคา qδ  ในสมการ ( 2.12 ) จะไดวา

( )dVzyxw ,,Φ= δρδ

พลงังานทางไฟฟาสถิตทั้งหมดของระบบจากการนํ าประจุ qδ  เขามา คือ ผลรวมของงาน
ตามสมการ ( 2.12 ) ซึง่ค ํานวณไดจากการอินทเิกรตสมการ ( 2.12 ) ทัว่ทัง้บริเวณที่มีประจุอิสระ
หรือ

∫Φ=
V

dVw δρδ      … ( 2.13 )

จาก               fD ρ=⋅∇
vv

จะไดวา         ( ) δρδ =⋅∇ D
vv      … ( 2.14 )

แทนคา δρ  จากสมการ ( 2.14 ) ลงใน  ( 2.13 )  จะไดวา

( )∫ Φ⋅∇=
V

dVDw
vv

δδ      … ( 2.15 )



15

เนือ่งจาก   ( ) ( )[ ] [ ]Φ∇⋅+Φ⋅∇=Φ⋅∇
vvvvvv

DDD δδδ

( )[ ] ( ) [ ]Φ∇⋅−Φ⋅∇=Φ⋅∇
vvvvvv

DDD δδδ      … ( 2.16 )

แทนคา จากสมการ ( 2.16 ) ลงในสมการ ( 2.15 )

( ) [ ]dVDdVDw
VV
∫∫ Φ∇⋅−Φ⋅∇=

vvvv
δδδ

และแทนคา     Φ∇−=
vv

E   จะไดวา

 ( ) [ ]dVEDdVDw
VV
∫∫ ⋅+Φ⋅∇=

vvvv
δδδ      … ( 2.17 )

จากทฤษฎีบทของไดเวอรเจนท  เขียนพจนแรกของสมการขางตนไดเปน

( ) ( ) danDdVD
SV

ˆ⋅Φ=Φ⋅∇ ∫∫
vvv

δδ

ดงันั้น                ( ) [ ]dVEDdanDw
VS
∫∫ ⋅+⋅Φ=

vvv
δδδ ˆ       … ( 2.18 )

ส ําหรับพจน  ( ) danD
S

ˆ⋅Φ∫
v

δ   เรียกวา พจนผิว ( surface  term ) โดย S เปนพื้นที่ผิวปด

ลอมรอบปริมาตรของระบบที่สนใจ  ( )V  ถาพิจารณา S  เปนผวิปดรูปทรงกลมที่ไกลมาก ๆ จาก
บริเวณที่มีการกระจายของประจ ุ( ซึ่งทํ าใหเห็นคลายเปนจุดประจุ ) ทํ าใหคาของสนามไฟฟาบนผิว

นัน้ประมาณเปนคาคงตัวได และเปนสัดสวนโดยตรงกับ  2r

r̂   และคาศักยไฟฟาจะเปนสัดสวนกับ

r

1   ซึง่ถา ∞→r  คาของพจน ( ) danD
S

ˆ⋅Φ∫
v

δ  จะมคีานอยมาก จึงละไวได

ในกรณีที่ขอบเขตของพื้นที่ผิวปด S  ทีค่ลมุทั้งระบบที่สนใจ มีปริมาตรจํ ากัด   ( finite )
หรือเงือ่นไขขอบที่ศักยไมทํ าใหผลการอินทิเกรตของพลังงานจากพจนผิวเขาสูคาศูนย   จะตอง
พจิารณาคาพลงังานจากพจนผิวดวย  เรียกวาพลังงานตามพื้นผิว ( surface energy ; sW  ) ดังนี้

∫ ⋅Φ=
S

s danDW ˆv      … ( 2.19 )
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ดงันัน้ ถาเลือก V  ทีม่ขีนาดใหญมาก ๆ คลุมทั้งบริเวณ  จะไดวา

∫ ⋅=
allspace

dVEDw
vr

δδ      … ( 2.20 )

ถาพิจารณากรณีไดอิเล็กทรกิแบบเชงิเสน ซึ่งการกระจัดทางไฟฟาและสนามไฟฟามีความ
สัมพันธกัน คือ   

                     ED
vv

ε=

จะไดวา                                ED
vv

εδδ =

และจาก 2EEEED εε =⋅=⋅
vvvv

จะไดวา       ( )EDEEEEED
vvvvvv
⋅===⋅=⋅ δδεδεεδδ

2
1

2
1

2
1 22      … ( 2.21 )

ดงันั้น     ( ) 







⋅= ∫

allspace

dVEDw
vv

2
1δδ

ก ําหนดให             ( )∫ ⋅=
allspace

dVEDW
vv

2
1

        ∫=
allspace

dVEW 2

2
1 ε

        ∫ Φ∇=
allspace

dVW
2

2
1 v

ε       … ( 2.22 )

เรียก  W  วา  ฟงกชันนลัพลังงาน ( energy functional  ) ซึง่ในหัวขอตอไป จะแสดงให
เหน็วาศักยไฟฟา Φ  ทีท่ ําใหฟงกชันนัลพลังงานมีคาตํ่ าที่สุด เปนไปตามสมการลาปลาซ
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2.3   การน ําการแปรผันไปประยุกตในปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิต

ในหวัขอนี ้จะแสดงวาการใชหลักการแปรผันและการแกสมการพื้นฐานทางไฟฟาสถิตดวย
สมการลาปลาซสํ าหรับกรณีไดอิเล็กทรกิเชงิเสน   และสมการอนุพันธยอยแบบไมเชิงเสนสํ าหรับ
กรณไีดอเิล็กทริกไมเชิงเสน  คือความสัมพันธเดียวกัน

2.3.1 พจิารณาในตัวกลางไดอิเล็กทรกิแบบเชิงเสน

คาฟงกชันนลัพลงังานของตัวกลางปริมาตร V  ทีอ่ยูในสนามไฟฟา Ev   ในกรณีที่พิจารณา
ตวักลางเปนไดอิเล็กทรกิเชงิเสน จะเปนดังสมการ ( 2.22 )  พจิารณาจากความสัมพันธของ  Φ
และ Ev  ตามสมการ  ( 1.2 ) จะไดวา

  dxdydzW
2

2
1
∫∫∫ Φ∇=

v
ε      … ( 2.23 )

พจิารณา   2222222
zyxzyx

Φ+Φ+Φ=
∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

=Φ∇ )()()(
v

จะไดวา               dxdydzW zyx∫∫∫ Φ+Φ+Φ= )( 222

2
1 ε       … ( 2.24 )

เปรียบเทียบฟงกชันนัล  W   จากปญหาทางไฟฟาสถิต กับฟงกชันนัล  I   จากหลักการ
แปรผันในสมการที่ ( 2.8 )  จะไดวา

 )(),,,,,,( 222

2
1

zyxzyx zyxuuuuF Φ+Φ+Φ≡ ε      … ( 2.25 )

ผลของการแปรผัน  ทํ าใหไดสมการออยเลอร - ลากราง ดังนั้นจึงแทนสมการ  ( 2.25  )  ลง
ในสมการออยเลอร - ลากรางในกรณี  3  ตัวแปร จากสมการ ( 2.11 ) จะไดวา

0=Φ+Φ+Φ− )( zzyyxxε

เมื่อ  






∂
Φ∂

∂
∂

=Φ
xxxx   ,   








∂
Φ∂

∂
∂

=Φ
yyyy    ,    







∂
Φ∂

∂
∂

=Φ
zzzz
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 02 =Φ∇− ),,( zyxε

หรือ                    02 =Φ∇ ),,( zyx      … ( 2.26 )

ซึง่ตรงกับสมการลาปลาซ ส ําหรับการแกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิต
พจิารณาจากเงื่อนไขของการแปรผันที่ทํ าใหฟงกชันนัล I  มีคา extremum  [6]    คือ

  0=Iδ

จาก                    
α

αδ
∂
∂

=
I

I

ดังนั้น จากกรณีที่พิจารณา จะไดวา        0=
∂
∂
α

α I

หรือเขียนไดเปน                                         0=
αd

dI      … ( 2.27 )

โดย α  เปนพารามิเตอรใด ๆ  ที่เปลี่ยนคาได
ในกรณีนี้พิจารณา ฟงกชันนลัพลงังาน เทียบกับ ฟงกชันนัล I  จะไดวา

αα d

dW

d

dI
≡

กลาวคือ  0=
αd

dW      … ( 2.28 )

จากสมการที่ ( 2.28 ) หมายความวา ถาใหฟงกชันนลัพลงังานมีคา  extremum  จะไดวา
อนพุนัธอันดับหนึ่งของคาฟงกชันนัลนั้นเทียบกับพารามิเตอรของการแปรผัน มีคาเปนศูนยนั่นเอง

ผลเฉลยจากวิธีนี้  คือ คาศักยไฟฟา  Φ   ทีข่ึน้อยูกับพารามิเตอร  α   ดวย   และถา

อนพุนัธอันดับสองของสมการที่  ( 2.28) มากกวาศูนย  ( 02

2

>
αd

Wd  )  แสดงวา ฟงกชันนลัพลังงาน
มคีาตํ่ าที่สุด  ในกรณตีรงขามกัน  หากอนุพันธอันดับสองของสมการที่  ( 2.28 )  นอยกวาศูนย

( 02

2

<
αd

Wd )  แสดงวาฟงกชันนลัพลงังานมคีามากที่สุด  แตถาอนุพันธอันดับสองของสมการที่
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( 2.28 )  เปนศูนย   ( 02

2

=
αd

Wd  ) จะไมสามารถระบุลักษณะของพลังงานวาเปนตํ าแหนงสูงสุด หรือ
ตํ่ าสุดได

สรุปคอื ถาเราทํ าการแปรคาฟงกชันนลัพลงังาน  (  energy functional , W  )   ตามสมการ
( 2.23 )  ใหมีคาตํ่ าที่สุด คาศักย ( )zyx ,,Φ  ทีเ่ปนผลเฉลยจากการคํ านวณ จะเปนไปตามสมการ
ลาปลาซ  ( 2.26 )

2.3.2   พจิารณาในตัวกลางไดอิเล็กทรกิแบบไมเชิงเสน

ความสัมพันธระหวาง Dv  และ Ev  ในกรณีที่พิจารณาตัวกลางไดอิเล็กทริกแบบไมเชิงเสนมี
รูปแบบทีซ่บัซอนกวากรณีเชิงเสน  ในที่นี้จะพิจารณา ลักษณะความสัมพันธแบบหนึ่ง  ดังนี้

EEED
vvvv 2χε +=           … ( 2.29 )

เมื่อ ε  และ χ  คอื คาคงที่ไดอิเล็กทริก ( dielectric constant ) และสภาพรับไดทางไฟฟา
( electric susceptibility ) ตามลํ าดับ

กรณีที่พิจารณาในไดอิเล็กทรกิทีไ่มเปนเชิงเสน คาฟงกชันนลัพลงังาน  ( energy functional
,  W )  จากความสัมพันธของ  Φ   และ  Ev    ตามสมการ ( 1.10 ) ในกรณีที่พิจารณา  [8]  เปนไป
ตามสมการดังนี้

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ Φ∇+Φ∇=Φ
VV

dVxxdVxxW
42

4
1

2
1 vv

χε          … ( 2.30 )

ตอไปนี้จะแสดงใหเห็นวา  ถาทํ าการหาคาตํ่ าที่สุด ( Minimize )  คาฟงกชันนัล  W   ตาม
สมการ ( 2.30 )   จะไดสมการอนุพันธเชิงอนุพันธยอยแบบไมเชิงเสนตามสมการ  ( 1.9 )

จากสมการ ( 2.30 )

W dxdydz
xxx∫ Φ
∂
∂

+Φ
∂
∂

+Φ
∂
∂

= ])()()[( 222

2
1 ε

       ∫ Φ
∂
∂

+Φ
∂
∂

+Φ
∂
∂

Φ
∂
∂

+Φ
∂
∂

+Φ
∂
∂

+ dxdydz
xxxxxx

])()()][()()()[( 222222

4
1 χ
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ก ําหนดให       
xx ∂
Φ∂

=Φ   ,   
yy ∂
Φ∂

=Φ    ,    
zz ∂
Φ∂

=Φ      จะไดวา

∫∫ 



 Φ+Φ+ΦΦ+Φ+Φ+



 Φ+Φ+Φ= dxdydzdxdydzW zyxzyxzyx ))(()( 222222222

4
1

2
1 χε

dxdydzW zyx∫ 



 Φ+Φ+Φ= )( 222

2
1 ε

       ∫ 



 ΦΦ+ΦΦ+ΦΦ+Φ+Φ+Φ+ dxdydzzxzyyxzyx )( 222222444 222
4
1 χ

เมือ่พจิารณาเปรยีบเทียบปญหาทางไฟฟาสถิตกับหลักการแปรผัน  ในทํ านองเดียวกันกับที่
พจิารณาในตัวกลางไดอิเล็กทรกิแบบเชิงเสน จะไดฟงกชัน F  ตามสมการ ( 2.8 )  ในกรณีนี้ดังนี้

          ),,;,,,( zyxFF zyx ΦΦΦΦ=

)()( 222222444222 222
4
1

2
1

zxzyyxzyxzyx ΦΦ+ΦΦ+ΦΦ+Φ+Φ+Φ+Φ+Φ+Φ≡ χε

     … ( 2.31 )

จาก สมการออยเลอร – ลากราง 3 ตัวแปร สมการ ( 2.11 )  :

   0=
Φ∂
∂

∂
∂

−
Φ∂
∂

∂
∂

−
Φ∂
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แทนคาฟงกชัน F  จากสมการ ( 2.31 )   ลงในสมการออยเลอร – ลากราง 3 ตัวแปรขางตน
จะไดวา
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          0222222 =



Φ+Φ+ΦΦ

∂
∂

+Φ+Φ+ΦΦ
∂
∂

+ ][][ xyzzzxyy zy
χχ

        [ ] ( )[ ] 0
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χε

หรือ      [ ] 0
2

=Φ∇Φ∇+Φ∇⋅∇
vvvv

χε      … ( 2.32 )

เหน็ไดวาศักยไฟฟาที่ทํ าใหฟงกชันนลัพลงังานตามสมการ ( 2.30 ) มีคาตํ่ าสุดจะสอดคลอง
กบัศกัยไฟฟาตามสมการ ( 1.9 )   และจะเห็นไดวา   เมื่อ  0→χ    จะไดสมการ  ( 2.30 )  และ   
( 2.32 ) ลดรูปเปนสมการ ( 2.23 ) และ ( 2.26 ) ตามลํ าดับ

จากทีก่ลาวมาขางตนเปนการแสดงใหเห็นวา  เมื่อพิจารณาทั้งในตัวกลางไดอิเล็กทริกแบบ
เชงิเสนและแบบไมเชิงเสน  ผลเฉลยที่ไดจากหลักการแปรผันจะสอดคลองกับสมการลาปลาซในทาง
ไฟฟาสถิต ดังนั้นในกรณีที่พิจารณาในตัวกลางแบบไมเชิงเสนที่คาศักยอยูในรูปแบบที่ยุงยาก และ
ไมสามารถหาผลเฉลยที่แมนตรงไดหากพิจารณาตามปกติ  จึงสามารถใชวิธีการแปรผันพลังงานเพื่อ
หาผลเฉลยแทนไดเชนกัน
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=   เปนอัตราสวนระหวางปริมาตร inclusion และ host   
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เมื่อพิจารณาเพื่อหาคา b   จากเงื่อนไขของการแปรผัน

       0==
∂
∂
b

W

จะไดคา b  ซึ่งขึ้นกับอัตราสวน 
m

i

χ
χ   ซึ่งในโปรแกรมกําหนดให y

m

i =
χ
χ  ดังนี้

( ) 051515586185
5
4 3232 =+++++−+− ybybbyybbbp

( ) ( ) ( ) ( ) 058156151855 32 =+++−++++− bybybyy

( ) ( ) ( ) ( ) 05852356315 32 =+++−++++− bybybyy

เอา 1−  คูณตลอดทั้งสมการ จะไดวา

( ) ( ) ( ) ( ) 05852356315 32 =+−−++−− bybybyy        … ( 4.8 )

สมการที่ ( 4.8 ) เปนรูปแบบของความสัมพันธของพารามิเตอร  b   ที่ขึ้นกับคาอัตราสวน

m

i

χ
χ    ซึ่งพบไดในหลายบทความ  [3 , 8]

เมื่อพิจารณาในกรณีที่ใชคาศักยทดลองอยางงาย  คาฟงกชันนัลพลังงานจะเปลี่ยนไปตาม
พารามิเตอร  b  และตามอัตราสวนของ 

m

i

χ
χ  ซึ่งเมื่อนํามาเขียนกราฟโดยแกนตั้งเปนคาฟงกชันนัล
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และในทํานองเดียวกันกับการพิจารณาในตัวกลางแบบเชิงเสน  เมื่อเปรียบเทียบในกรณีที่
พิจารณา ที่อัตราสวน 

m

i

χ
χ ตาง ๆ กัน พบวา คาฟงกชันนัลพลังงาน ณ ตําแหนงต่ําที่สุดที่กรณีที่มีคา

อัตราสวน 
m

i

χ
χ  นอยจะมีคาต่ํากวา ในกรณีที่มีคาอัตราสวน  

m

i

χ
χ  มาก สังเกตไดจากเสนกราฟจาก

รูปที่  4.2   ที่คาอัตราสวน 
m

i

χ
χ มีคานอยจะโคงต่ํากวาในกรณีที่มีคาอัตราสวน 

m

i

χ
χ มาก และจาก

เสนกราฟเห็นไดวาตําแหนงที่ฟงกชันนัลพลังงานต่ําสุด คาพารามิเตอร b    ก็แตกตางกันเมื่อ
พิจารณาที่อัตราสวน   

m

i

χ
χ   เชนกัน กลาวคือ เมื่อพิจารณาในกรณีที่ 1<

m

i

χ
χ   พบวาคา

พารามิเตอร  b   เปนบวก เมื่อพิจารณาในกรณีที่  1>
m

i

χ
χ   พบวาคาพารามิเตอร  b   เปนลบ

เมื่อพิจารณาจากการแปรผันเพื่อหาคาพารามิเตอรที่ทําใหฟงกชันนัลพลังงานมีคาต่ําที่สุด
โดยเปรียบเทียบฟงกชันนัลพลังงานที่ต่ําที่สุด  ซึ่งฟงกชันนัลพลังงานที่ไดจากขั้นตอนของการแปรผัน
จากโปรแกรมคือ คา 

m

e

χ
χ  นั้นเอง โดยทั้งกรณีที่ใชฟงกชันศักยแบบงาย และแบบเพิ่มพารามิเตอร มี

ความสัมพันธระหวาง 
m

e

χ
χ  และ 

m

i

χ
χ   ในลักษณะเชนเดียวกัน  เมื่อพิจารณาความสัมพันธดังกลาว

นํามาเขียนในรูปแบบของกราฟ จะไดกราฟมีลักษณะดังนี้

           

2 4 6 8 10 m

i

χ
χi
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1.2

1.25
m

e

χ
χ

        รูปที่ 4.3   แสดงความสัมพันธระหวาง 
m

e

χ
χ  และ 

m

i

χ
χ
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จากกราฟเห็นไดวาที่ 1<
m

i

χ
χ ( เมื่อคาสภาพยอมทางไฟฟาของ inclusion นอยกวา host )

พบวาเมื่อเปรียบเทียบการเปลี่ยนแปลงคา 
m

e

χ
χ  เมื่อเปลี่ยนคา 

m

i

χ
χ  จะมีการเปลี่ยนแปลงไดมาก

กวาในกรณีที่พิจารณาที่  1>
m

i

χ
χ    ( เมื่อคาสภาพยอมทางไฟฟาของ inclusion มากกวา host )

หรือเมื่อพิจารณาฟงกชันนัลพลังงาน ในกรณีที่คาสภาพยอมทางไฟฟาของ inclusion มากกวา host
พบวาฟงกชันนัลพลังงานจะไมแตกตางกันมากนัก แมวาจะเพิ่มคาอัตราสวน  

m

i

χ
χ  ก็ตาม

เมื่อพิจารณาโดยใชฟงกชันศักยทดลองที่มีพารามิเตอรแตกตางกัน ฟงกชันนัลพลังงานที่ได
ยอมแตกตางกันดวย ในที่นี้ไดทดลองแทนพารามิเตอรตาง ๆ โดย เมื่อตองการเพิ่มพารามิเตอร

ijb  ใน    ขั้นตอนการคํานวณตองเพิ่มเทอมที่มีพารามิเตอร ijb  นี้ คือ  ( ) ( )θCosPrab i
jj

ij
−+1

ที่ฟงกชัน mΦ  คาฟงกชันนัลพลังงาน ณ ตําแหนงที่มีคานอยที่สุด ( MinW  )  ไดผลดังตารางดังนี้
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ตารางที่ 4.1    แสดงคาฟงกชันนัลพลังงานที่ไดจากการคํานวณการแปรผันในกรณีที่ใชฟงกชันศักย
ทดลองอยางงาย ( c11,b12 ) และแบบเพิ่มพารามิเตอร เปน c11,b12,b32,b34

m

i

χ
χ

( )1211 bcWMin , ( )34321211 bbbcWMin ,,,

0.02 0.877826 0.873
0.1 0.893944 0.890467
0.2 0.911363 0.909038
0.3 0.926546 0.925003
0.4 0.940039 0.939039
0.6 0.96329 0.962932
0.8 0.982938 0.982864
1 1 1

1.2 1.01511 1.01505
1.5 1.03498 1.03469
2 1.06275 1.06186
3 1.10562 1.10326
4 1.13838 1.1345
5 1.16491 1.1596
6 1.18723 1.18058
8 1.2234 1.21435

10 1.25211 1.24096

จากตารางเห็นไดวา   คาของฟงกชันนัลพลังงานในกรณีที่ใชคาศักยทดลองแบบเพิ่ม
พารามิเตอร ซึ่งมีพารามิเตอร 4 ตัว มีคานอยกวากรณีที่ใชคาศักยทดลองอยางงายที่มีพารามิเตอร
เพียง  2  ตัว และจากบทความของ  YU  [8]  แสดงใหเห็นวาเมื่อใชพารามิเตอร   14   ตัว
ฟงกชันนัลพลังงานจะนอยกวากรณีที่ใชศักยทดลองอยางงายอีกดวย

เมื่อเลือกพิจารณาพารามิเตอรอ่ืน ๆ จะได    คาฟงกชันนัลพลงังาน ณ  ตําแหนงที่มีคานอย
ที่สุด  เมื่อพิจารณาที่อัตราสวนระหวาง  

m

i

χ
χ    ในชวงคาที่พิจารณา แตกตางกัน  ดังตารางตอไปนี้
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m

i

χ
χ Simple C11b12 b13 C11b12 b15 C11b12 b16 C11b12 b17 C11b12 b18 C11b12

b13b15
C11b12 b31 C11b12 b32 C11b12 b33 C11b12 b34 C11b12

b32b34

0.02 0.877826 0.876759 0.876516 0.876474 0.87646 0.876464 0.87648 0.874038 0.874864 0.876288 0.877109 0.873000
0.1 0.893944 0.893407 0.893298 0.893282 0.893279 0.893283 0.893285 0.891357 0.892021 0.893033 0.893577 0.890467
0.2 0.911363 0.911131 0.911091 0.911086 0.911086 0.91109 0.911087 0.909734 0.910222 0.910878 0.911203 0.909038
0.3 0.926546 0.926448 0.926432 0.926431 0.926432 0.926434 0.926431 0.925521 0.925867 0.926287 0.926478 0.925003
0.4 0.940039 0.939998 0.939993 0.939993 0.939993 0.939994 0.939993 0.939406 0.93964 0.939902 0.940011 0.939039
0.6 0.963290 0.963285 0.963285 0.963285 0.963285 0.963285 0.963285 0.963081 0.96317 0.963257 0.963287 0.962932
0.8 0.982938 0.982938 0.982938 0.982938 0.982938 0.982938 0.982938 0.982898 0.982917 0.982933 0.82938 0.982864
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1.2 1.01511 1.01511 1.01511 1.01511 1.01511 1.01511 1.01511 1.01508 1.01509 1.0151 1.01511 1.01505
1.5 1.03498 1.03498 1.03498 1.03498 1.03498 1.03498 1.03498 1.03485 1.03493 1.03497 1.03498 1.03469
2 1.06275 1.06272 1.06272 1.06272 1.06272 1.06272 1.06272 1.06238 1.06262 1.06274 1.06273 1.06186
3 1.10562 1.10546 1.10545 1.10546 1.10546 1.10547 1.10545 1.10476 1.105039 0.10562 1.10552 1.10326
4 1.13838 1.13794 1.13793 1.13795 1.13797 1.13798 1.13793 1.1371 1.13811 1.13836 1.1381 1.13450
5 1.16491 1.16413 1.16412 1.16414 1.16417 1.16421 1.16411 1.1633 1.16464 1.16486 1.16443 1.15960
6 1.18723 1.18603 1.18602 1.18606 1.18611 1.18616 1.186 1.18534 1.18697 1.18712 1.18649 1.18058
8 1.22340 1.22126 1.22126 1.22134 1.22144 1.22153 1.22123 1.2211 1.2232 1.22312 1.22212 1.21435
10 1.25211 1.24895 1.24898 1.24910 1.24924 1.24938 1.24893 1.24951 1.25195 1.25161 1.25026 1.24096

                     ตารางที่  4.2  แสดงคา  
m

e

χ
χ  ในกรณีที่พิจารณาในตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนแบบเขม ที่คา 

m

i

χ
χ มีคาเทากับ 0.02 , 0.1,0.2,0.3,0.4,0.6,0.8,1,1.2,1.5,2,3,4,5,6,8,10 ตามลําดับ

จากตารางที่ 4.2 แสดงใหเห็นถึงคาของฟงกชันนัลพลังงานในกรณีที่ใชพารามิเตอรสําหรับคาศักยเริ่มตนที่แตกตางกัน  ซึ่งเห็นไดวาแนวโนมของคาฟงกชันนัลพลังงาน
เมื่อเพื่มพารามิเตอรใหมากขึ้น คือ คาฟงกชันนัลพลังงานมักลดลง แตก็ไมเสมอไปขึ้นอยูกับพารามิเตอรที่เลือกใช เพราะพารามิเตอรแตละคาจะทําใหฟงกชันนัลพลังงานลดลง
ไดแตกตางกัน บางตัวก็ไมทําใหคาฟงกชันนัลพลังงานแตกตางจากกรณีที่ใชฟงกชันศักยอยางงายที่มีพารามิเตอรเพียง 1 ตัว
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สําหรับกรณีที่พิจารณาโดยใชคาศักยทดลองแตกตางกัน พบวาในกรณีที่ใชศักยทดลองแบบเพิ่ม

พารามิเตอรจะมีคา nD  ที่ผิวรอยตอทั้งขางในและนอกทรงกลมมีคาใกลเคียงมากกวาในกรณีที่ใชศักย
ทดลองอยางงาย  หรืออาจกลาวไดวา  เมื่อเลือกใชศักยทดลองที่มีพารามิเตอรเพิ่มข้ึน ทําใหคา nD  ที่
ผิวรอยตอของทรงกลมมีคาตอเนื่องมากขึ้นนั่นเอง



บทที่ 5

ปญหาคาขอบของไดอิเล็กทริกทรงกลมแบบไมเชิงเสนในตัวกลางแบบเชิงเสน

ส ําหรบับทนี้ไดศึกษาปญหาที่ซับซอนขึ้น  จากปญหาในบทความของ   P. Brito , C.Grosse
และ C. Halloy  [5]  ซึง่ไดศกึษาปญหาทรงกลมไดอิเล็กทริกแบบไมเชิงเสนถูกลอมรอบดวยตัวกลาง
แบบเชงิเสน และทั้งหมดอยูในสนามไฟฟาสมํ่ าเสมอที่ใหภายนอกทรงกลม   ดวยวิธีเพอรเทอรเบชัน
( perturbation methods , ดูภาคผนวก ข เพิ่มเติม )  ทัง้นีเ้พือ่เปนการเปรียบเทียบผลที่ไดจากการ
ค ํานวณระหวางวิธีแปรผัน  พลังงาน  และวิธีเพอรเทอรเบชัน โดยเปรียบเทียบความตอเนื่องของ
ปริมาณตาง ๆ จากเงื่อนไขขอบ   ของปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตในกรณีที่พิจารณานั่นเอง

5.1 ลกัษณะโดยทั่วไปของปญหา

จากบทความของ Brioto และคณะ  [5]  ไดกลาวถงึผลการทดลองซึ่งชี้ใหเห็นวาตัวกลาง
ไดอิเล็กทรกิทกุชนดิ  เมื่ออยูในสนามไฟฟาภายนอกที่คอนขางเขมอยางเต็มที่  ( มคีวามเขมสนาม
ไฟฟาประมาณ m

V510  )  จะแสดงสมบัติไมเชิงเสน ( nonlinear effects )  จงึท ําใหปญหาความ
ไมเปนเชิงเสนของไดอิเล็กทริกเปนที่สนใจอยางแพรหลายในปจจุบัน

ในบทความนี้ไดนิยามบางปริมาณไวแตกตางจากบทความของ Yu [8]  บางเล็กนอย  ทั้งนี้
โปรแกรมน ํามาประยุกตใชมีพื้นฐานจากบทความของ Yu  จงึตองนยิามปริมาณตาง ๆ กอน  เพื่อ
เชือ่มโยงและนํ าโปรแกรมมาประยุกตชวยในการคํ านวณได   เพือ่ใหการคํ านวณรวดเร็วและสะดวก
ยิ่งขึ้น

เร่ิมตนจากคาการกระจัดทางไฟฟาในกรณีที่พิจารณาในตัวกลางไดอิเล็กทริกแบบไมเชิงเสน
จากบทความของ Brioto และคณะ  [5]  นยิามไววา

EKD
vv

0ε=        … ( 5.1 )

เมื่อ 0ε   คอื คาสภาพยอม ( permittivity ) ณ สุญญากาศ
K   คือ คาคงที่ไดอิเล็กทริกในตัวกลางไดอิเล็กทริกแบบไมเชิงเสน

            โดยที่
( )2

0 1 EKK
v

λ−=                    … ( 5.2 )
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เมื่อ 0K  คือ คาคงทีไ่ดอิเล็กทริกในตัวกลางพจนที่เปนเชิงเสน ( linear term )
λ    คอื พารามิเตอรที่บอกความไมเปนเชิงเสนของตัวกลาง

แทนคา K  จากสมการ ( 5.2 ) ลงไปในสมการ ( 5.1 )  จะไดวา

( )EEKD
vvv 2

00 1 λε −=

EEKEKD
vvvv 2

0000 λεε −=        … ( 5.3 )

Brito และคณะ ค ํานวณคาศักยไฟฟาภายในและภายนอกทรงกลมไดอิเล็กทรกิไมเชิงเสน
เปน incluson อยูในตัวกลาง host  ซึง่เปนไดอิเล็กทรกิเชิงเสน โดยวิธีเพอรเทอรเบชัน ลํ าดับที่ 1
โดยที่คา λ  มคีานอย ๆ

จากบทความของ Yu [8]  ซึง่ไดศึกษารายละเอียดในบทที่  3 และ 4  ไดนิยามความสัมพันธ
ระหวางการกระจัดทางไฟฟาและสนามไฟฟา เปนรูปแบบดังนี้

EEED
vvvv 2χε +=        … ( 5.4 )

เมือ่เปรียบเทยีบสมการ ( 5.3 ) และ ( 5.4 )  จึงไดความสัมพันธของคาคงที่ที่ใชในบทความ
ของ Yu [8] และ Brito [5] ดงันี้ คือ

                          00Kεε ~                   และ                   λεχ 00K−~

หรือ ελχ −~        … ( 5.5 )

จากสมการ ( 5.5 ) แสดงใหเห็นวาในกรณีที่พิจารณาจากบทความของ  Brito  [5]
คาสภาพรับไดทางไฟฟา ( electric susceptibility ; χ  ) มคีวามสมัพันธกับคาคงที่ไดอิเล็กทริก
( dielectric constant ; ε  )  โดยอตัราสวนระหวาง χ  และ ε  คือ คา λ−  นัน่เอง

ในกรณทีีพ่จิารณาในตวักลางที่เปนเชิงเสน นั่นหมายความวาพารามิเตอรที่แสดงความไม
เปนเชิงเสน λ มคีาเปนศนูยนั่นเอง     เมื่อพิจารณารูปแบบของการกระจัดทางไฟฟาจากสมการ
( 5.3 )    จงึไดวา

        EKD
vv

00ε=
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a

λ iK

และเมื่อพิจารณาจากบทความของ  Yu [8]   จากสมการ ( 5.4 )   ในกรณีที่พิจารณาใน
ตวักลางที่เปนเชิงเสน จะไดวา

ED
vv

ε=

จากความสมัพันธขางตน  ระหวางปริมาณจาก  2  บทความ จะนํ าไปสูการเปรียบเทียบผล
ของการค ํานวณในปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตในหัวขอตอไป

5.2  ปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตวิธีการแปรผันพลังงาน

พจิารณาปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตในทรงกลมไดอิเล็กทริกแบบไมเชิงเสนที่ถูกลอมรอบ
ดวยตวักลางไดอิเล็กทริกแบบเชิงเสนดวยวิธีการแปรผันพลังงาน

ในทีน่ี้  ใหทรงกลมไดอิเล็กทรกิเดี่ยวเปน inclusion มคีาคงที่ไดอิเล็กทรกิเชิงเสนเปน iK

พารามเิตอรที่แสดงความไมเปนเชิงเสน   λ   รัศมี  a   ปริมาตร  iΩ     วางอยูในตัวกลาง host   
อีกชนดิหนึ่งซึ่งมีคาคงที่ไดอิเล็กทรกิเชิงเสนเปน  mK  รัศมี R   ปริมาตร  V   ซึง่มขีนาดใหญกวา

iΩ  มาก ทัง้ระบบอยูภายในสนามไฟฟาภายนอกสมํ่ าเสมอ   zEE
)v

0=     ดงัรูปตอไปนี้

       P
                                                                                r
                      zEE

)v
0=                                θ

ẑ
                   

mK

รปูที่   5.1   แสดงแบบจํ าลองของปญหาทรงกลมไดอิเล็กทรกิเดีย่ว   ที่อยูภายในสนามไฟฟา
                  ภายนอกสมํ่ าเสมอ   zEE

)v
0=

ก ําหนดใหใช     Φ∇=
vv

E       จงึไดเลือกฟงกชันศักยทดลองเบื้องตนในรูปแบบดังนี้คือ

( ) θθ rCoscEri 0=Φ ,        … ( 5.6 )

( ) θθθ Cos
r

a
bErCosErm 2

3

00 +=Φ ,               … ( 5.7 )
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โดย  iΦ  เปนคาศักยทดลองภายในทรงกลมไดอิเล็กทริก     ( )ar <

   mΦ  เปนคาศักยทดลองภายนอกทรงกลมไดอิเล็กทริก ( )ar >

และเชนเดียวกับกรณีที่พิจารณามาแลว คือ จากเงื่อนไขขอบที่ผิวรอยตอของทรงกลมกับ
ตวักลางภายนอกจะไดวา

( ) ( )arar mi =Φ==Φ

ซึง่จะไดความสัมพันธระหวาง  c   และ  b   คือ     bc +=1

ฟงกชนันลัพลงังานที่นํ ามาใชตามวิธีการการแปรผัน    บริเวณภายในและภายนอกของ
ทรงกลมไดอิเล็กทรกิมรูีปแบบทีแ่ตกตางกัน   ที่เปนเชนนั้นเพราะวาในกรณีที่พิจารณานี้ ทรงกลม
ไดอิเล็กทรกิและตวักลางที่ลอมรอบอยูเปนตัวกลางคนละแบบกัน กลาวคือ ทรงกลมไดอิเล็กทริก
เปนตัวกลางแบบไมเชิงเสน     สวนตวักลางที่ลอมรอบอยูเปนตัวกลางแบบเชิงเสน    ท ําใหการ
พจิารณาแตกตางจาก  2  บทที่แลว   ซึง่ทรงกลมไดอิเล็กทรกิและตัวกลางที่ลอมอยูภายนอกเปน
ตวักลางแบบเดียวกัน

ส ําหรับฟงกชันนลัพลงังานกรณีที่พิจารณาในทรงกลมไดอิเล็กทรกิ    ซึ่งเปนตัวกลางแบบ
ไมเชงิเสน จะเปนไปตามสมการ ( 2.30 ) ดังนี้คือ

( ) ( )∫∫
ΩΩ

+=
ii

dVEdVEWi
42

4
1

2
1 χε

หรือในที่นี้ใชเปน

( ) ( )∫∫
ΩΩ

−=
ii

dVEKdVEKW iii
4

0
2

0 4
1

2
1 λεε        … ( 5.8 )

เมื่อ   iK   คอืคาคงที่ไดอิเล็กทริกเชิงเสนของทรงกลมไดอิเล็กทริก
λ    คอื พารามิเตอรที่บอกความไมเปนเชิงเสนของตัวกลาง

iΩ   คือ ปริมาตรของทรงกลมไดอิเล็กทริก หรือ inclusion

ส ําหรับฟงกชันนลัพลงังานกรณีที่พิจารณานอกทรงกลมไดอิเล็กทรกิ ซึ่งเปนตัวกลางแบบ
เชงิเสน จะเปนไปตามสมการ ( 2.2 ) คือ
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( )∫
Ω

=
m

dVEWm
2

2
1 ε

หรือในที่นี้ใชเปน ( )∫
Ω

=
m

dVEKW mm
2

02
1 ε        … ( 5.9 )

เมื่อ  mΩ  คือ ปริมาตรของตัวกลางไดอิเล็กทริกที่ลอมรอบทรงกลมไดอิเล็กทริกอยู
ดงันั้น ฟงกชันนลัพลงังานของระบบ  ( W  ) คือ

Smi WWWW ++=

เมือ่ทราบลกัษณะของฟงกชันนัลพลังงานแลว ข้ันตอมาคือ แทนคาฟงกชันศักยเร่ิมตนลงไป
ในฟงกชันนลัพลงังาน  แลวจึงคอยนํ าไปคํ านวณการแปรผันตอไปได  โปรแกรมที่ใชมีลักษณะ
คลายคลงึกบัโปรแกรมที่ใชในบทที่แลว  โดยแตกตางกันเล็กนอยที่ฟงกชันนลัพลงังาน สวนขั้นตอน
การค ํานวณนั้นยังคงคลายคลึงกัน     จากนัน้จงึค ํานวณเปรียบเทียบคาของฟงกชันนลัพลังงาน
แลวจึงพิจารณาความตอเนื่องที่ผิวรอยตอ ( ar =  ) ของคาศักยไฟฟาและสวนประกอบแนวฉาก
ของการกระจัดทางไฟฟาของวิธีแปรผันพลังงาน และวิธีเพอรเทอรเบชันตามบทความของ Brioto
และคณะ [5]  เปรียบเทียบกัน

5.2  ผลการคํ านวณของโปรแกรม

โปรแกรมที่เขียนขึ้นมาเพื่อแกปญหานี้คือ  NL_L.nb  ( ดภูาคผนวก ฉ )  ซึ่งไดดัดแปลงคา
คงทีไ่ดอเิลก็ทริกจากโปรแกรมที่ใชในบทกอนเล็กนอยและไดใชศักยทดลองเบื้องตน ตามสมการที่
( 5.6 ) และ ( 5.7 ) เพือ่ใชคํ านวณคาฟงกชันนลัพลงังานสํ าหรับการแปรผัน

จากการทดสอบความแมนตรงของโปรแกรมดวยการกํ าหนดให คา 0=λ  หรอืกํ าหนดให
พจิารณาในกรณีตัวกลางแบบเชิงเสนนั่นเอง พบวา คา b  ทีเ่ปนผลเฉลยของโปรแกรมจากการ
ค ํานวณการแปรผัน  มีรูปแบบเชนเดียวกับการคํ านวณในตัวกลางแบบเชิงเสนโดยตรงตามวิธีการ
แปรผัน ( ตามสมการที่ ( 3.18 ) ) คือ

 
b® -

Ki- Km

Ki+ 2Km

















บทที่ 6

สรุปและวิเคราะหผลการวิจัย

จากการศกึษาวธิกีารแปรผันพลังงาน    สํ าหรับปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตในตัวกลาง
ไดอเิลก็ทรกิแบบไมเชิงเสนทํ าใหทราบถึงความสัมพันธของหลักการแปรผัน  และปญหาคาขอบทาง
ไฟฟาสถติ ซึง่เปนทีม่าของการนํ าฟงกชันนัลพลังงานมาพิจารณาตามหลักการแปรผันเพื่อแกปญหา
คาขอบทางฟฟาสถิตในกรณีนี้ เนื่องจากการแกปญหาคาขอบโดยตรงตามวิธีปกติทั่วไปไมสามารถ
ท ําไดเพราะความซับซอนของปญหานั่นเอง

หลกัการส ําคญัของวิธีการแปรผันพลังงานอยูที่การเลือกฟงกชันศักยทดลองเริ่มตนสํ าหรับ
การแปรผนั  การเพิ่มพารามิเตอรลงไปในคาฟงกชันศักยทดลอง  จะทํ าใหการแปรผันพลังงานมีผล
เฉลยที่ดีขึ้น    แตจะท ําใหการคํ านวณซับซอนขึ้นมาก   ซึง่ในการศึกษาไดแกปญหานี้ดวยการนํ า
โปรแกรมคอมพิวเตอรเขามาชวยในขั้นตอนของการคํ านวณ  ทํ าใหการคํ านวณสะดวกรวดเร็วยิ่งขึ้น

ในปญหาทรงกลมไดอิเล็กทรกิแบบเชงิเสน  วิธีการแปรผันพลังงานทํ าใหไดผลเฉลยที่ตรง
กบัการค ํานวณเชิงวิเคราะหจากการแกสมการลาปลาซโดยตรง และมีปริมาณที่ตอเนื่องที่ผิวรอยตอ
ตามเงือ่นไขความตอเนื่องตามทฤษฎีของปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิต   ไดแก   คาศักยไฟฟา ซึ่ง
ตอเนือ่งจากการที่กํ าหนดในขั้นตอนเริ่มตนของการคํ านวณ และอีกปริมาณหนึ่งคือ สวนประกอบ
แนวฉากของการกระจัดทางไฟฟา   ( nD  )   จากการค ํานวณดวยวิธีนี้  แสดงใหเห็นวาสวนประกอบ
แนวฉากของการกระจัดทางไฟฟามีคาตอเนื่องที่ผิวรอยตอเชนเดียวกัน จึงกลาวไดวาการใชวิธีการ
แปรผนัพลงังานในตัวกลางแบบเชิงเสน จะไดผลเฉลยที่แมนตรง

เมือ่พิจารณาในทรงกลมไดอิเล็กทรกิไมเชิงเสนแบบเขม พบวาผลการคํ านวณที่ไดมีความ
แมนตรงในระดบัหนึ่ง  กลาวคือ เมื่ออัตราสวนระหวางคาสภาพยอมทางไฟฟาภายในและภายนอก
ทรงกลม  ( mi χχ ,  ) หรือ  

m

i

χ
χ  มคีาใกลเคียง 1 หรือกรณีที่เกือบเสมือนเปนตัวกลางเนื้อเดียวกัน

ผลเฉลยที่ไดจะคอนขางแมนตรง โดยสังเกตจาก nD  ทีผ่วิรอยตอเกือบจะมีคาเทากันทั้งในและนอก
ทรงกลม และมีคาตอเนื่องกันที่ 1=

m

i

χ
χ  โดยเฉพาะอยางยิ่งเมื่อเพิ่มพารามิเตอรลงไปในฟงกชัน

ศกัยทดลองเพือ่เร่ิมตนการแปรผัน  แมจะทํ าใหการคํ านวณซับซอนมากยิ่งขึ้น  แตผลที่ไดคอนขาง
นาพอใจเพราะทํ าใหคา nD  ทีผ่วิรอยตอมีคาใกลเคียงกันมากยิ่งขึ้น หรือทํ าให  nD  ที่ผิวรอยตอ
ใกลเคยีงกบัทฤษฎีของความตอเนื่องจากปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตนั่นเอง
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เมือ่น ําวธิกีารแปรผันพลังงานไปประยุกตใชในปญหาทรงกลมไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน
ลอมรอบดวยตัวกลางแบบเชิงเสนในสนามไฟฟาภายนอกสมํ่ าเสมอ ซึ่งไดศึกษาในบทที่   5
โดยน ํามาจากบทความของ   P. Brito [5]   จะเหน็ไดวาผลเฉลยที่ไดสอดคลองกับเงื่อนไขความ
ตอเนื่องของคาศักยไฟฟาและคา  nD  ทีผ่วิรอยตอ   ซึ่งแตกตางจากผลเฉลยจากในบทความของ
P. Brito ที่ λ  มคีามากซึ่งไมสอดคลองกับเงื่อนไขของความตอเนื่องของคา nD  ทีผ่วิรอยตอนัก
เนือ่งจากวิธีเพอรเทอรเบชันตองพิจารณากรณีที่ λ มคีานอย นั่นเอง

นอกจากจะไดผลเฉลยของปญหาคาขอบแลว  ยังสามารถนํ าคาที่ไดไปคํ านวณสมบัติอ่ืน ๆ
ของวสัดุเชงิประกอบแบบไมเชิงเสนตอไปไดและสามารถนํ าไปประยุกตใชในปญหาที่ใกลเคียงกันได
อีกดวย
             ตัวอยางเชน  ปญหาจากความสัมพันธระหวางความหนาแนนกระแส ( current density ;
J
v  ) และคาสนามไฟฟา ( electric field ; Ev  ) ในรูปแบบไมเชิงเสน [3]   ดังนี้

                        EEEJ
vvvv 2σσ ′+=

โดย  σ  เปนคาสภาพนํ าไฟฟาแบบเชิงเสน และ σ ′   เปนคาสภาพนํ าไฟฟาแบบไมเชิงเสน
ตอสนามไฟฟายกกํ าลังสอง ตามลํ าดับ
       สมบัตทิีส่ามารถคํ านวณไดจากปญหาคาขอบสํ าหรับกรณีนี้เชน คาสภาพนํ าไฟฟาเชิงเสน
ยังผล  ( effective linear conductivity ; eσ  )  ซึง่นยิามจาก

                 dV
EV V

e

2

2

0

1
∫ Φ∇=

v
v σσ

ประยกุตเขากับวิธีแปรผันพลังงานดวยฟงกชันนัลพลังงาน [4,10] ดังนี้
VEdVW

V
e

2

0

2 vv
∫ =Φ∇= σσ

ซึ่งคา  Φ   จะติดอยูในรูปพารามิเตอรที่ไมทราบคา โดยสามารถหาคาไดจากหลักการ
แปรผันฟงกชันนลัพลงังานเชนเดียวกับการคํ านวณหาคา eε  เมื่อไดคา Φ ที่แทนพารามิเตอรจาก
หลกัการแปรผันแลว จึงไปแทนคาจากสมการขางตนเพื่อหาคา eσ  ได

ปญหาที่นาจะวิจัยตอไปได ก็คือพิจารณาทรงกลมไดอิเล็กทริกแบบไมเชิงเสนในตัวกลาง
แบบไมเชิงเสน   ,   ทรงกลมไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนแบบเขมในตัวกลางแบบเชิงเสน   ,   อิเล็กทริก
ไดโพลในทรงกลมไดอิเล็กทริกแบบเชิงเสนลอมรอบดวยตัวกลางแบบไมเชิงเสน  ฯลฯ  ซึ่งทํ าไดโดย
การปรับโปรแกรมเพิ่มเติม ซึ่งนาจะทํ าการศึกษาในโอกาสตอไป
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เงื่อนไขขอบ ( boundary conditions )

พิจารณา คา Ev   ที่ผิวรอยตอระหวางตัวกลางไดอิเล็กทริก 2  ชนิด มีคาเปน 1E
v  และ 2E

v

ตามลําดับ ซึ่งแยกเปนองคประกอบยอย  2  แนวดังนี้ คือ
                      

tn EEE
vvv

+=

เมื่อ nE
v  และ tE

v   คือ สวนประกอบแนวฉากและแนวสัมผัส ของคา Ev

จากสมการ                     ∫ =⋅ 0ldE
vv

               สรางเสนทางเล็ก ๆ  abcd  ที่ผิวรอยตอระหวางไดอิเล็กทริกทั้งสอง ดังรูป

              
n

E1

v
1E
v

                                            
t

E1

v                a                                   b
       h∆

                  
n

E2

v        2E
v          d           c

         
t

E2

v   l∆

เมื่อ 0→∆h  จะไดวา

∫ =∆−∆=⋅ 021 lElEldE
tt

vvvv

หรือ                                          
tt

EE 21

vv
=

พิจารณา คา Dv   ที่ผิวรอยตอระหวางตัวกลางไดอิเล็กทริก 2  ชนิด มีคาเปน 1D
v  และ 2D

v

ตามลําดับ ซึ่งแยกเปนองคประกอบยอย  2  แนว เชนเดียวกับกรณีที่พิจารณาคาE
v  คือ

          tn DDD
vvv

+=

เมื่อ nD
v  และ tD

v   คือ สวนประกอบแนวฉากและแนวสัมผัส ของคา Dv
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จากสมการ                    ∫ =⋅ aQdanD ˆ
v

เมื่อ    aQ    เปนประจุที่อยูภายในพื้นที่ผิวปดที่พิจารณา
สรางพื้นที่เล็ก ๆ คลายกลอง  S  เปนพื้นที่ผิวปด โดยมี n̂  เปนเวคเตอรหนึ่งหนวยตั้งฉาก

กับผิวปดพื้นที่ a∆   โดยพุงออกจากปริมาตรปดลอมที่สนใจ

              
n

D1

v
1D
v      n̂

                                            
t

D1

v                a∆

h∆
                  

n
D2

v        2D
v

         
t

D2

v

เมื่อ 0→∆h จะไดวา         ( )( ) ( )( )anDanDdanD
S

∆−⋅+∆⋅=⋅∫ ˆˆˆ 21

vvv

                        ( ) ( ) aDDanDD nn ∆⋅−=∆⋅−= 2121 ˆ
vvvv

กําหนดให σ  เปน ความหนาแนนประจุบนผิวปดนั้น จะไดวา

             ∫ ∫=⋅
S V

xddanD 34ˆ ρπ
v

      ซึ่ง                         axd
V

∆=∫ πσρπ 44 3

       หรือ πσ421 =−
nn

DD
vv

ถาบนภายในผิวปดนั้นไมมีประจุอิสระ  ( )0=σ   จะไดวา

021 =−
nn

DD
vv

หรือ                                          
nn

DD 21

vv
=
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วิธีเพอรเทอรเบชันของ Brito และคณะ

นิยามความสัมพันธเชิงฟงกชันระหวางคาสภาพยอมไฟฟา ( electric permittivity ; K  )
และความเขมของสนามไฟฟา ( electric field ; Ev  ) เปนดังนี้

( )2
0 1 EKK λ−= … (1)

เมื่อ 0K  เปนคาคงที่ไดอิเล็กทริกกรณีที่พิจารณาในสนามออน ( weak field )
       λ  เรียกวา “ Piekara factor ” ซึ่งอธิบายลักษณะความไมเปนเชิงเสนของตัวกลาง

โดยในที่นี่พจนลําดับสูง ( higher order expansion ) จะละไวไมพิจารณา  เนื่องจากสมบัติ
ไดอิเล็กทริกจะถูกทําลายเมื่อพิจารณาในบริเวณที่มีสนามเขมมาก ๆ

เครื่องหมายลบในสมการที่ (1) แสดงความสัมพันธระหวางสภาพยอมทางไฟฟาและสนาม
ไฟฟาวา คาสภาพยอมทางไฟฟาจะลดลงเมื่อเพิ่มความเขมของสนามไฟฟาใหมากขึ้น

คาศักยไฟฟาทางไฟฟาสถิต ( U  ) ในกรณีที่พิจารณาในตัวกลางไดอิเล็กทริกบริเวณที่ไมมี
ประจุอิสระ ไดนิยามไวจากสมการตอไปนี้

0=⋅∇ D
vv …(2)

และ EKD
vv

0ε= …(3)

เมื่อให                            UE ∇−=
vv …(4)

จากสมการ (1) ถึง (3) จะไดวา

( )EEKEKD
vvvvvv 2

000 ⋅∇−⋅∇=⋅∇ λε …(5)

และเมื่อแทนคาสมการ (4) ลงในสมการที่ (5) จะไดวา

               ( ) 01
222
=∇∇⋅∇+∇∇−− UUUU

vvvv
λλ …(6)
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จากสมการที่ (6) แสดงใหเห็นวา สําหรับไดอิเล็กทริกแบบไมเชิงเสน คาศักยไฟฟาจะไมเปน
ไปตามสมการลาปลาซ    ซึ่งไมสามารถหาผลเฉลยที่แมนตรงได   และเมื่อพิจารณาปริมาณใน
ระบบจริงสําหรับของเหลวเชิงโมเลกุล ( molecular liquids ) คา λ อยูในลําดับที่ ( )21910 Vm−

และจากวิธีเพอรเทอรเบชัน  กําหนดให

10 UUU λ+= …(7)

เมื่อ  0U  เปนสวนของฟงกชันศักยไฟฟาซึ่งเปนไปตามสมการของลาปลาซในกรณีเชิงเสน
คือ

00 =∇U
v …(8)

และ   1Uλ   เปนพจนที่แสดงความไมเปนเชิงเสน ในลําดับแรกของ λ  เมื่อพิจารณาจาก
สมการ (6) – (8) จะไดวา

20012 UUU ∇∇⋅∇=∇
vvv

λλ …(9)

ซึ่งจะเปนสมการพื้นฐานสําหรับการพิจารณาคาฟงกชันศักยพจนที่ไมเปนเชิงเสน 1Uλ

พิจารณาในปญหาที่ประกอบดวยทรงกลมไดอิเล็กทริกแบบไมเชิงเสน รัศมี R  มีคา
สภาพยอมทางไฟฟาในสนามออน ( weak field permittivity ) เปน  aK   และมีคา Piekara factor
เปน λ  ถูกลอมรอบดวยตัวกลางแบบเชิงเสน  มีคาสภาพยอมทางไฟฟาเปน bK  ซึ่งทั้งหมดอยูภาย
ในสนามไฟฟาภายนอกสม่ําเสมอ

คาศักยไฟฟาที่เปนผลเฉลยที่รูจักกันดีในกรณีที่พิจารณาปญหาแบบเชิงเสน จากสมการที่
(8)  คือ

10 ErPKU b
a η−=            …(10)

2
1

3
10 rPERErPU b γ+−=            …(11)

เมื่อ   ( )ab KK += 23η            …(12)

( ) ( )abba KKKK +−= 2γ            …(13)
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และ  ( )θCosPP nn =  เปนพหุนามของเลอจอง ลําดับที่ n
เร่ิมตนการคํานวณสวนที่ไมเปนเชิงเสนของคาศักยไฟฟาทางดานขวามือของสมการที่ ( 9 )

เมื่อพิจารณาผลจากสมการที่ (10) จะเปนศูนยหากปญหานี้สนามไฟฟาภายในทรงกลมสม่ําเสมอ
พิจารณาสวนที่ไมเปนเชิงเสนของคาศักยไฟฟา เทียบกับสมการลาปลาซ ซึ่งจะไดวา

1
1 ArPUa λλ =         … (14)

2
1

1 rBPU b λλ =         … (15)

คาคงตัว A  และ B  สามารถหาไดจากเงื่อนไขขอบทางไฟฟาสถิตที่ผิวรอยตอโดยทั่วไป คือ
ความตอเนื่องของคาศักยไฟฟา :

RbRa UU 11 λλ =            …(16)

ความตอเนื่องของสวนประกอบแนวฉากของการกระจัดทางไฟฟา :

RbbRaaaa U
r

KU
r

UU
r

K 11211 λλλ
∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∇−
∂
∂ v            …(17)

ทายที่สุดจะไดรูปแบบฟงกชันศักยขางในและขางนอกทรงกลม ดังนี้

( ) 1
232 31 rPEKKEKU baba ληη +−=            …(18)

( )( ) 2
1

3233
1 1 rPRKKEKKEErPU babab −−+−= ληγ             …(19)

จากผลเฉลยขางตน  แสดงใหเห็นวาจากสมบัติความไมเปนเชิงเสนของทรงกลม  สนามขาง
ในทรงกลมจะมีขนาดมากกวาในกรณีที่พิจารณาในทํานองเดียวกันแตทรงกลมเปนแบบเชิงเสน

แตในกรณีตรงขามคาสนามไดโพลภายนอกทรงกลมจะลดลงถา ba KK >  และจะเพิ่มข้ึน
เมื่อ ba KK <  ซึ่งผลเหลานี้เกี่ยวของกับการอธิบายการลดลงของคาสภาพยอมภายใน ( internal
permittivity ) เนื่องมาจากสนามภายในทรงกลม
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ง      โปรแกรม  trial strongly nonlinear.nb
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