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         ABSTRACT

PATANACHAI    JANTHON : VARIATIONAL ENERGY METHODS OF
ELECTROSTATIC  BOUNDARY-VALUE PROBLEMS IN NONLINEAR MEDIA
THESIS ADVISOR : MAYUREE  NATENAPIT   161  pp.  ISBN 974-13-0751-9.

The  objective  of  this research  is  to  study  and  to  solve  the electrostatic
boundary-value problems in nonlinear media using variational energy methods.  The
properties of the dielectric composite materials can be calculated using solutions to the
electrostatic boundary-value problems, but the problem's complexity precludes finding
the exact solution.  There are many ways to evaluate the solutions, and    the method
chosen here is the variational energy methods.  This research demonstrates that using
this method with linear composite media provides results that are as precise as other
methods.  Furthermore, fairly good results are obtained by applying this method to
strongly nonlinear composite medium, and more precise solutions can be found by
having additional parameters in the trial potential function.  In addition, more complex
problems can be solved using this method, such as in a system in which a nonlinear
dielectric sphere is surrounded by another dielectric medium where all of them are in a
uniform electric field.  The results  were comparable  with first order perturbation methods.   
The results of both methods are very close when considered with the nonlinearity
parameter (λ ) at low values  ,  but when larger values of λ  are considered  the results of
the potential function and normal component of electric displacement at the surface of
dieletric sphere under the variational energy methods show slightly more continuity than
the perturbation method.
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บทที่ 1

บทนํ า

วทิยานพินธฉบับนีเ้ปนการศึกษาเกี่ยวกับการแกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตในตัวกลาง
แบบไมเชิงเสน ( electrostatic  boundary-value problems in nonlinear media )  ซึง่มีความ
สมัพนัธของการกระจัดทางไฟฟา  ( electric displacement  : Dv )  และสนามไฟฟา  ( electric field
: Ev ) อยูในรูปแบบที่ยุงยากซับซอน โดยใชวิธีการแปรผันพลังงาน  ( variational energy methods )
ซึง่เปนวธิหีนึง่ที่สามารถประยุกตใชแกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตไดดี

ในปจจุบันวัสดุเชิงประกอบแบบไมเชิงเสน  ( nonlinear composite material )  เปนที่สนใจ
อยางมาก  เนือ่งจากมีการประยุกตสมบัติของวัสดุชนิดนี้   เชน สภาพการนํ าทางไฟฟา ( electrical
conductivity )   สมบัติเชิงแสง   ( optical properties )  เปนตน   [1]     ไปใชในทางดานฟสิกส
และวศิวกรรม  โดยสมบัติของวัสดุชนิดนี้สามารถคํ านวณไดจากการแกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิต

ปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตพื้นฐานที่พิจารณาในตัวกลางเชิงเสน   ( linear media )    
โดยทัว่ไปสามารถหาผลเฉลยไดโดยสมการลาปลาซ   ( Laplace  equation )   หรอืสมการพัวซอง        
( Poisson equation )  ของศกัยไฟฟาแตการพิจารณาในตัวกลางแบบไมเชิงเสน  ( nonlinear
media )   รูปแบบของคาศักยอยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธยอยแบบไมเชิงเสน   ( nonlinear
partial differential equation )  ซึง่มคีวามซบัซอน ดวยเหตุนี้จึงทํ าใหปญหาที่พิจารณาในตัวกลาง
แบบไมเชงิเสนไมสามารถหาผลเฉลยที่แมนตรงได   ไดมีผูศึกษาวิธีการแกปญหานี้อยูหลายแนวทาง
ดวยกัน เชน Blumenfeld  และ  Bergman [2]  ศกึษาวิธีเพอรเทอรเบชัน  ( perturbation methods)
Yu และ  Gu  [3,4]   ศกึษาวิธีการประมาณแปรผัน   ( variational approach ) , Bruggeman
ศกึษาการประมาณตัวกลางยังผล  ( effective medium approximation )  เปนตน
 วธิโีดยทัว่ไปทีใ่ชในการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธยอยแบบไมเชิงเสน ของคาศักย
คือ วิธีเพอรเทอรเบชัน      แตวธินีีม้ขีอจํ ากัดที่สามารถใชไดดีเฉพาะในปญหาที่ตัวกลางมีความ
ไมเชิงเสนแบบออน   ( weakly nonlinear case )    ในการแกปญหาคาขอบกรณีตัวกลางมีความ
ไมเชงิเสนแบบเขม  ( strongly nonlinear case )   จึงจํ าเปนตองใชวิธีการหาผลเฉลยอื่น วิธีการหนึ่ง
ทีส่ามารถหาผลเฉลย ไดดี   คือ  วิธีการแปรผันพลังงาน  ซึ่งสามารถหาผลเฉลยของคาศักยโดยการ
เลอืกฟงกชันศักยทดลองที่เหมาะสม  ( proper trial potential function)   เพือ่เปนคาเริ่มตนในการ
ค ํานวณหาพารามิเตอรของการแปรผัน  โดยฟงกชันศักยทดลองที่จะเปนผลเฉลยไดนี้  จะตองเปน
ฟงกชนัที่ทํ าใหการแปรผันของฟงกชันนลัพลงังาน ( energy functional  )  เทียบกับพารามิเตอรของ
การแปรผันมีคาเปนศูนย   หรือคาของฟงกชันนลัพลงังานมคีานอยที่สุด   จากเงื่อนไขนี้สามารถ
ค ํานวณคาพารามิเตอรของการแปรผันได    เมื่อนํ าพารามิเตอรนี้ไปแทนในฟงกชันศักยทดลองจะได
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รูปแบบศกัย  โดยขั้นตอนการคํ านวณสามารถ ใชคอมพิวเตอรชวยเพื่อทํ าใหการคํ านวณมีความ
แมนยํ าและรวดเร็วมากยิ่งขึ้น

1.1  ลกัษณะของปญหาที่พิจารณา

ปญหาทางไฟฟาสถิตขั้นพื้นฐานของวัสดุเชิงประกอบ  คือ  การคํ านวณเพื่อหาคาความเขม
ของสนามไฟฟา หรือสนามไฟฟา  ( electric field : Ev )  ซึง่น ําไปสูการคาดคะเนสมบัติของวัสดุ
เชงิประกอบซึง่ประกอบดวยสารตางชนิดกัน เชน คาสภาพนํ าไฟฟา  คาคงที่ไดอิเล็กทริก  เปนตน
โดยอธิบายในรูปของคายังผล  ( effective )  ของวสัดุเชิงประกอบทั้งชิ้น

ตวัอยางของการพิจารณาสมบัติของวัสดุเชิงประกอบ  เชน พิจารณาคาคงที่ไดอิเล็กทริก
ยังผล  ( effective dielectric constant  ,  eε  )  ในวสัดุเชิงประกอบแบบเชิงเสน  ซึ่งประกอบดวย
วสัดุเล็ก ๆ ซึ่งถูกลอมรอบดวยตัวกลางไดอิเล็กทรกิอีกชนดิหนึ่ง โดยจะเรียกวัสดุนั้นวา  วัตถุเจือปน
หรือ “ inclusion “ และเรียกตัวกลางที่ลอมรอบอยูวา “ host  ”  และไดผานสนามไฟฟาสมํ่ าเสมอ
ภายนอก 0E

v    ซึง่คา eε  นยิามจากความหนาแนนพลังงานไฟฟาเฉลี่ยโดยปริมาตรของวัสดุเชิง
ประกอบทั้งชิ้น  ดังนี้

                         w   2
02

1
Eeε=      ( ) ( )∫=

V

dVrEr
V

vv 2

2
1 ε

     เมื่อ w   คอื การเฉลีย่ความหนาแนนพลังงานโดยปริมาตร ( volume average ) ของ
พลงังานไฟฟาในวัสดุเชิงประกอบ

นั่นคือ                 ( ) ( )∫=
V

e dVrEr
VE

vv 2
2
0

1 εε

ซึง่ถาพจิารณาจากปญหาคาขอบก็จะทราบรูปแบบคาของ Ev   ใน  inclusion  และใน
ตวักลาง  host  แลวจึงสามารถหาคา  eε   ไดจากวิธีขางตนนั่นเอง

ในวทิยานพินธนีแ้ละบทความสวนใหญที่ตีพิมพจนถึงปจจุบัน ไดพิจารณากรณีที่วัตถุ
เจอืปนกระจายแบบเบาบาง ( dilute inclusion )  ซึง่สามารถประมาณสนามไฟฟาโดยการจํ าลองวา
มเีพียง  inclusion  เพยีงอนัเดียวในตัวกลาง ( single inclusion model )  ซึง่การประมาณนี้ใชไดใน
กรณทีีม่คีาสัดสวนโดยปริมาตรของวัตถุเจือปนที่กระจายในตัวกลาง ( p  ) มีคา 080.≤    [4]

1.2   สมการพืน้ฐานของปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิต
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ในหวัขอนี้จะพิจารณาปญหาของวัสดุไดอิเล็กทรกิเชิงประกอบ ( composite dielectric )
แบบภาพจํ าลองเดี่ยว ( single inclusion  model ) ซึง่ประกอบดวยสารไดอิเล็กทริก  2 ชนิด      
ชนดิหนึ่งเปน  inclusion  ถกูลอมรอบดวยตัวกลางไดอิเล็กทรกิ อีกชนดิหนึ่ง โดยมีสนามไฟฟา
ภายนอกสมํ ่าเสมอเปนเงื่อนไขขอบ  พิจารณาเปน   2   กรณี คือ  กรณีที่พิจารณาในตัวกลาง
ไดอิเล็กทริกแบบเชิงเสนและไดอิเล็กทรกิแบบไมเชิงเสน   ดังนี้

1.2.1   กรณปีญหาเชิงเสน

สมบัติที่ระบุลักษณะของไดอิเล็กทรกิวาเปนไดอิเล็กทรกิแบบเชิงเสน  คือ  คาการกระจัด
ทางไฟฟาในตวักลางชนิดนั้นจะแปรผันตรงกับคาสนามไฟฟาในอันดับที่  1  หรือ   ED

vv
∝    เมื่อ

พจิารณาในปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิต  ผลเฉลยที่ไดคือ  สนามไฟฟา  Ev   เร่ิมตนพิจารณาจาก
สมการพื้นฐานของแมกซเวลล   ซึ่งทั้งในกรณีที่พิจารณาในตัวกลางไดอิเล็กทริกแบบเชิงเสนและ
แบบไมเชิงเสนตางเปนไปตามสมการดังตอไปนี้

fD ρ=⋅∇
vv                                          … ( 1.1 )

       0=×∇ E
vv                     หรือ                 Φ∇−=

vv
E                                 … ( 1.2 )

โดย   Φ   เปน คาศักยไฟฟา  ( electric potential )
                 fρ   เปน ความหนาแนนของประจุอิสระ

ในกรณีที่พิจารณาในตัวกลางไดอิเล็กทรกิแบบเชงิเสน ความสัมพันธระหวาง  Dv   และ Ev

อยูในรูปแบบดังนี้  คือ                
ED
vv

ε=                     … ( 1.3 )

เมื่อ   ε   คอืคาคงที่ไดอิเล็กทริก ( dielectric constant )
เมือ่แทนความสัมพันธจากสมการ ( 1.3 ) ในสมการ  ( 1.1 )
 จะไดวา           
                                                         fE ρε =⋅∇ )(

vv            … ( 1.4 )

ในทีน่ีพ้จิารณาในกรณีที่ไมมีประจุอิสระ  ทํ าใหความหนาแนนประจุ เปนศูนย   ( 0=fρ  )
ดงันัน้ จากสมการ ( 1.2 ) และ ( 1.4 ) จะไดวา
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         0=Φ∇−⋅∇ )(
vv

ε

                   02 =Φ∇        … ( 1.5 )

สมการ  ( 1.5 )  เรียกวา สมการลาปลาซ ( Laplace   equation ) ซึง่แสดงความสัมพันธ
ของคาอนุพันธยอยของคาศักยไฟฟา (Φ ) โดยผลเฉลยที่ได คือ คาศักยไฟฟานั่นเอง เมื่อทราบคา
ศกัยแลว จึงจะสามารถคํ านวณหาคา Ev   ไดตามความสัมพันธจากสมการ ( 1.2 )

สมการลาปลาซมหีลายรปูแบบดวยกันขึ้นอยูกับชนิดระบบพิกัดของปญหาที่พิจารณา  ซึ่ง
ในงานวิจัยนี้พิจารณา  inclusion  เปนทรงกลม  จึงไดพิจารณาในระบบพิกัดทรงกลม  ( spherical
coordinates )  ดังตอไปนี้  :

⇒Φ ),,( φθr   
         2

2

222
2

2
2 1111

φθθ
θ

θθ ∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

∂
∂

+
∂
Φ∂

∂
∂

=Φ∇
Sinr

Sin
Sinrr

r
rr

)()(     … ( 1.6 )

เนือ่งจากคาขอบเปนสนามไฟฟาสมํ่ าเสมอ  ( 0E
v  )  จงึไดกํ าหนดใหแกน Z  อยูในแนว

เดียวกับทิศของ 0E
v  เพือ่ท ําใหเกิดความสมมาตรของสนามไฟฟา  ( azimuthal  symmetry )  และ

พจนสดุทายของสมการ ( 1.6 )  จึงละทิ้งไมตองพิจารณาได  จึงเปนปญหาของสองตัวแปร  นั่นคือ
r  และ θ

ขัน้ตอนในการแกปญหาคาขอบโดยใชสมการลาปลาซ      เร่ิมจากการพิจารณาตัวแปรจาก
ฟงกชัน  Φ  ซึง่เปนฟงกชนัของตัวแปรมากกวาหนึ่งตัวแปรตามสมการ ( 1.6 )    ในขั้นตอนนี้จะยัง
ไมไดค ําตอบที่ตองการ   เพราะเปนคํ าตอบที่ติดอยูในเทอมที่มีคาคงที่ ที่ไมทราบคาจึงตองพิจารณา
ตอไป  เมื่อหาผลเฉลยของสมการ ( 1.6 )  ในแตละบริเวณทั้งใน inclusion และตัวกลาง  host  แลว
จงึใชเงือ่นไขขอบเพื่อหาคาคงที่ที่ไมทราบคา  หลังจากทราบ Φ  จงึสามารถหาคา Ev  จากสมการ
( 1.2 ) และคา Dv  จาก ( 1.3 ) ไดนั่นเอง

เงือ่นไขที่บริเวณรอยตอระหวางไดอิเล็กทรกิทัง้สอง ( ดูภาคผนวก ก ) ซึ่งใชในการหาคาคงที่
ทีไ่มทราบคาในผลเฉลยเพื่อใหไดผลเฉลยที่สมบูรณ  มีดังตอไปนี้

1.   องคประกอบแนวสัมผัสของสนามไฟฟา  ( tE
v  )   ณ บริเวณรอยตอของตัวกลางทั้งสอง

มคีาตอเนื่องกัน  หรือมีคาไมเปลี่ยนแปลงเมื่อขามผานรอยตอ  กลาวคือ

mtit EE
vv

=        … ( 1.7 )



5

เมื่อ itE
v และ mtE

v  เปนองคประกอบแนวสัมผัสของสนามไฟฟาภายในและภายนอก
inclusion ทีพ่ิจารณาตามลํ าดับ

2.    องคประกอบแนวตั้งฉากของการกระจัดทางไฟฟา  ( nD
v  )   ณ บริเวณรอยตอของ

ตวักลางทัง้สองมคีาตอเนื่องกัน  ถาบริเวณผิวรอยตอระหวางสองตัวกลางนี้ไมมีประจุอิสระ ( fρ  )
กลาวคือ

mnin DD
vv

=        … ( 1.8 )

       เมื่อ inD
v   และ  mnD

v   เปนองคประกอบแนวตั้งฉากของการกระจัดทางไฟฟา  ภายในและ
ภายนอก  inclusion  ทีพ่จิารณาตามลํ าดับ

จากเงือ่นไขทัง้สองนี้เอง ที่จะสามารถนํ าไปสูการคํ านวณหาคาคงที่ที่ไมทราบคาได เมื่อ
ทราบคาศกัยสมบูรณเรียบรอยแลว จึงสามารถนํ าคานั้นไปคํ านวณหาปริมาณอื่น ๆ  ไดตอไป

1.2.2   กรณปีญหาไมเชิงเสน

ในทีน่ีพ้ิจารณาในตัวกลางไดอิเล็กทรกิแบบไมเชิงเสน    โดยวสัดุนั้นมีคาการกระจัดทาง
ไฟฟา  (Dv )   และสนามไฟฟา (Ev  ) อยูในทศิทางเดียวกัน  หรือเรียกวาวัสดุนั้นเปน ไอโซโทรปก
( Isotropic )   และจากความสัมพันธโดยทั่วไประหวางสวนประกอบยอยของคา Dv  และ Ev











+

∂

′∂
−+= ∑ ...

β β

αβ
ααα π

x

Q
PED 4

เมื่อ   Pv  ,  αβQ′  และ เทอมลํ าดับสูงอื่น ๆ   แสดงความหนาแนนโมเมนตของไดโพล             
( dipole moment density ) ,  ความหนาแนนโมเมนตของควอดรอโพล ( quadrupole moment
density ) และ ความหนาแนนของมลัติโพลลํ าดับสูง ( higher multipole densities ) อ่ืน ๆ ใน
ตวักลางซึง่ถกูวางอยูภายในสนามไฟฟาภายนอก

หรือเขียนไดวา                  ED
vv

= Pπ4+

เรียก P  วา โพลาไรเซชัน ( polarization )

โดยที่                           =P  ⋅∇−
vv

P ...+′
αβQ
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ในกรณีทั่วไป เนื่องจากความหนาแนนของมัลติโพลลํ าดับสูงจะมีคานอยมาก จึงละทิ้งเทอม
ดงักลาวไว หรือกรณีนี้คาโพลาไรเซชันจะขึ้นอยูกับความหนาแนนโมเมนตของไดโพล (Pv  ) นั่นเอง

P
r   และ  Ev   มคีวามสัมพันธหลายรูปแบบดวยกัน      ในที่นี้พิจารณารูปแบบอัตราสวนเชิง

สเกลาร คือ EP
vr

χ= หรือคา Pr  จะเปนสัดสวนโดยตรงกับ Ev  โดยเรียก χ วา สภาพรบัไดทางไฟฟา
( electric susceptibility )และจาก     ED

vv
= Pπ4+   จะไดวา

( ) EEPED
vrvvv

επχπ =+=+= 414

ซึง่เปนความสัมพันธระหวาง Dv   และ Ev  แบบเชิงเสนนั่นเอง
ในกรณทีีส่นามไฟฟาภายนอกมีความเขมประมาณ  mV610  หรือมากกวา จะเกิดภาวะ

ไมเชิงเสนขึ้นกับไดอิเล็กทริก โดยตองพิจารณาคาโพลาไรเซชันจากมัลติโพลลํ าดับสูงดวย โดยในที่นี่
พจิารณาพจนลํ าดับแรกและจากที่พิจารณาในกรณีที่ตัวกลางเปนไอโซโทรปก จึงเลือกP

r  ประกอบ
ดวยE

v  ก ําลังคี่ (เพื่อแสดงสมบัติไอโซโทรปก คือเมื่อ Ev  กลับทิศจะทํ าให Pr  และ Dv  กลับทิศดวย )
ดังตอไปนี้

EEEP
vvvr 2ξχ +=

เมื่อ  ξ  คือ  สมัประสิทธิ์ที่แสดงความไมเปนเชิงเสนของไดอิเล็กทริก

และจะไดวา       ( ) EEEPED
vvrvvv 24414 πξπχπ ++=+=

หรือ                               EEED
vvvv 2χε +=

พจิารณาตามสมการพื้นฐานของแมกซเวลล  ( 1.1 )   กรณีที่ไมมีประจุอิสระ ( 0=fρ  )
ในตัวกลางไดอิเล็กทรกิแบบไมเชิงเสน

จาก   0=⋅∇ D
vv

     จะไดวา                [ ] 02 =+⋅∇ EEE
vvvv

χε

จากสมการ  ( 1.2 ) จะไดวา

( ) ( )[ ] 0
2

=Φ∇−Φ∇−+Φ∇−⋅∇
vvvv

χε



7

          ( ) ( )[ ] 0
2

=Φ∇Φ∇+Φ∇⋅∇
vvvv

χε        … ( 1.9 )

สมการ  ( 1.9 )    แสดงความสัมพันธของคาอนุพันธยอยของคาศักยไฟฟา ( Φ  ) จึงเรียก
รูปแบบของความสัมพันธตามสมการ  ( 1.9 )  วาสมการเชิงอนุพันธยอยแบบไมเชิงเสน ( nonlinear
partial differential equation )

วธิหีาคาศกัยกรณีนี้มีความซับซอนกวาในกรณีของตัวกลางแบบเชิงเสนที่สามารถแกปญหา
ดวยสมการลาปลาซ   เนื่องจากไมสามารถหา  ผลเฉลยแมนตรงทีเ่ปนรูปแบบงาย ๆ ที่ลงตัว           
( closed form )  ของคาศกัยที่มีความสัมพันธอยูในรูปของสมการเชิงอนุพนัธยอยแบบไมเชิงเสน
ในทางปฏบิตัจิึงมักนิยมหาคาผลเฉลยดวยวิธีคํ านวณเชิงตัวเลข    ( numerical calculation )     
แลวจงึนํ าคาที่ไดไปใชคํ านวณหาปริมาณอื่น ๆ ตอไป

1.3   ขอบเขตงานวิจัย

ดวยเหตทุีค่าศกัยไฟฟาซึ่งเปนผลเฉลยของปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตในกรณีที่พิจารณา
ในตวักลางแบบไมเชิงเสนมีความสัมพันธในรูปแบบสมการเชิงอนุพันธยอยแบบไมเชิงเสน ซึ่งไม
สามารถหาผลเฉลยที่แมนตรงได   จึงไมสามารถคํ านวณหาผลเฉลยไดโดยตรง ในวิทยานิพนธ
ฉบับนีจ้งึไดเลอืกวธิีการในการแกปญหานี้  ดวยวิธีการแปรผันพลังงานซึ่งทํ าใหไดผลเฉลยเปน
คาศักยในแบบเชิงตัวเลข  โดยใชโปรแกรมคอมพิวเตอรชวยในการคํ านวณ    ซึ่งเมื่อไดคาศักยดัง
กลาวแลวสามารถนํ าไปคํ านวณหาคาสมบัติตาง ๆ  ของวัสดุเชิงประกอบไดตอไป

ในบทที ่2  จะอธิบายหลักการของการแปรผันและแสดงใหเห็นวาสามารถใชการแปรผันของ
ฟงกชนัพลงังานเพือ่แกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตไดทั้งกรณีที่พิจารณาตัวกลางแบบเชิงเสนและ
แบบไมเชงิเสนหลังจากนั้นจึงไดศึกษาปญหาคาขอบของทรงกลมไดอิเล็กทริกเดี่ยวแบบเชิงเสนซึ่ง
เปนปญหาทีส่ามารถหาผลเฉลยที่แมนตรงไดในบทถัดมา เพื่อแสดงใหเห็นตัวอยางของการประยุกต
ใชหลกัการแปรผันในปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตซึ่งจะไดผลเฉลยที่แมนตรงเชนกัน   และทํ าการ
ทดสอบความแมนตรงของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่เขียนขึ้นมาเพื่อชวยในการคํ านวณอีกดวย  ตอมา
ไดศกึษาปญหาคาขอบของทรงกลมไดอิเล็กทริกเดี่ยวไมเชิงเสนเชิงเสนแบบเขม ในบทที่ 4  โดย
พจิารณาผลของการเพิ่มพารามิเตอรของการแปรผันลงไปในฟงกชันศักยทดลองเบื้องตน และ
บทที ่ 5  จะท ําการเปรียบเทียบผลการคํ านวณของวิธีแปรผันพลังงานกับวิธีเพอรเทอรเบชันใน
ปญหาทรงกลมไดอเิล็กทริกเดี่ยวไมเชิงเสนถูกลอมดวยตัวกลางแบบเชิงเสนในสนามไฟฟาสมํ่ าเสมอ
ตามบทความของ  P. Brito [5]  เพือ่วเิคราะหการใชวิธีแปรผันพลังงานในปญหาที่มีความซับซอนขึ้น
ตามลํ าดับ



บทที่ 2

การประยุกตหลักการแปรผันในการแกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิต

การแกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิต   สมการ ( 1.9 )    ซึง่เปนสมการเชิงอนุพันธยอยแบบ
ไมเชิงเสน ( nonlinear partial differential equation )  มคีวามซับซอนและไมสามารถหาผลเฉลย
แบบเชิงวิเคราะหอยางแมนตรง ( exact ) ได  วธิหีลกัการแปรผันเปนวิธีหนึ่งที่เหมาะสมในการแก
ปญหานี้

หลักการแปรผัน  ( variational principle )  [6]   เปนทฤษฎีทางคณิตศาสตรซึ่งอธิบาย
ความสมัพนัธของพารามิเตอรกับฟงกชันนัล ณ สภาวะที่เรียกวา “ extremum ” คือ  สภาวะที่
พารามิเตอรทํ าใหคาของฟงกชันนลัมคีาสงูสดุหรือต่ํ าสุด  หลักการแปรผันสามารถนํ ามาประยุกต
ใชในปญหาคาขอบทาง ไฟฟาสถิตได     เนื่องจากฟงกชันนลัทางไฟฟาสถิตเมื่อพิจารณาตาม
สมการออยเลอร –  ลากรางแลว   เห็นไดวามีลักษณะที่สอดคลองกับหลักการแปรผันอยางลงตัว

ในบทนีจ้ะกลาวถงึทีม่าของความเชื่อมโยงระหวางหลักการแปรผันและปญหาคาขอบทาง
ไฟฟาสถิตดวยสมการออยเลอร – ลากราง

2.1   สมการออยเลอร – ลากราง  ( Euler – Lagrange equation )

ในหวัขอนี้จะพิสูจนที่มาของสมการออยเลอร – ลากราง จากหลักของการแปรผัน ทั้งในกรณี
ทีม่ตีวัแปรเดียวและกรณีที่มี  3  ตัวแปร ดังนี้

2.1.1   สมการออยเลอร – ลากราง ในกรณี 1 ตัวแปร

ในทีน่ีเ้ร่ิมจากกรณีงาย ๆ  โดยเลือกฟงกชันที่มีตัวแปรอิสระเพียงตัวเดียว คือ  x  , ตัวแปร
ตามเพียงตัวเดียว  คือ    y    ซึง่เปนตัวแปรที่ขึ้นกับตัวแปร  x    ( )(xy   )   ,  และอนุพันธอันดับ
หนึง่ของตัวแปรตาม     (  )()(

xy
dx

xdy ′=   )

ก ําหนดให         ∫ ′=
b

a

dxxyyFI ),,(        … ( 2.1 )

โดย  F  ขึน้กับตัวแปร x  , )(xy  และอนุพันธอันดับหนึ่งของ y   เทยีบกับ x
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ถาเปลี่ยนฟงกชันy ใหตางไปจากเดิมดวยพารามิเตอร α  ซึง่มีคาเล็ก ๆ  ( infinitesimal )
เขียนไดวา ),( αxy   ก ําหนดใหฟงกชันนัล I   มคีา extremum เมื่อ 0=α  ซึง่ก็คือ  ),( 0=αxy

เพือ่ใชเปรียบเทียบกับฟงกชันนลัทีเ่ปลี่ยนไปดวยพารามิเตอร α
        สามารถเขียน ),( αxy  ไดเปน

)(),(),( xxyxy αηα += 0

)(),(),( xxyxy ηαα ′+′=′ 0

)(xη  เปนตวัอธิบายลักษณะการเปลี่ยนไปของฟงกชัน ),( αxy   และจะมีคาเปนศูนยที่
จดุปลายของฟงกชัน )(xy  ในชวงที่พิจารณา  ซึ่งก็คือ 0== )()( ba ηη

                           y   B
                  ),( 0xy

                          A             ),( αxy

                   x
                 a                                         b

           รปูที่ 2.1    แสดงคาฟงกชันนัล  ][yI

• กรณีพิจารณา  ฟงกชัน  y   ท ําใหไดฟงกชันนลั เปน ][yI   มคีา extremum
ที่ 0=α   แสดงดวยเสนทึบ  (            )

• ในกรณีพิจารณา ใหฟงกชัน y   ตางไปจากเดิมดวยพารามิเตอร  α   ทํ าให
ฟงกชันนลั เปลี่ยนไปเปน  ][ αη+yI   แสดงดวยเสนประ (              )

จากสมการ ( 2.1 ) เมื่อพิจารณาที่ extremum  เมื่อ 0=α

∫ ′=Ψ=
b

a

dxxyyFyI ),,()(][ 0        … ( 2.2 )

)(0Ψ  คือ ผลของการอินทิเกรต ที่ทํ าใหไดคา ][yI  มคีา extremum
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เมื่อ )(xy  เปลี่ยนไปเปน  )()( xxy αη+  จงึท ําใหผลการอินทเิกรตเปลี่ยนไปดวยจาก
สมการ  ( 2.1 )  จึงเปลี่ยนไปอยูในรูปดังนี้

∫ ′+′+=Ψ=+
b

a

dxxyyFyI ),,()(][ ηααηααη         … ( 2.3 )

)(αΨ  คือ ผลของการอินทิเกรต  เมื่อ )(xy  เปลี่ยนไปโดยพารามิเตอร α
คาความแตกตางของผลการอินทเิกรตทัง้สองฟงกชันที่ทํ าใหฟงกชันนัล  ][yI  คือ

)()( 0Ψ−Ψ α   เรียกวา การแปรผันของฟงกชันนัล I  )( Iδ   นัน่คือ

Iδα =Ψ−Ψ )()( 0        … ( 2.4 )

      ฟงกชันนัล  ][yI  จะมีคา extremum กต็อเมื่อการแปรผันของฟงกชันนัล  ][yI    มคีาเปนศูนย
กลาวคือ                                     

             0=Iδ

จากสมการ ( 2.3  )

     ηααηηααη ′
∂
∂

+
∂
∂

+′=′+′+
'

),,(),,(
y

F

y

F
xyyFxyyF        … ( 2.5 )

แทนคาสมการ ( 2.5 ) ในสมการ ( 2.3 )

∫ ′
∂
∂

+
∂
∂

+′=Ψ
b

a

dx
y

F

y

F
xyyF )

'
),,(()( ηααηα

          dx
y

F
dx

y

F
dxxyyF

b

a

b

a

b

a

ηααη ′
∂
∂

+
∂
∂

+′= ∫∫ ∫ '
),,(              … ( 2.6 )

น ําสมการ ( 2.6 ) ไปลบสมการที่ ( 2.2 )

∫∫∫ ∫ ′−′
∂
∂

+
∂
∂

+′=Ψ−Ψ
b

a

b

a

b

a

b

a

dxxyyFdx
y

F
dx

y

F
dxxyyF ),,(

'
),,()()( ηααηα 0
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         dx
y

F

y

F
I

b

a

)( ηααηδ ′
′∂

∂
+

∂
∂

= ∫

ใชการอินทิเกรตสวนยอย ( integration by part ) จะได

dx
y

F

dx

d

y

F
x

y

F
I

b

a

b
a αηαηδ )()(

′∂
∂

−
∂
∂

+
′∂

∂
= ∫

พจนทางขวามือจะเปนศูนย  เนื่องจาก 0== )()( ba ηη

จากเงื่อนไขที่ extremum
 0=Iδ

จะไดวา ∫ =
′∂

∂
−

∂
∂b

a

dx
y

F

dx

d

y

F
0αη)(

ขณะที่ 0≠α  และ 0≠η พรอมกัน จึงไดวา

0=
′∂

∂
−

∂
∂

y

F

dx

d

y

F        … ( 2.7 )

สมการนี้คือ สมการออยเลอร – ลากราง  ตวัแปรเดียวและคํ าตอบจากสมการ ( 2.7 ) นี้
คือ )(xy   ทีท่ํ าให ][yI   มคีา extremum

2.1.2 สมการออยเลอร – ลากราง ในกรณีหลายตัวแปร

ในปญหาโดยทั่วไปฟงกชันมักจะขึ้นอยูกับตัวแปรอิสระมากกวา  1  ตัว   [7]  ซึง่ท ําใหการ
แปรผนัมคีวามซับซอนมากยิ่งขึ้น ดังจะกลาวดังตอไปนี้

ก ําหนดให u   เปนฟงกชันที่เลือกมาขึ้นอยูกับตัวแปรอิสระ 3 ตัว  คือ x  , y  และ  z   หรือ
),,( zyxuu =   โดยเรียก u  วาเปน “ ฟงกชันทดลอง ( trial function ) ”  เมือ่พิจารณาการแปรผัน

ตามสมการ ( 2.1 ) จะไดวา

∫∫∫= dxdydzzyxuuuuFI zyx ),,,,,,(        … ( 2.8 )
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เมือ่ฟงกชัน ),,( zyxu  เปลีย่นไปดวยคา พารามิเตอร α  เลก็ ๆ  จะไดวา

),,(),,,(),,,( zyxzyxuzyxu αηα += 0        … ( 2.9 )

เมื่อ  ),,( zyxαη    เปนการแปรผันของฟงกชัน   ),,( zyxu   หรือ  uδαη =     ทีท่ ําใหผล
ของการอินทเิกรตมีคา extremum

พจิารณาอนุพันธอันดับหนึ่งจากสมการ ( 2.9 )

xxx zyxuzyxu αηα += ),,,(),,,( 0

yyy zyxuzyxu αηα += ),,,(),,,( 0

zzz zyxuzyxu αηα += ),,,(),,,( 0

เมื่อ     
x

u
ux ∂

∂
=   , 

y

u
uy ∂

∂
=  , 

z

u
uz ∂

∂
=

  พจิารณาการแปรผัน I  โดยใช  )()( 0Ψ−Ψ α   ท ํานองเดียวกันกับกรณีที่มี 1 ตัวแปร จะได

      ),,),,,,(),,,,(),,,,(),,,,(( zyxzyxuzyxuzyxuzyxuF zyx αααα

    ),,),,,,(),,,,(),,,,(),,,,(( zyxzyxuzyxuzyxuzyxuF zyx 0000−

z

z

y

y

x

x

u
u

F
u

u

F
u

u

F
u

u

F δδδδ
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=

  พจิารณาการแปรผันของ I  ณ   extremum

   )),,,(()),,,(( 0zyxuIzyxuII −= αδ

   ∫∫∫ ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= dxdydzu
u

F
u

u

F
u

u

F
u

u

F
I z

z
y

y
x

x

)( δδδδδ     … ( 2.10 )
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เนือ่งจาก           u
u

F

x
u

u

F

x
u

u

F

xxx

δδδ )()(
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

u
u

F

y
u

u

F

y
u

u

F

yyy

δδδ )()(
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

u
u

F

z
u

u

F

z
u

u

F

zzz

δδδ )()(
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

แทนคาลงในสมการ ( 2.10 ) จะได

 ∫∫∫ 










∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

= udxdydz
u

F

zu

F

yu

F

xu

F
I

zyx

δδ )()()(

∫∫∫ 










∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+ dxdydzu
u

F

z
u

u

F

y
u

u

F

x zyx

)()()( δδδ

จากทฤษฎีบทของไดเวอรเจนท พจนที่ 2 ทางขวาของสมการขางตนจะเปนศูนย เนื่องจาก
0=uδ  บนผวิขอบ จึงทํ าให

∫∫∫ 










∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

= udxdydz
u

F

zu

F

yu

F

xu

F
I

zyx

δδ )()()(

ซึ่งก็คือ        0=
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂ )()()(

zyx u

F

zu

F

yu

F

xu

F      … ( 2.11 )

สมการ ( 2.11 ) เรียกวา สมการออยเลอร – ลากรางในกรณี  3  ตัวแปร

2.2    ฟงกชันนลัพลงังาน ( W  )

พลงังานศักยไฟฟา ( w  ) คอื  งานในการเลื่อนประจุ q  จากระยะอนันตมายังจุด ( )zyx ,,

ซึง่มีคาศักยไฟฟา ( )zyx ,,Φ  อันเนือ่งมาจากสนามไฟฟาภายนอก  Ev
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พจิารณาใหประจุไฟฟากระจายในตัวกลางดวยความหนาแนนเชิงปริมาตร ρ   สมมติให
การกระจายของประจุนั้นเกิดจากการนํ าประจุเขามาในระบบครั้งละปริมาณเล็ก ๆ qδ  มาที่ยังจุด
( )zyx ,,  ซึง่มคีาศักยไฟฟา Φ ( )zyx ,,   ดงันัน้งานในการเลื่อนประจุ qδ  มายงัตํ าแหนงนี้ คือ

( )zyxqw ,,Φ= δδ      … ( 2.12 )

ปริมาณประจทุี่เพิ่มข้ึนแตละครั้ง  จะนํ าเขาไปรวมกับประจุที่กระจายในบริเวณเล็ก ๆ  ที่
ต ําแหนง ( )zyx ,,  เขียนไดวา

dVq δρδ =

แทนคา qδ  ในสมการ ( 2.12 ) จะไดวา

( )dVzyxw ,,Φ= δρδ

พลงังานทางไฟฟาสถิตทั้งหมดของระบบจากการนํ าประจุ qδ  เขามา คือ ผลรวมของงาน
ตามสมการ ( 2.12 ) ซึง่ค ํานวณไดจากการอินทเิกรตสมการ ( 2.12 ) ทัว่ทัง้บริเวณที่มีประจุอิสระ
หรือ

∫Φ=
V

dVw δρδ      … ( 2.13 )

จาก               fD ρ=⋅∇
vv

จะไดวา         ( ) δρδ =⋅∇ D
vv      … ( 2.14 )

แทนคา δρ  จากสมการ ( 2.14 ) ลงใน  ( 2.13 )  จะไดวา

( )∫ Φ⋅∇=
V

dVDw
vv

δδ      … ( 2.15 )
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เนือ่งจาก   ( ) ( )[ ] [ ]Φ∇⋅+Φ⋅∇=Φ⋅∇
vvvvvv

DDD δδδ

( )[ ] ( ) [ ]Φ∇⋅−Φ⋅∇=Φ⋅∇
vvvvvv

DDD δδδ      … ( 2.16 )

แทนคา จากสมการ ( 2.16 ) ลงในสมการ ( 2.15 )

( ) [ ]dVDdVDw
VV
∫∫ Φ∇⋅−Φ⋅∇=

vvvv
δδδ

และแทนคา     Φ∇−=
vv

E   จะไดวา

 ( ) [ ]dVEDdVDw
VV
∫∫ ⋅+Φ⋅∇=

vvvv
δδδ      … ( 2.17 )

จากทฤษฎีบทของไดเวอรเจนท  เขียนพจนแรกของสมการขางตนไดเปน

( ) ( ) danDdVD
SV

ˆ⋅Φ=Φ⋅∇ ∫∫
vvv

δδ

ดงันั้น                ( ) [ ]dVEDdanDw
VS
∫∫ ⋅+⋅Φ=

vvv
δδδ ˆ       … ( 2.18 )

ส ําหรับพจน  ( ) danD
S

ˆ⋅Φ∫
v

δ   เรียกวา พจนผิว ( surface  term ) โดย S เปนพื้นที่ผิวปด

ลอมรอบปริมาตรของระบบที่สนใจ  ( )V  ถาพิจารณา S  เปนผวิปดรูปทรงกลมที่ไกลมาก ๆ จาก
บริเวณที่มีการกระจายของประจ ุ( ซึ่งทํ าใหเห็นคลายเปนจุดประจุ ) ทํ าใหคาของสนามไฟฟาบนผิว

นัน้ประมาณเปนคาคงตัวได และเปนสัดสวนโดยตรงกับ  2r

r̂   และคาศักยไฟฟาจะเปนสัดสวนกับ

r

1   ซึง่ถา ∞→r  คาของพจน ( ) danD
S

ˆ⋅Φ∫
v

δ  จะมคีานอยมาก จึงละไวได

ในกรณีที่ขอบเขตของพื้นที่ผิวปด S  ทีค่ลมุทั้งระบบที่สนใจ มีปริมาตรจํ ากัด   ( finite )
หรือเงือ่นไขขอบที่ศักยไมทํ าใหผลการอินทิเกรตของพลังงานจากพจนผิวเขาสูคาศูนย   จะตอง
พจิารณาคาพลงังานจากพจนผิวดวย  เรียกวาพลังงานตามพื้นผิว ( surface energy ; sW  ) ดังนี้

∫ ⋅Φ=
S

s danDW ˆv      … ( 2.19 )
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ดงันัน้ ถาเลือก V  ทีม่ขีนาดใหญมาก ๆ คลุมทั้งบริเวณ  จะไดวา

∫ ⋅=
allspace

dVEDw
vr

δδ      … ( 2.20 )

ถาพิจารณากรณีไดอิเล็กทรกิแบบเชงิเสน ซึ่งการกระจัดทางไฟฟาและสนามไฟฟามีความ
สัมพันธกัน คือ   

                     ED
vv

ε=

จะไดวา                                ED
vv

εδδ =

และจาก 2EEEED εε =⋅=⋅
vvvv

จะไดวา       ( )EDEEEEED
vvvvvv
⋅===⋅=⋅ δδεδεεδδ

2
1

2
1

2
1 22      … ( 2.21 )

ดงันั้น     ( ) 







⋅= ∫

allspace

dVEDw
vv

2
1δδ

ก ําหนดให             ( )∫ ⋅=
allspace

dVEDW
vv

2
1

        ∫=
allspace

dVEW 2

2
1 ε

        ∫ Φ∇=
allspace

dVW
2

2
1 v

ε       … ( 2.22 )

เรียก  W  วา  ฟงกชันนลัพลังงาน ( energy functional  ) ซึง่ในหัวขอตอไป จะแสดงให
เหน็วาศักยไฟฟา Φ  ทีท่ ําใหฟงกชันนัลพลังงานมีคาตํ่ าที่สุด เปนไปตามสมการลาปลาซ
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2.3   การน ําการแปรผันไปประยุกตในปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิต

ในหวัขอนี ้จะแสดงวาการใชหลักการแปรผันและการแกสมการพื้นฐานทางไฟฟาสถิตดวย
สมการลาปลาซสํ าหรับกรณีไดอิเล็กทรกิเชงิเสน   และสมการอนุพันธยอยแบบไมเชิงเสนสํ าหรับ
กรณไีดอเิล็กทริกไมเชิงเสน  คือความสัมพันธเดียวกัน

2.3.1 พจิารณาในตัวกลางไดอิเล็กทรกิแบบเชิงเสน

คาฟงกชันนลัพลงังานของตัวกลางปริมาตร V  ทีอ่ยูในสนามไฟฟา Ev   ในกรณีที่พิจารณา
ตวักลางเปนไดอิเล็กทรกิเชงิเสน จะเปนดังสมการ ( 2.22 )  พจิารณาจากความสัมพันธของ  Φ
และ Ev  ตามสมการ  ( 1.2 ) จะไดวา

  dxdydzW
2

2
1
∫∫∫ Φ∇=

v
ε      … ( 2.23 )

พจิารณา   2222222
zyxzyx

Φ+Φ+Φ=
∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

=Φ∇ )()()(
v

จะไดวา               dxdydzW zyx∫∫∫ Φ+Φ+Φ= )( 222

2
1 ε       … ( 2.24 )

เปรียบเทียบฟงกชันนัล  W   จากปญหาทางไฟฟาสถิต กับฟงกชันนัล  I   จากหลักการ
แปรผันในสมการที่ ( 2.8 )  จะไดวา

 )(),,,,,,( 222

2
1

zyxzyx zyxuuuuF Φ+Φ+Φ≡ ε      … ( 2.25 )

ผลของการแปรผัน  ทํ าใหไดสมการออยเลอร - ลากราง ดังนั้นจึงแทนสมการ  ( 2.25  )  ลง
ในสมการออยเลอร - ลากรางในกรณี  3  ตัวแปร จากสมการ ( 2.11 ) จะไดวา

0=Φ+Φ+Φ− )( zzyyxxε

เมื่อ  






∂
Φ∂

∂
∂

=Φ
xxxx   ,   








∂
Φ∂

∂
∂

=Φ
yyyy    ,    







∂
Φ∂

∂
∂

=Φ
zzzz



18

 02 =Φ∇− ),,( zyxε

หรือ                    02 =Φ∇ ),,( zyx      … ( 2.26 )

ซึง่ตรงกับสมการลาปลาซ ส ําหรับการแกปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิต
พจิารณาจากเงื่อนไขของการแปรผันที่ทํ าใหฟงกชันนัล I  มีคา extremum  [6]    คือ

  0=Iδ

จาก                    
α

αδ
∂
∂

=
I

I

ดังนั้น จากกรณีที่พิจารณา จะไดวา        0=
∂
∂
α

α I

หรือเขียนไดเปน                                         0=
αd

dI      … ( 2.27 )

โดย α  เปนพารามิเตอรใด ๆ  ที่เปลี่ยนคาได
ในกรณีนี้พิจารณา ฟงกชันนลัพลงังาน เทียบกับ ฟงกชันนัล I  จะไดวา

αα d

dW

d

dI
≡

กลาวคือ  0=
αd

dW      … ( 2.28 )

จากสมการที่ ( 2.28 ) หมายความวา ถาใหฟงกชันนลัพลงังานมีคา  extremum  จะไดวา
อนพุนัธอันดับหนึ่งของคาฟงกชันนัลนั้นเทียบกับพารามิเตอรของการแปรผัน มีคาเปนศูนยนั่นเอง

ผลเฉลยจากวิธีนี้  คือ คาศักยไฟฟา  Φ   ทีข่ึน้อยูกับพารามิเตอร  α   ดวย   และถา

อนพุนัธอันดับสองของสมการที่  ( 2.28) มากกวาศูนย  ( 02

2

>
αd

Wd  )  แสดงวา ฟงกชันนลัพลังงาน
มคีาตํ่ าที่สุด  ในกรณตีรงขามกัน  หากอนุพันธอันดับสองของสมการที่  ( 2.28 )  นอยกวาศูนย

( 02

2

<
αd

Wd )  แสดงวาฟงกชันนลัพลงังานมคีามากที่สุด  แตถาอนุพันธอันดับสองของสมการที่
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( 2.28 )  เปนศูนย   ( 02

2

=
αd

Wd  ) จะไมสามารถระบุลักษณะของพลังงานวาเปนตํ าแหนงสูงสุด หรือ
ตํ่ าสุดได

สรุปคอื ถาเราทํ าการแปรคาฟงกชันนลัพลงังาน  (  energy functional , W  )   ตามสมการ
( 2.23 )  ใหมีคาตํ่ าที่สุด คาศักย ( )zyx ,,Φ  ทีเ่ปนผลเฉลยจากการคํ านวณ จะเปนไปตามสมการ
ลาปลาซ  ( 2.26 )

2.3.2   พจิารณาในตัวกลางไดอิเล็กทรกิแบบไมเชิงเสน

ความสัมพันธระหวาง Dv  และ Ev  ในกรณีที่พิจารณาตัวกลางไดอิเล็กทริกแบบไมเชิงเสนมี
รูปแบบทีซ่บัซอนกวากรณีเชิงเสน  ในที่นี้จะพิจารณา ลักษณะความสัมพันธแบบหนึ่ง  ดังนี้

EEED
vvvv 2χε +=           … ( 2.29 )

เมื่อ ε  และ χ  คอื คาคงที่ไดอิเล็กทริก ( dielectric constant ) และสภาพรับไดทางไฟฟา
( electric susceptibility ) ตามลํ าดับ

กรณีที่พิจารณาในไดอิเล็กทรกิทีไ่มเปนเชิงเสน คาฟงกชันนลัพลงังาน  ( energy functional
,  W )  จากความสัมพันธของ  Φ   และ  Ev    ตามสมการ ( 1.10 ) ในกรณีที่พิจารณา  [8]  เปนไป
ตามสมการดังนี้

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ Φ∇+Φ∇=Φ
VV

dVxxdVxxW
42

4
1

2
1 vv

χε          … ( 2.30 )

ตอไปนี้จะแสดงใหเห็นวา  ถาทํ าการหาคาตํ่ าที่สุด ( Minimize )  คาฟงกชันนัล  W   ตาม
สมการ ( 2.30 )   จะไดสมการอนุพันธเชิงอนุพันธยอยแบบไมเชิงเสนตามสมการ  ( 1.9 )

จากสมการ ( 2.30 )

W dxdydz
xxx∫ Φ
∂
∂

+Φ
∂
∂

+Φ
∂
∂

= ])()()[( 222

2
1 ε

       ∫ Φ
∂
∂

+Φ
∂
∂

+Φ
∂
∂

Φ
∂
∂

+Φ
∂
∂

+Φ
∂
∂

+ dxdydz
xxxxxx

])()()][()()()[( 222222

4
1 χ
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ก ําหนดให       
xx ∂
Φ∂

=Φ   ,   
yy ∂
Φ∂

=Φ    ,    
zz ∂
Φ∂

=Φ      จะไดวา

∫∫ 



 Φ+Φ+ΦΦ+Φ+Φ+



 Φ+Φ+Φ= dxdydzdxdydzW zyxzyxzyx ))(()( 222222222

4
1

2
1 χε

dxdydzW zyx∫ 



 Φ+Φ+Φ= )( 222

2
1 ε

       ∫ 



 ΦΦ+ΦΦ+ΦΦ+Φ+Φ+Φ+ dxdydzzxzyyxzyx )( 222222444 222
4
1 χ

เมือ่พจิารณาเปรยีบเทียบปญหาทางไฟฟาสถิตกับหลักการแปรผัน  ในทํ านองเดียวกันกับที่
พจิารณาในตัวกลางไดอิเล็กทรกิแบบเชิงเสน จะไดฟงกชัน F  ตามสมการ ( 2.8 )  ในกรณีนี้ดังนี้

          ),,;,,,( zyxFF zyx ΦΦΦΦ=

)()( 222222444222 222
4
1

2
1

zxzyyxzyxzyx ΦΦ+ΦΦ+ΦΦ+Φ+Φ+Φ+Φ+Φ+Φ≡ χε

     … ( 2.31 )

จาก สมการออยเลอร – ลากราง 3 ตัวแปร สมการ ( 2.11 )  :

   0=
Φ∂
∂

∂
∂

−
Φ∂
∂

∂
∂

−
Φ∂
∂

∂
∂

−
Φ∂
∂

F
z

F
y

F
x

F
zyx

แทนคาฟงกชัน F  จากสมการ ( 2.31 )   ลงในสมการออยเลอร – ลากราง 3 ตัวแปรขางตน
จะไดวา

3223
yzxyxxzyx yxxxzyx

Φ
∂
∂

−ΦΦ
∂
∂

−ΦΦ
∂
∂

−Φ
∂
∂

−Φ
∂
∂

−Φ
∂
∂

−Φ
∂
∂

− χχχχεεε

          022322 =ΦΦ
∂
∂

−ΦΦ
∂
∂

−Φ
∂
∂

−ΦΦ
∂
∂

−ΦΦ
∂
∂

− yzxzzzyxy zzzyy
χχχχχ
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
 ΦΦ+ΦΦ+Φ
∂
∂

−







Φ

∂
∂

+Φ
∂
∂

+Φ
∂
∂

− ][ 223
zxyxxzyx xzyx

χεεε

0223223 =



ΦΦ+ΦΦ+Φ

∂
∂

+ΦΦ+ΦΦ+Φ
∂
∂

+ ][][ xzyzzzyxyy zy
χχ


 Φ+Φ+ΦΦ
∂
∂

−







Φ

∂
∂

+Φ
∂
∂

+Φ
∂
∂

− ][)()()( 222
zyxxzyx xzyx

χεεε

          0222222 =



Φ+Φ+ΦΦ

∂
∂

+Φ+Φ+ΦΦ
∂
∂

+ ][][ xyzzzxyy zy
χχ

        [ ] ( )[ ] 0
2

=Φ∇Φ∇⋅∇−Φ∇⋅∇− )()(
vvvvv

χε

หรือ      [ ] 0
2

=Φ∇Φ∇+Φ∇⋅∇
vvvv

χε      … ( 2.32 )

เหน็ไดวาศักยไฟฟาที่ทํ าใหฟงกชันนลัพลงังานตามสมการ ( 2.30 ) มีคาตํ่ าสุดจะสอดคลอง
กบัศกัยไฟฟาตามสมการ ( 1.9 )   และจะเห็นไดวา   เมื่อ  0→χ    จะไดสมการ  ( 2.30 )  และ   
( 2.32 ) ลดรูปเปนสมการ ( 2.23 ) และ ( 2.26 ) ตามลํ าดับ

จากทีก่ลาวมาขางตนเปนการแสดงใหเห็นวา  เมื่อพิจารณาทั้งในตัวกลางไดอิเล็กทริกแบบ
เชงิเสนและแบบไมเชิงเสน  ผลเฉลยที่ไดจากหลักการแปรผันจะสอดคลองกับสมการลาปลาซในทาง
ไฟฟาสถิต ดังนั้นในกรณีที่พิจารณาในตัวกลางแบบไมเชิงเสนที่คาศักยอยูในรูปแบบที่ยุงยาก และ
ไมสามารถหาผลเฉลยที่แมนตรงไดหากพิจารณาตามปกติ  จึงสามารถใชวิธีการแปรผันพลังงานเพื่อ
หาผลเฉลยแทนไดเชนกัน
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VE
V

bbbb
V

cW
i

m
i

im
4
0

4324

5
8

5
8

5
3641 ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ Ω
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+−−+

Ω
+ χχχ~

กําหนดให   
V

p iΩ
=   เปนอัตราสวนระหวางปริมาตร inclusion และ host   

VEpbbbbcpW
i

mim
4
0

4324

5
8

5
8

5
3641 ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+−−++ χχχ~

เมื่อพิจารณาเพื่อหาคา b   จากเงื่อนไขของการแปรผัน

       0==
∂
∂
b

W

จะไดคา b  ซึ่งขึ้นกับอัตราสวน 
m

i

χ
χ   ซึ่งในโปรแกรมกําหนดให y

m

i =
χ
χ  ดังนี้

( ) 051515586185
5
4 3232 =+++++−+− ybybbyybbbp

( ) ( ) ( ) ( ) 058156151855 32 =+++−++++− bybybyy

( ) ( ) ( ) ( ) 05852356315 32 =+++−++++− bybybyy

เอา 1−  คูณตลอดทั้งสมการ จะไดวา

( ) ( ) ( ) ( ) 05852356315 32 =+−−++−− bybybyy        … ( 4.8 )

สมการที่ ( 4.8 ) เปนรูปแบบของความสัมพันธของพารามิเตอร  b   ที่ขึ้นกับคาอัตราสวน

m

i

χ
χ    ซึ่งพบไดในหลายบทความ  [3 , 8]

เมื่อพิจารณาในกรณีที่ใชคาศักยทดลองอยางงาย  คาฟงกชันนัลพลังงานจะเปลี่ยนไปตาม
พารามิเตอร  b  และตามอัตราสวนของ 

m

i

χ
χ  ซึ่งเมื่อนํามาเขียนกราฟโดยแกนตั้งเปนคาฟงกชันนัล
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และในทํานองเดียวกันกับการพิจารณาในตัวกลางแบบเชิงเสน  เมื่อเปรียบเทียบในกรณีที่
พิจารณา ที่อัตราสวน 

m

i

χ
χ ตาง ๆ กัน พบวา คาฟงกชันนัลพลังงาน ณ ตําแหนงต่ําที่สุดที่กรณีที่มีคา

อัตราสวน 
m

i

χ
χ  นอยจะมีคาต่ํากวา ในกรณีที่มีคาอัตราสวน  

m

i

χ
χ  มาก สังเกตไดจากเสนกราฟจาก

รูปที่  4.2   ที่คาอัตราสวน 
m

i

χ
χ มีคานอยจะโคงต่ํากวาในกรณีที่มีคาอัตราสวน 

m

i

χ
χ มาก และจาก

เสนกราฟเห็นไดวาตําแหนงที่ฟงกชันนัลพลังงานต่ําสุด คาพารามิเตอร b    ก็แตกตางกันเมื่อ
พิจารณาที่อัตราสวน   

m

i

χ
χ   เชนกัน กลาวคือ เมื่อพิจารณาในกรณีที่ 1<

m

i

χ
χ   พบวาคา

พารามิเตอร  b   เปนบวก เมื่อพิจารณาในกรณีที่  1>
m

i

χ
χ   พบวาคาพารามิเตอร  b   เปนลบ

เมื่อพิจารณาจากการแปรผันเพื่อหาคาพารามิเตอรที่ทําใหฟงกชันนัลพลังงานมีคาต่ําที่สุด
โดยเปรียบเทียบฟงกชันนัลพลังงานที่ต่ําที่สุด  ซึ่งฟงกชันนัลพลังงานที่ไดจากขั้นตอนของการแปรผัน
จากโปรแกรมคือ คา 

m

e

χ
χ  นั้นเอง โดยทั้งกรณีที่ใชฟงกชันศักยแบบงาย และแบบเพิ่มพารามิเตอร มี

ความสัมพันธระหวาง 
m

e

χ
χ  และ 

m

i

χ
χ   ในลักษณะเชนเดียวกัน  เมื่อพิจารณาความสัมพันธดังกลาว

นํามาเขียนในรูปแบบของกราฟ จะไดกราฟมีลักษณะดังนี้

           

2 4 6 8 10 m

i

χ
χi

0.9

0.95

1.05

1.1

1.15

1.2

1.25
m

e

χ
χ

        รูปที่ 4.3   แสดงความสัมพันธระหวาง 
m

e

χ
χ  และ 

m

i

χ
χ
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จากกราฟเห็นไดวาที่ 1<
m

i

χ
χ ( เมื่อคาสภาพยอมทางไฟฟาของ inclusion นอยกวา host )

พบวาเมื่อเปรียบเทียบการเปลี่ยนแปลงคา 
m

e

χ
χ  เมื่อเปลี่ยนคา 

m

i

χ
χ  จะมีการเปลี่ยนแปลงไดมาก

กวาในกรณีที่พิจารณาที่  1>
m

i

χ
χ    ( เมื่อคาสภาพยอมทางไฟฟาของ inclusion มากกวา host )

หรือเมื่อพิจารณาฟงกชันนัลพลังงาน ในกรณีที่คาสภาพยอมทางไฟฟาของ inclusion มากกวา host
พบวาฟงกชันนัลพลังงานจะไมแตกตางกันมากนัก แมวาจะเพิ่มคาอัตราสวน  

m

i

χ
χ  ก็ตาม

เมื่อพิจารณาโดยใชฟงกชันศักยทดลองที่มีพารามิเตอรแตกตางกัน ฟงกชันนัลพลังงานที่ได
ยอมแตกตางกันดวย ในที่นี้ไดทดลองแทนพารามิเตอรตาง ๆ โดย เมื่อตองการเพิ่มพารามิเตอร

ijb  ใน    ขั้นตอนการคํานวณตองเพิ่มเทอมที่มีพารามิเตอร ijb  นี้ คือ  ( ) ( )θCosPrab i
jj

ij
−+1

ที่ฟงกชัน mΦ  คาฟงกชันนัลพลังงาน ณ ตําแหนงที่มีคานอยที่สุด ( MinW  )  ไดผลดังตารางดังนี้
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ตารางที่ 4.1    แสดงคาฟงกชันนัลพลังงานที่ไดจากการคํานวณการแปรผันในกรณีที่ใชฟงกชันศักย
ทดลองอยางงาย ( c11,b12 ) และแบบเพิ่มพารามิเตอร เปน c11,b12,b32,b34

m

i

χ
χ

( )1211 bcWMin , ( )34321211 bbbcWMin ,,,

0.02 0.877826 0.873
0.1 0.893944 0.890467
0.2 0.911363 0.909038
0.3 0.926546 0.925003
0.4 0.940039 0.939039
0.6 0.96329 0.962932
0.8 0.982938 0.982864
1 1 1

1.2 1.01511 1.01505
1.5 1.03498 1.03469
2 1.06275 1.06186
3 1.10562 1.10326
4 1.13838 1.1345
5 1.16491 1.1596
6 1.18723 1.18058
8 1.2234 1.21435

10 1.25211 1.24096

จากตารางเห็นไดวา   คาของฟงกชันนัลพลังงานในกรณีที่ใชคาศักยทดลองแบบเพิ่ม
พารามิเตอร ซึ่งมีพารามิเตอร 4 ตัว มีคานอยกวากรณีที่ใชคาศักยทดลองอยางงายที่มีพารามิเตอร
เพียง  2  ตัว และจากบทความของ  YU  [8]  แสดงใหเห็นวาเมื่อใชพารามิเตอร   14   ตัว
ฟงกชันนัลพลังงานจะนอยกวากรณีที่ใชศักยทดลองอยางงายอีกดวย

เมื่อเลือกพิจารณาพารามิเตอรอ่ืน ๆ จะได    คาฟงกชันนัลพลงังาน ณ  ตําแหนงที่มีคานอย
ที่สุด  เมื่อพิจารณาที่อัตราสวนระหวาง  

m

i

χ
χ    ในชวงคาที่พิจารณา แตกตางกัน  ดังตารางตอไปนี้
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m

i

χ
χ Simple C11b12 b13 C11b12 b15 C11b12 b16 C11b12 b17 C11b12 b18 C11b12

b13b15
C11b12 b31 C11b12 b32 C11b12 b33 C11b12 b34 C11b12

b32b34

0.02 0.877826 0.876759 0.876516 0.876474 0.87646 0.876464 0.87648 0.874038 0.874864 0.876288 0.877109 0.873000
0.1 0.893944 0.893407 0.893298 0.893282 0.893279 0.893283 0.893285 0.891357 0.892021 0.893033 0.893577 0.890467
0.2 0.911363 0.911131 0.911091 0.911086 0.911086 0.91109 0.911087 0.909734 0.910222 0.910878 0.911203 0.909038
0.3 0.926546 0.926448 0.926432 0.926431 0.926432 0.926434 0.926431 0.925521 0.925867 0.926287 0.926478 0.925003
0.4 0.940039 0.939998 0.939993 0.939993 0.939993 0.939994 0.939993 0.939406 0.93964 0.939902 0.940011 0.939039
0.6 0.963290 0.963285 0.963285 0.963285 0.963285 0.963285 0.963285 0.963081 0.96317 0.963257 0.963287 0.962932
0.8 0.982938 0.982938 0.982938 0.982938 0.982938 0.982938 0.982938 0.982898 0.982917 0.982933 0.82938 0.982864
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1.2 1.01511 1.01511 1.01511 1.01511 1.01511 1.01511 1.01511 1.01508 1.01509 1.0151 1.01511 1.01505
1.5 1.03498 1.03498 1.03498 1.03498 1.03498 1.03498 1.03498 1.03485 1.03493 1.03497 1.03498 1.03469
2 1.06275 1.06272 1.06272 1.06272 1.06272 1.06272 1.06272 1.06238 1.06262 1.06274 1.06273 1.06186
3 1.10562 1.10546 1.10545 1.10546 1.10546 1.10547 1.10545 1.10476 1.105039 0.10562 1.10552 1.10326
4 1.13838 1.13794 1.13793 1.13795 1.13797 1.13798 1.13793 1.1371 1.13811 1.13836 1.1381 1.13450
5 1.16491 1.16413 1.16412 1.16414 1.16417 1.16421 1.16411 1.1633 1.16464 1.16486 1.16443 1.15960
6 1.18723 1.18603 1.18602 1.18606 1.18611 1.18616 1.186 1.18534 1.18697 1.18712 1.18649 1.18058
8 1.22340 1.22126 1.22126 1.22134 1.22144 1.22153 1.22123 1.2211 1.2232 1.22312 1.22212 1.21435
10 1.25211 1.24895 1.24898 1.24910 1.24924 1.24938 1.24893 1.24951 1.25195 1.25161 1.25026 1.24096

                     ตารางที่  4.2  แสดงคา  
m

e

χ
χ  ในกรณีที่พิจารณาในตัวกลางไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนแบบเขม ที่คา 

m

i

χ
χ มีคาเทากับ 0.02 , 0.1,0.2,0.3,0.4,0.6,0.8,1,1.2,1.5,2,3,4,5,6,8,10 ตามลําดับ

จากตารางที่ 4.2 แสดงใหเห็นถึงคาของฟงกชันนัลพลังงานในกรณีที่ใชพารามิเตอรสําหรับคาศักยเริ่มตนที่แตกตางกัน  ซึ่งเห็นไดวาแนวโนมของคาฟงกชันนัลพลังงาน
เมื่อเพื่มพารามิเตอรใหมากขึ้น คือ คาฟงกชันนัลพลังงานมักลดลง แตก็ไมเสมอไปขึ้นอยูกับพารามิเตอรที่เลือกใช เพราะพารามิเตอรแตละคาจะทําใหฟงกชันนัลพลังงานลดลง
ไดแตกตางกัน บางตัวก็ไมทําใหคาฟงกชันนัลพลังงานแตกตางจากกรณีที่ใชฟงกชันศักยอยางงายที่มีพารามิเตอรเพียง 1 ตัว
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สําหรับกรณีที่พิจารณาโดยใชคาศักยทดลองแตกตางกัน พบวาในกรณีที่ใชศักยทดลองแบบเพิ่ม

พารามิเตอรจะมีคา nD  ที่ผิวรอยตอทั้งขางในและนอกทรงกลมมีคาใกลเคียงมากกวาในกรณีที่ใชศักย
ทดลองอยางงาย  หรืออาจกลาวไดวา  เมื่อเลือกใชศักยทดลองที่มีพารามิเตอรเพิ่มข้ึน ทําใหคา nD  ที่
ผิวรอยตอของทรงกลมมีคาตอเนื่องมากขึ้นนั่นเอง



บทที่ 5

ปญหาคาขอบของไดอิเล็กทริกทรงกลมแบบไมเชิงเสนในตัวกลางแบบเชิงเสน

ส ําหรบับทนี้ไดศึกษาปญหาที่ซับซอนขึ้น  จากปญหาในบทความของ   P. Brito , C.Grosse
และ C. Halloy  [5]  ซึง่ไดศกึษาปญหาทรงกลมไดอิเล็กทริกแบบไมเชิงเสนถูกลอมรอบดวยตัวกลาง
แบบเชงิเสน และทั้งหมดอยูในสนามไฟฟาสมํ่ าเสมอที่ใหภายนอกทรงกลม   ดวยวิธีเพอรเทอรเบชัน
( perturbation methods , ดูภาคผนวก ข เพิ่มเติม )  ทัง้นีเ้พือ่เปนการเปรียบเทียบผลที่ไดจากการ
ค ํานวณระหวางวิธีแปรผัน  พลังงาน  และวิธีเพอรเทอรเบชัน โดยเปรียบเทียบความตอเนื่องของ
ปริมาณตาง ๆ จากเงื่อนไขขอบ   ของปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตในกรณีที่พิจารณานั่นเอง

5.1 ลกัษณะโดยทั่วไปของปญหา

จากบทความของ Brioto และคณะ  [5]  ไดกลาวถงึผลการทดลองซึ่งชี้ใหเห็นวาตัวกลาง
ไดอิเล็กทรกิทกุชนดิ  เมื่ออยูในสนามไฟฟาภายนอกที่คอนขางเขมอยางเต็มที่  ( มคีวามเขมสนาม
ไฟฟาประมาณ m

V510  )  จะแสดงสมบัติไมเชิงเสน ( nonlinear effects )  จงึท ําใหปญหาความ
ไมเปนเชิงเสนของไดอิเล็กทริกเปนที่สนใจอยางแพรหลายในปจจุบัน

ในบทความนี้ไดนิยามบางปริมาณไวแตกตางจากบทความของ Yu [8]  บางเล็กนอย  ทั้งนี้
โปรแกรมน ํามาประยุกตใชมีพื้นฐานจากบทความของ Yu  จงึตองนยิามปริมาณตาง ๆ กอน  เพื่อ
เชือ่มโยงและนํ าโปรแกรมมาประยุกตชวยในการคํ านวณได   เพือ่ใหการคํ านวณรวดเร็วและสะดวก
ยิ่งขึ้น

เร่ิมตนจากคาการกระจัดทางไฟฟาในกรณีที่พิจารณาในตัวกลางไดอิเล็กทริกแบบไมเชิงเสน
จากบทความของ Brioto และคณะ  [5]  นยิามไววา

EKD
vv

0ε=        … ( 5.1 )

เมื่อ 0ε   คอื คาสภาพยอม ( permittivity ) ณ สุญญากาศ
K   คือ คาคงที่ไดอิเล็กทริกในตัวกลางไดอิเล็กทริกแบบไมเชิงเสน

            โดยที่
( )2

0 1 EKK
v

λ−=                    … ( 5.2 )
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เมื่อ 0K  คือ คาคงทีไ่ดอิเล็กทริกในตัวกลางพจนที่เปนเชิงเสน ( linear term )
λ    คอื พารามิเตอรที่บอกความไมเปนเชิงเสนของตัวกลาง

แทนคา K  จากสมการ ( 5.2 ) ลงไปในสมการ ( 5.1 )  จะไดวา

( )EEKD
vvv 2

00 1 λε −=

EEKEKD
vvvv 2

0000 λεε −=        … ( 5.3 )

Brito และคณะ ค ํานวณคาศักยไฟฟาภายในและภายนอกทรงกลมไดอิเล็กทรกิไมเชิงเสน
เปน incluson อยูในตัวกลาง host  ซึง่เปนไดอิเล็กทรกิเชิงเสน โดยวิธีเพอรเทอรเบชัน ลํ าดับที่ 1
โดยที่คา λ  มคีานอย ๆ

จากบทความของ Yu [8]  ซึง่ไดศึกษารายละเอียดในบทที่  3 และ 4  ไดนิยามความสัมพันธ
ระหวางการกระจัดทางไฟฟาและสนามไฟฟา เปนรูปแบบดังนี้

EEED
vvvv 2χε +=        … ( 5.4 )

เมือ่เปรียบเทยีบสมการ ( 5.3 ) และ ( 5.4 )  จึงไดความสัมพันธของคาคงที่ที่ใชในบทความ
ของ Yu [8] และ Brito [5] ดงันี้ คือ

                          00Kεε ~                   และ                   λεχ 00K−~

หรือ ελχ −~        … ( 5.5 )

จากสมการ ( 5.5 ) แสดงใหเห็นวาในกรณีที่พิจารณาจากบทความของ  Brito  [5]
คาสภาพรับไดทางไฟฟา ( electric susceptibility ; χ  ) มคีวามสมัพันธกับคาคงที่ไดอิเล็กทริก
( dielectric constant ; ε  )  โดยอตัราสวนระหวาง χ  และ ε  คือ คา λ−  นัน่เอง

ในกรณทีีพ่จิารณาในตวักลางที่เปนเชิงเสน นั่นหมายความวาพารามิเตอรที่แสดงความไม
เปนเชิงเสน λ มคีาเปนศนูยนั่นเอง     เมื่อพิจารณารูปแบบของการกระจัดทางไฟฟาจากสมการ
( 5.3 )    จงึไดวา

        EKD
vv

00ε=
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a

λ iK

และเมื่อพิจารณาจากบทความของ  Yu [8]   จากสมการ ( 5.4 )   ในกรณีที่พิจารณาใน
ตวักลางที่เปนเชิงเสน จะไดวา

ED
vv

ε=

จากความสมัพันธขางตน  ระหวางปริมาณจาก  2  บทความ จะนํ าไปสูการเปรียบเทียบผล
ของการค ํานวณในปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตในหัวขอตอไป

5.2  ปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตวิธีการแปรผันพลังงาน

พจิารณาปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตในทรงกลมไดอิเล็กทริกแบบไมเชิงเสนที่ถูกลอมรอบ
ดวยตวักลางไดอิเล็กทริกแบบเชิงเสนดวยวิธีการแปรผันพลังงาน

ในทีน่ี้  ใหทรงกลมไดอิเล็กทรกิเดี่ยวเปน inclusion มคีาคงที่ไดอิเล็กทรกิเชิงเสนเปน iK

พารามเิตอรที่แสดงความไมเปนเชิงเสน   λ   รัศมี  a   ปริมาตร  iΩ     วางอยูในตัวกลาง host   
อีกชนดิหนึ่งซึ่งมีคาคงที่ไดอิเล็กทรกิเชิงเสนเปน  mK  รัศมี R   ปริมาตร  V   ซึง่มขีนาดใหญกวา

iΩ  มาก ทัง้ระบบอยูภายในสนามไฟฟาภายนอกสมํ่ าเสมอ   zEE
)v

0=     ดงัรูปตอไปนี้

       P
                                                                                r
                      zEE

)v
0=                                θ

ẑ
                   

mK

รปูที่   5.1   แสดงแบบจํ าลองของปญหาทรงกลมไดอิเล็กทรกิเดีย่ว   ที่อยูภายในสนามไฟฟา
                  ภายนอกสมํ่ าเสมอ   zEE

)v
0=

ก ําหนดใหใช     Φ∇=
vv

E       จงึไดเลือกฟงกชันศักยทดลองเบื้องตนในรูปแบบดังนี้คือ

( ) θθ rCoscEri 0=Φ ,        … ( 5.6 )

( ) θθθ Cos
r

a
bErCosErm 2

3

00 +=Φ ,               … ( 5.7 )
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โดย  iΦ  เปนคาศักยทดลองภายในทรงกลมไดอิเล็กทริก     ( )ar <

   mΦ  เปนคาศักยทดลองภายนอกทรงกลมไดอิเล็กทริก ( )ar >

และเชนเดียวกับกรณีที่พิจารณามาแลว คือ จากเงื่อนไขขอบที่ผิวรอยตอของทรงกลมกับ
ตวักลางภายนอกจะไดวา

( ) ( )arar mi =Φ==Φ

ซึง่จะไดความสัมพันธระหวาง  c   และ  b   คือ     bc +=1

ฟงกชนันลัพลงังานที่นํ ามาใชตามวิธีการการแปรผัน    บริเวณภายในและภายนอกของ
ทรงกลมไดอิเล็กทรกิมรูีปแบบทีแ่ตกตางกัน   ที่เปนเชนนั้นเพราะวาในกรณีที่พิจารณานี้ ทรงกลม
ไดอิเล็กทรกิและตวักลางที่ลอมรอบอยูเปนตัวกลางคนละแบบกัน กลาวคือ ทรงกลมไดอิเล็กทริก
เปนตัวกลางแบบไมเชิงเสน     สวนตวักลางที่ลอมรอบอยูเปนตัวกลางแบบเชิงเสน    ท ําใหการ
พจิารณาแตกตางจาก  2  บทที่แลว   ซึง่ทรงกลมไดอิเล็กทรกิและตัวกลางที่ลอมอยูภายนอกเปน
ตวักลางแบบเดียวกัน

ส ําหรับฟงกชันนลัพลงังานกรณีที่พิจารณาในทรงกลมไดอิเล็กทรกิ    ซึ่งเปนตัวกลางแบบ
ไมเชงิเสน จะเปนไปตามสมการ ( 2.30 ) ดังนี้คือ

( ) ( )∫∫
ΩΩ

+=
ii

dVEdVEWi
42

4
1

2
1 χε

หรือในที่นี้ใชเปน

( ) ( )∫∫
ΩΩ

−=
ii

dVEKdVEKW iii
4

0
2

0 4
1

2
1 λεε        … ( 5.8 )

เมื่อ   iK   คอืคาคงที่ไดอิเล็กทริกเชิงเสนของทรงกลมไดอิเล็กทริก
λ    คอื พารามิเตอรที่บอกความไมเปนเชิงเสนของตัวกลาง

iΩ   คือ ปริมาตรของทรงกลมไดอิเล็กทริก หรือ inclusion

ส ําหรับฟงกชันนลัพลงังานกรณีที่พิจารณานอกทรงกลมไดอิเล็กทรกิ ซึ่งเปนตัวกลางแบบ
เชงิเสน จะเปนไปตามสมการ ( 2.2 ) คือ
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( )∫
Ω

=
m

dVEWm
2

2
1 ε

หรือในที่นี้ใชเปน ( )∫
Ω

=
m

dVEKW mm
2

02
1 ε        … ( 5.9 )

เมื่อ  mΩ  คือ ปริมาตรของตัวกลางไดอิเล็กทริกที่ลอมรอบทรงกลมไดอิเล็กทริกอยู
ดงันั้น ฟงกชันนลัพลงังานของระบบ  ( W  ) คือ

Smi WWWW ++=

เมือ่ทราบลกัษณะของฟงกชันนัลพลังงานแลว ข้ันตอมาคือ แทนคาฟงกชันศักยเร่ิมตนลงไป
ในฟงกชันนลัพลงังาน  แลวจึงคอยนํ าไปคํ านวณการแปรผันตอไปได  โปรแกรมที่ใชมีลักษณะ
คลายคลงึกบัโปรแกรมที่ใชในบทที่แลว  โดยแตกตางกันเล็กนอยที่ฟงกชันนลัพลงังาน สวนขั้นตอน
การค ํานวณนั้นยังคงคลายคลึงกัน     จากนัน้จงึค ํานวณเปรียบเทียบคาของฟงกชันนลัพลังงาน
แลวจึงพิจารณาความตอเนื่องที่ผิวรอยตอ ( ar =  ) ของคาศักยไฟฟาและสวนประกอบแนวฉาก
ของการกระจัดทางไฟฟาของวิธีแปรผันพลังงาน และวิธีเพอรเทอรเบชันตามบทความของ Brioto
และคณะ [5]  เปรียบเทียบกัน

5.2  ผลการคํ านวณของโปรแกรม

โปรแกรมที่เขียนขึ้นมาเพื่อแกปญหานี้คือ  NL_L.nb  ( ดภูาคผนวก ฉ )  ซึ่งไดดัดแปลงคา
คงทีไ่ดอเิลก็ทริกจากโปรแกรมที่ใชในบทกอนเล็กนอยและไดใชศักยทดลองเบื้องตน ตามสมการที่
( 5.6 ) และ ( 5.7 ) เพือ่ใชคํ านวณคาฟงกชันนลัพลงังานสํ าหรับการแปรผัน

จากการทดสอบความแมนตรงของโปรแกรมดวยการกํ าหนดให คา 0=λ  หรอืกํ าหนดให
พจิารณาในกรณีตัวกลางแบบเชิงเสนนั่นเอง พบวา คา b  ทีเ่ปนผลเฉลยของโปรแกรมจากการ
ค ํานวณการแปรผัน  มีรูปแบบเชนเดียวกับการคํ านวณในตัวกลางแบบเชิงเสนโดยตรงตามวิธีการ
แปรผัน ( ตามสมการที่ ( 3.18 ) ) คือ

 
b® -

Ki- Km

Ki+ 2Km

















บทที่ 6

สรุปและวิเคราะหผลการวิจัย

จากการศกึษาวธิกีารแปรผันพลังงาน    สํ าหรับปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตในตัวกลาง
ไดอเิลก็ทรกิแบบไมเชิงเสนทํ าใหทราบถึงความสัมพันธของหลักการแปรผัน  และปญหาคาขอบทาง
ไฟฟาสถติ ซึง่เปนทีม่าของการนํ าฟงกชันนัลพลังงานมาพิจารณาตามหลักการแปรผันเพื่อแกปญหา
คาขอบทางฟฟาสถิตในกรณีนี้ เนื่องจากการแกปญหาคาขอบโดยตรงตามวิธีปกติทั่วไปไมสามารถ
ท ําไดเพราะความซับซอนของปญหานั่นเอง

หลกัการส ําคญัของวิธีการแปรผันพลังงานอยูที่การเลือกฟงกชันศักยทดลองเริ่มตนสํ าหรับ
การแปรผนั  การเพิ่มพารามิเตอรลงไปในคาฟงกชันศักยทดลอง  จะทํ าใหการแปรผันพลังงานมีผล
เฉลยที่ดีขึ้น    แตจะท ําใหการคํ านวณซับซอนขึ้นมาก   ซึง่ในการศึกษาไดแกปญหานี้ดวยการนํ า
โปรแกรมคอมพิวเตอรเขามาชวยในขั้นตอนของการคํ านวณ  ทํ าใหการคํ านวณสะดวกรวดเร็วยิ่งขึ้น

ในปญหาทรงกลมไดอิเล็กทรกิแบบเชงิเสน  วิธีการแปรผันพลังงานทํ าใหไดผลเฉลยที่ตรง
กบัการค ํานวณเชิงวิเคราะหจากการแกสมการลาปลาซโดยตรง และมีปริมาณที่ตอเนื่องที่ผิวรอยตอ
ตามเงือ่นไขความตอเนื่องตามทฤษฎีของปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิต   ไดแก   คาศักยไฟฟา ซึ่ง
ตอเนือ่งจากการที่กํ าหนดในขั้นตอนเริ่มตนของการคํ านวณ และอีกปริมาณหนึ่งคือ สวนประกอบ
แนวฉากของการกระจัดทางไฟฟา   ( nD  )   จากการค ํานวณดวยวิธีนี้  แสดงใหเห็นวาสวนประกอบ
แนวฉากของการกระจัดทางไฟฟามีคาตอเนื่องที่ผิวรอยตอเชนเดียวกัน จึงกลาวไดวาการใชวิธีการ
แปรผนัพลงังานในตัวกลางแบบเชิงเสน จะไดผลเฉลยที่แมนตรง

เมือ่พิจารณาในทรงกลมไดอิเล็กทรกิไมเชิงเสนแบบเขม พบวาผลการคํ านวณที่ไดมีความ
แมนตรงในระดบัหนึ่ง  กลาวคือ เมื่ออัตราสวนระหวางคาสภาพยอมทางไฟฟาภายในและภายนอก
ทรงกลม  ( mi χχ ,  ) หรือ  

m

i

χ
χ  มคีาใกลเคียง 1 หรือกรณีที่เกือบเสมือนเปนตัวกลางเนื้อเดียวกัน

ผลเฉลยที่ไดจะคอนขางแมนตรง โดยสังเกตจาก nD  ทีผ่วิรอยตอเกือบจะมีคาเทากันทั้งในและนอก
ทรงกลม และมีคาตอเนื่องกันที่ 1=

m

i

χ
χ  โดยเฉพาะอยางยิ่งเมื่อเพิ่มพารามิเตอรลงไปในฟงกชัน

ศกัยทดลองเพือ่เร่ิมตนการแปรผัน  แมจะทํ าใหการคํ านวณซับซอนมากยิ่งขึ้น  แตผลที่ไดคอนขาง
นาพอใจเพราะทํ าใหคา nD  ทีผ่วิรอยตอมีคาใกลเคียงกันมากยิ่งขึ้น หรือทํ าให  nD  ที่ผิวรอยตอ
ใกลเคยีงกบัทฤษฎีของความตอเนื่องจากปญหาคาขอบทางไฟฟาสถิตนั่นเอง
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เมือ่น ําวธิกีารแปรผันพลังงานไปประยุกตใชในปญหาทรงกลมไดอิเล็กทริกไมเชิงเสน
ลอมรอบดวยตัวกลางแบบเชิงเสนในสนามไฟฟาภายนอกสมํ่ าเสมอ ซึ่งไดศึกษาในบทที่   5
โดยน ํามาจากบทความของ   P. Brito [5]   จะเหน็ไดวาผลเฉลยที่ไดสอดคลองกับเงื่อนไขความ
ตอเนื่องของคาศักยไฟฟาและคา  nD  ทีผ่วิรอยตอ   ซึ่งแตกตางจากผลเฉลยจากในบทความของ
P. Brito ที่ λ  มคีามากซึ่งไมสอดคลองกับเงื่อนไขของความตอเนื่องของคา nD  ทีผ่วิรอยตอนัก
เนือ่งจากวิธีเพอรเทอรเบชันตองพิจารณากรณีที่ λ มคีานอย นั่นเอง

นอกจากจะไดผลเฉลยของปญหาคาขอบแลว  ยังสามารถนํ าคาที่ไดไปคํ านวณสมบัติอ่ืน ๆ
ของวสัดุเชงิประกอบแบบไมเชิงเสนตอไปไดและสามารถนํ าไปประยุกตใชในปญหาที่ใกลเคียงกันได
อีกดวย
             ตัวอยางเชน  ปญหาจากความสัมพันธระหวางความหนาแนนกระแส ( current density ;
J
v  ) และคาสนามไฟฟา ( electric field ; Ev  ) ในรูปแบบไมเชิงเสน [3]   ดังนี้

                        EEEJ
vvvv 2σσ ′+=

โดย  σ  เปนคาสภาพนํ าไฟฟาแบบเชิงเสน และ σ ′   เปนคาสภาพนํ าไฟฟาแบบไมเชิงเสน
ตอสนามไฟฟายกกํ าลังสอง ตามลํ าดับ
       สมบัตทิีส่ามารถคํ านวณไดจากปญหาคาขอบสํ าหรับกรณีนี้เชน คาสภาพนํ าไฟฟาเชิงเสน
ยังผล  ( effective linear conductivity ; eσ  )  ซึง่นยิามจาก

                 dV
EV V

e

2

2

0

1
∫ Φ∇=

v
v σσ

ประยกุตเขากับวิธีแปรผันพลังงานดวยฟงกชันนัลพลังงาน [4,10] ดังนี้
VEdVW

V
e

2

0

2 vv
∫ =Φ∇= σσ

ซึ่งคา  Φ   จะติดอยูในรูปพารามิเตอรที่ไมทราบคา โดยสามารถหาคาไดจากหลักการ
แปรผันฟงกชันนลัพลงังานเชนเดียวกับการคํ านวณหาคา eε  เมื่อไดคา Φ ที่แทนพารามิเตอรจาก
หลกัการแปรผันแลว จึงไปแทนคาจากสมการขางตนเพื่อหาคา eσ  ได

ปญหาที่นาจะวิจัยตอไปได ก็คือพิจารณาทรงกลมไดอิเล็กทริกแบบไมเชิงเสนในตัวกลาง
แบบไมเชิงเสน   ,   ทรงกลมไดอิเล็กทริกไมเชิงเสนแบบเขมในตัวกลางแบบเชิงเสน   ,   อิเล็กทริก
ไดโพลในทรงกลมไดอิเล็กทริกแบบเชิงเสนลอมรอบดวยตัวกลางแบบไมเชิงเสน  ฯลฯ  ซึ่งทํ าไดโดย
การปรับโปรแกรมเพิ่มเติม ซึ่งนาจะทํ าการศึกษาในโอกาสตอไป
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เงื่อนไขขอบ ( boundary conditions )

พิจารณา คา Ev   ที่ผิวรอยตอระหวางตัวกลางไดอิเล็กทริก 2  ชนิด มีคาเปน 1E
v  และ 2E

v

ตามลําดับ ซึ่งแยกเปนองคประกอบยอย  2  แนวดังนี้ คือ
                      

tn EEE
vvv

+=

เมื่อ nE
v  และ tE

v   คือ สวนประกอบแนวฉากและแนวสัมผัส ของคา Ev

จากสมการ                     ∫ =⋅ 0ldE
vv

               สรางเสนทางเล็ก ๆ  abcd  ที่ผิวรอยตอระหวางไดอิเล็กทริกทั้งสอง ดังรูป

              
n

E1

v
1E
v

                                            
t

E1

v                a                                   b
       h∆

                  
n

E2

v        2E
v          d           c

         
t

E2

v   l∆

เมื่อ 0→∆h  จะไดวา

∫ =∆−∆=⋅ 021 lElEldE
tt

vvvv

หรือ                                          
tt

EE 21

vv
=

พิจารณา คา Dv   ที่ผิวรอยตอระหวางตัวกลางไดอิเล็กทริก 2  ชนิด มีคาเปน 1D
v  และ 2D

v

ตามลําดับ ซึ่งแยกเปนองคประกอบยอย  2  แนว เชนเดียวกับกรณีที่พิจารณาคาE
v  คือ

          tn DDD
vvv

+=

เมื่อ nD
v  และ tD

v   คือ สวนประกอบแนวฉากและแนวสัมผัส ของคา Dv
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จากสมการ                    ∫ =⋅ aQdanD ˆ
v

เมื่อ    aQ    เปนประจุที่อยูภายในพื้นที่ผิวปดที่พิจารณา
สรางพื้นที่เล็ก ๆ คลายกลอง  S  เปนพื้นที่ผิวปด โดยมี n̂  เปนเวคเตอรหนึ่งหนวยตั้งฉาก

กับผิวปดพื้นที่ a∆   โดยพุงออกจากปริมาตรปดลอมที่สนใจ

              
n

D1

v
1D
v      n̂

                                            
t

D1

v                a∆

h∆
                  

n
D2

v        2D
v

         
t

D2

v

เมื่อ 0→∆h จะไดวา         ( )( ) ( )( )anDanDdanD
S

∆−⋅+∆⋅=⋅∫ ˆˆˆ 21

vvv

                        ( ) ( ) aDDanDD nn ∆⋅−=∆⋅−= 2121 ˆ
vvvv

กําหนดให σ  เปน ความหนาแนนประจุบนผิวปดนั้น จะไดวา

             ∫ ∫=⋅
S V

xddanD 34ˆ ρπ
v

      ซึ่ง                         axd
V

∆=∫ πσρπ 44 3

       หรือ πσ421 =−
nn

DD
vv

ถาบนภายในผิวปดนั้นไมมีประจุอิสระ  ( )0=σ   จะไดวา

021 =−
nn

DD
vv

หรือ                                          
nn

DD 21

vv
=
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วิธีเพอรเทอรเบชันของ Brito และคณะ

นิยามความสัมพันธเชิงฟงกชันระหวางคาสภาพยอมไฟฟา ( electric permittivity ; K  )
และความเขมของสนามไฟฟา ( electric field ; Ev  ) เปนดังนี้

( )2
0 1 EKK λ−= … (1)

เมื่อ 0K  เปนคาคงที่ไดอิเล็กทริกกรณีที่พิจารณาในสนามออน ( weak field )
       λ  เรียกวา “ Piekara factor ” ซึ่งอธิบายลักษณะความไมเปนเชิงเสนของตัวกลาง

โดยในที่นี่พจนลําดับสูง ( higher order expansion ) จะละไวไมพิจารณา  เนื่องจากสมบัติ
ไดอิเล็กทริกจะถูกทําลายเมื่อพิจารณาในบริเวณที่มีสนามเขมมาก ๆ

เครื่องหมายลบในสมการที่ (1) แสดงความสัมพันธระหวางสภาพยอมทางไฟฟาและสนาม
ไฟฟาวา คาสภาพยอมทางไฟฟาจะลดลงเมื่อเพิ่มความเขมของสนามไฟฟาใหมากขึ้น

คาศักยไฟฟาทางไฟฟาสถิต ( U  ) ในกรณีที่พิจารณาในตัวกลางไดอิเล็กทริกบริเวณที่ไมมี
ประจุอิสระ ไดนิยามไวจากสมการตอไปนี้

0=⋅∇ D
vv …(2)

และ EKD
vv

0ε= …(3)

เมื่อให                            UE ∇−=
vv …(4)

จากสมการ (1) ถึง (3) จะไดวา

( )EEKEKD
vvvvvv 2

000 ⋅∇−⋅∇=⋅∇ λε …(5)

และเมื่อแทนคาสมการ (4) ลงในสมการที่ (5) จะไดวา

               ( ) 01
222
=∇∇⋅∇+∇∇−− UUUU

vvvv
λλ …(6)
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จากสมการที่ (6) แสดงใหเห็นวา สําหรับไดอิเล็กทริกแบบไมเชิงเสน คาศักยไฟฟาจะไมเปน
ไปตามสมการลาปลาซ    ซึ่งไมสามารถหาผลเฉลยที่แมนตรงได   และเมื่อพิจารณาปริมาณใน
ระบบจริงสําหรับของเหลวเชิงโมเลกุล ( molecular liquids ) คา λ อยูในลําดับที่ ( )21910 Vm−

และจากวิธีเพอรเทอรเบชัน  กําหนดให

10 UUU λ+= …(7)

เมื่อ  0U  เปนสวนของฟงกชันศักยไฟฟาซึ่งเปนไปตามสมการของลาปลาซในกรณีเชิงเสน
คือ

00 =∇U
v …(8)

และ   1Uλ   เปนพจนที่แสดงความไมเปนเชิงเสน ในลําดับแรกของ λ  เมื่อพิจารณาจาก
สมการ (6) – (8) จะไดวา

20012 UUU ∇∇⋅∇=∇
vvv

λλ …(9)

ซึ่งจะเปนสมการพื้นฐานสําหรับการพิจารณาคาฟงกชันศักยพจนที่ไมเปนเชิงเสน 1Uλ

พิจารณาในปญหาที่ประกอบดวยทรงกลมไดอิเล็กทริกแบบไมเชิงเสน รัศมี R  มีคา
สภาพยอมทางไฟฟาในสนามออน ( weak field permittivity ) เปน  aK   และมีคา Piekara factor
เปน λ  ถูกลอมรอบดวยตัวกลางแบบเชิงเสน  มีคาสภาพยอมทางไฟฟาเปน bK  ซึ่งทั้งหมดอยูภาย
ในสนามไฟฟาภายนอกสม่ําเสมอ

คาศักยไฟฟาที่เปนผลเฉลยที่รูจักกันดีในกรณีที่พิจารณาปญหาแบบเชิงเสน จากสมการที่
(8)  คือ

10 ErPKU b
a η−=            …(10)

2
1

3
10 rPERErPU b γ+−=            …(11)

เมื่อ   ( )ab KK += 23η            …(12)

( ) ( )abba KKKK +−= 2γ            …(13)
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และ  ( )θCosPP nn =  เปนพหุนามของเลอจอง ลําดับที่ n
เร่ิมตนการคํานวณสวนที่ไมเปนเชิงเสนของคาศักยไฟฟาทางดานขวามือของสมการที่ ( 9 )

เมื่อพิจารณาผลจากสมการที่ (10) จะเปนศูนยหากปญหานี้สนามไฟฟาภายในทรงกลมสม่ําเสมอ
พิจารณาสวนที่ไมเปนเชิงเสนของคาศักยไฟฟา เทียบกับสมการลาปลาซ ซึ่งจะไดวา

1
1 ArPUa λλ =         … (14)

2
1

1 rBPU b λλ =         … (15)

คาคงตัว A  และ B  สามารถหาไดจากเงื่อนไขขอบทางไฟฟาสถิตที่ผิวรอยตอโดยทั่วไป คือ
ความตอเนื่องของคาศักยไฟฟา :

RbRa UU 11 λλ =            …(16)

ความตอเนื่องของสวนประกอบแนวฉากของการกระจัดทางไฟฟา :

RbbRaaaa U
r

KU
r

UU
r

K 11211 λλλ
∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∇−
∂
∂ v            …(17)

ทายที่สุดจะไดรูปแบบฟงกชันศักยขางในและขางนอกทรงกลม ดังนี้

( ) 1
232 31 rPEKKEKU baba ληη +−=            …(18)

( )( ) 2
1

3233
1 1 rPRKKEKKEErPU babab −−+−= ληγ             …(19)

จากผลเฉลยขางตน  แสดงใหเห็นวาจากสมบัติความไมเปนเชิงเสนของทรงกลม  สนามขาง
ในทรงกลมจะมีขนาดมากกวาในกรณีที่พิจารณาในทํานองเดียวกันแตทรงกลมเปนแบบเชิงเสน

แตในกรณีตรงขามคาสนามไดโพลภายนอกทรงกลมจะลดลงถา ba KK >  และจะเพิ่มข้ึน
เมื่อ ba KK <  ซึ่งผลเหลานี้เกี่ยวของกับการอธิบายการลดลงของคาสภาพยอมภายใน ( internal
permittivity ) เนื่องมาจากสนามภายในทรงกลม



ค     โปรแกรม  trial linear.nb























ง      โปรแกรม  trial strongly nonlinear.nb

























































ฉ     โปรแกรม NL_L.nb
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