
 
 

 
 

แบบจําลองทางเวลาที่แมนยําของสายสงที่มีความสูญเสีย 
 
 
 
 
 
 
 
 

นาย เมธี  หวังคุณธรรม 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

วิทยานิพนธนี้เปนสวนหนึง่ของการศึกษาตามหลกัสูตรปริญญาวิศวกรรมศาสตรดุษฎีบัณฑิต 
สาขาวิชาวิศวกรรมไฟฟา  ภาควิชาวิศวกรรมไฟฟา  
คณะวิศวกรรมศาสตร   จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย 

ปการศึกษา  2544 
ISBN  974-17-0104-7 

ลิขสิทธิ์ของจฬุาลงกรณมหาวทิยาลยั 
 



 
 

 
 
 

AN ACCURATE TIME DOMAIN COMPANION MODEL OF A LOSSY TRANSMISSION LINE 
 

 
 
 
 
 
 
 
 Mr. Methee  Hwangkhunnatham 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A Thesis Submitted in Partial Fulfillment of the Requirements 
for the Degree of Doctor of Philosophy in Electrical Engineering 

Department of Electrical Engineering 
Faculty of Engineering 

Chulalongkorn University 
Academic Year 2001 
ISBN 974-17-0104-7 

 



 
 

หัวขอวทิยานพินธ แบบจําลองทางเวลาที่แมนยําของสายสงที่มีความสูญเสีย 
โดย นาย เมธี  หวังคุณธรรม 
สาขาวิชา วิศวกรรมไฟฟา 
อาจารยที่ปรึกษา รองศาสตราจารย ดร.เอกชยั  ลีลารัศม ี
 
 
 

คณะวิศวกรรมศาสตร จฬุาลงกรณมหาวทิยาลยั อนุมัติใหนับวทิยานพินธ
ฉบับนี้เปนสวนหนึ่งของการศึกษาตามหลกัสูตรปริญญาดุษฎีบัณฑิต 
 
 ………………………………………….. คณบดีคณะวิศวกรรมศาสตร 
 ( ศาสตราจารย ดร.สมศักดิ ์  ปญญาแกว ) 
 
คณะกรรมการสอบวิทยานพินธ 
 
 ……………………………………………  ประธานกรรมการ 
 ( ศาสตราจารย ดร.มงคล   เดชนครินทร ) 
 
 …………………………………………...  อาจารยที่ปรึกษา 
 ( รองศาสตราจารย ดร.เอกชัย   ลีลารัศม ี) 
 
 …………………………………………… กรรมการ 
 ( ผูชวยศาสตราจารย ดร.ทับทิม   อางแกว ) 
 
 …………………………………………… กรรมการ 
 ( อาจารย ดร.คมสัน   เพ็ชรรักษ ) 
 
 …………………………………………… กรรมการ 
 ( อาจารย ดร.สุชิน   อรุณสวสัด์ิวงศ ) 



 
 

เมธี หวงัคุณธรรม : แบบจําลองทางเวลาที่แมนยําของสายสงที่มีความสูญเสีย. (AN 
ACCURATE TIME DOMAIN COMPANION MODEL OF A LOSSY TRANSMISSION 
LINE) อ. ที่ปรึกษา : รศ.ดร.เอกชัย ลีลารัศมี, 88 หนา. ISBN 974-17-0104-7. 

 
 
 วิทยานิพนธนี้นําเสนอแบบจําลองทางเวลาของสายสง 2 แบบคือ แบบจําลองสายสงแบบสองชั้น และแบบ
จําลองสายสงทางโดเมนเวลา แบบจําลองแรกมีแนวคิดพื้นฐานมาจากการแทนสายสงดวยทอนอุปกรณ R,L,G,C 
ที่นํามาตอกัน N  ทอน แตสามารถหลบเลี่ยงการคํานวณที่มีตัวแปรวงจรมากๆ ในเวลาเดียวกันได โดยการ
คํานวณหาแบบจําลองสมมูลอยางงายของสายสงแตละเสนที่ไมมีปมภายในเพื่อใชแทนสายสงในวงจร และแยก
การจําลองการทํางานออกเปน 2 ชั้น ชั้นที่หนึ่งเปนการจําลองการทํางานทางเวลาแบบปกติที่สายสงจะถูกแทนดวย
แบบจําลองสมมูลอยางงาย สวนแบบจําลอง N  ทอนจะถูกนํามาวิเคราะหในชั้นที่สองเพื่อที่จะปรับคาของแบบ
จําลองสมมูลอยางงายที่จุดเวลาทุกๆ จุด การวิเคราะหวิธีหลังนี้จะสามารถทําไดอยางมีประสิทธิภาพโดยใชสูตร
เวียนซ้ําที่มีความซับซอนของการคํานวณแปรผันโดยตรงกับจํานวนทอน ( N ) แบบจําลองที่สองเปนแบบจําลอง
ใหมที่ไดจากการประมาณสมการ เทเลกราฟเฟอร โดยใชสูตรอนุพันธเชิงตัวเลข เพื่อใหไดสมการเชิงอนุพันธอันดับ
หนึ่งของตัวแปรเทียบกับระยะทางบนสาย ทําใหสามารถหาคําตอบในรูปเชิงวิเคราะหได และนําไปสูแบบจําลอง
ทางโดเมนเวลาที่แมนยําที่มีตัวแปรสถานะคือการกระจายของแรงดันและกระแสบนสายสง นอกจากนี้ยังเสนอการ
ประมาณเอกซโพเนนเชียลแบบทอนมาลดทอนความซับซอนของการจัดเก็บและปรับทันกาลของตัวแปรสถานะการ
กระจายเหลานี้ แบบจําลองนี้ยังสามารถควบคุมคาผิดพลาดเพราะตัดปลายที่เกิดจากการจําลองการทํางานทาง
เวลาได โดยการเลือกใชขนาดขั้นเวลาและคาความ แมนของการประมาณดังกลาว 

ภาควิชา วิศวกรรมไฟฟา ลายมือช่ือนิสติ  
สาขาวิชา  วิศวกรรมไฟฟา ลายมือช่ืออาจารยที่ปรึกษา  
ปการศึกษา  2544 ลายมือช่ืออาจารยที่ปรึกษารวม  
 



 
 

# # 4071806321       : MAJOR   ELECTRICAL ENGINEERING 
KEY WORD:  LOSSY TRANSMISSION LINE / VLSI INTERCONNECT SIMULATION / TIME DOMAIN COMPANION 

MODEL / TELEGRAPHER EQUATION / MULTILEVEL SEGMENTED ALGORITHM 
METHEE HWANGKHUNNATHAM : AN ACCURATE TIME DOMAIN COMPANION 
MODEL OF A LOSSY TRANSMISSION LINE.  THESIS ADVISOR : ASSO. PROF. 
EKACHAI LEELARASMEE, Ph.D., 88 pp. ISBN 974-17-0104-7. 

 
 This thesis presents two new transmission line models for time domain simulation of transmission 
line circuits, i.e. a two level transmission line model and a time domain companion model. The first 
model is based on lumped discretization in which the transmission line is replaced by an N  segments 
of lumped R,L,G,C components. This model can avoid the simultaneous solution of a large number of 
variables by computing an equivalent macromodel of each transmission line that has no internal nodes 
and splitting the analysis into two levels. The first level deals with a normal circuit analysis in which 
each transmission line is replaced by its equivalent macromodel while the N-Segmented model of 
transmission line is analyzed at the second level to update the equivalent macromodel at each 
timepoint. This latter analysis can be done efficiently using a set of recursive formulae whose 
complexities depend linearly on N . The second model is a novel model obtained by applying the 
numerical differentiation formulae directly at the telegrapher equation to obtain a first order differential 
equation with respect to the distance parameter. This time discretized spatial differential equation can 
be solved analytically to give a true time domain companion model of the transmission line whose state 
variables are the spatial distribution of its voltages and currents. To cope with the computational 
complexity in storing and updating these distributions, a piecewise exponential approximation is used. 
With this model, the timestep selection and accuracy of approximation can be chosen to control the 
local truncation error of the time domain simulation. 
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บทที่ 1 

บทนํา 

1.1 แนวเหตุผลในการทาํวทิยานิพนธ 

1.1.1 บทบาทและความสําคัญของการออกแบบแบบจาํลองสายสง 

ปจจุบันนี้โปรแกรมวิเคราะหการทํางานของวงจรไฟฟา และอิเล็กทรอนิกสกําลังมีบทบาทมากในวงการ
วิศวกรรมไฟฟา เนื่องจากใชงานไดสะดวกและใหผลลัพธของการวิเคราะหที่แมนยํา ทําใหมีผูสนใจนําโปรแกรม
วิเคราะหเหลานี้ไปใชออกแบบ วิเคราะหหรือตรวจสอบการทํางานของวงจรไฟฟากันอยางแพรหลาย สวนกลุมผู
พัฒนาโปรแกรมไดพยายามปรับปรุงโปรแกรมใหมีประสิทธิภาพดียิ่งขึ้น 

สายสง (Transmission Line) สําหรับการสงพลังงานทางวิศวกรรมไฟฟากําลัง หรือสงผานสัญญาณทาง
วิศวกรรมไฟฟาส่ือสารนั้น เปนตัวกลางที่นําสัญญาณจากที่หนึ่งไปอีกที่หนึ่ง โดยมีคาประวิงเวลา (Time Delay) 
เปนพารามิเตอรที่สําคัญ ทําใหแบบจําลองของสายสงนั้นมีลักษณะตางจากอุปกรณอื่น 

นอกจากนี้ ยังมีปรากฏการณอื่นของสายสงอีกหลายอยางที่ตองนํามาพิจารณาสรางแบบจําลองดวย 
เชนการสะทอน (Reflection) ความเพี้ยน (Distortion) การกระจายความถี่ (Dispersion) การไขวแทรก 
(Crosstalk) ผลกระทบทางผิว (Skin Effect) ปรากฏการณเหลานี้ก็เกิดขึ้นกับเสนเชื่อมตอ (Interconnect line) 
ในวงจรรวมที่ความถี่สูงดวยเชนกัน 

จากสมการ Telegrapher ที่ใชในการอธิบายคุณลักษณะของสายสงซึ่งอยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธ
ยอยเทียบกับเวลา และระยะทางบนสาย ทําใหไมสามารถแกปญหาไดดวยวิธีทางเชิงตัวเลขทั่วไป มีงานวิจัย
หลายชิ้นในอดีตที่พยายามเสนอวิธีประมาณในการลดรูปสมการใหอยูในรูปที่งายกอนที่จะนําไปใชจริง [7, 8] ซึ่ง
ในแตละวิธีที่นําเสนอตางก็มีขอดีและขอเสียดวยกันทุกฝาย ดวยเหตุนี้เองทําใหงานวิจัยทางดานการออกแบบ
แบบจําลองสายสงที่ใชสําหรับการวิเคราะหผลตอบสนองเชิงเวลายังคงเปนเรื่องที่ทาทาย และเกิดความแขงขัน
กันอยางสูงในปจจุบันนี้ 

1.1.2 งานวิจัยอื่นทีท่ํามาแลวในอดีต 

แบบจําลองสายสงที่มีผูเสนอมาแลวนั้น แบงออกไดเปนกลุมใหญๆ 2 กลุม ไดแก 

กลุมแรกซึ่งแทนสายสงดวยชุดของ RLCG ที่นํามาตอกันแบบคาสเคด โดยที่ความแมนยําของการ
คํานวณจะแปรผันตามจํานวนชุดยอย ( N ) ของ RLCG ที่นํามาตอคาสเคดกัน ขอเสียของการสรางแบบจําลอง
ในกลุมนี้คือจํานวนตัวแปรของวงจรจะเพิ่มขึ้นสูงมากในกรณีที่ตองการความแมนยําในการคํานวณ อยางไรก็ดี
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แบบจําลองแบบนี้นําไปใชไดงาย และสามารถใชไดกับโปรแกรมวิเคราะหวงจรแบบทั่วไปทุกประเภท (General 
Purpose Circuit Simulator) โดยไมตองดัดแปลงแกไขโปรแกรม ทําใหวิธีการสรางแบบจําลองแบบนี้ยังคงไดรับ
ความนิยมอยู [1, 2, 3, 4] 

กลุมที่สองเปนกลุมที่มีสมการในขั้นสุดทายติดในอยูรูปคอนโวลูชัน (Convolution) เนื่องจากนักวิจัยใน
กลุมนี้พยายามที่จะแกปญหาเริ่มตนในโดเมนทางความถี่แลวคอยแปลงกลับมาในโดเมนทางเวลา กลาวคือ 
สัญญาณดานออกของสายสงจะเกิดจากคอนโวลูชันระหวางสัญญาณดานเขา กับผลตอบสนองตออิมพัลส 
(Impulse Response) ความยากของวิธีนี้จะอยูที่การหาผลตอบสนองตออิมพัลสของวงจรสายสง มีงานวิจัย
หลายชิ้นที่ไดเสนอวิธีในการหาผลตอบสนองตออิมพัลสเชน เทคนิคการแปลงกลับฟูริเยรแบบเร็ว (Inverse fast 
Fourier transformation technique) [5] เทคนิคการแปลงกลับลาปลาซเชิงตัวเลข (Numerical inverse 
Laplace transformation technique) [6] หรือ วิธีในการลดรูปโมเมนต (Reduce Moment Method) [7, 8] 
อยางไรก็ดี วิธีการเหลานี้ก็ตองทําคอนโวลูชัน ซึ่งเปนการคํานวณที่ตองใชขอมูลจุดเวลา (Timepoint) ที่ผานมา
ทุกจุด นั่นหมายถึงในการคํานวณที่จุดเวลามากขึ้น ก็ยิ่งตองใชเวลาในการคํานวณมากขึ้น ตอมาไดมีผูเสนอวิธี
คอนโวลูชันแบบเวียนเกิด (Recursive Convolution) เพื่อแกไขใหคอนโวลูชันสามารถทําไดเร็วขึ้น [7] นอกเหนือ
ไปจากปญหาดังกลาวแลว วิธีในการลดรูปโมเมนตนั้นอาจอาจทําใหเกิดโพลที่ไมเสถียร (Unstable poles) ได 
จึงไดมีผูเสนอวิธี Split congruence transformations ซึ่งเปนการลดรูปโมเมนตแบบใหมที่ไมกอใหเกิดโพลที่ไม
เสถียร แตวิธีการดังกลาวจะตองเพิ่มงานในการกระจายแยกเมทริกซซึ่งเปนสวนที่ทําใหความแมนลดลง 

1.1.3 งานวิจัยที่ตองการนําเสนอ 

เนื้อหาในงานวิจัยนี้ตองการนําเสนอแบบจําลองที่ใชในการวิเคราะหผลตอบสนองเชิงเวลาของสายสง 2 
แบบจําลองดวยกันคือ แบบจําลองสายสงแบบสองชั้นที่จัดอยูในกลุมที่หนึ่ง และแบบจําลองสายสงทางโดเมน
เวลาซึ่งจัดอยูในกลุมที่สองของงานวิจัยอื่นๆ ดังกลาวแลว 

แบบจําลองสายสงแบบสองชั้นนั้นประกอบดวยแบบจําลอง 2 แบบคือ แบบจําลอง N  ทอน 
(N-segmented Model) และ แบบจําลองสมมูล (Companion Equivalent Macromodel) โดยที่หลักการของ
เทคนิคนี้ จะมุงเนนเพื่อเปล่ียนแบบจําลองที่ยุงยากซับซอนหลายๆ ปมใหเปนแบบจําลองใหมที่งายและไมซับ
ซอนกอนที่จะนําไปแทนลงในวงจรหลัก กรรมวิธีในการเปลี่ยนนั้นจะแบงยอยออกเปน 2 ระดับ กลาวคือ ที่จุด
เวลาทุกๆจุด จะมีการคํานวณหาแบบจําลองสมมูลเก็บไวเพื่อนําไปใชในการจําลองการทํางานวงจร แตการ
คํานวณหาแบบจําลองสมมูลนั้นจะถูกแยกออกมาทําอีกชั้นหนึ่ง เนื่องจากแบบจําลองสายสงแบบ N  ทอนนั้น 
จะมีลักษณะพิเศษที่สามารถเรงการคํานวณไดอยางเต็มที่ ถาแยกการคํานวณออกมาจากอุปกรณตัวอื่นในวงจร 
ทําใหการจําลองการทํางานวงจรนั้นทําไดเร็วขึ้น และงานวิจัยนี้ยังไดขยายผลไปสูแบบจําลองสายสงแบบหลาย
ชั้น ซึ่งมีขอดีขึ้นกวาแบบจําลองแบบสองชั้น โดยสามารถยกเวนการคํานวณบางสวนออกไปได ในกรณีที่สวน
ยอยของแบบจําลองนั้นไมมีการเปลี่ยนแปลง และสําหรับการตรวจสอบการเปลี่ยนแปลงของสัญญาณในสาย
นั้น จะทําจากเวลาแฝง (latency) [9] ของสายสง 

แบบจําลองสายสงทางโดเมนเวลา จะเปนแบบจําลองที่ลดรูปมาจากสมการ Telegrapher โดยเริ่มจาก
การประมาณฟงกชันอนุพันธยอยทางเวลาดวยวิธีการเชิงตัวเลข ทําใหรูปแบบของสมการลดเหลือเพียงอนุพันธ
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เทียบกับระยะทางบนสาย ทําใหสามารถวิเคราะหหาผลเฉลยของวงจรไดโดยตรง แตผลเฉลยที่ไดนั้น จะมีรูป
แบบซับซอนมากขึ้นตามจํานวนจุดเวลาในการจําลอง งานวิจัยนี้จึงนําเสนอเทคนิคการลดรูปแบบจําลองสายสง
ไว เพื่อใชลดความซับซอนของแบบจําลองลง และคํานวณไดเร็วขึ้น แตในการลดรูปแบบจําลองของสายสงนั้น 
จะสงผลใหมีคาผิดพลาดเกิดขึ้นในการคํานวณครั้งถัดไป จึงตองมีการควบคุมคาผิดพลาดในการลดรูปไวดวย 
เพื่อคงความแมนยําของผลเฉลยไว นอกจากนี้งานวิจัยยังไดเสนอการนําคาผิดพลาดเพราะตัดปลายเฉพาะที่ 
(Local Truncation Error) มาใชในการปรับขั้นเวลาแบบอัตโนมัติ 

ในการทดสอบแบบจําลองในตอนทายของงานวิจัย ผูวิจัยจะทดสอบเปรียบเทียบแบบจําลองทั้งสองแบบ 
คือแบบจําลองสายสงแบบสองชั้น และแบบจําลองสายสงทางโดเมนเวลา ทั้งกรณีที่มีการลดอันดับและไมลด
อันดับลง โดยวงจรที่นํามาใชในการทดสอบนั้น ประกอบดวยทั้งสายสงที่มีความสูญเสีย และสายสงที่ไมมีความ
สูญเสีย ซึ่งแสดงใหเห็นถึงความเที่ยงตรงของแบบจําลอง 

1.2 วัตถุประสงคของการวิจยั 
1. เพื่อเสนอแบบจําลองของสายสงที่มีความสูญเสีย (Lossy Transmission Line) สําหรับการวิเคราะห

ผลตอบสนองเชิงเวลาที่สามารถควบคุมความแมนยําได 
2. เพื่อเสนอเทคนิคขั้นตอนวิธีแบงยอยหลายระดับ (Multilevel Segmented Algorithm) ที่สามารถ

ประยุกตใชกับแบบจําลองที่นําเสนอ เพื่อชวยลดเวลาในการคํานวณ 
3. เพื่อเปรียบเทียบประสิทธิภาพของแบบจําลองที่นําเสนอในงานวิจัยนี้กับงานวิจัยอื่นที่ใกลเคียง ในรูป

ของความแมนยําและเวลาที่ใชในการวิเคราะหผลตอบสนองเชิงเวลา 

1.3 ขอบเขตของการวิจัย 
1. แบบจําลองของสายสง (Transmission Line) ที่เสนอในงานวิจัยนี้เปนไดทั้งกรณีของสายสงที่มีความ

สูญเสีย (Lossy Transmission Line) และสายสงแบบที่มีการเชื่อมรวม (Coupled Transmission 
Line) แตจะจํากัดเฉพาะสายสงที่สามารถอธิบายไดดวยสมการ Telegrapher เทานั้น 

2. แบบจําลองของสายสงที่เสนอในงานวิจัยนี้จะไมรวมปรากฏการณที่พารามิเตอรของสายสงเปล่ียน
แปลงตามความถี่ เชน ปรากฏการณทางผิว (Skin Effect) หรือ ปรากฏการณการกระจายความถี่ของ
ไดอิเล็กทริก (Dielectric Dispersion) เปนตน 

3. แบบจําลองของสายสงที่เสนอในงานวิจัยนี้เปนแบบจําลองที่ใชกับการวิเคราะหเชิงเวลา ที่มีความแมน
ยําในโดเมนของทางระยะทางตามสาย แตยอมใหมีคาผิดพลาดที่เกิดจากการประมาณอนุพันธเชิง
เวลาได โดยจะใชวิธีการตางๆ ดังนี้ วิธีผลบวกของคอนโวลูชัน (Convolution Summation) วิธีการอิน-
ทิเกรตพหุนาม (Polynomial Integration) และอื่นๆ 

4. ในกรณีที่ยอมใหแบบจําลองโมเดลสายสงมีคาผิดพลาดได จะนําเอาเทคนิคขั้นตอนวิธีแบงยอยหลาย
ระดับมาใชรวมกับแบบจําลองของสายสงดวย 

5. การวิเคราะหในงานวิจัยนี้จะใชสายสงแบบเสนเดี่ยว และการประมาณแบบ Backward Euler เปน
หลัก แตตองสามารถนําไปขยายผลเพิ่มเติมไปสูสายสงแบบมีการเชื่อมรวม และการประมาณเชิงตัว
เลขวิธีอื่นได 
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6. ตองทําโปรแกรมตนแบบที่สามารถนําไปใชจําลองแบบการทํางานของสายสงเพื่อทดสอบแบบจําลอง
ของสายสงที่นําเสนอได 

7. การเปรียบเทียบประสิทธิภาพของแบบจําลองในงานวิจัยนี้ทั้งทั้งดานความแมนยําและเวลาที่ใชในการ
วิเคราะหนั้นจะเปรียบเทียบกับโมเดลแบบแบงสวนเปนหลัก 

1.4 ประโยชนที่ไดรับจากการทําวิจยั 
1. ไดคนพบวิธีใหมเกี่ยวกับการสรางแบบจําลองของสายสงที่ใชในการวิเคราะหผลตอบสนองเชิงเวลา 
2. ไดแบบจําลองของสายสงสําหรับใชวิเคราะหผลตอบสนองเชิงเวลาที่ใหผลการวิเคราะหแมนยํา 
3. แบบจําลองของสายสงที่ไดจากงานวิจัยนี้สามารถนําไปประยุกตใชไดกับโปรแกรมวิเคราะหวงจรไฟฟา

ทั่วไปเชน เล็ก, Pspice เปนตน 

1.5 วิธีดําเนินการวิจัย 
1. ศึกษางานวิจัยอื่นที่ทํามาแลวในอดีต 
2. วิเคราะหและออกแบบแบบจําลองสายสงแบบ 2 ชั้น 
3. เปรียบเทียบประสิทธิภาพของแบบจําลองสายสงแบบ 2 ชั้นกับงานวิจัยอื่นที่ใกลเคียง 
4. ปรับปรุงแกไขแบบจําลอง ในสวนที่สามารถพัฒนาใหดีขึ้นไดอีก 
5. ขยายขอบเขตของงานจากแบบจําลองสายสงแบบ 2 ชั้นออกไปเปนแบบจําลองสายสงแบบหลายชั้น 
6. วิเคราะหและออกแบบแบบจําลองสายสงทางโดเมนเวลา 
7. หาจุดที่บกพรอง และหาทางปรับปรุงแกไขใหดีขึ้น 
8. ศึกษาแนวทางที่จะนําเทคนิคที่ชวยลดเวลาในการปรับทันกาลคาของแหลงกําเนิดกระแส โดยการใช

คาที่คํานวณไวแลวในอดีต แลวหาทางลดเวลาที่ใชในการคํานวณลงอีก ดวยการประมาณ สมการที่ใช
ในการปรับทันกาลคาของแหลงกําเนิดกระแส 

9. ศึกษาแนวทางที่จะนําเทคนิคขั้นตอนวิธีแบงยอยหลายระดับ ไปประยุกตใชกับแบบจําลองสายสงทาง
โดเมนเวลา เพื่อชวยลดเวลาในการคํานวณ 

10. เปรียบเทียบประสิทธิภาพของแบบจําลองที่นําเสนอในงานวิจัยนี้ กับแบบจําลองที่นําเสนอในงานวิจัย
อื่นที่ใกลเคียง 

11. ปรับปรุงแกไขแบบจําลอง ในสวนที่สามารถพัฒนาใหดีขึ้นไดอีก 
12. เขียนวิทยานิพนธและรายงานสรุปผล



 

 

บทที่ 2 

ทฤษฎีพื้นฐาน 

สําหรับการจําลองการทํางานของวงจรไฟฟา และสายสงนั้นมีทฤษฎีที่เกี่ยวของมากมาย ดังนั้นในบทนี้ 
จะนําเสนอทฤษฎีที่เกี่ยวของในการทําวิทยานิพนธนี้อยางพอสังเขป โดยจะแยกอธิบายเปน 4 หัวขอใหญๆ คือ 
ทฤษฎีการวิเคราะหวงจรไฟฟา, ทฤษฎีเชิงตัวเลข, ทฤษฎีการจําลองการทํางานวงจรทางเวลา และทฤษฎีสายสง 
โดยที่จะนําเสนอเนื้อหาตั้งแต การกําหนดตัวแปรของวงจร การสรางสมการวงจร และการแกปญหาวงจร การ
ประมาณเชิงอนุพันธ การคํานวณหาคาผิดพลาดเพราะตัดปลาย (Truncation Error) การแปลงแบบคลาย 
(Similarity Transformation) และการแกสมการเลียปูโนฟ (Lyapunov Equation) 

2.1 ทฤษฎกีารวิเคราะหวงจรไฟฟา 

2.1.1 ตัวแปรของวงจร 

คาตัวแปรอิสระทุกตัวที่โปรแกรมจําลองการทํางานของวงจรอิเล็กทรอนิกสใชในการเฉลยเพื่อหาคําตอบ
ของวงจร เรียกวา ตัวแปรวงจร ซึ่งมีหลายประเภท ไดแก 

• แรงดันปม (Node voltage) 

• แรงดันกิ่ง (Branch voltages) 

• กระแสกิ่ง (Branch currents) 

• กระแสวงรอบ (Loop currents) ฯลฯ 

แตตัวแปรวงจรแบบที่นิยมใชกันมากที่สุดคือ แรงดันปม โดยที่แรงดันปมคือ คาแรงดันระหวางปมนั้นและ
ปมดิน (Ground Node) เนื่องจากโดยทั่วไปแลวแรงดันปมคือตัวแปรที่ผูใชตองการทราบคา 

2.1.2 การสรางสมการเมทริกซของวงจรดวยวิธีโมดิฟายดโนดัล 

ในทางทฤษฎีวงจร (Circuit theory) วงจรไฟฟาวงจรหนึ่งอาจมีสมการวงจรไดหลายแบบขึ้นอยูกับการ
กําหนดตัวแปรของวงจร และกฎทางไฟฟาที่ใชในการสรางสมการ วิธีสรางสมการวงจรที่ใชกันอยูทั่วไปมี 4 วิธี
ตามตารางที่ 2.1 

ดังที่ไดกลาวมาแลววาวิธีวิเคราะหปม (Node Analysis) เปนวิธีที่ใชกันมากที่สุดแตวิธีนี้มีจุดออนตรงที่ไม
สามารถนําไปใชโดยตรงกับวงจรบางชนิดได เชนวงจรที่มีแหลงกําเนิดแรงดันตออยู ดังที่แสดงตัวอยางวงจรใน
รูปที่ 2.1 การสรางสมการวงจรของวงจรในรูปที่ 2.1 ดวยวิธีวิเคราะหปม นั้นจําเปนตองอาศัยการแปลงแหลง
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กําเนิดแรงดันใหเปนแหลงกําเนิดกระแสกอนจึงสามารถสรางสมการได จากสาเหตุขางตนจึงไดมีผูคิดคนวิธีสราง
สมการแบบอื่นๆ โดยอาศัยการดัดแปลงจากวิธีวิเคราะหปม และใหชื่อวา วิธีโมดิฟายดโนดัล (Modified Nodal) 
วิธีนี้จะยอมใหกระแสของตัวเหนี่ยวนํา และกระแสของแหลงกําเนิดแรงดันเปนตัวแปรของวงจรไดโดยไมตองมี
การแปลงวงจรเดิมเสียกอน ทําใหสะดวกตอการนําไปเขียนโปรแกรม ดังแสดงไวในหัวขอถัดไป 

ตารางที่ 2.1 ตารางเปรียบเทียบวิธีตางๆ ในการสรางสมการวงจร 

ชื่อวิธ ี ตัวแปรของวงจร กฎทางไฟฟา 

Node Analysis Node voltage กฎกระแส (Kirchoff current Law) 

Mesh Analysis Mesh current กฎแรงดัน (Kirchoff voltage Law) 

Loop Analysis Loop current กฎแรงดัน 

Cut-set Analysis Tree branch voltage กฎกระแส 

2.1.3 ตัวอยางการสรางสมการเมทริกซของวงจรไฟฟา 

1v 2vvi

v

1R 2R 1i

 
รูปที่ 2.1 ตัวอยางวงจรที่ไมสามารถใชวิธี Node Analysis สรางสมการโดยตรงได 

จากวงจรในรูปที่ 2.1 ซึ่งเปนวงจรขนาด 2 ปมที่ไมสามารถใชไดโดยตรงกับวิธีวิเคราะหปม ถาใชวิธีโมดิ
ฟายดโนดัล ในการสรางสมการไฟฟาซึ่งเปนวิธีที่ยอมใหคากระแสผานแหลงกําเนิดแรงดันเปนตัวแปรของวงจร
ดวยนั้น จะกําหนดใหมีตัวแปรวงจร 3 ตัว คือ คาแรงดันที่ปม 1 ( 1v ) คาแรงดันที่ปม 2 ( 2v ) และคากระแสที่ไหล
ผานแหลงกําเนิดแรงดัน ( vi ) และสมการวงจรที่สรางโดยวิธีโมดิฟายดโนดัลนั้นสามารถเขียนไดดังนี้ 

0
1

1 =+ viR
v  (2.1) 

1
2

2 ii
R
v

v =−  (2.2) 

vvv =+− 21  (2.3) 
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จากตัวอยางนี้จะพบวาเราสามารถใชวิธีโมดิฟายดโนดัลในการสรางสมการวงจรได และหลังจากที่
สามารถสรางสมการวงจรไดแลว ตอไปจะเปนขั้นตอนในการแกสมการ โดยที่เนื้อหาโดยรวมจะเปนเนื้อหาเกี่ยว
กับทฤษฎีทางดานเชิงตัวเลข ซึ่งจะไดกลาวไวในหัวขอถัดไป 

2.2 ทฤษฎเีชิงตัวเลข 

 สําหรับในการแกปญหาวงจรนั้น เราจะสามารถเขียนสมการวงจรใหอยูในรูปของสมการเมทริกซ 
bAx =  ไดเสมอ โดยที่ x เปนเวกเตอรของตัวแปรวงจร สวนเมทริกซ A  และเวกเตอร b  นั้นเปนคาคงที่ เพื่อ

ชวยใหเขาใจถึงการแปลงสมการวงจรใหอยูในรูปสมการเมทริกซมากยิ่งขึ้น จึงขอยกตัวอยางสมการวงจร 
(2.1)-(2.3) ของวงจรในรูปที่ 2.1 ที่สรางโดยวิธีโมดิฟายดโนดัลดังที่ไดอธิบายมาแลวนั้น นํามาเขียนใหมใหอยูใน
รูปของสมการเมทริกซ และผลลัพธที่ไดนั้นไดแสดงไวในสมการที่ 2.4 

















−
=

































−
−

v
i

i
v
v

R
R

v

12

1

2

1 0

011
110

101
 (2.4) 

หลังจากที่สามารถจัดรูปของสมการวงจรใหอยูในรูปสมการเมทริกซ bAx =  ไดแลวนั้น ตอไปจะเปน
ขั้นตอนในการแกสมการเมทริกซ ซึ่งมีมากมายหลายวิธี เชน วิธีลดทอนแบบเกาส (Gaussian Elimination) [10] 
ซึ่งเปนวิธีที่รูจักกันแพรหลายและเปนที่นิยมใชกันทั่วไป แตในวิทยานิพนธนี้จะนําเสนอวิธีในการแกสมการเมท
ริกซดวยวิธีการแยกตัวประกอบแอล-ยู (LU Decomposition) [10] แลวจะได x  เปนผลเฉลยของวงจร 

2.2.1 การประมาณเชิงอนุพันธ 

การแกสมการอนุพันธดวยวิธีเชิงตัวเลข เพื่อหาผลตอบสนองเชิงเวลาของวงจรอิเล็กทรอนิกสตั้งแตเวลา 
0  ถึงเวลา T  นั้น จะเริ่มตนดวยการกําหนดจุดเวลา (time point) ทั้งหมดจํานวน 1+N  จุด ไดแก 0t  < 1t  < 
2t  < 3t  < … < Nt  โดยที่ 0t  = 0 และ Nt  = T  ในขั้นแรกนี้เราจะกําหนดใหจุดเวลาเหลานี้อยูหางเทาๆ กัน 
เทากับ h  ซึ่งเรียกวา ขั้นเวลา (time step) กลาวคือ 

01 tt −  = 12 tt −  = 23 tt −  = ... = 1−− NN tt  = h  = 
N
T  

การหาผลตอบสนองเชิงเวลาก็หมายถึงการแกสมการอนุพันธของวงจร เพื่อหาคําตอบที่จุดเวลาตางๆ
เหลานี้ ดังแสดงในรูปที่ 2.2 

วิธีที่เราใชในการแกสมการอนุพันธ ),()( txftx =
•

 ที่จุดเวลาตางๆ นี้ จะใชวิธีการประมาณอนุพันธ 
[11, 12] ซึ่งมีดวยกันหลายวิธีเชน 

• สูตรออยเลอรแบบกลับหลัง (Backward Euler formula) ดังในสมการที่ (2.5) 
• สูตรออยเลอรแบบไปหนา (Forward Euler formula) ดังในสมการที่ (2.6) 
• สูตรส่ีเหลี่ยมคางหมู (Trapezoidal formula) ดังในสมการที่ (2.7) 
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h
txtxtx ii

i
)()()( 1−−

≈& , Ni ,...,3,2,1=  (2.5) 

h
txtxtx ii

i
)()()( 1

1
−

−
−

≈& , Ni ,...,3,2,1=  (2.6) 

( ) )()()(2)( 11 −− −−≈ iiii txtxtx
h

tx && , Ni ,...,3,2,1=  (2.7) 

โดยการแทนอนุพันธของตัวแปรทุกตัวในสมการวงจรดวยการประมาณแบบใดแบบหนึ่ง จะทําใหสมการ
อนุพันธของวงจรเปลี่ยนเปนสมการพีชคณิตลวนๆ ตัวอยางเชน จากสมการที่ (2.8) ซึ่งเปนสมการอนุพันธที่พบ
เห็นไดทั่วไป หลังจากผานการประมาณอนุพันธตามสูตรออยเลอรแบบกลับหลังดังที่แสดงในสมการที่ (2.5) แลว 
จะกลายเปนสมการพีชคณิตดังที่แสดงไวในสมการที่ (2.9) 

R
V

dt
dVC =  (2.8) 

[ ]
R
VtVtV

h
C

ii =− − )()( 1  (2.9) 

h 2h 3h 4h Nh เวลา0

x0

x1
x2

x3
x4

xN

 
รูปที่ 2.2 กราฟแสดงผลตอบสนองเชิงเวลาของตัวแปร x  ที่จุดเวลาตางๆ 

2.2.2 คาผิดพลาดเพราะตดัปลาย (Truncation Error) 

หลักการหนึ่งที่ใชในการปรับขนาดขั้นเวลาแบบอัตโนมัติ จะพิจารณาจากความชันและอนุพันธอันดับสูง
ของตัวแปรสถานะวงจร ซึ่งมีชื่อเรียกวาคาผิดพลาดเพราะตัดปลายเฉพาะที่ (Local Truncation Error (LTE)) 
[10] โดยที่ LTE คือคาความผิดพลาดที่เกิดจากการประมาณอนุพันธใหเปนเชิงเสนในจุดเวลาแตละจุด 

เนื่องจากไมมีวิธีเชิงเลขวิธีใดที่สามารถหาคา )(tx  ที่ถูกตองจริงๆ จากสมการ ),()( txftx =&  ออกมา
ได ถาสมมติให 1+′nx  คือคาคําตอบจริงของสมการ ),()( txftx =&  ที่เวลา 1+nt  และ 1+nx  คือคําตอบของสม
การอนุพันธดังกลาวที่ไดจากการคํานวณดวยเครื่องคอมพิวเตอรโดยใชวิธีเชิงตัวเลขประมาณคาอนุพันธ เราจะ
ไดคาความผิดพลาดที่เกิดจากการคํานวณ ( 1+nε ) ดังสมการ (2.10) 
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111 +++ −′= nnn xxε  (2.10) 

โดยที่คา 1+nε  จะแทนความผิดพลาดทั้งหมดของการประมาณ (Total Error) ที่เวลา 1+nt  ความผิด-พลาดนี้จะ
ประกอบดวยสวนตางๆ 2 สวนคือ 

1. คาผิดพลาดจากการปดเศษ (Round off error) คือความผิดพลาดที่เกิดจากการคํานวณของ
คอมพิวเตอรที่ไมสามารถเก็บรายละเอียดของตัวเลขไวไดทั้งหมด 

2. คาผิดพลาดเพราะตัดปลาย (Truncation error) คือความผิดพลาดที่เกิดจากการใชวิธีเชิงตัว
เลขประมาณอนุพันธใหเปนสมการเชิงเสน 

เนื่องจากความผิดพลาดในสวนที่เปนคาผิดพลาดจากการปดเศษนั้นไมสามารถทําใหลดลงได ประกอบ
กับความผิดพลาดที่คาผิดพลาดจากการปดเศษนั้นมีคานอยมาก เมื่อเทียบกับความผิดพลาดที่เกิดจากคาผิด
พลาดเพราะตัดปลาย ทําใหคาความผิดพลาดจากการคํานวณ ( 1+nε ) สวนใหญในสมการ (2.10) นั้นเกิดจาก 
คาผิดพลาดเพราะตัดปลาย ดังนั้นเราจึงอาจประมาณคาความผิดพลาด ( 1+nε ) ไดวา 11LTE ++ ≈ nn ε  และ
เนื่องจากวิธีออยเลอรแบบกลับหลัง เปนวิธีประมาณอนุพันธอันดับหนึ่ง (first order approximation) จึงสามารถ
พิสูจน [10] ไดวา 

1
2

111 2
1LTE ++++ −≈−′= nnnn xhxx &&  (2.11) 

นั่นคือในการจําลองการทํางาน เราจะตองลดขนาด h  ลงหากวาคาความผิดพลาด LTE มากเกินไป แตถาคา
ความผิดพลาด LTE นอยหรืออยูในเกณฑที่เหมาะสม เราก็อาจจะเพิ่มขนาด h  เพื่อเรงความเร็วในการจําลอง
การทํางานขึ้นไปไดอีก 

2.2.3 การแปลงแบบคลาย (Similarity Transformation) 

การแปลงแบบคลาย (Similarity Transformation) เปนการแปลงที่ทําแกเมทริกซจัตุรัสตัวหนึ่งแลว จะให
ผลเปนเมทริกซอีกตัวหนึ่งที่ คลาย (Similar) กับเมทริกซตัวเดิม โดยเราจะเรียกวา เมทริกซ B  คลายกับเมทริกซ 
A  เมื่อเราสามารถหาเมทริกซ B  จากเมทริกซ A  ไดตามความสัมพันธตอไปนี้ [13] คือ 

APPB 1−=  (2.12) 

โดยที่ P  เปนเมทริกซไมเอกฐาน (Nonsingular) ที่เหมาะสมคือ ประกอบขึ้นจากแถวยืน (Column) ที่เปนเวก
เตอรเจาะจง (Eigenvector) ที่เปนอิสระตอกันของ A  

ตัวอยาง การแปลงแบบคลาย เชน กําหนดให 

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
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A  ซึ่งมีเวกเตอรเจาะจงเปน 
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เมื่อใช 
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2.2.4 การแกสมการเลียปูโนฟ 

การคํานวณหาคาเมทริกซ P  ในรูปแบบสมการที่ (2.13) นั้นจะพบกันมากในงานทางวิศวกรรมควบคุม 
ในกรณีที่ A  เปนเมทริกซที่มีเสถียรภาพคือ คาเจาะจง (Eigenvalue) ทุกตัวของมันมีคาจริงเปนคาลบแลว เรา
มักจะเลี่ยงไปใชสมการที่ (2.14) แทนที่เรียกวา สมการเลียปูโนฟ [18] เพื่อคํานวณหาคาเมทริกซ P  

dtee tt∫
∞ ∗ ∗

=
0

AA BBP  (2.13) 

0BBPAAP =++ ∗∗  (2.14) 

แตสําหรับในงานวิจัยนี้ รูปแบบของสมการอินทกรัลจะแตกตางจากในสมการ (2.14) คือชวงลิมิต จะอยู
ระหวาง [ ]l,0  เทานั้นดังในสมการ (2.15) 

dtee
l tt∫

∗∗=
0

AA BBP  (2.15) 

ซึ่งเราสามารถหาสมการเลียปูโนฟของมันไดดังนี้ เริ่มจากการอินทิเกรตทีละสวนสมการที่ (2.15) จะให 
1

00

1 −∗∗−∗∗ ∫
∗∗

−= ABBAABBP AAAA dteeee
l tt

l
tt  

( ) 1

0

1 −∗∗−∗∗∗ ∫
∗∗

−−= ABBAABBBBP AAAA dteeee
l ttll  

dteeee
l ttll ∫

∗∗ ∗∗∗∗ −−=
0

AAAA BBABBBBPA  

แทนคาพจนอินทิกรัลดวย P  จากสมการที่ (2.15) จะไดวาสมการ (2.16) ก็คือสมการ (2.15) นั่นเอง 
และเนื่องจากลิมิตของการอินทิเกรตอยูในชวงจํากัด [ ]l,0  ดังนั้นถึงแมเมทริกซ A  ไมเปนเปนเมทริกซที่มี
เสถียรภาพก็ยังสามารถคํานวณหาคาเมทริกซ P  ได 

0BBBBPAAP AA =−++
∗∗∗∗ ll ee  (2.16) 

2.3 ทฤษฎกีารจําลองการทํางานวงจรทางเวลา 

จากแผนภูมิสายงานของขั้นตอนวิธีในการจําลองการทํางานวงจรทางเวลาแบบทั่วไป ดังที่แสดงไวในรูปที่ 
2.3 และการทํางานของขั้นตอนวิธีสามารถอธิบายไดดังตอไปนี้ 

ณ.ที่จุดเวลาหนึ่งๆ ในการทําการจําลองทางเวลา จะเริ่มดวยการสรางสมการเมทริกซของวงจร จากนัน้
จะแกสมการเมทริกซดวยวิธีการแยกตัวประกอบแอล-ยู แลวจะตรวจสอบการลูเขาของคําตอบวาลูเขาหรือไม ถา
คําตอบที่ไดลูเขา ก็จะปรับทันกาล (Update) ขอมูลแลวเลื่อนไปวิเคราะหที่จุดเวลาถัดไป ในทางตรงกันขามถา
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คําตอบที่ไดไมลูเขา ก็จะคํานวณวนซ้ํา (Iteration) จนคําตอบที่ไดลูเขาแตจะไมคํานวณวนซ้ําเกินคาที่ตั้งไวคา
หนึ่ง ถาคํานวณวนซ้ําจนครบแลวคําตอบที่ไดยังไมลูเขา ก็จะลดขนาดขั้นเวลาที่ใชในการคํานวณลงแลวเริ่ม
คํานวณวนซ้ําใหมอีกครั้งหนึ่ง แตถาการลดขั้นตอนเวลาลงจนถึงคาต่ําสุดแลวยังไมชวยใหคําตอบลูเขา ก็จะเลิก
การคํานวณ 

Transient Simulation

Load Matrix Equation

LU-factor

LU-Solve

Increment
Iterations

Converge?

Update Status

Increment
Time

t=Stopping time?

END.

Yes

Yes

No

No

Iter=MaxNo

Reduce
StepSize

Yes

StepSize=Min No

Terminate.

Yes

 
รูปที่ 2.3 แผนภูมิสายงานขั้นตอนวิธีการจําลองทางเวลาแบบทั่วไป 

2.4 ทฤษฎสีายสง และงานวจิยัอื่นที่ทํามาแลวในอดีต 

แบบจําลองสายสงนั้นสามารถแบงออกเปนกลุมใหญได 2 กลุมดวยกันคือ แบบจําลองแบบแบงสวน 
(Segmentation Model) และ แบบจําลองแบบกระจาย (Distributed Model) 

2.4.1 แบบจําลองแบบแบงสวน (Segmentation Model) 

แบบจําลองสายสงแบบแบงสวน [1, 2, 3, 4] นั้น จะทําโดยการแทนสายสงดวยแบบจําลองสวนยอย 
RLGC ทั้งหมด N  ทอน สวนยอย RLGC นั้นเปนไดทั้งแบบ พาย, ที, หรือ แกมมา ดังที่แสดงไวในรูปที่ 2.4 แบบ
จําลองแบบนี้มีขอดีคือ นําไปใชงานงาย เนื่องจากเพียงแตแทนสายสงดวยแบบจําลอง N  ทอนชุดใหม ก็
สามารถทําการจําลองการทํางานไดทันที และสามารถนําไปใชไดกับ โปรแกรมจําลองแบบการทํางานวงจรไฟฟา
ทั่วไปไดทุกโปรแกรม แตแบบจําลองแบบนี้ก็มีขอเสียคือ ขนาดของวงจรจะใหญขึ้นกวาเดิมมาก ทําใหตองเสีย
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เวลาในการคํานวณนานขึ้นหากตองการผลลัพธที่แมนยํา เนื่องจากตองแทนสายสงดวยแบบจําลองชุดใหมที่มี
จํานวนปมเพิ่มขึ้นมาก และความแมนยําในการคํานวณก็จะแปรผันตามจํานวนทอนยอย ( N ) ซึ่งในบางครั้ง 
อาจตองใชจํานวนทอนยอยสูงถึง 100-200 ทอน 

Transmission Line

Reference line

Other
devices

Other
devices

+
vN(tk)

-

+
v0(tk)

-

i0(tk) iN+1(tk)

 
(ก) 

LR

G C

LR

C/2G/2 C/2 G/2

OR OR
L/2R/2

G C

L/2 R/2

Other
devices

+
vN(tk)

-

+
v0(tk)

-

Other
devices

N Segments
i0(tk) iN+1(tk)

 
(ข) 

รูปที่ 2.4 (ก) วงจรไฟฟาที่ประกอบดวยสายสง (ข) วงจรไฟฟาในรูป (ก) ที่แทนแบบจําลองสายสงดวยแบบ
จําลองสวนยอยจํานวน N  ทอนซึ่งเปนไดทั้งแบบพาย ทีหรือ แกมมา 

2.4.2 แบบจําลองแบบกระจาย (Distributed Model) [14] 

other
device

other
device

x
1i 2i

0=x lx =),( txi

),( txv

1v 2v

 
รูปที่ 2.5 รูปแบบจําลองสายสง 





 +

∂
∂

−=
∂

∂ ),(),(),( txRi
t

txiL
x

txv  (2.17) 





 +

∂
∂

−=
∂

∂ ),(),(),( txGv
t

txvC
x

txi  (2.18) 
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สมการที่ (2.17) และ (2.18) เปนสมการ Telegrapher ของสายสง RLCG และรูปที่ 2.5 เปนรูปของสาย
สงที่มีความยาว l  ไปในแกน x  ถากําหนดให ),( txv  เปนคาแรงดันในสายสงที่ตําแหนง x  ที่เวลา t  และ 

),( txi  เปนคากระแสในสายสงที่ตําแหนง x  และเวลา t  จะไดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ของ
สมการที่ (2.17) และ (2.18) คือ 

),(),0( 1 tvtv =  )(),( 2 tvtlv =  (2.19) 

),(),0( 1 titi =  )(),( 2 titli −=  (2.20) 

เมื่อดําเนินการแปลงลาปลาซสมการที่ (2.17) และ (2.18) เราจะไดรูปแบบใหมดังสมการที่ (2.21) และ (2.22) 

),())((),(
2

2

sxVGsCRsL
x

sxV
++=

∂
∂  (2.21) 

),())((),(
2

2

sxIGsCRsL
x

sxI
++=

∂
∂  (2.22) 

สมการที่ (2.21) และ (2.22) จะมีรูปแบบทั่วไปของผลเฉลยดังนี้ 
xsxs esKesKsxV )(

2
)(

1 )()(),( λλ −+=  (2.23) 
xsxs esKesKsxI )(

4
)(

3 )()(),( λλ −+=  (2.24) 

โดยที่ ))(()( GsCRsLs ++=λ  หลังจากนั้นแกสมการหาคา )(1 sK , )(2 sK , )(3 sK  และ )(4 sK  
แทนกลับไปในสมการที่ (2.23) และ (2.24) แลวเขียนสมการใหมใหอยูในรูปวงจรสองทางเขาออก (Two-port) 
จะไดสมการที่ (2.25) คือ 


















+−
−+

−
=








−

−

− )(
)(

2
2)(

)(
)(

2

1
)()(

)()(

)()(
0

2

1

sV
sV

ee
ee

ee
sY

sI
sI

lsls

lsls

lsls λλ

λλ

λλ  (2.25) 

โดยที่ 

RsL
GsCsY

+
+

=)(0  (2.26) 

จากนั้นนําสมการที่ (2.25) มาจัดรูปใหม จะไดวา 
[ ])()()()()()( 220

)(
110 sIsVsYesIsVsY ls +=− −λ  (2.27) 

[ ])()()()()()( 110
)(

220 sIsVsYesIsVsY ls +=− −λ  (2.28) 

แลวทําการแปลงกลับลาปลาซจะไดสมการของสายสงในโดเมนทางเวลาดังนี้ 
)()()()()()()( 2232111 thtithtvtithtv ∗+∗=−∗  (2.29) 

)()()()()()()( 2131212 thtithtvtithtv ∗+∗=−∗  (2.30) 

โดยที่ 
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{ })()( 0
1

1 sYLth −=  (2.31) 

{ }lseLth )(1
2 )( λ−−=  (2.32) 

{ }lsesYLth )(
0

1
3 )()( λ−−=  (2.33) 

สมการที่ (2.29) และ (2.30) หมายความวา ที่จุดเวลาทุกๆ จุด จะตองมีการทําคอนโวลูชันของผลเฉลย
สมการสายสงทุกๆ เสนในวงจร โดยที่มีตัวแปรที่ไมทราบคาเพียง 4 ตัวคือ ),(1 tv  ),(2 tv  ),(1 ti  และ )(2 ti  ดัง
นั้นเมื่อรวมสมการที่ (2.29), (2.30) กับสองสมการ KCL ที่ปมทั้งสอง จะทําใหไดครบสี่สมการเพื่อหาคําตอบที่
จุดเวลาแตละจุด 

2.4.3 คอนโวลูชันแบบเวียนเกิด [14] 

จากสมการที่ (2.29) และ (2.30) นั้นพบวาตองมีการทําคอนโวลูชันทั้งหมด 6 พจนดวยกัน ในการทํา 
คอนโวลูชันนั้นสามารถทําไดดวยวิธีแบบเวียนเกิด ซึ่งจะขอยกตัวอยางอธิบายไวเพียงหนึ่งกรณีคือ กรณีของ 

)()( 11 thtv ∗   

ในกรณีที่ตองการคํานวณหาคา )()( 11 thtv ∗  เราจะใชการประมาณฟงกชัน )(0 sY  ดวยวิธีประมาณ
แบบ Pade’ [15] เพื่อใหรูปแบบของ )(0 sY  นั้นสามารถทําการแปลงกลับลาปลาซไดโดยจะอยูในรูปแบบเศษ

สวนของพหุนาม หลังจากแปลงกลับลาปลาซแลวจะได 







+= ∑

=

n

i

tp
i

ieqt
L
Cth

1
1 )()( δ  โดยที่ ip  และ iq  

เปนคาคงที่ แลวเริ่มทําคอนโวลูชันที่เวลา 1+nt  ดังนี้ 

1
)()( 11

+=
∗

ntt
thtv  ∫

+

−= +

1

0
111 )()(

nt

n dthv τττ  

 ∫ ∑
+

+









−+=

=
+

−
1

1

0 1
1

)(
1 )()(

n

ni

t n

i
n

tp
i dteqv

L
C ττδτ τ  

 ττ τ devq
L
Ctv

L
C n

i

t
tp

in

n

ni∑ ∫
=

−
+

+

++=
1 0

)(
111

1

1)()(  (2.34) 

เนื่องจาก ∫
+

+ −
1

1

0

)(
1 )(

n

ni

t
tp

i devq ττ τ ττττ ττ devqdevq
n

n

ni

n

ni

t

t

tp
i

t
tp

i ∫∫
+

++ −− +=
1

11 )(
1

0

)(
1 )()(  

 ττττ ττ devqdevqe
n

n

ni

n

ninni

t

t

tp
i

t
tp

i
ttp ∫∫

+

++ −−− +=
1

11 )(
1

0

)(
1

)( )()(  

 [ ])()(
2

)( 111
0

)(
1 +

− ++= ∫ n
hp

ni
n

t
tp

i
hp tvetvqhdevqe ni

n

nini ττ τ  

ดังนั้นในการคํานวณหาผลคอนโวลูชันของ 
1

)()( 11
+=

∗
ntt

thtv  ที่เวลา 1+nt  นั้นสามารถทําไดโดยการใช
ผลของคอนโวลูชันที่จุดเวลากอนหนา ซึ่งเปนการเลี่ยงการคํานวณจากจุดเวลาเริ่มตนใหมทุกครั้ง 



 

 

บทที่ 3 

แบบจําลองสายสงแบบสองชั้น 

บทนี้จะนําเสนอแบบจําลองสายสงที่ใชหลักการแบงสวน (Segmentation) พรอมกับแนวความคิดใหมที่
ใหแยกแบบจําลองนั้นออกมาคํานวณตางหาก เพื่อจัดเตรียมแบบจําลองสมมูลที่จะนําไปใชจริงในการจําลอง
การทํางานวงจรทางเวลา จึงเรียกวาสายสงนั้นมีแบบจําลองสองชั้น เนื้อหาในชวงแรกของบทนี้จะนําเสนอวิธี
คํานวณหาแบบจําลองสมมูล พรอมทั้งวิธีนําแบบจําลองนี้ไปใชงานจริง และทายบทจะเสนอแนวคิดในการขยาย
ผลของแบบจําลองนี้ ไปเปนแบบจําลองสายสงแบบหลายชั้น 

3.1 แบบจําลอง N ทอน (N-Segmented Model) 

รูปที่ 3.1 แสดงแบบจําลองแบบแบงสวนของสายสงออกเปน N  ทอน แตละทอนนั้นอาจเปนไดทั้งชนิด 
พาย ที หรือแกมมา การใชทําโดยนําแบบจําลอง N  ทอนนี้ไปแทนที่สายสงในวงจร แลวจําลองตามปกติ แต
เนื่องจากจํานวนทอนนั้นจะแปรผันตามความแมนยํา กลาวคือถาอยากไดความแมนยําสูง ก็ตองใชจํานวนทอน
มากขึ้น ทําใหการจําลองการทํางานทางเวลาของวงจรที่มีสายสงแบบนี้ตองใชเวลามากตามไปดวย 

Transmission LineOther
devices

Other
devices

 
(ก) 

OR OR

Other
devices

+
vN(tk)

-

+
v0(tk)

-

Other
devices

G C

L/2R/2 L/2 R/2

)t(I k0 )t(I k1N+

LR

G/2 C/2G/2 C/2

LR

G C

 
(ข) 

รูปที่ 3.1 (ก) วงจรไฟฟาที่ประกอบดวยสายสง (ข) วงจรไฟฟาในรูป (ก) ที่แทนสายสงดวยแบบจําลองจํานวน
N  ทอนซึ่งเปนไดทั้งแบบพาย ทีหรือ แกมมา 

งานวิจัยนี้จึงเสนอแนวความคิดใหแยกแบบจําลองแบบ N  ทอนออกมาคํานวณตางหากเพื่อจัดเตรียม
แบบจําลองสมมูล (Companion Equivalent Macromodel) ดังแสดงในรูปที่ 3.4 ซึ่งเปนแบบจําลองที่มีเพียง



16 
 

 

สองปม การคํานวณหาแบบจําลองสมมูลของสายสงอยางงายนี้ จะเริ่มจากการแทนสายสงในวงจรดวยแบบ
จําลอง N  ทอน แลวไดผลลัพธของวงจรดังที่แสดงไวในรูปที่ 3.2 

Other
devices

Other
devices

L1R1

G0 C0

L2R2

G1 C1

LNRN

GN-1 CN-1 GN CN

)t(V̂ k1 )t(V̂ k1N−

+
vN(tk)

-

)t(I k1N+

+
v0(tk)

-

)t(I k0

 
รูปที่ 3.2 วงจรสายสงที่แทนสายสงดวยแบบจําลองสายสงแบบ N  ทอนที่เวลา kt  

+
vN(tk)

-

+
v0(tk)

-
N-segments

)t(Ĵ 1k0 − )t(Ĵ 1k1 −

)t(V̂ k0 )t(V̂ k1 )t(V̂ kN

)t(Ĵ 1kN −)h(G11)h(G00

)h(G01

)h(GNN

)t(I k0 )t(I k1N+

 
รูปที่ 3.3 แบบจําลองสายสงแบบ N  ทอนที่เวลา kt  

หลังจากนั้น ใชวิธีการประมาณเชิงอนุพันธเพื่อประมาณ R, L, G, C ในรูปที่ 3.2 ทําใหไดรูปแบบใหมของ
แบบจําลองที่เวลา kt  เปนดังรูปที่ 3.3 จะขอเรียกแบบจําลองที่ผานการประมาณเชิงอนุพันธแลวนี้วา แบบ
จําลอง N  ทอนชั้นที่หนึ่ง โดยที่งานวิจัยนี้เลือกใชการประมาณอนุพันธแบบออยเลอรกลับหลัง ซึ่งทําใหไดสูตร
การคํานวณคาตางๆ ของแบบจําลอง N  ทอนที่เวลา kt  ไวดังนี้ 

1
1

11, )(
−

+
++ 






 +=

h
L

RhG i
iii

, 1,,2,1,0 −= Ni L  (3.1) 

h
C

GhG i
iii +=)(, , Ni ,,2,1,0 L=  (3.2) 

h
LR

ti
h

L

h
LR

ti
h
L

tV
h

CtJ
i

i

kL
i

i
i

kL
i

ki
i

ki

ii

1
1

1
1

1

11

)()(
)()(ˆ 1

+
+

−
+

−

−−

+
−

+
+=

+ , Ni ,,2,1,0 L=  (3.3) 

โดยที่ 010 == +NLL , 010 == +NRR  และ 1−−= kk tth  

ถาเรานําแบบจําลองช้ันที่หนึ่งไปแทนสายสงในวงจรตามปกติ สมการวงจรทั้งหมดจะอยูในรูปเมทริกซที่
มีขนาดใหญ ซึ่งตองใชเวลามากในการคํานวณ แมวาจะนําเทคนิคเมทริกซมากเลขศูนยแบบทั่วไป (General 
Sparse Matrix) [16] มาใชก็ตาม 

งานวิจัยนี้จึงเสนอแบบจําลองในชั้นที่สองที่เรียกวา แบบจําลองสมมูล (Companion Equivalent 
Macromodel) ของสายสงซึ่งเปนแบบจําลองที่จะนําไปใชในการแกสมการวงจรแทนแบบจําลองชั้นที่หนึ่ง โดยที่
ใหผลเฉลยวงจรเหมือนกัน และเพื่อใหเขาใจวิธีในการหาแบบจําลองสมมูลนี้ จะขอเสนอแนวคิดในการคํานวณ
หาแบบจําลองสายสงในชั้นที่สอง หรือแบบจําลองสมมูลไวในหัวขอถัดไป 
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3.2 แบบจําลองสมมลู (Companion Equivalent Macromodel) 

Other
devices

Other
devicesY0(h)

+
vN(tk)
-

)t(I k1N+

+
v0(tk)
-

)t(I k0 Y0N(h)

YN(h) JN(tk-1)J0(tk-1)

 
รูปที่ 3.4 วงจรสายสงที่แทนสายสงดวยแบบจําลองสมมูลที่เวลา kt  

จะขอเริ่มจากการแบงตัวแปรวงจรของแบบจําลองสายสงแบบ N  ทอนอยางงายออกเปน 2 กลุมดังนี้ 
1. ตัวแปรวงจรภายใน ไดแก 121 ˆ,,ˆ,ˆ −Nvvv L  
2. ตัวแปรวงจรภายนอก ไดแก 0v  และ Nv  

จะทําใหสามารถเขียนสมการเชิงปม (Nodal Equation) ของแบบจําลองสายสงแบบ N  ทอนอยางงาย
ไดดังนี้ 
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
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





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



J

J

I

0

v

v

yy

yY

23

T
3

ˆˆ  (3.4) 

โดยที่ 
[ ]T1N1 v̂,,v̂ˆ −= Lv  เปนเวกเตอรของคาตัวแปรแรงดันภายใน 

[ ]TN0 vv=v  เปนเวกเตอรของคาตัวแปรแรงดันภายนอก 

[ ] T1N0 II +=I  เปนเวกเตอรของคาตัวแปรกระแสภายนอก 

[ ] T1N1 ĴĴˆ
−= LJ  เปนเวกเตอรของคากระแสที่ไหลเขาที่ปมภายใน 

[ ] TN0 ĴĴ=J  เปนเวกเตอรของคากระแสที่ไหลเขาที่ปมภายนอก 

สมการที่ (3.4) สามารถนํามาจัดรูปสมการใหม ใหอยูในรูปความสัมพันธของตัวแปรแรงดันภายนอก 
และตัวแปรกระแสภายนอก ของแบบจําลองสายสงแบบ N  ทอนอยางงายไดดังในสมการที่ (3.5ก) หรือ (3.5ข) 
ดังนี้ 

MM JvYI −=  (3.5ก) 

{
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
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
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+ NNNN
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N J
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v
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43421

 (3.5ข) 

โดยที่ T
3

1
32M yYyyY −−= , JYyJJ 1

3M
ˆ−−=  
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สมการที่ (3.5) เปนการอธิบายถึงแบบจําลองสมมูลที่เวลา kt  ซึ่งไมมีปมภายใน ดังที่แสดงในรูปที่ 3.5 

+
vN(tk)

-

+
v0(tk)

-

Y0N(h)

Y0(h) YN(h)J0(tk-1) JN(tk-1)

)t(I k0 )t(I k1N+

 
รูปที่ 3.5 แบบจําลองสมมูลที่เวลา kt  

ในตอนนี้จะพบวา เราจะสามารถทําการจําลองการทํางานวงจรทางเวลาไดเร็วขึ้นหากใชแบบจําลองสาย
สงอยางงาย แทนแบบจําลองสายสงแบบ N  ทอน อยางไรก็ตามในการคํานวณหาคา MY  และ MJ  นั้นจะ
ตองทําอยางมีประสิทธิภาพ กลาวคือตองใชคุณลักษณะพิเศษของสมการที่ (3.4) มาคํานวณใหกระชับที่สุด ซึ่ง
จะไดผลดีกวาการเรงความเร็วแบบทั่วไปที่ทําแกทั้งวงจรพรอมกัน [16] และจะไดอธิบายไวในหัวขอถัดไป 

และเนื่องจากวาคาของ เมทริกซของแอดมิตแตนซ ( MY ) เชน Y , 2y , 3y  จะเปนฟงกชันของคาขนาด
ขั้นเวลา ( h ) ดังนั้นในกรณีที่ใชขนาดขั้นเวลาคงที่ตลอดการจําลองการทํางาน คาเมทริกซของแอดมิตแตนซ
เหลานี้ก็จะมีคาคงที่ตลอดการจําลองการทํางานดวย นั่นคือคํานวณเพียงครั้งเดียวแลวสามารถนําไปใชไดตลอด
การจําลองการทํางาน และถึงแมจะเปนการจําลองการทํางานแบบที่มีการเปลี่ยนขนาดขั้นเวลา เราก็สามารถ
จํากัดรูปแบบที่เปนไปไดของขนาดขั้นเวลา ก็จะทําใหมีรูปแบบของเมทริกซของแอดมิตแตนซอยูจํากัด 

สําหรับการคํานวณหาคา MJ  นั้นจะตองทําการคํานวณใหมที่จุดเวลาทุกๆ จุด เนื่องจากวาการคํานวณ
หาคา MJ  นั้นตองใชคาตัวแปรแรงดันและกระแสภายในในอดีต ซึ่งทําใหคาตัวแปรภายใน ( v̂ ) ของสายสงตอง
ถูกคํานวณหา หลังจากที่แกสมการวงจรไดผลเฉลยเปนตัวแปรภายนอก ( v ) แลว สูตรในการคํานวณหาตัวแปร
ภายในของสายสงนั้นก็ไดจากการจัดรูปใหมของสมการที่ (3.4) ไดดังนี้ 

( )vyJYv T
3

1 −= − ˆˆ  (3.6) 

แลวคาตัวแปรกระแสภายในก็จะถูกคํานวณไดจากคาตัวแปรแรงดันภายใน เชน สําหรับกรณีที่ใชการประมาณ
เชิงอนุพันธแบบออยเลอรกลับหลัง นั้นจะไดวา 
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= −− )()(ˆ)(ˆ1)( 11 kL
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kL ti
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3.3 แผนภูมิสายงานการจาํลองวงจรทางเวลาสาํหรับแบบจําลองสายสงแบบสองชั้น 

วิธีในการนําแบบจําลองสายสงแบบสองชั้นไปใชนั้น ไดแสดงในแผนภูมิสายงานการจําลองทางเวลาใน
รูปที่ 3.6 โดยแบงการจําลองการทํางานออกเปน 2 ชั้นดังนี้ 

1. การจําลองการทํางานชั้นวงจร (Circuit Level) การจําลองการทํางานในชั้นนี้เปนการจําลอง
การทํางานวงจรไฟฟาทางเวลาที่แทนสายสงดวยแบบจําลองสมมูลตามรูปที่ 3.5 การจําลองการ
ทํางานในชั้นนี้จะไดผลเฉลยของสายสงออกมาเปนตัวแปรแรงดันภายนอก คือ )(0 ktv  และ 

)( kN tv  
2. การจําลองการทํางานชั้นสายสง (Transmission line component Level) การจําลองการ

ทํางานในชั้นที่สองนี้เปนการคํานวณแยกออกมาของแตละสายสง โดยจะใชแบบจําลอง N  ทอน
รวมกับตัวแปรแรงดันภายนอกที่ไดจากการจําลองการทํางานในชั้นที่หนึ่ง เพื่อคํานวณหาตัวแป
รวงจรภายใน 

Start

t0=0; k=1; h=h0

tk = tk-1 + h

Update
y0(h), y0N(h), yN(h),

 J0(tk-1,h), JN(tk-1,h) according to
Equation (5)

Circuit Level Analysis to obtain
terminal variables of
transmission lines.

tk>=tstop

Exit

Select a new
timestep h

Yes

No

Transmission Line Component
Level Analysis to obtain its

internal variables

Update all capacitor voltages and
inductor currents

 
รูปที่ 3.6 แผนภูมิสายงานการจําลองการทํางานทางเวลาของวงจรสายสงที่ใชแบบจําลองสายสงแบบสองชั้น 
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3.4 การนาํแบบจาํลองสายสงแบบสองชั้นไปใชจรงิ 

ในหัวขอนี้ จะเสนอวิธีเฉพาะที่เร็วในการคํานวณหาแบบจําลองสมมูล และตัวแปรภายในของสายสง โดย
กําหนดให 

T

N

N

www
www









=

−

−

1,22221

1,11211

L

L
w  (3.8) 

โดยที่ T
3yYw =  ดังนั้นเราจะสามารถเขียนสมการของ MY  และ MJ  จากสมการที่ (3.5) ใหมไดดังนี้ 

T
3

T
2M ywyY −=  (3.9ก) 

JwJJ ˆT
M −=  (3.9ข) 

สําหรับการคํานวณหาคา w  ในสมการที่ (3.8) นั้นตองใชการแยกตัวประกอบแอล-ยู (LU 
factorization) [10] ซึ่งจะประกอบดวยขั้นตอน 3 ขั้นตอนดังตอไปนี้ 

LUY =  (factorization) (3.10ก) 
T
3yLa =  (forward elimination) (3.10ข) 

aUw =  (backward substitution) (3.10ค) 

เนื่องจากวาเมทริกซ Y  ในสมการที่ (3.10ก) นั้นมีรูปแบบเปนเมทริกซแถบสมมาตร (symmetric band 
matrix) ดังนี้ 
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OOM
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L

Y ; โดยที่ x เปนคาที่ไมใชศูนย (3.11) 

1,,,1, +− ++= iiiiiiii GGGY , และ jiijji GYY ,,, −==  และ 









−

−
=

− N,1N

01

G000
000G

L

L
3y  (3.12) 

ทําใหทั้งเมทริกซ L  และ U  สามารถหาไดจากสูตรการคํานวณแบบวนซ้ํา (Recursive formula) ดังนี้ 

1,1

2
1,

,,
−−

−−=
jj

jj
jjjj L

Y
YL , 1,,2,1,0 −= Nj L  (3.13ก) 

1,,1 ++ = jjjj YL , 2,,2,1,0 −= Nj L  (3.13ข) 

1, =jjU ,  1,,2,1,0 −= Nj L  (3.13ค) 

jj

jj
jj L

Y
U

,

1,
1,

+
+ =  2,,2,1,0 −= Nj L  (3.13ง) 
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0,, == jkkj UL  1,,2,1,0 −= Nj L , 1+≠ jk , jk ≠  (3.13จ) 

สําหรับสูตรวนซ้ําในการหาคาเมทริกซ a  และ w  ในสมการที่ (3.10ข) และ (3.10ค) นั้นเปนดังนี้ 
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jjj
j, L
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a

,

1,11,
1

−−−=  1,,2,1,0 −= Nj L  (3.14ก) 
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ดังนั้น w  จะถูกนําไปใชในการคํานวณหา MY  และ MJ  ในสมการที่ (3.9) หลังจากนั้นก็จะไปคํานวณ
หาตัวแปรภายในของสายสงตามสมการที่ (3.6) ซึ่งก็จะสามารถใชคา L  และ U  ซึ่งเปนแฟกเตอรของ Y  ที่
คํานวณไวแลวมาใชไดอีก เมื่อไดคาตัวแปรภายในของสายสงแลวก็จะใชสมการที่ (3.7) ในการคํานวณหาตัว
แปรกระแสภายใน โดยที่ความซับซอนของการคํานวณ (Complexity) นั้นจะมีความสัมพันธเปนเชิงเสนกับ
จํานวนทอนยอยของสายสง ( N ) ดังที่แสดงไวในตารางที่ 3.1 นอกจากนั้น หากการจําลองการทํางานใชขนาด
ขั้นเวลาคงที่ ขั้นตอนที่ 1 และ 2 ในการแยกตัวประกอบแอล-ยูของ Y  และการคํานวณหา w  นั้นจะทําเพียง
ครั้งเดียวตลอดการจําลองการทํางาน และถึงแมจะเปนการจําลองการทํางานที่มีการเปลี่ยนขนาดขั้นเวลา เราก็

เสนอใหจํากัดรูปแบบที่เปนไปไดของขนาดขั้นเวลาเชน M
hh
2
MAX= ; M = 0, 1, 2, …, 10 ซึ่งจะทําใหจะมีคาที่

แตกตางกันของ L , U , และ w  เพียง 11 รูปแบบเทานั้น ดังนั้นคาทั้ง 11 คาที่คํานวณไวแลวนั้นควรจะจัดเกบ็
ไวในหนวยความจําเพื่อนํากลับมาใชใหม จึงสรุปไดวาในการจําลองการทํางานทางเวลาของวงจรสายสงนั้น เรา
สามารถใชจํานวนทอนยอย ( N ) ที่สูงๆ เพื่อใหไดผลเฉลยของวงจรที่แมนยํา โดยที่เวลาที่ใชในการจําลองการ
ทํางานจะมีความสัมพันธเปนเชิงเสนกับจํานวนทอนยอยของสายสง ( N ) 
ตารางที่ 3.1 ตารางแสดงความซับซอนในการคํานวณของสูตรการหาแบบจําลองสายสงอยางงาย และการ

คํานวณหาตัวแปรภายในวงจรกรณีสายสง 2 เสน 
Number of operations 

Computational Step 
+/− x/÷ 

Equation 

1. การแยกตัวประกอบแอล-ยูของ  Y  3N-4 4N-5 (3.13) 
2. การคํานวณหา w  1 3N-2 (3.14) 
3. คํานวณหาตัวแปรแรงดันภายใน N2-N N2-1 (3.6) 
4. คํานวณหาตัวแปรกระแสภายใน 3N 5N (3.7) 
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3.5 การขยายผลไปสูแบบจําลองสายสงแบบหลายชั้น 

แบบจําลองสายสงแบบ 2 ชั้นที่ไดนําเสนอไปแลวนั้น เปนแบบจําลองที่มีประสิทธิภาพในการเรงความเร็ว
การวิเคราะหวงจรสูงกวาการแทนแบบจําลอง N  ทอนลงไปตรงๆในวงจร ซึ่งจะเห็นจากสูตรการคํานวณในขั้น
สุดทายแลววา เหลือเพียงสูตรที่เปนความสัมพันธเชิงเสนกับจํานวนทอนยอยของสายสง อยางไรก็ดี แบบจําลอง
ดังกลาวยังสามารถปรับปรุงใหสามารถเรงความเร็วในการวิเคราะหขึ้นไปไดอีก โดยการยกเวนการคํานวณใน
บางทอนยอยของสายสง ในกรณีที่สัญญาณในทอนยอยนั้นมีคาคงที่ ทําใหงานวิจัยนี้ไดเสนอแนวความคิดใหม
ในการปรับปรุงรูปแบบของแบบจําลอง ใหเปนแบบจําลองสายสงแบบหลายชั้นดังที่แสดงไวในตารางที่ 3.2 

ตารางที่ 3.2 ตารางแสดงแบบจําลองที่ชั้นตางๆ ของแบบจําลองสายสงแบบหลายชั้น 

ชั้นที่ แบบจําลองสายสงแบบหลายชั้น จํานวน 
ทอน 
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i0(t) iN+1(t)

+
v0(t)

-

+
vN(t)

-

 

- 

0 

v0(t) v1(t) v2(t) v3(t) v4(t) vN(t)(0)
LG (0)

LG (0)
LG (0)

LG (0)
LG

2
G(0)

C (0)
CG (0)

CG (0)
CG (0)

CG
2

G(0)
C(0)

0I (0)
1I

(0)
2I (0)

3I (0)
4I

(0)
NI

i0(t) iN+1(t)
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แบบจําลองที่แบงออกเปนทั้งหมด 1log2 +N  รูปแบบในตารางที่ 3.2 นั้นจะเปนแบบจําลองที่สมมูล
กันทั้งหมด ซึ่งจะมีสูตรในการเปลี่ยนแบบจําลอง จากชั้นหนึ่งไปสูอีกชั้นหนึ่ง แสดงไวในสมการที่ (3.15) โดยที่
กําหนดใหจํานวนชั้นของแบบจําลองแบงออกเปน 1log2 +N  ชั้นดังนี้ j = 0, 1, 2, …, N2log  

ในการคํานวณหาแบบจําลองสมมูลของสายสง (แบบจําลองที่ชั้น N2log ) นั้นจะตองคํานวณหาทีละ
ชั้นของแบบจําลองตามลําดับ ตั้งแตชั้นที่ L,2,1,0  จนถึงชั้นที่ N2log  จะขอยกตัวอยางวงจรประกอบคํา
อธิบายดังในรูปที่ 3.7 ซึ่งเปนแบบจําลองที่ประกอบดวยทอนยอยใดๆ 2 ทอน การจะหาแบบจําลองในชั้นที่สูงขึ้น
ก็คือการยุบรวมแบบจําลอง 2 ทอนยอยนี้ใหเหลือ 1 ทอนดังที่แสดงในรูปที่ 3.8 สูตรในการยุบรวมที่ชั้น j  ใดๆ
นั้นไดแสดงไวในสมการที่ (3.15) 
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รูปที่ 3.7 แบบจําลองสายสง 2 ทอนยอยใดๆที่เวลา kt  
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รูปที่ 3.8 ผลจากการยุบรวมแบบจําลองในรูปที่ 3.7 ที่เวลา kt  
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สําหรับคาตัวแปรแรงดันภายในวงจร และตัวแปรกระแสภายในวงจร นั้นจะคํานวณหาไดจากสมการที่ 
(3.16) และ (3.17) ตามลําดับ โดยที่การคํานวณนั้นจะตองทํายอนกลับจากแบบจําลองในชั้นที่ N2log , 

2
log2

N , 
4

log2
N , … , 0  และใชคาแรงดันที่ปลายทั้งสองขางคือ )(0 ktv  และ )(2 ktv  เสมือนเปนแหลง

กําเนิดแรงดันปอนเขาที่ปลายทั้งสองขาง ดังที่แสดงไวในรูปที่ 3.9 ในการนําสูตรไปใชจะกําหนดให 
)(0 kx tvv =  และ )(2 kz tvv =  

CL

zxL
k GG

IvvGtv
+

−+
=

2
)()( 1

1   (3.16) 
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รูปที่ 3.9 แสดงการคํานวณหาตัวแปรภายใน )(1 ktv  ของทอนยอยใดๆที่เวลา kt  

ขอดีของแบบจําลองสายสงแบบหลายชั้นก็คือวา ในกรณีที่บางชวงของสายสงมีการกระจายของสัญญาณ
ที่มีคาคงที่ เราไมจําเปนตองคํานวณในสวนยอยของแบบจําลองนั้น ทําใหสามารถลดเวลาในการคํานวณลงไป
ไดมาก เนื่องจากสามารถนําคาที่คํานวณไวแลวในอดีตกลับมาใชไดเลย และการตรวจสอบการเปลี่ยนแปลงของ
สัญญาณในสายนั้นจะตรวจสอบจากเวลาแฝง (latency) [9] ของสายสง 



 

 

บทที่ 4 

แบบจําลองสายสงทางโดเมนเวลา 

บทนี้นําเสนอแบบจําลองของสายสงทางโดเมนเวลา (Time Domain Companion Model) ที่ใชวิธีออย-
เลอรแบบกลับหลัง ประมาณสมการ Telegrapher กับอนุพันธยอยทางเวลา ( t ) ทําใหสมการลดรูปเหลือเปน 
สมการอนุพันธอันดับหนึ่งเทียบกับระยะทางบนสาย ( x ) จึงสามารถวิเคราะหหาผลเฉลยของวงจรแบบทั่วไปได 
แตผลเฉลยที่ไดนั้นจะมีรูปแบบซับซอนมากขึ้นตามจํานวนจุดเวลาในการจําลองการทํางาน งานวิจัยนี้จึงนําเสนอ
เทคนิคการลดรูปแบบจําลองสายสงไว เพื่อใชลดอันดับ (order) ความซับซอนของแบบจําลองลง อยางไรก็ดี ใน
การลดรูปแบบจําลองของสายสงนั้น จะสงผลใหมีคาผิดพลาดเกิดขึ้นในการคํานวณครั้งถัดไป จึงไดเสนอวิธีการ
ควบคุมคาผิดพลาดในการลดรูปไวประกอบดวย โดยคาผิดพลาดจากการลดรูปที่ยอมรับไดนั้น จะเปรียบเทียบ
อางอิงจากคาผิดพลาดเพราะตัดปลาย (Local Truncation Error) ซึ่งเปนคาผิดพลาดที่ตองเกิดขึ้นอยูแลวในการ
จําลองการทํางานเชิงตัวเลข และในชวงทายเนื้อหาจะนําเสนอแนวความคิดในการขยายผลของแบบจําลองที่นํา
เสนอแลวไปสูการเปลี่ยนวิธีในการประมาณอนุพันธยอยทางเวลาไปเปนแบบสี่เหลี่ยมคางหมู 

4.1 แบบจําลองสายสงทางโดเมนเวลา 
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x
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รูปที่ 4.1 รูปแบบจําลองสายสง 
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สมการที่ (4.1) และ (4.2) เปนสมการ Telegrapher ของสายสง RLCG และรูปที่ 4.1 เปนรูปของสายสง
ที่มีความยาว l  ไปในแกน x  ถากําหนดให ),( txv  เปนคาแรงดันในสายสงที่ตําแหนง x  ที่เวลา t  และ 

),( txi  เปนคากระแสในสายสงที่ตําแหนง x  และเวลา t  จะไดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ของ
สมการที่ (4.1) และ (4.2) คือ 

),(),0( 1 tvtv =  )(),( 2 tvtlv =  (4.3) 

),(),0( 1 titi =  )(),( 2 titli −=  (4.4) 
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ถาจัดรูปสมการที่ (4.1) และ (4.2) ใหมใหอยูในรูปแบบของสมการเมทริกซ และกําหนดให 
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จากสมการ Telegrapher ในสมการที่ (4.5) นําพจน 
t

tx
∂
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ดวยวิธีเชิงตัวเลข ซึ่งในที่นี้จะเลือกใชการประมาณแบบออยเลอรแบบกลับหลัง [10] จะทําใหสมการที่ (4.5) 
ประมาณไดดังนี้ที่เวลา nt  
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เพื่อความสะดวกตอไปในการอางถึงจึงขอกําหนดตัวแปรขึ้นมาใหมดังในสมการที่ (4.7) และ (4.8) ซึ่งทํา
ใหเขียนสมการที่ (4.6) ใหมไดดังในสมการที่ (4.9) 
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ในการจําลองการทํางานวงจรทางเวลานั้น เมื่อเวลาผานไปถึงเวลา nt  สมการของแบบจําลองสายสงที่
ประมาณอนุพันธยอยทางเวลาแลว จะมีรูปแบบดังในสมการที่ (4.10) 
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และถากําหนดให 
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จะสามารถเขียนสมการที่ (4.10) ใหมไดดังนี้ 
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ซึ่งมีผลเฉลยดังที่แสดงในสมการที่ (4.12) และสมการของแบบจําลองที่จะนําไปใชในการคํานวณหาผลเฉลยวง
จรที่เวลา nt  ไดแสดงไวในสมการที่ (4.13) โดยที่ [ ]I00C L=1   
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สมการแบบจําลองสายสงที่เวลา nt  ที่แสดงไวในสมการที่ (4.13) นั้นเปนสมการแสดงความสัมพันธ
ระหวางตัวแปรทั้งสองฝงของสายสง แตจะพบวาความซับซอนของการคํานวณจะเพิ่มขึ้นตามจํานวนจุด ( n ) ใน
การจําลองการทํางาน กลาวคือเวลาที่ใชในการคํานวณหาผลเฉลยที่จุดเวลา nt  แตละจุด จะตองใชคาผลเฉลย
วงจรในอดีตตั้งแต 0t  ถึง 1−nt  มารวมคํานวณดวย จึงทําใหตองใชเวลาในการคํานวณเพิ่มมากขึ้นตามจํานวน
จุดเวลาในการจําลองการทํางาน งานวิจัยจึงไดนําเสนอเทคนิคในการลดรูปแบบจําลองสายสงโดยการประมาณ
สมการสายสงใหมใหมีอันดับต่ํากวาอันดับของสายสงเดิมที่ไมมีการลดรูป 

4.2 เทคนิคการลดรูปแบบจําลองสายสง 

การลดรูปแบบจําลองสายสงคือ การประมาณพจน ∑
−

=

1

1
)0()(

n

i
ii l wΨ  ในสมการที่ (4.13) ใหมจาก

อันดับ n  ใหเหลืออันดับ n~  โดยที่อาจตองมีการนําเทคนิคการแบงยอยแบบจําลองมารวมดวย ซึ่งจะทําใหการ
ลดรูปแบบจําลองไดผลดียิ่งขึ้น โดยเฉพาะในกรณีที่มีการเปลี่ยนแปลงสัญญาณภายในสายสงที่มีการเปลี่ยน
แปลงอยางรวดเร็ว ซึ่งตองใชการประมาณอันดับสูงเพื่อใหมีคาผิดพลาดนอยในกรณีที่ลดรูปโดยไมแบงยอย งาน
วิจัยนี้ยังไดนําเสนอวิธีในการยุบรวมแบบจําลองกลับเมื่อสัญญาณภายในสายสงมีการเปลี่ยนแปลงนอย โดยที่
การจะแบงยอยหรือยุบรวมนั้นจะพิจารณาจากขนาดของคาผิดพลาดในการลดรูป ซึ่งเปนคาที่เปรียบเทียบอาง
อิงจากคาผิดพลาดเพราะตัดปลาย (Local Truncation Error) 
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4.2.1 การแบงยอยแบบจําลอง 

)0()1(
nw )0()2(

nw )0()3(
nw )0()(k

nw )( )()( kk
n lw

st1 nd2 rd3 thk

 
รูปที่ 4.2 แบบจําลองสายสงในกรณีที่ถูกแบงยอยออกเปน k  ทอน 

รูปที่ 4.2 เปนรูปที่แบบจําลองสายสงถูกแบงยอยออกเปน k  ทอนโดยที่สายสงทอนที่ thi  ใดๆ จะมี
ความยาวสายเทากับ )(il  และตัวแปรวงจรคือ )0()(i

nw  และ )0()1( +i
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n lww =+  
ดังนั้นจะไดสมการของแบบจําลองสายสงทอนที่ thi  ที่เวลา nt  ดังนี้ 
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เมื่อรวมสมการสายสงทั้ง k  ทอนเขาดวยกันจะไดสมการของแบบจําลองที่นําไปใชดังที่แสดงไวในสม-
การที่ (4.15) โดยที่ 1Y , 2Y  และ b  เปนเมทริกซแบบแอดมิตแตนซของอุปกรณที่ตออยูกับปลายทั้งสองขาง
ของสายสงและเวกเตอรคาคงที่ ตามลําดับ และมีผลใหตัวแปรของวงจรเพิ่มจาก 4  ตัวไปเปน 22 +k  ตัว 
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4.2.2 การลดรูปแบบจําลองและคาผิดพลาดทีเ่กิดจากการลดรูป 

ที่เวลา nt  กําหนดใหสายสงไดถูกแบงออกเปน k  ทอนยอยแลวเราตองการลดรูปแบบจําลอง โดยจะเริ่ม
จากการกําหนดใหสมการที่ (4.16) เปนสมการของสายสงทอนที่ thi  ที่เวลา nt  กอนที่จะลดรูปซ่ึงมีอันดับ )(in  
และสมการที่ (4.17) เปนสมการหลังการลดรูปแลวที่มีอันดับ )(~ in  
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เขียนรวมสมการที่ (4.16) และ (4.17) เขาดวยกัน จะได 
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เมื่อกําหนดตัวแปรใหมคือ 
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M  จะเขียนสมการ 

(4.18) ใหมไดดังในสมการที่ (4.19) ที่มีคาผิดพลาดในการลดรูป ( )(i
RDEerror ) กําหนดดังในสมการที่ (4.20) 
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 1−⋅⋅= TΛTA  
จากนั้นแทนคาจากสมการที่ (4.12) กลับเขาไปในสมการที่ (4.20) จะไดผลดังสมการที่ (4.21) และ (4.22) 
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ดังนั้นจะได T)()( ii QQ =  สําหรับการแกสมการอินทิกรัลในสมการที่ (4.22) นั้นใหเล่ียงไปใชสมการ
เลียปูโนฟที่ (4.23) แทน ซึ่งจะทําใหคํานวณไดเร็วกวา บทพิสูจนในสวนนี้ไดแสดงไวแลวในบทที่ 2 

0ccccMQQM MM =−++
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ดังนั้นในการลดรูปแบบจําลองแตละครั้งตองคํานวณหาพารามิเตอรใหม 3 ตัว คือ )(~ in , )0(~ )(iw , และ 
)(~ iM  โดยที่ )(~ in  เปนอันดับที่ลดรูปแลวของสายสง )0(~ )(iw  เปนคาภาวะเริ่มตนใหมและ )(~ iM  เปนเมทริกซ

สัมประสิทธิ์ของแบบจําลองที่ลดรูปแลว ในการเลือกคา )0(~ )(iw  และ )(~ iM  ที่ทําใหเกิดคาผิดพลาดที่เหมาะ
สมนั้นจะนําเสนอตอไปในหัวขอที่ 4.2.3 และ 4.2.4 ตามลําดับ 



30 
 

 

4.2.3 การเลือกคาภาวะเริ่มตนใหมที่เหมาะสมเพื่อลดคาผดิพลาดในการลดรูป 
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ภาวะเริ่มตนใหมที่ทําใหคาผิดพลาดในการลดรูปนอยที่สุดคือ 
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โดยที่ )(
21
iQ  และ )(
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iQ  มีขนาดเปน )()(~ ii nn ×  และ )()( ~~ ii nn ×  ตามลําดับ 

4.2.4 การเลือกคาเมทริกซสัมประสิทธ์ิ )(~ iM  ที่เหมาะสมเพื่อลดคาผิดพลาดในการลดรปู 

เนื้อหางานวิจัยในสวนนี้เปนสวนที่ยาก เนื่องจากวา )(~ iM  เปนเมทริกซขนาด )()( ~~ ii nn ×  ซึ่งมีรูปแบบที่
เปนไปไดมากมาย ดังนั้นการเลือกคา )(~ iM  ที่ทําใหเกิดคาผิดพลาดในการลดรูปนอยที่สุดนั้น จะทําไดยากมาก 
และเนื่องจากเราตองการที่จะใหการคํานวณสามารถนําคาเกาๆ ในอดีตกลับมาใชใหมได งานวิจัยชิ้นนี้จึงจะ
เสนอใหคาเมทริกซสัมประสิทธิ์ )(~ iM  ตัวใหมนั้นใหมีรูปแบบที่เปนไปไดจํากัด ดังนี้ 

กําหนดให )(~ iM  เปนฟงกชันของขนาดขั้นเวลา ( h~ ) โดยที่ MAX2~ hh j±= , j=0, 1, 2, …, 8, ∞  ดังนี้ 
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แลวสําหรับการหาคา )(~ iM  ที่เหมาะสมที่จุดเวลาแตละจุดนั้นจะใชวิธีลองแทนคากลับเขาไปในสมการ (4.21) 
ทั้ง 20 รูปแบบแลวเลือกคาที่ทําใหเกิดคาผิดพลาดนอยที่สุดไปใชในการลดอันดับ 

4.2.5 การยุบรวมแบบจําลองและคาผิดพลาดที่เกิดจากการยุบรวม 

ในหัวขอนี้เราจะอธิบายถึงวิธีในการยุบรวมแบบจําลองสายสงทอนยอย 2 ทอนคือ L  และ R  ใหเปน
หนึ่งทอนที่ thi  ดังในรูปที่ 4.3 และคาผิดพลาดที่เกิดจากการยุบรวมจะเปนผลรวมของ )()(

1 xie  และ )()(
2 xie  

ซึ่งคํานวณหาไดจากสมการที่ (4.27) และ (4.28) 
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CBEerror ) ดังนี้ 
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รูปที่ 4.3 แสดงการยุบรวมแบบจําลองสายสงทอนที่ thi  ที่เวลา nt  
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แทนคาสมการที่ (4.27), (4.28), (4.12) ลงไปในสมการที่ (4.29) 
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โดยที่ dxee xl i
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)()(ˆ)( ˆˆ MM ccQ ∫=  และสําหรับการ
คํานวณสมการอินทิกรัลทั้งสองสมการนี้จะเล่ียงไปใชสมการที่ (4.31) และ (4.32) แทน 
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ในการหาคาภาวะเริ่มตน )0(~ )(i
nw  ใหมที่ทําใหคาผิดพลาดในการยุบรวมมีคานอยที่สุดนั้นจะทําโดยการ

กําหนดอนุพันธของคาผิดพลาดในการยุบรวมจากสมการที่ (4.30) เทียบกับคาภาวะเริ่มตนตัวใหม )0(~ )(i
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จากสมการที่ (4.34) ถากําหนดให 0
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 จะไดคาภาวะเริ่มตนใหมที่ทําใหคาผิดพลาดใน

การยุบรวมนอยที่สุดคือ 
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4.2.6 การคํานวณหาคาผิดพลาดเพราะตดัปลาย (LTE) 

คาผิดพลาดเพราะตัดปลายที่เวลา 1+nt  นั้นสามารถหาไดโดยการประมาณจากผลตางของผลเฉลยที่ได
จากการประมาณอนุพันธยอยทางเวลาดวยวิธีออยเลอรแบบกลับหลัง BE
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1 )(xn+w  และวิธีออยเลอรแบบไป

หนา FE
(i)

1 )(xn+w  ดังนี้  

สมการที่ (4.36) เปนรูปแบบทั่วไปของการประมาณเชิงอนุพันธดวยวิธีออยเลอรแบบไปหนา 
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สมการที่ (4.38) นั้นเปนคาผลเฉลยวงจรที่เวลา 1+nt  ซึ่งไดจากการแกสมการวงจรที่ประมาณอนุพันธยอยทาง
เวลาของแบบจําลองสายสงดวยวิธีออยเลอรแบบกลับหลัง 
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4.3 การปรับขนาดขั้นเวลาอัตโนมัติ 

กรณีเฉพาะสําหรับการปรับขั้นเวลาอัตโนมัติที่จะนําเสนอในงานวิจัยนี้ จะกําหนดรูปแบบที่เปนไปไดทั้ง
หมดของขนาดขั้นเวลาใหเปน 11 รูปแบบดวยกันคือ 

j
hh
2
MAX= , 10,,2,1,0 K=j  

ในการจําลองการทํางานนั้นเราจะเริ่มใชขนาดขั้นเวลาที่ผูใชกําหนดมาใหเปนคาแรก และจะเปนคาขนาด
ขั้นเวลาที่ใหญที่สุดที่ยอมรับได ( MAXh ) ดวย ขนาดขั้นเวลาจะเปลี่ยนไปเรื่อยๆ ที่จุดเวลาทุกๆ จุดของการ
จําลองการทํางานเพื่อควบคุมไมใหคาผิดพลาดของผลเฉลยมีคามากจนเกินไป โดยการควบคุมนี้จะทําการตรวจ
สอบจากคาผิดพลาดเพราะตัดปลาย (Local Truncation Error) ในสมการที่ (4.40) ถาคาผิดพลาดเพราะตัด
ปลายที่คํานวณไดที่จุดเวลาแตละจุดนั้นมีคามาก จะหมายความถึงวาขนาดขั้นเวลาที่ใชในการประมาณเชิง
อนุพันธที่จุดเวลานั้นมีคามากเกินไป เราจึงควรที่จะลดขนาดขั้นเวลาใหเล็กลง งานวิจัยนี้เสนอวาการลดลงหรือ
เพิ่มขึ้นของขนาดขั้นเวลานั้นใหเปล่ียนแปลงในรูป 2 เทา เพื่อทําใหรูปแบบของขนาดขั้นเวลามีอยูจํากัด แลวผล
การคํานวณบางคาจะสามารถนํากลับมาใชใหมได ถึงแมวาคาขนาดขั้นเวลาที่เลือกนั้นอาจจะไมใชคาที่ดีที่สุดก็
ตาม การปรับขนาดขั้นเวลาแบบอัตโนมัตินี้จะใหผลดีกวาการใชขนาดขั้นเวลาเดียวตลอดการจําลองการทํางาน 
กลาวคือจะเลือกใชขั้นเวลาที่มีขนาดเล็กๆ เพื่อใหไดผลที่แมนยําในกรณีที่มีการเปลี่ยนแปลงของสัญญาณ และ
ควรจะใชขั้นเวลาที่มีขนาดใหญในกรณีที่สัญญาณมีการเปลี่ยนแปลงนอย เพื่อทําใหการจําลองการทํางานนั้น
ผานไปไดเร็ว [17] 

4.4 กรณีเฉพาะในการนาํแบบจําลองสายสงไปใชจริง 

เพื่อแสดงใหเห็นถึงการนําเทคนิคที่นําเสนอในงานวิจัยนี้ไปใชจริงในการทําการจําลองการทํางานทาง
เวลา จึงไดกําหนดรูปแบบเฉพาะในการนําแบบจําลองไปใช และจะเปนขอกําหนดเดียวกับการนําแบบจําลอง
ทางโดเมนเวลานี้ไปทดสอบผลในบทที่ 5 ซึ่งมีรายละเอียดของขอกําหนดดังตอไปนี้ 

• กําหนดใหสายสงเปนแบบทอนเดียว 

• กําหนดใหจํานวนทอน ( k ) ในการแบงยอยแบบจําลองตองอยูในรูป j2 , j = 0, 1, 2, …, k2log  

• รูปแบบที่เปนไปไดของขนาดขั้นเวลาคือ j2 , j = 0, 1, 2, …, k2log  

• กําหนดใหความยาวสายของสายสงมีขนาดเทากับ 1 

• ทอนยอยแตละทอนของแบบจําลองสายสงมีอันดับไดสูงสุดเพียงอันดับ 2 

• กําหนดให ตัวแปรวงจรของสายสงทอนที่ thi  คือ )0()(i
nw , )0()1( +i

nw  

• การเลือก )(~ iM  ตัวใหมนั้นจะทําตามวิธีที่เสนอไวในสมการที่ (4.26) ซึ่งเปนไปไดทั้งหมด 20 รูปแบบ 
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วิธีการนี้จะทําใหไดสมการวงจรของสายสงทอนที่ thi  ที่เวลา nt  ลดรูปจากสมการที่ (4.14) เหลือเพียง 
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 (4.41) 

และสมการสายสงจากสมการที่ (4.15) นั้นจะลดรูปเหลือดังในสมการที่ (4.42) เพื่อนําไปใชในการสรางสมการ 
วงจร 
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รูปที่ 4.4 แสดงแผนภูมิสายงานของการจําลองการทํางานวงจรทางเวลา สําหรับแบบจําลองสายสงทาง
โดเมนเวลา โดยขั้นตอนวิธีจะเริ่มตนจากที่เวลา 0t  ใชขนาดขั้นเวลาที่ผูใชกําหนด แลวเริ่มสรางสมการวงจร โดย
ที่ตัวแปรวง-จรของแบบจําลองสายสงนั้นคือแรงดัน และกระแสที่ปลายทั้งสองขางของสายสงยอยทั้งหมด นั่นคือ
แบบจําลองสายสงจะมีจํานวนตัวแปรวงจรเปน 22 +k  ตัว โดยที่ k  เปนจํานวนทอนยอยของแบบจําลองสาย
สง 

จากนั้นสมการเมทริกซของวงจรนั้นจะสรางไดจากสมการ (4.42) และเมื่อแกปญหาวงจรไดผลเฉลยมา
แลว ตองตรวจสอบวาขนาดขั้นเวลาที่ใชนั้นใหญเกินไปหรือไม โดยทดสอบวาคาผลเฉลยที่หามาไดนั้นมีคาผิด
พลาดเพราะตัดปลาย (LTE) มากเกินกวาที่กําหนดไวหรือไม หากมีคาผิดพลาดนอยเปนที่ยอมรับได ก็จะผานไป
กระบวนการปรับทันกาลคาตัวแปรวงจรของแบบจําลองสายสงเลย แตถาคาผิดพลาดนั้นมากเกินกวาที่ยอมรับ
ได เราจะเริ่มกระบวนการสรางสมการวงจร และแกปญหาวงจรที่จุดเวลานั้นใหมอีกครั้งหนึ่ง แตจะใชขนาดขั้น
เวลาที่เล็กลงเปนครึ่งหนึ่ง ขนาดขั้นเวลานี้จะถูกลดลงเรื่อยๆ จนกวาคาผิดพลาดเพราะตัดปลายจะนอยจนเปนที่
ยอมรับได แตถาลดลงจนขนาดขั้นเวลาเล็กเกินไป การจําลองการทํางานก็จะหยุดลงเนื่องจากถึงแมจะจําลองตอ
ไป ผลเฉลยที่ไดก็จะมีคาผิดพลาดมากจนไมเปนที่นาเชื่อถือ แตถาผูใชยอมรับไดถึงคาผิดพลาดที่จะเกิดขึ้น ก็
สามารถไปเพิ่มคาผิดพลาดเพราะตัดปลายที่ยอมรับได (LTED) ใหสูงขึ้น ซึ่งมีโอกาสจะทําใหการจําลองการ
ทํางานดําเนินตอไปได 

หลังจากที่ปรับทันกาลคาตัวแปรวงจรของแบบจําลองสายสงแลว ก็จะลดอันดับของแบบจําลองสายสง
ลง เนื่องจากวาเรากําหนดใหอันดับสูงสุดของแตละสายสงยอยมีคาไดไมเกินสอง พรอมทั้งเลือกคาภาวะเริ่มตน
ใหม และเมทริกซสัมประสิทธิ์ชุดใหม จากสมการ (4.25) และ (4.26) แลวตองตรวจสอบวาคาผิดพลาดที่เกิดขึ้น
จากการลดอันดับ ( )(i

RDEerror ) ตองไมมากกวา 10 เปอรเซ็นตของคาผิดพลาดเพราะตัดปลายการลดอันดับจึง
จะยอมรับได หากคาผิดพลาดจากการลดอันดับสูงเกินไป ขั้นตอนวิธีจะแบงยอยแบบจําลองสายสงทอนที่มีคา
ผิดพลาดมากที่สุดออกเปนสองสวน แลวลดอันดับใหม จนกวาคาผิดพลาดจะเปนที่ยอมรับได ในขณะเดียวกันก็
จะมีการยุบรวมแบบจําลองของสายสงยอย หากการยุบรวมนั้นทําใหคาผิดพลาดรวมของสายสงยอยทั้งหมดยัง
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คงนอยกวาคา 10 เปอรเซ็นตของ LTE การคํานวณหาคาผิดพลาดจากการลดอันดับและยุบรวมนั้นจะใชสมการ
ที่ (4.21) และ (4.30) ตามลําดับ 

Start

t0=0, n=1, h0=h

tn = tn-1 + hn

NumVar = 2x#Segment + 2

Create Matrix Equation (4.15)

Solve Matrix Equation

LTE < LTED

h >= hMAX

Y

End

tn >= tSTOP

Y

N

hn+1 = 2xhn

N

hn <= hMIN N

Terminate

Y

hn+1 = hn / 2

N

Update Transmission Lines
Variables

Reduce Order
each Transmission lines

RDE <=
0.1xLTE

Divide
Transmission Line

#Segment <
#MAX

Y

N

N

Y

Merge Segment

Y

 
รูปที่ 4.4 แผนภูมิสายงานของการจําลองการทํางานวงจรทางเวลาสําหรับแบบจําลองสายสงทางโดเมนเวลา 

กอนที่การจําลองการทํางานจะกาวไปสูการจําลองการทํางานที่จุดเวลาถัดไปนั้น จะมีการเพิ่มขนาดขั้น
เวลาขึ้นเปนสองเทา เพื่อใหการจําลองการทํางานสามารถทําไดเร็วขึ้นในกรณีที่สัญญาณภายในวงจรมีการ
เปล่ียนแปลงนอยๆ และการเพิ่มขนาดขั้นเวลานี้จะทําไปเรื่อยๆ แตจะไมใหเกินคาที่ตั้งไว ( MAXh ) ตราบเทาที่คา
ผิดพลาดเพราะตัดปลายมีคาไมเกิน LTED 
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4.5 การขยายผลไปสูการประมาณแบบสี่เหลี่ยมคางหมู 

เราจะนําสมการ Telegrapher ในสมการที่ (4.5) นั้นมาประมาณอนุพันธยอยเทียบกับเวลาดวยวิธีเชิง 
ตัวเลข ซึ่งในที่นี้จะเลือกใชการประมาณแบบสี่เหลี่ยมคางหมู [10] ทําใหสมการที่ (4.5) กลายเปน 

( ) ),(),(),(),(2),( 1
1 n

n
nn

n tx
x
txtxtx

hx
tx w

0G
R0www

0C
L0w









−

−
+








∂
∂

−−







−

−
=

∂
∂ −

−

 (4.43) 

เพื่อความสะดวกตอไปในการอางถึงจึงขอกําหนดตัวแปรขึ้นมาใหมดังในสมการที่ (4.44) และ (4.45) ทํา
ใหเขียนสมการที่ (4.43) ใหมไดดังในสมการที่ (4.46) 
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ในการจําลองการทํางานวงจรทางเวลานั้น เมื่อเวลาผานไปถึงเวลา nt  สมการของแบบจําลองสายสงที่
ประมาณอนุพันธยอยทางเวลาแลว จะมีรูปแบบดังในสมการที่ (4.47) 
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และถากําหนดให 
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จะสามารถเขียนสมการที่ (4.37) ใหมไดดังนี้ 

)()( xx
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Mww =
∂
∂  (4.48) 
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ซึ่งมีผลเฉลยดังที่แสดงในสมการที่ (4.49) และสมการของแบบจําลองที่จะนําไปใชในการคํานวณหาผล
เฉลยวงจรที่เวลา nt  ไดแสดงไวในสมการที่ (4.50) โดยที่ [ ]I00C L=1  
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บทที่ 5 

ทดสอบและวิจารณผล 

เนื้อหาในบทนี้จะกลาวถึงการทดสอบและวิจารณผลในการนําแบบจําลองที่เสนอในงานวิจัยนี้ ไปทดลอง
ใชงานจริง โดยที่โปรแกรมที่ใชในการทดสอบนั้นจะพัฒนาดวย Matlab รุนที่ 6.0 แบบจําลองที่จะนํามาทดสอบ
นั้นมีทั้งหมด 3 แบบดวยกันคือ แบบจําลองสายสงแบบสองชั้น แบบจําลองสายสงทางโดเมนเวลา และแบบ
จําลองสายสงทางโดเมนเวลาแบบมีการลดอันดับ การเปรียบเทียบผลที่ไดของแบบจําลองแตละแบบนั้นจะใช
แบบจําลองแบบแบงสวนเปนตัวอางอิงหลัก 

5.1 เงื่อนไขในการทดสอบ 

เงื่อนไขในการทดสอบผลนั้น จะแบงออกไดเปน 4 เงื่อนไขดวยกันดังนี้คือ 
1. ประเภทของแบบจําลอง แบบจําลองที่นํามาใชในการทดสอบนั้น ประกอบดวยแบบจําลอง 3 

แบบ คือ 
• แบบจําลองสายสงแบบสองชั้น (A) 
• แบบจําลองสายสงทางโดเมนเวลาแบบไมมีการลดอันดับ (B) 
• แบบจําลองสายสงทางโดเมนเวลาแบบที่มีการลดอันดับ (C) 

2. ชนิดของสายสง ตองประกอบดวยทั้งสายสงที่มีความสูญเสีย (Lossy) และสายสงที่ไมมีความ
สูญเสีย (Lossless) 

3. การเขาคูกันของอิมพีแดนซ วงจรที่นํามาใชในการทดสอบตองมีทั้งกรณีที่อิมพีแดนซเขาคูกัน 
และกรณีที่อิมพีแดนซไมเขาคูกัน เพื่อใหเห็นถึงผลของการสะทอนของสัญญาณในสาย 

4. ประสิทธิภาพในการลดอันดบั เงื่อนไขที่จะใชทดสอบประสิทธิภาพในการลดอันดับนั้นตองมีทั้ง
กรณีที่การกระจายของสัญญาณในสายมีการเปลี่ยนแปลงอยูตลอดเวลา และไมมีการเปลี่ยน
แปลง เพื่อดูผลของการลดอันดับ การยุบรวมและแบงทอนทอนยอยวามีประสิทธิภาพมากนอย
เพียงใด 

5.2 ชนิดของการทดสอบ 

สวนผลของการทดสอบที่ตองนํามาใชในการพิจารณานั้น จะแบงเปนหัวขอดังตอไปนี้ 
1. การทดสอบความแมนยําของแบบจําลอง (Test-A) จะทดสอบโดยเปรียบเทียบผลการจําลอง

การทํางานทางเวลาของแบบจําลองทางโดเมนเวลาทั้งแบบมีการลดอันดับ และไมลดอันดับ 
เปรียบเทียบกับแบบจําลองแบบแบงสวน (ใชการแบงสวนเปนรูปแบบพาย 128 ทอนยอย พัฒนา
ขึ้นในโปรแกรม “เล็ก-6.2” [19]) ผลที่ไดจะแสดงในรูปกราฟทางโดเมนเวลา 
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2. การทดสอบประสิทธิภาพของการแบงทอนยอย และยุบรวม (Test-B) จะทดสอบประสิทธิ-
ภาพของการลดอันดับแบบจําลองสายสง ซึ่งจะพิจารณาจากการแบงทอนยอยและยุบรวมกลับที่
มีการควบคุมคาผิดพลาดรวม ทั้งในกรณีที่การกระจายของสัญญาณในสายมีคาคงที่ และมีการ
เปล่ียนแปลงตลอดเวลา โดยจะปอนคาสัญญาณขาเขาเปนสัญญาณขั้นบันได (Step input) และ
สัญญาณไซนูซอยด (Sinusoidal input) 

3. การทดสอบการควบคุมความแมนยําในการลดอันดับ (Test-C) จะทดสอบเปรียบเทียบการ
กระจายของสัญญาณในสายสงในกรณีที่ตั้งคาสูงสุดของคาผิดพลาดในการลดอันดับไวตางกัน 3 
คา เพื่อดูผลที่ไดจากการลดอันดับวา คาที่ตั้งไวควบคุมนั้นมีผลตอการกระจายของสัญญาณที่ลด
อันดับแลวอยางไร 

โดยสรุปแลว เราจะใชวงจรในรูปที่ 5.1 เปนวงจรในการทดสอบ โดยจะมีรายละเอียดของพารามิเตอรแต
ละอยาง แตกตางกันไป ซึ่งจะแสดงไวในหัวขอที่ 5.3 

5.3 วงจรทีใ่ชในการทดสอบ 

VS

RS

RL

len=1m

R, L, G, Cv0 v1

i0 i1

 
รูปที่ 5.1 วงจรที่ใชในการทดสอบแบบจําลองสายสง 

วงจรในรูปที่ 5.1 เปนวงจรที่จะใชในการทดสอบผลการทํางานของแบบจําลองที่นําเสนอในงานวิจัยนี้ ซึ่ง
จะจําลองโดยใชขนาดขั้นเวลา ( h ) เปน 10 ms จะแบงรายละเอียดออกเปน 3 สวนดวยกันดังนี้คือ 

1. สายสง จะทดสอบ 2 แบบดวยกันคือ 
• สายสงแบบไมมีความสูญเสีย (R=0 W/m, G=0 mho/m, L=1mH/m, C=10mF/m, 

len=1m) ซึ่งจะมีคาอิมพีแดนซเปน 10 W และคาประวิงเวลาเปน 100 ms 
• สายสงแบบมีความสูญเสีย (R=10 W/m, G=0.1 mho/m, L=1mH/m, C=10mF/m, 

len=1m) ซึ่งจะมีคาอิมพีแดนซเปน 10 W และคาประวิงเวลาเปน 100 ms 
2. แหลงกําเนิดแรงดันขาเขา จะทดสอบใน 2 แบบดวยกันคือ 

• สัญญาณขั้นบันได เปนสัญญาณขั้นบันไดที่มีการเปลี่ยนของสัญญาณจาก 0 V เปน 2 V ที่
เวลา 0.2 ms ดังในรูปที่ 5.2 
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v=1V

v=0V
t=0.2ms t=1s  

รูปที่ 5.2 รูปสัญญาณขาเขาขั้นบันได 

• สัญญาณไซนูซอยด ใชสัญญาณไซนูซอยดที่มีขนาดผลตางของคายอดเปน 2 V และมี
ความถี่เปน 10 kHz ดังในรูปที่ 5.3 สัญญาณไซนูซอยดที่มีความถี่ดังกลาวถูกออกแบบใหมี
คาบเทากันกับขนาดคาประวิงเวลา (Time delay) ของสายสง อยางนอยเพื่อใหมีการเปลี่ยน
แปลงของสัญญาณครบทั้งคาบตลอดความยาวของสายสง 

0.00002 0.00004 0.00006 0.00008 0.0001

-1

-0.5

0.5

1

 
รูปที่ 5.3 รูปสัญญาณขาเขาไซนูซอยด 

3. ตัวตานทานโหลด (RL) และ ตัวตานทานขาเขา (RS) จะเลือกใช 2 คาดวยกันคือ 
• กรณีอิมพีแดนซเขาคูกัน โดยจะเลือกใช RL และ RS มีคาเปน 10 W เพื่อใหไมเกิดปรากฏ-

การณสะทอนที่ปลายทั้งสองขางของสายสง 
• กรณีอิมพีแดนซไมเขาคูกัน โดยจะเลือกใช RL และ RS มีคาเปน 5 W เพื่อใหเกิดปรากฏ-

การณสะทอนที่ปลายทั้งสองขางของสายสง โดยที่มีคาสัมประสิทธของการสะทอนทางดาน

โหลด (
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5.4 ผลการทดสอบ 

5.4.1 การทดสอบความแมนยําของแบบจําลอง (Test-A) 

รายละเอียดของแตละกรณีที่ใชในการทดสอบนั้นไดแสดงไวในตารางที่ 5.1 โดยใชคาพารามิเตอรตางๆ
ของอุปกรณดังที่แจงไวในหัวขอที่ 5.3 ผลที่ไดจาการจําลองการทํางานวงจรที่ใชแบบจําลองทั้งสามแบบ ไดแสดง
เปรียบเทียบในรูปกราฟทางเวลา นอกจากนั้น ยังไดเลือกแสดงตัวอยางขอมูลที่จุดเวลา 20 จุดของแบบจําลอง
สายสงทางโดเมนเวลา ใหเห็นถึงจํานวนทอนยอยที่ทําการแบงที่จุดเวลาแตละจุด เพื่อควบคุมใหคาผิดพลาดจาก
การลดอันดับไมสูงเกินคาที่ตั้งไว และยังไดแสดงคาผิดพลาดในการลดอันดับ ( RDEerror ) และคาผิดพลาด
เพราะตัดปลาย ( LTEerror ) ของที่จุดเวลาแตละจุดไวดวย 

ตารางที่ 5.1 กรณีตางๆ สําหรับการทดสอบแบบจําลองสายสง 

 Input Z0 R, L, G, C RS,RL Ztype Plot Variables 

TA-01 Step 10 0, 10-3, 0, 10-5 10 Lossless 1v , 2v  

TA-02 Step 10 0, 10-3, 0, 10-5 5 Lossless 1v , 2v  

TA-03 Sine(2¶*104t) 10 0, 10-3, 0, 10-5 10 Lossless 1v , 2v  

TA-04 Sine(2¶*104t) 10 0, 10-3, 0, 10-5 5 Lossless 1v , 2v  

TA-05 Sine(2¶*104t) 10 10, 10-3, 0.1, 10-5 10 Lossy 
2v  

TA-06 Sine(2¶*104t) 10 10, 10-3, 0.1, 10-5 5 Lossy 
2v  

ในการทดสอบ TA-01 ถึง TA-04 นั้นจะแสดงผลคาแรงดันที่ปม 1 ( 1v ) และแรงดันที่ปม 2 ( 2v ) เปรียบ
เทียบกันทั้งสามแบบจําลอง (A, B, C) สําหรับการทดสอบ TA-05 และ TA-06 นั้นจะแสดงผลเฉพาะคาแรงดันที่
ปม 2 ( 2v ) เปรียบเทียบกรณีที่สายสงแบบมีความสูญเสีย กับสายสงแบบที่ไมมีความสูญเสีย 

และสําหรับสีที่ใชในการแสดงผลนั้นเปนดังนี้ 
• สีแดง คือผลการจําลองการทํางานโดยใชแบบจําลองสายสงแบบสองชั้น 
• สีน้ําเงิน คือผลการจําลองการทํางานโดยใชแบบจําลองสายสงทางโดเมนเวลาแบบไมมีการลด

อันดับ 
• สีเขียว คือผลการจําลองการทํางานโดยใชแบบจําลองสายสงทางโดเมนเวลาแบบมีการลดอันดับ 
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ผลการจําลองการทํางานในรปูที่ 5.1 กรณี TA-01 

 
รูปที่ 5.4 รูปผลลัพธของการจําลองการทํางานทางเวลาของวงจรในรูปที่ 5.1 ตามกรณี TA-01 ในตารางที่ 5.1 

รายละเอียดขอมูลผลที่ไดจากการจําลองการทํางาน มีดังนี้ 
• ขนาดขั้นเวลาที่ใช = 10 ms 
• จํานวนจุดเวลา = 80 
• เวลาที่ใหหยุดจําลอง = 800 ms 
• คาผิดพลาดในการลดอันดับสูงสุดที่ยอมรับได = 10-4 

NumPts #NumSeg RDEerror  LTEerror  
( 20), #segment= 1, RDE=3.029859e-009, LTE=2.236068e-001 
( 21), #segment= 7, RDE=5.530971e-005, LTE=2.569812e-001 
( 22), #segment= 7, RDE=6.331006e-005, LTE=1.791535e-001 
( 23), #segment= 8, RDE=7.620233e-005, LTE=2.284125e-001 
( 24), #segment= 8, RDE=8.619582e-005, LTE=1.393355e-001 
( 25), #segment= 9, RDE=5.325894e-005, LTE=1.250792e-001 
( 26), #segment= 8, RDE=8.426822e-005, LTE=2.042732e-001 
( 27), #segment= 8, RDE=5.320582e-005, LTE=3.562986e-001 
( 28), #segment= 7, RDE=5.942984e-005, LTE=1.905705e-001 
( 29), #segment= 6, RDE=5.264979e-005, LTE=3.463075e-001 
( 30), #segment= 5, RDE=3.808070e-005, LTE=5.955165e-001 
( 31), #segment= 5, RDE=1.748792e-005, LTE=5.526039e-002 
( 32), #segment= 4, RDE=4.489677e-005, LTE=3.382994e-001 
( 33), #segment= 4, RDE=2.938256e-006, LTE=3.152031e-002 
( 34), #segment= 4, RDE=2.057496e-006, LTE=1.642150e-002 
( 35), #segment= 3, RDE=3.222398e-005, LTE=3.335469e-001 
( 36), #segment= 2, RDE=2.574697e-005, LTE=5.875437e-001 
( 37), #segment= 1, RDE=1.240039e-005, LTE=9.183043e-001 
( 38), #segment= 1, RDE=6.325654e-007, LTE=7.953398e-004 
( 39), #segment= 1, RDE=5.113803e-007, LTE=7.151086e-004 
( 40), #segment= 1, RDE=4.164203e-007, LTE=6.453064e-004 
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ผลการจําลองการทํางานในรปูที่ 5.1 กรณี TA-02 

 
รูปที่ 5.5 รูปผลลัพธของการจําลองการทํางานทางเวลาของวงจรในรูปที่ 5.1 ตามกรณี TA-02 ในตารางที่ 5.1 

รายละเอียดขอมูลผลที่ไดจากการจําลองการทํางาน มีดังนี้ 
• ขนาดขั้นเวลาที่ใช = 10 ms 
• จํานวนจุดเวลา = 80 
• เวลาที่ใหหยุดจําลอง = 800 ms 
• คาผิดพลาดในการลดอันดับสูงสุดที่ยอมรับได = 10-4 

NumPts #NumSeg RDEerror  LTEerror  
( 20), #segment= 1, RDE=5.386416e-009, LTE=2.981424e-001 
( 21), #segment= 7, RDE=9.832821e-005, LTE=3.426416e-001 
( 22), #segment= 9, RDE=7.868818e-005, LTE=2.368187e-001 
( 23), #segment= 9, RDE=7.337848e-005, LTE=3.043550e-001 
( 24), #segment=10, RDE=5.073170e-005, LTE=2.025470e-001 
( 25), #segment=10, RDE=7.620867e-005, LTE=2.882716e-001 
( 26), #segment=10, RDE=9.272792e-005, LTE=4.812532e-001 
( 27), #segment=10, RDE=8.540483e-005, LTE=1.526562e-001 
( 28), #segment= 9, RDE=8.804457e-005, LTE=2.574360e-001 
( 29), #segment= 9, RDE=7.867907e-005, LTE=1.083483e-001 
( 30), #segment= 8, RDE=9.393963e-005, LTE=2.462290e-001 
( 31), #segment= 9, RDE=7.240722e-005, LTE=9.133480e-002 
( 32), #segment= 9, RDE=9.849992e-005, LTE=1.538153e-001 
( 33), #segment=11, RDE=7.900346e-005, LTE=5.226028e-002 
( 34), #segment=11, RDE=9.230807e-005, LTE=3.017103e-002 
( 35), #segment=11, RDE=9.865812e-005, LTE=2.265195e-002 
( 36), #segment=12, RDE=8.191816e-005, LTE=1.878260e-002 
( 37), #segment=11, RDE=9.384171e-005, LTE=2.721968e-001 
( 38), #segment=10, RDE=8.587894e-005, LTE=2.864540e-001 
( 39), #segment= 9, RDE=8.128387e-005, LTE=2.789770e-001 
( 40), #segment= 8, RDE=7.990507e-005, LTE=1.083767e+000 
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ผลการจําลองการทํางานในรปูที่ 5.1 กรณี TA-03 

 
รูปที่ 5.6 รูปผลลัพธของการจําลองการทํางานทางเวลาของวงจรในรูปที่ 5.1 ตามกรณี TA-03 ในตารางที่ 5.1 

รายละเอียดขอมูลผลที่ไดจากการจําลองการทํางาน มีดังนี้ 
• ขนาดขั้นเวลาที่ใช = 10 ms 
• จํานวนจุดเวลา = 60 
• เวลาที่ใหหยุดจําลอง = 600 ms 
• คาผิดพลาดในการลดอันดับสูงสุดที่ยอมรับได = 10-4 

NumPts #NumSeg RDEerror  LTEerror  
(  1), #segment= 1, RDE=0.000000e+000, LTE=1.727458e-002 
(  2), #segment= 5, RDE=6.095720e-005, LTE=1.917724e-001 
(  3), #segment= 7, RDE=4.861360e-005, LTE=1.744905e-001 
(  4), #segment= 9, RDE=5.989354e-005, LTE=1.391387e-001 
(  5), #segment=12, RDE=8.057707e-005, LTE=1.152692e-001 
(  6), #segment=17, RDE=8.608522e-005, LTE=9.762849e-002 
(  7), #segment=20, RDE=9.457317e-005, LTE=2.433044e-001 
(  8), #segment=21, RDE=8.456039e-005, LTE=2.214046e-001 
(  9), #segment=21, RDE=9.198694e-005, LTE=2.012878e-001 
( 10), #segment=24, RDE=9.041717e-005, LTE=1.740103e-001 
( 11), #segment=28, RDE=9.764195e-005, LTE=1.341581e-001 
( 12), #segment=31, RDE=9.405421e-005, LTE=2.525581e-001 
( 13), #segment=32, RDE=8.663729e-005, LTE=2.543934e-001 
( 14), #segment=33, RDE=7.701837e-005, LTE=2.155044e-001 
( 15), #segment=33, RDE=7.208130e-005, LTE=1.858180e-001 
( 16), #segment=34, RDE=7.811238e-005, LTE=1.441956e-001 
( 17), #segment=33, RDE=9.638254e-005, LTE=2.498040e-001 
( 18), #segment=32, RDE=7.309465e-005, LTE=2.544692e-001 
( 19), #segment=32, RDE=6.354551e-005, LTE=2.094667e-001 
( 20), #segment=32, RDE=7.069988e-005, LTE=1.866527e-001 
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ผลการจําลองการทํางานในรปูที่ 5.1 กรณี TA-04 

 
รูปที่ 5.7 รูปผลลัพธของการจําลองการทํางานทางเวลาของวงจรในรูปที่ 5.1 ตามกรณี TA-04 ในตารางที่ 5.1 

รายละเอียดขอมูลผลที่ไดจากการจําลองการทํางาน มีดังนี้ 
• ขนาดขั้นเวลาที่ใช = 10 ms 
• จํานวนจุดเวลา = 60 
• เวลาที่ใหหยุดจําลอง = 600 ms 
• คาผิดพลาดในการลดอันดับสูงสุดที่ยอมรับได = 10-4 

NumPts #NumSeg RDEerror  LTEerror  
(  1), #segment= 1, RDE=0.000000e+000, LTE=3.071036e-002 
(  2), #segment= 6, RDE=8.585516e-005, LTE=2.556966e-001 
(  3), #segment= 7, RDE=7.886229e-005, LTE=2.328911e-001 
(  4), #segment=10, RDE=6.252960e-005, LTE=1.876590e-001 
(  5), #segment=14, RDE=9.920439e-005, LTE=1.500459e-001 
(  6), #segment=20, RDE=9.488793e-005, LTE=1.325924e-001 
(  7), #segment=25, RDE=9.897595e-005, LTE=3.217170e-001 
(  8), #segment=29, RDE=8.836312e-005, LTE=3.469380e-001 
(  9), #segment=31, RDE=8.685024e-005, LTE=2.791713e-001 
( 10), #segment=35, RDE=9.309507e-005, LTE=2.198062e-001 
( 11), #segment=42, RDE=9.466860e-005, LTE=1.835105e-001 
( 12), #segment=45, RDE=9.983519e-005, LTE=3.387877e-001 
( 13), #segment=46, RDE=9.249810e-005, LTE=3.631504e-001 
( 14), #segment=47, RDE=8.753063e-005, LTE=2.949934e-001 
( 15), #segment=46, RDE=8.713389e-005, LTE=2.391860e-001 
( 16), #segment=46, RDE=9.276969e-005, LTE=2.083724e-001 
( 17), #segment=46, RDE=7.652338e-005, LTE=3.323931e-001 
( 18), #segment=45, RDE=7.359517e-005, LTE=3.390436e-001 
( 19), #segment=45, RDE=7.905064e-005, LTE=2.917103e-001 
( 20), #segment=46, RDE=8.881113e-005, LTE=2.300604e-001 
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ผลการจําลองการทํางานในรปูที่ 5.1 กรณี TA-05 

 
รูปที่ 5.8 รูปผลลัพธของการจําลองการทํางานทางเวลาของวงจรในรูปที่ 5.1 ตามกรณี TA-05 ในตารางที่ 5.1 

รายละเอียดขอมูลผลที่ไดจากการจําลองการทํางาน มีดังนี้ 
• ขนาดขั้นเวลาที่ใช = 10 ms 
• จํานวนจุดเวลา = 60 
• เวลาที่ใหหยุดจําลอง = 600 ms 
• คาผิดพลาดในการลดอันดับสูงสุดที่ยอมรับได = 10-3 

NumPts #NumSeg RDEerror  LTEerror  
(  1), #segment= 1, RDE=0.000000e+000, LTE=1.727458e-002 
(  2), #segment= 3, RDE=3.963522e-004, LTE=1.585416e-001 
(  3), #segment= 3, RDE=4.149420e-004, LTE=1.175834e-001 
(  4), #segment= 3, RDE=6.714235e-004, LTE=1.298394e-001 
(  5), #segment= 4, RDE=4.939477e-004, LTE=1.221615e-001 
(  6), #segment= 5, RDE=9.996303e-004, LTE=1.540710e-001 
(  7), #segment= 7, RDE=9.998764e-004, LTE=2.414455e-001 
(  8), #segment= 9, RDE=6.334234e-004, LTE=2.261241e-001 
(  9), #segment= 9, RDE=7.495758e-004, LTE=2.952057e-001 
( 10), #segment=10, RDE=7.977313e-004, LTE=1.848615e-001 
( 11), #segment=11, RDE=8.579812e-004, LTE=2.009372e-001 
( 12), #segment=11, RDE=8.523339e-004, LTE=2.540468e-001 
( 13), #segment=12, RDE=3.761976e-004, LTE=2.576946e-001 
( 14), #segment=12, RDE=5.531123e-004, LTE=2.973294e-001 
( 15), #segment=11, RDE=7.697998e-004, LTE=2.005081e-001 
( 16), #segment=11, RDE=7.595547e-004, LTE=2.422437e-001 
( 17), #segment=11, RDE=5.376698e-004, LTE=2.448967e-001 
( 18), #segment=11, RDE=6.562178e-004, LTE=2.363034e-001 
( 19), #segment=11, RDE=5.971712e-004, LTE=2.891211e-001 
( 20), #segment=10, RDE=7.530442e-004, LTE=2.000188e-001 
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ผลการจําลองการทํางานในรปูที่ 5.1 กรณี TA-06 

 
รูปที่ 5.9 รูปผลลัพธของการจําลองการทํางานทางเวลาของวงจรในรูปที่ 5.1 ตามกรณี TA-06 ในตารางที่ 5.1 

รายละเอียดขอมูลผลที่ไดจากการจําลองการทํางาน มีดังนี้ 
• ขนาดขั้นเวลาที่ใช = 10 ms 
• จํานวนจุดเวลา = 60 
• เวลาที่ใหหยุดจําลอง = 600 ms 
• คาผิดพลาดในการลดอันดับสูงสุดที่ยอมรับได = 10-3 

NumPts #NumSeg RDEerror  LTEerror  
(  1), #segment= 1, RDE=0.000000e+000, LTE=1.727458e-002 
(  2), #segment= 3, RDE=3.963522e-004, LTE=1.585416e-001 
(  3), #segment= 3, RDE=4.149420e-004, LTE=1.175834e-001 
(  4), #segment= 3, RDE=6.714235e-004, LTE=1.298394e-001 
(  5), #segment= 4, RDE=4.939477e-004, LTE=1.221615e-001 
(  6), #segment= 5, RDE=9.996303e-004, LTE=1.540710e-001 
(  7), #segment= 7, RDE=9.998764e-004, LTE=2.414455e-001 
(  8), #segment= 9, RDE=6.334234e-004, LTE=2.261241e-001 
(  9), #segment= 9, RDE=7.495758e-004, LTE=2.952057e-001 
( 10), #segment=10, RDE=7.977313e-004, LTE=1.848615e-001 
( 11), #segment=11, RDE=8.579812e-004, LTE=2.009372e-001 
( 12), #segment=11, RDE=8.523339e-004, LTE=2.540468e-001 
( 13), #segment=12, RDE=3.761976e-004, LTE=2.576946e-001 
( 14), #segment=12, RDE=5.531123e-004, LTE=2.973294e-001 
( 15), #segment=11, RDE=7.697998e-004, LTE=2.005081e-001 
( 16), #segment=11, RDE=7.595547e-004, LTE=2.422437e-001 
( 17), #segment=11, RDE=5.376698e-004, LTE=2.448967e-001 
( 18), #segment=11, RDE=6.562178e-004, LTE=2.363034e-001 
( 19), #segment=11, RDE=5.971712e-004, LTE=2.891211e-001 
( 20), #segment=10, RDE=7.530442e-004, LTE=2.000188e-001 
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5.4.2 การทดสอบประสิทธิภาพของการแบงทอนยอย และยุบรวม (Test-B) 

การทดสอบในหัวขอนี้ มุงที่จะหาประสิทธิภาพในการแบงทอนยอยและยุบรวมของแบบจําลองสายสง
ทางโดเมนเวลา โดยไดทดสอบใน 2 กรณี คือ 

1. TB-01 เปนกรณีที่มีการเปลี่ยนแปลงอยางทันทีทันใดในสัญญาณขาเขา แลวดูการแบงจํานวน
ทอนยอยโดยควบคุมไมใหคาผิดพลาดในการลดอันดับสูงเกินกวาคาที่ตั้งไว และหลังจากนั้นจะ
ปลอยใหการกระจายของสัญญาณในสายคงที่ โดยที่ขั้นตอนวิธีจะตองยุบจํานวนทอนยอยกลับ
มาเหลือเพียงทอนเดียว และใชพารามิเตอรในการทดสอบเปนแบบเดียวกับการทดสอบ TA-01 

2. TB-02 เปนกรณีที่มีการเปลี่ยนแปลงของสัญญาณในสายอยูตลอดเวลา ซึ่งจะเปนกรณีที่การยุบ
ทอนของแบบจําลองทางโดเมนเวลาจะใชไมไดผลดี โดยจะใชพารามิเตอรในการทดสอบเปนแบบ
เดียวกับการทดสอบ TA-03 ซึ่งจะมีการกระจายของสัญญาณไซนูซอยดอยูเต็มสายและมีการ
เปล่ียนแปลงตลอดเวลา 

ผลการจําลองการทํางานในรปูที่ 5.1 กรณี TB-01 

NumPts

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

#NumSeg

1

7

7

8

8

9

8

8

7

6

5

5

4

4

4

3

2

1

1

1

1  
รูปที่ 5.10 แผนภาพแสดงการแบงทอนยอยของการจําลองการทํางานทางเวลาในชวงจุดเวลาที่ 20-40 ของการ

ทดสอบกรณี TB-01 
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ผลการจําลองการทํางานในรปูที่ 5.1 กรณี TB-02 

NumPts

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

#NumSeg

1

5

7

9

12

17

20

21

21

24

28

31

32

33

33

34

33

32

32

32  
รูปที่ 5.11 แผนภาพแสดงการแบงทอนยอยของการจําลองการทํางานทางเวลาในชวงจุดเวลาที่ 1-20 ของการ

ทดสอบกรณี TB-02 

5.4.3 การทดสอบการควบคุมความแมนยําในการลดอันดับ (Test-C) 

การทดสอบในหัวขอนี้ มุงที่จะตรวจดูการควบคุมความแมนยําของการลดอันดับแบบจําลองสายสงทาง
โดเมนเวลา โดยจะทดสอบโดยปรับคาผิดพลาดสูงสุดที่ยอมรับได ( MAX

RDEerror ) ในการลดอันดับที่แตกตางกัน 
3 คา แลวดูผลเปรียบเทียบ ทั้งผลการจําลองการทํางานทางเวลา และการกระจายของสัญญาณในสาย (โดยจะ
พิจารณาที่จุดเวลาสุดทายเทานั้น) ทั้ง 3 กรณี สําหรับการกระจายของสัญญาณในสายนั้น จะเปรียบเทียบแสดง
ผลทั้งกอนลดอันดับ และหลังการลดอันดับแลว 

1. TC-01 จะทดสอบโดยใชวงจรของการทดสอบกรณี TA-03 ซึ่งจะจําลองทางเวลาไป 20 จุดเวลา 
จะทําใหการกระจายของสัญญาณในสายมีการเปลี่ยนแปลงตลอดชวงระยะทางของสายสง และ
ในการจําลองการทํางานจะตั้งคาผิดพลาดสูงสุดที่ยอมรับไดในการลดอันดับไว 3 คาคือ 10-3, 10-4 
และ 10-5 แลวพิจารณาเปรียบเทียบผลโดยใหกราฟเปนสีน้ําเงิน แดง และเขียว ตามลําดับ 
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ผลการจําลองการทํางานในรปูที่ 5.1 กรณี TC-01 

 
รูปที่ 5.12 แสดงการเปรียบเทียบผลการจําลองการทํางานทางเวลาของการทดสอบกรณี TC-01 

 
รูปที่ 5.13 แสดงการเปรียบเทียบผลการกระจายของสัญญาณในสายกอนการลดอันดับ ของการทดสอบกรณี 

TC-01 ที่จุดเวลาที่ 20 
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รูปที่ 5.14 แสดงการเปรียบเทียบผลการกระจายของสัญญาณในสายหลังการลดอันดับ ของการทดสอบกรณี 

TC-01 ที่จุดเวลาที่ 20 

ตารางที่ 5.2 ผลการแบงทอนยอยเมื่อกําหนดคาผิดพลาดสูงสุดที่ยอมรับไดตางกัน 
#NumSeg 

NumPts MAX
RDEerror =10-3 MAX

RDEerror =10-4 MAX
RDEerror =10-5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 

1 
3 
3 
3 
4 
5 
7 
9 
9 
10 
11 
11 
12 
12 
11 
11 
11 
11 
11 
10 

1 
5 
7 
9 
12 
17 
20 
21 
21 
24 
28 
31 
32 
33 
33 
34 
33 
32 
32 
32 

1 
13 
17 
17 
29 
46 
56 
68 
74 
81 
90 
97 
98 
102 
101 
101 
100 
99 
98 
99 
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5.5 วิจารณผลการทดสอบ 

5.5.1 การทดสอบความแมนยําของแบบจําลอง (Test-A) 

จากผลการทดสอบความแมนยําของแบบจําลอง (Test-A) พบวาแบบจําลองสายสงทางโดเมนเวลาให
ผลใกลเคียงมากกับผลที่ไดจากแบบจําลองสายสงแบบ 2 ชั้นที่ใชทอนยอย 128 ทอน ผลที่ไดนั้นเปนส่ิงที่ยืนยัน
ไดวาแบบจําลองสายสงทางโดเมนเวลามีความแมนยําเทียบเทากับแบบจําลองสายสงแบบ 2 ชั้น แตใชจํานวน
ทอนยอยนอยกวา อีกทั้งยังไมมีปญหาการออสซิลเลต เมื่อมีการเปลี่ยนคาสัญญาณขาเขาแบบทันทีทันใดซึ่งเปน
ขอดอยของแบบจําลองแบบแบงสวน ดังที่แสดงในผลการจําลองการทํางานรูปที่ 5.4 และรูปที่ 5.5 

แบบจําลองสายสงทางโดเมนเวลานั้นสามารถใหคําตอบผลเฉลยวงจรไดอยางแมนยํา แตจะมีพจนการ
คํานวณซับซอนขึ้นเรื่อยๆ ตามจุดเวลา การที่ไดนําเทคนิคการลดอันดับของสายสงใช จะทําใหความซับซอนของ
การคํานวณนั้นไมเพิ่มตามจุดเวลาในการจําลองการทํางาน ถึงแมจะมีคาผิดพลาดที่เกิดขึ้นจากการลดอันดับ 
แตผลจากการทดสอบ TA-01 ถึง TA-06 ไดแสดงใหเห็นวาคาผิดพลาดจากการลดอันดับ ( RDEerror ) มีขนาด
ต่ํามากเมื่อเทียบกับคาผิดพลาดเพราะตัดปลาย ( LTEerror ) ทําใหผลเฉลยวงจรยังคงมีความแมนยําถึงแมได
ประยุกตใชเทคนิคการลดอันดับเขาไปดวยแลว 

การที่แบบจําลองทั้งสองแบบมีคาผลเฉลยวงจรแตกตางไปจากคาคําตอบจริงอยูบางนั้น เปนผลเนื่องมา
จากการประมาณอนุพันธยอยทางเวลาดวยวิธีออยเลอรแบบกลับหลัง ซึ่งสามารถปรับใหผลลัพธที่ไดมีคาแมน
ยําสูงขึ้นโดยการลดคาขั้นเวลา ( h ) ที่ใชลง 

5.5.2 การทดสอบประสิทธิภาพของการแบงทอนยอย และยุบรวม (Test-B) 

การทดสอบ TB-01 และ TB-02 ไดแสดงถึงการนําเทคนิคการแบงยอยและยุบรวม มาใชรวมกับการลด
อันดับของแบบจําลองสายสง เพื่อใหสามารถลดอันดับที่ใชลงไดมากกวาการลดอันดับโดยไมมีการแบงทอนยอย 
ผลที่ไดนั้นเปนที่นาพอใจในระดับหนึ่ง กลาวคือสามารถแบงยอยรวมกับการลดอันดับโดยสามารถควบคุมความ
แมนยําได และยังสามารถยุบรวมกลับไดหากสัญญาณในสายมีการเปลี่ยนแปลงนอยดังผลในการทดสอบ TA-
01 และ TA-02 และผลของการยุบรวมก็ยังดีกวาเทคนิคการแบงยอยหลายระดับ ซึ่งสัญญาณในทอนยอยนั้น
ตองมีคาคงที่ จึงจะสามารถยกเวนการคํานวณในสวนนั้นได ตางกับการลดอันดับในแบบจําลองสายสงทางโด
เมนเวลา ที่ถึงแมสัญญาณในสายจะมีการเปลี่ยนแปลงตลอดเวลาก็ยังสามารถลดการคํานวณในทอนยอยบาง
ทอนได ดังผลการทดสอบ TA-03 และ TA-04 

แตขั้นตอนวิธีที่ทําขึ้นเพื่อทดสอบแนวความคิดในงานวิจัยนี้ยังไมดีที่สุด กลาวคือยังสามารถปรับปรุงให
ไดผลดีขึ้นไดอีก ดังจะแสดงใหเห็นไดจากผลการทดสอบ TB-02 ที่การควบคุมความแมนยําจะพยายามยุบรวม
ทอนยอยจากทางซายมือกอนเปนหลัก ซึ่งในบางกรณีแลว สัญญาณในสายอาจมีการเปลี่ยนแปลงมากในดาน
ซาย และมีการเปลี่ยนแปลงนอยในดานขวา ทําใหในกรณีอยางนี้ ยังสามารถปรับปรุงผลใหดีขึ้นไดอีก หากมีการ
ปรับเทคนิคที่ใชในการเลือกทอนยอยที่จะยุบรวมใหม 
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5.5.3 การทดสอบการควบคุมความแมนยําในการลดอันดับ (Test-C) 

สําหรับผลการทดสอบของ TC-01 นั้นไดแสดงใหเห็นวาเราสามารถควบคุมความแมนยําในการลดอันดับ
ได แตเวลาที่ใชในการจําลองการทํางานก็จะเพิ่มขึ้นตามความแมนยําที่ได เนื่องจากการที่จะทําใหไดความแมน
ยําสูงในการลดอันดับนั้น ตองแลกมาดวยการแบงทอนยอยที่ละเอียดขึ้น 

จากขอมูลในตารางที่ 5.2 และรูปที่ 5.12 จะพบวาถึงแมคาผิดพลาดสูงสุดที่ยอมรับได ( MAX
RDEerror ) ลด

ลงไปเหลือเพียง 10-3 ผลที่ไดของการจําลองการทํางานทางเวลานั้นก็ยังไดผลใกลเคียงกับกรณีอีกสองกรณีที่
เหลือ คือใช MAX

RDEerror  เปน 10-4 และ 10-5 และจํานวนทอนที่ใชก็ลดลงไปเหลือเพียงประมาณ 10 ทอน แต
หากพิจารณาจากการกระจายของสัญญาณในสายก็จะเห็นคาผิดพลาดของการลดอันดับนอยลง หากลดคา 

MAX
RDEerror  ใหนอยลง ซึ่งอาจสรุปไดวาเทคนิคการลดอันดับที่นําเสนอในงานวิจัยนี้สามารถควบคุมความแมน

ยําได 

5.6 สรุปผล 

งานวิจัยนี้ไดนําเสนอแนวคิดใหม สําหรับแบบจําลองสายสงที่ใชในการจําลองการทํางานทางเวลา 2 
แบบจําลองดวยกัน ไดแก 

แบบจําลองที่หนึ่งคือ แบบจําลองสายสงแบบ 2 ชั้น โดยอาศัยแนวความคิดที่จะแยกสายสงซึ่งแทนดวย
แบบจําลองแบบแบงสวน N  ทอนออกมาคํานวณตางหาก เพื่อจัดเตรียมแบบจําลองสมมูล ที่จะนําไปใชจริงใน
การจําลองการทํางานวงจรทางเวลา แนวความคิดนี้เปนการประมาณสายสงดวยแบบจําลอง N  ทอนที่จะมี
ความแมนยําแปรผันตามจํานวนทอนยอย ดังนั้นในการจําลองการทํางานวงจรสายสงจึงปรากฏบอยครั้งที่ตอง
ใชจํานวนทอนยอยสูงถึง 100-200 ทอนยอย ทําใหการจําลองการทํางานวงจรที่ไมแยกการคํานวณเปน 2 ชั้นนั้น
ตองแกสมการที่มีจํานวนตัวแปรวง-จรเปนจํานวนมหาศาล การแยกแบบจําลองสายสงออกมาคํานวณตางหาก
นั้น จะไดแบบจําลองสมมูลที่ประกอบดวยปม 2 ปมเทานั้น จากผลการทดสอบไดแสดงใหเห็นวา แบบจําลอง
สายสงแบบสองชั้นที่ใชทอนยอย 128 ทอนมีความแมนยําใกลเคียงกับคาคําตอบจริง งานวิจัยนี้ยังไดเสนอแนว
ความคิดในการขยายผลของแบบจําลองสายสงสองช้ัน ไปสูแบบจําลองสายสงหลายชั้น ที่นําแนวความคิดเรื่อง
ภาวะแฝง (Latency) มาประยุกตรวมดวยเพื่อยกเวนการคํานวณในทอนยอยบางทอนที่ไมมีการเปลี่ยนแปลง
ของสัญญาณ 

แบบจําลองที่สอง คือแบบจําลองสายสงทางโดเมนเวลา เปนแบบจําลองที่ลดรูปมาจากสมการ 
Telegrapher โดยเริ่มจากการประมาณฟงกชันอนุพันธยอยทางเวลาดวยวิธีการเชิงตัวเลข ทําใหรูปแบบของสม-
การลดเหลือเพียงอนุพันธเทียบกับระยะทางบนสาย ทําใหสามารถแกปญหาหาผลเฉลยของวงจรไดดวยวิธีแบบ
ทั่วไป แบบจําลองแบบนี้เปนแนวความคิดใหมที่สามารถหาแบบจําลองที่แมนยําของสายสงได แตถาจําลองไป
เปนเวลานานๆ จะทําใหจํานวนพจนของแบบจําลองซับซอนมากขึ้น ซึ่งตองเสียเวลาในการคํานวณมากขึ้นเรื่อยๆ 
งานวิจัยนี้จึงไดเสนอแนวความคิดในการลดอันดับที่สามารถควบคุมความแมนยําไดมาใชรวม เพื่อใหแบบ
จําลองที่นําเสนอเหมาะแกการนําไปใชงานจริง และจากผลการทดสอบพบวาผลเฉลยของวงจรในการนําแบบ
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จําลองสายสงทางโดเมนเวลาไปใชนั้น มีคาใกลเคียงกับคาคําตอบจริง เหมาะแกการนําไปใชงานที่ตองการความ
แมนยําสูงๆ 

5.7 ขอเสนอแนะ 

หลังจากที่นําแนวความคิดของแบบจําลองสายสงทั้งสองไปทดสอบทําใหเปนจริงแลว พบวาแบบจําลอง
ทั้งสองใหผลที่มีความแมนยําใกลเคียงกับคาคําตอบจริง ซึ่งจะเปนประโยชนอยางมากในงานวิศวกรรมไฟฟา 
อยางไรก็ดี เนื่องดวยขอจํากัดทางดานเวลาที่ใชในการทํางานวิจัย งานวิจัยเรื่องนี้ยังสามารถพัฒนาไดอีกหลาย
สวนเพื่อใหประสิทธิภาพสูงขึ้นไดอีก ดังตอไปนี้ 

1. เปล่ียนการประมาณเชิงอนุพันธไปใชสูตรส่ีเหลี่ยมคางหมู ซึ่งจะใหผลที่แมนยําขึ้น ในขณะที่ใชขั้น
เวลาในการจําลองการทํางานที่เทากัน 

2. ทดสอบการเปลี่ยนใหทอนยอยหนึ่งทอนของแบบจําลองสายสงทางโดเมนเวลา มีอันดับที่สูงขึ้น
เพื่อที่จะลดจํานวนทอนยอยที่ตองแบง 

3. หาวิธีในการเลือก M~  ใหมที่ทําใหการลดอันดับมีคาผิดพลาดนอยลง 
4. เสนอแนวความคิดในการเลือกทอนที่จะแบงยอยหรือยุบรวมใหม หากสามารถลดจํานวนทอน

ยอยที่ตองแบงลงได ก็จะเปนการชวยลดเวลาในการจําลองการทํางานลงไดอีก 
5. ปรับปรุงขั้นตอนวิธีใหสามารถเลือกขนาดขั้นเวลาใหมแบบอัตโนมัติ จากคาผิดพลาดเพราะตัด

ปลายสูงสุดที่ยอมรับได ( MAX
LTEerror ) 
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สําหรับการพิจารณาปญหาในการผลเฉลยวงจรทางเวลา โดยที่วงจรนั้นประกอบดวยสายสงแบบเชื่อม
รวม m  ทอนตออยูกับอุปกรณอื่นๆ ดังที่แสดงในรูปที่ 15 เพื่อความงายในการนําเสนอจึงขอกําหนดใหอุปกรณ
อื่นๆที่ตออยูกับสายสงนั้นเปนเชิงเสนและไมมีตัวเก็บประจุ หรือตัวเหนี่ยวนํา 
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(Voltage distribution) และกระแสแบบกระจาย (Current distribution) ของสายสง ดังนั้นสามารถเขียนสมการ
ของวงจรที่เวลา nt  โดยใชสมการเทเลกราฟ (Telegrapher Equation) แทนคุณสมบัติของสายสง ซึ่งผลที่ไดจะ
เปนสมการเชิงอนุพันธยอย (Partial Differential Equations) ที่มีขนาด m2  และสมการของอุปกรณที่ตออยูกับ
สายสงดังนี้ 

),(),(),( nnn txtx
t

tx
x

BwwAw −
∂
∂

−=
∂
∂  (1ก) 

JwKwK =+ ),1(),0( 10 nn tt  (1ข) 

โดยที่ mm 22R ×∈







=

0C
L0

A  เปนเมทริกซของตัวเหนี่ยวนําและตัวเก็บประจุตอความยาวสาย 

mm 22R ×∈







=

0G
R0

B  เปนเมทริกซของตัวตานทานและตัวนําตอความยาวสาย 0K , 1K  2m2m×∈ R  

และ m2R∈J  เปนเมทริกซคาคงที่ และเวกเตอรของอุปกรณที่ตออยูกับสายสงตามลําดับ 

ใชการประมาณแบบ Backward Euler ประมาณเทอมอนุพันธยอยทางเวลาของสมการที่ (1) ไดวา 

[ ] ),(~),(~),(~),(~
1 nnnn txtxtx

h
tx

x
wBwwAw −−−=

∂
∂

−  (1ก) 

JwKwK =+ ),1(~),0(~
10 nn tt  (1ข) 
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โดยที่ 1−−= nn tth  และ )0,()0,(~ xx ww =  นั่นคือสมการที่ (1) และ (2) นั้นมีคาเริ่มตนของการกระจาย
สัญญาณในสายเทากัน 

เพื่อแสดงวา ),(),(~
nn txtx ww →  เมื่อ 0→h  นั้นเราจะตองพิสูจนวาคาผิดพลาดเพราะตัดปลาย 

(Local Truncation Error) 
∞

∞
⋅

∂
∂

≤⋅−⋅ ),(),(~),( 2

2
2

nnn t
t

htt www α  โดยที่ α  เปนคาคงที่บวกและ 

),(),(~
11 −− = nn txtx ww  (3) 

ลบสมการที่ (1) ดวยสมการที่ (2) จะไดวา 

)()()( x
h

x
h

x
x

gAeBAe −





 +−=

∂
∂  (4ก) 

0)1()0( 10 =+ eKeK  (4ข) 

โดยที่ 
),(~),()( nn txtxx wwe −=  (4ค) 

),(),(),()( 1 nnn tx
t

htxtxx wwwg
∂
∂

+−= −  (4ง) 

ถา ),( ntxw  เปนอนุพันธยอยทางเวลาที่ตอเนื่องแลว 0),(lim)(lim 2

2
2

00
=

∂
∂

=
∞

→∞→ nhh
tx

t
hx wg  

และเนื่องจาก L  และ C  เปน Positive Definite ดังนั้นจะมีเมทริกซการแปลง (Transformation Matrix) 
mm 22R ×∈T  โดยที่ [ ]m1m1

1 ,,,,,diag~ λλλλ −−== − LLTATA  และ mλλλ ≤≤≤< L210  
จากนั้นสามารถแปลงสมการที่ (4) ไดดังนี้ 

)(~
~

)(~~~
)(~ x

h
x

h
x

x
gAeBAe −








+−=

∂
∂  (5ก) 

0)1(~~)0(~~
10 =+ eKeK  (5ข) 

โดยที่ 
)()(~ xx Tee = , )()(~ xx Tgg = , 1~ −= TBTB , 1

00
~ −= TTKK , 1

11
~ −= TTKK  (5ค) 

ขอกําหนดตัวแปรใหมดังนี้ 
[ ])1(~,),1(~),(~,),(~)(ˆ 211 xxxxx mmm −−= + eeeee LL  (6ก) 

[ ])1(~,),1(~),(~,),(~)(ˆ 211 xxxxx mmm −−= + ggggg LL  (6ข) 

และถา mmm 22
1 R ×∈








=

00
0I

E  และ mm

m

22
2 R ×∈








=

I0
00

E  จะไดวา 

)1(~)(~)(ˆ 21 xxx −+= eEeEe  (6ค) 
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)1(ˆ)(ˆ)(~
21 xxx −+= eEeEe  (6ง) 

เนื่องจากวา 
∞∞

⋅=⋅ )(~)(ˆ ee  และ )1(~
~

)1(~~~
)1(~ x

h
x

h
x

x
−+−








+=−

∂
∂ gAeBAe  ดังนั้นสม

การที่ (5) สามารถเขียนใหมไดดังนี้ 

)(ˆ)(ˆ
~

)(ˆ xx
h

x
x

reAe −−=
∂
∂  (7ก) 

0)1(ˆˆ)0(ˆˆ
10 =+ eKeK  (7ข) 

โดยที่ 
[ ]m1m1 ,,,,,diagˆ λλλλ LL=A  (7ค) 

)(ˆ
ˆ

)1(~~)(~~)(ˆ 21 x
h

xxx gAeBEeBEr +−−=  (7ง) 

01100
~~ˆ EKEKK +=  (7จ) 

11201
~~ˆ EKEKK +=  (7ฉ) 

เนื่องจาก Â  เปนเมทริกซแนวแทยงที่คาในแนวแทยงทุกคาเปนคาเจาะจงที่เปนบวก ดังนั้นผลเฉลยของ
สมการที่ (7) คือ 

∫ −−= −−
x

hhx dxeex
0

ˆˆ )(ˆ)0(ˆ)(ˆ τττ ree AA  (8ก) 

)1(ˆ)ˆˆ()0(ˆ 1
1

0 eKKe −−=  (8ข) 

คํานวณหา Norm ของสมการที่ (8ก) จะไดวา 

∞
−

∞
−

∞
⋅+≤ ∫ )(ˆ)0(ˆ)1(ˆ

1

0

11 ree ττλλ dee hh  

 
∞∞

− ⋅+≤ )(ˆ)0(ˆ
1

1 re
λ

λ he h  (9ก) 

และ 
∞

−
∞∞

⋅+≤⋅ ∫ )(ˆ)0(ˆ)(ˆ
1

0

1 ree ττλ de h  

 
∞∞

⋅+≤ )(ˆ)0(ˆ
1

re
λ
h  (9ข) 

และจากสมการ (8ข) 

∞∞
≤ )1(ˆ)0(ˆ ee µ  (9ค) 
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โดยที่ 
∞

−= 1
1

0
ˆˆ KKµ  

สมการที่ (9) นั้นสามารถหาคําตอบเพื่อแสดงไดวา 

∞−∞
⋅

−
≤ )(ˆ

1
)1(ˆ

1

1 re he
h

λµ
λ  (10ก) 

∞−∞
⋅

−
≤ )(ˆ

1
)0(ˆ

1

1 re he
h

λµ
λµ  (10ข) 

∞−∞
⋅








+

−
≤⋅ )(ˆ1

1
)(ˆ

1
1

re he
h

λµ
µ

λ
 (10ค) 

จากสมการ (7ง) นั้น ใชหลักความจริงที่วา 
∞∞∈∞∈

⋅=−= )(~)1(~max)(~max
]1,0[]1,0[

eee xx
xx

 เราจะได 

∞∞∞
⋅+⋅≤⋅ )(ˆ)(~)( ger

h
mλβ)  (11) 

นําไปแทนลงในสมการที่ (10) จะได 

∞∞
⋅≤⋅ )(ˆ)(ˆ 1 ge α  (12ก) 

∞∞
⋅≤ )(ˆ)1(ˆ 2 ge α  (12ข) 

∞∞
⋅≤ )(ˆ)0(ˆ 3 ge α  (12ค) 

โดยที่ 















+

−
−








+

−
= −− 1

1
11

1 11
11

1 hh
m

e
h

e λλ µ
µ

λ
β

µ
µ

λ
λα  

 



 +

−
= − he

h m
h

λβα
µ

λα λ 1
1

2 11
 

 23 µαα =  

ดังนั้น ( )1lim
1

10
+=

→
µ

λ
λα m

h
 

 
1

20
lim

λ
λα m

h
=

→
 

 
1

30
lim

λ
λµα m

h
=

→
 

กระจายแบบเทเลอรสมการ (4ง) จะได 
∞

→∞∞→∞→
⋅

∂
∂

≤⋅=⋅ ),(
2

lim)(~lim)(ˆlim 2

22

000 nhhh
t

t
h wTgg  

เปนการจบบทพิสูจน 
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