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 The objective of this thesis is to develop a finite element program for analyzing ground
movement problems in geotechnical engineering. The distinct features of the program include: 1)
the MIT soil model; 2) coupled displacement-pore pressure and consolidation analysis; and 3)
automatic time-stepping algorithm.

The computer program is developed from the basis of the finite element code of program
SNAC (Abbo and Sloan, 1997) and written in the FORTRAN language. The MIT model (MIT-E3,
Whittle, 1987) is an effective stress model with the critical state soil mechanics, which can capture
most real behaviors of natural normally and over-consolidated clay, including small-strain non-
linearity, strain softening, and anisotropic strength. The governing equations for coupled
consolidation are treated as a system of first-order differential equations and solved by the
backward Euler and Thomas and Gladwell scheme. The elasto-plastic finite element solutions are
obtained by using the automatic time-stepping algorithm with error control.

The developed program is verified numerically by analyzing a problem of triaxial
undrained compression test. The verifications are carried out at the stress-strain relationship
integration, and at the finite element discretization. The results of these two verifications match
each other very well, indicating that the written code is numerically correct and accurate. In
addition, the program shows a higher efficiency, compared to the original MIT one in terms of
superior computational speed. Then, the developed program is also applied to analyze two-
dimensional problem in geotechnical engineering, namely; Plane Strain problem, strip footing. The
analysis also consider the boundary conditions of footing as flexible and rough. The analysis
results have shown that the developed program can analyze selected problems accurately and
efficiently, thus providing a suitable analysis and design tool for geotechnical problems in practice.

Department       Civil Engineering               Student’s signature..............................................          
Field of study    Civil Engineering               Advisor’s signature..............................................          
Academic                 year  2002                                     



ฉ

กิตติกรรมประกาศ
การทําวิจัยในวิทยานิพนธหัวขอ "การพัฒนาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตรวมกับแบบ

จําลองดินขั้นสูงสําหรับปญหาสองมิติในชั้นดินเหนียว" ผูวิจัยขอกราบขอบพระคุณผูชวย
ศาสตราจารย ดร. บุญชัย อุกฤษชน อาจารยที่ปรึกษาวิทยานิพนธที่ใหโอกาสในการทําวิทยา
นิพนธฉบับนี้ และขอกราบขอบพระคุณสําหรับ ความเอาใจใส คําปรึกษาและคําแนะนําที่มีคา
ตลอดจนความชวยเหลือ และความเขาใจในปญหาทั้งหมดที่เกิดขึ้นตลอดระยะเวลาของการทํา
วิทยานิพนธฉบับนี้รวมถึงผูชวยศาสตราจารย ดร. ทวี ธนะเจริญกิจ ผูชวยศาสตราจารย ดร.
สุรฉัตร สัมพันธารักษ และผูชวยศาสตราจารย ดร. สุพจน เตชวรสินสกุล ที่ไดใหคําชี้แนะและรวม
เปนกรรมการตรวจสอบวิทยานิพนธฉบับนี้จนเสร็จสมบูรณ

ขอขอบคุณเพื่อนๆ และนองๆที่จุฬาฯ ทุกคนที่คอยใหกําลังใจและความชวยเหลือในทุกๆ
ดานทําใหการทําวิทยานิพนธฉบับนี้เสร็จสมบูรณลงได

ขอขอบคุณ พญาบาลสุวณี สูญพนไร และเภสัชกรปฐม จูจันทร สําหรับความชวยเหลือ
กําลังใจ และคําปรึกษาตลอดระยะเวลาที่เขาโรงพยาบาล

สุดทายนี้ ขอรําลึกถึงพระคุณบิดา มารดา ที่ไดอบรมส่ังสอน มอบพละกําลังสติปญญา
และกําลังใจ รวมถึงพี่ชายและพี่สาวทั้งสองคนที่คอยใหความชวยเหลือในการทําวิทยานิพนธฉบับ
นี้จนเสร็จสมบูรณ

นบปนม แกวหานาม



สารบัญ

หนา
บทคัดยอภาษาไทย……………………………………………………..………………………... .ง
บทคัดยอภาษาอังกฤษ………………………………………………………………..…...……...จ
กิตติกรรมประกาศ……………………………………………………………….………………. .ฉ
สารบัญ………………………………………………………………………………….……….. .ช
สารบัญภาพ………………………………………………………………………………….…....ฐ
บทที่
บทที่ 1 บทนํา………………………………………………………………………………………1

1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา……………………………………………….......1
1.2 วัตถุประสงคของการวิจัย………………………………………………………………....…2
1.3 ของเขตของงานวิจัย………………………………………………………………………....3
1.4 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ………………………………………………………………......3

บทที่ 2 ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต………………………………………………………………..5
  2.1 บทนํา………………………………………………………………………………………...5
  2.2 การสรางสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาของแข็ง…………………………………….5
  2.2.1 สัณฐานของปญหา Plane Strain…………………………………………………..6
          2.2.2 หลักการของวิธีงานเสมือน………………………………………………………… .8
          2.2.3 สมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาของแข็ง………………………….. …………8
  2.3 เมตริกซในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต…………………………………………………...…12
  2.4 การอินทิเกรตเชิงตัวเลข…………………………………………………………………..…13
  2.5 การหาผลเฉลยของปญหาที่ไมเชิงเสน…………………………………………………...…14

บทที่ 3 ทฤษฎีพลาสติกสําหรับดิน……………………………………………………………..…15
  3.1 บทนํา……………………………………………………………………………………..…15
  3.2 พลาสติกสวนเพิ่มเชิงเสน……………………………………………………………………15
  3.2.1 ความเครียดสวนเพิ่มแบบอีลาสติก……………………………………………….16
           3.2.2 ความเครียดสวนเพิ่มแบบพลาสติก………………………………………….……17
           3.2.3 Yield Function……………………………………………………………………18



สารบัญ(ตอ) 

บทที่ หนา
           3.2.4 Elastic Unloading และ Plastic Loading……………………………………….19

บทที่ 4 แบบจําลองดิน……………………………………………………………………….…..20
  4.1 บทนํา…………………………………………………………………………………….....20
  4.2 แบบจําลองดิน MIT-E3………………………………………………………………….....20
  4.2.1 ขอดีของแบบจําลองดิน MIT-E3……………………………………………….....20

4.2.2 ฟอรมูเลชันของแบบจําลองดิน MIT-E3……………………………………….....21
4.2.3 พารามิเตอรของแบบจําลองดิน MIT-E3……………………………………. …..25

บทที่ 5 การตรวจสอบและการประยุกต………………………………………………………….26
  5.1 บทนํา……………………………………………………………………………………….26
  5.2 การตรวจสอบโปรแกรม………………………………………………………………….. 26

5.2.1 การตรวจสอบโปรแกรมสวน Stress-Strain Relation Integration…………….. 26
5.2.2 การตรวจสอบความถูกตองของ Coupled Consolidation……………………….28

บทที่ 6 สรุปผลการวิจัยและขอเสนอแนะ………………………………………………………...35
6.1 สรุปการวิจัย………………………………………………………………………………….35
6.2 ขอเสนอแนะและขอควรระวังในการวิเคราะหปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต………36
รายการอางอิง…………………………………………………………………………………....38
บรรณานุกรม……………………………………………………………………………………..40
ภาคผนวก

ภาคผนวก ก Element Type, Shape Functions and Derivatives of
                                Shape Function…………………………………………………………42

ภาคผนวก ข Coordinates and Weighted Factors of Gauss (Integration) Points 46
ภาคผนวก ค Published Data for Parameters of MIT-E3 Soil Model……………...49



สารบัญ(ตอ) 

บทที่ หนา
ภาคผนวก ง Stability of Elements for Predicting Collapse Loads Accurately..…51
ภาคผนวก จ Biot’s Consolidation Formulation and Automatic Solution

                               implemented in Finite Element Method..……………………………..53

ประวัติผูเขียนวิทยานิพนธ………………………………………...……………………………..59



สารบัญภาพ

ภาพประกอบ หนา
2.1 มวลของแข็งสําหรับปญหา Plane Strain ภายใตแรงกระทําภายนอก t, fB, RC

i…………… ..6
2.2 Element Assembly ที่ใชแทนของแข็งในปญหา Plane Strain ในระบบพิกัดรวม x,y……….8
2.3 Global และ Local Coordinate System สําหรับเอลิเมนตในปญหาสองมิติ………………..9
2.4 วิธีการหาผลเฉลยของปญหาที่ไมเชิงเสนแบบ Newton-Ralphson………………………….14
3.1 Plastic Potential Surface g and Plastic Strain Increment Direction……………………17
3.2 Yield Surface สําหรับ Plastic Model……………………………………………………….18
4.1 Conceptual Model of Unload-Reloaded used by MIT-E3…………………………...…23
4.2 Bounding Surface และ Critical State Cone สําหรับแบบจําลองดิน MIT-E3…………….24
4.3 Stress Path ของ Undrained Triaxial Compression Test (BBC).. ……………………….26
4.4 Stress-Strain Relationship ของ Undrained Compression Test (BBC)..……………….26
5.1 ผลการเปรียบเทียบความถูกตองของ Stress-Strain Integration……………………………28
5.2 ผลการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของ Stress-Strain Integration…………………………...29
5.3 ปญหาการทดลองแรงอัดสามแกนแบบไมระบายน้ําในการวิเคราะหดวยโปรแกรม………...30
5.4 เปรียบเทียบผลการวิเคราะหจากไฟไนตเอลิเมนตกับ Stress-Strain Relationship

Integration………......…..…………………………………………………………………..29
5.5 ปญหา Flexible Rough Strip Footing………………………….…………………………...30
5.6 Load-Displacement Curves ของปญหา Footing……….…………………………………32
5.7 การเสียรูปของดินเมื่อส้ินสุดการ Loading……………………………………………………32
5.8 เวกเตอรการเคลื่อนตัวของดิน (ขยาย 10 เทา)..……………………………………………...33
5.9 Horizontal Displacement Contour…………………………………………………………33
5.10 Vertical Displacement Countour…………………………………………………………34
ก-1 6 Noded Element สําหรับการวิเคราะหแบบ Coupled Analysis..………………………...43
ก-2 15 Noded Element สําหรับการวิเคราะหแบบ Coupled Analysis (1 ใน 2)……………....44
ก-2 15 Noded Element สําหรับการวิเคราะหแบบ Coupled Analysis (2 ใน 2)……………....45
ข-1 Coordinates of Gauss Points and Weighted Factors for 6-Noded Element………….47
ข-2 Coordinates of Gauss Points and Weighted Factors for 15 Noded Element… …..…48
ค-1 Input Parameters for MIT-E3 Soil Model..………………………………………………..50
ง-1 Suitable Element for Predicting Collapse Loads.. ………………………………………52



บทที่ 1

บทนํา

1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา

ในงานวิศวกรรมปฐพีมักจะตองเกี่ยวของกับการคาดคะเนการเคลื่อนตัวของดิน(Ground
Movement Prediction) อยูเสมอ เชน การคํานวณระยะทรุดตัวของฐานรากตื้นหรือฐานรากเสาเข็ม
การคํานวณระยะการทรุดตัวเนื่องจากการอัดตัวคายน้ําใตคันดินถม การคํานวณระยะโกงตัวดานขาง
ของกําแพงกันดิน การวิเคราะหการเคลื่อนตัวทั่วๆไป มักจะใชสูตรเอ็มพิริคัล (Empirical) สูตรกึ่งเอ็มพิ
ริคัล (Semi-empirical) หรือกราฟชวยออกแบบ (Design Chart) ซึ่งวิธีที่กลาวมานี้สวนใหญตั้งอยูบน
สมมติฐานหลายอยาง มีขอจํากัดคอนขางมาก ใชไดเฉพาะกับปญหาที่มีความซับซอนทางเรขาคณิต
(Geometry)และความซับซอนของน้ําหนักบรรทุก(Loading)ไมมาก อีกทั้งในบางปญหายังไมสามารถ
วิเคราะหการเคลื่อนตัวไดทุกๆจุดที่ตองการ

การวิเคราะหการเคลื่อนตัวอีกวิธีหนึ่งที่ไดรับการยอมรับอยางกวางขวางวาสามารถใหผล
เฉลยทั่วทั้งมวลดินภายในขอบเขตของปญหาได มีความแมนยํา (Accuracy) สูง และสามารถทําการ
วิเคราะหปญหาที่มีความซับซอนทั้งทางเรขาคณิตและน้ําหนักบรรทุกไดคือ การวิเคราะหการเคลื่อนตัว
ดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Method) ซึ่งในการวิเคราะหการเคลื่อนตัวดวย
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมีสวนประกอบที่สําคัญสองอยางคือ โปรแกรมคอมพิวเตอรที่คํานวณดวย
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต และ แบบจําลองทางคณิตศาสตรที่จําลองพฤติกรรมของดิน (Soil Model)

แบบจําลองที่ใชในการวิเคราะหการเคลื่อนตัวในงานวิศวกรรมปฐพีที่มีใชกันในขณะนี้ มีทั้ง
แบบจําลองที่ไมไดถูกคิดคนขึ้นมาสําหรับดินโดยเฉพาะ เชน แบบจําลอง Linear Isotropic Elastic
(เชน  Heyman,1982) แบบจําลอง Anisotropic Elastic (เชน Heyman,1982 ; Love,1927) และแบบ
จําลองที่ถูกคิดคนขึ้นมาสําหรับดินโดยเฉพาะคือ แบบจําลอง Cam Clay (Roscoe and
Schofield,1963) แบบจําลอง Modified Cam Clay (Roscoe and Burland,1968) แบบจําลอง Clay
and Sand Model (Yu,1998) แบบจําลองเหลานี้เปนแบบจําลองที่งายตอการนําไปใช เนื่องจากไม
คอยมีความซับซอนมากนัก อีกทั้งยังใชพารามิเตอร(Parameter) จํานวนไมมาก อยางไรก็ตามแบบ
จําลองเหลานี้ไมสามารถอธิบายพฤติกรรมที่สําคัญของดินไดเทาที่ควร
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ในปจจุบันแบบจําลองทางคณิตศาสตรข้ันสูงของดิน(Advanced Soil Model) ไดถูกพัฒนา
ขึ้นจากนักวิจัยทั่วโลก หนึ่งในแบบจําลองที่นาสนใจเหลานี้ สามารถที่จะอธิบายพฤติกรรมที่สําคัญของ
ดินเหนียว เชน Stress History, Small Strain Nonlinearity, Histeretic Stress-Strain Response,
Coupling of Volumetric and Shear Deformation, Anisotropy, Kinematic Plasticity, Strain
Softening during Undrained Loading ไดเปนอยางดีคือ แบบจําลอง MIT-E3 (Whittle,1987) ซึ่งได
รับการพัฒนาและตรวจสอบผลการคาดคะเนการเคลื่อนตัวของดินกับผลการทดสอบดินในหองปฏิบัติ
การจากดินหลาย ๆ แหงแลววาใหผลลัพธใกลเคียงกันมาก ดังนั้นการพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรที่
สามารถวิเคราะหการเคลื่อนตัวดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตรวมกับแบบจําลองดิน MIT-E3 ขึ้นมา
จึงมีความสําคัญอยางมากในงานวิศวกรรมปฐพี

1.2 วัตถุประสงคของการวิจัย

ดังที่ไดกลาวมาแลววา การวิเคราะหการเคลื่อนตัวดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเปนวิธีที่
สามารถใหผลเฉลยทั่วทั้งขอบเขตของปญหาได และมีความแมนยําสูง นอกจากนี้ยังสามารถทําการ
วิเคราะหปญหาที่มีทั้งความซับซอนทางเรขาคณิตและความซับซอนของน้ําหนักบรรทุกมากได และ
แบบจําลองดินขั้นสูง MIT-E3 เปนแบบจําลองดินที่อธิบายพฤติกรรมของดินเหนียวที่สําคัญหลาย ๆ
อยางไดอยางถูกตอง นอกจากนี้การประมวลผลดวยคอมพิวเตอรก็สามารถกระทําไดอยางรวดเร็ว และ
มีประสิทธิภาพสูง

ดังนั้นวัตถุประสงคหลักในการทําวิจัยคือ
1. พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สามารถวิเคราะหการเคลื่อนตัวดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิ

เมนตใหสามารถนํามาใชรวมกับแบบจําลองดิน MIT-E3 ในปญหาการเคลื่อนตัวทาง
วิศวกรรมปฐพีแบบสองมิติในชั้นดินเหนียวที่เกิดขึ้นไดจริง

2. รวบรวมผลงานวิจัยที่เกี่ยวของกับเทคนิคตางๆในการปรับปรุงระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต
ที่ตีพิมพข้ึนมาใหมๆ และนํามาประยุกตใชในโปรแกรมที่พัฒนาข้ึน เพื่อเพิ่มความเร็ว และ
ประสิทธิภาพของโปรแกรม

3. พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรในสวนรับขอมูล และสวนแสดงผลลัพธจากการวิเคราะห
การเคลื่อนตัวดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตรวมกับแบบจําลองดิน MIT-E3 ใหสามารถ
ใชงานไดอยางสะดวก
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3.1 ประยุกตใชโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดพัฒนาขึ้นมากับปญหาสองมิติที่นาสนใจซึ่งพบ
ไดบอยในทางปฏิบัติ

1.3 ขอบเขตของงานวิจัย

ขอบเขตการทําวิจัยในวิทยานิพนธฉบับนี้ประกอบดวย 3 หัวขอหลักคือ
1. การพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอร

1.1 การพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับการการวิเคราะหการเคลื่อนตัวดวยระเบียบ
วิธีไฟไนตเอลิเมนตรวมกับแบบจําลองดิน MIT-E3 สําหรับปญหาสองมิติ โดยเลือกใช
ภาษาคอมพิวเตอรชั้นสูงที่มีความเร็วสูง (FORTRAN)

1.2 การรวบรวมผลงานวิจัยที่เกี่ยวของกับเทคนิคตางๆที่ทําใหระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต
มีความเร็ว และประสิทธิภาพสูง และนํามาประยุกตใชในโปรแกรมคอมพิวเตอรที่
พัฒนาขึ้น

1.3 การพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรในสวนรับขอมูลและสวนแสดงผลลัพธจากการ
วิเคราะหการเคลื่อนตัวดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต

2. การตรวจสอบการทํางานของโปรแกรมคอมพิวเตอร
2.1 การตรวจสอบความถูกตองของแบบจําลองดินในโปรแกรมคอมพิวเตอรโดยอางอิง

จากเอกสารของ Whittle (1993) ที่แสดงผลการทํานายดวยแบบจําลองดิน MIT-E3
2.2 การตรวจสอบความถูกตองของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโปรแกรมคอมพิวเตอร

โดยอางอิงจากเอกสารของ Whittle(1993) ที่แสดงผลการทํานายดวยแบบจําลองดิน
MIT-E3 รวมกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต

3. การประยุกตใช
3.1 ประยุกตใชโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดพัฒนาข้ึนมากับปญหา Footing

1.4 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ

ประโยชนที่คาดวาจะไดรับจากการวิจัยนี้แบงออกเปนสองหัวขอดังนี้
1. ประโยชนทางวิชาการ
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1.1 การพัฒนาองคความรูดาน แบบจําลองดินขั้นสูงที่เหมาะสม(MIT-E3 Soil Model) ให
สามารถนํามาใชรวมกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตได

1.2 การพัฒนาระบบการวิเคราะหการเคลื่อนตัวดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตใหมีประ
สิทธิภาพสูงดวยเทคนิคที่มีการตีพิมพข้ึนใหมๆ

2. ประโยชนทางการประยุกตใช
2.1.1 การประยุกตใชโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดพัฒนาข้ึนมากับปญหาสองมิติที่

นาสนใจซึ่งพบไดบอยในทางปฏิบัติ
2.2 นอกจากการประยุกตใชโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดพัฒนาข้ึนมากับปญหาสองมิติที่

นาสนใจดังไดกลาวมาแลว โปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้นยังสามารถวิเคราะห
การเคลื่อนตัวของปญหา Boundary Value Problem ประเภทอื่นที่มีความใกลเคียง
กับปญหาทั้งสามขางตนได



บทที่ 2

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต

2.1 บทนํา

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Method) เปนวิธีการเชิงตัวเลข(Numerical
method) วิธีหนึ่งที่ใชในการหาผลเฉลยโดยประมาณ (Approximated Solution) ของปญหาเงื่อนไข
ขอบเขต (Boundary Value Problem) ในงานวิศวกรรม เชน ปญหาการถายเทความรอน (Heat
Transfer) ปญหาการไหลของของไหล (Fluid Flows) ปญหาของแข็ง (Solid) ปญหาโครงสราง
(Structure) เปนตน ปญหาที่เกิดขึ้นไดจริงทางปฏิบัติในงานวิศวกรรมปฐพีสามารถทําการวิเคราะหได
ดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตซึ่งโดยทั่วไปปญหาในงานวิศวกรรมปฐพีที่จะทําการวิเคราะหดวย
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตจะอยูในรูปแบบของปญหาของแข็ง

หลักการของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในปญหาเงื่อนไขขอบเขตทั่วๆไปเริ่มจากการแบง
(Discretization) มวล (Body) ที่อยูภายในขอบเขตของปญหา (Boundary) ที่จะทําการวิเคราะหออก
เปนสวนยอยหลายๆสวน แตละสวนจะเรียกวาเอลิเมนต (Element) ซึ่งเอลิเมนตยอยเหลานี้อาจจะมี
ขนาดและรูปรางที่ตางกันได เอลิเมนตที่อยูติดกันจะไมเชื่อมตอกัน (Discrete) ที่ขอบแตจะเชื่อมตอกัน
ที่ Node ซึ่งเปนจุดมุมและจุดบนดานของเอลิเมนตเทานั้น นอกจาก Node จะเปนจุดที่เชื่อมตอของเอ
ลิเมนตแลวยังเปนจุดที่จะหาคาตัวแปรไมทราบคา (Unknown Variable) ของปญหา เชน ปริมาณการ
เคลื่อนตัว (Displacement) และความเคน (Stress) ดวย เมื่อมวลถูกแบงเปนเอลิเมนตยอยๆแลวก็ทํา
การสรางสมการทางกายภาพ (Physical Equation) ที่สอดคลองกับปญหาของแตละเอลิเมนตยอยนี้
โดยสมการที่สรางขึ้นจะอยูในรูปของตัวแปรตางๆที่กําหนดขึ้นที่ Node ของเอลิเมนตนั้น เมื่อไดสมการ
ของแตละเอลิเมนตแลว จึงนําสมการของทุกเอลิเมนตมาประกอบรวมกันกอใหเกิดเปนระบบสมการ
รวม (Simultaneous Equations) จากนั้นจึงทําการกําหนดเงื่อนไขที่ขอบเขตของปญหา แลวจึงแก
ระบบสมการรวมนั้น ผลลัพธที่ไดก็คือคาของตัวแปรไมทราบคาที่ Node ที่กําหนดขึ้นทั้งหมด

2.2 การสรางสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาของแข็ง

การสรางสมการไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Equation Formulation) สําหรับปญหาทาง
ดานของแข็งมีอยูหลายวิธีดวยกันคือ Displacement Method, Force Method และ Mixed Method
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สําหรับ Displacement Method จะกําหนดใหปริมาณการเคลื่อนตัวที่ Node เปนตัวแปรไมทราบคา
เมื่อสรางสมการสําหรับทุกเอลิเมนตเสร็จ ก็ทําการแกสมการเพื่อหาผลเฉลยของปริมาณการเคลื่อนตัว
ที่ Node นั้น และเมื่อทราบปริมาณการเคลื่อนตัวแลว ตัวแปรอื่นๆที่สนใจ เชน ความเคน ความเครียด
ก็จะสามารถคํานวณไดโดยตรงจากปริมาณการเคลื่อนตัว ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตที่สรางสมการ
ดวยวิธีการเชนนี้เรียกวา Displacement-Based Finite Element Method สวนใน Force Method จะ
กําหนดใหความเคนเปนตัวแปรไมทราบคา และใน Mixed Method จะกําหนดใหทั้งปริมาณการ
เคลื่อนตัวและความเคนเปนตัวแปรไมทราบคาไปพรอมๆกัน ในทั้งสามวิธีใชหลักการของวิธีงานเสมือน
(Virtual Work Principle) สรางสมการไฟไนตเอลิเมนตที่แสดงความสัมพันธของตัวแปรไมทราบคา
ตางๆขึ้นมาได สําหรับงานวิจัยในวิทยานิพนธฉบับนี้จะใช Displacement Method สรางสมการไฟไนต
เอลิเมนตสําหรับการวิเคราะหปญหาของแข็งแบบ Plane Strain เทานั้น

2.2.1 สัณฐานของปญหา Plane Strain

ของแข็งซึ่งอยูในสภาพสมดุลสถิตที่จะวิเคราะหแบบ Plane Strain ดังแสดงในรูปที่ 2.1 มวล
ของแข็ง Ω มีพื้นผิว Γ ซึ่งประกอบดวยพื้นผิวของสองระนาบที่ขนานกัน Γ1 และพื้นผิวตามความหนา
Γ2 อีกสวนหนึ่ง โดยที่ Γ =Γ1∪Γ2 และ Γ1∩Γ2=∅  มวล Ω มีความหนาสม่ําเสมอ h โดยที่ h มีคาสูง
มากเมื่อเทียบกับขนาดของมวล  แรงกระทําภายนอกตอ Ω เหมือนกับปญหาสามมิติทั่วไปคือ แรง
แบบแผกระจาย (Traction) t แรงกระทําแบบจุด (Concentrated Load) Rc

i และแรงวัตถุหรือแรง
กระทําตอหนึ่งหนวยปริมาตร (Body Load) fB

รูปที่ 2.1 มวลของแข็งสําหรับปญหา Plane Strain ภายใตแรงกระทําภายนอก t , fB และ RC
i

Ri
C

y

x

Ω

Γ

fB

t

Roller
support

x

yz

Surface traction t
Fixed
Support
points

h

Concentrated
load, Ri

C

Ω

Γ2

fB

Γ1
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แรงทั้งหมดที่กระทําตอมวลเปนไปตามสมมติฐานของ Plane Strian คือ
 1) ไมมีแรงกระทําที่พื้นผิวของมวลที่อยูบน Γ1

 2) แรงภายนอกที่กระทําตามความหนามีคาคงที่ในทิศของแกน z
3) แรงวัตถุ fB  ไมมี Component ตามทิศทางของแกน z
สมมติฐานทั้งสามขอทําใหปญหา Plane Strain มีความงายขึ้นกวาปญหาสามมิติทั่วๆไปคือ

สามารถลดมิติของปญหาแบบสามมิติบนระบบพิกัด x,y,z เปนปญหาสองมิติบนระนาบ x,y ได ดังนั้น
แรงทั้งสามแบบที่กระทําตอมวลจะประกอบดวย 2 Component ตามทิศทางของแกน x,y ดังนี้

                                    ;







= B

Y

B
XB

f
f

f     ;







=

y

X

t
t

t        







= i

CY

i
CXi

C R
R

R (2.1)

ปริมาณการเคลื่อนตัวของมวลที่จุดใดๆในมวล U(x,y) วัดจากตอนที่ยังไมมีแรงมากระทําถึงขณะใด
ขณะหนึ่งที่แรงกระทําอยูมี 2 Component เหมือนกันคือ

                                                          







=
V
U

yxU ),( (2.2)

ปริมาณความเครียด (Strain) ที่เกิดขึ้นที่จุดใดๆภายในมวลอันเนื่องมาจากมวลเกิดการเสียรูป
หรือมีปริมาณเคลื่อนตัวที่ผิว U เมื่อมีแรงภายนอกกระทําคือ
                                                [ ]ZZXYYYXX

T εγεεε = (2.3)
สําหรับปญหาที่ถือวามีปริมาณการเคลื่อนตัวและปริมาณความเครียดนอยมาก (Small strain

and small displacement problem) นั้นจะไดวา
(2.4)

และความเคน (Stress) ที่จุดใดๆภายในมวลเมื่อมีปริมาณความเครียด ε เกิดขึ้นคือ
(2.5)

โดยที่
 σ = Cε +  σΙ (2.6)

ในสมการ (2.6) C คือเมตริกซที่แสดงความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียด
(Stress-Strain Transformed Matrix) ของวัสดุที่เปนมวลของปญหา และ σΙ  คือเวกเตอรความเคน
เร่ิมตน (Initial Stress) ในมวลกอนที่จะมีแรงภายนอกมากระทํา

[ ]ZZXYYYXX
T στσσσ =

X
V

Y
U

Z
W

Y
V

X
U

XYZZYYXX ∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

= γεεε ;;;
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2.2.2 หลักการของวิธีงานเสมือน

หลักการพื้นฐานของวิธีงานเสมือนซึ่งกลาวไววา งานเสมือนรวมภายใน (Internal Virtual
Work) ซึ่งเกิดจากความเคนจริงภายในมวลเคลื่อนผานความเครียดเสมือนภายในที่สอดคลองกับการ
เคลื่อนตัวเสมือนที่ผิว มีคาเทากับงานเสมือนรวมภายนอก (External Virtual Work) ซึ่งเกิดจากแรง
ภายนอกเคลื่อนผานปริมาณการเคลื่อนตัวเสมือนที่ผิว ซึ่งสามารถเขียนเปนสมการไดดังนี้
                งานเสมือนรวมภายใน    =   งานเสมือนรวมภายนอก

                       ∑∫∫∫ +Γ+Ω=Ω
Γ

Γ

ΩΩ i

i
C

iTBTT RUtdUdfUd
T

σε (2.7)

โดยที่         คือ  ความเครียดเสมือนที่เปนผลเนื่องมาจากการเคลื่อนตัวเสมือนที่ผิว
  คือ  ความเคนที่เกิดขึ้นในมวลที่อยูในสภาวะสมดุลเนื่องจากแรงกระทําภายนอก

        TiTT UUU ,, Γ  คือ  การเคลื่อนตัวเสมือนที่มีทิศทางสอดคลองกับแรง i
C

B Rtf ,,

        i
C

B Rtf ,,          คือ แรงกระทําภายนอก

2.2.3 สมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาของแข็ง

ดังไดกลาวมาแลวขางตนวาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเร่ิมตนดวยการแบงมวลที่อยูใน
ขอบเขตของปญหาใหเปนเอลิเมนตยอยๆที่เชื่อมตอกันที่ Node ของเอลิเมนตเทานั้น หรืออาจกลาวได
วาเราแทนของแข็งในปญหาจริงดวยโครงขายเอลิเมนต (Element Assembly) ที่เชื่อมตอกันเฉพาะที่
Node ของเอลิเมนต ดังแสดงในรูปที่ 2.2

รูปที่ 2.2 Element Assembly ที่ใชแทนของแข็งในปญหา Plane Strain ในระบบพิกัดรวม x,y

Tε
σ

Ri
C

 Ω
 Ωe

Ri
C

Γe
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อินทิกรัลทั่วทั้งปริมาตร Ω และพื้นผิว Γ ของ Element Assembly ในสมการที่ (2.7) สามารถ
เขียนใหอยูในรูปของผลรวมของอินทิกรัลทั่วทั้งปริมาตร Ωe และพื้นที่ผิว Γe ที่มาจากทุกๆเอลิเมนต
ภายใน Element Assembly ไดดังนี้

        ∑ ∑ ∑∫∫∑ ∫ +Γ+Ω=Ω
ΓΓ

ΓΓ

ΩΩ e e i

i
C

iTeeeeBTe

e

eTe RUdfUdfUd
e
q

e

T
f

ee )()(
1

)()( ,...,

)()()()()()()( σε (2.8)

อินทิกรัลตางๆในสมการที่ (2.8) สามารถหาคาไดโดยทําการอินทิเกรตทีละเอลิเมนตแยก
อิสระจากกัน เพื่อใหการอินทิเกรตสําหรับแตละเอลิเมนตงายขึ้นการอินทิเกรตจะกระทําในระบบพิกัด
เฉพาะ (Local Coordinate System) r,s ของแตเอลิเมนตนั้นแทนระบบพิกัดรวมของปญหา (Global
Coordinate System) x,y

รูปที่ 2.3 Global และ Local Coordinate System สําหรับเอลิเมนตในปญหา 2 มิติ

สําหรับเอลิเมนตหนึ่งๆ Local coordinate r และ s จะมีคาอยูระหวางคาต่ําสุดและสูงสุดคือ –
1 และ 1 ตามลําดับดังแสดงในรูปที่ 2.3 Local Coordinate ของจุดใดๆภายในเอลิเมนตสามารถหาได
โดยการประมาณไดจากพิกัดของ Node โดยใชฟงกชันการประมาณ (Interpolation Function) ดังนี้

                                ∑
=

=
N

i
i

e
i rhr

1

)(      ;     ∑
=

=
N

i
i

e
i shs

1

)( (2.9)

เมื่อ hi คือ ฟงกชันการประมาณ  และ ri, sI คือ Local coordinates สําหรับ Node i ตามลําดับ

Local Coordinates  -  (r,s)
Global Coordinates  -  (x,y)

x

y

r

s
(1,1)

(1,-1)
(-1,-1)

(-1,1)

(0,0)
r

s

x

y

(1,0)

(0,0)

(0,1)
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สําหรับเอลิเมนตแบบ Isoparametric1 แลวปริมาณการเคลื่อนตัวของจุดใดๆภายในเอลิเมนต
สามารถประมาณไดจากปริมาณการเคลื่อนตัวที่ Node ไดโดยใชฟงกชันประมาณเชนเดียวกันกับการ
หา Local Coordinate ดังนั้นสําหรับเอลิเมนต e ใดๆที่มี จํานวน Node เทากับ N แลว เวกเตอรของ
ปริมาณการเคลื่อนตัวของจุด (r,s)  บนเอลิเมนต (u(e)(r,s))  คือ

                          UsrHusrhsru e
N

i
i

e
i

e ˆ),(ˆ),(),( )(

1

)()( == ∑
=

(2.10)

โดยที่
),()( srh e

i  คือ ฟงกชันที่ใชในการประมาณการเคลื่อนตัวของเอลิเมนต e  (Displacement
Interpolation  Function ) วัดในระบบพิกัดฉากเฉพาะของเอลิเมนต r,s

),(ˆ srui     คือ ปริมาณการเคลื่อนตัวของเอลิเมนต e ที่ Node i วัดในระบบพิกัดฉากเฉพาะ
ของเอลิเมนต r,s

H(e)           คือ เมตริกซของฟงกชันประมาณการเคลื่อนตัว (Displacement Interpolation
Matrix)

            Û             คือ  เวกเตอรของปริมาณการเคลื่อนตัวที่ Node ของเอลิเมนต e วัดในระบบพิกัด
ฉากรวม ของปญหา x,y

นอกจากนี้ปริมาณความเครียดของจุดใดๆภายในเอลิเมนต e (ε(e)) ยังสามารถประมาณได
จากปริมาณการเคลื่อนตัวจากทุกๆ Node ของเอลิเมนตไดในลักษณะเดียวกันดังนี้

                                         UsrBsr ee ˆ),(),( )()( =ε   (2.11)
โดยที่  B(e) คือ  เมตริกซที่แสดงความสัมพันธระหวางความเครียดและปริมาณการเคลื่อนตัว(Strain -
Displacement  Transformation Matrix)

จากสมการที่ (2.6) จะไดวาความเคน ณ จุดใดๆภายในเอลิเมนต e (σ(e)) คือ
                                                          
1 เอลิเมนตที่ใชการประมาณตําแหนงและปริมาณการเคลื่อนตัวเปน    ∑

=

=
m

i
ii xhx

1

ˆ      ∑
=

=
n

i
iiuhu

1

' ˆ   แบงเปน 3

แบบดังนี้
    1)  isoparametric element เมื่อ m=n(จํานวน Geometry Node เทากับ จํานวน Displacement Node) และ
hi=hi’
    2) subparametric element เมื่อ m<n(จํานวน Geometry Node นอยกวา จํานวน Displacement Node) และ

order ของ hi ต่ํากวา hi’
    3) superparametric element เมื่อ m>n(จํานวน Geometry Node มากกวา จํานวน Displacement Node)

และ order ของ hi สูงกวา hi’
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                                          )()()()( eIeee C σεσ +=                                 (2.12)
โดยที่  C(e) คือ เมตริกซที่แสดงความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียด(Stress - Strain
Matrix)ของเอลิเมนต e

ในสมการที่ (2.10) และ (2.11) เปนสมการที่แสดงการประมาณคาของตัวแปรไมทราบคาที่จะ
เกิดขึ้นจริงคือปริมาณการเคลื่อนตัว u และความเครียด ε ซึ่งในการใชหลักการของวิธีงานเสมือนใน
การสรางสมการไฟไนตเอลิเมนตนี้เราจะใชวิธีการประมาณเชนเดียวกันนี้กับปริมาณการเคลื่อนตัว
เสมือนและความเครียดเสมือนดวย คือ

                                 UsrHusrhsru e
N

i
i

e
i

e ˆ),(ˆ),(),( )(

1

)()( == ∑
=

(2.13)

                                            UsrBsr ee ˆ),(),( )()( =ε  (2.14)
แทนคา                          จากสมการ (2.9) ถึง (2.13) ในสมการ (2.8) จะได

                


















Ω=











Ω ∑ ∫∑ ∫

ΩΩ e

eeBTeT

e

eeeTeT

ee

dfHUUdBCBU
)()(

)()()()()()()( ˆˆˆ

                                                                            












+ ∑ ∫
ΓΓe

eeTeS

e
q

e

dStH
)()(

1 ,...,

)()()( (2.15)

                                                                            





+













Ω− ∑ ∫
Ω

C
e

eeITe RdB
e )(

)()()( σ

หลังจากนั้นก็ใชหลักการของวิธีงานเสมือนกับสมการ (2.14) เพื่อใหไดสมการของระเบียบวิธีไฟไนตเอ
ลิเมนตโดยการใสปริมาณการเคลื่อนตัวหนึ่งหนวยในแตละ Component ของ Û เปนจํานวน n คร้ัง
เมื่อ n คือจํานวน Degree of freedom ทั้งหมดใน Û หรือจํานวนสมการทั้งหมด ผลลัพธที่ไดก็คือ
Simultaneous Equations ของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต ดังนี้
                                                             RUK =ˆ (2.16)

โดยที่ K คือเมตริกซของความแข็งเกร็งของ Element Assembly ซึ่งไดมาจากการนําเมตริกซ
ความแข็งเกร็งของแตละเอลิเมนต (K(e))มาประกอบกันดวยวิธี Direct Stiffness Method คือ

                      ∑ ∫∑
Ω

Ω==
e

eeeTe

e

e

e

dBCBKK
)(

)()()()()( (2.17)

εσε ,,,, uu
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Û  คือ เวกเตอรของปริมาณการเคลื่อนตัวซึ่งเปนตัวแปรไมทราบคาของปญหา และ R เปน
เวกเตอรของแรงภายนอกที่มากระทําซึ่งเปนผลมาจากแรงที่มากระทําตอมวลแบบตางๆดังนี้

                                
CISB RRRRR +−+= (2.18)

RB คือ เวกเตอรแรงภายนอกเนื่องจาก แรงวัตถุหรือ Body Force
                              ∑ ∑ ∫

Ω

Ω==
e e

eeBee
BB

e

dfHRR
)(

)()()()( (2.19)

RS คือ เวกเตอรแรงภายนอกเนื่องจากแรงแบบแผกระจายที่ผิวหรือ Surface Traction
                              ∑ ∑ ∫

ΓΓ

Γ==
e e

eeTeSe
SS

e
q

e

dtHRR
)()(

1 ,...,

)()()()( (2.20)

RI คือ เวกเตอรแรงภายในซึ่งเกิดจากความเคนในมวลของแข็งที่มีอยูแลวกอนมีแรงภายนอกระทํา
                              ∑ ∫∑

Ω

Ω==
e

eeITe

e

e
II

e

dBRR
)(

)()()()( σ (2.21)

และ RC คือ เวกเตอรของแรงภายนอกแบบจุดที่ผิวหรือ Concentrated Load

2.3 เมตริกซในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต

สมการ (2.15) เปนสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับวิเคราะหปริมาณการเคลื่อนตัว U สําหรับ
ปญหาของแข็งที่อยูในสภาวะสมดุลสถิต (Static Equilibrium) ในการหาคาเมตริกซความแข็งเกร็ง K
ตองคํานวณเมตริกซความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียด B กอน จากนิยามของ
ความเครียดในสมการ (2.4) เมตริกซ B สามารถคํานวณไดจากตัวดําเนินการอนุพันธ ∂/∂x, ∂/∂y แต
ในการหาคาอินทิกรัลของเมตริกซความแข็งแกร็งของแตละเอลิเมนต K(e) ตามสมการ (2.16) จะใช
ระบบพิกัดเฉพาะของแตละเอลิเมนต ทําใหเมตริกซ B จะอยูในรูปของตัวดําเนินการอนุพันธ ∂/∂r, ∂/∂

s ดังนั้นในการคํานวณเมตริกซ B จึงตองมีการแปลงตัวดําเนินการอนุพันธ ∂/∂r, ∂/∂s ใหเปนตัว
ดําเนินการอนุพันธ ∂/∂x, ∂/∂y จากกฎลูกโซ จะไดวา

      
r
y

yr
x

xr ∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂     และ   

s
y

ys
x

xs ∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂                         (2.22)

ซึ่งเขียนใหอยูในรูปเมตริกซไดดังนี้
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หรือ                                                     
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r      (2.24)

โดยที่ J คือ Jacobian Matrix หรือเมตริกซที่แสดงความสัมพันธระหวางอนุพันธใน Local Coordinate
และอนุพันธใน Global Coordinate ซึ่งหาไดโดยแทนคา x และ y ในสมการ 2.10
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และอนุพันธใน Global Coordinate สามารถหาไดโดย
                                                              

r
J

x ∂
∂

=
∂
∂ −1  (2.25)

2.4 การอินทิเกรตเชิงตัวเลข

เมตริกซความแข็งเกร็ง K และเวกเตอรแรงกระทํา R ในสมการ (2.16) ถึง (2.20) อยูในรูปของ
อินทิกรัล การหาคาอินทิกรัลดังกลาวสามารถกระทําดวยวิธีการเชิงตัวเลขได

การอินทิเกรตเมตริกซและเวกเตอรเชิงตัวเลขนั้นกระทําไดโดย กําหนด Sampling Point ในโด
เมนที่ตองการอินทิเกรตขึ้นมาจํานวนหนึ่ง แตละ Sampling Point จะมีคาถวงน้ําหนัก (Weighting
Factor) ตางกัน แลวคาของอินทิกรัลทั่วทั้งโดเมนที่ตองการมีคาเทากับผลรวมของผลคูณระหวาง
เมตริกซหรือเวกเตอรที่ Sampling Point นั้นกับคาถวงน้ําหนักของ Sampling Point นั้น เขียนเปนสม
การไดดังนี้

                                                        ∑∫ =Π
Π i

ii FFd α                                                (2.21)

เมื่อ F คือ เมตริกซหรือเวกเตอรที่ตองอินทิเกรตตลอดทั่วทั้งโดเมน Π  Fi คือ เมตริกซหรือเวกเตอรที่
Sampling Point i ใน Π และ αI คือ คาถวงน้ําหนักของ Sampling Point I การอินทิเกรตเชิงตัวเลขนี้
สามารถกระทําไดบนโดเมนทั้งแบบ หนึ่งมิติ สองมิติ และสามมิติ

 ดวยหลักการนี้สามารถเขียนเปนสมการสําหรับการอินทิเกรตเชิงตัวเลขของเมตริกซความแข็ง
เกร็งของเอลิเมนต K(e) และเวกเตอรแรงกระทําของเอลิเมนต RB

(e), RS
(e) และ RI

(e) ไดดังนี้
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                                             ∑∑ ==
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e BCBKK )()()()()( αα                 (2.22)

                                             ∑∑ ==
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Bjj

e
B fHRR )()()()( αα   (2.23)

                                             ∑∑ ==
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eS
j

TeS
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e
Sij

e
S fHRR )()()()( αα   (2.24)

                                             ∑ ∑==
j j

eI
j

Te
jj

e
Ijj

e
I BRR )()()()( σαα  (2.25)

การกําหนดตําแหนงและคาถวงน้ําหนักสําหรับแตละ Sampling Point ในการอินทิเกรตเชิงตัว
เลขนั้นมีอยูหลายวิธี เชน Newton-Cotes Formulas, Gauss Formulas ซึ่งในทั้งสองวิธีนี้ตางใช
ตําแหนงในระบบพิกัดเฉพาะของเอลิเมนต

2.5 การหาผลเฉลยของปญหาที่ไมเชิงเสน

การหาผลเฉลยของปญหาที่ไมเชิงเสน โดยทั่วไปจะใชวิธีการของ Newton-Ralphson ดังนี้
∆R(i-1) = t+∆tR - t+∆tF(i-1) (2.26)
t+∆tK(i-1)∆U(i) = ∆R(i-1)   (2.27)

t+∆tU(i) = t+∆tU(i-1) + ∆U(i) (2.28)
t+∆tU(0) = tU  ;  t+∆tF(0) = tF (2.29)

ซึ่งแสดงดวยภาพในรูปที่ 2.4

รูปที่ 2.4 วิธีหาผลเฉลยของปญหาที่ไมเชิงเสน แบบ Newton-Ralphson



บทที่ 3

ทฤษฎีพลาสติกสําหรับดิน

3.1 บทนํา

ในการวิเคราะหปญหาเงื่อนไขขอบเขตตางๆในงานวิศวกรรมปฐพี เชน Shallow Foundation,
Retaining Wall, Earth Dam, Underground Opening และปญหาอื่นๆในงานวิศวกรรมปฐพีไดอยาง
ถูกตองนั้นจะตองใช Constitutive Laws หรือสมการแสดงความสัมพันธระหวาง Stress-Strain ที่
อธิบายพฤติกรรมดินไดอยางถูกตองดวย

เปนระยะเวลานานมาแลวที่การวิเคราะหปญหาในงานวิศวกรรมปฐพีตั้งอยูบนพื้นฐานของ 
Hook’s Law หรือ Elastic Model แตตอมาไดมีการพัฒนาทฤษฎีพลาสติกขึ้นมาเพื่อวิเคราะหเสถียร
ภาพหรือปญหาที่เกี่ยวของกับการวิบัติของวัสดุ  เชน Ultimate Bearing Capacity ,Slope Stability
เปนตน

ทฤษฎีพลาสติกแรกพัฒนาสําหรับวัสดุแบบโลหะ และไดมีการประยุกตใชสําหรับดินครั้งแรก
โดย Druker and Prager (1952) ซึ่งเปน Elastic-Perfectly Plastic Material ซึ่ง Yield Function หรือ
Yield Surface ไมมีการเคลื่อนที่หรือเปลี่ยนแปลงขนาดในขณะที่เกิด Plastic Strain ตอมา Chen
(1982) ไดพัฒนา Hardening Plasticity

3.2 พลาสติกสวนเพิ่มเชิงเสน

เปนที่ทราบกันดีวา ดินไมใช Elastic Material (เชน Hardin, 1972) ซึ่งหมายความวาถามี
หนวยแรงประสิทธิผลสวนเพิ่ม (Effective Stress Increment) กระทําตอมวลดินจนเกิดความเครียด
สวนเพิ่มข้ึนมาปริมาณหนึ่ง แลวนําหนวยแรงสวนเพิ่มดังกลาวออกไป ไมวาหนวยแรงประสิทธิผลสวน
เพิ่มนั้นจะมีคามากหรือนอยมากแคไหนก็ตาม ความเครียดสวนเพิ่มที่เกิดขึ้นมานี้จะไมสามารถคืนตัว
ไดทั้งหมด ดังนั้นอาจกลาวไดวาปริมาณความเครียดสวนเพิ่มที่เกิดขึ้นทั้งหมดสามารถแบงไดเปนสอง
สวนคือ

1) ความเครียดสวนเพิ่มที่สามารถคืนตัวไดเมื่อนําหนวยแรงประสิทธิผลสวนเพิ่มออก และ
เรียกความเครียดสวนเพิ่มนี้วา ความเครียดสวนเพิ่มแบบอีลาสติก (Elastic Strain
Increment)
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2) ความเครียดสวนเพิ่มที่ไมสามารถคืนตัวไดเมื่อนําหนวยแรงประสิทธิผลสวนเพิ่มออกและ
เรียกความเครียดสวนเพิ่มนี้วา ความเครียดสวนเพิ่มแบบพลาสติก (Plastic Strain
Increment)

ดังนั้นสามารถเขียนเปนสมการไดวา
                                                     pe εεε &&& +=                                                           (3.1)
เมื่อ

ε&   คือเวกเตอรของความเครียดสวนเพิ่มทั้งหมดหรือความเครียดสวนเพิ่มแบบอีลาสโต-
พลาสติก (Elasto-Plastic Strain Increment )

       eε&  คือเวกเตอรของความเครียดสวนเพิ่มแบบอีลาสติก
       pε&  คือเวกเตอรของความเครียดสวนเพิ่มแบบพลาสติก
การแบงความเครียดสวนเพิ่มออกเปนแบบอีลาสติกและแบบพลาสติกนี้มีประโยชนมากทําให

สามารถศึกษาความสัมพันธระหวางหนวยแรงประสิทธิผลสวนเพิ่มกับความเครียดสวนเพิ่มแบบอีลาส
ติกและความสัมพันธของหนวยแรงประสิทธิผลสวนเพิ่มกับความเครียดสวนเพิ่มแบบพลาสติกแยกที
ละสวนได ซึ่งงายกวาการศึกษาความสัมพันธระหวางหนวยแรงประสิทธิผลสวนเพิ่มกับความเครียด
สวนเพิ่มทั้งหมดโดยตรง

3.2.1 ความเครียดสวนเพิ่มแบบอีลาสติก

โดยทั่วไปความเครียดสวนเพิ่มแบบอีลาสติกจะมีคานอยกวาความเครียดสวนเพิ่มแบบ
พลาสติก  มาก ดังนั้นความสัมพันธระหวางหนวยแรงประสิทธิผลสวนเพิ่มกับความเครียดสวนเพิ่ม
แบบอีลาสติกจึงเปนแบบงายๆ และมักจะเปน Isotropic Model (เชน Roscoe and Burland, 1968)

และเกี่ยวของกับพารามิเตอรสองตัวที่เปนอิสระตอกันดังนี้
eKεσ && = (3.2)

 eeGs && 2=      (3.3)
โดยที่
    K  คือ โมดูลัสยืดหยุนเชิงปริมาตร (Elastic Bulk Modulus)
   G  คือ โมดุลัสยืดหยุนแรงเฉือน (Elastic Shear Modulus)
   σ&  คือ หนวนแรงประสิทธิผลสวนเพิ่มเชิงปริมาตร (Effective Volumetric Stress

Increment)
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   s&  คือ เวกเตอรของหนวยแรงเบี่ยงเบนสวนเพิ่ม (Deivatoric Stress Increment)
และ σ

κ
01 eK +

=    (3.4)

โดยที่ eo คือ Initial Void Ratio และ κ คือ ความชันของ Swelling Line ในไดอะแกรม e-ln
(p’)และ อัตราสวนของ G/K เปนคาคงที่ที่คํานวณไดโดยตรงจากอัตราสวนปวซอง (Poisson’s Ratio)
ดังนี้

)1(
)21(32

ν
ν

+
−

=
K
G   (3.5)

จากสมการ (3.4) และ (3.5) จะไดวา K และ G ขึ้นอยูกับคา σ  ซึ่งหมายความวา ความ
สัมพันธหระหวางหนวยแรงสวนเพิ่มกับความเครียดสวนเพิ่มแบบอีลาสติกไมเปนเสนตรง (Non-
Linear Elastic)

3.2.2 ความเครียดสวนเพิ่มแบบพลาสติก

รูปทั่วไปสําหรับความสัมพันธระหวางหนวยแรงประสิทธิผลสวนเพิ่มกับความเครียดสวนเพิ่ม
แบบพลาสติกคือ

Pp Λ= &&ε              (3.6)
αα hq Λ= &&  (3.7)

โดยที่ Λ&   คือ ตัวคูณพลาสติก (Plastic Multiplier) หรือปริมาณสเกลารที่ควบคุมขนาดของ
ความเครียดสวนเพิ่มแบบพลาสติก และ P คือเวกเตอรที่กําหนดทิศทางของความเครียดสวนเพิ่มแบบ
พลาสติก ซึ่งหาไดจาก Gradient ของ Plastic Potential Function ดังแสดงในรูปที่ 3.1

σ∂
∂

=
gP (3.8)

s
gP
∂
∂

=' (3.9)
สมการ (3.7) แสดงความสัมพันธระหวาง αq& ซึ่งเปนตัวแปรภายในตางๆที่เกี่ยวกับ In-Elastic

ของดินอยูในรูปของตัวคูณพลาสติกและ hardening parameter αh
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รูปที่ 3.1  Plastic Potential Surface g and Plastic strain increment direction

จากสมการ (3.1)  (3.2)  (3.6) และ (3.7) สามารถที่จะหาขนาดของตัวคูณพลาสติกไดดังนี้
)( PK Λ−= &&& εσ (3.9)
)'(2 PeGs Λ−= &&& (3.10)

KQPPQGH
KQeQG
++

+
=Λ

)':'(2
):'(2 ε&&& (3.11)

3.2.3 Yield Function

Plastic Model ตางๆ ตองประกอบดวย Yield function ซึ่งเปน function ใน Stress Space
ใชกําหนดขอบเขตของ Elastic Region ของดินดังแสดงในรูปที่ 3.2

รูปที่ 3.2 Yield Surface  สําหรับ Plastic Model

σij

g(σij , εp
ij) =0

dεp
ij

σ

s
Elastic

Elastic

Elastic

Elasto-Plastic

f(σij)=0
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Stress Point ที่อยูภายใน Yield Surface จะทําให f(Stress State) <0 และจะอยูในสถานะ
Elastic สวน Stress Point ที่อยูบน Yield Surface จะทําให  f(Stress State) = 0 และจะอยูในสถานะ
Elasto-Plastic

Secound Order Q ในสมการ (3.11) สามารถหาไดจาก Gradient ของ Yield Function
เทียบกับ Stress State ซึ่งแสดงโดย

σ∂
∂

=
fQ (3.12)

s
fQ
∂
∂

=' (3.13)
3.2.4 Elastic Unloading และ Plastic Loading

สําหรับ Stress Increment หนึ่งๆที่เร่ิมตนที่ Elasto-Plastic State (อยูบน Yield Surface)
แลวสามรถทําใหเกิด Elastic Strain หรือ Plastic Strain ก็ได ขึ้นอยูกับ Stress State และ Strain
Increment สําหรับ Elastic Unloading จะไดวา

0: <σ&Q (3.14ก)
หรือ 0):'( <+ σ&& QSQ (3.14ข)
หรือ 0):'(2 <+ ε&& KQeQG (3.14ค)
และสําหรับ Plastic Loading จะไดวา

0):'(2 ≥+ ε&& KQeQG (3.15)



บทที่ 4

แบบจําลองดิน

4.1 บทนํา

เปนที่ทราบกันดีวาแบบจําลองดินมีความสําคัญอยางมากในการวิเคราะหปญหาเงื่อนไข
ขอบเขตดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต ดังนั้นการเลือกใชแบบจําลองดินสําหรับปญหาหนึ่งๆจึงตอง
เลือกใหเหมาะสมกับปญหา

สําหรับการวิเคราะหปญหาเงื่อนไขขอบเขตในชั้นดินเหนียว แบบจําลองที่มีการใชในระเบียบ
วิธีไฟไนตเอลิเมนตมีอยูหลายแบบจําลองดวยกันเชน Linear Isotropic Elastic Model (LIE Model),
Rigidly Perfectly Plastic Model (RPP Model), Elastic Perfectly Plastic Model (EPP Model) เชน
Mohr-Colomb Model, Von Mises Model หรือ Tresca Model, และแบบจําลองดินที่นิยมใชในการ
วิเคราะหปญหาเงื่อนไขขอบเขตสําหรับดินเหนียวคือ Critical State Soil Model เชน MCC Model,
CASM Model, MIT-E1 Model หรือ  MIT-E3 Model

สําหรับงานวิจัยในวิทยานิพนธฉบับนี้เลือกใชแบบจําลองดิน MIT-E3

4.2 แบบจําลองดิน MIT-E3

แบบจําลองดิน MIT-E3 เปน Effective Stress Model สําหรับ Overconsolidated clays
ภายได Cyclic Loading ซึ่งพัฒนาข้ึนโดย Whittle (1987)

4.2.1 ขอดีของแบบจําลองดิน MIT-E3

แบบจําลองดิน MIT-E3 ไดรวมพฤติกรรมที่สําคัญตางๆของดินไวดังนี้
1) Anisotropy
2) Small Strain Nonrinearity
3) Strain Softening Behavior
4) Undrained Cyclic Loading
5) Coupled Volumetric – Shear Behavior
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6) Shear Induced Pore Pressure
7) Bounding Surface Plasticity

4.2.2 ฟอรมูเลชันของแบบจําลองดิน MIT-E3

แบบจําลองดิน MIT-E3 ถูกคิดคนขึ้นโดยตั้งอยูบนพื้นฐานของทฤษฎีพลาสติกแบบ
Incrementally, Linearized Theory of Rate Independent, Elasto-Plasticity ดังไดกลางไวแลวในหัว
ขอ 3.2 หลักการของแบบจําลองดิน MIT-E3 สําหรับ Unload-Reload ใน Hydrostatic Compression
แสดงในรูปที่ 4.1 และ Bounding Surface และ Critical State Cone แสดงในรูปที่ 4.2

สมการของ Boundaring Surface ของแบบจําลองดิน MIT-E3 (Kavvdas,1982) คือ

0)''2(')'(:)'( 2 =−−−−= σασσσ cbsbsf (4.1)
โดยที่

s  คือ Deviatoric Stress tensor
'σ  คือ Volumetric Stress
'α  คือ ตัวแปรที่ควบคุมขนาดของ Bounding Surface
b   คือ  Second order tensor ที่อธิบายการวางตัว (Orientation) ของ Bounding Surface
c   คือ ตัวแปรที่ควบคุมรูปรางวงรีของ Bounding Surface
สมการของ Critical State Envelop ในแบบจําลองดิน MIT-E3 คือ

0')'(:)'( 22 =−−−= σξσξσ kssh (4.2)
หรือ       0')'(:)'( 22

1111 =−−−= σξσξσ kssh (4.3)
โดยที่
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สมการของ Hardening Rule สําหรับแบบจําลองดิน MIT-E3 คือ
pεζαα && ''= (4.8)

และ pbsrxb εσ
α

ψ && )'(
'
1

0 −= (4.9)
สมการ Flow Rule คือ

rccPI '2 2α= (4.10ก)
           )'(' 2 srcQxcPI += (4.10ข)

10gPPP I += (4.10ค)
20gHHH I += (4.10ง)

โดยที่
γαααα )}''/()''{( 001 ig −−= (4.10จ)
)}''/()''{( 0001 ig αααα −−= (4.10ฉ)

|}|||)''){(1(1 0
0

0 II PQheH αα
κ

−+= (4.10ช)

)}':('2{ 2
0 II QrccP ηα +−= (4.10ซ)

0'0 =P (4.10 ฌ)
และ
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รูปที่ 4.1 Conceptual Model of Unload-Reload used by MIT-E3
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รูปที่ 4.2 Bounding Surface และ Critical State Cone สําหรับแบบจําลองดิน MIT-E3



25

4.2.3 พารามิเตอรสําหรับแบบจําลองดิน MIT-E3

แบบจําลองดิน MIT-E3 มีพารามิเตอรทั้งหมด 15 ตัว ซึ่งสามารถหาไดจากการทดลองในหอง
ปฏิบัติการทั่วไป พารามิเตอรทั้ง 15 ตัวประกอบดวย

 1) Initial Void Ratio ,e0

2) Slope of Vergin Compression Line in Oedometer Test, λ
3) Nonlinear Volumetric Swelling Behaviour, C
4) n
5) Irrecoverable plastic strain, h
6) Konc
7) 2G/K
8) TC'φ

9) TE'φ
10) Undrained Shear Strength,c
11) Amount of Post-Peak Strain Softening, St
12) Nonlinearity at Small Strains in Undrained Shear, ω
13) Shear Induced Pore Pressure for OC Clay, γ
14) Small Strain Compressibility at Load Reversal, 0κ

15) Rate of Evoluation of Anisotropy, 0ψ

การทดลองเพื่อหาคาพารามิเตอรทั้งหมดนี้ไดตีพิมพในเอกสารของ Whittle (1987)
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                   ก)      Model Prediction                               ข)   Laboratory Test
รูปที่ 4.3 Stress Path ของ Undrained Triaxial Compression Test (BBC)

1) Model Prediction                                       ข)    Laboratory Test
รูปที่ 4.4 Stress-Strain Relation ของ Undrained Compression Test (BBC)



บทที่ 5

การตรวจสอบโปรแกรมและการประยุกต

5.1 บทนํา

ในการพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับการคํานวณทั่วๆไป ความถูกตองและประสิทธิ
ภาพของการคํานวณเปนเรื่องสําคัญมาก การตรวจสอบความถูกตองของการคํานวณเบื้องตนซึ่งไดแก
การตรวจสอบความถูกตองของระหัสโปรแกรมและความถูกตองของการทํางานของโปรแกรมยอยสวน
ใหญจะอยูในขั้นตอนการเขียนโปรแกรมซึ่งเรียกวา Debug สวนการตรวจสอบความถูกตองของ
ระเบียบวิธีที่ใชในการคํานวณของการพัฒนาโปรแกรมก็จะเปนขั้นตอนทายสุดคือ การตรวจสอบความ
ถูกตองผลการคํานวณและสิทธิภาพของโปรแกรมและการประยุกตใชโปรแกรมกับปญหาตางๆ

5.2 การตรวจสอบโปรแกรม

การตรวจสอบความถูกตองและประสิทธิภาพของการคํานวณของโปรแกรมในวิทยานิพนธ
ฉบับนี้ไดแบงออกเปน  2 สวนคือ

1) การตรวจสอบความถูกตองในการ คํานวณสวน Stress-Strain Relationship Integration
หรือการตรวจสอบการคํานวณเกี่ยวกับแบบจําลองดินอยางเดียวซึ่งไมเกี่ยวกับระเบียบวิธี
ไฟไนตเอลิเมนต

2) การตรวจสอบความถูกตองของการวิเคราะหปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบ 
Coupled Consolidation รวมกับแบบจําลองดิน MIT-E3

5.2.1 การตรวจสอบโปรแกรมสวน Stress-Strain Relation Integration

โปรแกรมในวิทยานิพนธไดใชวิธี  Explicit Integration with Automatic Error Control
สําหรับ แบบจําลองดิน MIT-E3 ซึ่งเสนอโดย Sloan et al (2001) เปรียบเทียบกับผลลัพธจากโปรแกรม
Stress-Strain Integration ซึ่งพัฒนาโดย Whittle (1987) ผลการเปรียบเทียบแสดงในรูปที่ 5.1และ5.2
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รูปที่ 5.1 ผลการเปรียบเทียบความถูกตองของ Stress-Strain Integration
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รูปที่ 5.2 ผลการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของ Stress-Strain Integration

จากผลการตรวจสอบในรูปที่ 5.1 แสดงใหเห็นวาโปรแกรมที่พัฒนาข้ึนคํานวณไดถูกตอง และ
จากผลการเปรียบเทียบในรูปที่ 5.2 จะไดวา โปรแกรมที่พัฒนาข้ึนมีความเร็วสูงกวา โปรแกรมของ
Whittle ประมาณ 1600 เทา  ซึ่งแสดงใหเห็นวามีประสิทธิภาพสูงกวา

5.2.2 การตรวจสอบความถูกตองของการวิเคราะหปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต
แบบ  Coupled Consolidation รวมกับแบบจําลองดิน MIT-E3

ตัวอยางปญหาที่งายและเหมาะสมในการตรวจสอบการการคํานวณระเบียบวิธีไฟไนตเอลิ
เมนตแบบ Coupled รวมกับแบบจําลองดิน MIT-E3 ของโปรแกรมคือปญหาการทดลองแรงอัดสาม
แกนแบบไมระบายน้ํา โดยตัวอยางดินในปญหาและแบบจําลองที่ใชแทนปญหาในการวิเคราะหแสดง
ในรูปที่ 5.3

การวิเคราะหในตัวอยางนี้ใชพารามิเตอรของดินเหนียว Boston Blue Clay (พารามิเตอรแสดง
ไวในภาคผนวก) ผลการวิเคราะหแสดงในรูปที่ 5.4 ซึ่งแสดงการเปรียบเทียบกับการผลการคํานวณใน
ตัวอยางของ Stress-Strain Relationship Integration
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ก) ตนแบบปญหา                                                       ข) แบบจําลองของปญหา
รูปที่ 5.3 ปญหาการทดสอบแรงอัดสามแกนแบบไมระบายน้ําในการวิเคราะหดวยโปรแกรม

รูปที่ 5.4 เปรียบเทียบผลการวิเคราะห จากไฟไนตเอลิเมนตกับ Stress-Strain Relationship
Integration

CSL

Original
Geosys
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5.3 การประยุกตใชโปรแกรมในการวิเคราะหปญหาแบบสองมิติ

ปญหาแบบสองมิติที่สําคัญและพบเห็นไดบอยซึ่งไดแก การวิเคราะห Undrained Bearing
Capacity ของ Footing  รูปแบบของปญหาที่จะประยุกตนี้คือ Flexible Rough Strip Footing แสดง
ในรูปที่ 5.5 ซึ่งมวลดินถูกแทนดวยเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบ 6 Node จํานวนทั้งหมด 280 เอลิเมนต
ความลึกและความกวางของดินเทากับ 24 เมตร และ 48 เมตร ตามลําดับ ขนาดของครึ่งหนึ่งของ
Footing เทากับ 6 เมตร Footing

การวิเคราะหแบงออกเปนสองชวงคือ
1) Initial Stress เปนการหาคาหนวยแรงเริ่มตนในมวลดินโดยใชน้ําหนักของมวลดินเปนแรง

ภายนอก กระทําในชวยระยะเวลา t = 1.0D10 วัน การวิเคราะหในชวงนี้ถูกกําหนดให
เปนแบบ Nonlinear Elastic ซึ่งสามารถทําไดโดยกําหนดให P’o มีคาสูงมาก ซึ่งในตัว
อยางนี้กําหนดใหเทากับ 50000.0 T/m2

2) Footing Loading เปนการวิเคราะหหลังจากสิ้นสุดการวิเคราะห Initial Stress โดยที่ P’o
ไดเปลี่ยนใหเปนไปตามหนวยแรงที่เกิดขึ้นจริงในมวลดินและคาของ Overconsolidation
Ratio (OCR) ในตัวอยางนี้ OCR=1.0 แรง Footing ทั้งหมดกระทําสิ้นสุดในชวงระยะ
เวลา 0.01 วันเพื่อจําลองการเกิด Undrained Loading

รูปที่ 5.5 ปญหา Flexible Rough Strip Footing
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รูปที่ 5.6 Load-Displacement Curve ของปญหา Footing

รูปที่ 5.7 การเสียรูปของดินเมื่อส้ินสุดการ Loading

Q/B =23.3



33

รูปที่ 5.8  เวกเตอรการเคลื่อนตัวของดิน (ขยาย 10 เทา)

รูปที่ 5.9 Horizontal Displacement Contour
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รูปที่ 5.10 Vertical Displacement Countour



บทที่ 6

สรุปผลการวิจัยและขอเสนอแนะ

6.1 สรุปการวิจัย

งานวิจัยนี้มีวัตถุประสงคเพื่อพัฒนาโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตสําหรับวิเคราะหการเคลื่อนตัว
ของดินในงานวิศวกรรมปฐพี ขีดความสามารถตางๆของโปรแกรมประกอบดวย 1) แบบจําลองดินของ
MIT 2) สามารถวิเคราะหแบบ Couple Displacement-Pore Pressure และ 3) การหาคําตอบแบบ
กาวอัตโนมัติ โดยโปรแกรมที่พัฒนาขึ้นมาปรับปรุงเพิ่มเติมจาก Finite Element Code ของโปรแกรม
SNAC (Abbo and Sloan, 1997) การทดสอบความถูกตองและประสิทธิภาพของโปรแกรมที่พัฒนา
ข้ึนมากระทําโดยการวิเคราะหปญหาการทดลองแรงอัดสามแกนแบบไมระบายน้ํา ซึ่งแบงการ
วิเคราะหเปนสองแบบคือ การวิเคราะหดวยการอินทิเกรตสมการความสัมพันธระหวางความเคน-
ความเครียดของแบบจําลองดิน MIT-E3 โดยใชวิธีแบบกาวอัตโนมัติและควบคุมคาคลาดเคลื่อน และ
การวิเคราะหดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต

ผลการวิเคราะหการอินทิเกรตสมการความสัมพันธระหวางความเคน-ความเครียดโดย
โปรแกรมที่พัฒนาข้ึนมาใหม ซึ่งอยูในรูป Stress Paths และ Stress-Strain Curves เปรียบเทียบกับ
ผลการวิเคราะหการอินทิเกรตสมการความสัมพันธระหวางความเคน-ความเครียดจากโปรแกรมที่จาก 
MIT แสดงใหเห็นวาเสนกราฟที่มาจากทั้งสองโปรแกรมทับเปนเสนเดียวกันทุกกรณี ซึ่งหมายถึงการ
คํานวณเชิงตัวเลขของโปรแกรมที่พัฒนาข้ึนมาใหมมีความถูกตองและมีความละเอียดสูง นอกจากนี้
แลวโปรแกรมที่พัฒนาข้ึนมาใหมมีความเร็วในการคํานวณสูงกวาโปรแกรมจาก MIT เปนอยางมาก
โดยที่อัตราสวนความเร็วของโปรแกรมที่พัฒนาข้ึนมาตอความเร็วของโปรแกรมจาก MIT มีคา
ประมาณ 1600-3200 เทา ซึ่งแสดงใหเห็นวาโปรแกรมที่พัฒนาข้ึนมามีประสิทธิภาพสูง

ผลการวิเคราะหดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตกับปญหาเดียวกัน เปรียบเทียบกับผลการ
วิเคราะหจากการอินทิเกรตสมการความสัมพันธระหวางความเคน-ความเครียด ใหเสนกราฟที่ทับกัน
สนิท ซึ่งพิสูจนวาการวิเคราะหเชิงตัวเลขดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมีความถูกตองและมีความ
ละเอียดสูง

การประยุกตใชโปรแกรมที่พัฒนาข้ึนมากับปญหาสองมิติในทางวิศวกรรมปฐพี โดยเลือก
ปญหา Undrained Bearing Capacity กับ Strip Footing และเลือกใชพารามิเตอรสําหรับแบบจําลอง
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ดิน MIT-E3 ของดินเหนียว Boston Blue Clay ลักษณะของ Footing กําหนดใหเปนแบบ Flexible
และ Rough หนวยแรงเริ่มตนในมวลดินที่ Gauss Point กําหนดโดยการวิเคราะหปญหาแบบ Elastic
โดยใชน้ําหนักดินเปนแรงภายนอก สําหรับ OCR = 1 ไดคา Undrained Bearing Capacity  q=Q/B
= 25.0 T/m2  และเมื่อเปรียบเทียบกับการวิเคราะหเชิงตัวเลขแบบ Uncoupled ดวยระเบียบวิธีไฟไนต
เอลิเมนตของโปรแกรม SNAC รวมกับแบบจําลองดินแบบ Elastic Perfectly Plastic (EPP)โดย Yield
Criteria ของ Mohr-Coulomb ได q=Q/B = 23.3 T/m2   ซึ่งมีคานอยกวาการวิเคราะห แบบCoupled
ดวยแบบจําลองดิน MIT-E3 4.6%

6.2 ขอเสนอแนะและขอควรระวังในการวิเคราะหปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต

การวิเคราะหปญหาแบบ Coupled นั้นมีความซับซอนมากกวาปญหาแบบ Uncoupled มาก
การหาคําตอบของปญหา Coupled ดวยวิธีของ backward Euler และ Thomas and Gladwell ซึ่ง
Governing Equations อยูในรูปของระบบสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่งนั้น ใชไดดีในกรณีวิเคราะห
ปญหาแบบ Elastic แตมักมีปญหาในการวิเคราะหดวยแบบจําลองดินแบบ Elasto-Plastic ปจจัยที่มี
ผลถึงการหาคําตอบไมไดประการหนึ่งคือ Fluid Boundary Conditions   

ถึงแมวาการหาคําตอบไฟไนตเอลิเมนตดวยวิธีกาวอัตโนมัติและควบคุมคาคลาดเคลื่อนจะทํา
ใหผลการวิเคราะหมีความละเอียดสูงและมีประสิทธภาพสูง แตมักมีปญหาเกิดขึ้นเสมอสําหรับ Input
ที่ไมระมัดระวังหรือในปญหาที่มีความซับซอนสูง ซึ่งทําใหเกิดการไม Converge ของคําตอบภายใต
Tolerance ที่กําหนดเอง ทําใหตองทดลองสุมเปลี่ยนคา Input หรือ Tolerance จนกวาจะไดคําตอบที่
นาพอใจซึ่งทําใหเสียเวลามากหรือบางที่อาจจะหาคาที่เหมาะสมไมไดเลย ดังนั้นการใชวิธีหาคําตอบ
ไฟไนตเอลิเมนตแบบกาวอัตโนมัตินั้นจึงควรมีการศึกษาเพิ่มเติมถึงคา Input ที่เหมาะสมในแตละกรณี
สําหรับปญหาหลายๆแบบดวย

พารามิเตอรที่มักมีปญหาทําใหการหาคําตอบแบบกาวอัตโนมัติไมไดคําตอบซึ่งไดแก
1) Rate of Loading
2) Tolerance
3) ความละเอียดของ Mesh
4) Fluid Boundary conditions
นอกจากการหาคําตอบดวยวิธีกาวอัตโนมัติแลว โปรแกรมที่พัฒนาข้ึนยังสามารถหาคําตอบ

แบบไมกาวอัตโนมัติไดดวย (รายละเอียดดูไดจากคูมือของโปรแกรม SNAC) ซึ่งเปนความสามารถพื้น
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ฐานเดิมของโปรแกรม SNAC และควรมีการศึกษาผลลัพธที่ไดจากการวิเคราะหดวยวิธีกาวอัตโนมัติ
เปรียบเทียบกับวิธีไมกาวอัตโนมัติดวย
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ภาคผนวก ก.

Element Type, Shape Functions and Derivatives of Shape Function
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DOF Symbol
Displacement
Pore Pressure

     Shape Functions

Node r s f f*
1 1 0 2r(r-0.5) r
2 0.5 0.5  4rs -
3 0 1 2s(s-0.5) s
4 0 0.5 4s(1-r-s) -
5 0 0 2(1-r-s)(1-r-s-0.5) (1-r-s)
6 0.5 0 4r(1-r-s) -

    Derivatives of Shape Function

Node δf /δr δf / δs δf /δr* δf / δs*
1 2(2r-0.5) 0 1 0
2 4s 4r - -
3 0 2(2s-0.5) 0 1
4 -4s 4(1-r-2s) - -
5 -2[(1-r-s)+(1-r-s-0.5)] -2[(1-r-s)+(1-r-s-0.5)] -1 -1
6 4(1-2r-s) -4r - -

    * For pore pressure node

รูปที่ ก-1  6-Noded Element สําหรับการวิเคราะหแบบ Coupled Analysis

s

r(0,0)
(1,0)

(0,1)

5 6 1

2

3

4
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DOF Symbol
Displacement
Pore Pressure

    Shape Functions

Node r s f f*
1 1 0 (32/3)r(r-0.25)(r-0.5)(r-0.75) 2r(r-0.5)
2 0.75 0.25 (128/3)r(1-r-s)(r-0.25)(r-0.5) -
3 0.5 0.5 64r(1-r-s)(r-0.25)(s-0.25) 4rs
4 0.25 0.75 (128/3)r(1-r-s)s-0.25)(s-0.5) -
5 0 1 (32/3)s(s-0.25)(s-0.5)(s-0.75) 2s(s-0.5)
6 0 0.75 (128/3)s(1-r-s)(s-0.25)(s-0.5) -
7 0 0.5 64s(1-r-s)(s-0.25)(1-r-s-0.5) 4s(1-r-s)
8 0 0.25 (128/3)s(1-r-s)(1-r-s-0.25)(1-r-s-0.5) -
9 0 0 (32/3)(1-r-s)(1-r-s-0.25)(1-r-s-0.5)(1-r-s-0.75) 2(1-r-s)(1-r-s-0.5)
10 0.25 0 (128/3)s(1-r-s)(1-r-s-0.25)(1-r-s-0.5) -
11 0.5 0 64r(1-r-s)(1-r-s-0.25)(1-r-s-0.5) 4r(1-r-s)
12 0.75 0 (128/3)rs(1-r-s)(r-0.25) -
13 0.5 0.25 128rs(1-r-s)(r-0.25) -
14 0.25 0.5 128rs(1-r-s)(s-0.25) -
15 0.25 0.25 128rs(1-r-s)(1-r-s-0.25) -

รูปที่ ก-2 15-Noded Element สําหรับการวิเคราะหแบบ Coupled Analysis (1 ใน 2)

s

r(0,0)
(1,0)

(0,1)

9         10         11        12       1

2

5

 6

3

4

 7

 8

15       13

14
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Derivatives of Shape Function
 Node δf /δr δf / δs δf /δr* δf / δs*

1 (32/3)[(r-0.5)(r-0.75)(2r-
0.25)+r(r-0.25)((r-0.75)+(r-

0.5))]

0 2(2r-
0.5)

0

2 (128/3)s[(r-0.5)(2r-0.25)+r
(r-0.25)]

(128/3)r(r-0.25)(r-0.5) - -

3 64s(s-0.25)(2r-0.25) 64r(r-0.25)(2s-0.25) 4s 4r
4 (128/3)s(s-0.25)(s-0.5) (128/3)r[(s-0.5)(2s-0.25)+s(s-

0.25)]
- -

5 0 (32/3)[(s-0.5)(s-0.75)(2s-
0.25)+s(s-0.25)(2s-1.25)]

0 2(2s-
0.5)

6 -(128/3)s(s-0.25)(s-0.5) (128/3)[(1-r-s)((s-0.5)(2s-
0.25)+s(s-0.25))+s(s-0.25)(s-

0.5)]

- -

7 -64s(s-0.25)[(1-r-s-0.5)+(1-
r-s)]

64[(1-r-s)(1-r-s-0.25)(2s-
0.25)-s(s-0.25)((1-r-s-0.25)+

(1-r-s))]

-4s 4(1-r-
2s)

8 -(128/3)s[(1-r-s-0.5)((1-r-s-
0.25)+(1-r-s))+(1-r-s)(1-r-s-

0.5)]

(128/3)[(1-r-s)(1-r-s-0.25)(1-
r-s-0.5)-s((1-r-s-0.5)((1-r-s-
0.25)+(1-r-s))+(1-r-s)(1-r-s-

0.25)]

- -

9 -(32/3)[(1-r-s-0.5)(1-r-s-
0.75)(1-r-s-0.5)-r(1-r-s-0.5)
((1-r-s-0.25)+(1-r-s))+(1-r-

s)(1-r-s-0.25)]

-(32/3)[(1-r-s-0.5)(1-r-s-0.75)
((1-r-s-0.25)+(1-r-s))+(1-r-s)
(1-r-s-0.25)((1-r-s-0.5)+(1-r-

s-0.75))]

-2[(1-r-
s)+(1-r-
s-0.5)]

-2[(1-r-
s)+(1-r-
s-0.5)]

10 (128/3)[(1-r-s)*(1-r-s-0.25)
(1-r-s-0.5)-r((1-r-s-0.5)((1-r-
s-0.25)+(1-r-s)))+(1-r-s)(1-

r-s-0.25)]

-(128/3)r[(1-r-s-0.5)((1-r-s-
0.25)+(1-r-s))+(1-r-s)(1-r-s-

0.25)]

- -

11 64[(1-r-s)(1-r-s-0.25)(2r-
0.25)-r(r-0.25)((1-r-s-0.25)+

(1-r-s))]

-64r(r-0.25)[(1-r-s-0.25)+(1-
r-s)]

4(1-2r-
s)

-4r

12 (128/3)[(1-r-s)((r-0.5)(2r-
0.25))+r(r-0.25))-r(r-0.25)(r-

0.5)]

-(128/3)r(r-0.25)(r-0.5) - -

13 128s[(1-r-s)(2r-0.25)-r(r-
0.25)]

128r(r-0.25)(1-r-2s) - -

14 128s(s-0.25)(1-2r-s) 128r[(1-r-s)(2s-0.25)-s(s-
0.25)]

- -

15 128s[(1-r-s)*(1-r-s-0.25)-r
(1-2r-s)]

128r[(1-r-s)(1-r-s-0.25)-s((1-
r-s)+(1-r-s-0.25))]

- -

    * For pore pressure node
รูปที่ ก-2 15-Noded Element สําหรับการวิเคราะหแบบ Coupled Analysis (2 ใน 2)
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ภาคผนวก ข.

Coordinates and Weighted Factors of Gauss (Integration) Points
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DOF Symbol
Displacement
Pore Pressure

              3 Points Scheme (for Pore Pressure Nodes)

Point r s Weight
1 0.666666666666666 0.166666666666666 0.166666666666666
2 0.166666666666666 0.666666666666666 0.166666666666666
3 0.166666666666666 0.166666666666666 0.166666666666666

              6 Points Scheme (for Displacement Nodes)

Point r s Weight
1 0.816847572980459 0.091576213509771 0.054975871827661
2 0.091576213509771 0.816847572980459 0.054975871827661
3 0.091576213509771 0.091576213509771 0.054975871827661
4 0.108103018168070 0.445948490915965 0.111690794839006
5 0.445948490915965 0.108103018168070 0.111690794839006
6 0.445948490915965 0.445948490915965 0.111690794839006

รูปที่ ข-1 Coordinates and Weighted Factors of Gauss Points for 6-Noded Element

s

r(0,0)
(1,0)

(0,1)

1 2 3

4

5

6

x x x

x x

x
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DOF Symbol
Displacement
Pore Pressure

           16 Gauss Points Scheme

Point r s Weight
1 0.333333333333333 0.333333333333333 0.072157803838894
2 0.658861384496478 0.170569307751761 0.051608685267359
3 0.170569307751761 0.658861384496478 0.051608685267359
4 0.170569307751761 0.170569307751761 0.051608685267359
5 0.898905543365938 0.050547228317031 0.016229248811599
6 0.050547228317031 0.898905543365938 0.016229248811599
7 0.050547228317031 0.050547228317031 0.016229248811599
8 0.081414823414554 0.459292588292723 0.047545817133642
9 0.459292588292723 0.081414823414554 0.047545817133642
10 0.459292588292723 0.459292588292723 0.047545817133642
11 0.008394777409958 0.263112829634638 0.013615157087217
12 0.008394777409958 0.728492392955404 0.013615157087217
13 0.728492392955404 0.008394777409958 0.013615157087217
14 0.728492392955404 0.263112829634638 0.013615157087217
15 0.263112829634638 0.728492392955404 0.013615157087217
16 0.263112829634638 0.008394777409958 0.013615157087217

รูปที่ ข-2 Coordinates and Weighted Factors of Gauss Points for 15-Noded Element

s

r(0,0)
(1,0)

(0,1)

9         10         11        12       1

2

5

 6

3

4

 7

 8

15       13

14
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ภาคผนวก ค.

Published data for Parameters of MIT-E3 Soil Model
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รูปที่ ค-1 Input Parameters for MIT-E3  Soil Model
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ภาคผนวก ง.

Suitability of Elements for Predicting Collapse Loads Accurately
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รูปที่ ง-1 Suitable of Element for Predict Collapse Load
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ภาคผนวก จ.

Biot’Consolidation Formulation and Automatic Solution Implemented in Finite Element Method
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System of first order differentiation equations for finite element coupled Consolidation
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Automatic time stepping scheme for elasto-plastic consolidation (Sloan and Abbo, 1999)

System of nonlinear equations:
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Terminating check for Newton-Raphson iteration
TOLERANCEUUh ii ≤~/~&δθ

       where  U~  corresponds to the displacement entries in X~

       and     U&~  corresponds to the velocity entries in V.
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Automatic algorithm
Step 1. Initialization

1.1 Enter wt the otot XX &, , Tolerance, time step ∆t, State parameter at current
      integration point
1.2 Set t=t0 and h=min{hlast,Dt}
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Step 2. Main subincrementation
2.1 Compute htX +

&  and htX +

~  using Newton-Raphson algorithm, if the solution
                fails to converge, set

hh 25.0←
      and try again
2.2 Estimate error for the current subincrement using

htt
u
ht UUhError ++ −= &&
2
1

      where U&  denotes the velocity component of X& .
2.3 Estimate relative error for current subincrement using

ht
u
ht

u
ht UErrorR +++ = ~/

      where u
htU +

~ is the displacement component of htX +
~

2.4 If  TOLERANCERu ht >+   then
}1.0,/8.0max{ u

htRTOLERANCEq +=

     qhh ←

     return to step 2.1
      else

     - update new displacement and pore pressure using
              )(

2
1

htttht XXXX ++ ++= &&

- for each integration point compute strains

        






 +=∆ + )(
2 htt uuhB &&ε

- update new stresses and state parameters by integrating
  constitutive  laws
- estimate a new subincrement size factor by
      { }0.2,/8.0min u

htRTOLERANCEq +=

     if previous subincrement was unsuccessful, then { }0.1,min qq =

     htt +←

     qhh =
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{ }thhlast ∆= ,min

{ }ttthh o −∆+← ,min

return to step 2.1
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