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 The objective of this thesis is to develop a finite element program for analyzing ground
movement problems in geotechnical engineering. The distinct features of the program include: 1)
the MIT soil model; 2) coupled displacement-pore pressure and consolidation analysis; and 3)
automatic time-stepping algorithm.

The computer program is developed from the basis of the finite element code of program
SNAC (Abbo and Sloan, 1997) and written in the FORTRAN language. The MIT model (MIT-E3,
Whittle, 1987) is an effective stress model with the critical state soil mechanics, which can capture
most real behaviors of natural normally and over-consolidated clay, including small-strain non-
linearity, strain softening, and anisotropic strength. The governing equations for coupled
consolidation are treated as a system of first-order differential equations and solved by the
backward Euler and Thomas and Gladwell scheme. The elasto-plastic finite element solutions are
obtained by using the automatic time-stepping algorithm with error control.

The developed program is verified numerically by analyzing a problem of triaxial
undrained compression test. The verifications are carried out at the stress-strain relationship
integration, and at the finite element discretization. The results of these two verifications match
each other very well, indicating that the written code is numerically correct and accurate. In
addition, the program shows a higher efficiency, compared to the original MIT one in terms of
superior computational speed. Then, the developed program is also applied to analyze two-
dimensional problem in geotechnical engineering, namely; Plane Strain problem, strip footing. The
analysis also consider the boundary conditions of footing as flexible and rough. The analysis
results have shown that the developed program can analyze selected problems accurately and
efficiently, thus providing a suitable analysis and design tool for geotechnical problems in practice.

Department       Civil Engineering               Student’s signature..............................................          
Field of study    Civil Engineering               Advisor’s signature..............................................          
Academic                 year  2002                                     



ฉ

กิตติกรรมประกาศ
การทําวิจัยในวิทยานิพนธหัวขอ "การพัฒนาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตรวมกับแบบ

จําลองดินขั้นสูงสําหรับปญหาสองมิติในชั้นดินเหนียว" ผูวิจัยขอกราบขอบพระคุณผูชวย
ศาสตราจารย ดร. บุญชัย อุกฤษชน อาจารยที่ปรึกษาวิทยานิพนธที่ใหโอกาสในการทําวิทยา
นิพนธฉบับนี้ และขอกราบขอบพระคุณสําหรับ ความเอาใจใส คําปรึกษาและคําแนะนําที่มีคา
ตลอดจนความชวยเหลือ และความเขาใจในปญหาทั้งหมดที่เกิดขึ้นตลอดระยะเวลาของการทํา
วิทยานิพนธฉบับนี้รวมถึงผูชวยศาสตราจารย ดร. ทวี ธนะเจริญกิจ ผูชวยศาสตราจารย ดร.
สุรฉัตร สัมพันธารักษ และผูชวยศาสตราจารย ดร. สุพจน เตชวรสินสกุล ที่ไดใหคําชี้แนะและรวม
เปนกรรมการตรวจสอบวิทยานิพนธฉบับนี้จนเสร็จสมบูรณ

ขอขอบคุณเพื่อนๆ และนองๆที่จุฬาฯ ทุกคนที่คอยใหกําลังใจและความชวยเหลือในทุกๆ
ดานทําใหการทําวิทยานิพนธฉบับนี้เสร็จสมบูรณลงได

ขอขอบคุณ พญาบาลสุวณี สูญพนไร และเภสัชกรปฐม จูจันทร สําหรับความชวยเหลือ
กําลังใจ และคําปรึกษาตลอดระยะเวลาที่เขาโรงพยาบาล

สุดทายนี้ ขอรําลึกถึงพระคุณบิดา มารดา ที่ไดอบรมส่ังสอน มอบพละกําลังสติปญญา
และกําลังใจ รวมถึงพี่ชายและพี่สาวทั้งสองคนที่คอยใหความชวยเหลือในการทําวิทยานิพนธฉบับ
นี้จนเสร็จสมบูรณ

นบปนม แกวหานาม



สารบัญ

หนา
บทคัดยอภาษาไทย……………………………………………………..………………………... .ง
บทคัดยอภาษาอังกฤษ………………………………………………………………..…...……...จ
กิตติกรรมประกาศ……………………………………………………………….………………. .ฉ
สารบัญ………………………………………………………………………………….……….. .ช
สารบัญภาพ………………………………………………………………………………….…....ฐ
บทที่
บทที่ 1 บทนํา………………………………………………………………………………………1

1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา……………………………………………….......1
1.2 วัตถุประสงคของการวิจัย………………………………………………………………....…2
1.3 ของเขตของงานวิจัย………………………………………………………………………....3
1.4 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ………………………………………………………………......3

บทที่ 2 ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต………………………………………………………………..5
  2.1 บทนํา………………………………………………………………………………………...5
  2.2 การสรางสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาของแข็ง…………………………………….5
  2.2.1 สัณฐานของปญหา Plane Strain…………………………………………………..6
          2.2.2 หลักการของวิธีงานเสมือน………………………………………………………… .8
          2.2.3 สมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาของแข็ง………………………….. …………8
  2.3 เมตริกซในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต…………………………………………………...…12
  2.4 การอินทิเกรตเชิงตัวเลข…………………………………………………………………..…13
  2.5 การหาผลเฉลยของปญหาที่ไมเชิงเสน…………………………………………………...…14

บทที่ 3 ทฤษฎีพลาสติกสําหรับดิน……………………………………………………………..…15
  3.1 บทนํา……………………………………………………………………………………..…15
  3.2 พลาสติกสวนเพิ่มเชิงเสน……………………………………………………………………15
  3.2.1 ความเครียดสวนเพิ่มแบบอีลาสติก……………………………………………….16
           3.2.2 ความเครียดสวนเพิ่มแบบพลาสติก………………………………………….……17
           3.2.3 Yield Function……………………………………………………………………18



สารบัญ(ตอ) 

บทที่ หนา
           3.2.4 Elastic Unloading และ Plastic Loading……………………………………….19

บทที่ 4 แบบจําลองดิน……………………………………………………………………….…..20
  4.1 บทนํา…………………………………………………………………………………….....20
  4.2 แบบจําลองดิน MIT-E3………………………………………………………………….....20
  4.2.1 ขอดีของแบบจําลองดิน MIT-E3……………………………………………….....20

4.2.2 ฟอรมูเลชันของแบบจําลองดิน MIT-E3……………………………………….....21
4.2.3 พารามิเตอรของแบบจําลองดิน MIT-E3……………………………………. …..25

บทที่ 5 การตรวจสอบและการประยุกต………………………………………………………….26
  5.1 บทนํา……………………………………………………………………………………….26
  5.2 การตรวจสอบโปรแกรม………………………………………………………………….. 26

5.2.1 การตรวจสอบโปรแกรมสวน Stress-Strain Relation Integration…………….. 26
5.2.2 การตรวจสอบความถูกตองของ Coupled Consolidation……………………….28

บทที่ 6 สรุปผลการวิจัยและขอเสนอแนะ………………………………………………………...35
6.1 สรุปการวิจัย………………………………………………………………………………….35
6.2 ขอเสนอแนะและขอควรระวังในการวิเคราะหปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต………36
รายการอางอิง…………………………………………………………………………………....38
บรรณานุกรม……………………………………………………………………………………..40
ภาคผนวก

ภาคผนวก ก Element Type, Shape Functions and Derivatives of
                                Shape Function…………………………………………………………42

ภาคผนวก ข Coordinates and Weighted Factors of Gauss (Integration) Points 46
ภาคผนวก ค Published Data for Parameters of MIT-E3 Soil Model……………...49



สารบัญ(ตอ) 

บทที่ หนา
ภาคผนวก ง Stability of Elements for Predicting Collapse Loads Accurately..…51
ภาคผนวก จ Biot’s Consolidation Formulation and Automatic Solution

                               implemented in Finite Element Method..……………………………..53

ประวัติผูเขียนวิทยานิพนธ………………………………………...……………………………..59



สารบัญภาพ

ภาพประกอบ หนา
2.1 มวลของแข็งสําหรับปญหา Plane Strain ภายใตแรงกระทําภายนอก t, fB, RC

i…………… ..6
2.2 Element Assembly ที่ใชแทนของแข็งในปญหา Plane Strain ในระบบพิกัดรวม x,y……….8
2.3 Global และ Local Coordinate System สําหรับเอลิเมนตในปญหาสองมิติ………………..9
2.4 วิธีการหาผลเฉลยของปญหาที่ไมเชิงเสนแบบ Newton-Ralphson………………………….14
3.1 Plastic Potential Surface g and Plastic Strain Increment Direction……………………17
3.2 Yield Surface สําหรับ Plastic Model……………………………………………………….18
4.1 Conceptual Model of Unload-Reloaded used by MIT-E3…………………………...…23
4.2 Bounding Surface และ Critical State Cone สําหรับแบบจําลองดิน MIT-E3…………….24
4.3 Stress Path ของ Undrained Triaxial Compression Test (BBC).. ……………………….26
4.4 Stress-Strain Relationship ของ Undrained Compression Test (BBC)..……………….26
5.1 ผลการเปรียบเทียบความถูกตองของ Stress-Strain Integration……………………………28
5.2 ผลการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของ Stress-Strain Integration…………………………...29
5.3 ปญหาการทดลองแรงอัดสามแกนแบบไมระบายน้ําในการวิเคราะหดวยโปรแกรม………...30
5.4 เปรียบเทียบผลการวิเคราะหจากไฟไนตเอลิเมนตกับ Stress-Strain Relationship

Integration………......…..…………………………………………………………………..29
5.5 ปญหา Flexible Rough Strip Footing………………………….…………………………...30
5.6 Load-Displacement Curves ของปญหา Footing……….…………………………………32
5.7 การเสียรูปของดินเมื่อส้ินสุดการ Loading……………………………………………………32
5.8 เวกเตอรการเคลื่อนตัวของดิน (ขยาย 10 เทา)..……………………………………………...33
5.9 Horizontal Displacement Contour…………………………………………………………33
5.10 Vertical Displacement Countour…………………………………………………………34
ก-1 6 Noded Element สําหรับการวิเคราะหแบบ Coupled Analysis..………………………...43
ก-2 15 Noded Element สําหรับการวิเคราะหแบบ Coupled Analysis (1 ใน 2)……………....44
ก-2 15 Noded Element สําหรับการวิเคราะหแบบ Coupled Analysis (2 ใน 2)……………....45
ข-1 Coordinates of Gauss Points and Weighted Factors for 6-Noded Element………….47
ข-2 Coordinates of Gauss Points and Weighted Factors for 15 Noded Element… …..…48
ค-1 Input Parameters for MIT-E3 Soil Model..………………………………………………..50
ง-1 Suitable Element for Predicting Collapse Loads.. ………………………………………52



บทที่ 1

บทนํา

1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา

ในงานวิศวกรรมปฐพีมักจะตองเกี่ยวของกับการคาดคะเนการเคลื่อนตัวของดิน(Ground
Movement Prediction) อยูเสมอ เชน การคํานวณระยะทรุดตัวของฐานรากตื้นหรือฐานรากเสาเข็ม
การคํานวณระยะการทรุดตัวเนื่องจากการอัดตัวคายน้ําใตคันดินถม การคํานวณระยะโกงตัวดานขาง
ของกําแพงกันดิน การวิเคราะหการเคลื่อนตัวทั่วๆไป มักจะใชสูตรเอ็มพิริคัล (Empirical) สูตรกึ่งเอ็มพิ
ริคัล (Semi-empirical) หรือกราฟชวยออกแบบ (Design Chart) ซึ่งวิธีที่กลาวมานี้สวนใหญตั้งอยูบน
สมมติฐานหลายอยาง มีขอจํากัดคอนขางมาก ใชไดเฉพาะกับปญหาที่มีความซับซอนทางเรขาคณิต
(Geometry)และความซับซอนของน้ําหนักบรรทุก(Loading)ไมมาก อีกทั้งในบางปญหายังไมสามารถ
วิเคราะหการเคลื่อนตัวไดทุกๆจุดที่ตองการ

การวิเคราะหการเคลื่อนตัวอีกวิธีหนึ่งที่ไดรับการยอมรับอยางกวางขวางวาสามารถใหผล
เฉลยทั่วทั้งมวลดินภายในขอบเขตของปญหาได มีความแมนยํา (Accuracy) สูง และสามารถทําการ
วิเคราะหปญหาที่มีความซับซอนทั้งทางเรขาคณิตและน้ําหนักบรรทุกไดคือ การวิเคราะหการเคลื่อนตัว
ดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Method) ซึ่งในการวิเคราะหการเคลื่อนตัวดวย
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมีสวนประกอบที่สําคัญสองอยางคือ โปรแกรมคอมพิวเตอรที่คํานวณดวย
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต และ แบบจําลองทางคณิตศาสตรที่จําลองพฤติกรรมของดิน (Soil Model)

แบบจําลองที่ใชในการวิเคราะหการเคลื่อนตัวในงานวิศวกรรมปฐพีที่มีใชกันในขณะนี้ มีทั้ง
แบบจําลองที่ไมไดถูกคิดคนขึ้นมาสําหรับดินโดยเฉพาะ เชน แบบจําลอง Linear Isotropic Elastic
(เชน  Heyman,1982) แบบจําลอง Anisotropic Elastic (เชน Heyman,1982 ; Love,1927) และแบบ
จําลองที่ถูกคิดคนขึ้นมาสําหรับดินโดยเฉพาะคือ แบบจําลอง Cam Clay (Roscoe and
Schofield,1963) แบบจําลอง Modified Cam Clay (Roscoe and Burland,1968) แบบจําลอง Clay
and Sand Model (Yu,1998) แบบจําลองเหลานี้เปนแบบจําลองที่งายตอการนําไปใช เนื่องจากไม
คอยมีความซับซอนมากนัก อีกทั้งยังใชพารามิเตอร(Parameter) จํานวนไมมาก อยางไรก็ตามแบบ
จําลองเหลานี้ไมสามารถอธิบายพฤติกรรมที่สําคัญของดินไดเทาที่ควร
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ในปจจุบันแบบจําลองทางคณิตศาสตรข้ันสูงของดิน(Advanced Soil Model) ไดถูกพัฒนา
ขึ้นจากนักวิจัยทั่วโลก หนึ่งในแบบจําลองที่นาสนใจเหลานี้ สามารถที่จะอธิบายพฤติกรรมที่สําคัญของ
ดินเหนียว เชน Stress History, Small Strain Nonlinearity, Histeretic Stress-Strain Response,
Coupling of Volumetric and Shear Deformation, Anisotropy, Kinematic Plasticity, Strain
Softening during Undrained Loading ไดเปนอยางดีคือ แบบจําลอง MIT-E3 (Whittle,1987) ซึ่งได
รับการพัฒนาและตรวจสอบผลการคาดคะเนการเคลื่อนตัวของดินกับผลการทดสอบดินในหองปฏิบัติ
การจากดินหลาย ๆ แหงแลววาใหผลลัพธใกลเคียงกันมาก ดังนั้นการพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรที่
สามารถวิเคราะหการเคลื่อนตัวดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตรวมกับแบบจําลองดิน MIT-E3 ขึ้นมา
จึงมีความสําคัญอยางมากในงานวิศวกรรมปฐพี

1.2 วัตถุประสงคของการวิจัย

ดังที่ไดกลาวมาแลววา การวิเคราะหการเคลื่อนตัวดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเปนวิธีที่
สามารถใหผลเฉลยทั่วทั้งขอบเขตของปญหาได และมีความแมนยําสูง นอกจากนี้ยังสามารถทําการ
วิเคราะหปญหาที่มีทั้งความซับซอนทางเรขาคณิตและความซับซอนของน้ําหนักบรรทุกมากได และ
แบบจําลองดินขั้นสูง MIT-E3 เปนแบบจําลองดินที่อธิบายพฤติกรรมของดินเหนียวที่สําคัญหลาย ๆ
อยางไดอยางถูกตอง นอกจากนี้การประมวลผลดวยคอมพิวเตอรก็สามารถกระทําไดอยางรวดเร็ว และ
มีประสิทธิภาพสูง

ดังนั้นวัตถุประสงคหลักในการทําวิจัยคือ
1. พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สามารถวิเคราะหการเคลื่อนตัวดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิ

เมนตใหสามารถนํามาใชรวมกับแบบจําลองดิน MIT-E3 ในปญหาการเคลื่อนตัวทาง
วิศวกรรมปฐพีแบบสองมิติในชั้นดินเหนียวที่เกิดขึ้นไดจริง

2. รวบรวมผลงานวิจัยที่เกี่ยวของกับเทคนิคตางๆในการปรับปรุงระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต
ที่ตีพิมพข้ึนมาใหมๆ และนํามาประยุกตใชในโปรแกรมที่พัฒนาข้ึน เพื่อเพิ่มความเร็ว และ
ประสิทธิภาพของโปรแกรม

3. พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรในสวนรับขอมูล และสวนแสดงผลลัพธจากการวิเคราะห
การเคลื่อนตัวดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตรวมกับแบบจําลองดิน MIT-E3 ใหสามารถ
ใชงานไดอยางสะดวก
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3.1 ประยุกตใชโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดพัฒนาขึ้นมากับปญหาสองมิติที่นาสนใจซึ่งพบ
ไดบอยในทางปฏิบัติ

1.3 ขอบเขตของงานวิจัย

ขอบเขตการทําวิจัยในวิทยานิพนธฉบับนี้ประกอบดวย 3 หัวขอหลักคือ
1. การพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอร

1.1 การพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับการการวิเคราะหการเคลื่อนตัวดวยระเบียบ
วิธีไฟไนตเอลิเมนตรวมกับแบบจําลองดิน MIT-E3 สําหรับปญหาสองมิติ โดยเลือกใช
ภาษาคอมพิวเตอรชั้นสูงที่มีความเร็วสูง (FORTRAN)

1.2 การรวบรวมผลงานวิจัยที่เกี่ยวของกับเทคนิคตางๆที่ทําใหระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต
มีความเร็ว และประสิทธิภาพสูง และนํามาประยุกตใชในโปรแกรมคอมพิวเตอรที่
พัฒนาขึ้น

1.3 การพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรในสวนรับขอมูลและสวนแสดงผลลัพธจากการ
วิเคราะหการเคลื่อนตัวดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต

2. การตรวจสอบการทํางานของโปรแกรมคอมพิวเตอร
2.1 การตรวจสอบความถูกตองของแบบจําลองดินในโปรแกรมคอมพิวเตอรโดยอางอิง

จากเอกสารของ Whittle (1993) ที่แสดงผลการทํานายดวยแบบจําลองดิน MIT-E3
2.2 การตรวจสอบความถูกตองของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโปรแกรมคอมพิวเตอร

โดยอางอิงจากเอกสารของ Whittle(1993) ที่แสดงผลการทํานายดวยแบบจําลองดิน
MIT-E3 รวมกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต

3. การประยุกตใช
3.1 ประยุกตใชโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดพัฒนาข้ึนมากับปญหา Footing

1.4 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ

ประโยชนที่คาดวาจะไดรับจากการวิจัยนี้แบงออกเปนสองหัวขอดังนี้
1. ประโยชนทางวิชาการ
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1.1 การพัฒนาองคความรูดาน แบบจําลองดินขั้นสูงที่เหมาะสม(MIT-E3 Soil Model) ให
สามารถนํามาใชรวมกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตได

1.2 การพัฒนาระบบการวิเคราะหการเคลื่อนตัวดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตใหมีประ
สิทธิภาพสูงดวยเทคนิคที่มีการตีพิมพข้ึนใหมๆ

2. ประโยชนทางการประยุกตใช
2.1.1 การประยุกตใชโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดพัฒนาข้ึนมากับปญหาสองมิติที่

นาสนใจซึ่งพบไดบอยในทางปฏิบัติ
2.2 นอกจากการประยุกตใชโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดพัฒนาข้ึนมากับปญหาสองมิติที่

นาสนใจดังไดกลาวมาแลว โปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้นยังสามารถวิเคราะห
การเคลื่อนตัวของปญหา Boundary Value Problem ประเภทอื่นที่มีความใกลเคียง
กับปญหาทั้งสามขางตนได



บทที่ 2

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต

2.1 บทนํา

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Method) เปนวิธีการเชิงตัวเลข(Numerical
method) วิธีหนึ่งที่ใชในการหาผลเฉลยโดยประมาณ (Approximated Solution) ของปญหาเงื่อนไข
ขอบเขต (Boundary Value Problem) ในงานวิศวกรรม เชน ปญหาการถายเทความรอน (Heat
Transfer) ปญหาการไหลของของไหล (Fluid Flows) ปญหาของแข็ง (Solid) ปญหาโครงสราง
(Structure) เปนตน ปญหาที่เกิดขึ้นไดจริงทางปฏิบัติในงานวิศวกรรมปฐพีสามารถทําการวิเคราะหได
ดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตซึ่งโดยทั่วไปปญหาในงานวิศวกรรมปฐพีที่จะทําการวิเคราะหดวย
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตจะอยูในรูปแบบของปญหาของแข็ง

หลักการของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในปญหาเงื่อนไขขอบเขตทั่วๆไปเริ่มจากการแบง
(Discretization) มวล (Body) ที่อยูภายในขอบเขตของปญหา (Boundary) ที่จะทําการวิเคราะหออก
เปนสวนยอยหลายๆสวน แตละสวนจะเรียกวาเอลิเมนต (Element) ซึ่งเอลิเมนตยอยเหลานี้อาจจะมี
ขนาดและรูปรางที่ตางกันได เอลิเมนตที่อยูติดกันจะไมเชื่อมตอกัน (Discrete) ที่ขอบแตจะเชื่อมตอกัน
ที่ Node ซึ่งเปนจุดมุมและจุดบนดานของเอลิเมนตเทานั้น นอกจาก Node จะเปนจุดที่เชื่อมตอของเอ
ลิเมนตแลวยังเปนจุดที่จะหาคาตัวแปรไมทราบคา (Unknown Variable) ของปญหา เชน ปริมาณการ
เคลื่อนตัว (Displacement) และความเคน (Stress) ดวย เมื่อมวลถูกแบงเปนเอลิเมนตยอยๆแลวก็ทํา
การสรางสมการทางกายภาพ (Physical Equation) ที่สอดคลองกับปญหาของแตละเอลิเมนตยอยนี้
โดยสมการที่สรางขึ้นจะอยูในรูปของตัวแปรตางๆที่กําหนดขึ้นที่ Node ของเอลิเมนตนั้น เมื่อไดสมการ
ของแตละเอลิเมนตแลว จึงนําสมการของทุกเอลิเมนตมาประกอบรวมกันกอใหเกิดเปนระบบสมการ
รวม (Simultaneous Equations) จากนั้นจึงทําการกําหนดเงื่อนไขที่ขอบเขตของปญหา แลวจึงแก
ระบบสมการรวมนั้น ผลลัพธที่ไดก็คือคาของตัวแปรไมทราบคาที่ Node ที่กําหนดขึ้นทั้งหมด

2.2 การสรางสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาของแข็ง

การสรางสมการไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Equation Formulation) สําหรับปญหาทาง
ดานของแข็งมีอยูหลายวิธีดวยกันคือ Displacement Method, Force Method และ Mixed Method
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สําหรับ Displacement Method จะกําหนดใหปริมาณการเคลื่อนตัวที่ Node เปนตัวแปรไมทราบคา
เมื่อสรางสมการสําหรับทุกเอลิเมนตเสร็จ ก็ทําการแกสมการเพื่อหาผลเฉลยของปริมาณการเคลื่อนตัว
ที่ Node นั้น และเมื่อทราบปริมาณการเคลื่อนตัวแลว ตัวแปรอื่นๆที่สนใจ เชน ความเคน ความเครียด
ก็จะสามารถคํานวณไดโดยตรงจากปริมาณการเคลื่อนตัว ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตที่สรางสมการ
ดวยวิธีการเชนนี้เรียกวา Displacement-Based Finite Element Method สวนใน Force Method จะ
กําหนดใหความเคนเปนตัวแปรไมทราบคา และใน Mixed Method จะกําหนดใหทั้งปริมาณการ
เคลื่อนตัวและความเคนเปนตัวแปรไมทราบคาไปพรอมๆกัน ในทั้งสามวิธีใชหลักการของวิธีงานเสมือน
(Virtual Work Principle) สรางสมการไฟไนตเอลิเมนตที่แสดงความสัมพันธของตัวแปรไมทราบคา
ตางๆขึ้นมาได สําหรับงานวิจัยในวิทยานิพนธฉบับนี้จะใช Displacement Method สรางสมการไฟไนต
เอลิเมนตสําหรับการวิเคราะหปญหาของแข็งแบบ Plane Strain เทานั้น

2.2.1 สัณฐานของปญหา Plane Strain

ของแข็งซึ่งอยูในสภาพสมดุลสถิตที่จะวิเคราะหแบบ Plane Strain ดังแสดงในรูปที่ 2.1 มวล
ของแข็ง Ω มีพื้นผิว Γ ซึ่งประกอบดวยพื้นผิวของสองระนาบที่ขนานกัน Γ1 และพื้นผิวตามความหนา
Γ2 อีกสวนหนึ่ง โดยที่ Γ =Γ1∪Γ2 และ Γ1∩Γ2=∅  มวล Ω มีความหนาสม่ําเสมอ h โดยที่ h มีคาสูง
มากเมื่อเทียบกับขนาดของมวล  แรงกระทําภายนอกตอ Ω เหมือนกับปญหาสามมิติทั่วไปคือ แรง
แบบแผกระจาย (Traction) t แรงกระทําแบบจุด (Concentrated Load) Rc

i และแรงวัตถุหรือแรง
กระทําตอหนึ่งหนวยปริมาตร (Body Load) fB

รูปที่ 2.1 มวลของแข็งสําหรับปญหา Plane Strain ภายใตแรงกระทําภายนอก t , fB และ RC
i

Ri
C

y

x

Ω

Γ

fB

t

Roller
support

x

yz

Surface traction t
Fixed
Support
points

h

Concentrated
load, Ri

C

Ω

Γ2

fB

Γ1
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แรงทั้งหมดที่กระทําตอมวลเปนไปตามสมมติฐานของ Plane Strian คือ
 1) ไมมีแรงกระทําที่พื้นผิวของมวลที่อยูบน Γ1

 2) แรงภายนอกที่กระทําตามความหนามีคาคงที่ในทิศของแกน z
3) แรงวัตถุ fB  ไมมี Component ตามทิศทางของแกน z
สมมติฐานทั้งสามขอทําใหปญหา Plane Strain มีความงายขึ้นกวาปญหาสามมิติทั่วๆไปคือ

สามารถลดมิติของปญหาแบบสามมิติบนระบบพิกัด x,y,z เปนปญหาสองมิติบนระนาบ x,y ได ดังนั้น
แรงทั้งสามแบบที่กระทําตอมวลจะประกอบดวย 2 Component ตามทิศทางของแกน x,y ดังนี้

                                    ;







= B

Y

B
XB

f
f

f     ;







=

y

X

t
t

t        







= i

CY

i
CXi

C R
R

R (2.1)

ปริมาณการเคลื่อนตัวของมวลที่จุดใดๆในมวล U(x,y) วัดจากตอนที่ยังไมมีแรงมากระทําถึงขณะใด
ขณะหนึ่งที่แรงกระทําอยูมี 2 Component เหมือนกันคือ

                                                          







=
V
U

yxU ),( (2.2)

ปริมาณความเครียด (Strain) ที่เกิดขึ้นที่จุดใดๆภายในมวลอันเนื่องมาจากมวลเกิดการเสียรูป
หรือมีปริมาณเคลื่อนตัวที่ผิว U เมื่อมีแรงภายนอกกระทําคือ
                                                [ ]ZZXYYYXX

T εγεεε = (2.3)
สําหรับปญหาที่ถือวามีปริมาณการเคลื่อนตัวและปริมาณความเครียดนอยมาก (Small strain

and small displacement problem) นั้นจะไดวา
(2.4)

และความเคน (Stress) ที่จุดใดๆภายในมวลเมื่อมีปริมาณความเครียด ε เกิดขึ้นคือ
(2.5)

โดยที่
 σ = Cε +  σΙ (2.6)

ในสมการ (2.6) C คือเมตริกซที่แสดงความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียด
(Stress-Strain Transformed Matrix) ของวัสดุที่เปนมวลของปญหา และ σΙ  คือเวกเตอรความเคน
เร่ิมตน (Initial Stress) ในมวลกอนที่จะมีแรงภายนอกมากระทํา

[ ]ZZXYYYXX
T στσσσ =

X
V

Y
U

Z
W

Y
V

X
U

XYZZYYXX ∂
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+
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=
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∂
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2.2.2 หลักการของวิธีงานเสมือน

หลักการพื้นฐานของวิธีงานเสมือนซึ่งกลาวไววา งานเสมือนรวมภายใน (Internal Virtual
Work) ซึ่งเกิดจากความเคนจริงภายในมวลเคลื่อนผานความเครียดเสมือนภายในที่สอดคลองกับการ
เคลื่อนตัวเสมือนที่ผิว มีคาเทากับงานเสมือนรวมภายนอก (External Virtual Work) ซึ่งเกิดจากแรง
ภายนอกเคลื่อนผานปริมาณการเคลื่อนตัวเสมือนที่ผิว ซึ่งสามารถเขียนเปนสมการไดดังนี้
                งานเสมือนรวมภายใน    =   งานเสมือนรวมภายนอก

                       ∑∫∫∫ +Γ+Ω=Ω
Γ

Γ

ΩΩ i

i
C

iTBTT RUtdUdfUd
T

σε (2.7)

โดยที่         คือ  ความเครียดเสมือนที่เปนผลเนื่องมาจากการเคลื่อนตัวเสมือนที่ผิว
  คือ  ความเคนที่เกิดขึ้นในมวลที่อยูในสภาวะสมดุลเนื่องจากแรงกระทําภายนอก

        TiTT UUU ,, Γ  คือ  การเคลื่อนตัวเสมือนที่มีทิศทางสอดคลองกับแรง i
C

B Rtf ,,

        i
C

B Rtf ,,          คือ แรงกระทําภายนอก

2.2.3 สมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาของแข็ง

ดังไดกลาวมาแลวขางตนวาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเร่ิมตนดวยการแบงมวลที่อยูใน
ขอบเขตของปญหาใหเปนเอลิเมนตยอยๆที่เชื่อมตอกันที่ Node ของเอลิเมนตเทานั้น หรืออาจกลาวได
วาเราแทนของแข็งในปญหาจริงดวยโครงขายเอลิเมนต (Element Assembly) ที่เชื่อมตอกันเฉพาะที่
Node ของเอลิเมนต ดังแสดงในรูปที่ 2.2

รูปที่ 2.2 Element Assembly ที่ใชแทนของแข็งในปญหา Plane Strain ในระบบพิกัดรวม x,y

Tε
σ

Ri
C

 Ω
 Ωe

Ri
C

Γe
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อินทิกรัลทั่วทั้งปริมาตร Ω และพื้นผิว Γ ของ Element Assembly ในสมการที่ (2.7) สามารถ
เขียนใหอยูในรูปของผลรวมของอินทิกรัลทั่วทั้งปริมาตร Ωe และพื้นที่ผิว Γe ที่มาจากทุกๆเอลิเมนต
ภายใน Element Assembly ไดดังนี้

        ∑ ∑ ∑∫∫∑ ∫ +Γ+Ω=Ω
ΓΓ

ΓΓ

ΩΩ e e i

i
C

iTeeeeBTe

e

eTe RUdfUdfUd
e
q

e

T
f

ee )()(
1

)()( ,...,

)()()()()()()( σε (2.8)

อินทิกรัลตางๆในสมการที่ (2.8) สามารถหาคาไดโดยทําการอินทิเกรตทีละเอลิเมนตแยก
อิสระจากกัน เพื่อใหการอินทิเกรตสําหรับแตละเอลิเมนตงายขึ้นการอินทิเกรตจะกระทําในระบบพิกัด
เฉพาะ (Local Coordinate System) r,s ของแตเอลิเมนตนั้นแทนระบบพิกัดรวมของปญหา (Global
Coordinate System) x,y

รูปที่ 2.3 Global และ Local Coordinate System สําหรับเอลิเมนตในปญหา 2 มิติ

สําหรับเอลิเมนตหนึ่งๆ Local coordinate r และ s จะมีคาอยูระหวางคาต่ําสุดและสูงสุดคือ –
1 และ 1 ตามลําดับดังแสดงในรูปที่ 2.3 Local Coordinate ของจุดใดๆภายในเอลิเมนตสามารถหาได
โดยการประมาณไดจากพิกัดของ Node โดยใชฟงกชันการประมาณ (Interpolation Function) ดังนี้

                                ∑
=

=
N

i
i

e
i rhr

1

)(      ;     ∑
=

=
N

i
i

e
i shs

1

)( (2.9)

เมื่อ hi คือ ฟงกชันการประมาณ  และ ri, sI คือ Local coordinates สําหรับ Node i ตามลําดับ

Local Coordinates  -  (r,s)
Global Coordinates  -  (x,y)

x

y

r

s
(1,1)

(1,-1)
(-1,-1)

(-1,1)

(0,0)
r

s

x

y

(1,0)

(0,0)

(0,1)
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สําหรับเอลิเมนตแบบ Isoparametric1 แลวปริมาณการเคลื่อนตัวของจุดใดๆภายในเอลิเมนต
สามารถประมาณไดจากปริมาณการเคลื่อนตัวที่ Node ไดโดยใชฟงกชันประมาณเชนเดียวกันกับการ
หา Local Coordinate ดังนั้นสําหรับเอลิเมนต e ใดๆที่มี จํานวน Node เทากับ N แลว เวกเตอรของ
ปริมาณการเคลื่อนตัวของจุด (r,s)  บนเอลิเมนต (u(e)(r,s))  คือ

                          UsrHusrhsru e
N

i
i

e
i

e ˆ),(ˆ),(),( )(

1

)()( == ∑
=

(2.10)

โดยที่
),()( srh e

i  คือ ฟงกชันที่ใชในการประมาณการเคลื่อนตัวของเอลิเมนต e  (Displacement
Interpolation  Function ) วัดในระบบพิกัดฉากเฉพาะของเอลิเมนต r,s

),(ˆ srui     คือ ปริมาณการเคลื่อนตัวของเอลิเมนต e ที่ Node i วัดในระบบพิกัดฉากเฉพาะ
ของเอลิเมนต r,s

H(e)           คือ เมตริกซของฟงกชันประมาณการเคลื่อนตัว (Displacement Interpolation
Matrix)

            Û             คือ  เวกเตอรของปริมาณการเคลื่อนตัวที่ Node ของเอลิเมนต e วัดในระบบพิกัด
ฉากรวม ของปญหา x,y

นอกจากนี้ปริมาณความเครียดของจุดใดๆภายในเอลิเมนต e (ε(e)) ยังสามารถประมาณได
จากปริมาณการเคลื่อนตัวจากทุกๆ Node ของเอลิเมนตไดในลักษณะเดียวกันดังนี้

                                         UsrBsr ee ˆ),(),( )()( =ε   (2.11)
โดยที่  B(e) คือ  เมตริกซที่แสดงความสัมพันธระหวางความเครียดและปริมาณการเคลื่อนตัว(Strain -
Displacement  Transformation Matrix)

จากสมการที่ (2.6) จะไดวาความเคน ณ จุดใดๆภายในเอลิเมนต e (σ(e)) คือ
                                                          
1 เอลิเมนตที่ใชการประมาณตําแหนงและปริมาณการเคลื่อนตัวเปน    ∑

=

=
m

i
ii xhx

1

ˆ      ∑
=

=
n

i
iiuhu

1

' ˆ   แบงเปน 3

แบบดังนี้
    1)  isoparametric element เมื่อ m=n(จํานวน Geometry Node เทากับ จํานวน Displacement Node) และ
hi=hi’
    2) subparametric element เมื่อ m<n(จํานวน Geometry Node นอยกวา จํานวน Displacement Node) และ

order ของ hi ต่ํากวา hi’
    3) superparametric element เมื่อ m>n(จํานวน Geometry Node มากกวา จํานวน Displacement Node)

และ order ของ hi สูงกวา hi’
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                                          )()()()( eIeee C σεσ +=                                 (2.12)
โดยที่  C(e) คือ เมตริกซที่แสดงความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียด(Stress - Strain
Matrix)ของเอลิเมนต e

ในสมการที่ (2.10) และ (2.11) เปนสมการที่แสดงการประมาณคาของตัวแปรไมทราบคาที่จะ
เกิดขึ้นจริงคือปริมาณการเคลื่อนตัว u และความเครียด ε ซึ่งในการใชหลักการของวิธีงานเสมือนใน
การสรางสมการไฟไนตเอลิเมนตนี้เราจะใชวิธีการประมาณเชนเดียวกันนี้กับปริมาณการเคลื่อนตัว
เสมือนและความเครียดเสมือนดวย คือ

                                 UsrHusrhsru e
N

i
i

e
i

e ˆ),(ˆ),(),( )(

1

)()( == ∑
=

(2.13)

                                            UsrBsr ee ˆ),(),( )()( =ε  (2.14)
แทนคา                          จากสมการ (2.9) ถึง (2.13) ในสมการ (2.8) จะได

                


















Ω=











Ω ∑ ∫∑ ∫

ΩΩ e

eeBTeT

e

eeeTeT

ee

dfHUUdBCBU
)()(

)()()()()()()( ˆˆˆ

                                                                            












+ ∑ ∫
ΓΓe

eeTeS

e
q

e

dStH
)()(

1 ,...,

)()()( (2.15)

                                                                            





+













Ω− ∑ ∫
Ω

C
e

eeITe RdB
e )(

)()()( σ

หลังจากนั้นก็ใชหลักการของวิธีงานเสมือนกับสมการ (2.14) เพื่อใหไดสมการของระเบียบวิธีไฟไนตเอ
ลิเมนตโดยการใสปริมาณการเคลื่อนตัวหนึ่งหนวยในแตละ Component ของ Û เปนจํานวน n คร้ัง
เมื่อ n คือจํานวน Degree of freedom ทั้งหมดใน Û หรือจํานวนสมการทั้งหมด ผลลัพธที่ไดก็คือ
Simultaneous Equations ของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต ดังนี้
                                                             RUK =ˆ (2.16)

โดยที่ K คือเมตริกซของความแข็งเกร็งของ Element Assembly ซึ่งไดมาจากการนําเมตริกซ
ความแข็งเกร็งของแตละเอลิเมนต (K(e))มาประกอบกันดวยวิธี Direct Stiffness Method คือ

                      ∑ ∫∑
Ω

Ω==
e

eeeTe

e

e

e

dBCBKK
)(

)()()()()( (2.17)

εσε ,,,, uu
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Û  คือ เวกเตอรของปริมาณการเคลื่อนตัวซึ่งเปนตัวแปรไมทราบคาของปญหา และ R เปน
เวกเตอรของแรงภายนอกที่มากระทําซึ่งเปนผลมาจากแรงที่มากระทําตอมวลแบบตางๆดังนี้

                                
CISB RRRRR +−+= (2.18)

RB คือ เวกเตอรแรงภายนอกเนื่องจาก แรงวัตถุหรือ Body Force
                              ∑ ∑ ∫

Ω

Ω==
e e

eeBee
BB

e

dfHRR
)(

)()()()( (2.19)

RS คือ เวกเตอรแรงภายนอกเนื่องจากแรงแบบแผกระจายที่ผิวหรือ Surface Traction
                              ∑ ∑ ∫

ΓΓ

Γ==
e e

eeTeSe
SS

e
q

e

dtHRR
)()(

1 ,...,

)()()()( (2.20)

RI คือ เวกเตอรแรงภายในซึ่งเกิดจากความเคนในมวลของแข็งที่มีอยูแลวกอนมีแรงภายนอกระทํา
                              ∑ ∫∑

Ω

Ω==
e

eeITe

e

e
II

e

dBRR
)(

)()()()( σ (2.21)

และ RC คือ เวกเตอรของแรงภายนอกแบบจุดที่ผิวหรือ Concentrated Load

2.3 เมตริกซในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต

สมการ (2.15) เปนสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับวิเคราะหปริมาณการเคลื่อนตัว U สําหรับ
ปญหาของแข็งที่อยูในสภาวะสมดุลสถิต (Static Equilibrium) ในการหาคาเมตริกซความแข็งเกร็ง K
ตองคํานวณเมตริกซความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียด B กอน จากนิยามของ
ความเครียดในสมการ (2.4) เมตริกซ B สามารถคํานวณไดจากตัวดําเนินการอนุพันธ ∂/∂x, ∂/∂y แต
ในการหาคาอินทิกรัลของเมตริกซความแข็งแกร็งของแตละเอลิเมนต K(e) ตามสมการ (2.16) จะใช
ระบบพิกัดเฉพาะของแตละเอลิเมนต ทําใหเมตริกซ B จะอยูในรูปของตัวดําเนินการอนุพันธ ∂/∂r, ∂/∂

s ดังนั้นในการคํานวณเมตริกซ B จึงตองมีการแปลงตัวดําเนินการอนุพันธ ∂/∂r, ∂/∂s ใหเปนตัว
ดําเนินการอนุพันธ ∂/∂x, ∂/∂y จากกฎลูกโซ จะไดวา

      
r
y

yr
x

xr ∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂     และ   

s
y

ys
x

xs ∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂                         (2.22)

ซึ่งเขียนใหอยูในรูปเมตริกซไดดังนี้



















∂
∂
∂
∂

















∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
















∂
∂
∂
∂

y

x

s
y

s
x

r
y

r
x

s

r                                                        (2.23)
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หรือ                                                     


















∂
∂
∂
∂

=
















∂
∂
∂
∂

y

xJ

s

r      (2.24)

โดยที่ J คือ Jacobian Matrix หรือเมตริกซที่แสดงความสัมพันธระหวางอนุพันธใน Local Coordinate
และอนุพันธใน Global Coordinate ซึ่งหาไดโดยแทนคา x และ y ในสมการ 2.10

                  


































∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
















∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

NN

N

N

yx

yx
yx

s
h

s
h

s
h

r
h

r
h

r
h

s
y

s
x

r
y

r
x

J
MML

L
22

11

21

21

และอนุพันธใน Global Coordinate สามารถหาไดโดย
                                                              

r
J

x ∂
∂

=
∂
∂ −1  (2.25)

2.4 การอินทิเกรตเชิงตัวเลข

เมตริกซความแข็งเกร็ง K และเวกเตอรแรงกระทํา R ในสมการ (2.16) ถึง (2.20) อยูในรูปของ
อินทิกรัล การหาคาอินทิกรัลดังกลาวสามารถกระทําดวยวิธีการเชิงตัวเลขได

การอินทิเกรตเมตริกซและเวกเตอรเชิงตัวเลขนั้นกระทําไดโดย กําหนด Sampling Point ในโด
เมนที่ตองการอินทิเกรตขึ้นมาจํานวนหนึ่ง แตละ Sampling Point จะมีคาถวงน้ําหนัก (Weighting
Factor) ตางกัน แลวคาของอินทิกรัลทั่วทั้งโดเมนที่ตองการมีคาเทากับผลรวมของผลคูณระหวาง
เมตริกซหรือเวกเตอรที่ Sampling Point นั้นกับคาถวงน้ําหนักของ Sampling Point นั้น เขียนเปนสม
การไดดังนี้

                                                        ∑∫ =Π
Π i

ii FFd α                                                (2.21)

เมื่อ F คือ เมตริกซหรือเวกเตอรที่ตองอินทิเกรตตลอดทั่วทั้งโดเมน Π  Fi คือ เมตริกซหรือเวกเตอรที่
Sampling Point i ใน Π และ αI คือ คาถวงน้ําหนักของ Sampling Point I การอินทิเกรตเชิงตัวเลขนี้
สามารถกระทําไดบนโดเมนทั้งแบบ หนึ่งมิติ สองมิติ และสามมิติ

 ดวยหลักการนี้สามารถเขียนเปนสมการสําหรับการอินทิเกรตเชิงตัวเลขของเมตริกซความแข็ง
เกร็งของเอลิเมนต K(e) และเวกเตอรแรงกระทําของเอลิเมนต RB

(e), RS
(e) และ RI

(e) ไดดังนี้
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                                             ∑∑ ==
i

e
i

e
i

Te
ii

i

e
ii

e BCBKK )()()()()( αα                 (2.22)

                                             ∑∑ ==
j

ee
jj

j

e
Bjj

e
B fHRR )()()()( αα   (2.23)

                                             ∑∑ ==
j

eS
j

TeS
jj

j

e
Sij

e
S fHRR )()()()( αα   (2.24)

                                             ∑ ∑==
j j

eI
j

Te
jj

e
Ijj

e
I BRR )()()()( σαα  (2.25)

การกําหนดตําแหนงและคาถวงน้ําหนักสําหรับแตละ Sampling Point ในการอินทิเกรตเชิงตัว
เลขนั้นมีอยูหลายวิธี เชน Newton-Cotes Formulas, Gauss Formulas ซึ่งในทั้งสองวิธีนี้ตางใช
ตําแหนงในระบบพิกัดเฉพาะของเอลิเมนต

2.5 การหาผลเฉลยของปญหาที่ไมเชิงเสน

การหาผลเฉลยของปญหาที่ไมเชิงเสน โดยทั่วไปจะใชวิธีการของ Newton-Ralphson ดังนี้
∆R(i-1) = t+∆tR - t+∆tF(i-1) (2.26)
t+∆tK(i-1)∆U(i) = ∆R(i-1)   (2.27)

t+∆tU(i) = t+∆tU(i-1) + ∆U(i) (2.28)
t+∆tU(0) = tU  ;  t+∆tF(0) = tF (2.29)

ซึ่งแสดงดวยภาพในรูปที่ 2.4

รูปที่ 2.4 วิธีหาผลเฉลยของปญหาที่ไมเชิงเสน แบบ Newton-Ralphson



บทที่ 3

ทฤษฎีพลาสติกสําหรับดิน

3.1 บทนํา

ในการวิเคราะหปญหาเงื่อนไขขอบเขตตางๆในงานวิศวกรรมปฐพี เชน Shallow Foundation,
Retaining Wall, Earth Dam, Underground Opening และปญหาอื่นๆในงานวิศวกรรมปฐพีไดอยาง
ถูกตองนั้นจะตองใช Constitutive Laws หรือสมการแสดงความสัมพันธระหวาง Stress-Strain ที่
อธิบายพฤติกรรมดินไดอยางถูกตองดวย

เปนระยะเวลานานมาแลวที่การวิเคราะหปญหาในงานวิศวกรรมปฐพีตั้งอยูบนพื้นฐานของ 
Hook’s Law หรือ Elastic Model แตตอมาไดมีการพัฒนาทฤษฎีพลาสติกขึ้นมาเพื่อวิเคราะหเสถียร
ภาพหรือปญหาที่เกี่ยวของกับการวิบัติของวัสดุ  เชน Ultimate Bearing Capacity ,Slope Stability
เปนตน

ทฤษฎีพลาสติกแรกพัฒนาสําหรับวัสดุแบบโลหะ และไดมีการประยุกตใชสําหรับดินครั้งแรก
โดย Druker and Prager (1952) ซึ่งเปน Elastic-Perfectly Plastic Material ซึ่ง Yield Function หรือ
Yield Surface ไมมีการเคลื่อนที่หรือเปลี่ยนแปลงขนาดในขณะที่เกิด Plastic Strain ตอมา Chen
(1982) ไดพัฒนา Hardening Plasticity

3.2 พลาสติกสวนเพิ่มเชิงเสน

เปนที่ทราบกันดีวา ดินไมใช Elastic Material (เชน Hardin, 1972) ซึ่งหมายความวาถามี
หนวยแรงประสิทธิผลสวนเพิ่ม (Effective Stress Increment) กระทําตอมวลดินจนเกิดความเครียด
สวนเพิ่มข้ึนมาปริมาณหนึ่ง แลวนําหนวยแรงสวนเพิ่มดังกลาวออกไป ไมวาหนวยแรงประสิทธิผลสวน
เพิ่มนั้นจะมีคามากหรือนอยมากแคไหนก็ตาม ความเครียดสวนเพิ่มที่เกิดขึ้นมานี้จะไมสามารถคืนตัว
ไดทั้งหมด ดังนั้นอาจกลาวไดวาปริมาณความเครียดสวนเพิ่มที่เกิดขึ้นทั้งหมดสามารถแบงไดเปนสอง
สวนคือ

1) ความเครียดสวนเพิ่มที่สามารถคืนตัวไดเมื่อนําหนวยแรงประสิทธิผลสวนเพิ่มออก และ
เรียกความเครียดสวนเพิ่มนี้วา ความเครียดสวนเพิ่มแบบอีลาสติก (Elastic Strain
Increment)
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2) ความเครียดสวนเพิ่มที่ไมสามารถคืนตัวไดเมื่อนําหนวยแรงประสิทธิผลสวนเพิ่มออกและ
เรียกความเครียดสวนเพิ่มนี้วา ความเครียดสวนเพิ่มแบบพลาสติก (Plastic Strain
Increment)

ดังนั้นสามารถเขียนเปนสมการไดวา
                                                     pe εεε &&& +=                                                           (3.1)
เมื่อ

ε&   คือเวกเตอรของความเครียดสวนเพิ่มทั้งหมดหรือความเครียดสวนเพิ่มแบบอีลาสโต-
พลาสติก (Elasto-Plastic Strain Increment )

       eε&  คือเวกเตอรของความเครียดสวนเพิ่มแบบอีลาสติก
       pε&  คือเวกเตอรของความเครียดสวนเพิ่มแบบพลาสติก
การแบงความเครียดสวนเพิ่มออกเปนแบบอีลาสติกและแบบพลาสติกนี้มีประโยชนมากทําให

สามารถศึกษาความสัมพันธระหวางหนวยแรงประสิทธิผลสวนเพิ่มกับความเครียดสวนเพิ่มแบบอีลาส
ติกและความสัมพันธของหนวยแรงประสิทธิผลสวนเพิ่มกับความเครียดสวนเพิ่มแบบพลาสติกแยกที
ละสวนได ซึ่งงายกวาการศึกษาความสัมพันธระหวางหนวยแรงประสิทธิผลสวนเพิ่มกับความเครียด
สวนเพิ่มทั้งหมดโดยตรง

3.2.1 ความเครียดสวนเพิ่มแบบอีลาสติก

โดยทั่วไปความเครียดสวนเพิ่มแบบอีลาสติกจะมีคานอยกวาความเครียดสวนเพิ่มแบบ
พลาสติก  มาก ดังนั้นความสัมพันธระหวางหนวยแรงประสิทธิผลสวนเพิ่มกับความเครียดสวนเพิ่ม
แบบอีลาสติกจึงเปนแบบงายๆ และมักจะเปน Isotropic Model (เชน Roscoe and Burland, 1968)

และเกี่ยวของกับพารามิเตอรสองตัวที่เปนอิสระตอกันดังนี้
eKεσ && = (3.2)

 eeGs && 2=      (3.3)
โดยที่
    K  คือ โมดูลัสยืดหยุนเชิงปริมาตร (Elastic Bulk Modulus)
   G  คือ โมดุลัสยืดหยุนแรงเฉือน (Elastic Shear Modulus)
   σ&  คือ หนวนแรงประสิทธิผลสวนเพิ่มเชิงปริมาตร (Effective Volumetric Stress

Increment)
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   s&  คือ เวกเตอรของหนวยแรงเบี่ยงเบนสวนเพิ่ม (Deivatoric Stress Increment)
และ σ

κ
01 eK +

=    (3.4)

โดยที่ eo คือ Initial Void Ratio และ κ คือ ความชันของ Swelling Line ในไดอะแกรม e-ln
(p’)และ อัตราสวนของ G/K เปนคาคงที่ที่คํานวณไดโดยตรงจากอัตราสวนปวซอง (Poisson’s Ratio)
ดังนี้

)1(
)21(32

ν
ν

+
−

=
K
G   (3.5)

จากสมการ (3.4) และ (3.5) จะไดวา K และ G ขึ้นอยูกับคา σ  ซึ่งหมายความวา ความ
สัมพันธหระหวางหนวยแรงสวนเพิ่มกับความเครียดสวนเพิ่มแบบอีลาสติกไมเปนเสนตรง (Non-
Linear Elastic)

3.2.2 ความเครียดสวนเพิ่มแบบพลาสติก

รูปทั่วไปสําหรับความสัมพันธระหวางหนวยแรงประสิทธิผลสวนเพิ่มกับความเครียดสวนเพิ่ม
แบบพลาสติกคือ

Pp Λ= &&ε              (3.6)
αα hq Λ= &&  (3.7)

โดยที่ Λ&   คือ ตัวคูณพลาสติก (Plastic Multiplier) หรือปริมาณสเกลารที่ควบคุมขนาดของ
ความเครียดสวนเพิ่มแบบพลาสติก และ P คือเวกเตอรที่กําหนดทิศทางของความเครียดสวนเพิ่มแบบ
พลาสติก ซึ่งหาไดจาก Gradient ของ Plastic Potential Function ดังแสดงในรูปที่ 3.1

σ∂
∂

=
gP (3.8)

s
gP
∂
∂

=' (3.9)
สมการ (3.7) แสดงความสัมพันธระหวาง αq& ซึ่งเปนตัวแปรภายในตางๆที่เกี่ยวกับ In-Elastic

ของดินอยูในรูปของตัวคูณพลาสติกและ hardening parameter αh
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รูปที่ 3.1  Plastic Potential Surface g and Plastic strain increment direction

จากสมการ (3.1)  (3.2)  (3.6) และ (3.7) สามารถที่จะหาขนาดของตัวคูณพลาสติกไดดังนี้
)( PK Λ−= &&& εσ (3.9)
)'(2 PeGs Λ−= &&& (3.10)

KQPPQGH
KQeQG
++

+
=Λ

)':'(2
):'(2 ε&&& (3.11)

3.2.3 Yield Function

Plastic Model ตางๆ ตองประกอบดวย Yield function ซึ่งเปน function ใน Stress Space
ใชกําหนดขอบเขตของ Elastic Region ของดินดังแสดงในรูปที่ 3.2

รูปที่ 3.2 Yield Surface  สําหรับ Plastic Model

σij

g(σij , εp
ij) =0

dεp
ij

σ

s
Elastic

Elastic

Elastic

Elasto-Plastic

f(σij)=0
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Stress Point ที่อยูภายใน Yield Surface จะทําให f(Stress State) <0 และจะอยูในสถานะ
Elastic สวน Stress Point ที่อยูบน Yield Surface จะทําให  f(Stress State) = 0 และจะอยูในสถานะ
Elasto-Plastic

Secound Order Q ในสมการ (3.11) สามารถหาไดจาก Gradient ของ Yield Function
เทียบกับ Stress State ซึ่งแสดงโดย

σ∂
∂

=
fQ (3.12)

s
fQ
∂
∂

=' (3.13)
3.2.4 Elastic Unloading และ Plastic Loading

สําหรับ Stress Increment หนึ่งๆที่เร่ิมตนที่ Elasto-Plastic State (อยูบน Yield Surface)
แลวสามรถทําใหเกิด Elastic Strain หรือ Plastic Strain ก็ได ขึ้นอยูกับ Stress State และ Strain
Increment สําหรับ Elastic Unloading จะไดวา

0: <σ&Q (3.14ก)
หรือ 0):'( <+ σ&& QSQ (3.14ข)
หรือ 0):'(2 <+ ε&& KQeQG (3.14ค)
และสําหรับ Plastic Loading จะไดวา

0):'(2 ≥+ ε&& KQeQG (3.15)



บทที่ 4

แบบจําลองดิน

4.1 บทนํา

เปนที่ทราบกันดีวาแบบจําลองดินมีความสําคัญอยางมากในการวิเคราะหปญหาเงื่อนไข
ขอบเขตดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต ดังนั้นการเลือกใชแบบจําลองดินสําหรับปญหาหนึ่งๆจึงตอง
เลือกใหเหมาะสมกับปญหา

สําหรับการวิเคราะหปญหาเงื่อนไขขอบเขตในชั้นดินเหนียว แบบจําลองที่มีการใชในระเบียบ
วิธีไฟไนตเอลิเมนตมีอยูหลายแบบจําลองดวยกันเชน Linear Isotropic Elastic Model (LIE Model),
Rigidly Perfectly Plastic Model (RPP Model), Elastic Perfectly Plastic Model (EPP Model) เชน
Mohr-Colomb Model, Von Mises Model หรือ Tresca Model, และแบบจําลองดินที่นิยมใชในการ
วิเคราะหปญหาเงื่อนไขขอบเขตสําหรับดินเหนียวคือ Critical State Soil Model เชน MCC Model,
CASM Model, MIT-E1 Model หรือ  MIT-E3 Model

สําหรับงานวิจัยในวิทยานิพนธฉบับนี้เลือกใชแบบจําลองดิน MIT-E3

4.2 แบบจําลองดิน MIT-E3

แบบจําลองดิน MIT-E3 เปน Effective Stress Model สําหรับ Overconsolidated clays
ภายได Cyclic Loading ซึ่งพัฒนาข้ึนโดย Whittle (1987)

4.2.1 ขอดีของแบบจําลองดิน MIT-E3

แบบจําลองดิน MIT-E3 ไดรวมพฤติกรรมที่สําคัญตางๆของดินไวดังนี้
1) Anisotropy
2) Small Strain Nonrinearity
3) Strain Softening Behavior
4) Undrained Cyclic Loading
5) Coupled Volumetric – Shear Behavior



21

6) Shear Induced Pore Pressure
7) Bounding Surface Plasticity

4.2.2 ฟอรมูเลชันของแบบจําลองดิน MIT-E3

แบบจําลองดิน MIT-E3 ถูกคิดคนขึ้นโดยตั้งอยูบนพื้นฐานของทฤษฎีพลาสติกแบบ
Incrementally, Linearized Theory of Rate Independent, Elasto-Plasticity ดังไดกลางไวแลวในหัว
ขอ 3.2 หลักการของแบบจําลองดิน MIT-E3 สําหรับ Unload-Reload ใน Hydrostatic Compression
แสดงในรูปที่ 4.1 และ Bounding Surface และ Critical State Cone แสดงในรูปที่ 4.2

สมการของ Boundaring Surface ของแบบจําลองดิน MIT-E3 (Kavvdas,1982) คือ

0)''2(')'(:)'( 2 =−−−−= σασσσ cbsbsf (4.1)
โดยที่

s  คือ Deviatoric Stress tensor
'σ  คือ Volumetric Stress
'α  คือ ตัวแปรที่ควบคุมขนาดของ Bounding Surface
b   คือ  Second order tensor ที่อธิบายการวางตัว (Orientation) ของ Bounding Surface
c   คือ ตัวแปรที่ควบคุมรูปรางวงรีของ Bounding Surface
สมการของ Critical State Envelop ในแบบจําลองดิน MIT-E3 คือ

0')'(:)'( 22 =−−−= σξσξσ kssh (4.2)
หรือ       0')'(:)'( 22

1111 =−−−= σξσξσ kssh (4.3)
โดยที่

)(
2
1

1 ec CC −=ξ  (4.4)

)(
2
1

ec CCk += (4.5)

TC

TC
cC 'sin3

'sin6
3
2

φ
φ

−
= (4.6)

TC

TC
cC 'sin3

'sin6
3
2

φ
φ

+
= (4.7)



22

สมการของ Hardening Rule สําหรับแบบจําลองดิน MIT-E3 คือ
pεζαα && ''= (4.8)

และ pbsrxb εσ
α

ψ && )'(
'
1

0 −= (4.9)
สมการ Flow Rule คือ

rccPI '2 2α= (4.10ก)
           )'(' 2 srcQxcPI += (4.10ข)

10gPPP I += (4.10ค)
20gHHH I += (4.10ง)

โดยที่
γαααα )}''/()''{( 001 ig −−= (4.10จ)
)}''/()''{( 0001 ig αααα −−= (4.10ฉ)

|}|||)''){(1(1 0
0

0 II PQheH αα
κ

−+= (4.10ช)

)}':('2{ 2
0 II QrccP ηα +−= (4.10ซ)

0'0 =P (4.10 ฌ)
และ

'σ
η s
= (4.11)



















>

>
=

''
'
'

''
'
'

σσ
σ
σ

σσ
σ
σ

ξ
rev

rev

rev
rev

for

for
(4.12)

{ } 2/1)(:)( revrevs ηηηηξ −−= (4.13)
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รูปที่ 4.1 Conceptual Model of Unload-Reload used by MIT-E3
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รูปที่ 4.2 Bounding Surface และ Critical State Cone สําหรับแบบจําลองดิน MIT-E3
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4.2.3 พารามิเตอรสําหรับแบบจําลองดิน MIT-E3

แบบจําลองดิน MIT-E3 มีพารามิเตอรทั้งหมด 15 ตัว ซึ่งสามารถหาไดจากการทดลองในหอง
ปฏิบัติการทั่วไป พารามิเตอรทั้ง 15 ตัวประกอบดวย

 1) Initial Void Ratio ,e0

2) Slope of Vergin Compression Line in Oedometer Test, λ
3) Nonlinear Volumetric Swelling Behaviour, C
4) n
5) Irrecoverable plastic strain, h
6) Konc
7) 2G/K
8) TC'φ

9) TE'φ
10) Undrained Shear Strength,c
11) Amount of Post-Peak Strain Softening, St
12) Nonlinearity at Small Strains in Undrained Shear, ω
13) Shear Induced Pore Pressure for OC Clay, γ
14) Small Strain Compressibility at Load Reversal, 0κ

15) Rate of Evoluation of Anisotropy, 0ψ

การทดลองเพื่อหาคาพารามิเตอรทั้งหมดนี้ไดตีพิมพในเอกสารของ Whittle (1987)
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                   ก)      Model Prediction                               ข)   Laboratory Test
รูปที่ 4.3 Stress Path ของ Undrained Triaxial Compression Test (BBC)

1) Model Prediction                                       ข)    Laboratory Test
รูปที่ 4.4 Stress-Strain Relation ของ Undrained Compression Test (BBC)



บทที่ 5

การตรวจสอบโปรแกรมและการประยุกต

5.1 บทนํา

ในการพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับการคํานวณทั่วๆไป ความถูกตองและประสิทธิ
ภาพของการคํานวณเปนเรื่องสําคัญมาก การตรวจสอบความถูกตองของการคํานวณเบื้องตนซึ่งไดแก
การตรวจสอบความถูกตองของระหัสโปรแกรมและความถูกตองของการทํางานของโปรแกรมยอยสวน
ใหญจะอยูในขั้นตอนการเขียนโปรแกรมซึ่งเรียกวา Debug สวนการตรวจสอบความถูกตองของ
ระเบียบวิธีที่ใชในการคํานวณของการพัฒนาโปรแกรมก็จะเปนขั้นตอนทายสุดคือ การตรวจสอบความ
ถูกตองผลการคํานวณและสิทธิภาพของโปรแกรมและการประยุกตใชโปรแกรมกับปญหาตางๆ

5.2 การตรวจสอบโปรแกรม

การตรวจสอบความถูกตองและประสิทธิภาพของการคํานวณของโปรแกรมในวิทยานิพนธ
ฉบับนี้ไดแบงออกเปน  2 สวนคือ

1) การตรวจสอบความถูกตองในการ คํานวณสวน Stress-Strain Relationship Integration
หรือการตรวจสอบการคํานวณเกี่ยวกับแบบจําลองดินอยางเดียวซึ่งไมเกี่ยวกับระเบียบวิธี
ไฟไนตเอลิเมนต

2) การตรวจสอบความถูกตองของการวิเคราะหปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบ 
Coupled Consolidation รวมกับแบบจําลองดิน MIT-E3

5.2.1 การตรวจสอบโปรแกรมสวน Stress-Strain Relation Integration

โปรแกรมในวิทยานิพนธไดใชวิธี  Explicit Integration with Automatic Error Control
สําหรับ แบบจําลองดิน MIT-E3 ซึ่งเสนอโดย Sloan et al (2001) เปรียบเทียบกับผลลัพธจากโปรแกรม
Stress-Strain Integration ซึ่งพัฒนาโดย Whittle (1987) ผลการเปรียบเทียบแสดงในรูปที่ 5.1และ5.2
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รูปที่ 5.1 ผลการเปรียบเทียบความถูกตองของ Stress-Strain Integration
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รูปที่ 5.2 ผลการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของ Stress-Strain Integration

จากผลการตรวจสอบในรูปที่ 5.1 แสดงใหเห็นวาโปรแกรมที่พัฒนาข้ึนคํานวณไดถูกตอง และ
จากผลการเปรียบเทียบในรูปที่ 5.2 จะไดวา โปรแกรมที่พัฒนาข้ึนมีความเร็วสูงกวา โปรแกรมของ
Whittle ประมาณ 1600 เทา  ซึ่งแสดงใหเห็นวามีประสิทธิภาพสูงกวา

5.2.2 การตรวจสอบความถูกตองของการวิเคราะหปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต
แบบ  Coupled Consolidation รวมกับแบบจําลองดิน MIT-E3

ตัวอยางปญหาที่งายและเหมาะสมในการตรวจสอบการการคํานวณระเบียบวิธีไฟไนตเอลิ
เมนตแบบ Coupled รวมกับแบบจําลองดิน MIT-E3 ของโปรแกรมคือปญหาการทดลองแรงอัดสาม
แกนแบบไมระบายน้ํา โดยตัวอยางดินในปญหาและแบบจําลองที่ใชแทนปญหาในการวิเคราะหแสดง
ในรูปที่ 5.3

การวิเคราะหในตัวอยางนี้ใชพารามิเตอรของดินเหนียว Boston Blue Clay (พารามิเตอรแสดง
ไวในภาคผนวก) ผลการวิเคราะหแสดงในรูปที่ 5.4 ซึ่งแสดงการเปรียบเทียบกับการผลการคํานวณใน
ตัวอยางของ Stress-Strain Relationship Integration
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ก) ตนแบบปญหา                                                       ข) แบบจําลองของปญหา
รูปที่ 5.3 ปญหาการทดสอบแรงอัดสามแกนแบบไมระบายน้ําในการวิเคราะหดวยโปรแกรม

รูปที่ 5.4 เปรียบเทียบผลการวิเคราะห จากไฟไนตเอลิเมนตกับ Stress-Strain Relationship
Integration

CSL

Original
Geosys
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5.3 การประยุกตใชโปรแกรมในการวิเคราะหปญหาแบบสองมิติ

ปญหาแบบสองมิติที่สําคัญและพบเห็นไดบอยซึ่งไดแก การวิเคราะห Undrained Bearing
Capacity ของ Footing  รูปแบบของปญหาที่จะประยุกตนี้คือ Flexible Rough Strip Footing แสดง
ในรูปที่ 5.5 ซึ่งมวลดินถูกแทนดวยเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบ 6 Node จํานวนทั้งหมด 280 เอลิเมนต
ความลึกและความกวางของดินเทากับ 24 เมตร และ 48 เมตร ตามลําดับ ขนาดของครึ่งหนึ่งของ
Footing เทากับ 6 เมตร Footing

การวิเคราะหแบงออกเปนสองชวงคือ
1) Initial Stress เปนการหาคาหนวยแรงเริ่มตนในมวลดินโดยใชน้ําหนักของมวลดินเปนแรง

ภายนอก กระทําในชวยระยะเวลา t = 1.0D10 วัน การวิเคราะหในชวงนี้ถูกกําหนดให
เปนแบบ Nonlinear Elastic ซึ่งสามารถทําไดโดยกําหนดให P’o มีคาสูงมาก ซึ่งในตัว
อยางนี้กําหนดใหเทากับ 50000.0 T/m2

2) Footing Loading เปนการวิเคราะหหลังจากสิ้นสุดการวิเคราะห Initial Stress โดยที่ P’o
ไดเปลี่ยนใหเปนไปตามหนวยแรงที่เกิดขึ้นจริงในมวลดินและคาของ Overconsolidation
Ratio (OCR) ในตัวอยางนี้ OCR=1.0 แรง Footing ทั้งหมดกระทําสิ้นสุดในชวงระยะ
เวลา 0.01 วันเพื่อจําลองการเกิด Undrained Loading

รูปที่ 5.5 ปญหา Flexible Rough Strip Footing
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รูปที่ 5.6 Load-Displacement Curve ของปญหา Footing

รูปที่ 5.7 การเสียรูปของดินเมื่อส้ินสุดการ Loading

Q/B =23.3
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รูปที่ 5.8  เวกเตอรการเคลื่อนตัวของดิน (ขยาย 10 เทา)

รูปที่ 5.9 Horizontal Displacement Contour
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รูปที่ 5.10 Vertical Displacement Countour



บทที่ 6

สรุปผลการวิจัยและขอเสนอแนะ

6.1 สรุปการวิจัย

งานวิจัยนี้มีวัตถุประสงคเพื่อพัฒนาโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตสําหรับวิเคราะหการเคลื่อนตัว
ของดินในงานวิศวกรรมปฐพี ขีดความสามารถตางๆของโปรแกรมประกอบดวย 1) แบบจําลองดินของ
MIT 2) สามารถวิเคราะหแบบ Couple Displacement-Pore Pressure และ 3) การหาคําตอบแบบ
กาวอัตโนมัติ โดยโปรแกรมที่พัฒนาขึ้นมาปรับปรุงเพิ่มเติมจาก Finite Element Code ของโปรแกรม
SNAC (Abbo and Sloan, 1997) การทดสอบความถูกตองและประสิทธิภาพของโปรแกรมที่พัฒนา
ข้ึนมากระทําโดยการวิเคราะหปญหาการทดลองแรงอัดสามแกนแบบไมระบายน้ํา ซึ่งแบงการ
วิเคราะหเปนสองแบบคือ การวิเคราะหดวยการอินทิเกรตสมการความสัมพันธระหวางความเคน-
ความเครียดของแบบจําลองดิน MIT-E3 โดยใชวิธีแบบกาวอัตโนมัติและควบคุมคาคลาดเคลื่อน และ
การวิเคราะหดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต

ผลการวิเคราะหการอินทิเกรตสมการความสัมพันธระหวางความเคน-ความเครียดโดย
โปรแกรมที่พัฒนาข้ึนมาใหม ซึ่งอยูในรูป Stress Paths และ Stress-Strain Curves เปรียบเทียบกับ
ผลการวิเคราะหการอินทิเกรตสมการความสัมพันธระหวางความเคน-ความเครียดจากโปรแกรมที่จาก 
MIT แสดงใหเห็นวาเสนกราฟที่มาจากทั้งสองโปรแกรมทับเปนเสนเดียวกันทุกกรณี ซึ่งหมายถึงการ
คํานวณเชิงตัวเลขของโปรแกรมที่พัฒนาข้ึนมาใหมมีความถูกตองและมีความละเอียดสูง นอกจากนี้
แลวโปรแกรมที่พัฒนาข้ึนมาใหมมีความเร็วในการคํานวณสูงกวาโปรแกรมจาก MIT เปนอยางมาก
โดยที่อัตราสวนความเร็วของโปรแกรมที่พัฒนาข้ึนมาตอความเร็วของโปรแกรมจาก MIT มีคา
ประมาณ 1600-3200 เทา ซึ่งแสดงใหเห็นวาโปรแกรมที่พัฒนาข้ึนมามีประสิทธิภาพสูง

ผลการวิเคราะหดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตกับปญหาเดียวกัน เปรียบเทียบกับผลการ
วิเคราะหจากการอินทิเกรตสมการความสัมพันธระหวางความเคน-ความเครียด ใหเสนกราฟที่ทับกัน
สนิท ซึ่งพิสูจนวาการวิเคราะหเชิงตัวเลขดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมีความถูกตองและมีความ
ละเอียดสูง

การประยุกตใชโปรแกรมที่พัฒนาข้ึนมากับปญหาสองมิติในทางวิศวกรรมปฐพี โดยเลือก
ปญหา Undrained Bearing Capacity กับ Strip Footing และเลือกใชพารามิเตอรสําหรับแบบจําลอง



36

ดิน MIT-E3 ของดินเหนียว Boston Blue Clay ลักษณะของ Footing กําหนดใหเปนแบบ Flexible
และ Rough หนวยแรงเริ่มตนในมวลดินที่ Gauss Point กําหนดโดยการวิเคราะหปญหาแบบ Elastic
โดยใชน้ําหนักดินเปนแรงภายนอก สําหรับ OCR = 1 ไดคา Undrained Bearing Capacity  q=Q/B
= 25.0 T/m2  และเมื่อเปรียบเทียบกับการวิเคราะหเชิงตัวเลขแบบ Uncoupled ดวยระเบียบวิธีไฟไนต
เอลิเมนตของโปรแกรม SNAC รวมกับแบบจําลองดินแบบ Elastic Perfectly Plastic (EPP)โดย Yield
Criteria ของ Mohr-Coulomb ได q=Q/B = 23.3 T/m2   ซึ่งมีคานอยกวาการวิเคราะห แบบCoupled
ดวยแบบจําลองดิน MIT-E3 4.6%

6.2 ขอเสนอแนะและขอควรระวังในการวิเคราะหปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต

การวิเคราะหปญหาแบบ Coupled นั้นมีความซับซอนมากกวาปญหาแบบ Uncoupled มาก
การหาคําตอบของปญหา Coupled ดวยวิธีของ backward Euler และ Thomas and Gladwell ซึ่ง
Governing Equations อยูในรูปของระบบสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่งนั้น ใชไดดีในกรณีวิเคราะห
ปญหาแบบ Elastic แตมักมีปญหาในการวิเคราะหดวยแบบจําลองดินแบบ Elasto-Plastic ปจจัยที่มี
ผลถึงการหาคําตอบไมไดประการหนึ่งคือ Fluid Boundary Conditions   

ถึงแมวาการหาคําตอบไฟไนตเอลิเมนตดวยวิธีกาวอัตโนมัติและควบคุมคาคลาดเคลื่อนจะทํา
ใหผลการวิเคราะหมีความละเอียดสูงและมีประสิทธภาพสูง แตมักมีปญหาเกิดขึ้นเสมอสําหรับ Input
ที่ไมระมัดระวังหรือในปญหาที่มีความซับซอนสูง ซึ่งทําใหเกิดการไม Converge ของคําตอบภายใต
Tolerance ที่กําหนดเอง ทําใหตองทดลองสุมเปลี่ยนคา Input หรือ Tolerance จนกวาจะไดคําตอบที่
นาพอใจซึ่งทําใหเสียเวลามากหรือบางที่อาจจะหาคาที่เหมาะสมไมไดเลย ดังนั้นการใชวิธีหาคําตอบ
ไฟไนตเอลิเมนตแบบกาวอัตโนมัตินั้นจึงควรมีการศึกษาเพิ่มเติมถึงคา Input ที่เหมาะสมในแตละกรณี
สําหรับปญหาหลายๆแบบดวย

พารามิเตอรที่มักมีปญหาทําใหการหาคําตอบแบบกาวอัตโนมัติไมไดคําตอบซึ่งไดแก
1) Rate of Loading
2) Tolerance
3) ความละเอียดของ Mesh
4) Fluid Boundary conditions
นอกจากการหาคําตอบดวยวิธีกาวอัตโนมัติแลว โปรแกรมที่พัฒนาข้ึนยังสามารถหาคําตอบ

แบบไมกาวอัตโนมัติไดดวย (รายละเอียดดูไดจากคูมือของโปรแกรม SNAC) ซึ่งเปนความสามารถพื้น



37

ฐานเดิมของโปรแกรม SNAC และควรมีการศึกษาผลลัพธที่ไดจากการวิเคราะหดวยวิธีกาวอัตโนมัติ
เปรียบเทียบกับวิธีไมกาวอัตโนมัติดวย



รายการอางอิง

ภาษาอังกฤษ
Booker, J.R. (1974) The consolidation of a finite layer subject to surface loading, Int. J.

Solids Struct., 10, pp.1053-1065.
Booker, J.R. and Small, J.C. (1982a) Finite layer analysis of consolidation. I, Int. J. Numer.

Anal. Meth. Geomech., 6, pp.151-171.
Booker, J.R. and Small, J.C. (1982b) Finite layer analysis of consolidation. II, Int. J.

Numer. Anal. Meth. Geomech., 6, pp.173-194.
Davis, E.H. and Booker, J.R. (1973) The effect of increasing strength with depth on the

bearing capacity of clays, Geotechnique, 23, 4, pp.551-563.
Drucker, D.C. and Prager, W. (1952) Soil mechanics and plastic analysis or limit design. Q.

Appl. Math. 10 (2): pp.157-175
Hardin, B.O. (1972). Effects of Strain Amplitude on the Shear Modulus of Soils, Technical

Report No. AFWL-TR-72-201, Air Force Base, New Mexico, 63p.
Manoharan, N. and Dasgupta, S.P. (1995) Consolidation analysis of elastoplastic soil,

Comput. Struct., 54, pp.1005-1021.
Roscoe, K.H. and Burland, J.B. (1968) On the generalized stress-strain behavior of “wet”

clay. Engineering Plasticity, Cambridge University Press, pp.535-609.
Sandhu, R.S. and Wilson, E.L. (1969)  Finite element analysis of seepage in elastic media, J.

Eng. Mech. Div., ASCE, 95(EM3), pp.641-652.
Sheng, D., Sloan, S.W. and  Yu, S.H. (2000) Aspects of finite element implementation of

critical state models, Computational Mechanics, 26, pp.185-196.
Sloan, S.W., Abbo, A.J. (1999) Biot consolidation analysis with automatic time stepping and

error control. Part 1:  Theory and implementation, Int. J. Numer. Anal. Meth. Geomech.,
23, pp.467-492.

Sloan, S.W., Abbo, A.J. and Sheng, D. (2000) Refined explicit integration of elastoplastic
models with automatic error control, Engineering computations, 18, 1/2, pp.121-154.

Sloan, S.W. and Randolph, M.F. (1982) Numerical prediction of collapse loads using finite
element methods, Int. J. Numer. Anal. Meth. Geomech., 6, pp.47-76.



39

Terzaghi, K (1960) Die Berechnung der Durchlassigkeitsziffer des Tones aus dem Verlauf
der hydrokynamischen Spannungsersceinungen, Originally published in 1923 and
reprinted in From Theory to Practice in Soil Mechanics, Wiley,New York, pp. 133-146

Whittle, A.J. (1987) A constitutive model for overconsolidated clays with aplication to the
cycllic loading of fliction piles, Massachusetts Institute of Technology, PhD. Thesis



บรรณานุกรม

ปราโมทย เดชะอําไพ. ไฟไนตเอลิเมนตในงานวิศวกรรม. พิมพครั้งที่ 2. จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย,
2542

สุรฉัตร สัมพันธารักษ. วิศวกรรมปฐพี. พิมพครั้งที่ 1. กรุงเทพฯ: วิศกรรมสถานแหงประเทศไทย,
2540



ภาคผนวก
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ภาคผนวก ก.

Element Type, Shape Functions and Derivatives of Shape Function
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DOF Symbol
Displacement
Pore Pressure

     Shape Functions

Node r s f f*
1 1 0 2r(r-0.5) r
2 0.5 0.5  4rs -
3 0 1 2s(s-0.5) s
4 0 0.5 4s(1-r-s) -
5 0 0 2(1-r-s)(1-r-s-0.5) (1-r-s)
6 0.5 0 4r(1-r-s) -

    Derivatives of Shape Function

Node δf /δr δf / δs δf /δr* δf / δs*
1 2(2r-0.5) 0 1 0
2 4s 4r - -
3 0 2(2s-0.5) 0 1
4 -4s 4(1-r-2s) - -
5 -2[(1-r-s)+(1-r-s-0.5)] -2[(1-r-s)+(1-r-s-0.5)] -1 -1
6 4(1-2r-s) -4r - -

    * For pore pressure node

รูปที่ ก-1  6-Noded Element สําหรับการวิเคราะหแบบ Coupled Analysis

s

r(0,0)
(1,0)

(0,1)

5 6 1

2

3

4
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DOF Symbol
Displacement
Pore Pressure

    Shape Functions

Node r s f f*
1 1 0 (32/3)r(r-0.25)(r-0.5)(r-0.75) 2r(r-0.5)
2 0.75 0.25 (128/3)r(1-r-s)(r-0.25)(r-0.5) -
3 0.5 0.5 64r(1-r-s)(r-0.25)(s-0.25) 4rs
4 0.25 0.75 (128/3)r(1-r-s)s-0.25)(s-0.5) -
5 0 1 (32/3)s(s-0.25)(s-0.5)(s-0.75) 2s(s-0.5)
6 0 0.75 (128/3)s(1-r-s)(s-0.25)(s-0.5) -
7 0 0.5 64s(1-r-s)(s-0.25)(1-r-s-0.5) 4s(1-r-s)
8 0 0.25 (128/3)s(1-r-s)(1-r-s-0.25)(1-r-s-0.5) -
9 0 0 (32/3)(1-r-s)(1-r-s-0.25)(1-r-s-0.5)(1-r-s-0.75) 2(1-r-s)(1-r-s-0.5)
10 0.25 0 (128/3)s(1-r-s)(1-r-s-0.25)(1-r-s-0.5) -
11 0.5 0 64r(1-r-s)(1-r-s-0.25)(1-r-s-0.5) 4r(1-r-s)
12 0.75 0 (128/3)rs(1-r-s)(r-0.25) -
13 0.5 0.25 128rs(1-r-s)(r-0.25) -
14 0.25 0.5 128rs(1-r-s)(s-0.25) -
15 0.25 0.25 128rs(1-r-s)(1-r-s-0.25) -

รูปที่ ก-2 15-Noded Element สําหรับการวิเคราะหแบบ Coupled Analysis (1 ใน 2)

s

r(0,0)
(1,0)

(0,1)

9         10         11        12       1

2

5

 6

3

4

 7

 8

15       13

14
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Derivatives of Shape Function
 Node δf /δr δf / δs δf /δr* δf / δs*

1 (32/3)[(r-0.5)(r-0.75)(2r-
0.25)+r(r-0.25)((r-0.75)+(r-

0.5))]

0 2(2r-
0.5)

0

2 (128/3)s[(r-0.5)(2r-0.25)+r
(r-0.25)]

(128/3)r(r-0.25)(r-0.5) - -

3 64s(s-0.25)(2r-0.25) 64r(r-0.25)(2s-0.25) 4s 4r
4 (128/3)s(s-0.25)(s-0.5) (128/3)r[(s-0.5)(2s-0.25)+s(s-

0.25)]
- -

5 0 (32/3)[(s-0.5)(s-0.75)(2s-
0.25)+s(s-0.25)(2s-1.25)]

0 2(2s-
0.5)

6 -(128/3)s(s-0.25)(s-0.5) (128/3)[(1-r-s)((s-0.5)(2s-
0.25)+s(s-0.25))+s(s-0.25)(s-

0.5)]

- -

7 -64s(s-0.25)[(1-r-s-0.5)+(1-
r-s)]

64[(1-r-s)(1-r-s-0.25)(2s-
0.25)-s(s-0.25)((1-r-s-0.25)+

(1-r-s))]

-4s 4(1-r-
2s)

8 -(128/3)s[(1-r-s-0.5)((1-r-s-
0.25)+(1-r-s))+(1-r-s)(1-r-s-

0.5)]

(128/3)[(1-r-s)(1-r-s-0.25)(1-
r-s-0.5)-s((1-r-s-0.5)((1-r-s-
0.25)+(1-r-s))+(1-r-s)(1-r-s-

0.25)]

- -

9 -(32/3)[(1-r-s-0.5)(1-r-s-
0.75)(1-r-s-0.5)-r(1-r-s-0.5)
((1-r-s-0.25)+(1-r-s))+(1-r-

s)(1-r-s-0.25)]

-(32/3)[(1-r-s-0.5)(1-r-s-0.75)
((1-r-s-0.25)+(1-r-s))+(1-r-s)
(1-r-s-0.25)((1-r-s-0.5)+(1-r-

s-0.75))]

-2[(1-r-
s)+(1-r-
s-0.5)]

-2[(1-r-
s)+(1-r-
s-0.5)]

10 (128/3)[(1-r-s)*(1-r-s-0.25)
(1-r-s-0.5)-r((1-r-s-0.5)((1-r-
s-0.25)+(1-r-s)))+(1-r-s)(1-

r-s-0.25)]

-(128/3)r[(1-r-s-0.5)((1-r-s-
0.25)+(1-r-s))+(1-r-s)(1-r-s-

0.25)]

- -

11 64[(1-r-s)(1-r-s-0.25)(2r-
0.25)-r(r-0.25)((1-r-s-0.25)+

(1-r-s))]

-64r(r-0.25)[(1-r-s-0.25)+(1-
r-s)]

4(1-2r-
s)

-4r

12 (128/3)[(1-r-s)((r-0.5)(2r-
0.25))+r(r-0.25))-r(r-0.25)(r-

0.5)]

-(128/3)r(r-0.25)(r-0.5) - -

13 128s[(1-r-s)(2r-0.25)-r(r-
0.25)]

128r(r-0.25)(1-r-2s) - -

14 128s(s-0.25)(1-2r-s) 128r[(1-r-s)(2s-0.25)-s(s-
0.25)]

- -

15 128s[(1-r-s)*(1-r-s-0.25)-r
(1-2r-s)]

128r[(1-r-s)(1-r-s-0.25)-s((1-
r-s)+(1-r-s-0.25))]

- -

    * For pore pressure node
รูปที่ ก-2 15-Noded Element สําหรับการวิเคราะหแบบ Coupled Analysis (2 ใน 2)
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ภาคผนวก ข.

Coordinates and Weighted Factors of Gauss (Integration) Points
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DOF Symbol
Displacement
Pore Pressure

              3 Points Scheme (for Pore Pressure Nodes)

Point r s Weight
1 0.666666666666666 0.166666666666666 0.166666666666666
2 0.166666666666666 0.666666666666666 0.166666666666666
3 0.166666666666666 0.166666666666666 0.166666666666666

              6 Points Scheme (for Displacement Nodes)

Point r s Weight
1 0.816847572980459 0.091576213509771 0.054975871827661
2 0.091576213509771 0.816847572980459 0.054975871827661
3 0.091576213509771 0.091576213509771 0.054975871827661
4 0.108103018168070 0.445948490915965 0.111690794839006
5 0.445948490915965 0.108103018168070 0.111690794839006
6 0.445948490915965 0.445948490915965 0.111690794839006

รูปที่ ข-1 Coordinates and Weighted Factors of Gauss Points for 6-Noded Element

s

r(0,0)
(1,0)

(0,1)

1 2 3

4

5

6

x x x

x x

x
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DOF Symbol
Displacement
Pore Pressure

           16 Gauss Points Scheme

Point r s Weight
1 0.333333333333333 0.333333333333333 0.072157803838894
2 0.658861384496478 0.170569307751761 0.051608685267359
3 0.170569307751761 0.658861384496478 0.051608685267359
4 0.170569307751761 0.170569307751761 0.051608685267359
5 0.898905543365938 0.050547228317031 0.016229248811599
6 0.050547228317031 0.898905543365938 0.016229248811599
7 0.050547228317031 0.050547228317031 0.016229248811599
8 0.081414823414554 0.459292588292723 0.047545817133642
9 0.459292588292723 0.081414823414554 0.047545817133642
10 0.459292588292723 0.459292588292723 0.047545817133642
11 0.008394777409958 0.263112829634638 0.013615157087217
12 0.008394777409958 0.728492392955404 0.013615157087217
13 0.728492392955404 0.008394777409958 0.013615157087217
14 0.728492392955404 0.263112829634638 0.013615157087217
15 0.263112829634638 0.728492392955404 0.013615157087217
16 0.263112829634638 0.008394777409958 0.013615157087217

รูปที่ ข-2 Coordinates and Weighted Factors of Gauss Points for 15-Noded Element

s

r(0,0)
(1,0)

(0,1)

9         10         11        12       1

2

5

 6

3

4

 7

 8

15       13

14
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ภาคผนวก ค.

Published data for Parameters of MIT-E3 Soil Model
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รูปที่ ค-1 Input Parameters for MIT-E3  Soil Model
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ภาคผนวก ง.

Suitability of Elements for Predicting Collapse Loads Accurately
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รูปที่ ง-1 Suitable of Element for Predict Collapse Load
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ภาคผนวก จ.

Biot’Consolidation Formulation and Automatic Solution Implemented in Finite Element Method
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System of first order differentiation equations for finite element coupled Consolidation
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are the global elasto-plastic stiffness, copoupling and flow matrices and
∑∫∑∫ +=

.. elem
S

T
u

elem
V

T
u

ext
ee

dStNdVbNF &&&

    dVbkBqdSNqQ w
elem elem

S
elem

V
w

T
p

T
pe e∑ ∑∫ ∑∫−−==

. . . γ

are the global force rate and fluid supply vectors.

and [ ]00 wwb γ=

                     [ ]Tm 000111= for three-dimension problem

Automatic time stepping scheme for elasto-plastic consolidation (Sloan and Abbo, 1999)

System of nonlinear equations:
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Terminating check for Newton-Raphson iteration
TOLERANCEUUh ii ≤~/~&δθ

       where  U~  corresponds to the displacement entries in X~

       and     U&~  corresponds to the velocity entries in V.
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Automatic algorithm
Step 1. Initialization

1.1 Enter wt the otot XX &, , Tolerance, time step ∆t, State parameter at current
      integration point
1.2 Set t=t0 and h=min{hlast,Dt}



57

Step 2. Main subincrementation
2.1 Compute htX +

&  and htX +

~  using Newton-Raphson algorithm, if the solution
                fails to converge, set

hh 25.0←
      and try again
2.2 Estimate error for the current subincrement using

htt
u
ht UUhError ++ −= &&
2
1

      where U&  denotes the velocity component of X& .
2.3 Estimate relative error for current subincrement using

ht
u
ht

u
ht UErrorR +++ = ~/

      where u
htU +

~ is the displacement component of htX +
~

2.4 If  TOLERANCERu ht >+   then
}1.0,/8.0max{ u

htRTOLERANCEq +=

     qhh ←

     return to step 2.1
      else

     - update new displacement and pore pressure using
              )(

2
1

htttht XXXX ++ ++= &&

- for each integration point compute strains

        






 +=∆ + )(
2 htt uuhB &&ε

- update new stresses and state parameters by integrating
  constitutive  laws
- estimate a new subincrement size factor by
      { }0.2,/8.0min u

htRTOLERANCEq +=

     if previous subincrement was unsuccessful, then { }0.1,min qq =

     htt +←

     qhh =
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{ }thhlast ∆= ,min

{ }ttthh o −∆+← ,min

return to step 2.1
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