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This thesis presents an analysis of electromagnetic wave scattering from 

arbitrary shape conducting objects in 3D space by using the boundary element method. 
One drawback associated with using the boundary element method to analyse 
electromagnetic wave scattering from closed conducting surface is occurrence of 
spurious solution at some frequencies, which is called “internal resonance problem”. 
This thesis proposed a technique to overcome the internal resonance problems by 
placing the location of observation points of integral equation on two fictitious surfaces 
closed to the scatterer surface. In addition, the measurements of scattered wave from 
conducting sphere and conducting cylinder have been carried out. 

The computational results of the presented method have been verified with the 
result from previously published data, for which the observation points are located on 
one fictitious surface, and the results from analytical method. The computational results 
agree well with result from the analytical method, and there is no occurrence of spurious 
solutions. The results of measurement are inclined to the computational results. 
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บทที่  1 

บทนํา 

1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

ในปจจุบันไดมีการพัฒนารูปแบบของการประยุกตใชงานคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน
ดานการสื่อสารในหลายรูปแบบดวยกัน เชน ระบบวิทยุติดตามตัว, ระบบไมโครเวฟภาคพื้นดิน, 
ระบบโทรศัพทเคลื่อนที่ และระบบการสื่อสารผานดาวเทียม เปนตน ระบบเหลานี้เปนการ
ติดตอส่ือสารกันระหวางผูสงกับผูรับ และนอกจากนี้ยังมีการพัฒนารูปแบบการใชงานคลื่น
แมเหล็กไฟฟาที่ถือวามีความสําคัญและเปนประโยชนอยางมากอีกรูปแบบหนึ่งคือระบบเรดาร 
ระบบเรดารนั้นไดมีการคนควาและนํามาใชงานโดยกองทัพสหรัฐอเมริกาในป ค.ศ. 1940 ซึ่งคําวา 
radar นั้นมาจากคําวา radio detection and ranging สืบเนื่องมาจากในชวงแรกนั้นเรดารที่มีการ
ใชงานอยูนั้นใชเพื่อวัตถุประสงค 2 ประการดวยกันคือ การตรวจสอบและระบุตําแหนงของวัตถุ
เปาหมาย แตในปจจุบันนี้ไดมีการพัฒนาเรดารเพื่อใชในการจําแนกประเภทของเปาหมาย, ระบุ
ชนิดของเปาหมายและการสรางภาพจําลองของวัตถุเปาหมาย และยังมีการนําระบบเรดารมา
พัฒนาและใชงานในหลายรูปแบบดวยกัน ไดแก ระบบควบคุมการคมนาคมทางอากาศและทาง
ทะเล การตรวจสอบสภาพอากาศ การตรวจจับความเร็ว การศึกษาคนควาและวิจัยทางดารา
ศาสตร การตรวจสอบและศึกษาสภาพของแหลงทรัพยากร นอกจากนี้ยังมีการพัฒนาเพื่อนํามาใช
ในดานการทหาร เชน การตรวจสอบตําแหนงของขาศึกและระบบนําวิถีของอาวุธ  เปนตน จากที่
กลาวมานี้จะเห็นวาระบบเรดารนั้นไดมีการนํามาใชงานในหลายดานดวยกัน 

การทํางานของเรดารอาศัยการศึกษาเกี่ยวกับปรากฏการณการกระเจิงของคลื่น
แมเหล็กไฟฟาหรือปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟา ซึ่งโดยทั่วไปปญหาการกระเจิงของ
คลื่นแมเหล็กไฟฟาจะมีรูปแบบของปญหาดังรูปที่ 1.1 ปญหานี้เกิดจากการที่ภาคสงหรือ
แหลงกําเนิดคลื่นสงคลื่นแมเหล็กไฟฟามาตกกระทบบนวัตถุเปาหมาย และสนามของคลื่นตก
กระทบนี้จะกระตุนใหมีกระแสเหนี่ยวนําเกิดขึ้นที่วัตถุเปาหมาย กระแสเหนี่ยวนําที่เกิดขึ้นนี้จะเปน
เสมือนแหลงกําเนิดคลื่นอันที่สองที่จะแผกระจายคลื่นแมเหลก็ไฟฟาออกจากวัตถุเปาหมายไปยัง
ภาครับ และการพิจารณาเกี่ยวกับปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟานั้นมักจะเรียกวัตถุ
เปาหมายวา ตัวกระเจิงคลื่น (scatterer) และคลื่นแมเหล็กไฟฟาที่กระจายหรือกระเจิงออกมาจาก
ตัวกระเจิงคลื่นนั้นมักจะเรียกวา คลื่นกระเจิง (scattered wave) 
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ตัวกระเจิงคล่ืน 

 คล่ืนตกกระทบ  

คล่ืนกระเจิง  คล่ืนกระเจิง 

 คล่ืนกระเจิง 
คล่ืนกระเจิง 

 
รูปที่ 1.1 รูปแบบของปญหาการกระเจงิของคลื่นแมเหล็กไฟฟา 

แนวทางในการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาแบงไดเปน 2 
วิธีคือ ระเบียบวิธีเชิงวิเคราะห (analytical method) และระเบียบวิธีตัวเชิงเลข (numerical 
method) การใชระเบียบวิธีเชิงวิเคราะหในการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟา
นั้นจะเหมาะกับปญหาที่ตัวกระเจิงคลื่นมีโครงสรางเปนรูปทรงเรขาคณิตที่สอดคลองกับระบบพิกัด
ที่ใชในการวิเคราะห ตัวอยางเชน ตัวกระเจิงคลื่นที่มีโครงสรางเปนรูปทรงกระบอกที่มีหนาตัดของ
ทรงกระบอกเปนรูปวงกลมและตัวกระเจิงคลื่นที่มีโครงสรางเปนรูปทรงกลม เปนตน ระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลขนั้นสามารถใชในการวิเคราะหปญหาที่ตัวกระเจิงคลื่นมีรูปรางไมเจาะจงได ในการวิเคราะห
ปญหาดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขนั้นสามารถแบงไดเปน 2 ประเภท คือ ประเภทที่ใชสมการอนุพันธ
ในการวิเคราะหปญหาและประเภทที่ใชสมการอินทิกรัลในการวิเคราะหปญหา 

ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใชสมการอนุพันธในการวิเคราะหปญหา ไดแก  วิธีไฟไนต
อีลีเมนต (finite element method) และ วิธีผลตางสืบเนื่อง (finite difference method) วิธีการ
เหลานี้จะพิจารณาบริเวณทั้งหมดของปญหา ทําใหตัวไมทราบคาที่ตองการหานั้นมีจํานวนมาก
และเนื่องจากปญหาการกระเจิงคลื่นนี้มีบริเวณของปญหาเปนบริเวณเปดจึงทําใหไมเหมาะสมที่
จะใชวิธีไฟไนตอีลีเมนตและวิธีผลตางสืบเนื่องในการวิเคราะห แตอยางไรก็ตามไดมีการปรับปรุง
วิธีการทั้งสองนี้ใหสามารถใชกับปญหาในบริเวณเปดได โดยใชเทคนิคอ่ืนๆ รวมดวย ตัวอยางเชน 
อินฟนิตอีลีเมนต (infinite element) และเงื่อนไขขอบเขตแบบดูดกลืน (absorbing boundary 
condition) แตวิธีการเหลานี้จะมีความซับซอนมากเมื่อตัวกระเจิงคลื่นมีโครงสรางไมเจาะจง 
ตัวอยางของงานวิจัยที่ใชวิธีไฟไนตอีลีเมนตและวิธีผลตางสืบเนื่องในการวิเคราะหปญหาการ
กระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาไดแก 
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คลื่นแมเหล็กไฟฟาคลื่นใน 2 มิติ 

Belhora and Pichon (1995) เสนอเงื่อนไขขอบเขตแบบดูดกลืนที่ใชรวมกับวิธี 
ไฟไนตอีลีเมนตในการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติ โดยเงื่อนไข
ขอบเขตแบบดูดกลืนนี้พิจารณาตามเงื่อนไขการแพรกระจายคลื่นของซอมเมอร เฟลด 
(Sommerfeld radiation boundary condition) และเงื่อนไขการแผกระจายคลื่นของเบยลิสสและ
เตอรเคล (Bayliss–Turkel radiation boundary condition) 

Gratkowski (1996) เสนอวิธีไฟไนตอีลีเมนตที่ใชอินฟนติอีลีเมนตในการวิเคราะห
ปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติ โดยใหอีลีเมนตที่อยูติดกับบริเวณเปดอยูในรูป
ของอินฟนิตอีลีเมนตที่เปนอีลีเมนตปลายเปดแทนอีลีเมนตแบบทั่วไปที่เปนรูปปดเพื่อใชรูปแบบ
อินฟนิตอีลีเมนตในการประมาณสนามที่ระยะไกล 

Chen and Hong (1997) เสนอวิธีผลตางสืบเนื่องที่ใชกับสมการอินทิกรัลของ
สนามไฟฟาและสนามแมเหล็กและใชสมการวัดความไมแปรปรวน (measured equation of 
invariance, MEI) ในการวิเคราะหการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติ 

ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใชสมการอินทิกรัลในการวิเคราะหปญหา ไดแก วิธี
โมเมนต (moment method) และ วิธีเบาวนดารีอีลีเมนต (boundary element method) วิธีการ
เหลานี้เปนการสรางสมการที่ผูกความสัมพันธเฉพาะตรงบริเวณผิวของตัวกระเจิงคลื่นโดยจะเปน
การพิจารณาเฉพาะบริเวณขอบเขตของปญหาเทานั้น จึงทําใหสามารถลดมิติของปญหาลงไดหนึ่ง
มิติเปนผลใหตัวไมทราบคาที่ตองการหานั้นมีจํานวนนอยลง อีกทั้งวิธีการนี้ยังสามารถใชกบัปญหา
ที่มีบริเวณของปญหาเปนบริเวณปดหรือบริเวณเปดก็ได ตัวอยางของงานวิจัยที่ใชวิธีโมเมนตและ
วิธีเบาวนดารีอีลีเมนตในการวิเคราะหปญหาไดแก 

Kagami and Fukai (1984) เสนอการใชวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตในการวิเคราะห
ปญหาสนามแมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติ โดยพิจารณาปญหาของความไมตอเนื่องของทอนําคลื่น 
(waveguide discontinuities problems) ปญหาตัวกลางชนิดหลายชั้น (multi-layered media 
problem) และปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟา (electromagnetic scattering 
problems) เปนกรณีของปญหาที่วิเคราะหเพื่อแสดงใหเห็นวาวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตเปนวิธีเชิงตัว
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เลขที่มีประสิทธิภาพในการวิเคราะหปญหาสนามแมเหล็กไฟฟาเนื่องจากใชจํานวนตัวไมทราบคา
นอยกวาวิธีไฟไนตอีลีเมนตและใหผลที่มีความแมนยําและยังสามารถใชกับปญหาสนามแมเหล็ก
ไฟฟาในบริเวณเปดไดโดยที่ไมตองใชวิธีการอื่นๆรวมดวย 

Huber, Rieger, Haas, and Rucker (1999) เสนอวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตที่ใช
สนามเปนตัวแปรในการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติโดยใช           
อีลีเมนตขอบอันดับสูงในการประมาณสนามบนผิวโคงและใชวิธีกาเลอคินในการสรางระบบ
สมการเชิงเสน 

ในงานวิทยานิพนธนี้เลือกใชวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตในการวิเคราะหปญหาการ
กระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาเนื่องจากวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตสามารถลดมิติของปญหาลงไดหนึ่ง
มิติทําใหตัวไมทราบคามีจํานวนนอยลงและสามารถใชกับปญหาที่มีบริเวณของปญหาเปนบริเวณ
เปดไดและกําหนดขอบเขตของงานวิทยานิพนธนี้ไวในกรณีที่ตัวกระเจิงคลื่นเปนวัตถุตัวนําเทานั้น 

การวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาโดยใชวิธีเบาวนดารี        
อีลีเมนตนั้นเปนที่ทราบกันดีวาจะมีปญหาเรโซแนนซภายใน (interior resonance problems) 
เกิดขึ้น ทําใหคําตอบที่ไดมีความผิดพลาดจากคําตอบที่แทจริงมากที่ความถี่บางคา หรือกลาวอีก
นัยหนึ่งคือมีความถี่เอกฐาน (singular frequency) เกิดขึ้น ปญหาเรโซแนนซภายในนี้เกิดขึ้นเมื่อ
ใชวิธีสมการอินทิกรัลตามขอบ (boundary integral equation) กับตัวกระเจิงคลื่นที่เปนผิวปด
ปญหาเรโซแนนซภายในนี้ไดมีผูศึกษามากอนแลวและพบวา ความถี่เอกฐานที่เกิดขึ้นนี้สอดคลอง
กับความถี่เรโซแนนซ (resonant frequency) ของโพรง (cavity) ที่มีรูปรางเชนเดียวกับตัวกระเจิง
คลื่นและตัวกลางภายในโพรงมีสมบัติเชนเดียวกับบริเวณภายนอกตัวกระเจิงคลื่น ที่ความถี่         
เรโซแนนซของโพรงนี้จะไมมีคําตอบสําหรับสมการอินทิกรัลตามขอบ (boundary integral 
equation) เนื่องจากตัวดําเนินการอินทิกรัลอยูในภาวะเอกฐาน ณ ความถี่นี้ แตเมื่อใชวิธีการแบง
สวนยอย (discretization) ในการแกสมการอินทิกรัลนี้ พบวา ดีเทอรมิแนนทของเมตริกซ
สัมประสิทธิ์จะไมเทากับศูนย แตจะมีคานอยมาก ๆ เนื่องจากความผิดพลาดที่เกิดขึ้นจากวิธีการ
แบงสวนยอยที่ใชในการประมาณคา และจากการศึกษาพบวามีผูเสนอวิธีในการแกไขปญหา       
เรโซแนนซภายในอยูหลายแนวทางดวยกัน เชน การปรับผิวของจุดสังเกตจากตําแหนงที่อยูบนผิว
ของตัวกระเจิงคลื่นใหอยูที่ผิวขอบเขตสมมติ (fictitious boundary) การสมมติใหเลขคลื่นใน
สมการอินทิกรัลตามขอบเปนจํานวนเชิงซอนซึ่งเสมือนกับวามีการสูญเสียเกิดขึ้นในตัวกลางและ
การใชสมการอินทิกรัลของสนามรวม (combined field integral equation) ที่ใชสมการอินทิกรัล
ของสนามไฟฟา (electric field integral equation) และสมการอินทิกรัลของสนามแมเหล็ก 
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(magnetic field integral equation) รวมกัน ตัวอยางของงานวิจัยในการแกปญหาเรโซแนนซ
ภายใน ไดแก 

Toyoda, Matsuhara and Kumagai (1988) เสนอการใชสมการอินทิกรัลแบบ
ขยาย (extended integral equation) และใชวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตที่ใชจุดสังเกตอยูบนผิวสมมติ
ที่อยูใกลกับผิวตัวกระเจิงคลื่นเพื่อแกปญหาเรโซแนนซภายในในการวิเคราะหปญหาการกระเจิง
ของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติจากตัวกระเจิงคลื่นที่มีโครงสรางเปนทรงกระบอก วิธีการดังกลาว
นี้สามารถแกปญหาเรโซแนนซภายในไดโดยอาศัยการปรับเลื่อนผิวสมมติเพื่อทําใหความถี่ที่เกิด
ปญหาเรโซแนนซภายในเลื่อนไปจากความถี่เดิมที่เคยเกิดปญหาขึ้นทําใหสามารถหาผลเฉลย ณ 
ความถี่ที่ตองการ แตยังคงมีปญหาเรโซแนนซเกิดขึ้นที่ความถี่อ่ืน 

Collins, Jin, and Volakis (1992) เสนอการแกปญหาเรโซแนนซภายในในการ
วิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติที่ใชวิธีไฟไนตอีลีเมนตและวิธีสมการ
อินทิกรัลตามขอบรวมกันโดยการใชวิธีสมมติใหเลขคลื่นในสมการอินทิกรัลตามขอบเปนจํานวน
เชิงซอนซึ่งวิธีการนี้สามารถแกปญหาเรโซแนนซภายในได แตตองสมมติใหมีการสูญเสียเกิดขึ้น
ภายในตัวกลางที่คลื่นแพรกระจาย 

Monzon and Damaskos (1994) เสนอวิธีโมเมนตในการวิเคราะหปญหาการ
กระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาที่ใชเทคนิควัตถุพาราสิติก (parasitic body technique) ในการ
แกปญหาเรโซแนนซภายใน โดยใชหลักในการแบงผลเฉลยหรอืสนามที่ไดที่ความถี่เรโซแนนซออก
เปนสนามที่เปนผลเฉลยที่ถูกตองและผลเฉลยพาราสิติกที่เปนสวนของสนามเรโซแนนซที่ไมเทากับ
ศูนย ณ ความถี่เรโซแนนซ และอาศัยกลไกการสูญเสียในตัวกลางที่ผิวภายนอกตัวกระเจิงคลื่นใน
การลดผลที่เกิดขึ้นจากผลเฉลยพาราสิติก แตวิธีการนี้ใชการกําหนดใหมีการสูญเสียเกิดขึ้นภายใน
ตัวกลางที่คลื่นแพรกระจายซึ่งในความเปนจริงนั้นไมมกีารสูญเสียเกิดขึ้น 

Sheng, Jin, Chew, and Lu (1998) เสนอวิธีโมเมนตที่ใชสมการอินทิกรัลของ
สนามรวมที่ประกอบดวยสมการอินทิกรัลของสนามไฟฟาและสมการอินทิกรัลของสนามแมเหล็ก
เพื่อแกปญหาเรโซแนนซภายในที่เกิดขึ้นในการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟา
ใน 3 มิติจากตัวกระเจิงคลื่นเอกพันธและใชอัลกอริทมึมัลติลีเวลฟาสทมัลติโพล (multilevel fast 
multipole algorithm) เพื่อชวยในการลดหนวยความจําที่ตองการใชซึ่งทําใหลดเวลาในการ
คํานวณ ซึ่งวิธีการสมการอินทิกรัลของสนามรวมนี้สามารถแกปญหาเรโซแนนซภายในได แต
อยางไรก็ตามวิธีการนี้ตองใชสมการอินทิกรัลถึงสองสมการทําใหตองใชเวลาในการคํานวณ
มากกวาวธิีที่ใชสมการอินทิกรัลเพียงสมการเดียวและยังมีความซับซอนเพิ่มข้ึน 
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Yoshii (1999) เสนอวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตที่ใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสอง
ผิวเพื่อแกปญหาเรโซแนนซภายในในการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 2 
มิติจากตัวกระเจิงคลื่นที่มีโครงสรางเปนทรงกระบอก วิธีการดังกลาวนี้สามารถแกปญหา            
เรโซแนนซภายในไดและไมมีปญหาเรโซแนนซภายในเกิดข้ึนที่ความถี่ใดเลย วิธีการนี้มีขอดีคือไม
ตองดัดแปลงสมการในการคํานวณมากนัก 

Yufa and Shanjia (2000) เสนอวิธีโมเมนตในการวิเคราะหการกระเจิงของคลื่น
แมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติจากตัวกระเจิงคลื่นที่เปนวัตถุตัวนําและแกปญหาเรโซแนนซภายในโดย
อาศัยแนวคิดที่วา กระแสเชิงผิว (surface current) ประกอบดวย กระแสที่ไมใชโหมดเรโซแนนซ 
(non resonant mode current) ซึ่งเปนกระแสที่ทําใหเกิดสนามของคลื่นกระเจิงที่ถูกตองและ
กระแสโหมดเรโซแนนซ (resonant mode current) และจะใชเทคนิคการแตกคาเอกฐาน (singular 
value decomposition) และวิธีอินเวอรสเพาเวอร (inverse power method) เพื่อหากระแสที่ไมใช
โหมดเรโซแนนซโดยใชเงื่อนไขที่วา สนามรวมที่จุดภายใน (interior point) ของตัวกระเจิงคลื่นตอง
เปนศูนย 

จากงานวิจัยที่กลาวมานี้ผูเสนอวิทยานิพนธเห็นวาการแกปญหาเรโซแนนซ
ภายในตามแนวความคิดของ Yoshii ที่ใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิวนั้นมีขอดีเนื่องจาก
ไมเกิดปญหาเรโซแนนซภายในที่ความถี่ใด และไมตองดัดแปลงวิธีที่ใชในการคํานวณตามระเบียบ
วิธีเบาวนดารีอีลีเมนตมากนักเมื่อเปรียบเทียบกับวิธีการอื่นที่ไดกลาวมาแลว อยางไรก็ตาม
งานวิจัยของ Yoshii ไดพิจารณาเฉพาะปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติเทานั้น 
ดังนั้นผูเสนอวิทยานิพนธจึงมีความคิดที่จะนําวิธีการแกปญหาเรโซแนนซภายในตามแนวคิดของ 
Yoshii มาใชในการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติเพื่อใหไดวิธี   
เบาวนดารีอีลีเมนตที่สามารถกําจัดปญหาเรโซแนนซภายในได  

1.2 วัตถุประสงคของการวิจัย 

1. เพื่อเสนอวิธีวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติที่เกิด
จากการตกกระทบของคลื่นระนาบกับวัตถุตัวนําผิวเรียบที่มีรูปรางไมเจาะจงโดยใช วิธีเบาวนดารี 
อีลีเมนต 

2. เพื่อเสนอวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตที่สามารถคํานวณไดอยางมีเสถียรภาพและไม
มีปญหาเรโซแนนซภายใน โดยใชจุดสังเกตหลายจุดในการสรางสมการตามระเบียบวิธีเบาวนดารี
อีลีเมนต 
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1.3 ขอบเขตของการวิจยั 

1. วิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติจากการตกกระทบ
ของคลื่นระนาบบนตัวกระเจิงคลื่นที่เปนตัวนําผิวเรียบโดยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตที่ใชจุดสังเกต
หลายจุดเพื่อแกปญหาเรโซแนนซภายใน 

2. เขียนโปรแกรมเพื่อคํานวณตามวิธีวิเคราะห ในขอ 1  

3. ทดสอบดัชนีแสดงสภาวะเลวของเมตริกซในกรณีตัวกระเจิงคลื่นเปนตัวนําทรง
กลม 

4. หาคาภาคตัดขวางเปาเรดารในขอ 3 แลวเทียบกับคําตอบที่ไดจากวิธีเชิง
วิเคราะห 

5. ทดสอบกับกรณีตัวอยางอื่น ๆ ที่มีการตีพิมพไว 

6. ทําการทดลองเกี่ยวกับการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาจากวัตถุตัวนําและ
เปรียบเทียบผลที่ไดจากการทดลองกับผลที่ไดจากการใชวิธีเชงิตัวเลข 

1.4 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ 

1. ไดวิธีการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติจากวัตถุ
ตัวนําที่ไมมีสภาวะเลวของสมการเมตริกซและไมมีปญหาเรโซแนนซภายใน 

2. โปรแกรมจําลองผลการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นใน 3 มิติจากวัตถุ
ตัวนํา 

1.5 ขั้นตอนและวธิีดําเนนิการวิจัย 

1.  ศึกษาวิธีวิ เคราะหตาง  ๆ  ที่ ใช ในการแกปญหาการกระเจิงของคลื่น
แมเหล็กไฟฟา 

2. ศึกษา วิเคราะห และหาวิธีลดความบกพรองของชุดคําตอบที่ไดจากวิธี   
เบาวนดารีอีลีเมนตในการแกปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟา 

3. นําวิธีการในขอ 2 มาประยุกตใชในการแกปญหาการกระเจิงของคลื่นใน 3 มิติ 

4. เขียนโปรแกรมจําลองผลการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่น ในขอ 3 
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5. ทําการทดลองเกี่ยวกับการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาจากวัตถุตัวนํา 

6. เปรียบเทียบและวิเคราะหผล 

7. จัดทําเอกสารวิทยานิพนธ 



บทที่  2 

การวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติ 
โดยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนต 

2.1 ความนาํ 

ในบทนี้จะกลาวถึงวิธีวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติ
โดยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนต ทฤษฎีตางๆที่นําเสนอในบทนี้จะเปนหลักการที่ใชในการคํานวณในบท
ตอไป เนื้อหาในบทนี้ประกอบดวย ในหัวขอ 2.2 กลาวถึงสมการพื้นฐานในการวิเคราะหปญหาการ
กระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติโดยนําเสนอในรูปแบบของสมการสเกลารซึ่งจะใชระเบียบ
วิธีเบาวนดารีอีลีเมนตในการวิเคราะหหาผลเฉลยของปญหานี้และจะกลาวถึงการเลือกผิวของจุด
สังเกตที่ใชในการแกปญหาเรโซแนนซภายใน ในหัวขอ 2.3 จะนําเสนอตัวอยางการคํานวณดวยวิธี
เบาวนดารีอีลีเมนตในกรณีของตัวกระเจิงคลื่นที่ เปนตัวนําสมบูรณซึ่งมีโครงสรางเปนรูป
ทรงกระบอกหนาตัดเปนรูปวงกลมและยาวเปนอนันต โดยใชการเลือกผิวของจุดสังเกตในการ
แกปญหาเรโซแนนซภายใน ซึ่งจะพิจารณาในกรณีที่ผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวและ
กรณีที่ผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิว 

2.2 สมการพืน้ฐานในการวิเคราะหปญหาการกระเจงิของคลื่นแมเหลก็ไฟฟาใน 2 มิติ 

ปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติเปนปญหาที่ตัวกระเจิงคลื่นมี
โครงสรางเปนรูปทรงกระบอกที่มีความยาวตามแนวแกนของทรงกระบอกมากกวาความยาวคลื่น
ของคลื่นแมเหล็กไฟฟามาก ทําใหสามารถประมาณไดวา ไมมีการเปลี่ยนแปลงของสนามตาม
แนวแกนของทรงกระบอก เมื่อพิจารณาปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาจากตัวกระเจิง
คล่ืนที่มีโครงสรางเปนรูปทรงกระบอกที่มีหนาตัดของทรงกระบอกคงตัวและทรงกระบอกวางตัวอยู
ในแนวแกน z  ดังรูปที่ 2.1 โดยกําหนดให Γ  เปนผิวของตัวกระเจิงคลื่น, oΩ  เปนบรเิวณภายนอก
ของตัวกระเจิงคลื่น และ iΩ  เปนบริเวณภายในตัวกระเจิงคลื่น 

ในที่นี้จะพิจารณากรณีของคลื่นแมเหล็กไฟฟาที่เปนสนามแมเหล็กไฟฟาฮารมอ
นิกเชิงเวลา (time harmonic electromagnetic field) ซึ่งคลื่นแมเหล็กไฟฟาที่เกิดขึ้นในปญหาการ
กระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาจะตองสอดคลองกับสมการแมกซเวลลในโดเมนความถี่ดังนี้ 

EjJaH zz

rrr
0ωε+=×∇                 (2.1) 

HjE
rv

0ωµ−=×∇                  (2.2) 
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ในที่นี้ 

E
r  และ H

r  คือ เวกเตอรความเขมสนามไฟฟาและเวกเตอรความเขมสนามแมเหล็ก 

zJ  คือ ความหนาแนนของกระแสไฟฟาในแนวแกน z  

0ε  และ 0µ  คือ สภาพยอมและสภาพซาบซึมไดของอวกาศวาง 

ω  คือ ความถี่เชิงมุมของคลื่นแมเหล็กไฟฟา 

nr

Γ

oΩ iΩ x

y

z

 
รูปที่ 2.1 ตัวกระเจิงคลื่นที่มโีครงสรางรูปทรงกระบอกที่มหีนาตัดของทรงกระบอกคงตัว 

และทรงกระบอกวางตัวอยูในแนวแกน z  

เมื่อแยกองคประกอบของสนามไฟฟา สนามแมเหล็กและตัวดําเนินการเดล 
ออกเปน 2 องคประกอบ  คือ องคประกอบของสนามไฟฟาตามขวางและในแนวแกน  z  
องคประกอบของสนามแมเหล็กตามขวางและในแนวแกน z  แลว สนามไฟฟาและสนามแมเหล็ก
สามารถแสดงไดดังนี้ 

zzt HaHH rrr
+=                  (2.3) 

zzt EaEE rrr
+=                  (2.4) 
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เนื่องจากการประมาณใหไมมีการเปลี่ยนแปลงของสนามตามแนวแกน z  ดังนั้นตัวดําเนินการเดล
สามารถแสดงไดเปนดังนี้ 

tzt z
a ∇=

∂
∂

+∇=∇
r                  (2.5) 

y
a

x
a yxt ∂

∂
+

∂
∂

=∇
rr                  (2.6) 

เมื่อแทนสมการที่ (2.3), (2.4) และ (2.5) ลงในสมการที่ (2.1) และ (2.2) จะได 

tzzzzzzttt EjEjaJaHaH
rvrrr

00 ωεωε ++=×∇+×∇             (2.7) 

tzzzzttt HjHjaEaE
rvrr

00 ωµωµ +−=×∇+×∇               (2.8) 

และจากสมการที่ (2.5) และ (2.6) นี้ทําใหสามารถแบงคลื่นแมเหล็กไฟฟาออกไดเปน 2 ชุดคือ 
zTE  และ zTM  

zTM :  zzzztt EjaJaH 0ωε
vrr

+=×∇                 (2.9) 

tzzt HjEa
rr

0ωµ=×∇                (2.10) 

zTE :  zztt HjaE 0ωµ
vr

−=×∇               (2.11) 

tzzt EjHa
rr

0ωε=×∇                (2.12) 

โดยในกรณีของ zTM  (E-wave) นั้น 0=== zyx HEE  และในกรณีของ zTE  (H-wave) นั้น 
0=== zyx EHH  ซึ่งในกรณีทั้งสองนี้มีสมการคลื่นเปนดังนี้ 

zTM  :  zzzt JjEkE 0
22 ωµ=+∇               (2.13) 

zTE   :  022 =+∇ zzt HkH                (2.14) 

สนามทั้งสองกรณีนี้สามารถแสดงในรูปสมการทั่วไปไดดังนี้ 

gfkft −=+∇ 22   ในบริเวณ oΩ             (2.15) 

โดยที่ f  เปนสนามในบริเวณ oΩ  ซึ่ง zEf =  ในกรณีของ zTM  และ zHf =  ในกรณีของ zTE  
k  เปนเลขคลื่น (wave number) ของคลื่นแมเหล็กไฟฟาในบริเวณ oΩ  และ g  เปนแหลงกําเนิด
ที่อยูในบริเวณ oΩ  
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เงื่อนไขขอบเขต (boundary condition) ตามขอบเขต Γ  ที่เปนผิวตัวนําสมบูรณ ตองสอดคลอง
กับสมการตอไปนี้ 

กรณีการกระเจิงคลื่นของ zTM   0=f               (2.16) 

กรณีการกระเจิงคลื่นของ zTE   0=∇⋅ fn
r              (2.17) 

โดยที่ nr  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยที่มีทิศทางพุงออกจากตัวกระเจิงคลื่นและตั้งฉากกับขอบเขต Γ  

เมื่อใชทฤษฎีบทของกรีน (Green‘s theorem) กับสมการที่ (2.15) ในการแปลง
ความสัมพันธจากความสัมพันธในบริเวณทั้งหมดของปญหาการกระเจิงคลื่นแมเหล็กไฟฟาใหเปน
ความสัมพันธที่ขอบเขตของปญหาการกระเจิงคลื่นแมเหล็กไฟฟา ซึ่งก็คือผิวของตัวกระเจิงคลื่น 
จะทําใหไดสมการอินทิกรัลเปนดังนี้ 

เมื่อ op Ω∈
r  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )pfpfdlqf
n

qpG
n
qfqpG inc

q
qq

rrr
rrr

rr
−=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∂
∂

−
∂
∂

∫Γ
,,            (2.18) 

เมื่อ ip Ω∈
r  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )pfdlqf
n

qpG
n
qfqpG inc

q
qq

rr
rrr

rr
=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∂
∂

−
∂
∂

∫Γ
,,             (2.19) 

และ 

( ) ( ) ( )∫Ω=
o

q
inc dSqpGqgpf

rrrr
,              (2.20) 

( ) ( )qpkHjqpG rrrr
−−= 2

04
,               (2.21) 

โดยที่ 

( )pf inc r  เปนสนามตกกระทบที่จุด p
r  ที่เกิดขึ้นโดยแหลงกําเนิด ( )qg

r  

( )qpG
rr

,  เปนฟงกชันกรีนแบบ 2 มิติในอวกาศวางไรขอบเขต 

( )qpkH rr
−2

0  เปนฟงกชันแฮงเคลชนิดที่สองอันดับศูนย (Hankel function of 
 second kind of zeroth order) 
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qn∂
∂  เปนอนุพันธในแนวตั้งฉากเทียบกับ qr  ตามขอบเขต Γ  

∫Γ qdl  เปนอินทิกรัลเชิงเสนเทียบกับ qr  ตามขอบเขต Γ  

∫Ω0
qdS  เปนอินทิกรัลเชิงผิวเทียบกับ qr  บนบริเวณ oΩ  

p
r  และ qr  เปนเวกเตอรตําแหนงของจุดสังเกตและจุดแหลงกําเนิด ตามลําดับ 

เมื่อพิจารณาสมการที่ (2.18) แลวพบวา สนามที่จุดใดๆใน oΩ สามารถหาได
จาก f  และ 

qn
f

∂
∂  ที่ขอบเขต Γ  ของตัวกระเจิงคลื่น ดังนั้นจะตองหา f  และ 

qn
f

∂
∂  ที่ขอบเขต Γ  

ใหไดกอนจึงจะสามารถหาสนามใน oΩ ได เราสามารถหา f  และ 
qn

f
∂
∂  ที่ขอบเขต Γ  ของตัว

กระเจิงคลื่นไดจากสมการที่ (2.19) และเมื่อใชเงื่อนไขขอบเขตในสมการที่ (2.16) หรือ (2.17) รวม
ดวยจะทําใหไดสมการอินทิกรัลเปนดังนี้ 

ในกรณีของ zTM  

เมื่อ ip Ω∈
r : 

( ) ( ) ( )pfdl
n
qfqpG inc

q
q

r
r

rr
=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∂
∂

∫Γ ,              (2.22) 

ในกรณีของ zTE  

เมื่อ ip Ω∈
r : 

( ) ( ) ( )pfdlqf
n

qpG inc
q

q

rr
rr

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∂
∂

− ∫Γ
,              (2.23) 

การแกสมการอินทิกรัลดังในสมการที่ (2.22) และ (2.23) นี้จะใชวิธีเบาวนดารี    
อีลีเมนต โดยจะพิจารณากรณีของคลื่นที่ตกกระทบบนตัวกระเจิงคลื่นเปน zTM  เปนกรณี
ตัวอยางในการแกสมการอินทิกรัลโดยใชวิธีเบาวนดารีอีลีเมนต ซึ่งมีฟงกชัน ( )

qn
qf

∂
∂

r

 เปนฟงกชันที่

เราตองการหาคําตอบ วิธีเบาวนดารีอีลีเมนตเปนการรวมเทคนิคของวิธีสมการอินทิกรัลตามขอบ
และเทคนิคการแบงสวนยอยมาใชในการแกปญหา การแกปญหาโดยวิธีนี้นั้นเริ่มโดยการแบง
บริเวณตามแนวขอบเขตของปญหาหรือผิวของตัวกระเจิงคลื่นออกเปนสวนยอยใหมีจํานวนเทากับ 
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N  สวน ซึ่งในปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติ บริเวณตามแนวขอบของปญหา
จะเปนเสนรอบรูปของภาคตัดขวางของตัวกระเจิงคลื่น แลวจึงกําหนดหมายเลขใหกับอีลีเมนตโดย
เร่ิมจาก 1 จนถึง N  และกําหนดหมายเลขใหกับจุดหัวและจุดทายของอีลีเมนตที่เรียกวา โนด 
(node) โดยเริ่มต้ังแต 1 จนถึง N  ( )Nnqn ...,,3,2,1; =  ดังรูปที่ 2.2 และสรางคําตอบทดสอบ
โดยกําหนดใหฟงกชันที่ตองการหา ( )

qn
qf

∂
∂

r

 ที่ขอบเขตของปญหาเปนผลรวมของฟงกชันที่ตองการ

หาในแตละชวงอีลีเมนต และในการประมาณฟงกชันในแตละชวงอีลีเมนตจะประมาณดวยฟงกชัน
ฐานแบบ 1 มิติ ดังรูปที่ 2.3 คูณกับพารามิเตอรที่ไมทราบคา ซึ่งแสดงในรูปผลคูณเมตริกซไดดังนี้ 

( ) ( ) { } { }∑ ∑
= =

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

=
∂
∂ N

e

N

e

eTe

e

qq

N
n
qf

n
qf

1 1
φ

rr

            (2.24) 

โดยที่ { } ( )
( )⎥⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

qN
qN

N e

e
e

r

r

2

1  เปนเมตริกซขนาด 2×1 เปนฟงกชันรูปรางแบบ 1 มิติ 

{ } ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= e

e
e

2

1

φ
φ

φ  เปนพารามิเตอรที่ไมทราบคา ซึ่งในที่นี้ e
1φ  และ e

2φ  คือ ( )
qn
qf

∂
∂

r

 ที่โนดที่ 1 

และโนดที่ 2 ของอีลีเมนตที่ e  ตามลําดับ 

4

x

y

z

Γ

1
2

3

N

5

6
7

8

N - 2

N - 1

 
รูปที่ 2.2 การแบงขอบเขต Γ  ของตัวกระเจงิคลื่นออกเปนอีลีเมนตยอย 
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1 12 2eN1
eN 2

1 1

 
(ก)     (ข) 

รูปที่ 2.3 ฟงกชันฐานแบบ 1 มิติ (ก) eN1  (ข) eN 2  

เมื่อแทนฟงกชัน ( )
qn
qf

∂
∂

r

 ตามสมการที่ (2.24) ลงในสมการที่ (2.22) จะไดวา 

( ){ } { }[ ] ( )pfdlNqpG inc
q

N

e

eTe r
=∑∫

= Γ1

, φ              (2.25) 

การหาผลเฉลยของสมการที่ (2.25) จะทําโดยใชวิธีการถวงน้ําหนักเศษตกคาง 
(weighted residual method) ตามวิธีพอยนทแมชชิง (point matching method) กลาวคือจะหา
ผลคูณภายใน (inner product) ของสมการที่ (2.25) กับฟงกชันถวงน้ําหนัก และเลือกฟงกชันถวง
น้ําหนักเปนฟงกชันเดลตา (delta function) โดยใชฟงกชันถวงน้ําหนักจํานวน N  ตัว ซึ่งผลที่ได
คือชุดสมการพีชคณิตเชิงเสนที่มีจํานวนสมการเทากับจํานวนพารามิเตอรที่ไมทราบคา แสดงได
ดังนี้ 

( ){ } { }[ ] ( )j
inc

N

e
q

eTe
j pfdlNqpG rrr∑∫

= Γ

=
1

, φ             (2.26) 

Nj ...,,3,2,1=  

เมื่อจัดรูปสมการที่ (2.26) ใหอยูในรูปสมการเมตริกซ แสดงไดดังนี้ 

[ ][ ] [ ]BA =Φ                 (2.27) 

โดยที่ 

[ ]A  เปนเมตริกซมิติ NN ×   
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และ [ ]A ( ){ }[ ]∑∫
= Γ

=
N

e
q

Te
j dlNqpG

1

, rr              (2.28) 

[ ]B  เปนเมตริกซมิติ 1×N   

และ [ ] ( )j
inc pfB r

=                (2.29) 

[ ]Φ  เปนเมตริกซมิติ 1×N   

การวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาโดยใชวิธีเบาวนดารี        
อีลีเมนตนั้นมักจะมีปญหาเรโซแนนซภายในเกิดขึ้นซึ่งทําใหคําตอบที่ไดมีความผิดพลาดจาก
คําตอบที่แทจริงมาก ณ ความถี่บางคา หรือ มีความถี่เอกฐานเกิดขึ้นนั่นเอง ปญหาเรโซแนนซ
ภายในนี้เกิดขึ้นเมื่อใชวิธีสมการอินทิกรัลตามขอบกับตัวกระเจิงคลื่นที่เปนผิวปด ซึ่งพบวา ความถี่
เอกฐานที่เกิดขึ้นนี้สอดคลองกับความถี่เรโซแนนซของโพรงที่มีรูปรางเชนเดียวกับตัวกระเจิงคลื่น
และตัวกลางภายในโพรงมีสมบัติเชนเดียวกับบริเวณภายนอกตัวกระเจิง  

จากการศึกษาพบวา แนวทางหนึ่งในการแกไขปญหาเรโซแนนซภายในคือการ
ปรับเลื่อนผิวของจุดสังเกตจากตําแหนงเดิมที่อยูบนผิวของตัวกระเจิงคลื่นใหอยูที่ผิวสมมติซึ่งผิวนี้
จะอยูใกลกับผิวของตัวกระเจิงคลื่นมากโดย Toyoda et al. (1988) ไดเสนอวิธีที่ใชผิวสมมติ       
ผิวเดียว ซึ่งสามารถแกปญหาเรโซแนนซภายในไดโดยอาศัยการปรับเลื่อนผิวสมมติ เมื่อเกดิปญหา  
เรโซแนนซภายในที่ความถี่ที่ตองการ ผลจากการแกปญหาตามวิธีนี้จะทําใหความถี่ที่เกิดปญหา   
เรโซแนนซภายในเลื่อนไปจากความถี่เดิมที่เคยเกิดปญหา จึงทําใหสามารถหาคําตอบ ณ ความถีท่ี่
ตองการได แตปญหาเรโซแนนซภายในก็ยังไมไดถูกกําจัดไป กลาวคือปญหาเรโซแนนซภายในก็ยัง
เกิดขึ้น ณ ความถี่อ่ืน ตอมา Yoshii (1999) ไดเสนอวิธีแกไขปญหาเรโซแนนซภายในโดยใชผิว
สมมติเพิ่มข้ึนอีกผิวหนึ่งจากเดิมที่เคยใชผิวเดียว พบวา สามารถแกปญหาเรโซแนนซภายในได
และไมเกิดปญหาเรโซแนนซภายในที่ความถี่ใดเลย 

2.2.1 การเลือกผิวของจุดสังเกต 

ในงานวิทยานิพนธนี้จะใชการเลือกผิวของจุดสังเกตในการแกปญหาเรโซแนนซ
ภายในที่เกิดขึ้นในการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาโดยใชวิธีเบาวนดารี      
อีลีเมนต ซึ่งประกอบดวย การใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวและการใชผิวของจุดสังเกต
เปนผิวสมมติสองผิว 
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2.2.1.1 การใชผิวของจุดสังเกตเปนผวิสมมติผิวเดียว 

การใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวนี้จะกําหนดจุดสังเกต inpp rr
=  ให

อยูบนเสนวงปด iΓ  ที่เปนผิวสมมติซึ่งอยูใกลกับขอบเขต Γ  มาก ดังรูปที่ 2.4 และกําหนดให
ระยะหางระหวางผิว Γ  และ iΓ  เปน δ และกําหนดใหอัตราสวนระหวาง iΓ  ตอ Γ  เปน iα ซึ่ง
ความสัมพันธระหวางพารามิเตอรทั้งสองคือ δα −=1i  ทําใหไดจุดสังเกตบนผิวสมมติเปนดังนี้ 

niin qp rr α=  Nn ...,,3,2,1, =              (2.30) 

โดยที่ 10 << iα  และ iα  ควรมีคาเขาใกล 1  

X

Y

Z

iΩ

oΩ

Γ

iΓ
qr

inpr
0→δ

δ

 
(ก) 

eq1
r

eq2
r

inpr

e

0→δ

iΓ

Γ

X

Y

Z

 
(ข) 

รูปที่ 2.4 การใชผิวของจุดสังเกตเปนผวิสมมติผิวเดียวในปญหา 2 มิต ิ
(ก) ผิวของจุดสังเกตทีเ่ปนผวิสมมติผิวเดยีว (ข) จุดสังเกตบนผิวสมมติ iΓ  

เมื่อแทนสมการที่ (2.30) ลงในสมการที่ (2.26) จะไดวา 

( ){ } { }[ ] ( )in
inc

N

e
q

eTe
in pfdlNqpG rrr∑∫

= Γ

=
1

, φ              (2.31) 

Nin ...,,3,2,1=  
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เมื่อจัดรูปใหอยูในรูปสมการเมตริกซ [ ][ ] [ ]BA =Φ  โดยมี 

[ ]A ( ){ }[ ]∑∫
= Γ

=
N

e
q

Te
in dlNqpG

1

, rr              (2.32) 

[ ] ( )in
inc pfB r

=                 (2.33) 

2.2.1.2 การใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิว 

การใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิวนี้จะกําหนดจุดสังเกต 2 จุด ใหอยูบน
เสนวงปด 1iΓ  และ 2iΓ  โดยที่ผิวสมมติทั้งสองนี้อยูใกลกันมากและผิวสมมติทั้งสองยังอยูใกลกับ
ขอบเขต Γ  มากดวย ดังรูปที่ 2.5 

Γ

1iΓ

2iΓ
iΩ

oΩ

x

y

z

 
(ก) 

2qr

1qr

t
r

zar

nr

( )1pr

( )2pr

Γ

1iΓ

2iΓ

x

y

z

 
(ข) 

รูปที่ 2.5 การใชผิวของจุดสังเกตเปนผวิสมมติสองผิวในปญหา 2 มิต ิ

(ก) ผิวของจุดสังเกตทีเ่ปนผวิสมมติสองผิว (ข) จุดสังเกตบนผิวสมมติ 1iΓ  และ 2iΓ  
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กําหนดใหจุดสังเกตบนผิวสมมติทั้งสองเปนดังนี้ 

( ) ( ) ndqqp r
rr

r 1211

2
β+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=               (2.34) 

( ) ( ) ndqqp r
rr

r 2212

2
β+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=               (2.35) 

โดยที่ 

12 qqd rr
−=  เปนระยะระหวางโนด 

( )
d

qq
t 12

rr
r −
=  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยที่อยูในแนวสัมผัสกับผิวของตัวกระเจิงคลื่น 

tan z

rrr
×=  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยที่อยูในแนวตั้งฉากกับผิวของตัวกระเจิงคลื่นและมีทิศ

พุงเขาไปภายในตัวกระเจิงคลื่น 

( ) ( )21 ,ββ  เปนจํานวนจริงที่มีคานอยๆ ซึ่งในที่นี้กําหนดให ( ) ( )12 ββ >  

เมื่อแทนจุดสังเกตทั้งสองจากสมการที่ (2.34) และ(2.35) ในแตละอีลีเมนตลงใน
สมการที่ (2.26) ตามลําดับ ใหจุดสังเกตทั้งสองในอีลีเมนตที่ m  เปน ( )1

mpr  และ ( )2
mpr  โดยที่ 

Nm ,...,3,2,1=  จะไดวา 

( )( ){ } { }[ ] ( )( )1

1

1 , m
inc

N

e
q

eTe
m pfdlNqpG rrr∑∫

= Γ

=φ             (2.36) 

( )( ){ } { }[ ] ( )( )2

1

2 , m
inc

N

e
q

eTe
m pfdlNqpG rrr∑∫

= Γ

=φ             (2.37) 

และใชคาสเกลาร ( )1
mα  และ ( )2

mα  ซึ่งเปนคอนจูเกตเชิงซอน คูณสมการที่ (2.36) 
และ (2.37) ตามลําดับ แลวจึงนําสมการทั้งสองมารวมกัน เปนดังนี้ 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ){ } { }[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2211

1

2211 ,, m
inc

mm
inc

m

N

e
q

eTe
mmmm pfpfdlNqpGqpG rrrrrr ααφαα +=+∑∫

= Γ

 

                   (2.38) 
Nm ,...,3,2,1=  
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โดยที่  ( )
( ) ( )12

1 1
mm

m pp
j
rr

−
−=α                (2.39) 

( )
( ) ( )12

2 1
mm

m pp
j
rr

−
+=α                (2.40) 

เมื่อจัดรูปใหอยูในรูปสมการเมตริกซ [ ][ ] [ ]BA =Φ  โดยมี 

[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ){ }[ ]∑∫
= Γ

+=
N

e
q

Te
mmmm dlNqpGqpGA

1

2211 ,, rrrr αα            (2.41) 

[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( )2211
m

inc
mm

inc
m pfpfB rr αα +=              (2.42) 

Nm ,...,3,2,1=  

และเมื่อทราบคาของ 
qn

f
∂
∂  ที่ผิวของตัวกระเจิงคลื่นแลวจะสามารถหาสนามที่

ตําแหนงใดๆ ในบริเวณ oΩ ไดจากสมการที่ (2.18) และใชเงื่อนไขขอบเขตรวมดวย และ
เชนเดียวกันจากสมการที่ (2.18) สนามของคลื่นกระเจิงในบริเวณ oΩ  แสดงไดเปนดังนี้ 

( ) ( ) ( )
q

q

sca dl
n
qfqpGpf ∫Γ ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∂
∂

−=
r

rrr ,              (2.43) 

การหาคาของอินทิกรัลในที่นี้ใชการประมาณการอินทิเกรตแบบเกาส (Gauss‘s 
quadrature) (รายละเอียดดังในภาคผนวก ก) และใชการปรับเปลี่ยนรูปของอีลีเมนตเชิงเสนใน
ปริภูมิ 2 มิติ (รายละเอียดดังในภาคผนวก ข) รวมดวย 

2.2.2 การพิจารณาเสถียรภาพของการคํานวณ 

การพิจารณาเสถียรภาพของการคํานวณในที่นี้จะใชเลขแสดงสภาวะของเมตริกซ
สัมประสิทธิ์ (Mittra, 1975) เปนคาดัชนีที่บอกถึงสภาวะเลวของเมตริกซ ซึ่งเมื่อเมตริกซ
สัมประสิทธิ์เปนเมตริกซเอกฐานหรือใกลจะเปนเมตริกซเอกฐานและไมมีคําตอบเฉพาะตัว เลข
แสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์จะมีคาสูงมากและเขาใกลอนันต และเลขแสดงสภาวะของ
เมตริกซสัมประสิทธิ์ (condition number) แสดงไดดังนี้ 

( ) 1−⋅= AAAcond                (2.44) 

ซึ่งในที่นี้จะใชนอรมเปนแบบยูคลิเดียน (euclidean norm) 
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ดังนั้นเลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์จะเปน 

( )
min

max

λ
λ

=Acond                (2.45) 

โดยที่ maxλ  และ minλ  เปนคาเจาะจง (eigenvalue) ที่มากที่สุดและนอยที่สุดของ
เมตริกซ [ ][ ]AAT  

2.3 ผลการคาํนวณในกรณีตัวอยาง 

ในหัวขอนี้จะกลาวถึงการคํานวณในกรณีตัวอยางของการวิเคราะหปญหาการ
กระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติโดยใชวิธีเบาวนดารีอีลีเมนต ตัวกระเจิงคลื่นเปนตัวนํา
สมบูรณซึ่งมีโครงสรางเปนรูปทรงกระบอกและมีหนาตัดเปนรูปวงกลม เพื่อตรวจสอบความถูกตอง
ของวิธีการ และผลของการเลือกใชผิวของจุดสังเกตทั้งสองแบบ 

2.3.1 ตัวกระเจิงคลื่นที่เปนตัวนําสมบูรณซึ่งมีโครงสรางเปนรูปทรงกระบอกหนา
ตัดเปนรูปวงกลมและมีความยาวเปนอนันต 

พิจารณาปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาในกรณีคลื่นตกกระทบ zTM  
เปนคลื่นระนาบ ( )jkxE inc

z −=exp  มีการแพรกระจายในทิศทาง x+  ตกกระทบบนตัวกระเจิง
คลื่นที่เปนตัวนําสมบูรณซึ่งมีโครงสรางเปนรูปทรงกระบอกและมีหนาตัดเปนรูปวงกลมและมีรัศมี
ชองทรงกระบอกเทากับ 1 เมตรและมีความยาวเปนอนันต ดังรูปที่ 2.6 

Y

XZ

incf

inc
zE

inc
yH

 
รูปที่ 2.6 ปญหาการกระเจงิของคลื่นแมเหล็กไฟฟาในกรณีคลื่นตกกระทบ zTM  ตกกระทบบนตัว
กระเจิงคลืน่ทีเ่ปนตัวนําสมบูรณซึ่งมีโครงสรางเปนรูปทรงกระบอกและมีหนาตัดเปนรูปวงกลม 
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จะพิจารณาเลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์เปนคาดัชนีบอกสภาวะเลว 
(ill-condition) ของเมตริกซ และพิจารณาภาคตัดขวางเปาเรดารเอกสถิต (monostatic radar 
cross section) ซึ่งเปนภาคตัดขวางเปาเรดารเมื่อกําหนดใหภาครับ (receiver) อยูที่ตําแหนง
เดียวกันกับภาคสง (transmitter) ซึ่งจากสมการที่ (2.34) เมื่อให xarp rr

−= ∞→r;  จะไดวา 

2
2 scafrπσ =

( ) ( )( )
2

exp
4
1
∫
Γ

⋅−⋅
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∂
∂

= qx
q

dlqajk
n
qf

k
rv

r

          (2.46) 

เมื่อใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียว โดยกําหนดให 99.0=iα  และ 
95.0=iα  พิจารณาในชวง 0=ka  ถึง 5=ka  ในการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่น

แมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติโดยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนต โดยใชจํานวนอีลีเมนต N  เทากับ 100 อีลีเมนต
และมีจํานวนพารามิเตอรที่ไมทราบคาเทากับ 100 ตัว และใชคาความถี่จํานวน 5000 จุด โดยแบง
ระยะหางของความถี่อยางสม่ําเสมอเปน 0.001 ในชวงของโดเมนความถี่จาก 0=ka  ถึง 5=ka   

ในกรณีของการใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวโดยที่ 99.0=iα  นั้น
ไดผลดังรูปที่ 2.7 ซึ่งพบวา เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์มีคาสูงมากและมีจุดเอกฐาน
เกิดขึ้น 2 จุดในชวง 0=ka  ถึง 5=ka  คือที่ 435.2=ka  และ 881.3=ka  ดังในตารางที่ 2.1 
และ 2.2 ตามลําดับ ซึ่งเลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์จะเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็วและ
มีคาสูงมากเขาใกลอนันตแสดงวาเมตริกซสัมประสิทธิ์ไมมีเสถียรภาพและเปนเมตริกซเอกฐาน ณ 
ตําแหนง 435.2=ka  และ 881.3=ka  เมื่อพิจารณาคาภาคตัดขวางเปาเรดารในรูปที่ 2.8 พบวา
ที่จุดเอกฐานทั้งสองมีความผิดพลาดสูงมากเกิดขึ้นที่บริเวณรอบๆ ใกลกับจุดเอกฐานทั้งสองและ
ภาคตัดขวางเปาเรดารมีการเปลี่ยนแปลงคาเกิดขึ้นอยางรวดเร็ว 

เชนเดียวกันเมื่อพิจาณากรณีของการใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียว
โดยที่ 95.0=iα  ไดผลดังรูปที่ 2.9 ซึ่งพบวา เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์มีคาสูงมาก
และสูงกวาเมื่อใช 99.0=iα  มากและมีจุดเอกฐานเกิดขึ้น 2 จุดในชวงของ 0=ka  ถึง 5=ka  คือ
ที่ 532.2=ka  และ 033.4=ka  ดังในตารางที่ 2.3 และ 2.4 ตามลําดับ เลขแสดงสภาวะของ
เมตริกซสัมประสิทธิ์จะเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็วและมีคาสูงมากเขาใกลอนันต เมื่อพิจารณาคา
ภาคตัดขวางเปาเรดารในรูปที่ 2.10 พบวาที่จุดเอกฐานทั้งสองมีความผิดพลาดสูงมากเกิดขึ้นที่
บริเวณรอบๆ ใกลกับจุดเอกฐานทั้งสองและภาคตัดขวางเปาเรดารมีการเปลี่ยนแปลงคาเกิดขึ้น
อยางรวดเร็ว 
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ตารางที่ 2.1 เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ ณ ความถี่เรโซแนนซที่หนึ่งที่เกิดขึ้นในกรณี
ของการใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวโดยที่ 99.0=iα  

ka  ( )Acond  
2.432 12,620 
2.433 12,612 
2.434 12,604 
2.435 20,714 
2.436 12,588 
2.437 12,580 
2.438 12,572 

 

ตารางที่ 2.2 เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ ณ ความถี่เรโซแนนซที่สองที่เกิดขึ้นในกรณี
ของการใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวโดยที่ 99.0=iα  

ka  ( )Acond  
3.878 9,241 
3.879 9,604 
3.880 11,542 
3.881 29,247 
3.882 11,219 
3.883 9,547 
3.884 9,215 
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รูปที่ 2.7 เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์กรณีใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียว 

เมื่อกําหนดให 99.0=iα  พจิารณาในชวงของ 0=ka  ถึง 5=ka  

 
รูปที่ 2.8 ภาคตัดขวางเปาเรดารกรณีใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผวิเดียว 

เมื่อกําหนดให 99.0=iα  พจิารณาในชวงของ 0=ka  ถึง 5=ka  
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ตารางที่ 2.3 เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ ณ ความถี่เรโซแนนซที่หนึ่งที่เกิดขึ้นในกรณี
ของการใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวโดยที่ 95.0=iα  

ka  ( )Acond  
2.529 4,249,536 
2.530 4,429,717 
2.531 4,746,541 
2.532 12,393,016 
2.533 4,783,755 
2.534 4,396,793 
2.535 4,247,429 

 

ตารางที่ 2.4 เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ ณ ความถี่เรโซแนนซที่สองที่เกิดขึ้นในกรณี
ของการใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวโดยที่ 95.0=iα  

ka  ( )Acond  
4.030 2,968,304 
4.031 3,104,706 
4.032 3,224,432 
4.033 6,968,859 
4.034 3,283,244 
4.035 3,170,804 
4.036 3,024,504 
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รูปที่ 2.9 เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์กรณีใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียว 

เมื่อกําหนดให 95.0=iα  พจิารณาในชวงของ 0=ka  ถึง 5=ka  

 
รูปที่ 2.10 ภาคตัดขวางเปาเรดารกรณีใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียว 

เมื่อกําหนดให 95.0=iα  พจิารณาในชวงของ 0=ka  ถึง 5=ka  
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จากผลของการใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียว  โดยกําหนดให 
99.0=iα  และ 95.0=iα  พบวา เมื่อใช 99.0=iα  จะมีจุดเอกฐานที่หนึ่งอยูที่ตําแหนง 
435.2=ka  และจุดเอกฐานที่สองอยูที่ตําแหนง 881.3=ka  และเมื่อใช 95.0=iα  จะมีจุด     

เอกฐานที่หนึ่งอยูที่ตําแหนง 532.2=ka  และจุดเอกฐานที่สองอยูที่ตําแหนง 033.4=ka  ดังรูปที่ 
2.11 นั่นคือจุดเอกฐานที่เกิดขึ้นมีการปรับเลื่อนไปตามพารามิเตอร iα  ที่เลือกใชดังรูปที่ 2.11 
และ ดังในตารางที่ 2.5 เปนผลใหตําแหนงที่คาภาคตัดขวางเปาเรดารมีความผิดพลาดสูงมากนั้น
เลื่อนตําแหนงไปดวย ดังรูปที่ 2.12 

 
(ก) 

 
(ข) 

รูปที่ 2.11 การเลื่อนของความถี่เรโซแนนซเมื่อเปลี่ยนคาของพารามิเตอร iα  
(ก) ความถี่เรโซแนนซที่หนึง่ (ข) ความถี่เรโซแนนซที่สอง 
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(ก) 

 
(ข) 

รูปที่ 2.12 การเลื่อนตําแหนงที่คาภาคตัดขวางเปาเรดารมีความผิดพลาดเกิดขึ้นมาก 
เมื่อเปลี่ยนคาของพารามิเตอร iα  

(ก) ความถี่เรโซแนนซที่หนึง่ (ข) ความถี่เรโซแนนซที่สอง 
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ตารางที่ 2.5 การเลื่อนความถี่เรโซแนนซที่หนึ่งเมื่อเปลี่ยนคาของพารามิเตอร iα   

iα  ความถีเ่รโซแนนซ ( )ka  
0.99 2.435  (≈ 2.4048 / 0.99) 
0.98 2.454 (≈ 2.4048 / 0.98) 
0.97 2.480 (≈ 2.4048 / 0.97) 
0.96 2.506 (≈ 2.4048 / 0.96) 
0.95 2.532 (≈ 2.4048 / 0.95) 

 

จะเห็นวาการแกปญหาเรโซแนนซภายในโดยใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิว
เดียว พบวาสามารถแกปญหาเรโซแนนซภายในไดโดยอาศัยการปรับเลื่อนผิวสมมติซึ่งก็คือการ
ปรับเปลี่ยนคา iα ของผิวสมมติ เมื่อเกิดปญหาเรโซแนนซภายในที่ความถี่ที่ตองการ ซึ่งทําให
ความถี่ที่เกิดปญหาเรโซแนนซภายในเลื่อนไปจากความถี่เดิมที่เคยเกิดปญหาขึ้น ทําใหสามารถหา
ผลเฉลย ณ ความถี่ที่ตองการได แตอยางไรก็ตามปญหาเรโซแนนซภายในยังไมถูกกําจัดไป
กลาวคือปญหาเรโซแนนซภายในยังคงเกิดขึ้น ณ ความถี่อ่ืน 

ตารางที่ 2.6 การเปรียบเทียบภาคตัดขวางเปาเรดารที่ 2=ka  ที่ไดจากวิธีเบาวนดารีอีลีเมนต 
กรณีที่ใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียว เมื่อเปลี่ยนคาของพารามิเตอร iα  

iα  ( )aRCS π  
0.99 1.0873 
0.98 1.0872 
0.97 1.0874 
0.96 1.0875 
0.95 1.0876 

analytical solution 1.0873 

 

จะเห็นวาเมื่อเปลี่ยนคาของพารามิเตอร iα ที่ใชในการกําหนดผิวของจุดสังเกตที่
เปนผิวสมมติผิวเดียว ภาคตัดขวางเปาเรดารที่ไดจากการคํานวณดวยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตเมื่อใช
ผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวจะเขาใกลผลการคํานวณที่ไดจากวิธีเชิงวิเคราะห เมื่อ
กําหนด iα  เขาใกล 1 แตเมื่อ iα  มีคาลดลง ภาคตัดขวางเปาเรดารที่ไดจากการคํานวณดวยวิธี
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เบาวนดารีอีลีเมนตจะมีคาลดลงแลวจึงเพิ่มข้ึน ซึ่งแสดงวาผลการคํานวณดังกลาวนี้มีการแกวง
ของคําตอบที่ไดรอบๆ ผลการคํานวณที่ไดจากวิธีเชิงวิเคราะห ดังในตารางที่ 2.6 

และ เมื่ อ ใ ช ผิ ว ของจุ ดสั ง เ กต เป นผิ วสมมติ สองผิ ว  โดยที่ กํ า หนดให 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )002.0,001.0,02.0,01.0 2121 ==== ββββ  แ ล ะ  ( ) ( )( )0002.0,0001.0 21 == ββ  

และพิจารณาในชวง 0=ka  ถึง 5=ka  ในการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟา
ใน 2 มิติโดยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนต โดยใชจํานวนอีลีเมนต N  เทากับ 100 อีลีเมนตและมีจํานวน
พารามิเตอรที่ไมทราบคาเทากับ 100 ตัว และใชคาความถี่จํานวน 5000 จุด โดยแบงระยะหางของ
ความถี่อยางสม่ําเสมอเปน 0.001 ในชวงของโดเมนความถี่จาก 0=ka  ถึง 5=ka   

ใ น ก รณี ข อ ง ก า ร ใ ช ผิ ว ข อ ง จุ ด สั ง เ ก ต เ ป น ผิ ว ส ม ม ติ ส อ ง ผิ ว โ ด ย ที่ 
( ) 01.01 =β ( ) 02.0, 2 =β  นั้นไดผลดัง รูปที่  2.13 ซึ่งพบวาเลขแสดงสภาวะของเมตริกซ

สัมประสิทธิ์มีคาต่ําและไมมีตําแหนงที่เกิดการเปลี่ยนแปลงคาอยางรวดเร็วหรือไมมีจุดเอกฐาน
เกิดขึ้น ซึ่งแสดงวาเมตริกซสัมประสิทธิ์มีเสถียรภาพ และเมื่อพิจารณาคาภาคตัดขวางเปาเรดาร
นั้นจากรูปที่ 2.14 พบวาไมมีตําแหนงที่มีการเปลี่ยนแปลงคาอยางรวดเร็วเกิดขึ้นที่บริเวณใดเลย 

เมื่อใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิวโดยที่ ( ) 001.01 =β ( ) 002.0, 2 =β  
ไดผลของเลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ดังรูปที่ 2.15 และผลของภาคตัดขวางเปาเรดาร
ดังรูปที่ 2.16 และเมื่อใช ( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β  ไดผลของเลขแสดงสภาวะของเมตริกซ
สัมประสิทธิ์ดังรูปที่ 2.17 และผลของภาคตัดขวางเปาเรดารดังรูปที่ 2.18 จากทั้งสองกรณีนี้พบวา
เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์มีคาต่ําและไมมีตําแหนงที่เกิดการเปลี่ยนแปลงคาอยาง
รวดเร็วหรือไมมีจุดเอกฐานเกิดขึ้นเชนกัน เมื่อพิจารณาคาภาคตัดขวางเปาเรดาร พบวา ไมมี
ตําแหนงที่มีการเปลี่ยนแปลงคาอยางรวดเร็วเกิดขึ้นที่บริเวณใดเลย และเมื่อเปรียบเทียบภาคตัด
ขวาเปาเรดารที่ไดจากการคํานวณโดยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตที่ใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติ
สองผิวในทั้ง 3 กรณีกับผลของภาคตัดขวางเปาเรดารที่ไดจากวิธีเชิงวิเคราะหจะเห็นวา ผลที่ไดมี
คาใกลเคียงกันมากและมีแนวโนมของคาไปในทิศทางเดียวกัน 
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รูปที่ 2.13 เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์กรณใีชผิวของจุดสงัเกตเปนผิวสมมติสองผิว 

เมื่อกําหนดให ( ) 01.01 =β ( ) 02.0, 2 =β  พิจารณาในชวงของ 0=ka  ถึง 5=ka  

 
รูปที่ 2.14 ภาคตัดขวางเปาเรดารกรณีใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิว 

เมื่อกําหนดให ( ) 01.01 =β ( ) 02.0, 2 =β  พิจารณาในชวงของ 0=ka  ถึง 5=ka  
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รูปที่ 2.15 เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์กรณใีชผิวของจุดสงัเกตเปนผิวสมมติสองผิว 

เมื่อกําหนดให ( ) 001.01 =β ( ) 002.0, 2 =β  พิจารณาในชวงของ 0=ka  ถึง 5=ka  

 
รูปที่ 2.16 ภาคตัดขวางเปาเรดารกรณีใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิว 

เมื่อกําหนดให ( ) 001.01 =β ( ) 002.0, 2 =β  พิจารณาในชวงของ 0=ka  ถึง 5=ka  
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รูปที่ 2.17 เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์กรณใีชผิวของจุดสงัเกตเปนผิวสมมติสองผิว 

เมื่อกําหนดให ( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β  พิจารณาในชวงของ 0=ka  ถึง 5=ka  

 
รูปที่ 2.18 ภาคตัดขวางเปาเรดารกรณีใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิว 

เมื่อกําหนดให ( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β  พิจารณาในชวงของ 0=ka  ถึง 5=ka  
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จากผลการคํานวณของการใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิวโดยให 
( ) ( )( )02.0,01.0 21 == ββ ( ) ( )( )002.0,001.0, 21 == ββ  และ  ( ) ( )( )0002.0,0001.0 21 == ββ  

พบวา เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์เมื่อเลือกใช ( ) ( ) 0002.0,0001.0 21 == ββ  มีคา
ต่ํากวาเมื่อใช ( ) ( ) 002.0,001.0 21 == ββ  และ ( ) ( ) 02.0,01.0 21 == ββ  และคาเลขแสดงสภาวะ
ของ เมตริ กซ สั มประสิ ทธิ์ เ มื่ อ เ ลื อก ใช  ( ) ( ) 002.0,001.0 21 == ββ  มี ค าต่ํ า ก ว า เ มื่ อ ใ ช

( ) ( ) 02.0,01.0 21 == ββ  ดังรูปที่ 2.19 และจากรูปที่ 2.20 พบวา ภาคตัดขวางเปาเรดารเมื่อใช 
( ) ( ) 02.0,01.0 21 == ββ  ไดผลที่ใกลเคียงกับภาคตัดขวางเปาเรดารที่ไดจากวิธีเชิงวิเคราะห

มากกวาเมื่อใช ( ) ( ) 002.0,001.0 21 == ββ  และ ( ) ( ) 0002.0,0001.0 21 == ββ  โดยที่ เมื่อใช
จํานวนอีลีเมนตเทากับ 100 อีลีเมนตและมีจํานวนพารามิเตอรที่ไมทราบคาเทากับ 100 ตัว 
ภาคตัดขวางเปาเรดารเมื่อใช ( ) ( ) 02.0,01.0 21 == ββ  จะมีความผิดพลาดจากผลที่ไดจากวิธีเชิง
วิ เคราะหประมาณ  %19.0100

048.1
048.1050.1

=×
−  และ  ภาคตัดขวางเป า เรดาร เมื่ อ ใช 

( ) ( ) 002.0,001.0 21 == ββ  และ ( ) ( ) 0002.0,0001.0 21 == ββ  จะมีความผิดพลาดจากผลที่ได
จากวิธีเชิงวิเคราะหประมาณ %29.0100

048.1
048.1051.1

=×
−  ดังนั้นจะเห็นวา ภาคตัดขวางเปา

เรดารเมื่อใช ( ) ( ) 002.0,001.0 21 == ββ  และ ( ) ( ) 0002.0,0001.0 21 == ββ จะไดผลที่ตางจาก
เมื่อใช ( ) ( ) 02.0,01.0 21 == ββ  เพียงเล็กนอยเทานั้น 
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(ก) 

 
(ข) 

รูปที่ 2.19 การเปรียบเทียบเลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิก์รณีใชผิวของจุดสังเกตเปน
ผิวสมมติสองผิว เมื่อกําหนดให 1) ( ) 01.01 =β ( ) 02.0, 2 =β  2) ( ) 001.01 =β ( ) 002.0, 2 =β  
และ 3) ( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β  (ก) กรณีของ 1), 2) และ 3) (ข)-กรณีของ 2) และ 3) 



 
  36 

 
รูปที่ 2.20 การเปรียบเทียบภาคตัดขวางเปาเรดารในกรณีของใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสอง

ผิวเมื่อกาํหนดให 1) ( ) 01.01 =β ( ) 02.0, 2 =β  2) ( ) 001.01 =β ( ) 002.0, 2 =β  และ 
 3) ( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β   

จะเห็นวาการแกปญหาเรโซแนนซภายในโดยใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติ
สองผิวนั้นสามารถแกปญหาเรโซแนนซภายในไดโดยที่จะไมมีปญหาเรโซแนนซภายในเกิดขึ้นที่
ความถี่ใดเลย และพบวา เมื่อใช ( )1β  และ ( )2β  ที่มีคานอยๆ และ ( )1β  และ ( )2β  มีคาใกลเคียง
กันมากๆนั้นจะทําใหเลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์มีคาต่ําลง ซึ่งแสดงวาเมตริกซมี
เสถียรภาพที่ดีขึ้น 

2.4 สรุป 

ในบทนี้ไดนําเสนอวิธีวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติ
โดยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตซึ่งอยูในรูปแบบของสมการสเกลารและการแกปญหาเรโซแนนซภายใน 
โดยใชวิธีการเลือกผิวของจุดสังเกตในการแกปญหาเรโซแนนซภายใน และทดสอบการคํานวณ
ดวยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตในกรณีของตัวกระเจิงคลื่นที่เปนตัวนําสมบูรณซึ่งมีโครงสรางเปนรูป
ทรงกระบอกและมีหนาตัดเปนรูปวงกลม ในกรณีของการเลือกผิวของจุดสังเกตที่ใชผิวของจุด
สังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวนั้นสามารถแกปญหาเรโซแนนซภายในไดโดยอาศัยการปรับเลื่อนผิว
สมมติโดยการปรับเปลี่ยนคา iα  ของผิวสมมติ เมื่อเกิดปญหาเรโซแนนซภายในที่ความถี่ที่
ตองการซึ่งทําใหความถี่ที่เกิดปญหาเรโซแนนซภายในเลื่อนไปจากความถี่เดิมที่เคยเกิดปญหาขึ้น 
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ทําใหสามารถหาผลเฉลย ณ ความถี่ที่ตองการได แตปญหาเรโซแนนซภายในยังคงเกิดขึ้น ณ 
ความถี่อ่ืน และในกรณีของการเลือกผิวของจุดสังเกตที่ใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิวนั้น
สามารถแกปญหาเรโซแนนซภายในไดโดยที่ไมมีปญหาเรโซแนนซภายในเกิดขึ้นที่ความถี่ใดเลย 
และเมื่อเลือกใชพารามิเตอร ( )1β  และ ( )2β  ที่มีคานอยๆ และ ( )1β  และ ( )2β  มีคาใกลเคียงกัน
มากๆนั้นจะไดเลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์มีคาต่ําซึ่งแสดงวาเมตริกซสัมประสิทธิ์มี
เสถียรภาพในการคํานวณดีข้ึน 



บทที่  3 

การวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติ 
โดยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนต 

3.1 ความนาํ 

ในบทนี้จะกลาวถึงวิธีวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติ
โดยใชวิธีเบาวนดารีอีลีเมนต เนื้อหาในบทนี้ประกอบดวย ในหัวขอ 3.2 กลาวถึงสมการพื้นฐานใน
การวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติที่จะใชในการคํานวณ โดยนําเสนอ
ในรูปแบบของสมการเวกเตอรซึ่งจะใชวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตในการวิเคราะหหาผลเฉลยของปญหา
นี้ และกลาวถึงการเลือกผิวของจุดสังเกตที่ใชในการแกปญหาเรโซแนนซภายใน ในหัวขอ 3.3 จะ
นําเสนอตัวอยางการคํานวณดวยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตในกรณีของตัวกระเจิงคลื่นที่เปนตัวนํา
สมบูรณซึ่งมีโครงสรางเปนรูปทรงกลมและรูปทรงกระบอกที่มีหนาตัดเปนรูปวงกลม โดยใชการ
เลือกผิวของจุดสังเกตในการแกปญหาเรโซแนนซภายในซึ่งจะพิจารณาในกรณีที่ผิวของจุดสังเกต
เปนผิวสมมติผิวเดียวและกรณีที่ผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิว 

3.2 สมการพืน้ฐานในการวิเคราะหปญหาการกระเจงิของคลื่นแมเหลก็ไฟฟาใน 3 มิติ 

ปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติในที่นี้เปนปญหาที่ตัวกระเจิง
คลื่นมีรูปรางไมเจาะจง เมื่อพิจารณาปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาจากตัวกระเจิงคลื่น
ที่มีรูปรางใดๆ ดังรูปที่ 3.1 โดยกําหนดให S  เปนผิวของตัวกระเจิงคลื่น 0V  เปนบริเวณภายนอก
ของตัวกระเจิงคลื่น และ iV  เปนบริเวณในตัวกระเจิงคลื่น 

0V

iV

S
 คล่ืนตกกระทบ 

คล่ืนกระเจิง 

คล่ืนกระเจิง 
x

y

z

 
รูปที่ 3.1 ปญหาการกระเจงิของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติจากตัวกระเจิงคลื่นที่มีรูปรางใดๆ 
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ในที่นี้จะพิจารณากรณีของคลื่นแมเหล็กไฟฟาที่เปนสนามแมเหล็กไฟฟาฮารมอ
นิกเชิงเวลาซึ่งคลื่นแมเหล็กไฟฟานี้จะตองสอดคลองกับสมการแมกซเวลลในโดเมนความถี่ดังนี้ 

EjJH
rrr

0ωε+=×∇                  (3.1) 

HjE
rr

0ωµ−=×∇                  (3.2) 

เมื่อพิจารณาสมการคลื่นแบบเวกเตอรของปญหาการกระเจิงของคลื่น
แมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติ จะไดเปนดังนี้ 

JjEE
rrr

000
2 ωµεµω =+×∇×∇−                (3.3) 

JHH
rrr

×∇−=+×∇×∇− 00
2 εµω                (3.4) 

และถาพิจารณาในกรณีที่ตัวกระเจิงคลื่นเปนตัวนําไฟฟาสมบูรณซึ่งมีเงื่อนไข
ขอบเขตบนผิวตัวนําสมบรูณเปนดังนี้ 

0=× En
rr                   (3.5) 

เมื่อใชทฤษฎีบทของกรีนแบบเวกเตอร (vector Green ‘s theorem) กับสมการที่ 
(3.3) และ (3.4) จะทําใหไดสมการอินทิกรัลเปนดังนี้ 

เมื่อ 0Vp∈r  

( ) ( ) ( )( ){ ( ) ( )( )( ) ( )qpGqHn
j

qpGqHnjpEpE q
S

q
inc rrrrrrrrrrrrrs

,1,
0

0 ∇∇⋅×+×−−= ∫ ωε
ωµ  

 ( )( ) ( ) }qq dSqpGqEn rrrrr ,∇××+                (3.6) 

( ) ( ) ( )( ){ ( ) ( )( )( ) ( )qpGqEn
j

qpGqEnjpHpH q
S

q
inc rrrrrrrrrrrrrr

,1,
0

0 ∇∇⋅×+×−−= ∫ ωµ
ωε  

 ( )( ) ( ) }qq dSqpGqHn rrrrr ,∇××+      .          (3.7) 

โดยที่ 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )∫
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∇∇+−=
V

qqq
inc dVqpGqJ

j
qpGqJjpE rrrrrrrrr

,.1,
0

0 ωε
ωµ  

     ( )pJ
j

rr

0

1
3
1

ωε
−                  (3.8) 
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( ) ( ) ( ){ }∫ ∇×=
V

qq
inc dVqpGqJpH rrrrr

,                 (3.9) 

และเมื่อ iVp∈r  

( ) ( )( ){ ( ) ( )( )( ) ( )qpGqHn
j

qpGqHnjpE q
S

q
inc rrrrrrrrrrrr

,1,
0

0 ∇∇⋅×+×−= ∫ ωε
ωµ  

     ( )( ) ( )} qq dSqpGqEn rrrrr ,∇××+              (3.10) 

( ) ( )( ){ ( ) ( )( )( ) ( )qpGqEn
j

qpGqEnjpH q
S

q
inc rrrrrrrrrrrr

,1,
0

0 ∇∇⋅×−×= ∫ ωµ
ωε  

      ( )( ) ( )} qq dSqpGqHn rrrrr ,∇××+              (3.11) 

โดยที่ 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )∫
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∇∇+−=
V

qqq
inc dVqpGqJ

j
qpGqJjpE rrrrrrrrr

,.1,
0

0 ωε
ωµ           (3.12) 

( ) ( ) ( ){ }∫ ∇×=
V

qq
inc dVqpGqJpH rrrrr

,               (3.13) 

จากสมการที่ (3.6) และ (3.7) นั้นพบวา สนามที่จุดใดๆ ใน 0V  สามารถหาได
จาก ( )qH rr  และ ( )qE rr  ที่ผิวขอบเขต S  ของตัวกระเจิงคลื่น ดังนั้นจะตองหา ( )qH rr  และ ( )qE rr  ที่
ผิวขอบเขต S  กอนจึงจะสามารถหาสนามใน 0V  ซึ่งสามารถหา ( )qH rr  และ ( )qE rr  ที่ผิวขอบเขต 
S  ไดจากสมการที่ (3.10) และ (3.11) เมื่อใชเงื่อนไขขอบเขตที่ผิวของตัวกระเจิงคลื่นรวมดวยจะ
ทําใหไดสมการอินทิกรัลเปนดังนี้ 

( ) ( )( ) ( )∫ ⎩⎨
⎧

×−=
S

q
inc qpGqHnjpE rrrrrrr

,0ωµ  

     ( )( )( ) ( ) qqqq dSqpGqHn
j ⎭

⎬
⎫

∇∇⋅×+
rrrrr ,1

0ωε
           (3.14) 

และ 

( ) ( )( ) ( ){ }∫ ∇××=
S

qqq
inc dSqpGqHnpH rrrrrrr

,             (3.15) 
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และจากสมการที่ (3.14) และ (3.15) สามารถจัดรูปใหมไดเปนดังนี้ 

( ) ( )( ) ( )∫ ⎩⎨
⎧

×−=
S

q
inc qpGqHnjpE rrrrrrr

,0ωµ  

     ( )( )( ) ( ) qqqq dSqpGqHnj

⎭
⎬
⎫

∇×∇⋅+
rrrrr ,

0ωε
           (3.16) 

( ) ( )( ) ( ){ }∫ ∇××=
S

qqq
inc dSqpGqHnpH rrrrrrr

,             (3.17) 

ในการแกสมการอินทิกรัลดังสมการที่ (3.16) และ (3.17) นี้จะใชวิธีเบาวนดารี    
อีลีเมนต โดยกําหนดให ( )qH rr  เปนฟงกชันที่ตองการหาคําตอบ โดยในที่นี้จะพิจารณากรณีของ
สมการที่ (3.16) ซึ่งเปนสมการอินทิกรัลของสนามไฟฟา (electric field integral equation) เปน
กรณีตัวอยางในการแกสมการอินทิกรัลโดยใชวิธีเบาวนดารีอีลีเมนต ซึ่งมีฟงกชัน ( )qH rr  เปน
ฟงกชันที่ตองการหา การแกปญหาเริ่มโดยการแบงบริเวณตามแนวขอบเขตของปญหาหรือผิวของ
ตัวกระเจิงคลื่นออกเปนสวนยอยหรืออีลีเมนตยอยใหมีจํานวนเทากับ N  อีลีเมนต ในปญหา    
การกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิตินี้ บริเวณตามแนวขอบของปญหาจะเปนพื้นผิวของ  
ตัวกระเจิงคลื่น จากนั้นจึงกําหนดหมายเลขใหกับอีลีเมนตและกําหนดหมายเลขโนดใหกับจุดยอด
ของอีลีเมนตซึ่งกําหนดใหมีจํานวนโนดทั้งหมดเทากับ nN โนด โดยในที่นี้จะใชรูปรางของอีลีเมนต
เปนรูปสามเหลี่ยม ดังรูปที่ 3.2 และสรางคําตอบทดสอบโดยกําหนดใหฟงกชันทีต่องการหา ( )qH rr  
ที่ขอบเขตของปญหาเปนผลรวมของฟงกชันที่ตองการหาในแตละอีลีเมนต การประมาณฟงกชนัใน
แตละชวงอีลีเมนตจะประมาณดวยฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคูณกับพารามิเตอรที่ไมทราบคา 
แสดงในรูปผลคูณเมตริกซไดดังนี้ 

( ) { } { }∑
=

=
N

e

e
t

TeNqH
1

φ
rrr                (3.18) 

โดยที่ 
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r

r

r  เปนเมตริกซขนาด 3×1 ซึ่งมี ee NN 21 ,
rr และ eN3

r  เปนฟงกชันรูปราง         

อีลีเมนตขอบ (รายละเอียดดังในภาคผนวก จ) ดังรูปที่ 3.3 
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⎥
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⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
e
t

e
t

e
t

e
t

3

2

1

φ
φ
φ

φ  เปนพารามิเตอรที่ไมทราบคา ซึ่งในที่นี้ e
t1φ , e

t 2φ  และ e
t3φ  คือ องคประกอบ

ในแนวสัมผัสกับขอบที่ 1 ,  ขอบที่ 2 และ ขอบที่ 3 ของอีลีเมนตของ ( )qH rr  ที่อีลีเมนตที่ e  
ตามลําดับ 

 
รูปที่ 3.2 การแบงผิว S  ของตวักระเจงิคลื่นออกเปนอีลีเมนตรูปสามเหลีย่ม 

1

2

3 1

2

3

 
(ก) eN1

r     (ข) eN 2

r  

3

2

1

 
(ค) eN3

r  

รูปที่ 3.3 ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบ (ก) eN1

r  (ข) eN 2

r  (ค) eN3

r  
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เมื่อแทนฟงกชัน ( )qH r  ตามสมการที่ (3.18) ลงในสมการที่ (3.16) จะไดวา 

( ) { } { } ( )∑ ∫
= ⎢
⎢
⎣

⎡

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

×−=
N

e S

e
t

Tee
q

inc qpGNnjpE
1

0 , rrrrrr
φωµ  

      { } { }( ) ( ) ⎥
⎦

⎤

⎭
⎬
⎫

∇×∇⋅+ qq
e
t

Te
q

e
q dSqpGNnj rrrr ,

0

φ
ωε

          (3.19)
 

การหาผลเฉลยของสมการที่ (3.19) จะทําโดยใชวิธีการถวงน้ําหนักเศษตกคาง 
(weighted residual method) ตามวิธีกาเลอคิน (Galerkin method) กลาวคือจะหาผลคูณภายใน 
(inner product) ของสมการที่ (3.19) กับฟงกชันถวงน้ําหนัก ซึ่งตามวิธีกาเลอคินนั้น จะเลือก
ฟงกชันถวงน้ําหนักใหเทากับฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบ ซึ่งผลที่ไดคอืชุดสมการพีชคณิตเชิงเสนที่
มีจํานวนสมการเทากับจํานวนพารามิเตอรที่ไมทราบคา แสดงไดดังนี้ 

{ } ( ){ } { } { }( ) ( )∑ ∫ ∫∫
= ⎢
⎢
⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

×⋅−=⋅
N

e S S

Tee
q

ej
p

S

incej

pp

qpGNnNjdSpEN
1

0 , rrrrrrr
ωµ  

  { } { }( )[ ] ( )( ) { }e
tpqq

Te
q

e
q

ej dSdSqpGNnNj φ
ωε ⎥

⎦

⎤

⎭
⎬
⎫

∇×∇⋅⋅+ ,
0

rrr               (3.20) 

Nej ,...,3,2,1=  

เนื่องจากใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบในการประมาณฟงกชันในอีลีเมนตแตละ
อีลีเมนตจึงทําใหพารามิเตอรที่ไมทราบคานั้นเปนองคประกอบที่แตละดานของอีลีเมนตรูป
สามเหลี่ยม ดังนั้นจํานวนของพารามิเตอรที่ไมทราบคาทั้งหมดจะเทากับจํานวนดานของอีลีเมนต
รูปสามเหลี่ยมทั้งหมดที่ประกอบขึ้นเปนผิวของตัวกระเจิงคลื่น ซึ่งในที่นี้จะสมมติใหมีจํานวนดาน
ของอีลีเมนตรูปสามเหลี่ยมทั้งหมดเทากับ sN  ดาน ดังนั้นจะมีจํานวนของพารามิเตอรที่ไมทราบ
คาทั้งหมดเทากับ sN  ตัวดวย 

และจากสมการที่ (3.20) เมื่อจัดรูปใหอยูในรูปสมการเมตริกซ แสดงไดดังนี้ 

[ ][ ] [ ]BA =Φ                (3.21) 

โดยที่ 

[ ]A  เปนเมตริกซมิติ ss NN ×  
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[ ] { } { }( ) ( )∑ ∫ ∫
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ej dSdSqpGNnNj ,
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rrr

ωε
         (3.22) 

[ ]B  เปนเมตริกซมิติ 1×sN  

[ ] { } ( ){ } p
S

incej dSpENB
p

∫ ⋅=
rrr                (3.23) 

[ ]Φ  เปนเมตริกซมิติ 1×sN   และ Nej ,...,3,2,1=  

การวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาโดยใชวิธีเบาวนดารี        
อีลีเมนตใน 3 มิติจะมีปญหาเรโซแนนซภายในเกิดขึ้นเชนเดียวกันกับการวิเคราะหปญหาการ
กระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาโดยใชวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตใน 2 มิติ ดังนั้นการแกปญหา            
เรโซแนนซภายในที่เกิดขึ้นนี้จึงเลือกใชแนวทางในการแกปญหาแบบเดียวกันกับที่ใชในบทที่ 2 ซึ่งก็
คือการเลือกผิวของจุดสังเกต โดยแบงออกเปนการใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวและ
การใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิว 

3.2.1 การเลือกผิวของจุดสังเกต 

การเลือกผิวของจุดสังเกตในการแกปญหาเรโซแนนซภายในที่เกิดขึ้นในการ
วิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาโดยใชวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตใน 3 มิตินี้จะ
ประกอบดวย การใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวและการใชผิวของจุดสังเกตเปนผิว
สมมติสองผิว 

3.2.1.1 การใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียว 

การใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดยีวนี้จะกําหนดจุดสังเกตใหอยูบนผิวปด 
iS  ที่เปนผิวสมมติซึ่งอยูใกลกับผิวของตัวกระเจิงคลื่น S  มาก ดังรูปที่ 3.4 และกําหนดให

ระยะหางระหวางผิว S และ iS  เปน δ และกําหนดใหอัตราสวนระหวาง iS  ตอ S  เปน iα  ซึ่ง
ความสัมพันธระหวางพารามิเตอรทั้งสองคือ δα −=1i  ทําใหไดจุดสังเกตบนผิวสมมติเปนดังนี้ 

niin qp rr α=  nNn ...,,3,2,1, =            (3.24) 

โดยที่ 10 << iα  และ iα  ควรมีคาเขาใกล 1  
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รูปที่ 3.4 จุดสงัเกตบนผิวสมมติ iS เมื่อใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผวิเดียวในปญหา 3 มิต ิ

เมื่อแทนสมการที่ (3.24) ลงในสมการที่ (3.21) จะไดวา 

[ ][ ] [ ]inin BA =Φ                (3.25) 

โดยที่ [ ] [ ]inin BA ,  เปนเมตริกซ [ ]A  และ [ ]B  เมื่อใชผิวของจุดสังเกตตามสมการที่ (3.24) 
ดังนั้นจะได [ ]inA  และ [ ]inB  เปนดังนี้ 

[ ] { } { }( ) ( )∑ ∫ ∫
= ⎢
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×⋅−=
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e S S
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⎬
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∇×∇⋅⋅+ pqinq
Te

q
e
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ej dSdSqpGNnNj rrrrr
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0ωε
          (3.26) 

[ ] { } ( ){ } p
S

in
incej

in dSpENB
i

∫ ⋅=
rrr               (3.27) 

และ ( )in
ejej pNN rrr

=  เปนฟงกชันของจุดสังเกตบนผิว iS  

3.2.1.2 การใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิว 

การใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิวนี้จะกําหนดจุดสังเกตใหอยูบนผิวปด 
1iS  และ 2iS  โดยที่ผิวสมมติทั้งสองนี้อยูใกลกันมากและผิวสมมติทั้งสองยังอยูใกลกับผิวของตัว

กระเจิงคลื่น S  มากดวย ดังรูปที่ 3.5 
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รูปที่ 3.5 จุดสงัเกตบนผิวสมมติ 1iS  และ 2iS เมื่อใชผิวของจุดสงัเกตเปนผิวสมมติสองผิว 

ในปญหา 3 มติิ 

กําหนดใหจุดสังเกตทั้งสองบนผิวสมมติ 1iS  และ 2iS เปนดังนี้ 

( ) ( )( ) nn qp rr 11 1 β−=                (3.28) 

( ) ( )( ) nn qp rr 22 1 β−=                (3.29) 

โดยที่ 

( ) ( )21 ,ββ  เปนจํานวนจริงที่มีคานอยๆ ซึ่งในที่นี้กําหนดให ( ) ( )12 ββ >  

และ nNn ...,,3,2,1=  

เมื่อแทนสมการที่ (3.28) และ (3.29) ลงในสมการที่ (3.21) จะไดวา 

( )[ ][ ] ( )[ ]11 BA =Φ                (3.30) 

( )[ ][ ] ( )[ ]22 BA =Φ                (3.31) 

โดยที่ 

( )[ ] ( )[ ]11 , BA  และ ( )[ ] ( )[ ]22 , BA  เปนเมตริกซ [ ]A  และ [ ]B  เมื่อใชผิวของจุด
สังเกตตามสมการที่ (3.28) และ (3.29) ตามลําดับ 
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ถากําหนดใหจุดกึ่งกลางดานของอีลีเมนตสามเหลี่ยมที่อยูบนผิวของจุดสังเกตทั้ง
สองผิวดังเปนดังนี้ 

( )
( ) ( )

2

11
1

e
j

e
ie

mi

pp
p

rr
r +

=                (3.32) 

( )
( ) ( )

2

22
2

e
j

e
ie

mi

pp
p

rr
r +

=                (3.33) 

โดยที่ 

( )1e
ipr  และ ( )2e

ipr  เปนจุดยอดที่ i  ของอีลีเมนตสามเหลี่ยมอีลีเมนตที่ e  บนผิวของจุด
สังเกตผิวที่หนึ่งและที่สองตามลําดับ โดย ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,3,3,2,2,1, =ji  

( ) ( )21 , e
mi

e
mi pp rr  เปนจุดกึ่งกลางดานของอีลีเมนตสามเหลี่ยมอีลีเมนตที่ e  บนผิวของจุด

สังเกตผิวที่หนึ่งและที่สองตามลําดับ โดย 3,2,1 mmmmi =  

และจากสมการที่ (3.32) และ (3.33) จะไดจํานวนจุดกึ่งกลางดานของอีลีเมนต
สามเหลี่ยมทั้งหมดเทากับจํานวนดานทั้งหมดของอีลีเมนตสามเหลี่ยม ( )sN  ซึ่งกําหนดให ( )1

msr  
และ ( )2

msr  เปนจุดกึ่งกลางดานของอีลีเมนตสามเหลี่ยมจุดที่ m  โดยที่ sNm ,...,3,2,1=  

จากนั้นใชคาสเกลาร ( )1
mα  และ ( )2

mα  ซึ่งเปนคอนจูเกตเชิงซอน คูณสมการที่ 
(3.30) และ (3.31) ตามลําดับ แลวจึงนําสมการทั้งสองมารวมกัน ไดผลเปนดังนี้ 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ][ ][ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ][ ]22112211 BBAA mmmm αααα +=Φ+           (3.34) 
sNm ,...,3,2,1=  

โดยที่ 

( )
( ) ( )12

1 1
mm

m ss
j
rr

−
−=α                 (3.35) 

( )
( ) ( )12

2 1
mm

m ss
j
rr

−
+=α                 (3.36) 
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เมื่อทราบ ( )qH rr  ที่ผิวของตัวกระเจิงคลื่นแลว สนามที่จุดใดๆ ใน 0V  สามารถหา
ไดจากสมการที่ (3.6) และใชเงื่อนไขขอบเขตรวมดวย และเชนเดียวกันสนามของคลื่นกระเจิงใน 

0V  แสดงไดดังนี้ 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ',1,
0

0 dSqpGqHn
j

qpGqHnjpE
S

qq
s ∫

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∇∇⋅×+×−−=
rrrrrrrrrrrs

ωε
ωµ     (3.37) 

เมื่อพิจารณาในบริเวณของสนามระยะไกลจะไดวา 

( ) ( ) ( )p
s aF

pk
pjk

pE rr
r

r
rr −
=

exp               (3.38) 

โดยที่ 

( )paF rr  เปนฟงกชันเวกเตอร (vectorial function) ที่เรียกวา scattering amplitude ซึ่ง
เปนปริมาณเวกเตอรที่มีองคประกอบในแนวสัมผัสกับผิวของวัตถุเทานั้นโดย 

( ) ( )( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅×××−= ∫

S
pppwp dSaqjkqHnaaZjkaF ''exp

4

2 rrrrrrrrr

π
          (3.39) 

และ wZ  เปนอิมพิแดนซของคลื่นโดย 
ωε
kZw =  

เมื่อพิจารณาภาคตัดขวางเปาเรดารของวัตถุในกรณีเอกสถิตที่กําหนดใหภาครับ
อยูที่ตําแหนงเดียวกันกับภาคสงจะไดเปนดังนี้ 

inc

s

p P
Pr 24lim πσ

∞→
= r

( )
2

0
2

2

4lim
Ek

aF p

p r

rr

r π
∞→

=              (3.40) 

การหาคาของอินทิก รัลในที่นี้ ใชการประมาณการอินทิ เกรตแบบเกาส 
(รายละเอียดดังในภาคผนวก ก) และใชการปรับเปลี่ยนรูปของอีลีเมนตรูปสามเหลี่ยมในปริภูมิ 3 
มิติ (รายละเอียดดังในภาคผนวก ค) รวมดวย 

3.3 ผลการคาํนวณในกรณีตัวอยาง 

ในหัวขอนี้จะกลาวถึงการคํานวณในกรณีตัวอยางของการวิเคราะหปญหาการ
กระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติโดยใชวิธีเบาวนดารีอีลีเมนต ซึ่งตัวกระเจิงคลื่นเปนตัวนํา
สมบูรณเพื่อตรวจสอบความถูกตองของวิธีการและผลของการเลือกใชผิวของจุดสังเกตทั้งสองแบบ 
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3.3.1 ตัวกระเจิงคลื่นที่เปนตัวนําสมบูรณและมีโครงสรางเปนรูปทรงกลม 

พิจารณาปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาในกรณีที่คลื่นตกกระทบเปน
คลื่นระนาบ ( )jkxaE z

inc −= exprr  ซึ่งมีการแพรกระจายในทิศทาง x+  ตกกระทบบนตัวกระเจิง
คลื่นที่เปนตัวนําสมบูรณซึ่งมีโครงสรางเปนรูปทรงกลมและมีรัศมีของทรงกลมเทากับ 1 เมตร ดัง
รูปที่ 3.6 

x
y

z

 
รูปที่ 3.6 ตัวกระเจิงคลื่นที่เปนตัวนําสมบรูณและมีโครงสรางเปนรูปทรงกลม 

เมื่อใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียว โดยกําหนดให 99.0=iα  พิจารณา
ในชวง 0=ka  ถึง 5=ka  ในการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติโดย
วิธีเบาวนดารีอีลีเมนต โดยใชจํานวนอีลีเมนต N  เทากับ 240 อีลีเมนตและมีจํานวนพารามิเตอรที่
ไมทราบคาเทากับ 360 ตัว และใชคาความถี่จํานวน 5000 จุด โดยแบงระยะหางของความถี่อยาง
สม่ําเสมอเปน 0.001 ในชวงของโดเมนความถี่จาก 0=ka  ถึง 5=ka   

กรณีของการใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวโดยที่ 99.0=iα  ไดผล   
ดังรูปที่ 3.7 ซึ่งพบวา เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์มีคาสูงมากและมีจุดเอกฐานเกิดขึ้น 
3 จุดในชวง 0=ka  ถึง 5=ka  คือที่ 9007.3,770.2 == kaka  และ 535.4=ka  ซึ่งเลขแสดง
สภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์จะเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็วและมีคาสูงมากเขาใกลอนันตแสดงวา
เ ม ต ริ ก ซ สั ม ป ร ะ สิ ท ธิ์ ไ ม มี เ ส ถี ย ร ภ า พ แ ล ะ เ ป น เ ม ต ริ ก ซ เ อ ก ฐ า น  ณ  ตํ า แ ห น ง 

9007.3,770.2 == kaka  และ 535.4=ka   เมื่อพิจารณาภาคตัดขวางเปาเรดารของวัตถุใน    
รูปที่ 3.8 พบวาที่บริเวณใกลๆ กับจุดเอกฐานทั้งสามมีความผิดพลาดสูงมากเกิดขึ้นที่บริเวณรอบๆ 
ใกลกับจุดเอกฐานทั้งสามและคาภาคตัดขวางเปาเรดารมีการเปลี่ยนแปลงเกิดขึ้นอยางรวดเร็วหรือ
กลาวไดวามีความแปรปรวนของคาความผิดพลาดเกิดขึ้นสูงมาก 
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รูปที่ 3.7 เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์กรณีใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียว 

เมื่อกําหนดให 99.0=iα  กรณีตัวกระเจิงคลื่นเปนตัวนําสมบูรณรูปทรงกลม 

 
รูปที่ 3.8 ภาคตัดขวางเปาเรดารกรณีใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผวิเดียว 
เมื่อกําหนดให 99.0=iα  กรณีตัวกระเจิงคลื่นเปนตัวนําสมบูรณรูปทรงกลม 
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ก ร ณี ข อ ง ก า ร ใ ช ผิ ว ข อ ง จุ ด สั ง เ ก ต เ ป น ผิ ว ส ม ม ติ ส อ ง ผิ ว โ ด ย ที่ 
( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β  ไดผลดังรูปที่  3.9 ซึ่งพบวาเลขแสดงสภาวะของเมตริกซ

สัมประสิทธิ์มีคาต่ําและไมมีตําแหนงที่เกิดการเปลี่ยนแปลงคาอยางรวดเร็วหรือไมมีจุดเอกฐาน
เกิดขึ้น และเลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ยังมีคาคอนขางคงที่เมื่อ ka  มีคามากขึ้นซึ่ง
แสดงวาเมตริกซสัมประสิทธิ์มีเสถียรภาพในการคํานวณ และเมื่อพิจารณาคาภาคตัดขวาง       
เปาเรดารในรูปที่ 3.10 พบวาไมมีตําแหนงที่มีการเปลี่ยนแปลงคาอยางรวดเร็วเกิดขึ้นที่บริเวณใด
เลยในชวง 0=ka  จนถึง 5=ka  และเมื่อเปรียบเทียบผลการคํานวณภาคตัดขวางเปาเรดารกับ
ผลที่ ไดจากวิธี เชิงวิ เคราะหกรณีตัวกระเจิงคลื่นเปนตัวนําสมบูรณรูปทรงกลมจะเห็นวา
ภาคตัดขวางเปาเรดารที่ไดจากการคํานวณตามวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตในกรณีของการใชผิวของจุด
สังเกตเปนผิวสมมติสองผิวนั้นในผลที่ใกลเคียงกับผลที่ไดจากวิธีเชิงวิเคราะหและมีแนวโนมของคา
ในทิศทางเดียวกัน 
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รูปที่ 3.9 เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์กรณีใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิวเมื่อ
กําหนดให ( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β กรณีตัวกระเจิงคลื่นเปนตวันาํสมบูรณรูปทรงกลม 

 
รูปที่ 3.10 ภาคตัดขวางเปาเรดารกรณีใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิวเมื่อกาํหนดให

( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β  กรณีตัวกระเจิงคลื่นเปนตัวนําสมบูรณรูปทรงกลม 
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พิจารณาความสัมพันธของจํานวนอีลีเมนตที่ใชในการแบงผิวของตัวกระเจิงคลื่น
กับภาคตัวขวางเปาเรดารเอกสถิตในการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 
มิติโดยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตในกรณีที่ใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียว โดยกําหนดให 

99.0=iα  แ ล ะ ก รณี ที่ ใ ช ผิ ว ข อ ง จุ ด สั ง เ ก ต เ ป น ผิ ว ส ม ม ติ ส อ ง ผิ ว โ ด ย กํ า ห น ด ใ ห 
( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β  เมื่อตัวกระเจิงคลื่นที่เปนตัวนําสมบูรณและมีโครงสรางเปน

รูปทรงกลม โดยในที่นี้เปอรเซ็นตความผิดพลาดคือคาสัมบูรณของอัตราสวนที่เปนผลตางของผล
เฉลยที่ไดจากวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตกับผลเฉลยที่ไดจากวิธีเชิงวิเคราะห มีสมการเปนดังนี้ 

100% ×
−

=
solutionanalytical

solutionanalyticalBEMerror            (3.41) 

ผูเสนอวิทยานิพนธไดเขียนโปรแกรมโดยใชภาษาฟอรแทรน90 ดวยโปรแกรม
visual fortran 6.5 บนระบบปฏิบัติการวินโดวส XP ทํางานบนคอมพิวเตอรสวนบุคคลที่ใชซีพียู   
เพนเทียม IV 1.7 GHz หนวยความจําหลัก 512 MB โดยที่ผลการคํานวณที่ไดจากวิธีเชิงวิเคราะห 

( )2/ aRCS π  ที่ 2=ka  เทากับ 1.0081 

ตารางที่ 3.1 การเปรียบเทียบภาคตัดขวางเปาเรดารที่ 2=ka  ของตัวกระเจิงคลื่นที่เปนตัวนํา
สมบูรณและมีโครงสรางเปนรูปทรงกลมที่ไดจากวิธีเบาวนดารีอีลีเมนต เมื่อใชผิวของจุดสังเกตเปน
ผิวสมมติผิวเดียวที่กําหนดให 99.0=iα  กับผลการคํานวณที่ไดจากวิธีเชิงวิเคราะห 

จํานวนอีลีเมนต จํานวนตวัแปร เวลา (วนิาที) ( )2aRCS π  error%  
56 84 15.04 0.8956 11.1596 
90 135 24.12 0.9574 5.0293 

132 198 82.36 0.9812 2.6684 
182 273 130.08 0.9974 1.0614 
240 360 262.40 1.0036 0.4464 

ตารางที่ 3.1 เปนการคํานวณภาคตัดขวางเปาเรดารที่ 2=ka  ของตัวกระเจิง
คลื่นที่เปนตัวนําสมบูรณและมีโครงสรางเปนรูปทรงกลมดวยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตเมื่อใชผิวของ
จุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวที่กําหนดให 99.0=iα  แบงจํานวนอีลีเมนตอยูในชวง 56 ถึง 240 
อีลีเมนตและมีจํานวนตัวแปรหรือพารามิเตอรไมทราบคาของสนามอยูในชวง 84 ถึง 360 ตัว การ
เพิ่มจํานวนอีลีเมนตทําใหมีความผิดพลาดจากผลการคํานวณดวยวิธีเชิงวิเคราะหนอยลง การลู
เขาหาผลการคํานวณดวยวิธีเชิงวิเคราะหของภาคตัดขวางเปาเรดารที่ไดจากการคํานวณดวยวิธี
เบาวนดารีอีลีเมนตเมื่อใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวที่กําหนดให 99.0=iα จะเริ่มที่คา
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นอยกวาผลการคํานวณดวยวิธีเชิงวิเคราะหและคาจะคอยๆเพิ่มข้ึนมากขึ้นหรือลูเขาหาผลการ
คํานวณดวยวิธีเชิงวิเคราะหเมื่อเพิ่มจํานวนอีลีเมนต 

ตารางที่ 3.2 การเปรียบเทียบภาคตัดขวางเปาเรดารที่ 2=ka  ของตัวกระเจิงคลื่นที่เปนตัวนํา
สมบูรณและมีโครงสรางเปนรูปทรงกลมที่ไดจากวิธีเบาวนดารีอีลีเมนต เมื่อใชผิวของจุดสังเกตเปน
ผิวสมมติสองผิวที่กําหนดให ( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β กับผลการคํานวณที่ไดจากวิธีเชิง
วิเคราะห 

จํานวนอีลีเมนต จํานวนตวัแปร เวลา (วนิาที) ( )2/ aRCS π  error%  
56 84 20.22 0.9006 10.6636 
90 135 32.48 0.9580 4.9697 

132 198 116.40 0.9824 2.5494 
182 273 192.82 0.9978 1.0217 
240 360 398.16 1.0038 0.4265 

ตารางที่ 3.2 เปนการคํานวณภาคตัดขวางเปาเรดารที่ 2=ka  ของตัวกระเจิง
คลื่นที่เปนตัวนําสมบูรณและมีโครงสรางเปนรูปทรงกลมดวยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตเมื่อใชผิวของ
จุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิวที่กําหนดให ( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β  แบงจํานวนอีลีเมนต
อยูในชวง 56 ถึง 240 อีลีเมนตและมีจํานวนตัวแปรหรือพารามิเตอรไมทราบคาของสนามอยู
ในชวง 84 ถึง 360 ตัว การเพิ่มจํานวนอีลีเมนตทําใหมีความผิดพลาดจากผลการคํานวณดวยวิธี
เชิงวิเคราะหนอยลง การลูเขาหาผลการคํานวณดวยวิธีเชิงวิเคราะหของภาคตัดขวางเปาเรดารทีไ่ด
จากวิธี เบาวนดารี อี ลี เมนต เมื่ อใชผิวของจุดสัง เกตเปนผิวสมมติผิว เดียวที่กํ าหนดให 

( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β  จะเริ่มที่คานอยกวาผลการคํานวณดวยวิธีเชิงวิเคราะหและคาจะ
คอยๆเพิ่มข้ึนมากขึ้นหรือลูเขาหาผลการคํานวณดวยวิธีเชิงวิเคราะหเมื่อเพิ่มจํานวนอีลีเมนต 

การพิจารณาเปรียบเทียบเวลาในการคํานวณดวยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตเมื่อใชผิว
ของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวกับเวลาในการคํานวณดวยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตเมื่อใชผิวของ
จุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิว พบวา เวลาในการคํานวณเมื่อใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสอง
ผิวเพิ่มข้ึนจากเวลาในการคํานวณเมื่อใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวประมาณ %50  
เชน เมื่อจํานวนตัวแปรไมทราบคาเทากับ 273 ตัว เวลาในการคํานวณเมื่อใชผิวของจุดสังเกตเปน
ผิวสมมติผิวเดียวเทากับ 130.08 วินาทีและเวลาในการคํานวณเมื่อใชผิวของจุดสังเกตเปน         
ผิวสมมติสองผิวเทากับ 192.82 วินาที ดังนั้นจะใชเวลาในการคํานวณเพิ่มข้ึนประมาณ 

%23.48100
08.130

08.13082.192
=×

−  เปนตน 
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3.3.2 ตัวกระเจิงคลื่นที่เปนตัวนําสมบูรณและมีโครงสรางเปนรูปทรงกระบอก 

พิจารณาปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาในกรณีคลื่นตกกระทบเปน
คลื่นระนาบ ( )jkxaE z

inc −= exprr  ซึ่งมีการแพรกระจายในทิศทาง x+  ตกกระทบบนตัวกระเจิง
คลื่นที่เปนตัวนําสมบูรณซึ่งมีโครงสรางเปนรูปทรงกระบอกและมีรัศมีของทรงกะบอกเทากับ 1 
เมตร และความสูงของทรงกระบอกเทากับ 2 เมตร ดังรูปที่ 3.11 

x
y

z

 
รูปที่ 3.11 ตัวกระเจิงคลืน่ทีเ่ปนตัวนําสมบูรณและมีโครงสรางเปนรูปทรงกระบอก 

ที่มีหนาตัดเปนรูปวงกลม 

เมื่อใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียว โดยกําหนดให 99.0=iα  พิจารณา
ในชวง 0=ka  ถึง 5=ka  ในการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติโดย
วิธีเบาวนดารีอีลีเมนต โดยใชจํานวนอีลีเมนต N  เทากับ 368 อีลีเมนตและมีจํานวนพารามิเตอรที่
ไมทราบคาเทากับ 552 ตัว และใชคาความถี่จํานวน 5000 จุด โดยแบงระยะหางของความถี่อยาง
สม่ําเสมอเปน 0.001 ในชวงของโดเมนความถี่จาก 0=ka  ถึง 5=ka   

กรณีของการใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวโดยที่ 99.0=iα  ไดผล   
ดังรูปที่ 3.12 ซึ่งพบวา เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์มีคาสูงมากและมีจุดเอกฐาน
เกิดขึ้น 2 จุดในชวงของ 0=ka  ถึง 5=ka  คือที่ 428.2=ka  และ 868.3=ka  ซึ่งเลขแสดง
สภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์จะเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็วและมีคาสูงมากเขาใกลอนันตแสดงวา
เมตริกซสัมประสิทธิ์ไมมีเสถียรภาพและเปนเมตริกซเอกฐานที่ ณ ตําแหนง 428.2=ka  และ 

868.3=ka  เมื่อพิจารณาภาคตัดขวางเปาเรดารของวัตถุในรูปที่ 3.13 พบวา ที่บริเวณใกลๆ กับ
จุดเอกฐานทั้งสองมีความผิดพลาดสูงมากเกิดขึ้นที่บริเวณรอบๆ ใกลกับจุดเอกฐานทั้งสองและคา
ภาคตัดขวางเปาเรดารมีการเปลี่ยนแปลงคาเกิดขึ้นอยางรวดเร็ว 
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รูปที่ 3.12 เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์กรณใีชผิวของจุดสงัเกตเปนผิวสมมติผิวเดียว 

เมื่อกําหนดให 99.0=iα  กรณีตัวกระเจิงคลื่นเปนตัวนําสมบูรณรูปทรงกระบอก 

 
รูปที่ 3.13 ภาคตัดขวางเปาเรดารกรณีใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียว 
เมื่อกําหนดให 99.0=iα  กรณีตัวกระเจิงคลื่นเปนตัวนําสมบูรณรูปทรงกระบอก 
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และในกรณีของการใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิวโดยกําหนดให
( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β  ไดผลดังรูปที่ 3.14 ซึ่งพบวาเลขแสดงสภาวะของเมตริกซ

สัมประสิทธิ์มีคาต่ําและไมมีตําแหนงที่เกิดการเปลี่ยนแปลงคาอยางรวดเร็วหรือไมมีจุดเอกฐาน
เกิดขึ้นซึ่งแสดงวาเมตริกซสัมประสิทธิ์มีเสถียรภาพ และเมื่อพิจารณาคาภาคตัดขวางเปาเรดารใน
รูปที่ 3.15 พบวา ไมมีตําแหนงที่มีการเปลี่ยนแปลงคาอยางรวดเร็วเกิดขึ้นที่บริเวณใดเลยในชวง 

0=ka  จนถึง 5=ka  และเมื่อเปรียบเทียบผลการคํานวณภาคตัดขวางเปาเรดารกับผลที่ไดจาก
การใชวิธี เชิงวิ เคราะหกรณีตัวกระเจิงคลื่นเปนตัวนําสมบูรณ รูปทรงกระบอกจะเห็นวา 
ภาคตัดขวางเปาเรดารที่ไดจากการคํานวณตามวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตในกรณีของการใชผิวของจุด
สังเกตเปนผิวสมมติสองผิวนั้นในผลที่ใกลเคียงกับผลที่ไดจากวิธีเชิงวิเคราะหและมีแนวโนมของคา
ในทิศทางเดียวกัน 
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รูปที่ 3.14 เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์กรณใีชผิวของจุดสงัเกตเปนผิวสมมติสองผิว 
เมื่อ ( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β  กรณีตัวกระเจิงคลืน่เปนตัวนําสมบรูณรูปทรงกระบอก 

 
รูปที่ 3.15 ภาคตัดขวางเปาเรดารกรณีใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิว 

เมื่อ ( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β  กรณีตัวกระเจิงคลืน่เปนตัวนําสมบรูณรูปทรงกระบอก 
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3.3.3 ตัวกระเจิงคลื่นที่เปนตัวนําสมบูรณและมีโครงสรางเปนรูปหัวกระสุน 

พิจารณาปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาในกรณีคลื่นตกกระทบเปน
คลื่นระนาบ ( )jkxaE z

inc −= exprr  ซึ่งมีการแพรกระจายในทิศทาง x+  ตกกระทบบนตัวกระเจิง
คลื่นที่เปนตัวนําสมบูรณซึ่งมีโครงสรางเปนรูปหัวกระสุนที่ประกอบดวยรูปทรงกระบอกที่มีรัศมีของ
ทรงกระบอกเทากับ 1 เมตร และความสูงของทรงกระบอกเทากับ 2 เมตร และมีคร่ึงทรงกลมที่มี
รัศมีของทรงกลมเทากับ 1 เมตรประกบอยูที่ฝาดานบนของทรงกระบอก ดังรูปที่ 3.16 

x
y

z

 
รูปที่ 3.16 ตัวกระเจิงคลืน่ทีเ่ปนตัวนําสมบูรณและมีโครงสรางเปนรูปหัวกระสนุ 

เมื่อใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียว โดยกําหนดให 99.0=iα  พิจารณา
ในชวง 0=ka  ถึง 5=ka  ในการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติโดย
วิธีเบาวนดารีอีลีเมนต โดยใชจํานวนอีลีเมนต N  เทากับ 368 อีลีเมนตและมีจํานวนพารามิเตอรที่
ไมทราบคาเทากับ 552 ตัว และใชคาความถี่จํานวน 5000 จุด โดยแบงระยะหางของความถี่อยาง
สม่ําเสมอเปน 0.001 ในชวงของโดเมนความถี่จาก 0=ka  ถึง 5=ka   

กรณีของการใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวโดยที่ 99.0=iα  ไดผล   
ดังรูปที่ 3.17 ซึ่งพบวา เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์มีคาสูงมากและมีจุดเอกฐาน
เกิดขึ้น 3 จุดในชวงของ 0=ka  ถึง 5=ka  คือที่ 738.2=ka 126.4, =ka  และ 877.4=ka  ซึ่ง
เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์จะเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็วและมีคาสูงมากเขาใกล
อนันตแสดงวาเมตริกซสัมประสิทธิ์ไมมีเสถียรภาพและเปนเมตริกซเอกฐานที่ ณ ตําแหนง 

738.2=ka 126.4, =ka  และ 877.4=ka  เมื่อพิจารณาภาคตัดขวางเปาเรดารของวัตถุใน       
รูปที่ 3.18 พบวาที่บริเวณใกลๆ กับจุดเอกฐานทั้งสามมีความผิดพลาดสูงมากเกิดขึ้นที่บริเวณ
รอบๆ ใกลกับจุดเอกฐานทั้งสามและคาภาคตัดขวางเปาเรดารมีการเปลี่ยนแปลงคาเกิดขึ้นอยาง
รวดเร็ว 
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รูปที่ 3.17 เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์กรณใีชผิวของจุดสงัเกตเปนผิวสมมติผิวเดียว 

เมื่อกําหนดให 99.0=iα  กรณีตัวกระเจิงคลื่นเปนตัวนําสมบูรณรูปหัวกระสนุ 

 
รูปที่ 3.18 ภาคตัดขวางเปาเรดารกรณีใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียว 
เมื่อกําหนดให 99.0=iα  กรณีตัวกระเจิงคลื่นเปนตัวนําสมบูรณรูปหัวกระสนุ 
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กรณีของการใช ผิ วของจุดสั ง เกตเปนผิ วสมมติสอง ผิว โดยกํ าหนดให
( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β  ไดผลดังรูปที่ 3.19 ซึ่งพบวาเลขแสดงสภาวะของเมตริกซ

สัมประสิทธิ์มีคาต่ําและไมมีตําแหนงที่เกิดการเปลี่ยนแปลงคาอยางรวดเร็วหรือไมมีจุดเอกฐาน
เกิดขึ้นซึ่งแสดงวาเมตริกซสัมประสิทธิ์มีเสถียรภาพ และเมื่อพิจารณาคาภาคตัดขวางเปาเรดารใน
รูปที่ 3.20 พบวาไมมีตําแหนงที่มีการเปลี่ยนแปลงคาอยางรวดเร็วเกิดขึ้นที่บริเวณใดเลยในชวง 

0=ka  จนถึง 5=ka  
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รูปที่ 3.19 เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์กรณใีชผิวของจุดสงัเกตเปนผิวสมมติสองผิว 
เมื่อ ( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β  กรณีตัวกระเจิงคลืน่เปนตัวนําสมบรูณรูปหัวกระสุน 

 
รูปที่ 3.20 ภาคตัดขวางเปาเรดารกรณีใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิว 

เมื่อ ( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β  กรณีตัวกระเจิงคลืน่เปนตัวนําสมบรูณรูปหัวกระสุน 
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3.4 สรุป 

ในบทนี้ไดนําเสนอวิธีวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติ
โดยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตในรูปของสมการเวกเตอรและแกปญหาเรโซแนนซภายในโดยใชวิธีการ
เลือกผิวของจุดสังเกตในการแกปญหาเรโซแนนซภายใน และทดสอบการคํานวณในกรณีของตัว
กระเจิงคลื่นที่เปนตัวนําสมบูรณซึ่งมีโครงสรางเปนรูปทรงกลมและตัวกระเจิงคลื่นที่เปนตัวนํา
สมบูรณซึ่งมีโครงสรางเปนรูปทรงกระบอกและมีหนาตัดเปนรูปวงกลม กรณีที่ใชผิวของจุดสังเกต
เปนผิวสมมติผิวเดียวยังคงมีปญหาเรโซแนนซภายในเกิดขึ้น แตอยางไรก็ตามสามารถแกปญหา  
เรโซแนนซภายในไดโดยอาศัยการปรับเลื่อนผิวสมมติโดยการปรับเปลี่ยนคา iα  ของผิวสมมติเพื่อ
เลื่อนตําแหนงที่เกิดปญหาเรโซแนนซเมื่อเกิดปญหา ณ ความถี่ที่ตองการหาคําตอบ และกรณีที่ใช
ผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิว พบวา สามารถแกปญหาเรโซแนนซภายในไดโดยที่ไมมี
ปญหาเรโซแนนซภายในเกิดขึ้นที่ความถี่ใดเลยโดยใชหลักในการเลือกคาพารามิเตอร ( )1β  และ 

( )2β  ที่ใชในการปรับเลื่อนผิวของจุดสังเกตทั้งสองผิวใหมีคานอยๆ และ ( )1β  และ ( )2β  มีคา
ใกลเคียงกันมากๆ นั้นจะทําใหเลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์มีคาต่ําแสดงวาเมตริกซ
สัมประสิทธิ์มีเสถียรภาพในการคํานวณดีข้ึน 



บทที่  4 

การทดลองวัดภาคตัดขวางเปาเรดาร 

4.1 ความนาํ 

ในบทนี้จะกลาวถึงการทดลองวัดภาคตัดขวางเปาเรดารของวัตถุ ซึ่งในที่นี้จะใช
วัตถุตัวกระเจิงคลื่นเปนวัตถุตัวนําซึ่งเปนตัวนําไฟฟาอยางดีที่มีคาความนําไฟฟาสูงมากๆ ในหัวขอ 
4.2 จะกลาวถึงหลักการและทฤษฎีที่ใชเกี่ยวกับภาคตัดขวางเปาเรดารและการคํานวณหา
ภาคตัดขวางเปาเรดารของวัตถุตัวกระเจิงคลื่น ในหัวขอ 4.3 จะเปนผลการทดลองวัดภาคตัดขวาง
เปาเรดารในกรณีตัวอยางซึ่งจะเปรียบเทียบผลการทดลองในการวัดภาคตัดขวางเปาเรดารกับผล
การคํานวณที่ไดจากการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติโดยวิธี  
เบาวนดารีอีลีเมนตที่ใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมตสิองผิวดังที่ไดกลาวไวในหัวขอ 3.2.1.2 และ
ผลที่ไดจากวิธีเชิงวิเคราะห และวัตถุที่ใชในการทดลองจะเปนวัตถุตัวนําที่มีโครงสรางเปนรูปทรง
กลมและวัตถุตัวนําที่มีโครงสรางเปนรูปทรงกระบอกที่หนาตัดของทรงกระบอกเปนรูปวงกลม 

4.2 หลักการและทฤษฎีทีใ่ช 

4.2.1 ภาคตัดขวางเปาเรดาร 

ในการพิจารณาปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาที่เกิดขึ้นโดยตัวกระเจิง
คลื่นนั้นจะมีพารามิเตอรที่สําคัญคือภาคตัดขวางเปาเรดารซึ่งมักจะใชสัญลักษณเปน σ  
ภาคตัดขวางเปาเรดารเปนปริมาณที่บงบอกถึงการรับเอากําลังงานของคลื่นตกกระทบของตัว
กระเจิงคลื่นและการแผกระจายของคลื่นกระเจิงจากวัตถุตัวกระเจิงคลื่นไปยังภาครับ ซึ่ง
ภาคตัดขวางเปาเรดารนั้นเปนอัตราสวนระหวางกําลังงานของคลื่นกระเจิงที่แผกระจายออกจาก
วัตถุตัวกระเจิงคลื่นตอความหนาแนนของกําลังงานของคลื่นตกกระทบ และในการพิจารณา
ภาคตัดขวางเปาเรดารในปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟานี้ยังแบงออกเปน 2 กรณโีดยใช
ตําแหนงของภาครับหรือจุดสังเกตเปนเกณฑคือ ภาคตัดขวางเปาเรดารเอกสถิตซึ่งพิจารณาจาก
ปญหาการกระเจิงคลื่นในกรณีที่ตําแหนงของภาครับหรือจุดสังเกตอยูที่ตําแหนงเดียวกันกับ
ภาคสงหรือแหลงกําเนิดคลื่น และภาคตัดขวางเปาเรดารทวิสถิต (bistatic radar cross section) 
ซึ่งพิจารณาจากปญหาการกระเจิงคลื่นในกรณีที่ตําแหนงของภาครับหรือจุดสังเกตอยูที่ตําแหนง
อ่ืนที่ไมใชตําแหนงของภาคสงหรือแหลงกําเนิดคลื่น และสําหรับรูปแบบของปญหากระเจิงของ
คลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 2 มิตินั้นพารามิเตอรของการกระเจิงจะเรียกวา scattering width (SW) 
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หรือ radar cross section per unit length ซึ่งสมการของ scattering width และ radar cross 
section (RCS) เปนดังนี้ 
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โดยที่ 

r,ρ  คือระยะทางจากเปาหมายถึงภาครับจุดหรือสังเกต 

si SS , คือความหนาแนนของกําลังงานของคลื่นตกกระทบและคลื่นกระเจิง ตามลําดับ 

si EE
rr

,  คือความเขมสนามไฟฟาของคลื่นตกกระทบและคลื่นกระเจิง ตามลําดับ 

si HH
rr

,  คือความเขมสนามแมเหล็กของคลื่นตกกระทบและคลื่นกระเจิง ตามลําดับ 

หนวยของ SW จะเปนหนวยของความยาวซึ่งจะมีหนวยเปนเมตรในระบบ SI และ
หนวยของ RCS จะเปนหนวยของพื้นที่ซึ่งจะมีหนวยเปนตารางเมตรในระบบ SI และโดยทั่วไป
มักจะแสดงคาในรูปของเดซิเบลซึ่งจะเปน dB/m (dBm) สําหรับ SW และ dB/m2 (dBsm) สําหรับ 
RCS โดยเทียบกับคาอางอิงเปนความยาว 1 เมตรและพื้นที่ 1 ตารางเมตร ตามลําดับ 
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และโดยทั่วไปแลวภาคตัดขวางเปาเรดารของวัตถุนั้นจะขึ้นอยูกับขนาดทางไฟฟา
ของวัตถุ, รูปทรงของวัตถุ, วัสดุที่ใชทําเปนวัตถุ, ทิศทางของมุมที่ตกกระทบและทิศทางของ
ตําแหนงจุดสังเกต และโพลาไรเซชันของภาคสงและภาครับ นอกจากนี้ยังขึ้นกับระยะหางของจุด
สังเกตอีกดวย เชน หากจดุสังเกตอยูในบริเวณของสนามระยะใกล ภาคตัดขวางเปาเรดารของวัตถุ
ก็จะข้ึนกับระยะหางของจุดสังเกต และหากมีการเคลื่อนที่สัมพัทธกันของวัตถุและเครื่องรับ จะทํา
ใหภาคตัดขวางเปาเรดารของวัตถุขึ้นอยูกับความเร็วสัมพัทธดวย เปนตน 

4.2.2 สมการเรดาร 

ในการหาภาคตัดขวางเปาเรดารของวัตถุเปาหมายหรือตัวกระเจิงคลื่นน้ันมักจะ
ใชหลักการของเรดารที่ใชในการการตรวจสอบวัตถุเปาหมายดังในรูปที่ 4.1 

ตัวกระเจิงคลื่น 

 สายอากาศสง 

สายอากาศรับ 

 คลื่นตกกระทบ 

คลื่นกระเจิง 

R

R

 
รูปที่ 4.1 หลักการของเรดารที่ใชในการหาภาคตัดขวางเปาเรดารของตัวกระเจิงคลืน่ 

จากหลักการของเรดารนั้นสามารถแสดงในรูปแบบของสมการคณิตศาสตรที่
เรียกวา สมการเรดาร (radar equation) ซึ่งมีรูปแบบของสมการดังนี้ 

( ) 43

2

4 R
GGP

P trt
r π

σλ
=                  (4.3) 

โดยที่ 

rP  เปนกําลังที่รับไดโดยสายอากาศรับ 
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tP  เปนกําลังที่สงโดยสายอากาศสง 

rG  และ tG  อัตราขยายกําลังของสายอากาศรับและสายอากาศสง ตามลําดับ 

λ  เปนความยาวคลื่นของคลื่นแมเหล็กไฟฟา 

σ  เปนภาคตัดขวางเปาเรดารของวัตถุเปาหมาย 

R  เปนระยะทางระหวางสายอากาศสงและวัตถุเปาหมายซึ่งในที่นี้กําหนดใหเทากับ
ระยะทางระหวางวัตถุเปาหมายและสายอากาศรับดวย 

แตในระบบที่ใชงานอยูโดยทั่วไปนั้นมักจะมีการสูญเสียเกิดขึ้นระบบดวย ดังนั้น
จากสมการที่ (4.2) จะไดวา 

( ) 43

2

4 R
LGGP

P strt
r π

σλ
=                  (4.4) 

โดยที่ sL  เปนพารามิเตอรที่เกิดจากการสูญเสียของระบบ 

และถานําสมการที่ (4.3) มาจัดรูปใหมใหอยูในรูปแบบของเดซิเบล จะไดวา 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]dBLdBdBdBGdBGdBPdBP srttr +++++= σλ2  

 ( ) [ ] [ ]dBRdB 434 −− π                 (4.5) 

ตัวอยางการคํานวณคาในรูปแบบเดซิเบล เชน [ ] ( )tt GdBG log10=  เปนตน 

4.3 ผลการทดลองในกรณีตัวอยาง 

ในการทดลองนี้จะใชตัวกระเจิงคลื่นที่เปนวัตถุตัวนํารูปทรงกลมและวัตถุตัวนํารูป
ทรงกระบอกเปนกรณีตัวอยางและหาภาคตัดขวางเปาเรดารของวัตถุดังกลาวนี้ โดยใชแบบจําลอง
ในการทดลองดังรูปที่ 4.2 และรายละเอียดของคาตางๆที่ใชในการทดลองเปนดังนี้ 

กําลังสง            0     dBm 

สายอากาศที่ใชในการทดลอง          สายอากาศฮอรน 

ความถี่ที่ใช             3.3–4.9     GHz 
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ความสูงของสายอากาศรับ-สง          1.5     m 

ระยะหางระหวางตัวกระเจิงคลื่นและสายอากาศสง       1.5     m 

ระยะหางระหวางตัวกระเจิงคลื่นและสายอากาศรับ       1.5     m 

 สายอากาศภาครับ  สายอากาศภาคสง 

 ตัวกระเจิงคล่ืน 

 1.5 เมตร ตัวดูดกลืนคลื่น 

ตัวดูดกลืนคลื่น 
 

(ก) 
 ตัวกระเจิงคล่ืน 

 สายอากาศภาคสง 

ตัวดูดกลืนคลื่น 

 ตัวดูดกลืนคลื่น 

1.5 เมตร 

 1.5 เมตร 

 
(ข) 

รูปที่ 4.2 แบบจําลองการทดลองวัดการกระเจิงของคลืน่แมเหล็กไฟฟา 
(ก) มุมมองจากดานบน (ข) มุมมองจากดานขาง 
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ในการทดลองนี้ใชระยะระหวางสายอากาศสงถึงตัวกระเจิงคลื่นเทากับระยะ
ระหวางสายอากาศรับถึงตัวกระเจิงคลื่นโดยใชระยะหางเทากับ 1.5 เมตรซึ่งเปนบริเวณสนาม
ระยะไกลของสายอากาศทั้งสอง และใชตัวดูดกลืนคลื่นในการปองกันผลกระทบจากการสะทอน
ของคลื่นในสวนที่เราไมตองการใหเกิดขึ้น เชน การสะทอนของคลื่นจากพื้นดินและการสะทอนของ
คลื่นจากฐานตั้งที่ใชวางตัวกระเจิงคลื่น เปนตน 

4.3.1 กรณีที่ตัวกระเจิงคลื่นเปนวัตถุตัวนํารูปทรงกลม 

การทดลองในตัวอยางที่หนึ่งนี้ใชตัวกระเจิงคลื่นที่เปนวัตถุตัวนํารูปทรงกลมที่มี
รัศมีของทรงกลมเทากับ 0.056 เมตรและชุบผิวดวยทองแดงเพื่อใหมีสมบัติในการนําไฟฟาที่ดีโดย
ที่คานําไฟฟาของทองแดงเทากับ 5.76×107 ซีเมนตตอเมตร พิจารณาหาภาคตัดขวางเปาเรดาร
เอกสถิตของวัตถุและเปรียบเทียบผลการวัดกับผลที่ไดจากการคํานวณดวยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนต
ที่ใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิวและผลที่ไดจากวิธีเชิงวิเคราะห พบวา ผลการวัดมี
แนวโนมใกลเคียงและไปในทิศทางเดียวกนักับผลการคํานวณ ดังในรูปที่ 4.3 แตผลการวัดยังมีชวง
หางกับผลการคํานวณ ความแตกตางนี้เกิดจากความแตกตางกันของแบบจําลองในการวัดกับ
แบบจําลองในการคํานวณและผลจากแบบจําลองในการวัดไมเปนอุดมคติ  

 
รูปที่ 4.3 ผลการทดลองวัดภาคตัดขวางเปาเรดารในกรณีตัวกระเจิงคลื่นเปนวัตถุตวันาํรูปทรงกลม

ที่มีรัศมีของมรงกลมเทากับ 0.056 เมตร 
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4.3.2 กรณีที่ตัวกระเจิงคลื่นเปนวัตถุตัวนํารูปทรงกระบอก 

ในการทําการทดลองในตัวอยางที่สองนี้ใชตัวกระเจิงคลื่นที่เปนวัตถุตัวนํารูปทรง
กลมที่มีรัศมีของทรงกระบอกเทากับ 0.05 เมตรและมีความสูงของทรงกระบอกเทากับ 0.10 เมตร
และชุบผิวดวยทองแดงเพื่อใหมีสมบัติในการนําไฟฟาที่ดีโดยที่คานําไฟฟาของทองแดงเทากับ 
5.76×107 ซีเมนตตอเมตร พิจารณาหาภาคตัดขวางเปาเรดารเอกสถิตของวัตถุและเปรียบเทียบ
ผลการวัดกับผลที่ไดจากการคํานวณดวยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตที่ใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติ
สองผิวและผลที่ไดจากวิธีเชิงวิเคราะห พบวา ผลการวัดมีแนวโนมไปในทางเดียวกันกับผลการ
คํานวณ ดังในรูปที่ 4.3 แตผลการวัดยังมีชวงหางกับผลการคํานวณ ความแตกตางนี้เกิดจากความ
แตกตางกันของแบบจําลองในการวัดกับแบบจําลองในการคํานวณและผลจากแบบจําลองในการ
วัดไมเปนอุดมคติ 

 
รูปที่ 4.4 ผลการทดลองวัดภาคตัดขวางเปาเรดารกรณีตัวกระเจงิคลื่นเปนวัตถุตวันาํ 

รูปทรงกระบอกที่มีรัศมีของทรงกระบอกเทากับ 0.05 เมตรและมีความสูงของทรงกระบอก 
เทากับ 0.10 เมตร 

ผลของความแตกตางของแบบจําลองในการวัดกับแบบจําลองในการคํานวณทํา
ใหผลการวัดที่ไดจากการทดลองกับผลการคํานวณมีชวงหางกันในกรณีตัวอยางทั้งสองกรณี      
ขอแตกตางของแบบจําลองในการวัดกับแบบจําลองในการคาํนวณ เชน แบบจําลองในการวัดนั้น
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กําหนดใหตําแหนงของสายอากาศรับและสายอากาศสงอยูใกลๆกันหรือก็คือสายอากาศทั้งสอง
ไมไดอยูในตําแหนงเดียวกัน แตแบบจําลองในการคํานวณนั้นกําหนดใหสายอากาศรับและ
สายอากาศสงอยูในตําแหนงเดียวกัน และความไมเปนอุดมคติของแบบจําลองในการวัดทําใหตอง
ชดเชยคาสูญเสียตางๆในการทดลอง เชน การชดเชยสนามสะทอนจากพื้นดิน และผลจาก
สภาพแวดลอมตางๆ ในการทดลองเนื่องจากเปนการทดลองในบริเวณภายนอก (outdoor test) 
เปนตน 

4.4 สรุป 

ในบทนี้ไดนําเสนอการทดลองวัดภาคตัดขวางเปาเรดารของวัตถุตัวนําซึ่งเปน
ตัวนําไฟฟาอยางดีที่มีคาความนําไฟฟาสูงมากๆ โดยวัตถุที่ใชในการทดลองนี้เปนวัตถุตัวนําที่มี
โครงสรางเปนรูปทรงกลมและวัตถุตัวนําที่มีโครงสรางเปนรูปทรงกระบอกที่หนาตัดของ
ทรงกระบอกเปนรูปวงกลม และเปรียบเทียบผลการทดลองในการวัดภาคตัดขวางเปาเรดารกับผล
การคํานวณที่ไดจากการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติโดยวิธี  
เบาวนดารีอีลีเมนตที่ใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิวและผลที่ไดจากวิธีเชิงวิเคราะห       
ผลการวัดมีแนวโนมไปในทิศทางเดียวกันกับผลการคํานวณ แตผลการวัดยังมีชวงหางกับผลการ
คํานวณ ความแตกตางนี้เกิดจากความแตกตางกันของแบบจําลองในการคํานวณกับแบบจําลอง
ในการวัด เนื่องจากแบบจําลองในการวัดไมเปนอุดมคติ ซึ่งทําใหตองชดเชยคาสูญเสียตางๆในการ
ทดลอง เชน การชดเชยสนามสะทอนจากพื้นดิน เปนตน 



บทที่  5 

สรุปผลการวิจัยและขอเสนอแนะ 

สรุปผลการวจิัย 

ในงานวิทยานิพนธนี้ไดนําเสนอการวิเคราะหการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟา
จากวัตถุตัวนําโดยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตและใชวิธีการเลือกผิวของจุดสังเกตที่เปนผิวสมมติสองผิว
เพื่อแกปญหาเรโซแนนซภายในที่เกิดขึ้นในการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟา
โดยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตเนื่องจากปญหาเรโซแนนซภายในจะทําใหคําตอบที่ไดมีความผิดพลาด
จากคําตอบที่แทจริงมากที่ความถี่เรโซแนนซ ในวิทยานิพนธนี้นําเสนอปญหาในรูปแบบของ
สมการสเกลารสําหรับปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติที่ตัวกระเจิงคลื่นมี
โครงสรางเปนทรงกระบอกและนําเสนอปญหาในรูปแบบของสมการเวกเตอรสําหรับปญหาการ
กระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติที่ตัวกระเจิงคลื่นมีรูปรางไมเจาะจงโดยจะพิจารณาในกรณี
ที่ตัวกระเจิงคลื่นเปนวัตถุตัวนําและเปรียบเทียบผลการคํานวณระหวางวิธีที่ใชผิวของจุดสงัเกตเปน
ผิวสมมติผิวเดียวและวิธีที่ใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิวโดยใชเลขแสดงสภาวะของ
เมตริกซสัมประสิทธิ์เปนตัวบงชี้ถึงสภาวะเลวของเมตริกซหรือความไมมีเสถียรภาพของเมตริกซ 
และเปรียบเทียบผลการคํานวณภาคตัดขวางเปาเรดารที่ไดจากทั้งสองวิธีที่กลาวมาแลวกับผลที่ได
จากวิธีเชิงวิเคราะห 

จากผลการคํานวณสามารถสรุปไดวา วิธีการเลือกผิวของจุดสังเกตที่เปนผิว
สมมติสองผิวสามารถใชแกปญหาเรโซแนนซภายในที่เกิดขึ้นในการวิเคราะหปญหาการกระเจิง
ของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติและใน 3 มิติโดยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตได เนื่องจากไมมีจุด      
เอกฐานเกิดขึ้นที่ความถี่ใดเลยและเลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์มีคาต่ํานั่นคือเมตริกซ
สัมประสิทธิ์มีเสถียรภาพในการคํานวณซึ่งในการเลือกผิวของจุดสังเกตที่เปนผิวสมมติสองผิวนั้น
จะใชการปรับเปลี่ยนคาพารามิเตอร 2 ตัวคือ ( )1β  และ ( )2β  ในการปรับเลื่อนผิวของจุดสังเกต
และเมื่อเลือกคา ( )1β  และ ( )2β  ที่มีคานอยมากๆและ ( )1β  มีคาใกลเคียงกับ ( )2β  มากๆ นั้นจะ
ทําใหเลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์มีคาต่ําลงแสดงวาเมตริกซสัมประสิทธิ์มีเสถียรภาพ
ในการคํานวณที่ดีขึ้น 

และจากการคํานวณตามวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตในการวิเคราะหปญหาการ
กระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติโดยใชผิวของจุดสังเกตที่เปนผิวสมมติสองผิวน้ีจะใชเวลา
ในการคํานวณเพิ่มข้ึนจากแบบเดิมที่ใชผิวของจุดสังเกตที่เปนผิวสมมติผิวเดียวเนื่องจากตองสราง
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ระบบสมการเชิงเสนสองชุด แตอยางไรก็ตามวิธีที่ใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิวนั้นจะนํา
สมการทั้งสองมาคูณกับคาคงที่กอนแลวจึงนํามารวมกันทําใหสุดทายไดระบบสมการเชิงเสนเพียง
ชุดเดียว ดังนั้นในการแกระบบสมการนั้นจะใชเวลาใกลเคียงกับวิธีที่ใชผิวของจุดสังเกตเปนผิว
สมมติผิวเดียว 

ในการทดลองวัดภาคตัดขวางเปาเรดารของวัตถุตัวนําซึ่งเปนตัวนําไฟฟาอยางดีที่
มีคาความนําไฟฟาสูงมากๆ โดยวัตถุที่ใชในการทดลองนี้เปนวัตถุตัวนําที่มีโครงสรางเปนรูปทรง
กลมและวัตถุตัวนําที่มีโครงสรางเปนรูปทรงกระบอกและมีหนาตัดของทรงกระบอกเปนรูปวงกลม
และเปรียบเทียบผลการทดลองในการวัดภาคตัดขวางเปาเรดารกับผลการคํานวณที่ไดจากการ
วิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาโดยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตที่ใชผิวของจุดสังเกต
เปนผิวสมมติสองผิวและผลที่ไดจากวิธีเชิงวิเคราะห ผลการวัดมีแนวโนมใกลเคียงและไปในทาง
เดียวกันกับผลการคํานวณ แตผลการวัดยังมีชวงหางกับผลการคํานวณ ความแตกตางนี้เกิดจาก
ความแตกตางกันของแบบจําลองในการคํานวณกับแบบจําลองในการวัด เนื่องจากแบบจําลองใน
การวัดไมเปนอุดมคติ 

ขอเสนอแนะ 

ในวิทยานิพนธนี้วิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาในกรณีที่ตัว
กระเจิงคลื่นเปนตัวนําไฟฟาสมบรูณเทานั้น ในงานวิจัยตอไปสามารถทําการวิจัยในกรณีที่ตัว
กระเจิงคลื่นเปนวัสดุไดอิเล็กตริกและวัสดุที่มีความสูญเสีย 

นอกจากนั้นในวิทยานิพนธนี้ไมไดใหความสําคัญกับเทคนิคในการประมาณการ
อินทิเกรตและวิธีที่ใชในการแกระบบสมการเชิงเสนเพื่อปรับปรุงวิธีการคํานวณใหมีประสิทธิภาพ
และใชเวลาในการคํานวณนอยลง ดังนั้นในการคํานวณควรเลือกใชเทคนิคประมาณการอินทิเกรต
ที่ใหผลการคํานวณที่แมนยําและเปนวิธีที่ใชเวลาในการคํานวณนอยและควรเลือกใชวิธีการแก
ระบบสมการเชิงเสนที่มีประสิทธิภาพในการแกสมการเมตริกซที่เมตริกซสัมประสิทธิ์มีสมาชิกทุก
ตัวไมเปนศูนยเพื่อชวยลดเวลาที่ใชในการคํานวณของการแกระบบสมการเชิงเสน 
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ภาคผนวก 



ภาคผนวก  ก 

การประมาณการอินทิเกรตแบบเกาส 

ก.1 การประมาณการอินทิเกรตแบบเกาสใน 1 มิติ 

การประมาณการอินทิเกรตแบบเกาสใน 1 มิติในสวนนี้จะเปนการประมาณการ
อินทิเกรตบนอีลีเมนตเชิงเสนซึ่งจะอยูในรูปของอีลีเมนตอางอิงใน 1 มิติดังรูปที่ (ก.1) ที่
ประกอบดวย intrinsic coordinate ξ  ซึ่งการประมาณการอินทิเกรตแบบเกาสใน 1 มิติแสดงได
ดังนี้ 

( ) ( )∑∫
=

+

−

=
G

g
gg wfdf

1

1

1

ξξξ                 (ก.1) 

1 2

ξ1−=ξ 1=ξ  
รูปที่ ก.1 อีลีเมนตอางอิงใน 1 มิต ิ
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ตารางที่ ก.1 พิกัดของจุดอินทิเกรตและตัวถวงน้ําหนักในการประมาณอินทิเกรตแบบเกาสใน 1 มิติ 

G  gξ±  gw  
2 0.5773 5026 9189 6257 6451 1.0000 0000 0000 0000 0000 
3 0.7745 9666 9241 4833 7704 

0.0000 0000 0000 0000 0000 
0.5555 5555 5555 5555 5556 
0.8888 8888 8888 8888 8889 

4 0.8611 3631 1594 0525 7522 
0.3399 8104 3584 8562 6480 

0.3478 5484 5137 4538 5737 
0.6521 4515 4862 5461 4263 

5 0.9061 7984 5938 6639 9280 
0.5384 6931 0105 6830 9104 
0.0000 0000 0000 0000 0000 

0.2369 2688 5056 1890 8751 
0.4786 2867 0499 3664 6804 
0.5688 8888 8888 8888 8889 

6 0.9324 6951 4203 1520 2781 
0.6612 0938 6466 2645 1366 
0.2386 1918 6083 1969 0863 

0.1713 2449 2379 1703 4504 
0.3607 6157 3048 1386 0757 
0.4679 1393 4572 6910 4739 

7 0.9491 0791 2342 7585 2453 
0.7415 3118 5599 3944 3986 
0.4058 4515 1377 3971 6691 
0.0000 0000 0000 0000 0000 

0.1294 8496 6168 8696 9327 
0.2797 0539 1489 2766 6790 
0.3818 3005 0505 1189 4495 
0.4179 5918 3673 4693 8776 

8 0.9602 8985 6497 5362 3168 
0.7966 6647 7413 6267 3959 
0.5255 3240 9916 3289 8582 
0.1834 3464 2495 6498 0494 

0.1012 2853 6290 3762 5915 
0.2223 8103 4453 3744 7054 
0.3137 0664 5877 8872 8734 
0.3626 8378 3378 3619 8297 

9 0.9681 6023 9507 6260 8984 
0.8360 3110 7326 6357 9430 
0.6133 7143 2700 5903 9731 
0.3242 5342 3403 8089 2904 
0.0000 0000 0000 0000 0000 

0.0812 7438 8361 5744 1197 
0.1806 4816 0694 8574 0406 
0.2606 1069 6402 9354 6232 
0.3123 4707 7040 0028 4007 
0.3302 3935 5001 2597 6317 

10 0.9739 0.652 8517 1717 2008 
0.8650 6336 6688 9845 1073 
0.6794 0956 8299 0244 0623 
0.4333 9539 4129 2471 9080 
0.1488 7433 8981 6312 1089 

0.0666 7134 4308 6881 3759 
0.1494 5134 9150 5805 9315 
0.2190 8636 2515 9820 4400 
0.2692 6671 6309 9963 5509 
0.2955 2422 4714 7528 7017 



 
  80 
ก.2 การประมาณการอินทิเกรตแบบเกาสใน 2 มิติ 

การประมาณการอินทิเกรตแบบเกาสใน 2 มิติในสวนนี้จะจํากัดอยูที่การประมาณ
การอินทิเกรตบนอีลีเมนตรูปสามเหลี่ยมซึ่งจะอยูในรูปของอีลีเมนตอางอิงรูปสามเหลี่ยมดังรูปที่ 
(ก.2) ที่ประกอบดวย intrinsic coordinate 21 ,ηη  และ 3η ซึ่งการประมาณการอินทิเกรตแบบ
เกาสใน 2 มิติแสดงไดดังนี้ 

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∑∑∫
− = =

−

⋅=
1

1 1 1
21

1

0
2121 ,,

1 n

j

n

i

fiWIjWJddf ηηηηηη
η

             (ก.2) 

โดยที่ 

( ) ( ) ( )( )jSJjAJjWJ −= 1                 (ก.3) 

( ) ( )jSJj =1η                   (ก.4) 

( ) ( ) ( )( )jSJiRIji −= 1,2η                 (ก.5) 

1

2

3
( )0,0 ( )0,1

( )1,0

1η

2η

21 1 ηη −=

213 1 ηηη −−=

 
รูปที่ ก.2 อีลีเมนตอางอิงรูปสามเหลี่ยม 
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ตารางที่ ก.2 พิกัดของจุดอินทิเกรตและตัวถวงน้ําหนักในการประมาณอินทิเกรตแบบเกาสใน 2 มิติ 
Integration 

order 
Number 
of points 

RI  WI  SJ  AJ  

1 1×1 0.5000000000 1.0000000000 0.3333333333 0.7500000000 
3 2×2 0.2113248654 

0.7886751346 
0.5000000000 
0.5000000000 

0.1550510257 
0.6449489743 

0.3764030627 
0.5124858262 

5 3×3 0.1127016654 
0.5000000000 
0.8872983346 

0.2777777778 
0.4444444444 
0.2777777778 

0.0885879595 
0.4094668644 
0.7876594618 

0.2204622112 
0.3881934688 
0.3288443200 

7 4×4 0.0694318442 
0.3300094782 
0.6699905218 
0.9305681558 

0.1739274226 
0.3260725774 
0.3260725774 
0.1739274226 

0.0571041961 
0.2768430136 
0.5835904324 
0.8602401357 

0.1437135608 
0.2813560151 
0.3118265230 
0.2231039011 

9 5×5 0.0469100770 
0.2307653449 
0.5000000000 
0.7692346551 
0.9530899230 

0.1184634425 
0.2393143353 
0.2844444444 
0.2393143353 
0.1184634425 

0.0398098571 
0.1980134179 
0.4379748102 
0.6954642734 
0.9014649142 

0.1007941926 
0.2084506672 
0.2604633916 
0.2426935942 
0.1598203766 

 



ภาคผนวก  ข 

อีลีเมนตเชิงเสน 

ภาคผนวกนี้จะกลาวถึงรูปแบบของอีลีเมนตเชิงเสนในปริภูมิ 2 มิติที่ใชในการ
วิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติโดยวิธีเบาวนดาริอีลีเมนต และการ
แปลงระบบพิกัดของอีลีเมนตเชิงเสนในระบบพิกัดฉากเปนระบบพิกัดของอีลีเมนตอางอิงใน 1 มิติ 
เนื่องจากเมื่อผิวขอบเขตของวัตถุถูกแบงออกเปนอีลีเมนตเชิงเสนแลวในการอินทิเกรตเชิงเสนใน
แตละอีลีเมนตมักจะใชการประมาณการอินทิเกรตเชิงตัวเลขโดยใช local intrinsic coordinate ξ  
มากกวาที่จะใชการอินทิเกรตเชิงเสนโดยตรง 

1−=ξ

1=ξ

1

2 Γ

x

y

 
รูปที่ ข.1 อีลีเมนตเชงิเสนทีอ่ยูในปริภูมิ 2 มิต ิ

กําหนดใหพิกัดที่ตําแหนง ( )yx,  ใดๆ ดังรูปที่ ข.1 เปนดังนี้ 

( ) ( ) ( ) ( ) 2211

2

1
xNxNxNx

c
cc ξξξξ +==∑

=

              (ข.1) 

( ) ( ) ( ) ( ) 2211

2

1

yNyNyNy
c

cc ξξξξ +==∑
=

              (ข.2) 

โดยที่ 

( )ξcN  เปนฟงกชันฐานเชิงเสนซึ่งสอดคลองกับเงื่อนไขที่วา ( ) 1=ξcN  ที่โนด c  และ 
( ) 0=ξcN  ที่โนดอื่นๆ 
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ดังนั้นฟงกชันฐาน ( )ξ1N  และ ( )ξ2N  จะอยูในรูปของสมการเชิงเสนดังนี้ 

( ) 211 aaN += ξξ                  (ข.3) 

( ) 432 aaN += ξξ                  (ข.4) 

โดยที่ 321 ,, aaa  และ 4a  เปนคาคงที่ 

เมื่อพิจารณาในเงื่อนไขในการสรางฟงกชันฐาน ( )ξcN  ดังที่กลาวมาแลวจะได
วา 

ที่โนด 1 : 1−=ξ  

( ) 111 =−N                   (ข.5) 

( ) 012 =−N                   (ข.6) 

และที่โนดที่ 2 : 1=ξ  

( ) 011 =N                   (ข.7) 

( ) 112 =N                   (ข.8) 

และจากสมการที่ (ข.5) - (ข.8) เมื่อแทนสมการที่ (ข.3) และ (ข.4) ลงไปเพื่อหา
คาคงที่ 321 ,, aaa  และ 4a ไดผลดังนี้ 

2
1,

2
1,

2
1

321 ==−= aaa  และ 
2
1

4 =a                (ข.9) 

ดังนั้นฟงกชันฐาน ( )ξ1N  และ ( )ξ2N  จะเปนดังนี้ 

( ) ( )ξξ −= 1
2
1

1N                (ข.10) 

( ) ( )ξξ += 1
2
1

2N                (ข.11) 

และใชการแปลงจาคอเบียน (Jacobian transformation) ในการแปลงตัวแปร
จากตัวแปรของเสนโคง  Γ ในระบบพิกัดฉาก  ( )yx,  ไปยังระบบพิกัดในอีกโดเมนหนึ่งที่
ประกอบดวย intrinsic coordinate ξ  เพื่อใหงายในการอางอิงถึงพจนที่อยูในเครื่องหมาย
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อินทิกรัลและเพื่อใชการแปลงตัวแปรจากเสนโคงของการอินทิเกรตจริงไปยังระบบที่ประกอบดวย 
intrinsic coordinate ξ  ซึ่งอยูในรูปแบบของอีลีเมนตใน 1 มิติ ดังรูปที่ ข.1 

เมื่อพิจารณาสวนยอยของอีลีเมนตเชิงเสนจะไดวา 

( ) ( ) ( ) ξ
ξ
ξ

ξ
ξξξ d

d
dy

d
dxdJdl

22

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==             (ข.12) 

โดยที่ 

( ) ( )
2

12 xx
d

dx −
=

ξ
ξ                (ข.13) 

( ) ( )
2

12 yy
d

dy −
=

ξ
ξ                (ข.14) 

ดังนั้นจะไดการแปลงจาคอเบียนเปนดังนี้ 

( ) ( ) ( )
44

1 2
12

2
12

lyyxxJ =−+−=ξ              (ข.15) 

โดยที่ 

l  เปนความยาวของอีลีเมนตเชิงเสนซึ่งเทากับระยะทางจากโนดที่ 1 ไปยังโนดที่ 2 ใน
ระบบพิกัดฉาก ( )yx,  

ซึ่ งจะใชการแปลงจาคอเบียนในการแปลงพจนของการอินทิ เกรตจาก 
[ ] [ ] ( ) ξξ dJdl ∫∫ −=−  



ภาคผนวก  ค 

อีลีเมนตรูปสามเหลี่ยม 

ภาคผนวกนี้จะกลาวถึงรูปแบบของอีลีเมนตรูปสามเหลี่ยมในปริภูมิ 3 มิติที่ใชใน
การวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติโดยวิธีเบาวนดาริอีลีเมนต และการ
แปลงระบบพิกัดของอีลีเมนตสามเหลี่ยมในระบบพิกัดฉากเปนระบบพิกัดของอีลีเมนตอางอิงรูป
สามเหลี่ยมเนื่องจากเมื่อผิววัตถุถูกแบงออกเปนอลีีเมนตรูปสามเหลี่ยมแลวในการอินทิเกรตเชิงผิว
ในแตละอีลีเมนตมักจะใชการประมาณการอินทิเกรตเชิงตัวเลขโดยใช local intrinsic coordinate 

21 ,ηη  มากกวาที่จะใชการอินทิเกรตเชิงผิวโดยตรง 

x

y
xar

yar
zar

rr

1

2

3
1er

2er

3er

1η

2η

( )0,0 ( )0,1

( )1,0

ζ

z

 
รูปที่ ค.1 อีลีเมนตรูปสามเหลี่ยมที่อยูในปริภูมิ 3 มิติ 

เวกเตอรบอกตําแหนง ( )rr  ที่ตําแหนงใดๆ ดังรูปที่ ค.1 เปนดังนี้ 

zyx azayaxr rrrr
++= ( )222331333 elelazayax zyx

rrrrr
−++++= ηη   (ค.1) 

โดยที่ 

( ) ( ) ( )[ ]zyx azzayyaxx
l

e rrrr
121212

1
1

1
−+−+−=              (ค.2) 

( ) ( ) ( )[ ]zyx azzayyaxx
l

e rrrr
232323

2
2

1
−+−+−=              (ค.3) 
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( ) ( ) ( )[ ]zyx azzayyaxx
l

e rrrr
313131

3
3

1
−+−+−=              (ค.4) 

เมื่อแทน 2er  และ 3er  ลงในสมการที่ (ค.1) จะไดวา 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) zyx

zyxzyx

azzayyaxx

azzayyaxxazayaxr
rrr

rrrrrrr

322322322

311311311333

−+−+−

+−+−+−+++=

ηηη

ηηη  

    ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) z

yx

azzzzz

ayyyyyaxxxxx
r

rr

3223113

32231133223113

−+−++

−+−++−+−+=

ηη

ηηηη             (ค.5) 

และจากสมการที่ (ค.1) ซึ่ง zyx azayaxr rrrr
++=  ดังนั้น 

( ) 3212211 1 xxxx ηηηη −−++=                (ค.6) 

( ) 3212211 1 yyyy ηηηη −−++=                (ค.7) 

( ) 3212211 1 zzzz ηηηη −−++=                (ค.8) 

และถากําหนดให 213 1 ηηη −−=  หรือก็คือ 1321 =++ ηηη               (ค.9) 

จากสมการที่ (ค.6)-(ค.8) ทั้งสามสมการจัดรูปใหอยูในรูปสมการเมตริกซไดดังนี้ 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

3

2

1

321

321

321

η
η
η

zzz
yyy
xxx

z
y
x

              (ค.10) 

เมื่อพิจารณา 21 ,ηη  ในรูปของตัวแปร zyx ,,  โดยเริ่มจากสมการที่ (ค.6) และ 
(ค.7) จะไดวา 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )32313231

23322332
1 xxyyyyxx

yxxxyyyxyx
−−−−−
−+−+−

=η             (ค.11) 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )32313231

31133113
2 xxyyyyxx

yxxxyyyxyx
−−−−−

−+−+−
=η             (ค.12) 

และ 3η สามารถหาไดจาก 1η  และ 2η  จาก  213 1 ηηη −−=  

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )32313231

12211221
3 xxyyyyxx

yxxxyyyxyx
−−−−−
−+−+−

=η             (ค.13) 
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และพบวาพื้นที่ของภาพฉายของอีลีเมนตสามเหลี่ยมบนระนาบ xy  

( )( ) ( )( )( )31323231

321

321 2
1

111

2
1 yyxxyyxx

yyy
xxxA −−−−−==      (ค.14) 

ดังนั้น 321 ,, ηηη  แสดงในรูปทั่วไปไดดังนี้ 

( )yaxbA
A iiii ++= 02

2
1η               (ค.15) 

โดยที่ 

jki xxa −=                  (ค.16) 

kji yyb −=                  (ค.17) 

jkkji yxyxA −=02                 (ค.18) 

และ [ ]21122
1 babaA −=                (ค.19) 

ซึ่งมี ( ) ( ) ( ) ( ){ }2,1,3,1,3,2,3,2,1,, =kji  เปนรูปรหัสเวียน (cyclic code) 

เมื่อพิจารณาพิกัดพื้นที่ (area coordinate) ของอีลีเมนตอางอิงรูปสามเหลี่ยมดัง
รูปที่ ค.2 พบวา พิกัดพื้นที่ของอีลีเมนต ( )321 ,, LLL  เปนดังนี้ 

11 η=L                 (ค.20) 

22 η=L                 (ค.21) 

33 η=L                 (ค.22) 

และใชการแปลงจาคอเบียนในการแปลงอนุพันธของฟงกชันใดๆ ในระบบพิกัด
ฉาก ( )zyx ,,  ไปยังระบบพิกัดในอีกโดเมนหนึ่งที่ประกอบดวย intrinsic coordinate ( )ξηη ,, 21  
เพื่อใหงายในการอางอิงถึงพจนที่อยูในเครื่องหมายอินทิกรัลและเพื่อใชการแปลงตัวแปรจาก
พื้นผิวของการอินทิเกรตจริงไปยังระบบที่ประกอบดวย intrinsic coordinate 1η  และ 2η  ซึ่งอยูใน
รูปแบบของอีลีเมนตอางอิงรูปสามเหลี่ยมใน 2 มิติดังรูปที่ ค.1 และเนื่องจากพื้นผิวของการ     
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อินทิเกรตจริงๆ นั้นอยูในปริภูมิ 3 มิติทําใหมีการเปลี่ยนแปลงคาของพิกัดในทั้ง 3 ตัวแปรคือ yx ,  
และ z  

( )0,0

( )1,0

( )0,1
1η

2η

1

2

3

 
รูปที่ ค.2 อีลีเมนตอางอิงรูปสามเหลี่ยมในโดเมน ( )21 ,ηη  

สําหรับฟงกชัน u ใดๆ 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂
∂
∂
∂
∂

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂
∂
∂
∂
∂

z
u
y
u
x
u

zyx

zyx

zyx

u

u

u

ζζζ

ηηη

ηηη

ζ

η

η

222

111

2

1

            (ค.23) 

หรือ  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂
∂
∂
∂
∂

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂
∂
∂
∂
∂

z
u
y
u
x
u

J

u

u

u

ζ

η

η

2

1

  และในทางกลับกันดวย 

เมื่อพิจารณาสวนยอยเชิงผิวของอีลีเมนตรูปสามเหลี่ยม 

( ) dSaread =  

   21
21

ηη
ηη

ddrr
∂
∂

×
∂
∂

=
rr

 

   21 ηη ddG=                (ค.24) 
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โดยที่ 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

1111

,,
ηηηη
zyxrr                (ค.25) 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

2222

,,
ηηηη
zyxrr                (ค.26) 

และ G  มีคาเทากับขนาดของเวกเตอรในแนวตั้งฉากกับอีลีเมนต 0nr  

และเวกเตอรในแนวตั้งฉากกับอีลีเมนต 0nr  แสดงไดดังนี้ 

( )321
21

0 ,,,, gggzyxrrn =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

×
∂
∂

=
ζζζηη

rr
r            (ค.27) 

โดยที่ 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

=
2121

1 ηηηη
yzzyg                (ค.28) 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

=
2121

2 ηηηη
zxxzg                (ค.29) 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

=
2121

3 ηηηη
xyyxg                (ค.30) 

และจากสมการที่ (ค.6)-(ค.8) ซึ่งแสดงพิกัด yx ,  และ z  ในรูปของ 1η -และ 2η  
จะไดวา 

( )( ) ( )( )323132311 yyzzzzyyg −−−−−=             (ค.31) 

( )( ) ( )( )323132312 zzxxxxzzg −−−−−=             (ค.32) 

( )( ) ( )( )323132313 xxyyyyxxg −−−−−=             (ค.33) 

ดังนั้นคาของ G  แสดงไดดังนี้ 

( )2
1

2
3

2
2

2
1 gggG ++=               (ค.34) 



 
  90 

 

ซึ่ งจะใชการแปลงจาคอเบียนในการแปลงพจนของการอินทิ เกรตจาก 
[ ] [ ] 21 ηη ddGdS ∫∫ −=−  



ภาคผนวก  ง 

การพิสูจนสมการอินทิกรัลของปญหาการกระเจิงคลื่นใน 3 มิติ 

ภาคผนวกนี้กลาวถึงการพิสูจนสมการอินทิกรัลในปญหาการกระเจิงของคลื่น
แมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติ ซึ่งในที่นี้จะพิจารณาในกรณีของสมการอินทิกรัลของสนามไฟฟาเทานั้น 
และในกรณีของสมการอินทิกรัลของสนามแมเหล็กนั้นสามารถหาไดโดยใชวิธีเดียวกันนี้ ในการ
พิสูจนสมการอินทิกรัลของสนามไฟฟานี้จะเริ่มพิจารณาจากสมการคลื่นแบบเวกเตอรของปญหา
ดังรูปที่ ง.1 

1

2

1V

2V

S

11 ,εµ

22 ,εµ

ตวักระเจิงคลื่น 

คล่ืนตกกระทบ 

คลื่นกระเจิง 

คลื่นกระเจิง 

 
รูปที่ ง.1 ปญหาการกระเจงิของคลื่นแมเหล็กไฟฟาจากตัวกระเจิงคลืน่ 

เมื่อพิจารณาในบริเวณที่ 1 ซึ่งสมการคลื่นแบบเวกเตอรเปนดังนี้ 

( ) ( ) ( )pJjpEpE rrrrrr
11111

2
1 ωµεµω =+×∇×∇−               (ง.1) 

และในบริเวณที่ 2 มีสมการคลื่นแบบเวกเตอรเปนดังนี้ 

( ) ( ) 0222
2

2 =+×∇×∇− pEpE rrrr
εµω                (ง.2) 

และเมื่อพิจารณา dyadic Green ‘s function ในบริเวณที่ 1 และ 2 ตามลําดับ 

( ) ( ) ( )qpIqpGqpG rrrrrr
−=+×∇×∇− δεµω ,, 111

2
1              (ง.3) 

( ) ( ) ( )qpIqpGqpG rrrrrr
−=+×∇×∇− δεµω ,, 222

2
2              (ง.4) 

 



 
  92 

 

และในที่นี้บริเวณที่ 1 จะกําหนดใหเปนอวกาศวาง ดังนั้น 0101 , εεµµ == และ 
dyadic Green ‘s function ในบริเวณที่ 1 คือ 

( ) ( ) ( )qpG
k

IqpGqpG rrrrrr ,,, 02
0

01 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ∇∇
+==               (ง.5) 

โดยที่ 

( ) ( )
qp

qpjk
qpG rr

rr
rr

−

−−
= 0

0

exp
4
1,
π

 เปนฟงกชันกรีนแบบสเกลารของอวกาศวางใน

ปริภูมิ 3 มิติ 

เมื่อพิจารณาปญหาของสนามแมเหล็กไฟฟาในบริเวณที่ 1 ซึ่งถือวาเปน ปญหา
ภายนอก (exterior problem) ซึ่งสนามรวมในบริเวณที่ 1 นี้ประกอบดวยสนามของคลื่นตกกระทบ
และสนามของคลื่นกระเจิง   และใชทฤษฎีบทของกรีนแบบเวกเตอรกับสมการที่ (ง.1) และ (ง.3) 
จะได 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )pJqpGjpEqpGpEqpG rrrrrrrrrrrr
1101100

2
11 ,,, ⋅=⋅+×∇×∇⋅− ωµεµω    (ง.6) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) IpEqpqpGpEqpGpE ⋅−=⋅+×∇×∇⋅−
rrrrrrrrrrrr

11100
2

11 ,, δεµω        (ง.7) 

และเมื่อนําสมการที่ (ง.6) และ (ง.7) ทั้งสองสมการนี้มาลบกันจะไดวา 

( ) ( ) ( ) ( )qpGpEpEqpG rvvrvrrv ,, 1111 ×∇×∇⋅+×∇×∇⋅−  

( ) ( ) ( ) ( ) IpEqppJqpGj ⋅−−⋅= vrrvvrrv
110 , δωµ               (ง.8) 

และจากสมการที่ (ง.8) นี้อินทิเกรตบนปริมาตร 1V ทั้งสองขางของสมการจะได 

( ) ( ) ( ) ( ){ }dVqpGpEpEqpG
V
∫ ×∇×∇⋅+×∇×∇⋅−

1

,, 1111
rvvrvrrv  

( ) ( ) ( )∫ −−=
1

1
V

inc dVqEqppE rrrrvr
δ                (ง.9) 

โดยที่ 

( ) ( ) ( ){ }∫ ⋅=
1

110 ,
V

inc dVpJqpGjqE vrrvrr
ωµ               (ง.10) 
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และใหเมื่อพิจารณาพจนที่ 2 ของสมการที่ (ง.9) ดังนี้ 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( )
∫∫

⎩
⎨
⎧

∉
∈

=−=⋅−
11 1

11
11 ,0

,

VV Vq
VqqE

dVpEqpdVIpEqp r

rrr
vrrvvrrv δδ     (ง.11) 

และจาก 

( ) ( ) ( ) ( )qpGpEpEqpG rvvrvrrv ,, 1111 ×∇×∇⋅+×∇×∇⋅−  

( ) ( ) ( ) ( ){ }qpGpEpEqpG rvvrvrrv ,, 1111 ××∇−××∇⋅∇=            (ง.12) 

เมื่อแทนสมการที่ (ง.12) ลงในสมการที่ (ง.9) และใชทฤษฎีบทของไดเวอรเจนซ 
(divergence ‘s theorem) กับพจนทางซายมือของสมการที่ (ง.9) ผลที่ไดคือ 

( ) ( ) ( ) ( ){ }[ ]∫ ××∇−××∇⋅∇
1

,, 1111
V

dVqpGpEpEqpG rvvrvrrv

 
( ) ( ) ( ) ( ){ }∫

+

⋅××∇−××∇=
inf

1
,, 1111

SS
Vout dSnqpGpEpEqpG rrvvrvrrv

 

( ) ( ) ( ) ( ){ } dSnqpGpEqpEqpG inV
SS

1

inf

,,, 1111
rrrrrrrrrr
⋅××∇−××∇−= ∫

+

      (ง.13) 

จาก ( ) ( )qpGqpG rvrv ,, 01 =  โดยที่ ( )qpG rv,0  เปน dyadic Green ‘s function 
ของอวกาศวางซึ่งสอดคลองกับเงื่อนไขของการแผกระจายคลื่น (radiation boundary condition) 
ทําใหพจนของอินทิกรัลที่ผิว infS มีคาเขาใกลศูนย  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ){ } q
S

inc dSnqpGpEpEqpGqE
Vq

qEVq rrrrrrrrrrr
r

rrr

⋅××∇−××∇+=
⎭
⎬
⎫

∉
∈

∫ ,,
0,

,
1111

1

11  (ง.14) 

โดยที่ 

1inVnn rr
=  ซึ่งเปนเวกเตอรที่ตั้งฉากกับผิว S  และมีทิศทางพุงเขาสูบริเวณ 1V  

 

และเมื่อพิจารณาพจนที่หนึ่งภายในอินทิกรัลและใชสมการที่ (ง.5) และใชสมบัติ
ที่วา ( ) ( ) ( )qpGIqpGIqpG rrrrrr ,,, 001 ∇×−=×∇=×∇  จะไดวา 
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( )( ) ( ) ( ) ( )( )pEnqpGpEqpGn rrrrrrrrrr
1111 ,, ×⋅×∇−=××∇⋅   

     ( ) ( )( )pEnqpGI rrrrr
10 , ×⋅∇×=  

     ( )( ) ( )qpGIpEn rrrrr ,01 ∇×⋅×=  

     ( ) ( )( )pEnqpGI rrrrr
10 , ××∇⋅=  

     ( ) ( )( )pEnqpG rrrrr
10 , ××∇=  

     ( )( ) ( )qpGpEn rrrrr ,01 ∇××−=              (ง.15) 

และเมื่อพิจารณาพจนที่สองภายในอินทิกรัลและใชสมการที่ (ง.5) จะได 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )pEnqpGqpGpEn rrrrrrrrrr
1111 ,, ×∇×⋅=××∇⋅  

      ( ) ( )( )pHjnqpG rrrrr
101 , ωµ−×⋅=  

      ( ) ( )( )pHnqpGj rrrrr
110 , ×⋅−= ωµ  

      ( ) ( )( )pHnqpG
k

Ij rrrrr
1020 , ×⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∇∇

+−= ωµ  

      ( )( )( ) ( )+×⋅−= qpGpHnIj rrrrr ,010ωµ  

          ( )( ) ( )qpGpHn
j

rrrrr ,1
01

0

∇∇⋅×
ωε

 

      ( )( ) ( )+×−= qpGpHnj rrrrr ,010ωµ  

        ( )( ) ( )qpGpHn
j

rrrrr ,1
0

0

∇∇⋅×
ωε

            (ง.16) 

เมื่อแทนสมการที่ (ง.15) และ (ง.16) ทั้งสองนี้ลงในสมการอินทิกรัลที่ (ง.14) จะไดวา 

( ) ( ) ( )( ) ( )∫ ⎩⎨
⎧

×−−=
⎭
⎬
⎫

∉
∈

S

inc qpGpHnjqE
Vq

qEVq rrrrrrr
r

rrr

,
0,

,
010

1

11 ωµ  

           ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) dSqpGpEnqpGpHn
j ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

∇××+∇∇⋅×+
rrrrrrrrrr ,,1

0101
0ωε

     (ง.17) 
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จากนั้นสลับตัวแปรระหวาง pr  กับ qr  และใชสมบัติความสมมาตรของฟงกชันกรีนจะไดวา 

( ) ( ) ( )( ) ( )∫ ⎩⎨
⎧

×−−=
⎭
⎬
⎫

∉
∈

S
q

inc qpGqHnjpE
Vp

pEVp rrrrrrr
r

rrr

,
0,

,
010

1

11 ωµ  

         ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) qqqqqq dSqpGqEnqpGqHn
j ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

∇××+∇∇⋅×+
rrrrrrrrrr ,,1

0101
0ωε

 

                   (ง.18) 

โดยที่ 

( )pE inc rr  เปนสนามไฟฟาของคลื่นตกกระทบ 

และ ( ) ( ) ( ){ }∫ ⋅−=
1

,00
V

q
inc dVqJqpGjpE rrrrrv

ωµ              (ง.19) 

เมื่อจัดรูปสมการที่ (ง.18) ใหมจะไดวา 

( ) ( ) ( )( ) ( )∫ ⎩⎨
⎧

×−−=
⎭
⎬
⎫

∉
∈

S
q

inc qpGqHnjpE
Vp

pEVp rrrrrrr
r

rrr

,
0,

,
010

1

11 ωµ  

       ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) qqqqqq dSqpGqEnqpGqHn
j ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

∇××+∇∇⋅×+
rrrrrrrrrr ,,1

0101
0ωε

                   (ง.20) 

ซึ่งสมการที่ (ง.20) นี้เปนสมการอินทิกรัลของสนามไฟฟาในปญหาการกระเจิง
ของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติ 

 กรณีที่ตัวกระเจิงคลื่นเปนวัตถุตัวนําไฟฟาสมบูรณ 

กําหนดใหตัวกระเจิงคลื่นเปนวัตถุตัวนําไฟฟาสมบูรณซึ่งจะทําใหเงื่อนไขขอบเขต
ระหวางผิวรอยตอของบริเวณที่ 1 และ บริเวณที่ 2 เปนดังนี้ 

เงื่อนไขขอบเขต 0=× En
rr  ที่ผิวตัวนําไฟฟาสมบูรณ           (ง.21) 

โดยที่ 

nr  เปนเวกเตอรที่ตั้งฉากกับผิวตัวนําไฟฟาสมบูรณ 
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เมื่อแทนเงื่อนไขขอบเขตนี้ลงในสมการอินทิกรัลจะไดสมการอินทิกรัลใหม เปน
ดังนี้ 

( ) ( ) ( )( ) ( )∫ ⎪⎩
⎪
⎨
⎧

×−−=
⎭
⎬
⎫

∉
∈

S
q

inc qpGqHnjpE
Vp

pEVp rrrrrrr
r

rrr

,
0,

,
010

1

11 ωµ  

( )( )( ) ( ) qqqq dSqpGqHn
j ⎭

⎬
⎫

∇∇⋅×+
rrrrr ,1

01
0ωε

            (ง.22) 

สมการที่ (ง.22) นี้เปนสมการอินทิกรัลของสนามไฟฟาในปญหาการกระเจิงของ
คลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติในกรณีที่ตัวกระเจิงคลื่นเปนวัตถุตัวนําไฟฟาสมบูรณ 



ภาคผนวก จ 

ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบ 

ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเปนฟงกชันรูปรางซึ่งมีลักษณะที่สําคัญคือมีการ
กําหนดใหตัวแปรไมทราบคาของสนามอยูที่ตําแหนงขอบบนแตละดานของอีลีเมนตและเปน
เวกเตอรที่หมุนวนและมีทิศทางที่สัมผัสกับแตละดานของอีลีเมนต ซึ่งในที่นี้จะพิจารณาฟงกชัน
รูปรางแบบที่เปนฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ดังในรูปที่ 3.3 ซึ่งมีสมการเปนดังนี้ 

( ) e
i

e
j

e
i

e
j

e
i

e
i lLLLLN ∇−∇=
r                  (จ.1) 

โดยที่ 

e
iL  เปนพิกัดพื้นที่ของอีลีเมนตที่ e  

e
il  เปนความยาวดานที่ i  ของอีลีเมนตสามเหลี่ยมอีลีเมนตที่ e  และเปนคาที่กําหนด

ทิศทางของเวกเตอรใหอยูในทิศทางที่เสริมกัน 

และ ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,3,3,2,2,1, =ji  

สําหรับอีลีเมนตสามเหลี่ยมใดๆในปริภูมิ 3 มิตินั้นความยาวดานที่ i  ของ          
อีลีเมนตที่ e จะมีสูตรการคํานวณเปนดังนี้ 

( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>==<=>++−

<==>=<++
=

0,0,00,00
0,0,00,00

222

222

kkkkkkkkk

kkkkkkkkke
i

acborcborbforabc
acborcborbforabc

l         (จ.2) 

และ 

e
i

e
jk xxc −=                   (จ.3) 

e
j

e
ik yyb −=                   (จ.4) 

e
j

e
ik zza −=                   (จ.5) 

โดยที่ e
i

e
i yx ,  และ e

iz  เปนพิกัด yx,  และ z  ของโนดที่ i  ของอีลีเมนตสามเหลี่ยมอีลีเมนตที่ e  
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เมื่อใชการแปลงระบบพิกัดของอีลีเมนตรูปสามเหลี่ยมในระบบพิกัดฉากเปน
ระบบพิกัดของอีลีเมนตอางอิงรูปสามเหลี่ยมแลว และจากสมการที่ (ค.20)-(ค.22) และใชสมการที่ 
(ค.9) รวมดวย จะไดวา 

( ) ( ) eee llN 12112112211 ηηηηηηηη ∇+∇−=∇−∇=
r              (จ.6) 

( ) ( )( ) eee llN 22112223322 1 ηηηηηηηη ∇−+∇−=∇−∇=
r             (จ.7) 

( ) ( )( ) eee llN 32112313133 1 ηηηηηηηη ∇+∇−=∇−∇=
r              (จ.8) 

และแทนพจนของเกรเดียน  ∇  ดวย  s∇  เนื่องจากในอีลีเมนตอางอิงรูป
สามเหลี่ยมนั้น local intrinsic coordinate 21 ,ηη  จะมีการเปลี่ยนแปลงคาเฉพาะบนผิวของ       
อีลีเมนตอางอิงรูปสามเหลี่ยมเทานั้น ดังนั้นจะไดวา 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×

∂
∂

⋅
∂
∂

×
∂
∂

=∇
nrr

nr

s
r

rr

r
r

21

2
1

ηη

η
η                 (จ.9) 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×

∂
∂

⋅
∂
∂

∂
∂

×
=∇

nrr

rn

s
r

rr

r
r

21

1
2

ηη

η
η               (จ.10) 

โดยที่ 

rr  เปนเวกเตอรบอกตําแหนงดังในสมการที่ (ค.1) 

nr  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยที่ตั้งฉากกับอีลีเมนตรูปสามเหลี่ยมและมีทิศพุงออก 
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