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บทที่ 1 
 

บทนํา 
 

1.1 ความสําคัญและที่มาของวิทยานิพนธ 
 
โดยทั่วไปปญหาตางๆทางวิศวกรรมศาสตรมักเกิดขึ้นในโดเมนที่มีรูปรางลักษณะที่

ซับซอน ยกตัวอยางเชน การไหลของอากาศผานปกเครื่องบิน การไหลของน้ําผานวาลว การ
กระจายอุณหภูมิในครีบระบายความรอน ความเคนของใบพัดเครื่องยนตกังหันกาซ การนําความ
รอนในกระบอกสูบเครื่องยนต และการไหลของอากาศภายในหอง เปนตน การศึกษาและการ
วิเคราะหปญหาที่มีรูปรางลักษณะซับซอนเหลานี้ไมสามารถทําไดโดยวิธี ทางคณิตศาสตรช้ันสูง
เพื่อหาผลเฉลยแมนตรง (exact solution) ได ดังนั้น ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (numerical method) 

(เชน วิธีผลตางสืบเนื่อง (Finite difference method) วิธีไฟไนตวอลุม (Finite volume 

method) และวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite element method) เปนตน) จึงมีบทบาทเปนอยางมาก
ในการแกปญหาตางๆที่มีรูปรางลักษณะซับซอนเหลานี้ ทั้งนี้ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขแตละวิธีนั้นตางก็
ออกแบบมาใหมีขั้นตอนการคํานวณหาผลเฉลยที่แตกตางกันตามความเหมาะสมของแตละลักษณะ
ทางกายภาพของปญหา เราจึงควรเลือกระเบียบวิธีเชิงตัวเลขใหเหมาะสมกับปญหาที่ทําการ
พิจารณา 

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเปนระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่นิยมนํามาใชแกปญหาท่ีมีรูปราง
ลักษณะที่ซับซอนเนื่องจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสามารถจําลองรูปรางลักษณะที่ซับซอนโดย
ใชเอลิเมนตไดหลากหลายรูปแบบ จึงใหผลการคํานวณที่แมนยํา อยางไรก็ตาม ระเบียบวิธีไฟไนต
เอลิเมนตมีขอเสียคือมีขั้นตอนการหาผลเฉลยที่ซับซอนยากแกการทําความเขาใจ  

ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมแตเดิมนั้นไมนิยมนํามาใชในการแกปญหาที่มีรูปรางลักษณะที่
ซับซอนเนื่องจากระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมจะทําการคํานวณบนพิกัดมาตรฐาน (conventional 

coordinates) เชน พิกัดคารทีเซียน (Cartesian coordinates) พิกัดทรงกระบอก (cylindrical 

coordinates) และพิกัดทรงกลม (spherical coordinates) จึงทําใหผลเฉลยที่ไดจากการคํานวณ
ไมแมนยํา ซ่ึงเปนขอจํากัดที่สําคัญของระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม แตในปจจุบันขอจํากัดของระเบียบ
วิธีไฟไนตวอลุมในเรื่องรูปรางลักษณะที่ซับซอนไดลดลง โดยการนําระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมมา
คํานวณบนพิกัดกระชับขอบเขต (body-fitted coordinates) จึงทําใหผลเฉลยจากการคํานวณมี
ความแมนยํามากขึ้น ซ่ึงวิธีนี้เปนทางเลือกหนึ่งที่ดีสําหรับระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมและเปนวิธีที่ถูก
เลือกนํามาใชในวิทยานิพนธนี้ 
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พิจารณารูปรางของโดเมนที่มีลักษณะซับซอนดังรูปที่ 1.1 ซ่ึงสามารถจําลองโดเมน
ดังกลาวโดยการใชกริดแบบ structured ที่มีรูปรางลักษณะตางๆกันได 4 วิธีดังนี้ Melaaen 
(1990) 

 
1. กริดที่มีลักษณะเปนขั้นบันได (stepwise) 

2. กริดที่มีลักษณะซอนทับกัน (Chimera) หรือกริดแบบผสม (composite) 

3. กริดที่มีลักษณะโคงแบบตั้งฉากกัน (orthogonal curvilinear) 

4. กริดที่มีลักษณะโคงแบบไมตั้งฉากกัน (non-orthogonal curvilinear) 
 

ลักษณะของกริดทั้ง 4 แบบมีขอดีและขอเสียแตกตางกันดังตอไปนี้ 
กริดที่มีลักษณะเปนขั้นบันได (stepwise) ดังรูปที่ 1.1 (ก) เปนกริดที่ถูกสรางขึ้นโดยใช

พิกัดคารทีเซียน ซ่ึงกริดแบบขั้นบันไดนี้สามารถสรางไดโดยงายดวยการวางกริดเรียงขึ้นไปตาม
ขอบโคงตรงๆ ซ่ึง กริดแบบนี้จะใชหนวยความจําไมมากนัก นอกจากนี้ยังมีจํานวนพจนในสมการ
ครอบคลุมนอยและมีขั้นตอนการดิสครีไทซงายและตรงไปตรงมา อยางไรก็ตาม กริดแบบ
ขั้นบันไดนี้จะใหผลลัพธที่ไมแมนยําอันเนื่องมาจากกริดที่อยูบริเวณขอบโคงจะวางตัวอยูทั้งในและ
นอกโดเมน ซ่ึงกริดบริเวณนี้จะไมสามารถนํามาทําการคํานวณได ทําใหสูญเสียพื้นที่หนวยความจํา 
นอกจากนี้กริดแบบขั้นบันไดนี้ยังไมสามารถควบคุมการกระจายของเสนกริดได โดยกริดที่ละเอยีด
ในบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงของผลเฉลยสูงจะสงผลกระทบทําใหกริดในบริเวณอ่ืนที่มีการ
เปล่ียนแปลงของผลเฉลยต่ํามีความละเอียดไปดวย ทําใหตองใชเวลาในการคํานวณมากขึ้น ดังนั้น 
กริดที่มีลักษณะเปนขั้นบันได (stepwise) นี้จึงถือไดวาไมเหมาะสมในการนํามาใชแกปญหาที่มี
รูปรางลักษณะซับซอน 

 

 
(ก) 

 
รูปที่ 1.1 กริดที่สรางโดย (ก) วิธี stepwise และ (ข) วิธีChimera 

 

(ข) 
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กริดที่มีลักษณะซอนทับกัน (Chimera) หรือกริดแบบผสม (composite) เปนกริดที่สราง
ใหมีการวางซอนทับกันเล็กนอยบริเวณขอบโคงระหวางกริดแบบสี่เหล่ียมที่สรางบนพิกัดคารที
เซียนและกริดแบบโคงที่สรางบนพิกัดทรงกระบอก ดังรูปที่ 1.1 (ข) กริดแบบซอนทับกันนี้จะ
ใหผลเฉลยที่แมนยํามากกวากริดแบบขั้นบันได แตผลเฉลยที่ไดจะแยกออกจากกันไปตามแตละ
แบบของกริด ซ่ึงทําใหขั้นตอนการคํานวณยุงยากเนื่องจากตองนําผลเฉลยที่ไดมาทําการประมาณ
ในชวง (interpolation) นอกจากนี้ ยังตองปรับโปรแกรมใหมสําหรับในแตละปญหา  อยางไรก็
ตาม กริดแบบซอนทับกันนี้เหมาะสมกับปญหาที่วัตถุมีการเคลื่อนที่ ทําไดโดยการแบงกริดสวน
หนึ่งใหเคลื่อนที่ตามวัตถุและกริดสวนที่เหลืออยูกับที่ 

กริดที่มีลักษณะโคงแบบตั้งฉากกันเปนกริดที่ถูกสรางขึ้นโดยใชพิกัดกระชับขอบเขตแบบ
โคงตั้งฉากกัน (orthogonal curvilinear coordinates) ดังรูปที่ 1.2 (ก) กริดแบบโคงตั้งฉากกันนี้
จะมีขั้นตอนการคํานวณที่ยุงยากและใชเวลามากกวากริดบนพิกัดทั่วไป (regular coordinates) แต
ดวยคุณสมบัติที่ตั้ งฉาก  (orthogonality) จึงทํ าใหการคํ านวณเงื่ อนไขขอบเขตง ายและ
ตรงไปตรงมา นอกจากนี้ ผลลัพธที่ไดจะแมนยํามากกวากริดที่สรางโดยใชพิกัดทั่วไป อยางไรก็ตาม 
ถึงแมวาการควบคุมการกระจายตัวของเสนกริดจะดีขึ้น แตกริดบริเวณที่เปนมุมก็ยังคงหยาบเกินไป
อันเนื่องมาจากขอจํากัดของกริดที่จะตองตั้งฉากกัน (orthogonality constraint) ทําใหผลลัพธ
คลาดเคลื่อนมากในกรณีที่บริเวณมุมนั้นมีการเปลี่ยนแปลงสูง และเสียเวลาในการคํานวณเนื่องจาก
การกระจุกตัวกันของกริดในบริเวณอื่นที่ไมตองการความละเอียดอีกดวย 

 

 
(ก) 

 
(ข) 

รูปที่ 1.2 กริดที่สรางบนพิกดักระชับขอบเขต (ก) แบบตัง้ฉากและ (ข) แบบไมตั้งฉาก  
 

กริดที่มีลักษณะโคงแบบไมตั้งฉากกันเปนกริดที่ถูกสรางโดยใชพิกัดกระชับขอบเขตแบบ
โคงไมตั้งฉากกัน (non-orthogonal curvilinear coordinates) ดังรูปที่ 1.2 (ข) กริดแบบโคงไม
ตั้งฉากกันนี้มีขั้นตอนการสรางกริดงายและใชเวลานอยกวากริดแบบโคงตั้งฉากเนื่องจากไมมี
ขอจํากัดของกริดที่จะตองตั้งฉากกัน (orthogonality constraint) นอกจากนั้นกริดแบบนี้ยังมี
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ความยืดหยุนสูงจึงสามารถโคงไปตามรูปรางทุกประเภทได และสามารถสรางเสนกริดใหตัดกันที่
มุมของรูปรางได จึงใหผลการคํานวณแมนยําเนื่องจากเก็บรายละเอียดของรูปรางไดดี และสามารถ
ควบคุมการกระจายใหอยูเฉพาะในบริเวณที่สนใจไดทําใหไมสูญเสียพื้นที่การคํานวณไปในบริเวณ
ที่ไมตองการความละเอียด สวนขอเสียของพิกัดกระชับขอบเขตแบบโคงไมตั้งฉากก็คือ สมการ
ครอบคลุมของปญหามีความซับซอนและจํานวนพจนในสมการครอบคลุมเพิ่มขึ้นเนื่องจากความ
ไมตั้งฉาก  

สําหรับวิทยานิพนธฉบับนี้จะใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมรวมกับพิกัดกระชับขอบเขตแบบ
โคงไมตั้งฉากในการแกปญหารูปรางที่ซับซอน สําหรับปญหาที่เลือกมาใชรวมกับวิธีนี้คือปญหา
การนําความรอน เนื่องจากปญหาการนําความรอนเปนปญหาพื้นฐานและมีจํานวนพจนในสมการ
ครอบคลุมนอย สําหรับระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมบนพิกัดกระชับขอบเขตแบบโคงไมตั้งฉากนี้
สามารถประยุกตใชกับปญหาอื่นๆในรูปรางที่ซับซอนได อาทิเชน ปญหาการไหล ปญหาการเผา
ไหม ปญหาเกี่ยวกับปฎิกิริยาเคมี เปนตน 

การแกปญหาในรูปรางที่ซับซอนดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมบนพิกัดกระชับขอบเขต
แบบโคงไมตั้งฉากมี 4 ขั้นตอนหลักคือ การสรางกริด การแปลงพิกัด การดิสครีไทซ และการแก
ระบบสมการเชิงพีชคณิต ในสวนแรกคือข้ันตอนของการสรางกริดเพื่อแบงโดเมนออกเปนปริมาตร
ควบคุมเล็กๆนั้น  จะทําการสรางกริดเริ่มตนโดยวิธีเชิงพีชคณิตจากนั้นจึงปรับกริดใหมีความ
สม่ําเสมอดวยวิธีการแกสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติก ขั้นตอนที่สองคือการแปลงสมการ
ครอบคลุมและเงื่อนไขขอบเขตจากพิกัดคารทีเซียนใหเปนพิกัดกระชับขอบเขต ขั้นตอนตอมาคือ
การดิสครีไทซสมการครอบคลุมดวยวิธีไฟไนตวอลุมโดยการอินทิเกรตบนปริมาตรควบคุม ซ่ึงเปน
การแปลงสมการเชิงอนุพันธใหเปนสมการเชิงพีชคณิต สวนขั้นตอนสุดทายคือการแกระบบสมการ
เชิงพีชคณิตดวยวิธี TDMA ซ่ึงจะไดผลเฉลยของปญหาออกมา  

  
1.2 การศึกษาผลงานวิจัยท่ีผานมา 
 
 สําหรับผลงานวิจัยที่ผานมาจะแบงการศึกษาออกเปน 4 หัวขอยอยดวยกันคือ การศึกษา
งานวิจัยที่เกี่ยวกับระบบพิกัดกระชับขอบเขต การศึกษางานวิจัยที่เกี่ยวกับการสรางกริด การศึกษา
งานวิจัยที่เปนการเปรียบเทียบกันระหวางระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใชพิกัดกระชับขอบเขตกับวิธีไฟ
ไนตเอลิเมนต และการศึกษางานวิจัยที่นําระบบพิกัดกระชับขอบเขตไปประยุกตใชในการแกปญหา
การนําความรอน  
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1.2.1 การศึกษางานวิจัยที่เกี่ยวกับระบบพิกัดกระชับขอบเขต 
  
ระบบพิกัดกระชับขอบเขตมีความสําคัญตอการแกปญหาในรูปรางที่ซับซอน ดังนั้นจึงมี

นักวิจัยพยายามที่จะศึกษาและประยุกตใชพิกัดกระชับขอบเขตกับระเบียบวิธีเชิงตัวเลขหลายๆวิธี 
โดย Thompson et al. (1974, 1975, 1982) และ Thompson (1982b) ไดเสนอแนวความคิด
พื้นฐานและหลักการเกี่ยวกับระบบพิกัดกระชับขอบเขตขึ้นมา ซ่ึงพิกัดกระชับขอบเขตนี้ไมมี
ขอจํากัดในเรื่องรูปรางของโดเมน จึงสามารถใชกับรูปรางของโดเมนซับซอนได รวมถึงโดเมนที่มี
การเคลื่อนที่และโดเมนที่มีการเปลี่ยนรูปรางไปตามเวลา โดยที่การคํานวณหาผลเฉลยของระเบียบ
วิธีเชิงตัวเลขมีขั้นตอนเชนเดียวกับกรณีที่มีรูปรางเปนสี่เหล่ียมธรรมดา นอกจากนี้ Thompson ได
ยกตัวอยางรูปรางของโดเมนแบบตางๆทั้งรูปรางแบบงายๆและรูปรางที่มีความซับซอน และได
แสดงความสัมพันธที่ใชในการแปลงพิกัดของสมการเชิงอนุพันธแบบตางๆ ทั้งนี้ Thompson ยัง
แสดงใหเห็นวาระบบพิกัดกระชับขอบเขตนี้สามารถนําไปใชในการศึกษาและวิเคราะหปญหาตางๆ
ไดมากมาย โดย Thompson ไดนําระบบพิกัดนี้ไปใชในปญหาการไหลแบบศักยผานปกเครื่องบิน 
พบวาผลลัพธมีความแมนยํามากเมื่อเปรียบเทียบกับผลเชิงวิเคราะห การเสนอระบบพิกัดกระชับ
ขอบเขตนี้เปนการลดขอจํากัดในเรื่องของรูปรางสําหรับระเบียบวิธีเชิงตัวเลขซึ่งเปนประโยชนอยาง
ยิ่งตอการพัฒนาระเบียบวิธีเชิงตัวเลขในเวลาตอมา 

 
1.2.2 การศึกษางานวิจัยที่เกี่ยวกับการสรางกริด 
 
การสรางกริดเปนขั้นตอนสําคัญเพื่อใชในการคํานวณผลเฉลยดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข

ตางๆ ดังนั้นจึงมีการพัฒนาวิธีการสรางกริดขึ้นมามากมายเพื่อใหมีความเหมาะสมกับปญหาที่นํามา
วิเคราะห การสรางกริดสามารถทําไดหลายวิธีซ่ึงแตละวิธีมีการพัฒนาอยางตอเนื่อง โดยวิธีเชิง
พีชคณิต และวิธีการแกสมการเชิงอนุพันธเปนวิธีที่ไดรับความนิยมนํามาใชสรางกริดมาก 

การสรางกริดโดยวิธีเชิงพีชคณิตเปนวิธีการสรางกริดที่งายและรวดเร็ว โดยวิธีนี้มีพื้นฐาน
มาจากการประมาณคาในชวง (interpolation) การประมาณคาในชวงนี้มีหลายวิธีดวยกัน ซ่ึงวิธี 
Transfinite interpolation หรือ TFI เปนวิธีที่ไดรับความนิยมมากที่สุด โดย Gordon and Hall 

(1973) ไดเร่ิมใชวิธีนี้ในการสรางกริดบนพิกัดโคงเปนคนแรก จากนั้นมีนักวิจัยหลายทานนําวิธีนี้
ไปใชในการสรางกริด โดย Eriksson (1982) ใชวิธีนี้ในการสรางกริดบนพิกัดกระชับขอบเขต
แบบสามมิติเพื่อใชในการจําลองสวนปกของเครื่องบิน นอกจากนี้ การสรางกริดดวยวิธีเชิงพีชคณิต
มีการพัฒนาทั้งวิธีการประมาณคาในชวงและประเภทของ blending functions เพื่อใหมีความ
แมนยําเพิ่มมากขึ้น ทั้งนี้ อันดับของความแมนยําในการประมาณคาในชวง สามารถทําใหเพิ่มขึ้น
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ดวยการเพิ่มเสนโคงหรือพื้นผิว หรือเพิ่มรายละเอียดเชนการกําหนดอันดับของอนุพันธของเสนโคง  
หรือพื้นผิวใหสูงมากขึ้น  

การสรางกริดโดยวิธีการแกสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกถูกคนพบโดย Thompson 

(1982a, 1984) และ Thompson et al. (1985) โดยพบวาผลเฉลยของการแกระบบสมการเชิง
อนุพันธอันดับที่สองมีลักษณะทางกายภาพที่สม่ําเสมอตลอดทั่วทั้งโดเมน Thompson จึงนําระบบ
สมการนี้มาใชในการสรางกริด ซ่ึงระบบสมการนี้คือระบบสมการปวสซองที่มีทําใหเกิดฟงกชัน
ควบคุม (control function) อยูดวย เพื่อควบคุมระยะหางและการกระจายเสนกริดใหมี
ประสิทธิภาพมากขึ้นวิธีสรางกริดโดยใชการแกสมการเชิงอนุพันธนี้เปนแนวความคิดเริ่มตนใหมี
การพัฒนาการสรางวิธีการสรางกริดตอมาในภายหลัง โดย Spekreuse (1995) ใชวิธีการสรางกริด 
ของ Thompson แตพัฒนาการหาฟงกชันควบคุมจากเดิมที่ฟงกชันควบคุมถูกกําหนดขึ้นซึ่งมี
ขอจํากัดที่ไมสามารถพิสูจนไดวาความสัมพันธเปนฟงกชันแบบหนึ่งตอหนึ่ง พัฒนาไปเปนการหา 
ฟงกชันควบคุมจากการแปลงพิกัดซ่ึงมั่นใจไดวาจะไดความสัมพันธเปนฟงกชันแบบหนึ่งตอหนึ่ง
แนนอน นอกจากนี้ Conti et al. (2005) ไดใชวิธีการสรางกริดเชิงพีชคณิตเพื่อสรางกริดเริ่มตน
ใหกับกระบวนการสรางกริดโดยการแกสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกซึ่งวิธีนี้จะชวยควบคุม
ระยะหางระหวางกริดและปองกันการลูออกได อีกทั้งยังลดจํานวนรอบในการทําซ้ํา จึงชวย
ประหยัดเวลาในการคํานวณดวย  

  
1.2.3 การศึกษางานวิจัยที่เปนการเปรียบเทียบกันระหวางระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใชพิกัด

กระชับขอบเขตกับวิธีไฟไนตเอลิเมนต  
 
มีนักวิจัยหลายคนนําระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใชพิกัดกระชับขอบเขตไปเปรียบเทียบกับวิธี

ไฟไนตเอลิเมนต โดย Dash and Chattopadhyay (1993) เปรียบเทียบระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใช
พิกัดกระชับขอบเขตกับวิธีไฟไนตเอลิเมนตในการแกปญหาการนําความรอน พบวาการสรางกริด
ในระบบพิกัดกระชับขอบเขตใชเวลานอยกวาการสรางกริดดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนตมาก และยังใช
เวลาในการหาผลเฉลยไดรวดเร็วกวา Ramanathan and Kumar (1988) เปรียบเทียบผลที่ไดจาก
วิธีผลตางสืบเนื่องโดยการใชพิกัดกระชับขอบเขตและผลที่ไดจากวิธีไฟไนตเอลิเมนตโดยอางอิงกับ
ผลที่ไดจากการวิธีวิเคราะหสําหรับการแกปญหาการนําความรอนที่ขึ้นกับเวลากับหลายเงื่อนไข
ขอบเขตและในรูปรางที่เปนสี่เหล่ียม วงกลม และปกเครื่องบิน พบวาวิธีผลตางสืบเนื่องในพิกัด
กระชับขอบเขตมีความแมนยํามากกวา ประหยัดเวลาในการคํานวณ และใชพื้นที่ในการคํานวณ
นอยกวาวิธีไฟไนตเอลิเมนต Yang et al. (1990) ใชวิธีผลตางสืบเนื่องในพิกัดกระชับขอบเขตเพื่อ
คํานวณความเคนและความเครียดในกระบวนการขึ้นรูปโดยการไหลแบบอัดแรง (extrusion) ไปที่
เบาพิมพ (dies) 4 แบบที่มีการลดหลั่นกันของพื้นที่หนาตัดตางกัน ผลการคํานวณที่ไดนําไป
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เปรียบเทียบกับผลจากวิธีไฟไนตเอลิเมนตและผลการทดลองพบวามีความสอดคลองกันเปนอยางดี 
Califano and Zaritzky (1997) เปรียบเทียบผลที่ไดจากวิธีผลตางสืบเนื่องโดยการใชพิกัดกระชับ
ขอบเขตและผลที่ไดจากวิธีไฟไนตเอลิเมนตในกรณีการนําความรอนในกระบวนการแข็งตัวและ
การละลาย (freezing or thawing) ในรูปรางใดๆแบบสองมิติ พบวา พิกัดกระชับขอบเขตมีความ
แมนยําเชนเดียวกับวิธีไฟไนตเอลิเมนตแตใชเวลานอยและงายกวา 

 
1.2.4 การศึกษางานวิจัยที่นําระบบพิกัดกระชับขอบเขตไปประยุกตใชในการแกปญหาการ

นําความรอน 
 
McWhorter and Sadd (1979) ใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขในพิกัดกระชับขอบเขตเพื่อ

แกปญหาการนําความรอนในกรณี anisotropic ในสภาวะอยูตัวแบบสองมิติ งานวิจัยนี้แสดงให
เห็นถึงประโยชนของการใชระบบพิกัดกระชับขอบเขตในการนําไปแกปญหาในรูปรางที่เปนวง
แหวนแบบเยื้องศูนยและแผนวงกลมตัน พบวาวิธีนี้สามารถประยุกตใชในการแกปญหาในรูปรางที่
มีลักษณะซับซอนไดโดยงาย ตอมา Zedan and Schneider (1982) ประยุกตใชระบบพิกัดกระชับ
ขอบเขตแบบโคงไมตั้งฉากกับวิธีผลตางสืบเนื่องเพื่อใชในการแกปญหาการนําความรอนโดยมี
เงื่อนไขขอบเขตทั้งแบบ Dirichlet, Neumann, convection และ adiabatic และนําผลที่ไดไป
เปรียบเทียบกับผลเฉลยที่มีผูคํานวณมากอนแลว พบวามีความสอดคลองกันดี Uchikawa and 

Takeda (1985) วิเคราะหปญหาการนําความรอนในกรณีที่เปนสภาวะชั่วครู (unsteady) แบบ
สองมิติ โดยใชวิ ธีผลต างสืบ เนื่ องในพิกัดกระชับขอบเขต  เพื่ อศึกษากรณีการแข็งตั ว 

(solidification) ในกระบวนการหลอเหล็กกลาในแมพิมพที่เปนรูปรางซับซอน พบวาวิธีนี้มีความ
เหมาะสมในการนําไปแกปญหาที่มีรูปรางลักษณะซับซอนเปนอยางมาก Gao (1999) ประยุกตใช
ระบบพิกัดกระชับขอบเขตกับระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเพื่อใชในการแกปญหาการนําความรอนใน
กรณีที่เปนสภาวะ transient แบบสองมิติในกรณีที่รูปรางเปนส่ีเหล่ียมคางหมูมีวงกลมอยูภายใน 
โดยมีเงื่อนไขขอบเขตทั้งแบบการพาความรอนและการแผรังสีความรอน ซ่ึงแสดงผลการคํานวณ
เปนเสนระดับการกระจายอุณหภูมิภายในโดเมนนั้น  

จากการศึกษาผลงานวิจัยที่ผานมาพบวาระบบพิกัดกระชับขอบเขตเปนประโยชนอยางยิ่ง
ตอระเบียบวิธีเชิงตัวเลข เพื่อนําไปใชในการศึกษาและวิเคราะหปญหาตางๆในรูปรางที่มีลักษณะ
ซับซอน เนื่องจากระบบพิกัดกระชับขอบเขตทําใหการคํานวณปญหาในรูปรางที่ซับซอนงายขึ้น 
และผลการคํานวณที่ไดก็มีความแมนยํามากขึ้นดวย จากขอดีของระบบพิกัดกระชับขอบเขตดังที่ได
กลาวมาแลว ระบบพิกัดกระชับขอบเขตจึงไดรับความนิยมมากในหมูนักวิจัยในการนํามา
ประยุกตใชในการแกปญหาที่มีรูปรางที่มีลักษณะซับซอน ซ่ึงวิทยานิพนธนี้จะนําระเบียบวิธีไฟ
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ไนตวอลุมประยุกตใชรวมกับพิกัดกระชับขอบเขตแบบโคงไมตั้งฉากเพื่อแกปญหาการนําความ
รอนในรูปรางที่มีลักษณะซับซอน 

 
1.3 วัตถุประสงคของวิทยานิพนธ 
 
 วิทยานิพนธฉบับนี้จะประยุกตใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมในพิกัดกระชับขอบเขตสําหรับ
การแกปญหาการนําความรอนแบบในรูปรางที่ซับซอน โดยมีวัตถุประสงคดังนี ้
 

1.3.1 เพื่อศึกษาวิธีการสรางกริดในระบบพิกดักระชับขอบเขตสําหรับใชในการแกปญหาที่มี
รูปรางซับซอน 

1.3.2 เพื่อศึกษาระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมที่สามารถนํามาใชในพิกัดกระชับขอบเขต 
1.3.3 เพื่อพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สามารถแกปญหาการนําความรอนในรูปรางที่

ซับซอนได 
 
1.4  ขอบเขตของวทิยานิพนธ 
 

1.4.1 ศึกษาวิธีการสรางกริดและระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเพื่อใชในระบบพิกัดกระชับ
ขอบเขตได 

1.4.2 พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สามารถแกปญหาการนําความรอนในรูปรางที่ซับซอน
ดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมบนพิกัดกระชับขอบเขตได 

1.4.3 ตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้นกับปญหาการนําความ
รอนที่มีผลเฉลยเชิงวิเคราะหหรือผลการทดลอง 

 
1.5 ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรับ 
 

1.5.1 กอใหเกิดความรูความเขาใจในระบบพิกัดกระชับขอบเขต การสรางกริดและระเบียบ
วิธีไฟไนตวอลุมเพื่อใชสําหรับพิกัดกระชับขอบเขตนี้ 

1.5.2 สามารถนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้นไปแกปญหาการนําความรอนและ
สามารถนําไปประยุกตเพื่อใชในการแกปญหาอื่นๆในรูปรางที่ซับซอนได 

 
1.6 ขั้นตอนการดาํเนินงานวิทยานิพนธ 
 

1.6.1 ศึกษาพฤติกรรมการนําความรอน 
1.6.2 ศึกษาระบบพิกัดกระชับขอบเขตและการสรางกริดสําหรับใชในการแกปญหาที่มี



 9

รูปรางซับซอน 
1.6.3 ศึกษาระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมที่สามารถนํามาใชในพิกัดกระชับขอบเขต 
1.6.4 ศึกษางานวิจัยที่เกี่ยวของ 
1.6.5 พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สามารถแกปญหาการนําความรอนในรูปรางที่ซับซอน

ได 
1.6.6 ตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรกับปญหาการนําความรอนที่มีผล

เฉลยเชิงวิเคราะหหรือผลการทดลอง 
1.6.7 วิเคราะหและสรุปผล 
1.6.8 จัดพิมพวิทยานิพนธ 

 
1.7 สวนประกอบของวิทยานิพนธ 

 
ในวิทยานิพนธนี้แบงออกเปน 5 บทดังนี้ 

 
บทท่ี 1 บทนํา 
 

กลาวถึงความสําคัญและที่มาของวิทยานิพนธ การศึกษาผลงานวิจัยที่ผานมา วัตถุประสงค 
ขอบเขตของวิทยานิพนธ ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ ขั้นตอนการทําวิทยานิพนธและสวนประกอบ
ของวิทยานิพนธ  
 
บทท่ี 2 การสรางกริด 

 
ประกอบไปดวยบทนําซ่ึงจะบอกถึงการสรางกริดวิธีตางๆและคุณลักษณะตางๆของกริดที่

ตองการ จากนั้นกลาวถึงขั้นตอนการสรางกริดดวยวิธีเชิงพีชคณิต และขั้นตอนการสรางกริดดวย
วิธีการแกสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติก  
 
 บทท่ี 3 ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม 

 
อธิบายถึงสมการพื้นฐานเพื่อใชในแกปญหาการนําความรอน ซ่ึงไดจากกฎอนุรักษพลังงาน 

และสมมติฐานเพื่อใชสําหรับวิทยานิพนธนี้ จากนั้นจะแนะนําเกี่ยวกับระบบพิกัดกระชับขอบเขต
แบบโคงไมตั้งฉากเบื้องตน และจะกลาวถึงการแปลงสมการครอบคลุมของการนําความรอนและ
เงื่อนไขขอบเขตจากพิกัดคารทีเซียนไปเปนพิกัดกระชับขอบเขต และขั้นตอนของระเบียบวิธีไฟ
ไนตวอลุมซ่ึงใชแปลงสมการเชิงอนุพันธไปเปนสมการเชิงพีชคณิตโดยการแบงโดเมนออกเปน
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ปริมาตรควบคุมยอยแลวทําการอินทิเกรตรอบปริมาตรควบคุมนั้น สุดทายจึงทําการแกระบบ
สมการเชิงพีชคณิตที่ไดดวยวิธี TDMA    
 
บทท่ี 4 การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร  

 
กลาวถึงกรณีทดสอบที่นํามาใชในการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่

พัฒนาขึ้น ซ่ึงแบงออกเปนสองสวนดวยกัน ในสวนที่หนึ่งจะนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้น
มาทดสอบปญหาการนําความรอนแบบสภาวะอยูตัว (steady state) ซ่ึงมีทั้งหมด 5 กรณีศึกษา
ดวยกัน ดังนี ้

 
1) การนําความรอนในแผนวงกลมที่ซอนกันแบบมีศูนยกลางรวมกัน  
2) การนําความรอนในแผนวงกลมที่ซอนกันแบบเยื้องศูนย 
3) การนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมจัตุรัสที่มีวงกลมอยูขางใน  

4) การนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมผืนผาที่มีอุณหภูมิที่มีเงื่อนไขขอบเปนฟงกชันซายน 
5) การนําความรอนในแผนสามเหลี่ยมที่มีผลิตการความรอนภายใน 

 
สําหรับสวนที่สองจะทําการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร ดวยปญหา

การนําความรอนแบบสภาวะไมอยูตัว (unsteady state) ซ่ึงจะตรวจสอบความถูกตองในสวนนี้
โดยใชสองกรณีศึกษา ไดแก  

  
1) การนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมจัตุรัสที่สภาวะไมอยูตัว  
2) การนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมคางหมูเจาะรูวงกลมที่สภาวะไมอยูตัว  
 

บทท่ี 5 บทสรุปและขอเสนอแนะ 
  

ประกอบดวยบทสรุปของวิทยานิพนธและขอเสนอแนะสําหรับงานวิจัยตอเนื่องที่อาจ
ดําเนินการตอไปในอนาคต 
 
 

 
 



บทที ่2 
 

การสรางกริด 
 
บทนี้จะอธิบายถึงการสรางกริดซึ่งเปนขั้นตอนสําคัญและเปนขั้นตอนแรกในการวิเคราะห

ปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมโดยกระบวนการสรางกริดนั้นมีผลกระทบตอความแมนยํา 
อัตราการลูเขา และเสถียรภาพในการคํานวณ ในหัวขอแรกของบทนี้จะอธิบายถึงการสรางกริดวิธี
ตางๆรวมทั้งขอดีและขอเสียของแตละวิธีเพื่อที่จะเลือกใชวิธีการสรางกริดใหเหมาะสมกับปญหา 
จากนั้นจะอธิบายถึงคุณลักษณะของกริดที่ตองการ และสุดทายจะอธิบายถึงขั้นตอนของวิธีการ
สรางกริดแบบวิธีเชิงพีชคณิตและวิธีสรางกริดโดยการแกสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติก 

 
2.1 การสรางกริด  
 

การสรางกริด (grid generator) คือกระบวนการแบงพื้นที่โดเมนที่สนใจออกเปนปริมาตร
ควบคุมยอยๆจํานวนมากที่เรียกวาเซลล (grid cells) และเชื่อมตอระหวางแตละจุดของ กริด (grid 

points) ดวยเสนกริด (grid lines) ซ่ึงกระบวนการสรางกริดนี้มีความสําคัญเนื่องจากเปนขั้นตอน
แรกสําหรับระเบียบเชิงตัวเลขเพื่อใชในการวิเคราะหปญหาตางๆ ถาระเบียบเชิงตัวเลขเลือกใช
วิธีการสรางกริดที่ไมเหมาะสมแลว ผลเฉลยที่ไดจากการคํานวณก็จะไมแมนยํา  

การสรางกริดสามารถทําไดหลายวิธี โดยเราสามารถสรางกริดไดดวยมือ แตวิธีนี้ใชเวลา
มากและไมสะดวก ดังนั้น Thompson et al. (1985) จึงไดเสนอวิธีการสรางกริดแบบอัตโนมัต ิ

(automatic grid generation techniques) โดยใชโปรแกรมคอมพิวเตอรซ่ึงมีความสะดวกและ
ใชเวลานอยกวาการวาดดวยมือ ในการสรางกริดแบบอัตโนมัตินั้นสามารถสรางกริดไดหลาย
รูปแบบดวยกัน ซ่ึงเราสามารถแบงประเภทของกริดตามลักษณะไดเปน 2 ประเภทคือ กริดแบบ 

structured และกริดแบบ unstructured 

กริดแบบ structured เปนกริดที่มีการจัดเรียงชุดของจุดกริดอยางมีระเบียบและสามารถ
ระบุแตละจุดของกริดบนระนาบไดโดยใชตัวเลขดัชนี i, j และk ตัวอยางเชน ในระบบพิกัดคารที
เซียนเราสามารถระบุตัวเลขดัชนีไดเปน xi,j,k, yi,j,k และ zi,j,k เปนตน ดังรูปที่ 2.1 ซ่ึงการระบุ
ตําแหนงของจุดนี้สอดคลองกันโดยตรงกับการจัดเก็บตัวแปรไวในหนวยความจํา ทําใหสามารถ
เรียกใชจุดกริดที่ตอๆกันไดงายและรวดเร็ว เพียงแคการบวกหรือลบคาที่สอดคลองกับตัวเลขดัชนี
เทานั้น เชน (i+1), (j-1) และ (k-3)  เปนตน นอกจากนี้การคํานวณคาเกรเดียน (gradients) หรือ 
ฟลักซ และเงื่อนไขขอบเขตก็งายดวย อยางไรก็ตาม กริดแบบ structured นี้มีขอจํากัดในกรณีที่
รูปรางของโดเมนมีลักษณะซับซอน โดยถาทําการสรางกริดแบบ structured บนพิกัดทั่วไปเชน 
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การสรางกริดแบบขั้นบันได (stepwise approximation) การสรางกริดแบบซอนทับกัน 
(Chimera technique) และการสรางกริดแบบ multiblock เปนตนนั้น ผลลัพธที่ไดจะไมแมนยํา
หรือมีขั้นตอนการสรางกริดที่ยุงยากเพื่อที่ทําใหผลลัพธมีความแมนยํามากขึ้น ในทางกลับกัน การ
สรางกริดบนพิกัดกระชับขอบเขตมีความเหมาะสมมากกวา แตจําเปนตองอาศัยการแปลงสมการ
ครอบคลุมจากรูปรางที่ซับซอนในพื้นที่ทางกายภาพ (physical domain) ไปคํานวณในพื้นที่การ
คํานวณ (computational domain) ซ่ึงเปนรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสสําหรับสองมิติหรือทรงลูกบาศก
สําหรับสามมิติ ทําใหไมสะดวกในการใชงาน  

 

 
 

 
 

รูปที่ 2.1 การสรางกริดแบบ structured 
 

ในทางกลับกัน กริดแบบ unstructured จะไมมีลําดับการวางแตละจุดของกริดที่
เฉพาะเจาะจง โดยจุดกริดที่อยูตอๆกันนั้นไมสามารถระบุโดยการใชตัวเลขดัชนี ตัวอยางดังเชนใน
รูปที่ 2.2 จุดที่ 4 จะตอกับจุดที่ 119 และจุดที่ 55 เปนตน สวนรูปรางของแตละกริดสามารถเปนได
หลายแบบ เชน รูปสามเหลี่ยมหรือส่ีเหล่ียมสําหรับสองมิติ และทรงสี่หนาหรือทรงหกหนาสําหรับ
สามมิติ เปนตน ทั้งนี้ภายในหนึ่งโดเมนสามารถนํากริดที่มีแบบตางๆกันมาผสมกันไดซ่ึงเรียกวา 
กรดิแบบไฮบริด (hybrid grids) เพื่อใหสามารถจําลองรูปรางที่ขอบของโดเมนไดอยางเหมาะสม
มากขึ้น สําหรับขอดีของกริดแบบ unstructured คือกริดมีความยืดหยุนสูง จึงสามารถจําลอง
รูปรางที่ซับซอนมากๆได และกระบวนการสรางกริดสามารถทําไดโดยอัตโนมัติ แตในบางกรณี
ยังคงตองอาศัยการจัดตัวแปรใหเหมาะสมเพื่อใหไดกริดที่มีคุณภาพ นอกจากนี้ ยังสามารถใช
จํานวนกริดนอยลงเพื่อที่จะคํานวณหาผลเฉลยที่ถูกตองดวย และการสรางกริดแบบ unstructured 
สําหรับรูปรางที่ซับซอนไมตองอาศัยขั้นตอนการแปลงพิกัดในการคํานวณจึงสะดวกในการใชงาน 
อยางไรก็ตาม กระบวนการสรางกริดแบบนี้มีความซับซอนและใชเวลามาก นอกจากนี้โครงสราง
ของขอมูลมีความซับซอนและไมสามารถระบุตําแหนงของจุดภายในโดเมนอยางเปนลําดับ ทําให
เมตริกซของระบบสมการเชิงพีชคณิตไมเปนแนวทแยงมุม ดังนั้นในขั้นตอนการแกระบบสมการ

i-1,j 

i+1,j 

i,j+1 

i,j 

i,j-1 
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เชิงพีชคณิตเพื่อหาคํานวณหาผลเฉลยจึงยุงยาก ซับซอนและใชเวลามากเมื่อเทียบกับกริดแบบ 
structured นอกจากนี้ยังใชหนวยความจําสูงดวย ทั้งนี้เราจําเปนตองลดความกวางแถบ (band 

width) โดยจัดลําดับของจุดใหม  
   

 
 

 
 

รูปที่ 2.2 การสรางกริดแบบ unstructured 
 

 ทั้งนี้ การสรางกริดแบบ structured บนพิกัดกระชับขอบเขตสามารถทําได 3 วิธี ไดแก  
 

1. วิธีเชิงพีชคณิต (algebraic method)  

2. สรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธ (differential equation technique) 

3. วิธีตัวแปรซับซอน (complex variable method หรือ conformal mapping) 

 
 การสรางกริดดวยวิธีตัวแปรซับซอนเปนวิธีการสรางกริดที่มีใชกันมานานและยังเปน
ทฤษฎีพื้นฐานใหกับการสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกอีกดวย การสรางกริดดวย
วิธี conformal mapping มีขอจํากัดในเรื่องของ scale factor ซ่ึงจะตองมีคาเทากันทุกทิศทาง 
ยกตัวอยางเชน บริเวณของวงกลมและสี่เหล่ียมขนาดเล็ก ก็ยังคงตองเปนวงกลมและสี่เหล่ียมอยู
หลังการแปลงแลว กริดที่สรางไดจากวิธีนี้จะมีอัตราสวนดานกวางและยาวใกลเคียงกัน (aspect 

ratio = 1) แตกริดขาดคุณสมบัติตั้งฉาก (orthogonality) เพื่อที่จะปรับปรุงคุณสมบัติตั้งฉาก 
Hung  and Brown (1977) และ Pope (1978) จึงกําหนดคา scale factor ไมเทากับหนึ่ง แตให
เปนคาคงที่ซ่ึงสามารถปรับคาไดตลอดทั่วทั้งโดเมน แนวความคิดนี้มีผูนําไปประยุกตมากมายแตไม
ไดผลที่ประสบความสําเร็จมากนักรวมทั้งมีขั้นตอนที่ซับซอนมากขึ้น นอกจากนี้ในการสราง 
conformal map ก็มีวิธีไมหลากหลายมากนัก และการกระจายของจุดก็ไมสามารถควบคุมได และ
ขาดประสิทธิภาพ  

4 

88 

26 

119 

8 

55 

99 
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การสรางกริดโดยวิธีเชิงพีชคณิตสามารถทําไดโดยการนําคาการกระจายของจุดกริดที่เสน
ขอบของโดเมนมาหาตําแหนงของจุดกริดที่อยูภายในโดเมนดวยวิธีการประมาณคาในชวง
(interpolation)  หรือการใชฟงกชันเฉพาะ สําหรับการประมาณคาในชวงนั้นแบงเปน 2 ประเภท
ไดแก unidirectional interpolation และ multidirectional interpolation การประมาณคา
ในชวงแบบ unidirectional สามารถแสดงไดโดยใชฟงกชันในทิศทางเดียว อาทิเชน Lagrange 

polynomials, Hermite polynomials และ cubic spline functions เปนตน สวนการประมาณ
คาในชวงแบบ multidirectional นั้นสรางฟงกชันจากการรวมฟงกชันของการประมาณคาในชวง
แบบ unidirectional ซ่ึงจะมีไดหลายมิติ การประมาณคาในชวงแบบที่สองนี้มี 2 วิธีไดแก 
domain vertex methods และ Transfinite interpolation methods (TFI) การประมาณคา
ในชวงแบบ Transfinite interpolation methods (TFI) เปนวิธีที่ไดรับความนิยมมากที่สุด ซ่ึงจะ
กลาวถึงรายละเอียดในขั้นตอนการสรางกริดโดยวิธีเชิงพีชคณิตที่ใชการประมาณคาในชวงแบบ 

Transfinite interpolation methods (TFI) ในหัวขอท่ี 2.3 การสรางกริดโดยวิธีเชิงพีชคณิตมี
ขอดีคือข้ันตอนการคํานวณนอย สามารถสรางกริดไดงายและรวดเร็ว นอกจากนี้กริดที่ไดยังมี
ระยะหางระหวางกริดที่เหมาะสมอีกดวย อยางไรก็ตาม การสรางกริดโดยวิธีเชิงพีชคณิตมีขอเสีย
ก็คือกริดจะไมมีความสม่ําเสมอ  
 การสรางกริดสามารถทําไดโดยการแกระบบสมการเชิงอนุพันธ ซ่ึงการสรางกริดดวยวิธีนี้
จะมีความซับซอนมากกวาวิธีเชิงพีชคณิต แตกริดที่ไดจากวิธีนี้จะมีความสม่ําเสมอมากกวาวิธีเชิง
พีชคณิต โดยทั่วไปเราสามารถแบงสมการเชิงอนุพันธออกเปน 3 ประเภทคือ 
 

1. สมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติก (Elliptic equation) 
2. สมการเชิงอนุพันธแบบพาราโบลิก (Parabolic equation)   
3. สมการเชิงอนุพันธแบบไฮเปอรโบลิก (Hyperbolic equation)  

 
 สมการเชิงอนุพันธ ทั้ง 3 ประเภทมีลักษณะทางกายภาพที่แตกตางกัน เราสามารถจําแนก
สมการทั้งสามประเภทไดดังนี้ พิจารณาสมการเชิงอนุพันธอันดับที่สองในรูปแบบทั่วไปสําหรับ
สองมิติบนพิกัด x และ y ดังนี้ 
 

02

22

2

2

=++
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂ GF

y
E

x
D

y
C

yx
B

x
A φφφφφφ  (2.1) 

 
เบื้องตน เราจะสมมติสมการ (2.1) ใหเปนสมการเชิงเสนโดยมี A, B, C, D, E, F และ G 

เปนสัมประสิทธิ์ซ่ึงเปนคาคงที่ เราพิจารณาลักษณะทางกายภาพของอนุพันธที่มีอันดับสูงสุดเปนตัว
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จําแนกประเภทของสมการเชิงอนุพันธ ดังนั้นจากสมการ (2.1) เราจะพิจารณาเพียงอนุพันธอันดับที่
สองเทานั้น ประเภทของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่สองสามารถระบุไดโดยผลเฉลยของคลื่นอยาง
งาย (simple wave solutions) ที่เปนไปได ถาผลเฉลยมีอยูจริง แสดงวาสมการนั้นเปนสมการเชิง
อนุพันธแบบไฮเปอรโบลิก แตถาผลเฉลยไมมีอยูจริง แสดงวาสมการนั้นอาจเปนสมการเชิง
อนุพันธแบบพาราโบลิกหรืออิลิปติกก็ได เมื่อพิจารณาสมการที่บงบอกลักษณะ (characteristic 
equation)  
 

0
2

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ c

dx
dyb

dx
dya  (2.2) 

 
เราจะไดผลเฉลยของคลื่นอยางงาย (simple wave solutions) ก็ตอเมื่อสมการ (2.2) สามารถหา
รากที่เปนจริงได 2 คา การมีอยูของรากของสมการที่บงบอกลักษณะ (characteristic equation) นี้
จะขึ้นอยูกับคา discriminant )4( 2 acb − ดังตารางที่ 2.1 ซ่ึงแบงออกไดเปน 3 กรณี 

 
ตารางที่ 2.1 การจําแนกประเภทของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ 2 

)4( 2 acb −  ประเภทของสมการ ลักษณะ 
> 0 ไฮเปอรโบลิก มีผลเฉลยที่เปนจริง 2 ผลเฉลย 

= 0 พาราโบลิก มีผลเฉลยที่เปนจริง 1 ผลเฉลย 

< 0 อิลิปติก ไมมีผลเฉลย 
 

สมการเชิงอนุพันธทั้ง 3 แบบมีลักษณะทางกายภาพแตกตางกัน ตอไปจะกลาวถึง
รายละเอียดแตละประเภทของสมการ และลักษณะของกริดที่ไดจากการสรางดวยสมการเชิง
อนุพันธแตละประเภท 

 
2.1.1 สมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติก 
 
สมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกใชเปนสมการครอบคลุมของปญหาที่อยูในสภาวะอยูตัว 

เชน การกระจายอุณหภูมิในแผนโลหะในสภาวะอยูตัว การกระจายความเคนของวัตถุภายใตสภาวะ
ที่กําหนดให และการไหลในสภาวะอยูตัว เปนตน ซ่ึงปญหาเหลานี้จัดอยูในประเภทปญหาแบบ 
equilibrium สมการที่เปนตนแบบของสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกคือ สมการลาปลาซ ซ่ึงใช
อธิบายปรากฏการณการไหลแบบไมหมุนของของไหลแบบอัดตัวไมได  (irrotational 

incompressible flow) และปรากฏการณการนําความรอนในสภาวะอยูตัว สมการเชิงอนุพันธ
แบบอิลิปติกสําหรับสองมิติมีรูปแบบดังนี้ 

 



 16

02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

yx
φφ  (2.3) 

 
การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกทําไดโดยการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต 

เราเรียกปญหาแบบนี้วา boundary-value problems ลักษณะเฉพาะที่สําคัญของสมการนี้คือ เมื่อ
เกิดการรบกวนภายในผลเฉลย สัญญาณการรบกวนจะกระจายไปทุกทิศทุกทางตลอดทั่วทั้งโดเมน 
ทําใหผลเฉลยมีความสม่ําเสมออยูตลอดแมวาเงื่อนไขขอบเขตจะไมตอเนื่องก็ตาม ความสม่ําเสมอ
ทั่วทั้งโดเมนนี้เปนขอดีที่สําคัญของสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติก 

การสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกมีความคิดพื้นฐานมาจากการ
อุปมาอุปไมยการสรางกริดเทียบกับผลเฉลยของสมการลาปลาซสําหรับ stream function )(ψ

และ velocity potential function )(φ  ซ่ึงมีรูปแบบดังนี้ 
 

02 =∇ ψ  (2.4) 
02 =∇ φ  (2.5) 

 
ผลเฉลยของสมการนี้แสดงไวดังรูปที่ 2.3 ทั้งนี้ เราพิจารณาใหเปล่ียน stream function 

(ψ ) เปน x  และ velocity potential function (φ ) เปน y  ดังนั้นเราจึงไดสมการเพื่อใชสราง 
กริดดังนี้ 
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การนําสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกมาใชในการสรางกริดนั้นทําการกระจายจุดของกริด

มีความสม่ําเสมอตลอดทั่วทั้งโดเมนแมวาจะมีความไมตอเนื่องของจุดที่ขอบของโดเมนก็ตาม ทั้งนี้
เปนผลมาจากลักษณะทางกายภาพของสมการอิลิปติก วิธีสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธแบบ 
อิลิปติกเปนวิธีที่ไดรับความนิยมมากที่สุดแมวาวิธีนี้ใชเวลาในการสรางกริดมากและยากกวาเมื่อ
เปรียบเทียบวิธีเชิงพีชคณิตก็ตาม นอกจากนี้ การคํานวณหาฟงกชันควบคุมก็ทําไดยาก ขอเสียที่
สําคัญของการสรางกริดโดยใชสมการอิลิปติกคือการควบคุมระยะหางระหวางกริดไมเหมาะสม
และผลเฉลยมีโอกาสลูออก นอกจากนี้ในขั้นตอนการทําซ้ําก็ใชเวลามากดวย 

การกําจัดขอเสียของการสรางกริดโดยใชสมการอิลิปติกสามารถทําไดโดยสรางกริดเริ่มตน
ดวยวิธีเชิงพีชคณิตกอนแลวจึงปรับกริดใหสม่ําเสมอมากขึ้นดวยวิธีการสรางกริดแบบอิลิปติก การ
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สรางกริดโดยใชวิธีเชิงพีชคณิตรวมกับวิธีการสรางกริดแบบอิลิปติกนี้ทําใหสามารถควบคุม
ระยะหางระหวางกริดไดเหมาะสม ชวยลดเวลาในการคํานวณและยังปองกันการลูออกเนื่องจากมี
ตําแหนงของกริดเริ่มตนที่ใกลเคียงผลเฉลยอยูแลวจึงทําใหจํานวนรอบการทําซ้ําลดลง วทิยานิพนธ
นี้จึงเลือกใชวิธีสรางกริดโดยใชวิธีเชิงพีชคณิตรวมกับวิธีการสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธ
แบบอิลิปติกซึ่งจะกลาวรายละเอียดในหัวขอที่ 2.4 

 
รูปที่ 2.3 Stream function (ψ ) และ Velocity potential function (φ ) 

 
2.1.2 สมการเชิงอนุพันธแบบพาราโบลิก 
 
สมการเชิงอนุพันธแบบพาราโบลิกใชเปนสมการครอบคลุมของปญหาที่ขึ้นอยูกับเวลาและ

ปญหาที่เกี่ยวของกับการกระจาย (dissipation) เชน ปญหาการนําความรอนในสภาวะไมอยูตัว 
และการไหลแบบหนืดในสภาวะไมอยูตัว เปนตน ซ่ึงปญหาเหลานี้จัดอยูในประเภทปญหาแบบ 
marching สมการที่เปนตนแบบของสมการเชิงอนุพันธแบบพาราโบลิกคือ สมการการแพรกระจาย 
(diffusion equation) มีรูปแบบดังนี้ 

 

2

2

xt ∂
∂

=
∂
∂ φαφ  (2.8) 

 
ผลเฉลยของสมการ (2.4) จะมีคาลดลงแบบเปนกําลังสองของคาเริ่มตน การหาผลเฉลย

ของสมการเชิงอนุพันธแบบพาราโบลิกทําไดโดยการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตและเงื่อนไขเริ่มตน 
เราเรียกปญหาแบบนี้วา initial-boundary-value problems ซ่ึงเมื่อเกิดการรบกวนภายในผลเฉลย
แลว การรบกวนนั้นจะสงผลกระทบกับผลเฉลยในชวงเวลาหลังจากเวลาที่รบกวนเทานั้น ผลเฉลยที่
เวลามากกวาเวลาเริ่มตนจะมีความสม่ําเสมอตลอดทั่วทั้งโดเมนแมวาเงื่อนไขเริ่มตนจะไมตอเนื่องก็
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ตาม ทั้งนี้ที่เวลาที่เปนอนันตนั่นคือพจนทางซายมือของสมการ (2.4) มีคาใหเทากับศูนย ( 0=
∂
∂

t
φ )

จะไดสมการเชนเดียวกับสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติก (2.3) ซ่ึงเปนสมการที่สภาวะอยูตัว  
การสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธแบบพาราโบลิกนั้นเปนการนําวิธีการสรางกริดโดย

ใชสมการเชิงอนุพันธแบบอิ ลิปติกและวิ ธีการสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธแบบ           
ไฮเปอรโบลิกมารวมกัน โดยท่ีมีการปองกันการกระจายความไมตอเนื่องของขอบของโดเมนซึ่ง
เปนขอดีของวิธีสรางกริดแบบอิลิปตกิ และการคํานวณหาผลเฉลยมีความรวดเร็วซ่ึงเปนขอดีของวิธี
สรางกริดแบบไฮเปอรโบลิก  

สมการครอบคลุมของการสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธแบบพาราโบลิกที่พัฒนามา
จากสมการปวสซอง ดังนี้ 

 
xSAxx =− ξξη  (2.9) 

ySAyy =− ξξη  (2.10)

 
จากสมการนี้เห็นไดวา source terms ทําหนาที่เปนฟงกชันควบคุม แมการแกสมการนี้จะ

ไมสะดวกเหมือนกับในกรณีของสมการอิลิปติกและสมการไฮเปอรโบลิก แตผลเฉลยซึ่งเปนแนว
ทแยงสาม (tri-diagonal) ทําใหการแกสมการรวดเร็วกวาสมการอิลิปติกมาก อยางไรก็ตาม กริดที่
ไดจะไมมีคุณสมบัติตั้งฉาก (orthogonality) เหมือนกับสมการไฮเปอรโบลิก  

 
2.1.3 สมการเชิงอนุพันธแบบไฮเปอรโบลิก 
 
สมการเชิงอนุพันธแบบไฮเปอรโบลิกใชเปนสมการครอบคลุมของปญหาที่มีลักษณะเปน

คล่ืน เชน ปญหาการสั่นสะเทือน ซ่ึงปญหาเชนนี้จัดอยูในประเภทปญหาแบบ marching สมการที่
เปนตนแบบของสมการเชิงอนุพันธแบบไฮเปอรโบลิกคือ สมการคลื่น (wave equation) ที่มี
รูปแบบดังนี้ 

 

2

2
2

2

2

x
c

t ∂
∂

=
∂
∂ φφ  (2.11)

 
การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธแบบไฮเปอรโบลิกทําไดโดยการกําหนดเงื่อนไข

ขอบเขต 1 เงื่อนไขและเงื่อนไขเริ่มตน 2 เงื่อนไข ซ่ึงจัดเปนปญหาแบบ initial-boundary-value 

problems ดวย สําหรับปญหาแบบไฮเปอรโบลิกนี้ถาเงื่อนไขเริ่มตนไมตอเนื่องแลว ผลเฉลยจะ
ยังคงไมสม่ําเสมออยูตลอดเวลา 
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การสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธแบบไฮเปอรโบลิกสามารถทําได 2 วิธีไดแก cell 

area method และ arc-length method  วิธี cell area method สรางกริดจากคุณสมบัติตั้งฉาก 
(orthogonality) ของเสนกริด ( 0=− ηξηξ yyxx ) และความสัมพันธของจารโคเบียน ( ),( ηξJ  
= ξηηξ yxyx − ) โดยการกําหนดการกระจายจุดของกริดเริ่มตนที่พื้นผิวหรือเสนขอบของโดเมน 
จากนั้นสรางกริดทีละแถวในทิศ η โดยมีเงื่อนไขของคุณสมบัติตั้งฉากบังคับอยู สําหรับ  วิธี arc-

length method มีวิธีการสรางกริดคลายกับวิธีแรกแตตางกันตรงที่ใชความสัมพันธที่นิยามเสน
สัมผัส (tangent lines) แทนความสัมพันธของจารโคเบียน  

การสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธแบบไฮเปอรโบลิกเหมาะสมสําหรับปญหาที่มี
โดเมนแบบเปด เนื่องจากมีลักษณะการสรางกริดทีละแถว (marching) แบบ explicit นั่นคือเมื่อรู
การกระจายของแถวที่หนึ่งก็สามารถสรางกริดในชั้นตอไปได  ซ่ึงทําใหการสรางกริดมี
ประสิทธิภาพและรวดเร็ว ลักษณะเฉพาะของการกระจายปริมาตรควบคุมปองกันการซอนทับกัน
ของเสนกริดที่อาจเกิดขึ้นบริเวณขอบที่เปนโคงเวา (concave boundaries) อยางไรก็ตาม การ
สรางกริดโดยวิธีนี้ไมเปนที่นิยมใชกันโดยทั่วไปแมวาจะมีขั้นตอนการสรางกริดที่รวดเร็วกวาการ
สรางกริดโดยใชสมการ   อิลิปติกก็ตาม  เนื่องจากความไมตอเนื่องของความชันที่ขอบของโดเมน
จะแพรกระจายออกไปทําใหกริดที่ไดไมมีความสม่ําเสมอ นอกจากนี้การสรางกริดโดยวิธีนี้มี
ขอจํากัดตรงที่ไมสามารถควบคุมรูปรางของกริดที่ขอบดานนอกของโดเมนได อยางไรก็ตาม
ขอจํากัดนี้ไมเปนปญหาในกรณีการไหลภายนอก (external flow) 
 
2.2 คุณลักษณะของกริดท่ีตองการ  
 

หัวขอนี้จะกลาวถึงคุณสมบัติโดยทั่วไปที่ใชเปนมาตรฐานในการวัดคุณภาพของกริด โดย
วิธีสรางกริดแตละวิธีมีการสรางกริดที่มีลักษณะแตกตางกันไปตามลักษณะทางกายภาพของวิธีนั้น 
ดังนั้นจึงควรเลือกวิธีสรางกริดที่เหมาะสมกับปญหา โดยพิจารณาจากคุณสมบัติดงันี้ 

1.   กริดควรมีระยะหางระหวางกริด (grid spacing) ที่เหมาะสมและสามารถควบคุมได 
โดยที่ กริดควรมีระยะหางระหวางกริดนอยในชวงที่มีการเปลี่ยนแปลงของผลเฉลยสูง แตควรมี
ระยะหางระหวางกริดมากในชวงที่มีการเปลี่ยนแปลงของผลเฉลยต่ํา นอกจากนี้ กริดที่ดีควร
สอดคลองกับสมบัติในเชิงเรขาคณิต (geometric properties) ที่สําคัญ 2 ประการไดแก 
expansion ratio และ aspect ratio ซ่ึงสามารถนิยามไดดังนี้  

Expansion ratio คือ อัตราสวนความกวางของปริมาตรควบคุมหนึ่งตออีกปริมาตร
ควบคุมที่ติดกัน ซ่ึงอัตราสวนนี้สามารถแสดงเปนสมการไดดังนี ้
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Expansion ratio i
P

i
P

s
s
δ
δ 1+≡  (2.12)

 
อัตราสวน expansion ของกริดที่ตองการควรมีคาเทากับหนึ่ง แตในบริเวณที่ผลเฉลยมีการ

เปล่ียนแปลงสูงนั้นควรจะมีกริดที่ละเอียดซึ่งไมตองการใหคาของอัตราสวน Expansion เทากับ
หนึ่ง ทั้งนี้คามากที่สุดของอัตราสวน expansion ไมควรมีคาเกิน 1.5 

อัตราสวนอีกชนิดหนึ่งที่ใชในการบอกลักษณะของกริดก็คือ aspect ratio ซ่ึงนิยามโดย
อัตราสวนระหวางดานกวางตอดานยาวภายในปริมาตรควบคุม ที่สามารถแสดงเปนสมการไดดังนี้ 

 

Aspect ratio j
P

i
P

s
s
δ
δ

≡  (2.13)

 
โดย sδ ในสมการ (2.12) และ (2.13) คือ ระยะตางๆบนปริมาตรควบคุมดังแสดงในรูปที่ 2.4 
สําหรับกรณีของสองมิติ ทั้งนี้จุด 1+P  มีคาเทากับจุด E  เมื่อ i มีคาเทากับ 1  

 

ξ

η

1
Esδ

1
Psδ

2
Psδ

 
รูปที่ 2.4 ระยะ sδ บนปริมาตรควบคุมแบบสองมิติ 

 
 อัตราสวน aspect ที่เหมาะสมควรมีคาเทากับหนึ่ง ซ่ึงถาอัตราสวน aspect ยิ่งหางจากหนึ่ง
มากเทาใดคาสัมประสิทธิ์ nba ซ่ึงเปนคาที่บงบอกพื้นที่หนาตัดของปริมาตรควบคุมจะมีคาใน
ทิศทางหนึ่งมากกวาในทิศทางอื่น สงผลใหการเชื่อมโยงระหวางทิศของพิกัดที่ตางกันไมดีและขาด
เสถียรภาพ นอกจากนี้คาอัตราสวน aspect ที่มากขึ้นทําใหคาความไมตั้งฉากในสมการที่ดิสครีไทซ
แลวมากเกินความจําเปน ซ่ึงคาอัตราสวน aspect นี้ไมควรมีคาเกิน 10 Melaaen (1990)  

2.   กริดควรมีความสม่ําเสมอ (smoothness) ซ่ึงแมวาคุณสมบัตินี้จะตรงกันขามกับความ
ตองการที่จะใหมีกริดอยูในบริเวณที่สนใจศึกษาก็ตาม ในการทําใหกริดมีความสม่ําเสมอนั้น ความ
ตางรูปกันของกริด (non-uniformity) และความโคงของกริด (curvature) เปนสิ่งสําคัญ เนื่องจาก
คุณสมบัติทั้งสองนี้ทําใหคาความคลาดเคลื่อนจากการปดเศษมีคามาก นอกจากนี้ กริดไมควรมีการ
ขยายหรือยอจากเซลลหนึ่งไปอีกเซลลมากจนเกินไป ความสม่ําเสมอนี้มีความสําคัญตอความ
แมนยําในการคํานวณหาพจนเชิงเรขาคณิต (geometric terms) โดยเฉพาะอยางยิ่งในสมการ
โมเมนตัมซ่ึงมีพจนเกี่ยวกับความโคงอยู (curvature terms) เราจําเปนตองมีกริดที่มีความตอเนื่อง
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สม่ําเสมอเพื่อใหไดผลการคํานวณที่แมนยํา นอกจากนี้พจนเกี่ยวกับความโคงที่มีคามากๆยังทําให
การประมาณคาในชวงโดยการถวงน้ําหนักเชิงเสนไมมีความแมนยําอีกดวยดังรูปที่ 2.5 เพื่อทําให
ไดผลเฉลยที่ดีขึ้น ความโคงของกริดควรจะลดลงหรือควรแบงกริดในชวงโคงใหละเอียดมากขึ้น 
หรือใชอันดับในการประมาณคาในชวงใหสูงขึ้น 

e

P E

 
รูปที่ 2.5 การประมาณคาในชวงโดยการถวงน้ําหนักเชิงเสนในกริดที่โคงมากๆ 

 

 3.   กริดควรมีคุณสมบัติตั้งฉาก (orthogonality) แมวาจะเปนกริดบนพิกัดโคงแบบไมตั้ง
ฉากก็ตาม เนื่องจากกริดแบบตั้งฉากสามารถลดคาความคลาดเคลื่อนจากการปดเศษได ในทาง
กลับกัน การที่กริดตั้งฉากตลอดทั่วโดเมนนั้นกลับไมเปนที่ตองการและไมมีความจําเปน ทั้งนี้ เรา
ตองการใหกริดมีอยูในบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงของผลเฉลยสูง แมวากริดจะมีความไมตั้งฉาก
มากขึ้นก็ตาม จากสมการที่ดิสครีไทซแลวพบวา กริดที่เกือบจะตั้งฉาก (nearly orthogonal grids) 

จะมีความเสถียรภาพมากขึ้นและลูเขารวดเร็วขึ้น อยางไรก็ตาม ความไมตั้งฉากของกริดนั้นควรที่จะ
ควบคุมได ทั้งนี้ การที่กริดตั้งฉากที่ขอบของโดเมนนั้นมีขอดีคือชวยลดความซับซอนของเงื่อนไข
ขอบเขตลง นอกจากนี้การที่กริดไมตั้งฉากที่ขอบของโดเมนในกรณีที่โดเมนบิดเบี้ยวมากนั้น ทําให
ความแมนยําที่ขอบลดลงและความแมนยํานี้อาจจะกระจายไปภายในโดเมนและทําใหผลเฉลย
โดยรวมท้ังหมดไมแมนยําไปดวย 

 การสรางกริดใหมีคุณสมบัติครบทั้ง 3 ขอนั้นทําไดยาก โดยวิธีการสรางกริดแตละวิธีจะให
คุณสมบัติที่แตกตางกันดังนี้ การสรางกริดดวยวิธีเชิงพีชคณิตสามารถควบคุมระยะหางระหวางกริด
ไดดีแตกริดจะไมมีความสม่ําเสมอ ในทางกลับกันการสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธแบบ      
อิลิปติกใหกริดที่มีความสม่ําเสมอแตกริดจะไมตั้งฉากกัน สวนวิธีตัวแปรซับซอนกริดจะไมมี
คุณสมบัติตั้งฉากและยากในการควบคุมระยะหางระหวางกริดได นอกจากคุณสมบัติของกริดทั้ง 3 
ขอนี้แลว เราควรพิจารณาถึงความซับซอนในการสรางกริดและระยะเวลาในการคํานวณดวย 
กลาวคือ วิธีการสรางกริดที่เหมาะสมตองไมซับซอนและยากในการศึกษา อีกทั้งวิธีการสรางกริดที่
เหมาะสมไมควรใชเวลาในการสรางกริดนานเกินไปอันจะสงผลถึงระยะเวลาในการคํานวณที่
เพิ่มขึ้นอีกดวย  

สําหรับวิทยานิพนธนี้จะทําการสรางกริดเริ่มตนโดยใชวิธีเชิงพีชคณิต แลวทําการปรับ กริด
โดยการแกสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติก ซ่ึงกริดที่ไดจะมีระยะหางระหวางกริดที่เหมาะสมและมี
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ความสม่ําเสมอดวย ในหัวขอตอไปจะกลาวถึงขั้นตอนการสรางกริดโดยวิธีเชิงพีชคณิต จากนั้นใน
หัวขอสุดทายกลาวถึงขั้นตอนการสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติก 

  
2.3 การสรางกริดดวยวิธีเชิงพีชคณิต 
 
 การสรางกริดดวยวิธีเชิงพีชคณิตจะทําการสรางกริดโดยอาศัยฟงกชันการแปลงพิกัด
ระหวาง computational space กับ physical space ขั้นตอนในการสรางกริดดวยวิธีนี้ เร่ิมตนจาก
การกระจายจุดกริดบนเสนขอบของโดเมนเสียกอน จากนั้นจึงใชวิธีการประมาณคาในชวงเพื่อสราง
จุดกริดที่อยูบริเวณภายในโดเมน สําหรับการประมาณคาในชวง (interpolation) สามารถทําได
หลายวิธี ทั้งนี้ Transfinite interpolation หรือ TFI เปนวิธีที่นิยมใชมากที่สุด และเปนวิธีที่ถูก
เลือกนํามาใชในวิทยานิพนธฉบับนี้ 

การประมาณคาในชวงโดยการใชฟงกชันพหุนามของลากรองจ (Lagrange 

interpolating polynomials) เปนวิธีที่นิยมใชกันมากวิธีหนึ่ง ทั้งนี้เราสามารถใชฟงกชันนี้ในการ
กระจายจุดกริดบนเสนขอบของโดเมนได ฟงกชันพหุนามของลากรองจนี้สามารถเขียนใหอยูใน
รูปแบบโดยทั่วไปสําหรับสองมิติในทิศทาง ξ   และ η ตามลําดับ (ดังแสดงในรูปที่ 2.6) ดังนี้ 
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),( 22 ηξ

 
รูปที่ 2.6 ตําแหนงของจุดภายในโดเมน 
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โดยที่ ∑ เปนสัญลักษณของการบวก และ I , J คือ คามากที่สุดของ ξ และ η  ตามลําดับ 
และ N , M คือ จํานวนขอมูลที่นํามาใชในการประมาณคา เชน มีขอมูลจํานวน 2 ขอมูล 
แลว 2=N  ซ่ึงจะเปนการประมาณคาในชวงเชิงเสน หรือมีขอมูลจํานวน 3 ขอมูล แลว 3=N  ซ่ึง
จะเปนการประมาณคาในชวงกําลังสอง เปนตน สวน nφ และ mψ คือ blending function เปน
ฟงกชันซึ่งมีความสอดคลองกับเงื่อนไขดังนี้ 
 

l
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n I

δ
ξ
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⎛          m = 1, 2  l = 1, 2 (2.17)

 
ฟงกชัน nφ และ mψ สามารถหาไดโดยใชฟงกชันการประมาณคาในชวงพหุนามทั่วไปของ

ลากรองจ (Lagrange interpolation polynomials) คือ 
  

∏
= −

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ N

l ln

l
n I 1 ξξ

ξξξφ              nl ≠  (2.18)

 

∏
= −

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ M

l lm

l
m J 1 ηη

ηηηψ              ml ≠  (2.19)

 
โดยที่ ∏ เปนสัญลักษณของการคูณ  

สําหรับฟงกชัน nφ และ mψ นี้ มีคุณสมบัติโดยทั่วไปกลาวคือ nφ  มีคาเทากับหนึ่งที่ตําแหนง 
nξ และมีคาเทากับศูนยที่ตําแหนงξ ของขอมูลอ่ืนๆ 

สําหรับกรณีที่ฟงกชันการประมาณคาในชวงของลากรองจเปนแบบเชิงเสน (linear 

Lagrange interpolation functions) เราสามารถลดรูปสมการ (2.14) และ (2.15) ไดเปน  
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สวน blending function ( nφ และ mψ ) สําหรับกรณีที่เปนฟงกชันเชิงเสนสามารถหาได

โดยใชสมการดังนี้ 
 

II
ξξφ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 11   (2.22)



 24
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ξξφ =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2   (2.23)

 

JJ
ηηψ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 11   (2.24)

 

JJ
ηηψ =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2   (2.25)

 
Blending function สําหรับกรณีที่ฟงกชันการประมาณคาในชวงของลากรองจเปนแบบ

เชิงเสน จะมีลักษณะการกระจายดังแสดงในรูปที่ 2.7 
 

2φ1φ

1ξ 2ξ
0

1

ξ  
รูปที่ 2.7 ฟงกชันการประมาณคาในชวงของลากรองจแบบเชิงเสน 

 
สําหรับ blending function ( nφ และ mψ ) ที่ฟงกชันเชิงเสน มีคุณสมบัติกลาวคือ nφ  มีคา

เทากับหนึ่งที่ตําแหนง 1ξ  และมีคาเทากับศูนยที่ตําแหนงξ ของขอมูลอ่ืนๆ 
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เมื่อไดตําแหนงของจุดกริดบนเสนขอบของโดเมนแลว ขั้นตอนตอไปจะเปนการหาจุดกริด

ที่อยูภายในโดเมน โดยการนําสมการ (2.14) และ (2.15) มารวมกัน แลวเพิ่มพจนลงไป จะได
สมการในการกระจายจุดกริดภายในโดเมนมีรูปแบบทั่วไปดังนี้ 
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วิธีสรางกริดโดย TFI ใชเวลาในการคํานวณนอยเนื่องจากไมตองใชกระบวนการทําซํ้า 

สามารถควบคุมระยะหางระหวางกริดไดดีแตการเลือกฟงกชัน nφ และ mψ  ยาก ขอเสียของ TFI คือ 
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กริดจะไมมีความสม่ําเสมอเนื่องจากไมสามารถควบคุมมุมระหวางเสนกริดไดดีเพียงพอ ปญหานี้
สามารถแกไดดวยวิธีสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติก ที่จะทําใหกริดมีความ
สม่ําเสมอมากขึ้น 
 
2.4 การสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติก 

 
ในหัวขอนี้จะกลาวถึงขั้นตอนการสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกซึ่งแบง

ไดเปน 3 สวนหลัก คือ สมการครอบคลุมการสรางกริด ฟงกชันควบคุม และการแกระบบสมการ
เชิงพีชคณิต การสรางกริดโดยการแกสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกสามารถทําไดโดยใชสมการลา
ปลาซ (Laplace equation) หรือสมการปวสซอง (Poisson equation) ซ่ึงมีความแตกตางกัน 
ดังนี้ 

การสรางกริดโดยการแกสมการลาปลาซเปนวิธีการสรางกริดที่งายที่สุด โดยสมการลา
ปลาซ มีรูปแบบสมการคือ 
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โดยที่ ),()( ηξξ =i  และ ),()( yxxi =   

กริดที่ไดจากการสรางกริดโดยการแกสมการลาปลาซจะมีความสม่ําเสมอตลอดทั่วทั้ง
โดเมนดังรูปที่ 2.8 (ก) แตไมสามารถควบคุมการกระจายของเสนกริดใหมีกริดอยูในบริเวณที่เปน
มุมของโดเมนได ทําใหผลการคํานวณบริเวณไมแมนยํา นอกจากนี้ กริดจะชิดกันจนเกินไปบริเวณ
ที่เปนโคงคว่ําดังรูปที่ 2.9 (ก) แตกริดจะหางกันจนเกินไปบริเวณที่เปนโคงหงายดังรูปที่ 2.9 (ข) 

การสรางกริดโดยการแกสมการปวสซอง สามารถควบคุมการกระจายของเสนกริดไดดี 
โดยสมการปวสซอง มีรูปแบบสมการคือ 
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โดยที่ ),()( QPPi =  
กริดที่ไดจากการสรางกริดโดยการแกสมการปวสซองมีลักษณะดังรูปที่ 2.8 (ข) ซ่ึง

เสนกริดมีความสม่ําเสมอตลอดทั่วทั้งโดเมนและสามารถควบคุมการกระจายของเสนกริดบริเวณที่
เปนมุมของโดเมนได ทําใหผลการคํานวณบริเวณมีความแมนยํา  
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(ก) 

 
(ข) 

รูปที่ 2.8 ลักษณะของกรดิทีส่รางจากสมการครอบคลุมที่เปน (ก) สมการลาปลาซและ (ข)  
                   สมการปวสซอง 

 

 
(ก)  

(ข) 

รูปที่ 2.9 กริดบริเวณ (ก) โคงคว่ํา (ข) โคงหงาย 
 

สําหรับสมการปวสซอง (2.30) เราสามารถกระจายพจนสําหรับกรณีที่เปนสองมิติ ดังสมการ
ตอไปนี้ 
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∂ ξ ),( ηξP=  (2.31)
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∂ η ),( ηξQ=  (2.32)

 
สมการเหลานี้เปนสมการของปญหาที่ใชเงื่อนไขขอบเขตในการหาผลเฉลย (boundary-

value problems) และสมการเหลานี้มีความเหมาะสมในการนํามาใชในการสรางกริดเนื่องจาก
ปญหามีสมการครอบคลุมของปญหาเปนสมการในประเภทเดียวกัน จากสมการ (2.31) นี้มีตัวแปร
ในพิกัดกระชับขอบเขตคือ ),()( ηξξ =i  เปนตัวแปรตาม (dependent variable) และมีตัวแปร
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ของพิกัดคารทีเซียนคือ ),()( yxxi = เปนตัวแปรอิสระ (independent variable) เนื่องจาก
เสนกริดแตละเสนมีคาเปนคาคงที่ ดังนั้นเพื่อความสะดวก เราจึงควรแปลงสมการ (2.30) ใหตัว
แปรตามสลับกับตัวแปรอิสระ โดยใชกฎลูกโซ (chain rule)  ซ่ึงมีรูปแบบดังนี้ 
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เราสามารถกระจายและจัดรูปสมการ (2.33) และ (2.34) ใหอยูในรูปแบบของเมตริกซได

ดังนี ้
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จากสมการ (2.35) และ (2.36) นี้ จะไดความสัมพันธระหวาง physical space และ
computational space ดังนี้ 
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หรือ 
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โดยที่ J  คือเมตริกซจารโคเบียน ซ่ึงมีสมการคือ  
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จากความสัมพันธของกฎลูกโซดังสมการ (2.38) เมื่อประยุกตความสัมพันธนี้เพื่อหาพจนตางๆ
ทางดานซายมือของสมการปวสซอง (2.30) ซ่ึงมีอยูส่ีพจนดวยกัน สามารถแปลงตัวแปรและเขียน

พจนแรก คือ 2

2

x∂
∂ ξ ไดดังนี้ 
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เชนเดียวกันกับพจน 2

2

x∂
∂ ξ ในสมการ (2.40) เราสามารถแปลงพจนที่เหลือไดแก 2

2

y∂
∂ ξ , 2

2

x∂
∂ η

และ 2

2

y∂
∂ η โดยใชหลักการเดียวกัน และไดสมการดังนี้ 
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 (2.43) 

 

  เมื่อไดพจนทั้งสี่ ( 2

2

x∂
∂ ξ , 2

2

y∂
∂ ξ , 2

2

x∂
∂ η และ 2

2

y∂
∂ η ) ในสมการ (2.40) ถึง (2.43) แลว จากนั้น

จึงแทนพจนเหลานี้ลงในสมการปวสซอง (2.31) และ (2.32) สามารถเขียนสมการครอบคลุมของ
การสรางกริด (grid generation governing equations) ไดดังนี้ 
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สมการครอบคลุมของการสรางกริด (2.44) และ (2.45) นี้เปนสมการเชิงอนุพันธไมเชิง

เสน (non-linear equations) การแกสมการสามารถทําโดยการทําซ้ํา (iteration) สามารถจัดรูป
สมการไดเปน 
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โดย 
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สมการครอบคลุมของการสรางกริด (2.44) และ (2.45) นี้เปนสมการเชิงอนุพันธซ่ึงตอง

ทําการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตในการหาผลเฉลย การกําหนดเงื่อนไขขอบเขตนี้สามารถทําไดสอง
วิธีดวยกันไดแก Dirichlet และ Neumann การกําหนดเงื่อนไขขอบเขตแบบ Dirichlet สามารถ
ทําไดโดยการกําหนดตําแหนงของจุดกริดไวบนเสนขอบของโดเมน ในกรณีนี้เราจะกําหนดคา
ฟงกชันควบคุมเพื่อใหไดมุมตัดกันและระยะหางระหวางกริดตามที่ตองการ ซ่ึงรายละเอียดของการ
กําหนดคาฟงกชันควบคุมนี้จะกลาวในหัวขอยอยตอไป และการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตแบบ 

Neumann สามารถทําไดโดยการกําหนดความชันของเสนพิกัดบนขอบของโดเมนหรือกําหนดมุม
ที่ตัดกันระหวางเสนพิกัดกับเสนขอบของโดเมน ซ่ึงในกรณีนี้เราไมจําเปนตองกําหนดคาฟงกชัน
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ควบคุม )0( =iP อยางไรก็ตาม เราไมสามารถควบคุมการกระจายของจุดบนขอบของโดเมนและ
ระยะหางระหวางกริดได   

สมการ (2.44) และ (2.45) นี้เปนสมการครอบคลุมของการสรางกริดซ่ึงอยูในรูปแบบ
ทั่วไป เราสามารถหาผลเฉลยของสมการนี้ซ่ึงผลเฉลยนี้เปนพิกัดคารทีเซียน )( ix  บนกริดที่มี
ระยะหางเทาๆกันบนระนาบการคํานวณไดดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข ในเบื้องตนนี้ เราจะทําสมการ 
(2.46) และ (2.47) ซ่ึงสมการไมเชิงเสนใหเปนสมการเชิงเสนเสมือน (quasi-linear) โดยการ
กําหนด βα , และ γ ใหเปนคาคงที่ จากนั้นจึงทําการดิสครีไทซสมการเชิงอนุพันธใหเปนสมการ
เชิงพีชคณิตดวยวิธี central differencing ซ่ึงเปนวิธีที่มีความแมนยําเปนอันดับสอง สําหรับ
อนุพันธอันดับหนึ่งและอันดับสอง เราสามารถทําการดิสครีไทซไดดังนี้ 
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โดย ϕ  คือคา x  หรือ y  

แทนสมการ central differencing (2.51) _ (2.53) ลงในสมการเชิงอนุพันธ (2.46) และ 

(2.47) จากนั้นกําหนดคาให 1=δξ และ 1=δη  เราจะไดระบบสมการเชิงพีชคณิตดังนี้ 
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  หลังจากทําการดิสครีไทซสมการครอบคลุมของการสรางกริดโดยใช central 

differencing แลว สามารถเขียนระบบสมการเชิงพีชคณิตดังแสดงในสมการ (2.54) และ (2.55) 
ซ่ึงเราจะกลาวถึงระเบียบวิธีตางๆในการแกระบบสมการนี้ในหัวขอยอยที่ 2.4.2 หลังจากที่แก
ระบบสมการเชิงพีชคณิตนี้แลวจะไดผลเฉลยซึ่งเปนตําแหนงของแตละจุดบนพิกัดคารทีเซียนที่เปน
เสนกริดของโดเมนตามที่ตองการ สวน ),()( QPPi =  ซ่ึงเปนฟงกชันควบคุมนั้นทําหนาที่คลาย
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กับเปน source term ในสมการ (2.54) และ (2.55) ซ่ึงถาเรากําหนดให 0=iP  จะเปนการแก
สมการลาปลาซ สงผลใหกริดที่ไดมีความสม่ําเสมอตลอดทั่วทั้งโดเมน แตถาเรากําหนดให 0≠iP  

จะเปนการแกสมการปวสซอง ซ่ึงการกําหนดคาของฟงกชันควบคุมที่เหมาะสมจะกลาวถึงในหัวขอ
ตอไป  
 

2.4.1 ฟงกชันควบคุม 
 
ในหัวขอนี้จะกลาวถึงฟงกชันควบคุม )( iP  ซ่ึงสามารถใชเพื่อปรับระยะหางระหวาง

เสนกริด ปรับความสม่ําเสมอของกริด และปรับคุณสมบัติไมตั้งฉาก (non-orthogonality) ของ 
กริดได การกําหนดคาที่เหมาะสมใหกับฟงกชันควบคุมเพื่อที่จะควบคุมการกระจายจุดหรือเสนของ 
กริดโดยเราสามารถดึงเสนสองเสนหรือจุดสองจุดเขามาหากันหรือผลักใหออกจากกัน และสามารถ
บิดโคงได เราสามารถหาฟงกชันควบคุมไดโดยมีขั้นตอนตางๆ ดังนี ้

จัดรูประบบสมการครอบคลุมของการสรางกริด (2.54) และ (2.55) ใหอยูในรูปเมตริกซ
ดังนี ้
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โดยที ่
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(2.58) 

 
ทําการแกระบบสมการ (2.56) เพื่อหาฟงกชันควบคุมได ดังนี ้
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ทั้งนี้เราสามารถสมมติฟงกชันควบคุมใหอยูในรูปแบบฟงกชันเอกซโปเนนเชียลได ซ่ึง

รูปแบบของ Thompson et al. (1985) ที่เปนรูปแบบที่นิยมใชกันทั่วไปสามารถแสดงได ดังนี้ 
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=

⋅−⋅−⋅−=
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l
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1
22 )exp()sgn(),( ηηηξ  (2.62) 

โดย  
 

2
2

2
1 )()( lllll ccT ηηξξ −+−=  (2.63) 

 
โดย )sgn(a คือการคิดเฉพาะเครื่องหมายบวกหรือลบของคาภายในวงเล็บ  
ในการระบุวาเสนพิกัดใดระหวางที่มีคา ξ   และ/หรือ η  เปนคาคงที่ จะถูกดึงดูด (attraction) กับ
เสนพิกัดหรือจุดที่กําหนดไว เราจะใชคาสัมประสิทธ์ิ lna และ lnc เปนตัวกําหนด นอกจากนี้ เรา
สามารถควบคุมขนาด (strength) ที่ใชในการดึงดูดไดโดยการใชตัวประกอบ lnb (decay factor) 

ยกตัวอยางเชน กรณีที่เสนพิกัดξ  ถูกดึงดูด ก็จะมีคาสัมประสิทธิ์ 1la ไมเทากับศูนย เชนเดียวกันกับ
เสนพิกัด η  ถูกดึงดูด ก็จะมีคาสัมประสิทธ์ิ 2la ไมเทากับศูนย การดึงดูดของเสนพิกัดในทิศของ
เสนพิกัดหรือจุดไดแสดงไวในตารางที่ 2.2 
 
ตารางที่ 2.2 สัมประสิทธิ์ที่ใชในฟงกชันควบคุม Pi  

เสนท่ีถูกดึงดดู ระนาบ เสน หรือจุด ท่ีดึงดดูระนาบขางเคียง 

1la ≠0 สําหรับเสนξ เปนคาคงที่ 1la ≠ 0, 2la = 0 สําหรับเสนξ = lξ  

1lc ≠ 0, 2lc = 0 

2la ≠0 สําหรับเสนη เปนคาคงที ่ 1la = 0, 2la ≠ 0 สําหรับเสนη = lη  

1lc = 0, 2lc ≠ 0 
 

1la ≠ 0, 2la ≠ 0 สําหรับจุด (ξ ,η )=( lξ , lη ) 

1lc ≠ 0, 2lc ≠ 0 

 
พิจารณารูปที่ 2.10 แสดงใหเห็นผลของฟงกชันดึงดูดแบบสองมิติ ซ่ึงเปนการดึงดูดเสน

พิกัดที่ξ  เปนคาคงที่ ซ่ึงเปนผลของฟงกชัน P โดยมีสัมประสิทธ์ิ 1la ≠ 0 สําหรับรูปที่ 2.10 (ก) 
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ทางซายมือ เสนพิกัดที่ξ  เปนคาคงที่ถูกดึงดูดไปหาเสนξ = lξ  ซ่ึงมีคาสัมประสิทธิ์ 1lc ≠ 0 และ 
02 =lc  สําหรับรูปที่ 2.10 (ข) ทางขวามือ เสนพิกัดที่ξ  เปนคาคงที่ถูกดึงดูดไปหาจุด (ξ ,η ) = 

( lξ , lη ) ซ่ึงมีคาสัมประสิทธิ์ 1lc ≠ 0 และ 2lc ≠ 0 ทั้งนี้สําหรับฟงกชัน P  จะไมมีการดึงดูดของ
เสน η  เปนคาคงที่  ),( ll ηξ   

ξ

η

lξ  
(ก) 

ξ

η

)
,

(
l

l
η

ξ

 
(ข) 

รูปที่ 2.10 การใชฟงกชันควบคุมในการ (ก) ดึงเสนและ (ข) ดึงจุด 
  

หลังจากดิสครีไทซสมการครอบคลุมของการสรางกริดใหเปนระบบสมการเชิงพีชคณิต
และเลือกฟงกชันควบคุมแลว ในหัวขอยอยตอไปจะการแกระบบสมการเชิงพีชคณิตเพื่อหาผลเฉลย
ของสมการ 
 

2.4.2 การแกระบบสมการเชิงพีชคณิต 
 

การแกระบบสมการเชิงพีชคณิตสามารถแบงไดเปนสองแบบดวยกันคือวิธีตรงและวิธี
ทําซ้ํา วิธีตรงเชน การกําจัดแบบเกาส, Thomas algorithm หรือ Chelosky method เปนตน สวน
วิธีทําซํ้าเชน การทําซํ้าจารโคบี การทําซ้ําแบบจุดของเกาสซีเดล การทําซ้ําแบบเสนของเกาสซีเดล 
วิธีผอนปรนเกินสืบเนื่องแบบจุด (PSOR) หรือวิธีผอนปรนเกินสืบเนื่องแบบเสน (LSOR) 
alternating direction implicit (ADI) เปนตน 

 การแกระบบสมการเชิงพีชคณิตดวยวิธีตรงมีขอเสียคือใชเวลามากกวาวิธีทําซ้ํา และวิธีตรง
จะไวตอคาความคลาดเคลื่อนอันเนื่องมาจากการปดเศษ (round-off errors) ยิ่งในกรณีที่เปนการ
แกระบบสมการใหญ คาความคลาดเคลื่อนนี้จะกลายเปนปญหาสําคัญ ในทางกลับกันคาความ
คลาดเคลื่อนสําหรับการแกระบบสมการเชิงพีชคณิตดวยวิธีทําซ้ําไมเปนปญหาเนื่องจากคาความ
คลาดเคลื่อนจะถูกแกไขในแตละรอบการทําซ้ํา ดังนั้นจึงใหผลการคํานวณที่ถูกตอง 

ในสวนของการสรางกริดโดยการแกสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกนี้ วิธีที่เหมาะสมใน
การนํามาแกระบบสมการเชิงพีชคณิตคือ วิธีผอนปรนเกินสืบเนื่องแบบจุด (point successive 

over-relaxation) หรือ PSOR วิธีนี้มีขั้นตอนเชนเดียวกับวิธีการทําซ้ําแบบจุดของเกาสซีเดล แต
สามารถเรงอัตราการลูเขาของผลเฉลยได ซ่ึงมีขั้นตอนดังนี้ 
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จากระบบสมการเชิงพีชคณิต (2.54) และ (2.55) จัดสมการใหอยูในรูปแบบดังนี ้
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และ  
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old
ji

temporary
ji

new
ji yyy ,,, )1( ωω −+=  (2.67)

 
โดยω  คือ ตัวประกอบ over-relaxation ซ่ึงมีคาเทากับ 1.8  

ตัวประกอบ over-relaxation (ω ) ในวิธีผอนปรนเกินสืบเนื่องแบบจุด (SOR) ใช
สําหรับการเปลี่ยนอัตราการลูเขาของผลเฉลย มีคาอยูระหวาง 0 ถึง 2 ในกรณีที่ω มีคาอยูระหวาง 0 

ถึง 1 เราเรียกชวงนี้วา under-relaxation ใชสําหรับการหนวงผลเฉลยใหมีอัตราการลูเขาชาลง เพื่อ
ลดการแกวงของผลเฉลยทําใหผลเฉลยมีเสถียรภาพมากขึ้น ปองกันการลูออกของผลเฉลย มักใชกับ
ปญหาไมเชิงเสน ในกรณีที่ω มีคาอยูระหวาง 1 ถึง 2 เราเรียกชวงนี้วา over-relaxation ใชสําหรับ
การเรงผลเฉลยใหมีอัตราการลูเขาเร็วขึ้น ในกรณีที่ω มีคาเทากับ 1 กระบวนการหาผลเฉลยเหมือน
วิธีการทําซ้ําแบบจุดของเกาสซีเดล ทั้งนี้ คา ω  ควรเลือกใหมีความเหมาะสมกับกายภาพของปญหา
นั้น สําหรับการสรางกริดโดยการแกสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติก คา ω  ที่เหมาะสมจะมีคา
เทากับ 1.8 Melaaen (1990)   

เมื่อใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขหาผลเฉลยของสมการครอบคลุมของการสรางกริดสมการ 
(2.31) และ (2.32) แลว จะไดคําตอบเปนตําแหนงของกริด ),( ηξx  และ ),( ηξy  ตามที่ตองการ 

สําหรับการสรางกริดโดยการแกสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกในหัวขอนี้ เริ่มจากนํา
สมการปวสซองมาแปลงตัวแปรตามเปนตัวแปรอิสระโดยใชกฎลูกโซเปนสมการครอบคลุมของ
การสรางกริดซ่ึงอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธ จากนั้นใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขในการแกสมการเชิง
อนุพันธเพื่อหาผลเฉลยเปนตําแหนงกริด x  และ y  ออกมา ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขประกอบดวย 
การดิสครีไทซดวย central differencing และการแกระบบสมการเชิงพีชคณิตโดย PSOR ทั้งนี้ 
ในหัวขอนี้เปนการปรับกริดที่ไดจาก TFI ในหัวขอที่แลวใหมีความสม่ําเสมอมากขึ้น 



บทที่ 3 
 

ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม 
 
 ปญหาเชิงวิศวกรรมโดยมากมักมีสมการครอบคลุมของปญหาอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธ 
ซ่ึงโดยทั่วไปมีความซับซอนซึ่งไมสามารถหาผลเฉลยแมนตรงได ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเปน
วิธีการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธวิธีหนึ่งซึ่งนิยมนํามาใชกันเนื่องจากใหผลเฉลยที่มีความ
เที่ยงตรงสูงและมีขั้นตอนที่งายแกการเขาใจ สําหรับบทที่ 3 นี้จะกลาวถึงขั้นตอนตางๆของระเบียบ
วิธีไฟไนตวอลุมเพื่อนํามาใชในการแกปญหาการนําความรอนในสภาวะไมอยูตัวบนพิกัดกระชับ
ขอบเขต เบื้องตนในหัวขอที่ 3.1 จะทําการหาสมการครอบคลุมของปญหาการนําความรอนโดยใช
กฎอนุรักษพลังงานเปนสมการพื้นฐานโดยใชพิกัดคารทีเซียน และในหัวขอที่ 3.2 จะแนะนํา
เกี่ยวกับหลักการและแนวความคิดพื้นฐานของพิกัดกระชับขอบเขต จากนั้นในหัวขอท่ี 3.3 จะทํา
การแปลงสมการครอบคลุมและเงื่อนไขขอบเขตจากพิกัดคารทีเซียนใหอยูในพิกัดกระชับขอบเขต
โดยใชกฎลูกโซ เมื่อไดสมการครอบคลุมในพิกัดกระชับขอบเขตแลว ในหัวขอที่ 3.4 จะทํา
การดิสครีไทซสมการครอบคลุมซึ่งอยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธใหเปนสมการเชิงพีชคณิตโดย
ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม หลังจากไดระบบสมการเชิงพีชคณิตแลวจึงทําการแกระบบสมการดวยวิธี 

TDMA ในหัวขอที่ 3.5 ซ่ึงไดผลเฉลยเปนอุณหภูมิซ่ึงเปนขั้นตอนสุดทายของระเบียบวิธีไฟไนต
วอลุม 
 
3.1 สมการครอบคลุมปญหาการนําความรอน 
  
 สําหรับหัวขอนี้เปนการศึกษาสมการครอบคลุมของปญหาการนําความรอนซึ่งถือเปนสวน
สําคัญที่สุดสวนหนึ่งในวิทยานิพนธฉบับนี้เนื่องจากความเขาใจในความหมายทางกายภาพและ
ความสําคัญในแตละพจนของสมการจะชวยใหเขาใจในการแกสมการเหลานี้ดวยระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลขมากขึ้น 

ในการวิเคราะหการนําความรอน สวนใหญเราตองการทราบการกระจายอุณหภูมิเปนสิ่ง
แรก เนื่องจากสามารถนําการกระจายอุณหภูมิไปหาฟลักซทางความรอนโดยใชกฎของฟูเรียรหรือ
คํานวณคาอื่นๆที่สนใจได เราจะประยุกตใชกฎอนุรักษพลังงานเพื่อคํานวณหาการกระจายอุณหภูมิ 
เบื้องตน โดยมีสมมติฐานดงันี้คือ 
 

1. พิจารณาการถายเทความรอนที่เกิดขึน้เฉพาะกรณกีารนําความรอนเทานั้น 
2. ไมพิจารณาผลจากการอัดตวัของวัตถุ 
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3. คาการนําความรอนคงที่ 
4. วัตถุไมเคลื่อนที่ 

 
พิจารณาการถายเทพลังงานในพิกัดคารที เซียนผานปริมาตรควบคุมเชิงอนุพันธ 

( dzdydx ⋅⋅ ) ดังรูปที่ 3.1 โดยที่ปริมาตรควบคุมเคลื่อนที่ดวยความเร็วคงที่และไมมีงานผานผิว
ควบคุม  

 
รูปที่ 3.1 การถายเทพลังงานผานปริมาตรควบคุม 

 
ถาอุณหภูมิมีความแตกตางกันแลวจะเกิดการถายเทความรอนโดยการนําความรอนขามแต

ละพื้นผิวควบคุม ซ่ึงอัตราการนําความรอนตั้งฉากกับพื้นผิวควบคุมตามแกน yx,  และ z  คือ 

yx QQ
..

,  และ zQ
.

ตามลําดับ และอัตราการนําความรอนในพื้นผิวตรงขาม สามารถหาไดโดยวิธีการ
กระจายของอนุกรมเทยเลอร (Taylor series expansion) โดยไมคิดพจนที่มีอันดับสูง ซ่ึงมีสมการ
ดังนี้ 
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จากกฎการอนรัุกษพลังงาน ซ่ึงกลาววา 
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stE
•
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{พลังงานสะสม} = {พลังงานเขาปริมาตรควบคุม}-{พลังงานออกจากปริมาตรควบคุม} 

                             + {พลังงานที่ถูกสรางขึ้น} 
(3.4)

 
ซ่ึงกฎการอนุรักษพลังงานนี้ สามารถแสดงในรูปแบบของสมการในพิกดัคารทีเซียนไดดังนี้  
 

dzzzdyyydxxxst QQQQQQE +++ −+−+−=
.......

genE
.

+  (3.5)

 
โดยที่ 

.

stE คือ พลังงานสะสมภายในปริมาตรควบคุมและ 
.

genE คือ พลังงานที่ถูกสรางขึ้นภายใน
ปริมาตรควบคุม 

เมื่อมีการเปลี่ยนแปลงของพลังงานที่สะสมอยูภายในปริมาตรควบคุม โดยที่ตัวกลางไมมี
การเปลี่ยนสถานะและไมคิดผลกระทบที่ใชในการเปลี่ยนสถานะ (latent energy) เราสามารถ

คํานวณพลังงานสะสมภายในปริมาตรควบคุม (
.

stE ) นี้ไดจาก 
 

dxdydz
t
TCE pst ∂
∂

= ρ
.

 (3.6)

 
โดยที่

t
TC p ∂
∂ρ คือ อัตราการเปลี่ยนแปลงพลังงานความรอนที่ใชเปล่ียนแปลงอุณหภูมิ (sensible 

energy) ภายในปริมาตรควบคุมตอหนึ่งปริมาตรเทียบกับเวลา 
เมื่อมีแหลงความรอนภายในปริมาตรควบคุม เราสามารถคํานวณพลังงานที่ถูกสรางขึ้น

ภายในปริมาตรควบคุม (
.

genE ) ไดจากสมการ ดังนี้ 
 

dxdydzqE gen 0

.
=  (3.7)

 
โดยที่ 0q คือ อัตราการผลิตความรอนจากแหลงความรอนภายในปริมาตรควบคุมตอหนึ่งปริมาตร 
(W/m3) 

พลังงานที่ถูกสรางขึ้นภายในปริมาตรควบคุม (
.

genE ) เปนกระบวนการอนุรักษพลังงาน
หนึ่งที่แสดงใหเห็นไดอยางชัดเจนเกี่ยวกับพลังงานความรอน เคมี ไฟฟาและนิวเคลียร โดยพลังงาน
นี้จะมีเครื่องหมายเปนบวกถาตัวกลางเปนแหลงใหความรอน (source) และมีเครื่องหมายเปนลบ

ถาตัวกลางเปนแหลงรับความรอน (sink) ซ่ึง
.

genE แตกตางกับ 
.

stE โดยที่
.

stE จะคืออัตราการ
เปล่ียนแปลงพลังงานความรอนที่สะสมภายในตัวกลาง  
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แทนคาสมการ (3.1) - (3.3) และสมการ (3.6) - (3.7) ลงในกฎอนุรักษพลังงานสมการ 

(3.5) จะได 
 

...

dz
z

Qdy
y

Q
dx

x
Q

dxdydz
t
TC zyx

p ∂
∂

−
∂

∂
−

∂
∂

−=
∂
∂ρ dxdydzq0+                  (3.8)

 

 อัตราการถายเทพลังงานโดยการนําความรอน ( yx QQ
..

,  และ zQ
.

) สามารถคํานวณไดจาก
กฎของฟูเรียร ซ่ึงกลาววา อัตราการถายเทความรอนเปนปฏิภาคโดยตรงกับพื้นที่การถายเทความ
รอนที่ตั้งฉากกับทิศการไหลของความรอน และการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิของตัวกลางในทิศการ
ไหล ซ่ึงสามารถแสดงเปนสมการไดดังนี้ 
 

dydz
x
TkQ x ∂
∂

−=
.

 (3.9) 

dxdz
y
TkQ y ∂
∂

−=
.

 (3.10)

dxdy
z
TkQ z ∂
∂

−=
.

 (3.11)

 
แทนคาของ yx QQ

..
,  และ zQ

.
ในสมการ (3.9)-(3.11) ลงในสมการ (3.8) จากนั้นหารดวย

ปริมาตรควบคุม ( dzdydx ⋅⋅ ) จะไดสมการครอบคลุมการนําความรอน (heat equation) ซ่ึงอยู
ในรูปทั่วไป 
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

z
Tk

zy
Tk

yx
Tk

xt
TC pρ 0q+                       (3.12)

 
สมการการนําความรอนนี้เปนเครื่องมือพื้นฐานที่ใชในการวิเคราะห ผลเฉลยที่ไดจาก

สมการนี้คือการกระจายอุณหภูมิ ),,( zyxT  ซ่ึงเปนฟงกชันของเวลาจากสมการนี้อาจกลาวไดวา 
ณ.จุดใดจุดหนึ่งในตัวกลาง อัตราการเปลี่ยนแปลงพลังงานความรอนที่สะสมอยูภายในปริมาตร
จะตองเทากับอัตราการถายเทพลังงานสุทธิโดยการนําความรอนภายในปริมาตรหนึ่งหนวยบวกกับ
อัตราการผลิตพลังงานความรอนในปริมาตรนั้น  
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แตละพจนของสมการ (3.12) มีความสําคัญทางกายภาพ อาทิเชน พจน ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

x
Tk

x
 ซ่ึง

เมื่อคูณกับ dx จะไดเปนฟลักซการนําความรอนสุทธิภายในปริมาตรควบคุมในทิศ x เปนตน ซ่ึงใน
พจนอ่ืนๆในทิศ y  และ z  ก็สามารถประยุกตไดเชนกัน  
 

dxxx qqdx
x
Tk

x +′′−′′=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

                        (3.13)

 
เราสามารถลดรูปสมการ (3.12) ใหอยูในรูปที่งายขึ้น โดยกําหนดใหคาการนําความรอน 

)(k คงที่ ซ่ึงจะไดสมการดังนี้  
 

k
q

z
T

y
T

x
T

t
T 0

2

2

2

2

2

21
+

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

α
                        (3.14)

 

โดยที่
pC

k
ρ

α =  คือคา thermal diffusivity  

สมการ (3.14) นี้เปนสมการครอบคลุมการแกปญหาการนําความรอนซึ่งอยูในรูปสมการ
เชิงอนุพันธบนพิกัดคารทีเซียน ในหัวขอยอย 3.3 จะทําการแปลงสมการ (3.14) ใหอยูในพิกัด
กระชับขอบเขต 

 
3.2 ระบบพิกัดกระชับขอบเขต  
 

 ในการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข เราจะตองทําการดิสครี
ไทซเพื่อเปลี่ยนสมการเชิงอนุพันธไปเปนระบบสมการเชิงพีชคณิต ซ่ึงจะไดผลเฉลยเปนคาที่แตละ
จุดบนโดเมนที่ถูกแบงเปนปริมาตรควบคุมยอย (control volume) หรือเซลล (cells) ไว ตําแหนง
ของจุดตางๆเหลานี้สามารถกําหนดไดดวยการสุม (random) แตการคํานวณจะไมมีประสิทธิภาพ 
เราจึงตองการแสดงตําแหนงของจุดตางๆอยางเปนระบบ (organization) เพื่อใหสามารถระบุจุดที่
ตอๆกันไดอยางมีประสิทธิภาพ นอกจากความเปนระบบของจุดแลว การดิสครีไทซยังตองมีความ
สอดคลองกับเสนขอบของโดเมนเพื่อใหสามารถแสดงเงื่อนไขขอบเขตไดอยางแมนยํา ทั้งนี้ ระบบ
ของจุดเหลานี้ไดมาจากระบบของพิกัดตางๆเชน ระบบพิกัดคารทีเซียนสําหรับโดเมนที่เปน
ส่ีเหล่ียม หรือระบบพิกัดทรงกระบอกสําหรับโดเมนที่เปนวงกลม เปนตน สําหรับรูปรางทั่วไปซึ่งมี
ลักษณะที่ซับซอนกวาส่ีเหล่ียมและวงกลม เราตองการระบบพิกัดที่มีลักษณะสอดคลองกันกับเสน
ขอบของรูปรางที่ซับซอนนั้น ซ่ึงระบบพิกัดน้ีเรียกวา ระบบพิกัดกระชับขอบเขต หัวขอนี้เปนการ
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แนะนําเกี่ยวกับระบบพิกัดกระชับขอบเขตเบื้องตนเพื่อใหเกิดความเขาใจทางกายภาพและใหเหน็ถึง
ประโยชนในการใชระบบพิกัดนี้ในการคํานวณ 

ระบบพิกัดกระชับขอบเขตมีเสนพิกัดที่มีลักษณะโคงสอดคลองกันกับลักษณะของรูปราง
ของโดเมนที่พิจารณาและมีตัวแปรอิสระคือ ),()( ηξξ =i  ซ่ึงมีทิศทางในแตละจุดกริด
เปลี่ยนแปลงไปตามลักษณะของรูปรางของโดเมน พิกัดกระชับขอบเขตนี้สามารถนําไปใชกับ
โดเมนที่มีรูปรางใดๆก็ไดทุกประเภท รวมไปถึงโดเมนที่มีการเคลื่อนที่ดวย การวิเคราะหปญหาที่มี
รูปรางที่มีลักษณะซับซอนสามารถทําไดทั้งบนพิกัดคารทีเซียนและบนพิกัดกระชับขอบเขต โดยทั้ง
สองพิกัดสามารถระบุตําแหนงของจุดบนโดเมนไดเชนกันและมีความสัมพันธกันแบบหนึ่งจุดตอ
หนึ่งจุด (one to one) คือฟงกชัน )( ii xξ และ )( iix ξ  

เพื่อใหเกิดความเขาใจทางกายภาพของพิกัดกระชับขอบเขต เราจะมาศึกษาตัวอยางของ
ระบบพิกัดนี้ในกรณีที่โดเมนมีรูปรางเปนวงกลมที่ซอนกันแบบมีศูนยกลางรวมกัน  (two 

concentric circles) ดังรูปที่ 3.2 สําหรับรูปวงกลมซอนกันนี้เราสามารถวิเคราะหปญหาโดยใชได
ทั้งพิกัดคารทีเซียนและพิกัดกระชับขอบเขต ซ่ึงกรณีวงกลมนี้เราจะพิจารณาใหพิกัดกระชับ
ขอบเขตเปนเชนเดียวกับพิกัดทรงกระบอกคือใชตัวแปร r และθ  เปนตัวแปรอิสระ ที่มีคาอยู
ในชวง [ ]21 , rr  และ [ ]π2,0  ตามลําดับ 

 

y

x

θ

r

 
รูปที่ 3.2 วงกลมที่ซอนกันแบบมีศูนยกลางรวมกันทีแ่สดงโดยใชพิกดัคารทีเซียนและพิกดักระชับ 

   ขอบเขต 

 
จากรูปที่ 3.2 จะเห็นไดวา ที่เสนพิกัดหนึ่งจะมีคาของตัวแปรหนึ่งเปนคาคงที่ ระหวางที่คา

ของตัวแปรอื่นจะเปลี่ยนแปลงเปนชวงที่ซํ้าๆ เชน ที่เสนขอบของวงกลมจะมีคาของตัวแปร r  เปน
คาคงที่ ระหวางที่คาของตัวแปร θ  จะเปลี่ยนแปลงซ้ําๆเปนชวง [ ]π2,0  แนวความคิดนี้เปน
หลักการสําคัญ ซ่ึงเราสามารถนําหลักการที่ไดจากกรณีของวงกลมที่ซอนกันแบบมีศูนยกลาง
รวมกันไปประยุกตใชในรูปรางที่มีลักษณะซับซอนอื่นๆได 
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ระบบพิกัดกระชับขอบเขตในกรณีของวงกลมนี้มีความสัมพันธกับระบบพิกัดคารทีเซียน
เปนสมการที่ใชในการแปลงพิกัด ซ่ึงมีสมการดังนี้ 
 

θθ cos),( rrx =                         (3.15)
  

θθ sin),( rry =  (3.16) 
 
ในทางกลับกัน เราสามารถแปลงพิกัดยอนกลับจากพิกัดคารทีเซียนไปเปนพิกัดกระชับ

ขอบเขต โดยใชสมการดังนี้  
 

22),( yxyxr +=                         (3.17)
  

)/(tan),( 1 xyyx −=θ  (3.18) 
 
เมื่อทําการแปลงพิกัดแลว รูปรางที่ เปนวงกลมบนพิกัดคารทีเซียน จึงกลายเปนรูป

ส่ีเหล่ียมผืนผาบนพิกัดกระชับขอบเขต ซ่ึงเสนขอบของวงกลมทั้งสองจะกลายมาเปนดานบนและ
ดานลางของสี่เหล่ียมผืนผา ซ่ึงมีลักษณะดังรูปที่ 3.3 บนระนาบที่แปลงพิกัดแลวนี้ โดเมนที่มี
ลักษณะเปนสี่เหล่ียมผืนผาจะมีตัวแปรอิสระเปน r และθ  

θ

r

π2

2r

1r
0  

รูปที่ 3.3 ส่ีเหล่ียมผืนผาบนพิกัดกระชับขอบเขต 
 

เราสามารถทําพิกัดกระชับขอบเขตที่มีตัวแปร r และθ  เปนตัวแปรอิสระใหมีชวงอยู
ระหวาง [ ]1,0  ได ซ่ึงเราจะใหพิกัดกระชับขอบเขตใหมนี้มีตัวแปร ξ และη  เปนตัวแปรอิสระแทน 
โดยการเปลี่ยนชวงมีสมการดังนี ้
 

π
θξ
2

=                         (3.19)

  

12

1

rr
rr

−
−

=η  (3.20) 

 
ในทางกลับกัน เราสามารถแปลงพิกัดยอนกลับไดโดยสมการดังนี้  
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πξξθ 2)( =                         (3.21)

  
ηη )()( 121 rrrr −+=  (3.22) 

 
เมื่อทําการเปลี่ยนชวงพิกัดแลว รูปสี่เหล่ียมผืนผาจึงกลายเปนรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสขนาดหนึ่ง

หนวยซ่ึงมีตัวแปรอิสระเปนξ และη  ที่มีชวงอยูระหวาง [ ]1,0  ซ่ึงมีลักษณะดังรูปที่ 3.4  
 

ξ

η

1

1

0  
รูปที่ 3.4 ส่ีเหล่ียมจัตุรัสขนาดหนึ่งหนวยบนพิกัดกระชบัขอบเขต 

 
ทั้งนี้ เราสามารถแปลงวงกลมบนพิกัดคารทีเซียนใหเปนสี่เหล่ียมจัตุรัสขนาดหนึ่งหนวย

บนพิกัดกระชับขอบเขตไดโดยใชสมการดังนี้  
 

[ ] )2cos()(),( 121 πξηηξ rrrx −+=                         (3.23)
  

[ ] )2sin()(),( 121 πξηηξ rrry −+=  (3.24) 
 

จากสมการ (3.23) และ (3.24) เปนฟงกชันเชิงวิเคราะห (analytic functions) ที่แสดง
ความสัมพันธระหวางพิกัดคารทีเซียนและพิกัดกระชับขอบเขตในกรณีที่รูปรางเปนวงกลม แต
สําหรับกรณีที่เปนรูปรางอื่นโดยทั่วไปที่มีลักษณะซับซอนมากกวาวงกลม การหาความสัมพันธ
ระหวางสองพิกัดที่เปนฟงกชันเชิงวิเคราะหทําไดยาก ดังนั้นเรามักใชความสัมพันธที่เปนฟงกชัน
เชิงตัวเลข (numerical functions) 

 สําหรับในระบบพิกัดกระชับขอบเขต การคํานวณเพื่อหาผลเฉลยของปญหาดวยระเบียบวิธี
เชิงตัวเลข สามารถทําไดทั้งบนพื้นที่ทางกายภาพ (physical space) ดังรูปที่ 3.5 (ก) และบนพื้นที่
ที่ทําการแปลงพิกัดแลวซ่ึงเรียกวา พื้นที่การคํานวณ (computational space) ดังรูปที่ 3.5 (ข) ซ่ึง
ทั้ง 2 วิธีนี้มีความแตกตางกัน โดยการคํานวณบนพื้นที่ทางกายภาพซึ่งกริดจะมีลักษณะที่บิดเบี้ยว 
ทําใหการดิสครีไทซสมการครอบคลุมตองทําในเซลลที่บิดเบี้ยวซ่ึงยากแกการคํานวณหาผลเฉลย
ของปญหา แตพื้นที่ ปริมาตร และเวกเตอรตัวแปรอิสระสามารถอธิบายทางกายภาพได ระหวางที่
การคํานวณในพื้นที่การคํานวณจะกระทําบนเซลลส่ีเหล่ียมจัตุรัส 
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 เราเลือกที่จะคํานวณหาผลเฉลยบนพื้นที่การคํานวณ โดยหลังจากการสรางกริดแลว เราจะ
คํานวณคาตัวประกอบของรูปราง (geometric coefficient) จากลักษณะของกริด จากนั้นจึงทําการ
แปลงสมการครอบคลุมจากพิกัดคารทีเซียนซึ่งมีตัวแปรอิสระคือ ),()( yxxi = ไปเปนพิกัดกระชับ
ขอบเขตมีตัวแปรอิสระคือ ),()( ηξξ =i โดยอาศัยกฎลูกโซ แลวทําการดิสครีไทซและแกระบบ
สมการเชิงพีชคณิตบนกริดส่ีเหล่ียมธรรมดา เมื่อไดผลเฉลยแลวสามารถสงคาของผลเฉลยกลับไป
ยังตําแหนงตางๆของจุดกริดบนพิกัดคารทีเซียนไดทันท ี

 

x

ξ
η

y

 
(ก) 

ξ

η

 
(ข) 

รูปที่ 3.5 (ก) พื้นที่ทางกายภาพ (Physical space) (ข) พื้นที่การคํานวณ (Computational 
                  space) 
 
3.3 การแปลงพิกัด 
 

ในหัวขอยอยนี้จะทําการแปลงพิกัดของสมการครอบคลุมปญหาการนําความรอนและ
เงื่อนไขขอบเขตจากพิกัดคารทีเซียนใหอยูในพิกัดกระชับขอบเขตโดยใชกฎลูกโซ การแปลง
สมการนี้จะเปลี่ยนตัวแปรตามในสมการครอบคลุมจาก x  และ y  ไปเปนξ  และ η  ตามลําดับ ซ่ึง
มีรายละเอียดดังตอไปนี้ 

จากสมการครอบคลุมปญหาการนําความรอนในรูปแบบทั่วไปบนพิกัดคารทีเซียนสมการ 
(3.12) ในหัวขอ 3.1 เราสามารถนํามาลดรูปสมการเปนแบบสองมิติไดดังนี้ 
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ตอไปจะเปนขั้นตอนการแปลงสมการจากพิกัดคารทีเซียนใหอยูในพิกัดกระชับขอบเขต

โดยใชกฎลูกโซดังที่ไดกลาวในบทที่แลว มีขั้นตอนดังนี ้
พิจารณาพจนแรกทางซายมือของสมการ (3.25) เมื่อใชกฎลูกโซสมการ (2.33) และ 

(2.34) สามารถแปลงสมการไดเปน 
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สมาชิกแถวบนของเมตริกซของจารโคเบียนสมการ (2.38) คือ 

 

η
ξ

∂
∂

=
∂
∂ y

Jx
1

                        (3.27)
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นําสมการ (3.27) และ (3.28) กลับไปแทนคาในสมการ (3.26) สามารถแสดงพจนแรก

ทางซายมือของสมการ (3.25) ไดเปน 
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                  (3.29)

 
เชนเดียวกันกับพจนแรกเมื่อพิจารณาพจนที่สองทางซายมือของสมการ (3.25) เมื่อใชกฎ

ลูกโซสามารถแปลงสมการไดเปน 
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สมาชิกแถวลางของเมตริกซของจารโคเบียนสมการ (2.38) คือ 
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นําสมการ (3.31) และ (3.32) กลับไปแทนคาในสมการ (3.30) สามารถแสดงพจนที่สอง

ทางซายมือของสมการ (3.25) ไดเปน 
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                      (3.33)

 
นําพจนแรกคือสมการ (3.29) และพจนที่สองคือสมการ (3.33) กลับไปแทนคาในสมการ 

(3.25) ไดวา 
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(3.34)

 
สามารถจัดรูปไดเปน 
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(3.35) 

พิจารณาพจนเชิงอนุพันธ 
x
Tk
∂
∂  ในสมการ (3.35) ทําการแปลงพิกัดโดยใชกฎลูกโซ 
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แทนพจน
x∂

∂ξ และ
x∂

∂η  จากสมการ (3.27) และ (3.28) ลงในสมการ (3.36) จะได 
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พิจารณาพจนเชิงอนุพันธ 
y
Tk
∂
∂  ในสมการ (3.35) ทําการแปลงพิกัดโดยใชกฎลูกโซ 
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แทนพจนเชิงอนุพันธ 
y∂

∂ξ และ
y∂

∂η  จากสมการ (3.31) และ (3.32) ลงในสมการ (3.38) จะได 
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แทนคาสมการ (3.37) และ (3.39) ลงในสมการ (3.35) จะไดสมการครอบคลุมของปญหาการนํา
ความรอนในพิกัดกระชับขอบเขต คือ 
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(3.40) 

 
ซ่ึงเราสามารถจัดรูปสมการ (3.30) ไดเปน 
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สามารถลดรูปสมการ (3.41) โดยใชคา βα , และγ  จากสมการ (2.33) – (2.35) แลวจัดรูปได
เปน 
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สมการ (3.42) เปนสมการครอบคลุมของปญหาการนําความรอนในพิกัดกระชับขอบเขต

ซ่ึงสามารถอธิบายเปนความหมายทางกายภาพโดยในพจนแรก ⎥
⎦
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J
k แสดง 

ฟลักซความรอนในทิศทาง ξ  พจนภายในพจนแรกมี 2 พจนดวยกันคือ
ξ∂
∂T

 เปนฟลักซความรอน

ในทิศξ  แนวตั้งฉากและ
η∂
∂T  เปนฟลักซความรอนในทิศξ  แนวไมตั้งฉาก (non-orthogonal 

term) ซ่ึงเปนพจนที่แกรูปรางที่ซับซอน (irregular) ถาฟลักซความรอนรูปรางปกติจะมีแคพจนใน

แนวตั้งฉากและพจนในแนวไมตั้งฉากนี้จะเปนศูนย และพจนที่สอง ⎥
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เปนฟลักซความรอนในทิศ η  มีความหมายทางกายภาพเชนเดียวกับพจนแรก 
เมื่อไดสมการครอบคลุมของปญหาบนพิกัดกระชับขอบเขตแลว ตอไปจะทําการแปลง

เงื่อนไขขอบเขตจากพิกัดคารทีเซียนใหอยูในพิกัดกระชับขอบเขต เงื่อนไขขอบเขตสามารถจําแนก
ไดเปน 2 แบบคือ เงื่อนไขแบบดีริคเลต (Dirichlet condition) และเงื่อนไขแบบนอยมันน 
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(Neumann condition) เงื่อนไขแบบดีริคเลตเปนเงื่อนไขของการกําหนดตัวแปรตาม T  ที่
ขอบเขต สวนเงื่อนไขแบบนอยมันนเปนเงื่อนไขของการกําหนดคาอนุพันธอันดับหนึ่งของตัวแปร

ตาม T  ที่ขอบเขตนั้น นั่นคือ กําหนด 
x
T
∂
∂

 มาให ในขั้นตอนการแปลงพิกัดสําหรับเงื่อนไขแบบดี

ริคเลตซึ่งกําหนดคาอุณหภูมิที่ผิวให เราสามารถกําหนดคาอุณหภูมิที่ขอบของโดเมนบนระนาบการ
คํานวณเหมือนกับขอบบนระนาบทางกายภาพได โดยไมตองทําการแปลงคา แตสําหรับเงื่อนไข
แบบนอยมันนซ่ึงกําหนดคาเปนอนุพันธอันดับหนึ่งมาใหซ่ึงไมวาคานั้นจะเทากับศูนยหรือไม
เทากับศูนยก็ตาม เราจะตองแปลงพิกัดโดยใชกฎลูกโซเสียกอนจึงคอยนําไปคํานวณ ทั้งนี้ คา
อุณหภูมิที่ผิวซ่ึงเปนคาที่เราตองการหาตองทําการเปลี่ยนคาทุกรอบการทําซ้ํา 

การกําหนดเงื่อนไขขอบเขตแบบนอยมันนบนพิกัดคารทีเซียนมีสมการดังนี้ 
 

cTn =∇•
r

                        (3.43)
 
โดย c เปนคาคงที่ ซ่ึงเปนคาของฟลักซที่กําหนดมาให โดยถาเงื่อนไขขอบเขตเปนแบบสมมาตร c
จะมีคาเทากับศูนย 
  ในกรณีที่เปนปญหาแบบสองมิติบนพิกัดคารทีเซียน เราสามารถกระจายสมการไดดังนี้ 
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∂
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+
∂
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c=                         (3.44)

 
 สําหรับการแปลงพิกัดของเงื่อนไขขอบเขต เราจะใชกฎลูกโซเชนเดียวกับการแปลง

สมการครอบคลุม โดยพจนแรกทางซายจะแปลงพิกัดโดยใชสมการ (3.37)  และพจนที่สอง
ทางซายจะแปลงพิกัดโดยใชสมการ (3.39) เมื่อแทนคาสมการ (3.37) และสมการ (3.39) ลงใน
สมการ (3.44) จะไดสมการดังนี้ 
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c=                         (3.45)

 
หลังจากทําการจัดรูปสมการ จะได 
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สมการ (3.46) มีพจนเชิงอนุพันธ 

ξ∂
∂T และ

η∂
∂T  ซ่ึงเราจะตองดิสครีไทซเปนพจนเชิง

พีชคณิต แลวจึงทําการจัดใหคาอุณหภูมิที่ผิวซ่ึงเราตองการหาอยูดานหนึ่ง ทั้งนี้ เราจะวิธี central 
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differencing ในการดิสครีไทซพจนเชิงอนุพันธสําหรับปริมาตรควบคุมที่ผิวของโดเมน และใช 
forward differencing หรือ backward differencing สําหรับปริมาตรควบคุมที่มุมของโดเมน 

ตัวอยางเชน การแปลงเงื่อนไขขอบเขตที่เปนขอบดานลางของรูปราง ซ่ึงมีเงื่อนไขขอบเขต
เปนแบบสมมาตรดังรูปที ่3.6 มีสมการของเงื่อนไขบนพิกัดคารทีเซียน ดังนี้ 
 

y
T
∂
∂

0=                         (3.47)
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EPW• •
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•

 
รูปที่ 3.6 เงื่อนไขขอบเขตที่เปนขอบดานลางของรูปรางแบบสมมาตร 

 
ขั้นตอนแรกจะทําการแปลงสมการ (3.47) ใหอยูบนพิกัดกระชับขอบเขต ไดดังนี ้
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0=                         (3.48)

 
จากนั้นดิสครีไทซเปนพจนเชิงอนุพันธ

ξ∂
∂T และ

η∂
∂T  ดวยวิธี central differencing ได

ดังนี้ 
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0=                         (3.49)

 
เนื่องจากเราตองการหาอุณหภูมิที่ผิวที่เปนขอบดานลางของรูปราง ( sT ) ดังนั้นเราจะทํา

การจัดพจนของสมการ (3.49) ใหคาอุณหภูมิที่ผิวที่เราตองการหาอยูดานหนึ่ง ดังนี้ 
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                   (3.50)

 
ในหัวขอตอไปจะทําการดิสครีไทซสมการครอบคลุม (3.32) ซ่ึงเปนสมการเชิงอนุพันธให

เปนสมการเชิงพีชคณิตดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม 
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3.4 ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม 
 
 ในหัวขอยอยที่แลวเราไดสมการครอบคลุมปญหาการนําความรอนในพิกัดกระชับขอบเขต
แลว ในหัวขอยอยนี้จะทําการหาผลเฉลยของสมการโดยใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม ทั้งนี้ ระเบียบ
วิธีไฟไนตวอลุมจะทําการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธโดยการแบงโดเมนออกเปนปริมาตร
ควบคุมยอยๆ แลวแปลงสมการเชิงอนุพันธไปเปนสมการเชิงพีชคณิตซึ่งเรียกวาการดิสครีไทซโดย
การอินทิเกรตตลอดปริมาตรควบคุม ซ่ึงจะกลาวในรายละเอียดตอไป 

การวางตัวของปริมาตรควบคุมยอยบนโดเมนสามารถทําได 2 วิธีดวยกันไดแก การวางตัว
แบบ cell-centered และการวางตัวแบบ vertex-centered ซ่ึงการวางตัวแบบ cell-centered นั้น
ปริมาตรควบคุมจะวางบนเสนกริดและ node จะวางไวตรงกลางของปริมาตรควบคุมซึ่งอยูตรง
กลางระหวางเสนกริด ดังรูปที่ 3.7 (ก) ตางกับการวางตัวแบบ vertex-centered ที่มีการวาง node 

ไวตรงจุดตัดกันของเสนกริดและขอบของปริมาตรควบคุมจะอยูตรงกลางระหวางเสนกริด ดังรูปที ่
3.7 (ข) วิทยานิพนธนี้เลือกการวางตัวแบบ cell-centered เนื่องจากวิธีนี้มีขอดีคือสามารถ
ประยุกตใชเงื่อนไขขอบเขตไดงาย เนื่องจากเงื่อนไขขอบของโดเมนจะตรงกันกับเงื่อนไขขอบของ
ปริมาตรควบคุม 

 

 
(ก) 

 
(ข) 

รูปที่ 3.7 การวางตัวของปรมิาตรควบคุม (ก) แบบ cell-centered (ข) แบบ vertex-centered 
 
การหาผลเฉลยของสมการโดยใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมขั้นตอนแรกคือการอินทิเกรต

สมการตลอดปริมาตรควบคุม (CV) และตลอดชวงเวลาจาก t  ถึง tt Δ+  โดยนําสมการ
ครอบคลุมปญหาการนําความรอนบนพิกัดกระชับขอบเขตในหัวขอยอยที่แลวสมการ (3.42) มาทํา
การอินทิเกรตสมการตลอดปริมาตรควบคุมและตลอดชวงเวลา ดังนี ้
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(3.51) 
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เมื่ออินทิเกรตสมการ (3.51) ตลอดปริมาตรควบคุมจะไดสมการดังนี้ 
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(3.52) 

 
โดยท่ี iA  คือพื้นที่หนาตัดแตละปริมาตรควบคุม VΔ  คือปริมาตรของมันซึ่งเทากับ ζηξ ΔΔΔ  
โดย ξΔ คือความกวางของปริมาตรควบคุม ηΔ คือความยาวของปริมาตรควบคุม ζΔ คือความสูง
ของปริมาตรควบคุม และ S คือคาเฉลี่ย source  

พิจารณาพจนอัตราการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิทางซายของสมการ (3.52) 
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โดยที่ตัวยก 0  หมายถึงอุณหภูมิที่เวลา t  สวนอุณหภูมิที่เวลา tt Δ+  ไมใชตัวยก 0  

สมการ (3.52) ที่ไดจากอินทิเกรตนี้สามารถอธิบายความหมายทางกายภาพไดงาย กลาวคือ 
อัตราการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิในปริมาตรหนึ่งจะเทากับฟลักซความรอนที่ออกจากทิศตะวันออก
ลบดวยฟลักซความรอนที่เขาจากทิศตะวันตก รวมกับฟลักซความรอนที่ออกจากทิศเหนือลบดวย 
ฟลักซความรอนที่เขาจากทิศใต รวมกับฟลักซความรอนที่ผลิตขึ้น ซ่ึงความหมายทางกายภาพคือ
สมดุลสมการทั่วไปที่สามารถเขาใจไดงาย การอธิบายความหมายทางกายภาพโดยงายนี้เองเปนขอดี
ที่สําคัญของระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม 

สําหรับการคํานวณหาคาฟลักซความรอนทั้ง 8 พจนทางขวามือของสมการ (3.52) 

สามารถคํานวณไดดวยการดิสครีไทซอยางตรงไปตรงมา  สําหรับพจนแรกในแตละทิศ 
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) เรียกวา secondary flux terms การดิสครีไทซในแตละพจนทํา

ไดโดยการประมาณเชิงเสน central differencing scheme สําหรับ primary flux terms นั้น จะ
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เปนตน สวน secondary flux terms จะใชอุณหภูมิที่มุมของปริมาตรควบคุมในการดิสครีไทซ 
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,, เปนตน ดังนั้นการหา secondary flux terms นี้จําเปนตองรูคา

อุณหภูมิที่มุมของปริมาตรควบคุมกอน โดยคาอุณหภูมิที่มุมนี้ใหสัญลักษณเปน neT , , seT , , nwT ,  

และ swT , แทนอุณหภูมิที่มุมขวาบน ขวาลาง ซายบน และซายลางของปริมาตรควบคุมตามลําดับซ่ึง
มีตําแหนงดังในรูปที ่3.8 
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รูปที่ 3.8 ตําแหนงของจุดบนปริมาตรควบคุม 

 
โดยคาอุณหภูมิที่มุมของปริมาตรควบคุมเหลานี้สามารถหาไดจากการประมาณคาในชวง

โดยถวงน้ําหนักแบบเชิงเสน (weighted linear interpolation) ซ่ึงมีรูปแบบสมการดังนี้ 
 

EPPPe TfTfT 11 )1( +−=                         (3.54)
 
โดย Pf1 คืออัตราสวนระหวางระยะจาก Node ไปยังขอบของปริมาตรควบคุม ( Pe ) กับระยะจาก 
node ไปยัง node ที่อยูติดกันในทิศตะวันออก ( PE ) ดังรูปที่ 3.9 ซ่ึงสามารถหาไดจากสมการดังนี้ 
 

PE
Pef P =1                         (3.55)

 
สมการ (3.54) และ (3.55) นี้เปนการหาคาอุณหภูมิที่ขอบของปริมาตรควบคุมในทิศ

ตะวันออก สวนในทิศอื่นทําเชนเดียวกันกับสมการ (3.54) และ (3.55) เมื่อไดคาอุณหภูมิที่ขอบ
ของปริมาตรควบคุมทั้งหมดแลวจึงทําการหาคาที่มุมของของปริมาตรควบคุมดวยวิธีการประมาณ
คาในชวงโดยถวงน้ําหนักแบบเชิงเสนเชนเดียวกับสมการ (3.54) และ (3.55) นี้ ดังนั้นการหาคาที่
มุมของของปริมาตรควบคุมหนึ่งจุดจะใชการประมาณคาในชวง 3 ครั้ง การประมาณคาในชวงโดย
ถวงน้ําหนักแบบเชิงเสนนี้เปนวิธีที่มีความแมนยําสูงกวาการประมาณคาในชวงอื่นๆทั่วไป  
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Pe

PE
 

รูปที่ 3.9 ระยะจาก node ไปยังขอบของปริมาตรควบคุม ( Pe ) และระยะจาก node ไปยัง node ที่
อยูติดกนัในทศิตะวนัออก ( PE ) 

 
เมื่อไดอุณหภูมิที่มุมของปริมาตรควบคุมแลวสามารถหาคาฟลักซในแตละทิศของปริมาตร

ควบคุมในสมการ (3.34) ดังนี้ 
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 (3.60)
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 (3.62) 
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β ,,  (3.63)

 
โดยที่ ET , WT , NT , ST และ PT  เปนคาของอุณหภูมิที่ node ที่จุดศูนยกลางของปริมาตร

ควบคุมในทิศตะวันออก  ตะวันตก  เหนือ  ใต และศูนยกลาง  ตามลําดับดังในรูปที่ 3.8 คา

สัมประสิทธ์ิ  
J
Ak eβ

,
J
Ak wα

,
J
Ak nγ และ

J
Ak sβ มีคาเปนฟงกชันที่ขึ้นกับระยะทางไมขึ้นกับ

อุณหภูมิดังนั้นสัมประสิทธิ์เหลานี้จะเปนคาคงที่สําหรับสมการ (3.52) สัมประสิทธิ์เหลานี้สามารถ
หาคาไดเมื่อรูตําแหนงของกริดซึ่งไดมาจากสมการ (2.48) – (2.50) ในบทที่แลว 
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เมื่อแทนคาคาฟลักซในแตละทิศจากสมการ (3.56) - (3.63) และพจนอัตราการ
เปล่ียนแปลงสมการ (3.53) ลงในสมการ (3.52) จะได 
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⎠
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Δ    

(3.64) 

 
ในการประมาณค าพจนทางขวามือของสมการ  (3.64) เ ราตองสมมติ ให
อุณหภูมิ PT , ET , WT , NT , ST , neT , , seT , , nwT ,  และ swT ,  แปรผันตามเวลา ซ่ึงเราสามารถประมาณ
คาของอุณหภูมินี้โดยใชเวลาที่ t  หรือ tt Δ+  นอกจากนี้เรายังสามารถประมาณคาของอุณหภูมิ
ดวยการรวมเวลาที่ t  และ tt Δ+  โดยการถวงน้ําหนักดวยตัวแปร θ  ซ่ึงมีคาอยูระหวาง 0 ถึง 1 
และเราสามารถเขียนอินทิกรัล TI  ของอุณหภูมิ PT  ตามเวลาไดดังนี้ 
 

tTTdtTI Pp

tt

t
PT Δ−+== ∫

Δ+

])1([ 0θθ                (3.65)

 
ทั้งนี้ 
 

θ  TI  
0 tTP Δ

0  
   0.5 tTT Pp Δ+  ][ 5.0 0  

1 tTP Δ  
 

ถา θ = 0 แลวอุณหภูมิที่ใชคืออุณหภูมิที่เวลา t  ถา θ = 1 แลวอุณหภูมิที่ใชคืออุณหภูมิที่
เวลา tt Δ+  และถา θ = 0.5 แลวอุณหภูมิที่ใชคืออุณหภูมิที่เวลา t และ tt Δ+  โดยถวงน้ําหนัก
เทากัน แทนคาสมการ (3.65) สําหรับอุณหภูมิ ET , WT , NT , ST , neT , , seT , , nwT ,  และ swT , ลงใน
สมการ (3.64) แลวหารตลอดดวย tΔ จะไดสมการดังนี ้
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(3.66) 
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และพจนสุดทายขวามือของสมการ (3.66) คือ source term สามารถหาไดจาก 
 

PPU TSSVS +=Δ                (3.67)
 
พจน source term มีคาแปรผันตามตัวแปรตาม (T ) แบบเชิงเสน โดยมี US เปนคาคงที่

และ PS เปนสัมประสิทธิ์หนาตัวแปรตาม (T ) ถาผลเฉลยมีเสถียรภาพแลว PS จะมีคาเปนลบ 

แทน source term ลงในสมการ (3.66) เราสามารถจัดรูปสมการ (3.66) ไดเปน 
 

⎢⎣
⎡

Δ
Δ

t
VCJ pρ + ⎜⎜

⎝

⎛

PE

e

J
Ak

δξ
α

θ +
WP

w

J
Ak

δξ
α

PN

n

J
Ak

δη
γ

+ ⎥
⎦

⎤
−⎟⎟

⎠

⎞
+ P

SP

s S
J

Ak
δη
γ

PT  

= ])1([ 0
EE

PE

e TT
J

Ak
θθ

δξ
α

−+ ])1([ 0
WW

WP

w TT
J

Ak
θθ

δξ
α

−++  

])1([ 0
NN

PN

n TT
J

Ak
θθ

δη
γ

−++ ])1([ 0
SS

SP

s TT
J

Ak
θθ

δη
γ

−++ US+  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −+−−+
−

−esen

sesenenee TTTT
J
Ak

δη
θθθθβ ])1([])1([ 0

,,
0
,,

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −+−−+
+

−wswn

swswnwnww TTTT
J
Ak

δη
θθθθβ ])1([])1([ 0

,,
0
,,

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −+−−+
−

−wnen

nwnwnenen TTTT
J
Ak

δξ
θθθθβ ])1([])1([ 0

,,
0
,,  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −+−−+
+

−wses

swswseses TTTT
J
Ak

δξ
θθθθβ ])1([])1([ 0

,,
0
,, + 

⎢⎣
⎡

Δ
Δ

t
VC pρ + )1( θ− ⎜⎜

⎝

⎛

PE

e

J
Ak

δξ
α

+
WP

w

J
Ak

δξ
α

+
PN

n

J
Ak

δη
γ

+ 0
P

SP

s T
J

Ak
⎥
⎦

⎤
⎟⎟
⎠

⎞
δη
γ

 

               

(3.68) 
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ให สัมประสิทธ์ิหนาตัวแปร  ET , WT , NT , ST และ PT  เปน Ea , Wa , Na , Sa และ Pa

ตามลําดับ จะสามารถลดรูปสมการ (3.68) ใหอยูในรูป  
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โดย 
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(3.76) 

รูปสุดทายของสมการหลังจากทําการดิสครีไทซแลว จะขึ้นอยูกับคา θ  ในกรณีที่θ = 0 

อุณหภูมิที่ใชคํานวณทางขวามือของสมการ (3.69) คืออุณหภูมิที่เวลาเดิม t  ไดแก 0
PT , 0

ET , 
0

WT , 0
NT , 0

ST , 0
,neT , 0

,seT , 0
,nwT  และ 0

,swT  ซ่ึงวิธีนี้เรียกวา explicit ในกรณีที่ 10 ≤< θ  
อุณหภูมิที่ใชคํานวณคือเราจะใชทั้งอุณหภูมิที่เวลาเดิม t  และอุณหภูมิที่เวลาใหม tt Δ+   ซ่ึงวิธีนี้
เรียกวา implicit สําหรับคา θ =1 ซ่ึงเปนคามากที่สุด เราจะเรียกวิธีนี้วา fully implicit และใน
กรณีที่θ =1/2 เราจะเรียกวิธีนี้วา Crank-Nicolson เราจะกลาวรายละเอียดของแตละวิธีดังนี ้
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3.4.1 วิธี explicit  
 
แทนคา θ =0 ในสมการ (3.69) จะไดสมการเปนสมการเชิงเสนดังนี้ 
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(3.84) 

ทางขวามือของสมการ (3.77)  มีเพียงคาอุณหภูมิที่เวลาเดิมเทานั้น ดังนั้น เราสามารถคํานวณโดย
ไปขางหนา วิธีนี้มีพื้นฐานมาจากวิธี backward differencing ซ่ึงมีความแมนยําอันดับหนึ่ง จากกฎ
ที่วาสัมประสิทธิ์ทุกตัวในสมการที่ดิสครีไทซแลวจะตองเปนบวก ดังนั้นสัมประสิทธิ์หนา 0

PT  
จะตองเปนบวกดวย นั่นคือ 00 >−−−− SNEWP aaaaa  กําหนดคาการนําความรอนคงที่และมี
ระยะหางระหวางกริดสม่ําเสมอ เราสามารถเขียนเงื่อนไขนี้เปนสมการได  
 

α
ρ

k
JCt P 4

2

<Δ                         (3.85) 

 
 
สมการ (3.85) นี้เปนสมการที่แสดงคาขนาดของชวงเวลาที่มากที่สุดซ่ึงเปนขอจํากัดที่

สําคัญของวิธี explicit ถาใชขนาดของชวงเวลาที่มากเกินคาที่จํากัด จะทําใหความเสถียรภาพลดลง  
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3.4.2 วิธี Crank-Nicolson  
 
แทนคา θ =1/2 ในสมการ (3.69) จะไดสมการดังนี ้
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(3.93) 

เนื่องจากคาของอุณหภูมิที่ไมรูคาที่เวลาใหมมีมากกวาหนึ่งตัว ดังสมการ (3.86)  ดังนั้นเราตองแก

สมการสําหรับทุกจุดในแตละชวงเวลา แมวาวิธีที่มีคา 1
2
1

≤≤θ  รวมทั้งวิธี Crank-Nicolson 

ดวย เปนวิธีที่เสถียรภาพอยางไมมีเงื่อนไขสําหรับทุกขนาดของชวงเวลาก็ตาม แตสัมประสิทธิ์ทุก
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ตัวตองเปนบวกเพื่อใหผลลัพธที่ไดเปนจริงและมีคาอยูในชวงขอบ สําหรับในกรณีคาสัมประสิทธ์ิ
ของ 0

PT  จะมีเงื่อนไขดังนี้ 
 

α
ρ

k
JCt P 2

2

<Δ                         (3.94) 

 
ขอจํากัดเรื่องชวงเวลาของวิธี Crank-Nicolson นี้มีนอยกวาเมื่อเทียบกับวิธี explicit เพียง

เล็กนอย ทั้งนี้วิธี Crank-Nicolson เปนวิธีที่มีพื้นฐานมาจาก central differencing ซ่ึงมีความ
แมนยําอันดับสอง เพื่อใชในการดิสครีไทซพจนของเวลา ดังนั้น วิธี Crank-Nicolson จึงมีความ
แมนยํามากกวาวิธี explicit เมื่อมีขนาดของชวงเวลาที่เล็กเพียงพอ เพราะวาความแมนยําโดยรวม
ของการคํานวณจะขึ้นอยูกับวิธีที่ใชในการดิสครีไทซสมการเชิงอนุพันธดวย 

 
3.4.3 วิธี fully implicit  
 
แทนคา θ =1 ในสมการ (3.69) จะไดสมการดังนี ้

 
=ppTa Ea ET + Wa WT + Na NT + Sa ST + 00

PPTa +b                         (3.95) 
 

 
โดย 
 

=0
Pa

t
VC p Δ

Δρ                 (3.96) 

=Ea
PE

e

J
Ak

δξ
α

          (3.97) 

=Wa
WP

w

J
Ak

δξ
α

 (3.98) 

=Na
PN

n

J
Ak

δη
γ

 (3.99) 

=Sa
SP

s

J
Ak

δη
γ

 (3.100) 

PP
nb

nbp Saaa −+= ∑ 0  (3.101) 

uSb = ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
−
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senee TT
J
Ak
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β ,,

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝
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+
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J
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β ,,

⎟
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J
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(3.102) 
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จากสมการ (3.95) พบวามีอุณหภูมิที่เวลาใหมทั้งดานซายและขวา และเราตองแกระบบ

สมการเชิงพีชคณิตที่แตละชวงเวลา เราจะเริ่มตนกระบวนการคํานวณจากอุณหภูมิเร่ิมตนที่
กําหนดให 0T  ระบบสมการ (3.95) จะถูกแกหลังจากเลือกชวงเวลา tΔ  แลว จากนั้นผลเฉลย T
จะถูกกําหนดใหเปน 0T  และกระบวนการก็จะถูกทําซ้ําเพื่อใหไดผลเฉลยในชวงเวลาอื่นๆ  

สามารถเห็นไดชัดวาสัมประสิทธิ์ทุกตัวเปนบวก ซ่ึงทําใหวิธี fully implicit เสถียรภาพ
อยางไมมีเงื่อนไขสําหรับทุกขนาดของชวงเวลา เนื่องจากวิธีนี้มีความแมนยําเพียงอันดับหนึ่ง ดังนั้น
ควรใชขนาดของชวงเวลานอยเพื่อใหไดผลลัพธที่มีความแมนยํา วิธี fully implicit นี้เปนวิธีที่ถูก
เลือกนํามาใชในวิทยานิพนธนี้ 

จากหัวขอยอยนี้ เราไดระบบสมการเชิงพีชคณิตซ่ึงสามารถหาผลเฉลยไดโดยใช TDMA 

ซ่ึงจะกลาวในหัวขอยอยตอไป 
 
3.5 การแกระบบสมการเชิงพีชคณิต 
 
 หลังจากทําการดิสครีไทซสมการเชิงอนุพันธแลวจะไดระบบสมการเชิงพีชคณิต หัวขอ
ยอยนี้จะทําการแกระบบสมการเชิงพีชคณิตเพื่อหาผลเฉลยของปญหา การแกระบบสมการเชิง
พีชคณิตมีหลายวิธีดวยกันดังที่ไดกลาวแลวในหัวขอ 2.4.3 วิธีทําซํ้าแบบ tri-diagonal matrix 

algorithm หรือ TDMA มีความเหมาะในการนํามาใชแกระบบสมการเชิงพีชคณิตที่ไดจาก
ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมนั้น เนื่องจากวิธี TDMA มีขอดีคือประหยัดหนวยความจําและลูเขาเร็ว 
การแกระบบสมการเชิงพีชคณิตดวยวิธี TDMA นี้มีขั้นตอนหลัก 2 ขั้นตอนคือการกําจัดไป
ขางหนา และการแทนคายอนกลับ ซ่ึงจะกลาวในรายละเอียดดังตอไปนี้ 
 ระบบสมการ TDMA มีรูปทั่วไป ดังนี้  
 

jjjjjjj CD =−+− +− 11 φαφφβ                         (3.103)
 

ในขั้นตอนการกําจัดไปขางหนา เราจะจัดสมการใหมีรูปแบบเปนดังนี้ 
 

'
1 jjjj CA += +φφ                         (3.104)

 
โดยที่สัมประสิทธิ์ jA และ '

jC  สามารถหาไดจาก  
 

1−−
=

jjj

j
j AD

A
β
α

                        (3.105)
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1

'
1'

−

−

−

+
=

jjj

jjj
j AD

CC
C

β
β

                        (3.106)

 
เราทราบคาของจุดที่ขอบ j =1 และ 1+= nj ซ่ึงจะไดคาที่จุดดังกลาวคือ 

 
01 =A  และ 1

'
1 φ=C  

 
01 =+nA และ 1

'
1 ++ = nnC φ  

 

 
ดังนั้นเมื่อทราบคาดังกลาวแลวเราสามารถแทนคายอนกลับ แลวจะไดผลเฉลยของปญหา 
 สําหรับปญหาสองมิติดังสมการ (3.95) สามารถจัดใหอยูในรูปแบบที่สามารถใชวิธี 
TDMA ไดดังนี้ 
 

bTaTaTaTaTa EEWWNNPPSS ++=−+−                         (3.107)
 

ซ่ึงเปนสมการในรูปแบบเดียวกับสมการ (3.54) สามารถใชวิธี TDMA แลวหาผลเฉลย
ของปญหาได สําหรับปญหาสองมิติเราจะหาคาของเสนอุณหภูมิจากทิศเหนือไปยังทิศใตกอน แลว
จึงกวาดจากทิศตะวันออกไปยังทิศตะวันตก 

 
ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมบนพิกัดกระชับขอบเขตเพื่อใชแกปญหาการนําความรอนใน

รูปรางที่ซับซอนนี้มีขั้นตอนสําคัญ 4 ขั้นตอนคือการสรางกริด การแปลงพิกัด การดิสครีไทซ และ
การแกระบบสมการเชิงพีชคณิต ในสวนของการสรางกริดที่ไดกลาวไวในบทที่แลวซ่ึงจะได
ตําแหนง x  และ y  เปนกริดมา จากตําแหนงของกริดที่ไดนั้น เราจะทําการหาคาสัมประสิทธิ์ βα ,

และ γ เพื่อนํามาใชตอในขั้นตอนของการหาผลเฉลยดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมในบทนี้ คา
สัมประสิทธิ์ βα , และ γ จะเปนฟงกชันของตําแหนง x  และ y ดังนั้นในขั้นตอนของการดิสครี
ไทซ สัมประสิทธิ์เหลานี้จะเปนคาคงที่เนื่องจากการดิสครีไทซเปนการหาผลเฉลยที่เปนฟงกชันของ
อุณหภูมิ หลังจากทําการดิสครีไทซสมการเชิงอนุพันธแลวจะไดระบบสมการเชิงพีชคณิต ใน
ขั้นตอนสุดทายจึงทําการแกระบบสมการเชิงพีชคณิตดวยวิธี TDMA ไดผลเฉลยสุดทายเปนคา
อุณหภูมิที่จุดตางๆ  



บทที่ 4 
 

การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร 
 

ในบทนี้ เปนการนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นจากระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมบน
พิกัดกระชับขอบเขต มาตรวจสอบความถูกตอง (validation) โดยนําผลลัพธที่ไดจากการคํานวณ
ดวยโปรแกรมไปเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง ผลจากการคํานวณและผลการทดลองของผูวิจัยที่
ไดทํามากอน ทั้งนี้เพื่อแสดงวาโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นนี้มีความถูกตองและเชื่อถือได 
สําหรับการตรวจสอบโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นนี้จะแบงออกเปนสองสวนดวยกัน ใน
สวนที่หนึ่งจะนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้นมาทดสอบปญหาการนําความรอนแบบสภาวะ
อยูตัว (steady state) ซ่ึงมีทั้งหมด 5 กรณีศึกษาดวยกัน ดังนี ้

 
1) การนําความรอนในแผนวงกลมที่ซอนกันแบบมีศูนยกลางรวมกัน  
2) การนําความรอนในแผนวงกลมที่ซอนกันแบบเยื้องศูนย 
3) การนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมจัตุรัสที่มีวงกลมอยูขางใน  

4) การนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมผืนผาที่มีอุณหภูมิที่มีเงื่อนไขขอบเปนฟงกชันซายน 
5) การนําความรอนในแผนสามเหลี่ยมที่มีผลิตการความรอนภายใน 

 
สําหรับสวนที่สองจะทําการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร ดวยปญหา

การนําความรอนแบบสภาวะไมอยูตัว (unsteady state) ซ่ึงจะตรวจสอบความถูกตองในสวนนี้
สองกรณีศึกษา ไดแก  

  
1) การนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมจัตุรัสที่สภาวะไมอยูตัว  
2) การนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมคางหมูเจาะรูวงกลมที่สภาวะไมอยูตัว 
 

4.1 ขั้นตอนการทํางานของโปรแกรม 
                                                       
 หัวขอนีแ้สดงขั้นตอนการทาํงานของโปรแกรมดังรูปที่ 4.1 
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,α β γ

 
รูปที่ 4.1 ขั้นตอนการทํางานของโปรแกรม 

 
4.2 ปญหาการนําความรอนแบบสภาวะอยูตัว 
 

ในหัวขอนี้ เราจะทําการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมโดยใชปญหาการนําความ
รอนแบบสภาวะอยูตัวซ่ึงมีทั้งหมด 5 ปญหาดวยกัน ไดแก การนําความรอนในแผนวงกลมที่ซอน
กันแบบมีศูนยกลางรวมกัน การนําความรอนในแผนวงกลมที่ซอนกันแบบเยื้องศูนย การนําความ
รอนในแผนสี่เหล่ียมจัตุรัสที่มีวงกลมอยูขางใน การนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมผืนผาที่มีเงื่อนไข
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ขอบเขตเปนอุณหภูมิที่เปนฟงกชันของซายนที่แปรผันตามระยะ x  และการนําความรอนในแผน
สามเหลี่ยมที่มีการผลิตความรอนภายใน โดยที่ 4 รูปรางแรก รูปจะมีความสมมาตร ดังนั้นจึงมีการ
แบงคํานวณเพียง 1 ใน 4 หรือ 1 ใน 2 ของรูปรางทั้งหมดเพื่อลดจํานวนหนวยประมวล สําหรับ
หัวขอนี้จะทําการเปรียบเทียบผลการคํานวณที่ไดกับผลการคํานวณทางเชิงเลขและผลเฉลยแมนตรง  

 
4.2.1 การนําความรอนในแผนวงกลมที่ซอนกันแบบมีศูนยกลางรวมกัน 
 
การตรวจสอบโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นสําหรับปญหาการนําความรอนในแผนวงกลมที่

ซอนกันแบบมีศูนยกลางรวมกันดังรูปที่ 4.2 (ก) นี้ กระทําโดยนําผลที่ไดจากการคํานวณดวย
ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมมาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง ในสวนของการคํานวณดวยโปรแกรม
คอมพิวเตอร เนื่องจากรูปรางของโดเมนมีความสมมาตร ดังนั้นเราสามารถคํานวณเพียง 1 ใน 4 

สวนของรูปได ดังรูปที่ 4.2 (ข) เพื่อลดจํานวนหนวยประมวลที่ใชในการคํานวณ และในสวนของ
ผลเฉลยแมนตรง เราสามารถคํานวณโดยมีขั้นตอนดังนี้  

 

1T

2T

1R

2R

 
(ก) 

y

x  
(ข) 

รูปที่ 4.2 แผนวงกลมที่ซอนกันแบบมีศนูยกลางรวมกัน 
 

สมการครอบคลุมของปญหาการนําความรอนในสภาวะอยูตัวแบบหนึ่งมิติในพิกัด
ทรงกระบอกมีรูปแบบสมการดังนี้ 

 

0=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

dr
dTr

dr
d

                        (4.1) 

 
และมีเงื่อนไขขอบเขตดังนี้ 

 
1Rr =  1TT =  (4.2) 

2Rr =  2TT =  
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ทําการแกสมการหาผลเฉลยของปญหาโดยการอินทิเกรตสมการ (4.1) สองครั้งเทียบกับ
รัศมี จะไดผลเฉลยในรูปแบบทั่วไปที่ติดคาคงที่ไว จากนั้นจึงหาคาคงที่สัมประสิทธิ์ของสมการนั้น
จากเงื่อนไขขอบเขตทั้งสองเงื่อนไขดังสมการ (4.2) สุดทายจะไดสมการของผลเฉลยแมนตรงของ
ปญหาการนําความรอนในแผนวงกลมที่ซอนกันแบบมีศูนยกลางรวมกันมีรูปแบบสมการโดยทั่วไป
ดังนี้  

 

)/ln(
)/ln()(

12

121
1 RR

RrTT
TT

−
−=                         (4.3) 

 

สําหรับการตรวจสอบโปรแกรมในกรณีนี้ เราจะกําหนดคาคงที่ตางๆเพื่อแทนคาลงใน
สมการผลเฉลยแมนตรงทั่วไป (4.3) ดังนี้ โดยกําหนดใหวงกลมภายในมีรัศมี 1 cm ( 11 =R ) และ
วงกลมภายนอกมีรัศมี 2 cm ( 22 =R ) โดยมีอุณหภูมิภายใน 100 K ( 1001 =T ) และมีอุณหภูมิ
ภายนอก 0 K ( 02 =T ) หลังจากแทนคาลงในสมการทั่วไป (4.3) แลว จะไดผลเฉลยเปนคาของ
อุณหภูมิที่รัศมีตางๆกัน ดังสมการนี ้

 

rT ln27.144100 −=                         (4.4) 
 

เมื่อไดผลเฉลยแมนตรงดังสมการ (4.4) แลว ขั้นตอนตอไปจะเปนการคํานวณโดยใช
โปรแกรมเพื่อที่จะนํามาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงที่ไดคํานวณมาแลว สําหรับการคํานวณ
ดวยโปรแกรมในขั้นตอนแรกนั้นจะทําการสรางกริดเริ่มตนโดยใชวิธี TFI ซ่ึงจะไดกริดที่มีลักษณะ
ดังรูปที่ 4.3   

 

 
รูปที่ 4.3 กริดที่สรางโดยใชวิธี TFI บนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบมีศูนยกลาง 
               รวมกัน 

 

จากนั้นทําการปรับกริดใหมีความสม่ําเสมอมากขึ้นโดยใชวิธีการแกสมการอิลิปติกซ่ึงจะ
ไดกริดที่มีลักษณะดังรูปที่ 4.4 
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รูปที่ 4.4 กริดที่สรางโดยการแกสมการอิลิปติกบนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบ 
   มีศูนยกลางรวมกัน 

 

การหาจํานวนกริดที่เหมาะสมในการนํามาใชในการคํานวณหาผลลัพธสําหรับโดเมนที่มี
ลักษณะเปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบมีศูนยกลางรวมกันนี้ เราจะทดสอบโดยการกริดจํานวน 4x3 

8x4 18x8 และ 35x15 กริด มาใชในการคํานวณหาผลลัพธของปญหาการนําความรอนในรูปรางนี้ 
ซ่ึงผลการทดสอบแสดงดังกราฟดังรูปที่ 4.5 พบวาเสนการกระจายอุณหภูมิที่ไดจากการคํานวณ
โดยใชกริดจํานวน 18x8 และ 35x15 กริด มีคาใกลเคียงกัน ซ่ึงแสดงใหเห็นวาผลลัพธที่ไดมี
คุณสมบัติความเปน grid independent หรือกลาวอีกนัยหนึ่งก็คือ การใชกริดจํานวน 18x8 มีความ
ละเอียดเพียงพอที่จะใหผลเฉลยที่ถูกตองและการเพิ่มจํานวนกริดใหมากกวานี้จะไมมีผลตอผลลัพธ
ที่ไดจากการคํานวณ 
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รูปที่ 4.5 การกระจายอุณหภูมิที่ไดจากการคํานวณโดยการใชกริดจํานวน 4x3 8x4 18x8 และ 

     35x15 กริด 
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เมื่อไดรูปรางและจํานวนของกริดที่ เหมาะสมแลว จากนั้นนํากริดที่ไดมาใชในการ
คํานวณหาการกระจายอุณหภูมิดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม จะไดผลลัพธเปนอุณหภูมิที่จุดตางๆ
บนโดเมนซึ่งสามารถแสดงเปนเสน contour ไดดังรูปที่ 4.6 

 

 
รูปที่ 4.6 การกระจายของอุณหภูมิภายในโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบมี 

         ศูนยกลางรวมกัน 
 

เมื่อคํานวณหาผลเฉลยแมนตรงและผลลัพธจากโปรแกรมไดแลว ตอไปจะนําผลลัพธจาก
การคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมมาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงโดยใชการกระจาย
อุณหภูมิในแนวรัศมี ( r ) ดังกราฟในรูปที่ 4.7 ซ่ึงจะเห็นไดวาผลลัพธจากการคํานวณดวยระเบียบ
วิธีไฟไนตวอลุมมีความสอดคลองกันกับผลเฉลยแมนตรงเปนอยางดี โดยมีคาความคลาดเคลื่อน
เฉลี่ยเทากับ 0.10% จึงสามารถสรุปไดวา ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมบนพิกัดกระชับขอบเขตสามารถ
นํามาใชในการแกปญหาการนําความรอนสําหรับรูปรางเปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบมีศูนยกลาง
รวมกันไดเปนอยางด ี

 



 67

0

20

40

60

80

100

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Radius (cm)

Te
m

pe
ra

tu
re

 (K
)

NUM
EXACT

 
รูปที่ 4.7 การเปรียบเทียบการกระจายอณุหภูมิในแนวรัศมี r ระหวางผลลัพธจากการคํานวณดวย 

      ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมกับผลเฉลยแมนตรง 
 

 4.2.2 การนําความรอนในแผนวงกลมที่ซอนกันแบบเยื้องศูนย 
 

การตรวจสอบโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นสําหรับปญหาการนําความรอนในแผนวงกลมที่
ซอนกันแบบเยื้องศูนยดังรูปที่ 4.8 (ก) นี้ กระทําโดยนําผลที่ไดจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟ
ไนตวอลุมมาเปรียบเทียบกับผลเฉลยจากวิธีตัวประกอบรูปราง (shape factor) ที่นํามาจาก 
Incropera and Dewitt (2002) ซ่ึงผลเฉลยจะเปนฟลักซความรอนรวม ในสวนของการคํานวณ
ดวยโปรแกรมคอมพิวเตอร เนื่องจากรูปรางของโดเมนมีความสมมาตร ดังนั้นเราสามารถคํานวณ
เพียง 1 ใน 2 สวนของรูปได ดังรูปที่ 4.8 (ข) เพื่อลดจํานวนหนวยประมวลที่ใชในการคํานวณ และ
ในสวนของผลเฉลยจากวิธีตัวประกอบรูปราง เราสามารถการคํานวณโดยมีขั้นตอนดังนี้  

 

1T

2T

D

d

z

 
(ก) 

 

x

y

 
(ข) 

รูปที่ 4.8 วงกลมสองวงซอนกันแบบเยื้องศูนย 
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ผลเฉลยที่เปนฟลักซทางความรอนรวมไดสามารถหาไดโดยใชวิธีตัวประกอบรูปราง 
(shape factor) จากตารางที่ 4.1 ที่นํามาจาก Incropera and Dewitt (2002) ซ่ึงฟลักซความรอน
หาไดโดยใชสมการดังตอไปนี ้

  

)( 21 TTSkq −=                         (4.5) 
 

โดยที่ S  คือตัวประกอบรูปราง ซ่ึงสามารถหาไดจากสมการ ดังนี ้
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(4.6) 

 

สําหรับการตรวจสอบโปรแกรมในกรณีนี้ เราจะกําหนดคาคงที่ตางๆเพื่อแทนคาลงใน
สมการผลเฉลยทั่วไป (4.5) และ (4.6) ดังนี้ โดยกําหนดใหวงกลมภายในมีเสนผานศูนยกลาง 1 cm 

( 1=d ) และวงกลมภายนอกมีเสนผานศูนยกลาง 4 cm ( 4=D ) โดยที่วงกลมทั้งสองมีระยะ
เยื้องศูนยกลาง 0.5 cm ( 5.0=z ) โดยมีอุณหภูมิภายใน 100 K ( 1001 =T ) และมีอุณหภูมิ
ภายนอก 0 K ( 02 =T ) และมีคาคงที่การนําความรอนเปน 1 ( 1=k ) และมีความยาว 1 cm 

( 1=L ) หลังจากแทนคาลงในสมการทั่วไป (4.5) และ (4.6) แลว จะไดผลเฉลยเปนฟลักซความ
รอน ดังนี ้

 

       1.477=q kW                        (4.7) 
 

เมื่อไดผลเฉลยเปนฟลักซความรอนดังสมการ (4.7) แลว ขั้นตอนตอไปจะเปนการคํานวณ
โดยใชโปรแกรม เพื่อที่จะนํามาเปรียบเทียบกับผลเฉลยจากวิธีตัวประกอบรูปรางที่ได สําหรับการ
คํานวณดวยโปรแกรมในขั้นตอนแรกนั้นจะทําการสรางกริดเริ่มตนโดยใชวิธี TFI ซ่ึงจะไดกริดมี
ลักษณะดังรูปที่ 4.9 

 

 
รูปที่ 4.9 กริดที่สรางโดยใชวิธี TFI บนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบเยื้องศูนย 
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จากนั้นทําการปรับกริดใหมีความสม่ําเสมอมากขึ้นโดยใชวิธีการแกสมการอิลิปติกซ่ึงจะ
ไดกริดมีลักษณะดังรูปที่ 4.10 

 

 
รูปที่ 4.10 กริดที่สรางโดยการแกสมการอลิิปติกบนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนวงกลมที่ซอนกัน 

         แบบเยื้องศูนย 
 

ในการหาจํานวนกริดที่เหมาะสมสําหรับปญหาในกรณีที่เปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบ
เยื้องศูนย สามารถทําไดโดยการเปรียบเทียบการใชกริดจํานวน 25x10 50x20 และ 100x40 กริด 
ในการคํานวณหาผลลัพธจากโปรแกรม ซ่ึงผลลัพธที่ไดจากการใชกริดจํานวนตางๆกันไดแสดงไว
ดังกราฟรูปที่ 4.11 จะเห็นไดวาเสนการกระจายอุณหภูมิที่ไดจากการคํานวณโดยใชกริดจํานวน 
50x20 และ 100x40 กริด มีคาใกลเคียงกัน ซ่ึงแสดงใหเห็นวา การใชกริดจํานวน 50x20 นั้นเพียง
พอที่จะใชในการคํานวณหาผลเฉลยแลว โดยที่การเพิ่มจํานวนของกริดใหมากกวานี้จะไมทําใหผล
การคํานวณเปลี่ยนแปลง จึงอาจกลาวไดวา กริดมีคุณสมบัติความเปน grid independent แลว 
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รูปที่ 4.11 การกระจายอณุหภูมิที่ไดจากการคํานวณโดยการใชกริดจํานวน 25x10 50x20 และ  

       100x40 กริด 

 
เมื่อไดรูปรางและจํานวนของกริดที่ เหมาะสมแลว จากนั้นนํากริดที่ไดมาใชในการ

คํานวณหาการกระจายอุณหภูมิดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม จะไดผลลัพธเปนอุณหภูมิที่จุดตางๆ
บนโดเมนซึ่งสามารถแสดงเปนเสน contour ไดดังรูปที่ 4.12 

 

 
รูปที่ 4.12 การกระจายของอุณหภูมิภายในโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบ 
      เยื้องศูนย 

 
จากนั้นทําการคํานวณหาฟลักซความรอนจากผลที่ไดการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอ

ลุมซึ่งเปนการกระจายอุณหภูมิ จะไดผลลัพธดังสมการ 
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   477.4=q kW                        (4.8) 
 

เมื่อคํานวณหาฟลักซความรอนจากวิธีตัวประกอบรูปรางและคํานวณหาฟลักซความรอนที่
ไดจากโปรแกรมไดแลว จากนั้นจึงนําผลลัพธจากทั้ง 2 วิธีมาเปรียบเทียบกัน พบวาผลลัพธมีคา
ใกลเคียงกัน ซ่ึงแสดงวาโปรแกรมคอมพิวเตอรมีความถูกตองเปนที่นาพอใจสําหรับกรณีที่เปนการ
แกปญหาการนําความรอนที่สภาวะอยูตัวสําหรับโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบ
เยื้องศูนยกัน 

 
 4.2.3 การนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมจัตุรัสที่มีวงกลมอยูขางใน 
 

การตรวจสอบโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นสําหรับปญหาการนําความรอนในแผนส่ีเหล่ียม
จัตุรัสที่วงกลมอยูขางในดังรูปที่ 4.13 (ก) นี้ กระทําโดยนําผลที่ไดจากการคํานวณดวยระเบียบวิธี
ไฟไนตวอลุมมาเปรียบเทียบกับผลเฉลยจากวิธีตัวประกอบรูปราง ซ่ึงผลเฉลยจะเปนฟลักซความ
รอนรวม ในสวนของการคํานวณดวยโปรแกรมคอมพิวเตอร เนื่องจากรูปรางของโดเมนมีความ
สมมาตร ดังนั้นเราสามารถคํานวณเพียง 1 ใน 4 สวนของรูปได ดังรูปที่ 4.13 (ข) เพื่อลดจํานวน
หนวยประมวลที่ใชในการคํานวณ  
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x

y

 
(ข) 

รูปที่ 4.13 แผนสี่เหล่ียมมวีงกลมตรงกลาง 
 

ในสวนของผลเฉลยจากวิธีตัวประกอบรูปราง เราสามารถการคํานวณโดยมีขั้นตอนการ
คํานวณเชนเดียวกับกรณีที่เปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบเยื้องศูนยโดยสามารถหาผลเฉลยที่เปน 
ฟลักซทางความรอนรวมไดจากวิธีตัวประกอบรูปราง (shape factor) โดยใชสมการ (4.5) โดยที่มี
คาตัวประกอบรูปราง ( S ) แตกตางกับกรณีที่เปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบเยื้องศูนย ซ่ึงสามารถ
หาคาไดจากสมการดังตอไปนี้  
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=                         (4.9) 

 

สําหรับการตรวจสอบโปรแกรมในกรณีที่เปนแผนส่ีเหล่ียมจัตุรัสที่วงกลมอยูขางในนี้ เรา
จะกําหนดคาคงที่ตางๆเพื่อแทนคาลงในสมการทั่วไป (4.5) และ (4.9) ดังนี้ โดยกําหนดใหวงกลม
ภายในมีเสนผานศูนยกลาง 2 cm ( 2=D ) และส่ีเหล่ียมจัตุรัสภายนอกกวาง 4 cm ( 4=w ) โดย
มีอุณหภูมิภายใน 100 K ( 1001 =T ) และมีอุณหภูมิภายนอก 0 K ( 02 =T ) และมีคาคงที่การนํา
ความรอนเปน 1 ( 1=k ) และมีความยาว 1 cm ( 1=L ) หลังจากแทนคาลงในสมการทั่วไป (4.5) 

และ (4.9) แลว จะไดผลเฉลยเปน ฟลักซความรอน ดังนี ้
 

815.8=q          kW               (4.10)
 

เมื่อไดผลเฉลยเปนฟลักซความรอนดังสมการ  (4.10)  แลว ขั้นตอนตอไปจะเปนการ
คํานวณโดยใชโปรแกรม เพื่อที่จะนํามาเปรียบเทียบกับผลเฉลยจากวิธีตัวประกอบรูปรางที่ได 
สําหรับการคํานวณดวยโปรแกรมในขั้นตอนแรกนั้นจะทําการสรางกริดเริ่มตนโดยใชวิธี TFI ซ่ึง
จะได กริดดังรูปที่ 4.14 

 
รูปที่ 4.14 การสรางกริดโดยวิธีเชิงคณิต TFI บนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสี่เหล่ียมมีวงกลมตรง 

      กลาง 
 

สําหรับการปรับกริดใหมีความสม่ําเสมอมากขึ้นโดยใชวิธีการแกสมการอิลิปติกสามารถ
ทําไดโดยใชสมการลาปลาซหรือสมการปวซองส โดยที่สมการลาปลาซจะใหกริดที่สม่ําเสมอทั่วทั้ง



 73

โดเมนซึ่งมีลักษณะของกริดดังรูปที่ 4.15 แตจะไมสามารถควบคุมการกระจายของกริดใหมีกริดอยู
ในบริเวณที่เปนมุมของสี่เหล่ียมได ในทางกลับกัน สมการปวซองสซ่ึงมีฟงกชันควบคุมที่ชวย
ควบคุมการกระจายของกริดใหมีกริดอยูในบริเวณที่เปนมุมนั้นได ซ่ึงมีลักษณะของกริดดังรูปที่ 
4.16 ในกรณีที่ใชสมการลาปลาซ ถาผลเฉลยของปญหามีการเปลี่ยนแปลงสูงในบริเวณที่เปนมุม
นั้นจะทําใหผลการคํานวณที่ไดไมแมนยํา สําหรับในกรณีที่เปนปญหาการนําความรอนในสภาวะ
อยูตัวซ่ึงมีสมการครอบคลุมของปญหาสอดคลองกันกับสมการอิลิปติกที่ใชในการสรางกริด จึงทํา
ใหผลการคํานวณไมแตกตางจากผลเฉลยแมนตรงมากนักดังกราฟในรูปที่ 4.17 ซ่ึงเปนการ
เปรียบเทียบเสนการกระจายอุณหภูมิ และเมื่อทําการเปรียบเทียบฟลักซทางความรอนรวมพบวา 
การสรางกริดดวยสมการลาปลาซจะมีคาความคลาดเคลื่อน 0.82% และสมการปวซองสจะมีคา
ความคลาดเคลื่อน 0.03% ซ่ึงสมการปวซองสจะมีความแมนยํามากกวาสมการลาปลาซ อยางไรก็
ตาม ในกรณีที่ปญหามีสมการครอบคลุมที่ไมเปนสมการอิลิปติกจะทําใหผลการคํานวณมีคาความ
คลาดเคลื่อนมาก 

 

 
 

 
รูปที่ 4.15 กริดที่ปรับโดยวธีิแกสมการลาปลาซบนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสี่เหล่ียมมีวงกลมตรง 

     กลาง 
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รูปที่ 4.16 กริดที่ปรับโดยวธีิแกสมการปวซองสบนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสี่เหล่ียมมีวงกลมตรง 

    กลาง 
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รูปที่ 4.17 การเปรียบเทียบเสนการกระจายอุณหภูมกิารสรางกริดดวยสมการลาปลาซและ 

            สมการปวซองส 
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ในการหาจํานวนกริดที่เหมาะสมสําหรับปญหาในกรณีที่เปนแผนส่ีเหล่ียมจัตุรัสที่วงกลม

อยูขางในจะทดลองใชกริดจํานวน 18x8 67x28 และ 100x42 กริด เพื่อใชในการคํานวณหา
ผลลัพธจากโปรแกรม ซ่ึงจะไดผลการคํานวณเปนการกระจายอุณหภูมิดังกราฟรูปที่ 4.18 พบวา
เสนการกระจายอุณหภูมิที่ไดจากการคํานวณโดยใชกริดจํานวน 67x28 และ 100x42  กริด มีคา
ใกลเคียงกัน ซ่ึงแสดงใหเห็นวาผลลัพธที่ไดมีคุณสมบัติความเปน grid independent  
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รูปที่ 4.18 การกระจายอณุหภูมิที่ไดจากการคํานวณโดยการใชกริดจํานวน 18x8 67x28 และ  

        100x42 กริด 

 
เมื่อไดรูปรางและจํานวนของกริดที่ เหมาะสมแลว จากนั้นนํากริดที่ไดมาใชในการ

คํานวณหาการกระจายอุณหภูมิดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม จะไดผลลัพธเปนอุณหภูมิที่จุดตางๆ
บนโดเมนซึ่งสามารถแสดงเปนเสน contour ไดดังรูปที่ 4.19 
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รูปที่ 4.19 การกระจายของอุณหภูมิภายในโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสี่เหล่ียมมีวงกลมตรงกลาง 

 
จากนั้นทําการคํานวณหาฟลักซความรอนจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม จะ

ไดผลลัพธดังสมการ  
 

816.2=q    kW                        (4.11)
 
การตรวจสอบโปรแกรมในกรณีที่ เปนแผนสี่ เหล่ียมมีวงกลมตรงกลางนี้ ไดทําการ

เปรียบเทียบฟลักซความรอนรวมที่หาไดจากระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมและผลเฉลยจากวิธีตัว
ประกอบรูปราง จากผลลัพธทั้งสองวิธีจะเห็นไดวา ผลลัพธที่ไดจากโปรแกรมมีความสอดคลองกับ
วิธีตัวประกอบรูปรางดี โดยมีคาความคลาดเคลื่อนเฉลี่ยเทากับ 0.03%   

 
4.2.4 การนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมผืนผาที่มีอุณหภูมิที่มีเงื่อนไขขอบเปนฟงกชัน 
           ซายน 
 
การตรวจสอบโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นสําหรับปญหาการนําความรอนในแผนโลหะรูป

ส่ีเหล่ียมผืนผาขนาด 2x1 หนวย มีอุณหภูมิที่มีเงื่อนไขขอบดานบนเปนฟงกชันของซายนและ
อุณหภูมิตลอดขอบดานซาย ดานขวา และดานลางเทากับศูนย ดังรูปที่ 4.20 นี้ กระทําโดยนําผลที่
ไดจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมมาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง ซ่ึงผลเฉลยแมน
ตรงของปญหานี้ Carslaw and Jaeger (1959) ไดทําการคํานวณไวแลว  
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รูปที่ 4.20 แผนสี่เหล่ียมผืนผาที่มีอุณหภูมทิี่ขอบเปนฟงกชันซายน 

 
สมการครอบคลุมของปญหาการนําความรอนแบบสองมิติในพิกัดคารทีเซียน มีดังนี้ 
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                        (4.12)

 
และมีเงื่อนไขขอบเขตดังนี้ 

 
0=x  0=T  (4.13)

2=x  0=T  
0=y  0=T   

1=y  ⎟
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จากนั้นทําการแกสมการหาผลเฉลยแมนตรงของปญหา ซ่ึงจะไดเปนลักษณะการกระจาย

อุณหภูมิตามตําแหนงตางๆภายในสี่เหล่ียมผืนผา ดังสมการนี้  
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เมื่อไดผลเฉลยแมนตรงดังสมการ (4.14) แลว ขั้นตอนตอไปจะเปนการคํานวณโดยใช

โปรแกรมเพื่อที่จะนํามาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงที่ได สําหรับการคํานวณดวยโปรแกรมใน
ขั้นตอนแรกนั้นจะทําการสรางกริด ในกรณีที่โดเมนเปนส่ีเหล่ียมนี้ การสรางกริดโดยใชวิธี TFI 
และการสรางกริดโดยใชวิธีการแกสมการอิลิปติก จะใหกริดที่มีลักษณะเหมือนกันดังรูปที่ 4.21   



 78

 

 
รูปที่ 4.21 กริดที่สรางโดยใชวิธี TFI บนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสี่เหล่ียมผืนผา 

 
การหาจํานวนกริดที่เหมาะสมในการนํามาใชในการคํานวณหาผลลัพธสําหรับโดเมนที่มี

ลักษณะเปนแผนส่ีเหล่ียมผืนผานี้ เราจะทดสอบโดยการใชกริดจํานวน 4x2 8x4 14x7 และ 

20x10 กริด มาใชในการคํานวณ ซ่ึงผลลัพธที่ไดจากแตละกรณีไดแสดงไวดังกราฟรูปที่ 4.22 จะ
เห็นไดวาเสนการกระจายอุณหภูมิที่ไดจากการคํานวณโดยใชกริดจํานวน 14x7 และ 20x10 กริด มี
คาใกลเคียงกัน ดังนั้น การใชกริดจํานวน 14x7 จึงมีความละเอียดเพียงพอที่จะใหผลการคํานวณที่
ถูกตองและการเพิ่มจํานวนกริดใหมากกวานี้จะไมมีผลตอผลลัพธที่ไดจากการคํานวณ  
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รูปที่ 4.22 การกระจายอณุหภูมิที่ไดจากการคํานวณโดยการใชกริดจํานวน 4x2 8x4 14x7 และ  

       20x10 กริด ที่ตําแหนง x = 1 
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เมื่อไดลักษณะและจํานวนของกริดที่เหมาะสมแลว จึงนํากริดที่ไดมาใชในการคํานวณหา
การกระจายอุณหภูมิดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม จะไดผลลัพธเปนอุณหภูมิที่จุดตางๆบนโดเมนซึ่ง
สามารถแสดงเปนเสน contour ไดดังรูปที่ 4.23 

 
รูปที่ 4.23 การกระจายของอุณหภูมิภายในโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสี่เหล่ียมผืนผา 

 
เมื่อคํานวณหาผลเฉลยแมนตรงและผลลัพธจากโปรแกรมไดแลว ตอไปจะนําผลลัพธจาก

การคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมมาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงโดยเปรียบเทียบจาก
การกระจายอุณหภูมิในแนวเสนกึ่งกลางของรูปรางตามแนวแกน x ดังกราฟในรูปที่ 4.24 ซ่ึงจะเห็น
ไดวาผลลัพธจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมมีความสอดคลองกันกับผลเฉลยแมนตรง
เปนอยางดี โดยมีคาความคลาดเคลื่อนเฉลี่ยเทากับ 0.29%  
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รูปที่ 4.24 การเปรียบเทียบการกระจายอณุหภูมิตามแนวแกน y ระหวางผลลัพธจากการคํานวณดวย 

    ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมกับผลเฉลยแมนตรงที่ตําแหนง x = 1 
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จากกราฟจะเห็นไดวาเสนการกระจายอุณหภูมิที่ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรมีคา

ใกลเคียงกับเสนการกระจายอุณหภูมิที่ไดจากผลเฉลยแมนตรง ซ่ึงแสดงวาโปรแกรมคอมพิวเตอรมี
ความถูกตองเปนที่นาพอใจสําหรับกรณีนี้  
 

4.2.5 การนําความรอนในแผนสามเหลี่ยมที่มีการผลิตความรอนภายใน 
 
กรณีทดสอบนี้เปนกรณีสุดทายสําหรับการตรวจสอบการคํานวณการนําความรอนสําหรับ

รูปรางที่มีลักษณะซับซอนที่สภาวะอยูตัว โดยโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นในกรณีที่เปน
แผนสามเหลี่ยมดานเทาสูง 1 หนวย ที่มีการผลิตความรอนภายในและมีอุณหภูมิตลอดขอบทุกดาน
เทากับศูนย ดังรูปที่ 4.25 ซ่ึงจะทําการตรวจสอบโดยนําผลที่ไดจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟ
ไนตวอลุมมาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง ซ่ึงผลเฉลยแมนตรงของปญหานี้ Carslaw and 

Jaeger (1959) ไดทําการคํานวณไวแลว  
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รูปที่ 4.25 แผนสามเหลี่ยมดานเทาสูง 1 หนวย 

 
สมการครอบคลุมของปญหาการนําความรอนที่มีการผลิตความรอนอยูภายในแบบสองมิติ

ในพิกัดคารทีเซียน มีดังนี ้
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จากนั้นทําการแกสมการหาผลเฉลยแมนตรงของปญหา ซ่ึงจะไดเปนลักษณะการกระจาย

อุณหภูมิตามตําแหนงตางๆภายในสามเหลี่ยม ดังสมการนี้  
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เมื่อไดผลเฉลยแมนตรงดังสมการ (4.16) แลว ขั้นตอนตอไปจะเปนการคํานวณโดยใช
โปรแกรมเพื่อที่จะนํามาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงที่ได สําหรับการคํานวณดวยโปรแกรมใน
ขั้นตอนแรกนั้นจะทําการสรางกริดเริ่มตนโดยใชวิธี TFI ซ่ึงจะไดกริดที่มีลักษณะดังรูปที่ 4.26   

 

 
รูปที่ 4.26 กริดที่สรางโดยใชวิธี TFI บนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสามเหลี่ยม 

 
จากนั้นทําการปรับกริดใหมีความสม่ําเสมอมากขึ้นโดยใชวิธีการแกสมการอิลิปติกซ่ึงจะ

ไดกริดที่มีลักษณะดังรูปที่ 4.27 
 

 
รูปที่ 4.27 กริดที่สรางโดยการแกสมการอลิิปติกบนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสามเหลี่ยม 
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สําหรับกรณีที่เปนแผนสามเหลี่ยมดานเทาที่มีการผลิตความรอนภายในนี้ ไดทําการ
ทดสอบคุณสมบัติความเปน grid independent โดยการใชกริดจํานวน 10x10 20x20 และ 

30x30 กริด พบวาเสนการกระจายอุณหภูมิที่ไดจากการคํานวณโดยใชกริดจํานวน 20x20 และ 

30x30 กริด  มีคาใกล เคียงกัน  ซ่ึงแสดงให เห็นวาผลลัพธที่ไดมีคุณสมบัติความเปน  grid 

independent และจากผลการคํานวณดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรซ่ึงเปนคาอุณหภูมิที่ตําแหนงตางๆ
บนโดเมนสามารถแสดงเปนเสน contour ไดดังรูปที่ 4.28 

 

 
รูปที่ 4.28 การกระจายของอุณหภูมิภายในโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสามเหลี่ยม 

 
จากนั้นจึงทําการเปรียบเทียบผลลัพธจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมกับผล

เฉลยแมนตรง จะเห็นไดวา ผลการคํานวณดวยโปรแกรมมีความสอดคลองกับผลเฉลยแมนตรงเปน
อยางดีดังกราฟรูปที่ 4.29 ซ่ึงแสดงวาโปรแกรมมีความถูกตองเปนที่นาพอใจสําหรับการแกปญหา
การนําความรอนแบบสภาวะอยูตัวที่มีโดเมนเปนแผนสามเหลี่ยมที่มีการผลิตความรอนภายใน  
 



 83

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
y  (cm)

Te
m

pe
ra

tu
re

 (K
)

NUM
EXACT

 
รูปที่ 4.29 การเปรียบเทียบการกระจายอณุหภูมิระหวางผลลัพธจากการคํานวณดวยระเบียบวิธี ไฟ 

    ไนตวอลุมโดยใชกริดจํานวน 20x20 กริด กับผลเฉลยแมนตรง ที่ตําแหนง 3/1=x  
 
4.3 ปญหาการนําความรอนแบบสภาวะไมอยูตัว 

 
ในหัวขอนี้ เราจะทําการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมโดยใชปญหาการนําความ

รอนแบบสภาวะไมอยูตัวซ่ึงมีทั้งหมด 2 ปญหาดวยกัน ไดแก การนําความรอนในแผนสี่เหล่ียม
จัตุรัสและการนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมคางหมูเจาะรูวงกลมที่สภาวะไมอยูตัว สําหรับหัวขอนี้
จะทําการเปรียบเทียบผลการคํานวณที่ไดกับผลเฉลยแมนตรงและผลการคํานวณทางเชิงเลขที่มีผูทํา
มากอน  
 

4.3.1 การนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมจัตุรัสที่สภาวะไมอยูตัว 
 
กรณีทดสอบนี้จะเปนการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมในสวนที่เปนปญหาการนํา

ความรอนที่สภาวะไมอยูตัวโดยมีรูปรางโดเมนเปนแผนสี่เหล่ียมจัตุรัสขนาดหนึ่งหนวยดังรูปที่ 
4.30 ซ่ึงจะกระทําโดยนําผลที่ไดจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมมาเปรียบเทียบกับผล
เฉลยแมนตรงที่ Poulikakos (1994) ไดทําการคํานวณไวแลว  
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รูปที่ 4.30 แผนสี่เหล่ียมจัตุรัสขนาดหนึ่งหนวย 

 
สมการครอบคลุมของปญหาการนําความรอนแบบสองมิติที่สภาวะไมอยูตัวในพิกัดคารที

เซียน มีดังนี ้
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                        (4.17)

 
และมีเงื่อนไขขอบเขตดังนี้ 

 
0=x  ∞= TT  (4.18)
1=x  ∞= TT  

0=y  0=
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1=y  0=
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y
T

 
 

 
และมีเงื่อนไขเริ่มตน ดังนี ้

 
0=t  0TT =  (4.19)

 
จากนั้นทําการแกสมการหาผลเฉลยแมนตรงของปญหา ซ่ึงจะไดเปนลักษณะการกระจาย

อุณหภูมิตามตําแหนงตางๆบนสี่เหล่ียมจัตุรัส ดังสมการนี้  
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การตรวจสอบโปรแกรมในกรณีนี้ จะกําหนดคาคงที่ตางๆเพื่อแทนคาลงในสมการผลเฉลย
ทั่วไป (4.20) ดังนี้ โดยกําหนดใหส่ีเหล่ียมมีขนาด 1 หนวย ( 1=a ) โดยมีอุณหภูมิเร่ิมตน 100 K 

( 1000 =T ) และมีอุณหภูมิที่ขอบดานขาง 0 K ( 0=∞T ) และมีคาคงที่การแพรกระจายความรอน
เปน 1 ( 1=α ) หลังจากแทนคาลงในสมการทั่วไป (4.20) แลว จะไดผลเฉลยเปนการกระจาย
อุณหภูมิที่แตละชวงเวลามีสมการ ดังนี้ 

 
[ ] [ ]∑

∞
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+−
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tk
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                        (4.21)

 
จากสมการ (4.21) นี้เมื่อแทนคาที่เวลา 0.05s สามารถแสดงเปนเสนระดับการกระจาย

อุณหภูมิดังรูปที่ 4.31 

 
รูปที่ 4.31 ผลเฉลยแมนตรงซึ่งเปนการกระจายของอณุหภูมภิายในโดเมนที่มีรูปรางเปนแผน 

           ส่ีเหล่ียมจัตุรัสที่เวลา 0.05 วินาท ี

 
เมื่อไดผลเฉลยแมนตรงดังสมการ (4.21) แลว ขั้นตอนตอไปจะเปนการคํานวณโดยใช

โปรแกรมเพื่อที่จะนํามาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงที่ได สําหรับการคํานวณดวยโปรแกรมใน
ขั้นตอนแรกนั้นจะทําการสรางกริด ในกรณีที่โดเมนเปนส่ีเหล่ียมนี้ การสรางกริดโดยใชวิธี TFI 
การสรางกริดโดยใชวิธีการแกสมการอิลิปติก จะใหกริดที่มีลักษณะเหมือนกันและไดทดสอบ
คุณสมบัติความเปน grid independent แลวจะไดจํานวนกริดที่เหมาะสมคือ 20x20 กริด ดังรูปที่ 
4.32   
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รูปที่ 4.32 กริดที่สรางโดยใชวิธี TFI ภายในโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสี่เหล่ียมจัตุรัส 

 
จากนั้นนํากริดที่ไดมาใชในการคํานวณหาผลลัพธซ่ึงเปนการกระจายอุณหภูมิดวยระเบียบ

วิธีไฟไนตวอลุม จะไดผลลัพธเปนอุณหภูมิที่จุดตางๆบนโดเมนที่เวลาตางๆกันซึ่งสามารถแสดง
เปนเสน contour ที่เวลา 0.05 วินาทีไดดังรูปที่ 4.33 

 
รูปที่ 4.33 ผลการคํานวณดวยโปรแกรมซึ่งเปนการกระจายของอุณหภูมใินโดเมนที่มีรูปรางเปน 

       แผนสี่เหล่ียมจัตุรัสที่เวลา 0.05 วินาท ี
 
สําหรับการตรวจสอบโปรแกรมกับผลเฉลยแมนตรงในกรณีที่เปนสภาวะไมอยูตัวนี้ จะ

เพิ่มเวลาชวงละ 0.01s และทําการเปรียบเทียบโดยใชอุณหภูมิที่ตําแหนง y = 0.5 และ x ตั้งแต 0 

ถึง 1 ซ่ึงแสดงไวดังกราฟในรูปที่ 4.34 โดยที่เวลาเริ่มตนแผนสี่เหล่ียมมีอุณหภูมิคือ 100 K  
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รูปที่ 4.34 การเปรียบเทียบการกระจายอณุหภูมิระหวางผลลัพธจากการคํานวณดวยระเบียบวิธี 

        ไฟไนตวอลุมโดยใชกริดจํานวน 20x20 กริด กับผลเฉลยแมนตรงที่เวลา0.01, 0.05,  

        0.1, 0.2, และ 0.5 วินาทีที่ตําแหนง y = 0.5 
 

จากกราฟดังรูปที่ 4.34 ซ่ึงทําการเปรียบเทียบการกระจายอุณหภูมิที่เวลา 0.01, 0.05, 0.1, 

0.2, และ 0.5 วินาที จะเห็นไดวาที่ชวงเวลาที่หนึ่ง (t = 0.01s) อุณหภูมิบริเวณขอบลดลงอยาง
รวดเร็ว หลังจากชวงเวลาที่ 20 (t = 0.2s) อัตราการลดลงของอุณหภูมิชาลงซึ่งจะเห็นไดจากการใช
ชวงเวลาเพิ่มขึ้นอีก 30 ชวงคือที่ชวงเวลาที่ 50 (t = 0.5s) อุณหภูมิลดระดับลงนอยจนอุณหภูมิอยู
ในระดับที่เขาใกล 0 K ซ่ึงจะเทาๆกับอุณหภูมิโดยรอบ จากกรณีทดสอบนี้จะเห็นไดวาผลลัพธจาก
การคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมมีความสอดคลองกันกับผลเฉลยแมนตรง ซ่ึงแสดงวา
โปรแกรมคอมพิวเตอรนี้สามารถใชในการคํานวณการนําความรอนที่สภาวะไมอยูตัวไดผลเปนทีน่า
พอใจ 

  
4.3.2 การนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมคางหมูเจาะรูวงกลมที่สภาวะไมอยูตัว 
 
ในสวนของการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นสําหรับปญหาการนํา

ความรอนที่สภาวะไมอยูตัวในกรณีที่สองนี้ จะมีโดเมนเปนแผนสี่เหล่ียมคางหมูเจาะรูวงกลมมี
ลักษณะดังรูปที่ 4.35 นี้และมีเงื่อนไขขอบเขตทางดานซายและดานขวาเปนการนําความรอนออก
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จากโดเมนโดยการแผรังสี (radiation) และการพาความรอนแบบธรรมชาติ (natural convection) 
มีเงื่อนไขขอบเขตทางดานบนเปนการรับความรอนจากการแผรังสีและนําความรอนออกจากโดเมน
โดยการพาความรอนแบบธรรมชาติ มีเงื่อนไขขอบเขตบริเวณวงกลมเปนการนําความรอนออกจาก
โดเมนโดยการพาความรอน (convection) และบริเวณอื่นของขอบดานลางมีเงื่อนไขขอบเขตเปน
แบบสมมาตร (symmetry) ซ่ึงตรวจสอบโดยนําผลที่ไดจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอ
ลุมมาเปรียบเทียบกับผลการคํานวณทางเชิงเลขซึ่งเปนการเปรียบเทียบการกระจายอุณหภูมิที ่ Gao 

(1999) คํานวณไวแลว  
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รูปที่ 4.35 แผนสี่เหล่ียมคางหมูเจาะรูวงกลม 

 
สมการครอบคลุมของปญหาการนําความรอนแบบสองมิติที่สภาวะไมอยูตัวในพิกัดคารที

เซียน มีดังนี ้ 
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มีเงื่อนไขขอบเขตดังนี้ 
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(4.23)
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r

  
 
และมีเงื่อนไขเริ่มตน ดังนี ้

 
0=t  0TT =  (4.24)
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โดย nr  คือเวกเตอรขนาดหนึ่งหนวยมีทิศตั้งฉากกับพื้นผิว 0T คืออุณหภูมิเร่ิมตน radq  คือฟลักซ
ทางความรอนของการแผรังสี และ natq  คือฟลักซทางความรอนของการพาความรอนแบบ
ธรรมชาติ โดยฟลักซทางความรอนทั้งสองแบบนี้สามารถหาไดจาก 
 

)( 44
∞−= TTq srad εσ                         (4.25)

)( ∞−= TThq snacnat  (4.26)
 
โดย ε  คือคาการแผรังสีความรอน σ  คือคาสเตฟานโบลทซแมนน sT  คืออุณหภูมิที่ผิวของโดเมน 

∞T  คืออุณหภูมิของอากาศโดยรอบ และ nach  คือสัมประสิทธ์ิการพาความรอนแบบธรรมชาติ 
สามารถหาไดจากสมการดังนี้ 
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                        (4.27)

 
โดย k  คือคาการนําความรอนและ ν  คือความหนืดของอากาศ ซ่ึงคุณสมบัติทั้งสองนี้มีการ
เปล่ียนแปลงสูงไปตามอุณหภูมิ ทั้งนี้สามารถคํานวณไดจาก 
 

012.0 100.5 5 +×= − Tk  (4.28) 

9667.1  10 −×=Tν  (4.29) 

 
และ L  คือความยาว β  คือสัมประสิทธิ์การขยายตัวทางความรอน g  คือแรงโนมถวงโลก โดยจะ
แทนคา g  ดวย θsing  เมื่อเปนพื้นผิวเอียงโดยθ  คือมุมที่เอียงจากแนวนอน และψ  สามารถคํานวณ
ไดจาก 

9/1616/9

Pr
492.01

−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
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⎣

⎡
⎟
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⎞

⎜
⎝
⎛+=ψ  (4.30)

 
โดย Pr คือแพรนเทิลนัมเบอร 
 

จากสมการครอบคลุม เงื่อนไขขอบเขตและเงื่อนไขเริ่มตนดังสมการ(4.22) _ (4.26) Gao 
ไดทําการหาผลเฉลยของปญหาที่เปนการกระจายอุณหภูมิโดยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม ซ่ึงจะไดผล
เฉลยเปนเสนระดับแสดงการกระจายอุณหภูมิภายในโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสี่เหล่ียมคางหมูเจาะ
รูวงกลม มีลักษณะดังรูปที่ 4.36   
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รูปที่ 4.36 ผลเฉลยซึ่งเปนการกระจายอณุหภูมิที่ไดจากการคํานวณทางเชิงเลขของ Gao  

 
ในสวนของการคํานวณดวยโปรแกรม ในขั้นตอนแรกนั้นจะทําการสรางกริดโดยใชวิธี 

TFI ซ่ึงจะไดกริดที่มีลักษณะดังรูปที่ 4.37 
 

 
รูปที่ 4.37 กริดที่สรางโดยใชวิธี TFI บนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสี่เหล่ียมคางหมูเจาะรูวงกลม 

 
จากนั้นทําการปรับกริดใหมีความสม่ําเสมอมากขึ้นโดยใชวิธีการแกสมการอิลิปติกซ่ึงจะ

ไดกริดที่มีลักษณะดังรูปที่ 4.38 

 
รูปที่ 4.38 กริดที่สรางโดยการแกสมการอลิิปติกบนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสี่เหล่ียมคางหมูเจาะรู 
     วงกลม 

 
การหาจํานวนกริดที่เหมาะสมในการนํามาใชในการคํานวณหาผลลัพธสําหรับโดเมนที่มี

ลักษณะเปนแผนสี่เหล่ียมคางหมูเจาะรูวงกลมนี้ เราจะทดสอบโดยการใชกริดจํานวน 30x10 

60x20และ 120x40 กริด มาใชในการคํานวณหาผลลัพธนําของปญหาการนําความรอนในรูปรางนี้ 
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พบวาเสนการกระจายอุณหภูมิที่ไดจากการคํานวณโดยใชกริดจํานวน 60x20 และ 120x40 กริด มี
คาใกลเคียงกัน ซ่ึงแสดงใหเห็นวาผลลัพธที่ไดมีคุณสมบัติความเปน grid independent  

เมื่อไดรูปรางและจํานวนของกริดที่ เหมาะสมแลว จากนั้นนํากริดที่ไดมาใชในการ
คํานวณหาคาสัมประสิทธ์ิรูปราง (geometric coefficient) ตางๆ โดย ,J βα , และγ สามารถหา
ไดจากสมการ (2.39) (2.48) (2.49) และ (2.50) ตามลําดับ ทั้งนี้ พจนเชิงอนุพันธตางๆในสมการ
สามารถหาไดโดยวิธี central differencing ในการดิสครีไทซพจนเชิงอนุพันธสําหรับปริมาตร
ควบคุมบริเวณภายในของโดเมน และใชวิธี forward differencing หรือ backward 

differencing สําหรับปริมาตรควบคุมที่ขอบดานตางๆของโดเมน ตัวอยางเชน การหาคาจารโค
เบียน )(J  จากสมการ (2.39) สามารถดิสครีไทซโดยใชวิธี central differencing ได เปนสมการ
ดังนี ้
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เมื่อไดคาสัมประสิทธิ์รูปรางคาตางๆที่จะใชในการคํานวณหาผลเฉลยของปญหาแลว 

ตอไปจะทําการแปลงสมการครอบคลุมการนําความรอนจากพิกัดคารทีเซียนดังสมการ (4.22) ให
อยูในพิกัดกระชับขอบเขตโดยจะไดสมการครอบคลุมการนําความรอนบนพิกัดกระชับขอบเขต มี
สมการดังนี้  
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เมื่อไดสมการครอบคลุมในพิกัดกระชับขอบเขตแลว จะทําการแปลงเงื่อนไขขอบเขตทั้งส่ี

ดานดังสมการ (4.23) ซ่ึงเปนเงื่อนไขขอบเขตแบบ Neumann จากพิกัดคารทีเซียนใหอยูในพิกัด
กระชับขอบเขต จึงจะสามารถคํานวณหาอุณหภูมิที่ขอบแตละดานของโดเมนได โดยขั้นตอนการ
คํานวณสามารทําไดดังนี้ 

สําหรับเงื่อนไขขอบเขตดานซาย สามารถหาไดโดยการแทนสมการ (4.25) และ (4.26) ลง
ในสมการ (4.23) จะไดสมการเงื่อนไขขอบเขตดานซายดังนี ้
 

=
∂
∂
x
Tk 4/5

4/1

2

3

)(  67.0)( 68.0
∞∞ −⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+− TTgL

L
kTT

L
k

ww ψ
ν

β
+ )( 44

∞−TTwεσ            (4.33)

 
โดย wT  คืออุณหภูมิที่ผิวของโดเมนทางดานซาย สําหรับพจนเชิงอนุพันธซายมือของสมการ (4.33) 

เปนเงื่อนไขขอบเขตแบบ Neumann ซ่ึงการคํานวณจะตองทําการแปลงพิกัดใหอยูในพิกัดกระชับ
ขอบเขตโดยใชกฎลูกโซ จึงจะไดพจนเชิงอนุพันธซายมือบนพิกัดกระชับขอบเขตมีสมการดังนี ้



 92

 

ξηηξ ∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ yTk

J
yTk

Jx
Tk 11

                        (4.34)

 
จากนั้นทําการดิสครีไทซพจนเชิงอนุพันธสมการ (4.34)  ใหเปนสมการเชิงพีชคณิตดวยวิธี 

central differencing จะไดสมการดังนี ้
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แทนคาสมการ (4.35) ลงในสมการ (4.33) จะได 
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(4.36) 

 
การแกสมการ  (4.36)  เพื่อหาคา wT  สามารถทําไดโดยระเบียบวิ ธีนิวตัน-ราฟสัน 

(Newton-Raphson method) ซ่ึงมีขั้นตอนดังนี้ 
 

1. ทําการกําหนดคาเริ่มตนใหกับ wT  

2. จัดรูปสมการ (4.36) ใหมีรูปแบบดังนี้  
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(4.37) 

 
จากนั้นจึงทําการคํานวณหาคาของฟงกชันดังสมการ (4.37) โดยแทนดวยคา wT  ที่ได
กําหนดไวเบื้องตนแลว 

3. ทําการหาอนุพันธของสมการ (4.37) จะไดสมการดังนี ้
 

η∂
∂

=′ y
J

kTf w 5.0
)( 4/1

4/1

2

3

)(  67.0
4
5 68.0

∞−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++ TTgL

L
kT

L
k

ww ψ
ν

β
+ 3 4 wTεσ       (4.38) 

 



 93

จากนั้นจึงทําการคํานวณหาคาของอนุพันธของฟงกชันดังสมการ (4.38) โดยการแทนดวย
คา wT   

4. ทําการหาคา wT  คาใหมโดยสมการดังนี้  
 

woldwneww TTT Δ+= ,,                         (4.39) 
 
โดย wTΔ  สามารถหาไดจากสมการดังนี้  
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5. คํานวณหาคาความคลาดเคลื่อนสัมพัทธจากสมการดังนี้  
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                        (4.41) 

  
ถาความคลาดเคลื่อนสัมพัทธมากกวาคาที่ยอมรับไดจึงทําการทําซ้ําจนกระทั่งไดคา wT ที่
ยอมรับได ทั้งนี้กําหนดคาความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ )(ε เทากับ 0.001 
 
เมื่อทําการแกสมการของเงื่อนไขขอบเขตดานซายของโดเมนคือสมการ(4.36) ดวยวิธีนิว

ตัน-ราฟสันเรียบรอยแลว จะไดคาอุณหภูมิที่ผิวของขอบทางดานซายของโดเมน ( wT ) ซ่ึงจะ
นําไปใชในขั้นตอนการคํานวณหาผลเฉลยดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมตอไป  

สําหรับการคํานวณหาเงื่อนไขขอบเขตดานขวาของโดเมน จะมีขั้นตอนการคํานวณคลาย
กับเงื่อนไขขอบเขตดานซาย ซ่ึงสามารถทําไดโดยการแทนสมการ (4.25) และ (4.26) ลงในสมการ 

(4.23) จะไดสมการดังนี ้
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โดย eT  คืออุณหภูมิที่ผิวของโดเมนทางดานขวา จากนั้นทําการแปลงพิกัดสําหรับพจนเชิงอนุพันธ
ซายมือของสมการ (4.42) ใหอยูในพิกัดกระชับขอบเขตโดยใชกฎลูกโซ เชนเดียวกับเงื่อนไข
ขอบเขตดานซายดังสมการ (4.34) และทําการดิสครีไทซพจนเชิงอนุพันธดวยวิธี central 

differencing จะไดสมการดังนี ้
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แทนคาพจนเชิงพีชคณิตสมการ (4.43) ลงในสมการ (4.42) จะไดสมการของเงื่อนไข

ขอบเขตทางดานซายของโดเมนคือ 
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(4.44) 

 
ทําการแกสมการ (4.44) เพื่อหาคา eT  โดยระเบียบวิธีนิวตัน-ราฟสัน เชนเดียวกับเงื่อนไข

ขอบเขตดานซาย จะไดคาอุณหภูมิที่ผิวของขอบทางดานขวาของโดเมน ( eT ) เปนผลเฉลยของ
สมการ (4.44) ทั้งนี้เงื่อนไขขอบเขตดานขางทั้งดานซายและดานขวานี้ เปนการถายเทความรอน
ออกจากโดเมนโดยการแผรังสีและการพาความรอนแบบธรรมชาต ิ

เมื่อไดอุณหภูมิที่ผิวของขอบทั้งสองดานของโดเมนแลว ตอไปจะทําการคํานวณหา
อุณหภูมิที่ผิวของขอบทางดานบนของโดเมนโดยทําการแทนสมการ (4.25) และ (4.26) ลงใน
สมการ (4.23) จะไดสมการดังนี ้
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โดย nT  คืออุณหภูมิที่ผิวของโดเมนทางดานบน จากนั้นทําการแปลงพิกัดสําหรับพจนเชิงอนุพันธ
ซายมือของสมการ (4.45) ใหอยูในพิกัดกระชับขอบเขตโดยใชกฎลูกโซ จะไดพจนเชิงอนุพันธมี
สมการดังนี้ 
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และทําการดิสครีไทซพจนเชิงอนุพันธสมการ (4.46) ดวยวิธี central differencing ไดสมการดังนี้ 
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แทนคาสมการ (4.47) ลงในสมการ (4.46) จะไดสมการเงื่อนไขขอบเขตดานบนมีสมการ

ดังนี ้
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(4.48) 

 
ทําการแกสมการ (4.48) เพื่อหาคา nT  โดยระเบียบวิธีนิวตัน-ราฟสัน เชนเดียวกับเงื่อนไข

ขอบเขตดานขางทั้งสองดาน จะไดผลเฉลยเปนคาอุณหภูมิที่ผิวของขอบทางดานบนของโดเมน 
( nT ) สมการเงื่อนไขขอบเขตทางดานบน สมการ (4.48) นี้ สามารถอธิบายทางกายภาพไดคือพจน
ทางซายมือของสมการคือการนําความรอนเขาสูโดเมนจะเทากับ พจนทางขวามือซ่ึงเปนการรับ
ความรอนจากการแผรังสีและระบายความรอนออกดวยการพาความรอนแบบธรรมชาต ิ

สวนเงื่อนไขขอบเขตดานลางของโดเมนนั้นมีสองสวนดวยกันคือเงื่อนไขขอบเขตแบบ
สมมาตรและเงื่อนไขขอบเขตแบบการพาความรอนบริเวณวงกลมที่มีฟลักซเปนศูนย ในสวนของ
เงื่อนไขขอบเขตแบบการพาความรอนบริเวณวงกลม สามารถหาไดโดยการแทนฟลักซการพาความ
รอนเทากับศูนย )0( =convq ในสมการ (4.23) จะได  
 

=∇• Tnkr 0                        (4.49)
 
จากนั้นทําการแปลงพิกัดจากพิกัดคารทีเซียนใหอยูในพิกัดกระชับขอบเขตโดยใชกฎลูกโซ
เชนเดียวกับสมการ (4.23) ทําการดิสครีไทซพจนเชิงอนุพันธดวยวิธี central differencing จะได
สมการดังนี ้
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โดย sT  คืออุณหภูมิที่ผิวของโดเมนทางดานลาง จัดรูปสมการ (4.50) ใหอุณหภูมิที่ผิว ( sT ) อยูดาน
หนึ่ง จะได 
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ทําการแทนคาสัมประสิทธิ์รูปรางและอุณหภูมิที่ตําแหนงตางๆ จะไดคาอุณหภูมิที่ผิวของโดเมน
ทางดานลางแตละตําแหนง สวนเงื่อนไขขอบเขตดานลางของโดเมนที่เปนเงื่อนไขขอบเขตแบบ
สมมาตรซึ่งอยูนอกบริเวณวงกลม สามารถหาไดโดยการนําสมการ (4.23) มาแปลงพิกัดอยูในพิกัด
กระชับขอบเขต จะได 
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จากนั้นดิสครีไทซเปนพจนเชิงอนุพันธ

ξ∂
∂T และ

η∂
∂T  ดวยวิธี central differencing ได

สมการดังนี้ 
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เนื่องจากเราตองการหาอุณหภูมิที่ผิวที่เปนขอบดานลางของรูปราง ( sT ) ดังนั้นเราจะทํา

การจัดพจนของสมการ (4.53) ใหคาอุณหภูมิที่ผิวที่เราตองการหาอยูดานหนึ่ง ดังนี้ 
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 เมื่อไดอุณหภูมิที่ผิวของขอบครบทุกดานของโดเมนแลว ตอไปจะทําการคํานวณหาการ

กระจายอุณหภูมิภายในโดเมนดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม โดยจะกําหนดคาคุณสมบัติตางๆเพื่อใช
ในการคํานวณ มีดังนี้ 7.0Pr= , 99.0=ε , 81067.5 −×=σ , 41067.6 −×=β , 81.9=g , 

0=∞T K,   1000 =T K และ  01.0 =Δt s เมื่อนําคาตางๆเหลานี้ลงไปแทนในสมการตางๆ จะได
ผลลัพธเปนอุณหภูมิที่จุดตางๆบนโดเมนซึ่งสามารถแสดงเปนเสน contour ไดดังรูปที่ 4.39 

 

 
 

รูปที่ 4.39 การกระจายของอุณหภูมิภายในแผนสี่เหล่ียมคางหมูเจาะรวูงกลม 
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เมื่อทําการเปรียบเทียบผลการคํานวณที่ไดจากระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมกับผลเฉลยของ 
Gao พบวาผลการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมมีความคลาดเคลื่อนจากผลเฉลยของ Gao 

ซ่ึงอาจเกิดขึ้นอันเนื่องมาจากการกําหนดคาของคุณสมบัติตางๆในการคํานวณมีความแตกตางกัน 
อาทิเชน แพรนเทิลดนัมเบอร คาสัมประสิทธิ์การแผรังสี สัมประสิทธิ์การพาความรอน อุณหภูมิ
เร่ิมตน อุณหภูมิโดยรอบและคาของชวงเวลาที่เพิ่ม (time step) เปนตน ทั้งนี้ Gao มิไดกําหนดคา
ตางๆไว ซ่ึงคาตางๆเหลานี้ลวนสงผลตอผลเฉลยที่ไดจากการคํานวณ   



บทที่ 5 
 

บทสรุปและขอเสนอแนะ 
 
5.1 บทสรุป 

 
วิทยานิพนธนี้ไดแสดงวิธีการประยุกตใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมรวมกับระบบพิกัด

กระชับขอบเขต เพื่อใชในการศึกษาและวิเคราะหปญหาการนําความรอนทั้งในสภาวะอยูตัวและใน
สภาวะไมอยูตัวแบบสองมิติสําหรับรูปรางของโดเมนที่มีลักษณะซับซอน วิทยานิพนธนี้ไดแสดง
ใหเห็นวาพิกัดกระชับขอบเขตสามารถใชแกปญหาในรูปรางที่ซับซอนไดเปนอยางดี  
 

ขั้นตอนแรกในการวิเคราะหปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมคือการสรางกริด ซ่ึงได
กลาวรายละเอียดไวในบทที่ 2 โดยเบื้องตนไดกลาวถึงการแบงประเภทของกริดตามลักษณะของ 
กริดทั้งแบบ structured และแบบ unstructured ขอไดเปรียบและขอจํากัดของกริดแตละแบบ 
ทั้งนี้ เราไดเลือกใชกริดแบบ structured จึงไดกลาวถึงวิธีการสรางกริดแบบ structured วิธีตางๆ
โดยทั่วไปลักษณะของกริดที่ไดจากวิธีนั้น เพื่อใหสามารถเลือกวิธีการสรางกริดที่มีความเหมาะสม
กับปญหาที่นํามาวิเคราะห รวมทั้งคุณลักษณะตางๆของกริดที่ตองการ นอกจากนี้ไดกลาวถึงการ
สรางกริดวิธีตางๆโดยทั่วไป ทั้งนี้ ไดกลาวรายละเอียดของวิธีการสรางกริดดวยวิธีเชิงพีชคณิตและ
การสรางกริดดวยวิธีการแกสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกซ่ึงเปนวิธีที่ถูกเลือกนํามาใชใน
วิทยานิพนธนี้ โดยมีขั้นตอนคือ เร่ืมตนจะทําการกําหนดตําแหนงของจุดตางๆบนขอบของโดเมน
แลว จากนั้นจึงทําการประมาณคาในชวงเพื่อใหไดตําแหนงของจุดตางๆภายในโดเมนดวยวิธี TFI 

ซ่ึงตําแหนงของจุดตางๆนี้ถูกใชเปนกริดเริ่มตนใหกับกระบวนการสรางกริดแบบอิลิปติกซึ่งจะทํา
การปรับกริดใหสม่ําเสมอมากขึ้น ทั้งนี้การสรางกริดเริ่มตนกอนทําการปรับกริดดวยวิธีอิลิปติกนี้จะ
ทําใหกริดที่ไดกริดที่มีความสม่ําเสมอและมีระยะหางที่เหมาะสม สําหรับสมการครอบคลุมของการ
สรางกริดแบบอิลิปติกที่ถูกเลือกมาใชคือสมการปวซองสที่มีฟงกชันควบคุมชวยควบคุมการ
กระจายเสนกริดใหสม่ําเสมอ สําหรับการแกสมการครอบคลุมของการสรางกริดนี้ เบื้องตนไดทํา
การเปลี่ยนตัวแปรโดยใชกฎลูกโซ จากนั้นจึงทําการดิสครีไทซสมการเชิงอนุพันธที่เปนสมการ
ครอบคลุมของการสรางกริดดวย central differencing scheme เมื่อไดระบบสมการเชิงพีชคณิต
มาแลวจึงแกระบบสมการดวยวิธี SOR ซ่ึงไดผลเฉลยออกมาเปนตําแหนงของกริด 

 
หลังจากไดกริดที่เหมาะสมกับปญหาแลว ในบทที่ 3 จึงเปนการหาผลเฉลยของปญหาดวย

ดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมบนระบบพิกัดกระชับขอบเขต เบื้องตนของบทนี้เปนการพิสูจนเพื่อหา
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สมการครอบคลุมปญหาการนําความรอนจากกฎอนุรักษพลังงาน และไดแนะนําเกี่ยวกับหลักการ
และแนวคิดพื้นฐานของระบบพิกัดกระชับขอบเขตดวย จากนั้นจึงนําสมการครอบคลุมและเงื่อนไข
ขอบเขตที่ไดมาแปลงพิกัดจากพิกัดคารทีเซียนซึ่งมีตัวแปรอิสระคือ ),()( yxxi = ไปเปนพิกัด
กระชับขอบเขตมีตัวแปรอิสระคือ ),()( ηξξ =i โดยการใชกฎลูกโซ จากนั้นจึงทําการดิสครีไทซ
เพื่อแปลงสมการครอบคลุมซ่ึงเปนสมการเชิงอนุพันธไปเปนสมการเชิงพีชคณิตดวยระเบียบวิธีไฟ
ไนตวอลุม สุดทายจึงทําการแกระบบสมการเชิงพีชคณิตที่ไดดวยวิธี TDMA จะไดผลเฉลยเปน
อุณหภูมิที่จุดตางๆบนโดเมน  

 
สุดทาย ในบทที่ 4 เปนการนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้นมาตรวจสอบความถูกตอง

กับผลเฉลยแมนตรงหรือผลการคํานวณเชิงตัวเลขที่มีผูทํามากอนแลว โดยปญหาที่นํามาใชในการ
ตรวจสอบความถูกตองถูกแบงเปนสองสวนดวยกันคือปญหาการนําความรอนที่สภาวะอยูตัวและ
ปญหาการนําความรอนที่สภาวะไมอยูตัว ในสวนที่หนึ่งซ่ึงเปนปญหาการนําความรอนที่สภาวะอยู
ตัวมีทั้งหมด 5 กรณีศึกษาดวยกัน ไดแก การนําความรอนในแผนวงกลมที่ซอนกันแบบมีศูนยกลาง
รวมกัน การนําความรอนในแผนวงกลมที่ซอนกันแบบเยื้องศูนย การนําความรอนในแผนส่ีเหล่ียม
จัตุรัสที่วงกลมอยูขางใน การนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมผืนผาที่มีเงื่อนไขขอบเขตเปนฟงกชัน
ของซายน และการนําความรอนในแผนสามเหลี่ยมที่มีผลิตการความรอนภายใน จากการ
เปรียบเทียบผลลัพธจากโปรแกรมกับผลเฉลยแมนตรงหรือผลการคํานวณเชิงตัวเลขพบวาผลลัพธ
จากโปรแกรมมีความสอดคลองกันอยางดีกับผลเฉลยแมนตรงหรือผลการคํานวณเชิงตัวเลขแสดง
ใหเห็นวาโปรแกรมมีความถูกตองเปนที่นาพอใจ นอกจากนี้ยังทําการเปรียบเทียบผลกระทบของ
ฟงกชันควบคุมของกริดที่มีตอผลการคํานวณ พบวา กริดที่มีการควบคุมการกระจายเสนกริดจะ
ไดผลการคํานวณที่แมนยํากวากริดที่ไมมีฟงกชันควบคุม สําหรับในสวนที่สองซึ่งเปนปญหาการนํา
ความรอนที่สภาวะไมอยูตัว ทําการตรวจสอบโปรแกรมโดยใชปญหาซึ่งมีทั้งหมด 2 กรณีศึกษา
ดวยกัน ไดแก การนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมจัตุรัสและการนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมคางหมู
เจาะรูวงกลมที่สภาวะไมอยูตัว จากการเปรียบเทียบผลลัพธจากโปรแกรมกับผลเฉลยแมนตรง
สําหรับปญหาแรก พบวาผลลัพธจากโปรแกรมใกลเคียงกับผลเฉลยแมนตรงเปนที่นาพอใจ สวน
ปญหาที่สองซึ่งทําการเปรียบเทียบผลลัพธจากโปรแกรมกับผลการคํานวณเชิงตัวเลขที่มีผูทํามา
กอน พบวามีความคลาดเคลื่อนซึ่งเกิดมาจากการกําหนดคุณสมบัติตางๆในการคํานวณแตกตางกัน 

 
กลาวโดยสรุปไดวาวิทยานิพนธสามารถนําระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมไปประยุกตใชรวมกับ

ระบบพิกัดกระชับขอบเขตเพื่อใชในการวิเคราะหปญหาการนําความรอนทั้งสภาวะอยูตัวและไมอยู
ตัวสําหรับรูปรางของโดเมนที่มีลักษณะซับซอนไดอยางเหมาะสม 
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5.2 ขอเสนอแนะสําหรับงานวิจัยในอนาคต 
 

งานในวิทยานิพนธฉบับนี้ถือเปนงานวิจัยข้ันพื้นฐานในการประยุกตใชระบบพิกัดกระชับ
ขอบเขตเขากับระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเพื่อทําใหระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมสามารถใชวิเคราะห
ปญหาสําหรับโดเมนที่มีลักษณะซับซอนได ซ่ึงปญหาที่นํามาศึกษาและวิเคราะหคือปญหาการนํา
ความรอนสําหรับสองมิติเทานั้น ซ่ึงสามารถทําการพัฒนาเพิ่มเติมในดานตางๆได ดังนี้ 

 
1) พัฒนาโปรแกรมใหสามารถวิเคราะหปญหาการไหลได 
2) พัฒนาโปรแกรมใหสามารถวิเคราะหทั้งปญหาการนําความรอนและปญหาการไหล

สําหรับสามมิติได 
3) พัฒนาวิธีการสรางกริดใหสามารถปรับความละเอียดไดเองโดยใชผลเฉลยเปนตัว

ควบคุม (adaptive grids) 
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