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คําอธิบายสัญลักษณ 
        

a  คือ ความยาวของโครงสรางแผนในทิศทางแกน x 

ijA  คือ Laminate extensional stiffness 

b  คือ ความกวางของโครงสรางแผนในทิศทางแกน y 

ijB  คือ Laminate coupling stiffness 

ijD  คือ Laminate bending stiffness 

E  คือ คาโมดูลัสความยืดหยุน 

G  คือ คาโมดูลัสเฉือน 

h  คือ ความหนาของแผนบาง 

xκ  คือ คาความโคงของระนาบกึ่งกลางบนระนาบ x-z 

yκ  คือ คาความโคงของระนาบกึ่งกลางบนระนาบ y-z 

xyκ  คือ คาความโคงบิดของการโกงตัวนอกระนาบของระนาบกึ่งกลาง 

crK  คือ คาภาระการโกงงอแบบไรหนวย 

nM     คือ โมเมนตตลอดความยาวของขอบที่ยึดในแนวแกน n 

ntM   คือ โมเมนตดัดตลอดความยาวของขอบที่ยึดบนระนาบ n-t 

xM   คือ โมเมนตลัพธที่เกิดจากความเคนตั้งฉากในแนวแกน x 

yM   คือ โมเมนตลัพธที่เกิดจากความเคนตั้งฉากในแนวแกน y 

xyM   คือ โมเมนตลัพธที่เกิดจากความเคนเฉือนบนระนาบ x-y 

xN   คือ แรงลัพธที่เกิดจากความเคนตั้งฉากในแนวแกน x  

yN   คือ แรงลัพธที่เกิดจากความเคนตั้งฉากในแนวแกน y  

xyN   คือ แรงลัพธที่เกิดจากความเคนเฉือนบนระนาบ x-y  
cr
xN   คือ คาภาระการโกงงอในระบบพิกัด x-y  (kN/m) 

P   คือ อัตราสวนระหวางภาระในแนวแกน y  และภาระในแนวแกน x  ( /y xN N ) 

nQ    คือ แรงเฉือนในแนวดิ่งตลอดความยาวของขอบที่ยึดในแนวแกน n 

xQ    คือ แรงเฉือนในแนวดิ่งตลอดความยาวของขอบที่ยึดในแนวแกน x 

Q⎡ ⎤⎣ ⎦   คือ Transformed reduced stiffness matrix 

R   คือ สัดสวนของชิน้งาน (a/b) 

xS   คือ คาภาระการโกงงอในระบบพิกัด ξ η−  (kN/m) 

yS      คือ ภาระดึงหรือภาระกดในแนวแกน η  

t  คือ ความหนาของชั้นลามินา 
u   คือ การเคลื่อนที่ในแนวแกน x  
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U   คือ พลังงานความเครียนในวัสดยุืดหยุน 

v   คือ การเคลื่อนที่ในแนวแกน y  

V   คือ พลังงานศักยทีเ่กิดขึ้นเนื่องจากภาระในแนวระนาบ 

w   คือ การเคลื่อนที่ในแนวแกน z 

( , )w x y    คือ ฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบบนระนาบ  x-y  
( , )w ξ η    คือ ฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบบนระนาบ ξ η−  

( )X x  คือ ฟงกชันของ x ที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตที่ตําแหนง 0x = และ x a=  

( )X ξ  คือ ฟงกชันของ ξ  ที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตที่ตําแหนง 0ξ = และ 1ξ =  
( )Y y  คือ ฟงกชันของ y ที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตที่ตําแหนง 0y = และ y b=  

( )Y η  คือ ฟงกชันของ η ที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตที่ตําแหนง 0η = และ 1η =  

Π  คือ คาพลังงานศักยรวมที่เกิดขึ้นบนแผนบาง 
α  คือ มุมเอียงของแผนบางเทียบกนัแกน x 

xyγ   คือ ความเครียดเฉือนบนระนาบ x-y 

xε   คือ  ความเครียดตั้งฉากในทิศ x 

yε   คือ  ความเครียดตั้งฉากในทิศ y 

θ  คือ มุมการวางตวัของเสนใยในแผนคอมโพสิตเทียบกนัแกน x 

12ν  คือ คาอัตราสวนปวรซอง 

xσ  คือ ความเคนในแนวแกน x  

yσ   คือ ความเคนในแนวแกน y  

xyτ   คือ ความเคนเฉือนบนระนาบ x-y 
 

 
 
 
 
 

 



บทที ่1 
 

บทนํา 
 
1.1  ความสําคัญและที่มาของวิทยานิพนธ 

 
 งานโครงสรางทางวิศวกรรมในปจจุบันหลายประเภทมีสวนประกอบของโครงสราง
แผนบาง (Thin plate) ตัวอยางเชน ชิ้นสวนประกอบของยานยนต เรือ หรือโครงสรางในงานทาง
อากาศยาน  ชิ้นสวนดังกลาวมักจะเกิดปญหาความเสียหายเนื่องจากเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปรางไป
จากเดิม  ซ่ึงรูปรางที่เปล่ียนแปลงไปอาจไมไดเกิดขึ้นเนื่องจากความเคน (Stress) มีคามากกวา
คุณสมบัติทางกลของวัสดุที่จะทนรับไดเพียงอยางเดียว  แตอาจจะเกิดจากโครงสรางเหลานั้นไมได
อยูในสภาวะที่มีเสถียรภาพ (Stability)  จึงสงผลใหชิ้นงานเกิดการโกงงอ (Buckling) โดยภาระที่
ทําใหเร่ิมมีการเปลี่ยนแปลงรูปรางนี้เรียกวาภาระโกงงอ (Buckling load) หรือภาระวิกฤต ิ
(Critical load) 
 การออกแบบงานทางดานวิศวกรรมบางประเภทมีความจําเปนที่จะตองใชวัสดุที่มี
น้ําหนักเบาและมีความแข็งแรงมากมาใชเปนสวนประกอบ   ซ่ึงวัสดุที่จะตอบสนองความตองการ
ดังกลาวไดก็คือ วัสดุคอมโพสิต (Composite material) [1] อยางไรก็ตามการออกแบบวัสดุคอม
โพสิตมีความซับซอน เนื่องจากคุณสมบัติทางกลของวัสดุคอมโพสิตเปนแบบแอนไอโซโทรปค 
(Anisotropic)  คาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางแบบลามิเนตสมมาตรที่มีการวางตัวของ
เสนใยแบบ  0° หรือ 90°  ภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบงาย (Simple support, S) ทั้งส่ี
ดาน  สามารถหาคําตอบไดจากผลเฉลยแมนตรงในเอกสารอางอิง [1,2]  แตในกรณีที่ดานใดดาน
หนึ่งหรือหลายๆ ดานมีการจับยึดชิ้นงานแบบยึดแนน (Clamped support, C) หรือปลอยอิสระ 
(Free edge, F)  รวมอยูดวยหรือมีการวางตัวของเสนใยในมุมใดๆ  ก็จะไมสามารถที่จะหาคาภาระ
การโกงงอไดในรูปผลเฉลยแมนตรง  แตจะตองใชวิธีการเชิงตัวเลขหรือวิธีการทดลองในการ
แกปญหา  แตทั้งวิธีการเชิงตัวเลขหรือวิธีการทดลองตางก็มีขอดีและขอดอยที่แตกตางกัน โดยที่
วิธีการทดลองมีขอดีก็คือสามารถหาคาภาระการโกงงอของชิ้นงานจริงที่มีความไมสมบูรณรวมอยู
ดวย  แตขอดอยก็คือถาตองการหาคาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิตที่มีขนาดใหญหรือเล็ก
มากๆ จะทําไดยาก  เนื่องจากจะตองเสียคาใชจายสูงและใชเวลามากในการเตรียมการทดลอง  สวน
ขอดีของวิธีการเชิงตัวเลขก็คือสามารถหาคาภาระการโกงงอของโครงสรางที่ไมมีผลเฉลยแมนตรง
ได  แตขอดอยก็คือจะตองหาฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบ (Out-of-plane displacement) ที่
สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตดังกลาว  และวิธีนี้อาจจะไมสามารถจําลองพฤติกรรมของชิ้นงานได
อยางสมบูรณ   
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ดังนั้นวิทยานิพนธนี้จึงหาคาฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่สอดคลองกับเงื่อนไข
ขอบเขตแบบตางๆ เพื่อนําไปสูการศึกษาพฤติกรรมการโกงงอ  การหาคาภาระการโกงงอ  และ
โหมดการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมผืนผาและรูปส่ีเหล่ียมดานขนานแบบลามิเนต
สมมาตรที่มีการวางตัวของเสนใยในมุมใดๆ ภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดชิ้นงานผสมกัน
ระหวางการจับยึดแบบงาย  แบบยึดแนน  หรือปลอยอิสระ  ดวยวิธีการเชิงตัวเลข 
 
1.2  วัตถุประสงคของวิทยานิพนธ 
 
 วิทยานิพนธนี้มีวัตถุประสงคในการศึกษาพฤติกรรมการโกงงอ  ซ่ึงรวมถึงคาภาระการ
โกงงอและโหมดการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมผืนผาและรูปสี่เหล่ียมดานขนาน
แบบลามิเนตสมมาตรที่รับภาระทั้งแบบแกนเดียวและแบบสองแกน  โดยใชฟงกชันการเคลื่อนที่
นอกระนาบที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตในกรณีที่ดานใดดานหนึ่งหรือหลายๆ ดานมีการจับยึด
ที่ขอบเขตผสมกันระหวางการจับยึดแบบงาย  แบบยึดแนน  หรือปลอยอิสระ  นองจากนี้ยังจะศึกษา
ผลของการเปลี่ยนแปลงขนาดสัดสวนของชิ้นงาน  ภาระดึงตามแนวขวาง  มุมเอียงของแผนบาง  
และองศาการวางตัวของเสนใย  ที่มีตอพฤติกรรมการโกงงอของแผนคอมโพสิตบาง 
 
1.3  ขอบเขตของวิทยานิพนธ 
 
 วิทยานิพนธนี้มีขอบเขตโดยสังเขปคือหาคาฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่โหมดการ
โกงงอโหมดตางๆ จากการแกปญหาการโกงงอโดยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช (Kantorovich) ซ่ึง
เปนระเบียบวิธีที่ใชไดกับโครงสรางแผนบางรูปสี่เหล่ียมผืนผาที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ 0° 
หรือ 90° เทานั้น แตสามารถใชแกปญหาที่มีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดชิ้นงานผสมกันระหวางการ
จับยึดแบบงาย แบบยึดแนน หรือปลอยอิสระ  โดยนําฟงกชันที่ไดมาใชเปนฟงกชันการเคลื่อนที่
นอกระนาบพื้นฐานสําหรับการแกปญหาการโกงงอโดยระเบียบวิธีริทซ (Ritz Method) เพื่อศึกษา
ผลกระทบของขนาดสัดสวนของชิ้นงาน  มุมเอียงของแผนบาง  ภาระดึงตามแนวขวาง  และองศา
การวางตัวของเสนใยที่มีผลตอพฤติกรรมการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมผืนผาและ
รูปส่ีเหล่ียมดานขนานที่รับภาระทั้งแบบแกนเดียวและแบบสองแกน  ภายใตสมมุติฐานของแผนลา
มิเนตเปนแผนลามิเนตบางและเปนแบบแผนลามิเนตแบบสมมาตรที่มกีารวางตัวของเสนใยในมุม
องศาใดๆ ขนาดสัดสวนของชิ้นงาน (Aspect Ratio) ทั้งหมดหาสัดสวนคือ 1, 1.5, 2, 2.5 และ 3  
ภายใตเงื่อนไขขอบเขตในกรณีที่ดานใดดานหนึ่งหรือหลายๆ ดานมีการจับยึดชิ้นงานผสมกัน
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ระหวางการจับยึดแบบงาย  แบบยึดแนน  หรือปลอยอิสระทั้งหมดแปดแบบคือ CCCC, CCCF, 

SCSF, CFCF, CSSC, SSCC, CFSC และ SCSC 
 
1.4   เนื้อหาโดยรวมของวิทยานิพนธ 
 

วิทยานิพนธนี้ประกอบดวยเนื้อหา 7 บทและภาคผนวก 2 บท โดยมีลําดับเนื้อหาและ
รายละเอียดโดยสรุปไดดังนี้  

บทที่ 1  กลาวถึงความสําคัญ  ที่มาของปญหา  การประยุกตความรูในการศึกษาเพื่อศึกษา
พฤติกรรมการโกงงอ  ขอบเขตและวัตถุประสงคของวิทยานิพนธ  เนื้อหาโดยรวมของวิทยานิพนธ  
สวนของงานวิจัยในอดีตที่เกี่ยวของกับวิทยานิพนธนี้แสดงอยูในบทที่ 2 โดยแบงเปนสามสวนคือ  
สวนแรกเปนงานวิจัยเกี่ยวกับปญหาการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมผืนผา  สวนที่
สองเปนงานวิจัยเกี่ยวกับการศึกษาพฤติกรรมการโกงงอและหาคาภาระการโกงงอโดยการแกปญหา
การโกงงอโดยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช  และในสวนสุดทายเปนงานวิจัยเกี่ยวกับปญหาการโกงงอ
ของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมดานขนาน  
 สวนทฤษฎีพื้นฐานที่มีความสําคัญสําหรับการแกปญหาการโกงงอที่นํามาใชใน
วิทยานิพนธนี้รวมอยูในบทที่ 3 และบทที่ 4  โดยบทที่ 3 กลาวถึงพื้นฐานเกี่ยวกับวัสดุคอมโพสิต 
ความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียดของแผนคอมโพสิตในระบบพิกัดรวม รวมถึง
ทฤษฎีพื้นฐานเกี่ยวกับแผนลามิเนตบาง สมการการเคลื่อนที่ในแกนตางๆ  ความสัมพันธระหวาง
แรงลัพธและโมเมนตลัพธกับความเครียดและคาความโคงของแผนคอมโพสิตซึ่งจะนําไปใชเพื่อหา
สมการครอบคลุมเชิงอนุพันธที่ใชในการหาคาภาระการโกงงอ  และบทที่ 4  แสดงวิธีการและ
ตัวอยางการหาคาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมผืนผาแบบแผนลามิเนตแบบ
สมมาตรดวยระเบียบวิธีริทซและระเบียบวิธีแคนโทโรวิช   
 บทที่ 5 และบทที่ 6 แสดงผลลัพธที่ไดจากการศึกษาพฤติกรรมการโกงงอสําหรับแผน
คอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมผืนผาและรูปส่ีเหล่ียมดานขนานตามลําดับ โดยบทที่ 5 เปนการวิเคราะห
การโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมผืนผาโดยเริ่มจากรายละเอียดของแผนคอมโพสิตบาง
รูปส่ีเหล่ียมผืนผาที่ศึกษา  การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้น
สําหรับการแกปญหาการโกงงอดวยระเบียบวิธีริทซและระเบียบวิธีแคนโทโรวิช รวมถึงผลลัพธที่
ไดจากการศึกษาผลกระทบของขนาดสัดสวนของชิ้นงาน  ภาระดึงตามแนวขวาง  และองศาการ
วางตัวของเสนใยที่มีผลตอพฤติกรรมการโกงงอและคาภาระการโกงงอภายใตเงื่อนไขขอบเขตการ
จับยึดแบบตางๆ  ในบทที่ 6  เปนการวิเคราะหการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมดาน
ขนาน  การแกปญหาการโกงงอสําหรับแผนบางรูปสี่เหล่ียมดานขนานโดยการแปลงไปเปนแผน
บางรูปส่ีเหล่ียมจัตุรัส  การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรประดิษฐขึ้นสําหรับ
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แผนบางรูปสี่เหล่ียมดานขนาน  การศึกษาขอจํากัดของฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่นําเสนอ  
รวมถึงผลลัพธที่ไดจากการศึกษาผลกระทบของขนาดของชิ้นงาน  มุมเอียงของแผนบาง  ภาระดึง
ตามแนวขวาง  และองศาการวางตัวของเสนใยที่มีผลตอพฤติกรรมการโกงงอและคาภาระการโกง
งอภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดชิ้นงานแบบยึดแนนทั้งสี่ดาน   
 บทสุดทายคือบทที่ 7  เปนการสรุปผลที่ไดจากการศึกษาทั้งหมดรวมถึงประโยชนที่ได
และขอเสนอแนะสําหรับงานวิจัยในอนาคต  สวนภาคผนวกประกอบดวยภาคผนวก ก ภาคผนวก ข  
และภาคผนวก ค  โดยภาคผนวก ก แสดงรายละเอียดโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ใชคํานวณหาคาภาระ
การโกงงอและรูปรางโหมดการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมผืนผาและรูปสี่เหล่ียม
ดานขนาน  สวนภาคผนวก ข แสดงคาฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่ไดจากระเบียบวิธีแคนโท
โรวิชในทุกกรณีเงื่อนไขขอบเขตที่ศึกษา และภาคผนวก ค  แสดงบทความที่ไดรับการตีพิมพ  ซ่ึงมี
เนื้อหาเกี่ยวของกับวิทยานิพนธนี ้ 



บทที ่2 
 

ปรทิัศนวรรณกรรม 
  
 วิทยานิพนธนี้มีสวนเกี่ยวของกับเนื้อหาสาระในสามหัวขอหลักคือ การแกปญหาการโกงงอ
ของโครงสรางแผนบางรูปสี่เหลี่ยมผืนผา  การหาคาฟงกชันการเคลื่อนท่ีนอกระนาบที่สอดคลองกับ
เง่ือนไขขอบเขตแบบตางๆ โดยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช และการแกปญหาการโกงงอของโครงสราง
แผนบางรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน  ดังนั้นเนื้อหาในบทนี้จะกลาวถึงงานวิจัยในอดีตที่มีเนื้อหาเกี่ยวของกับ
วิทยานิพนธนี้  โดยแบงงานวิจัยออกไดเปนสามสวนคือ สวนแรกเปนงานวิจัยที่เกี่ยวของกับการศึกษา
พฤติกรรมการโกงงอและหาคาภาระการโกงงอของโครงสรางแผนบางรูปสี่เหลี่ยมผืนผาโดยวิธีการ
ตางๆ  สวนที่สองเปนงานวิจัยที่เกี่ยวของกับการศึกษาพฤติกรรมการโกงงอและการหาคาภาระการโกง
งอจากการแกปญหาการโกงงอโดยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช  และสวนท่ีสามเปนงานวิจัยที่เกี่ยวของกับ
การศึกษาพฤติกรรมการโกงงอของโครงสรางแผนบางรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน  
 
2.1  งานวจิัยท่ีเกีย่วของกับปญหาการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูปส่ีเหลี่ยมผืนผา 
 
 จากอดีตที่ผานมามีงานวิจัยที่เกี่ยวของกับการศึกษาพฤติกรรมการโกงงอและการหาคาภาระ
การโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหลี่ยมผืนผาอยางกวางขวาง  วิธีการหาคาภาระการโกงงอ
สามารถทําไดโดยหลายวิธีไดแก  วิธีการทดลอง  (Experimental  Method) วิธีการวิ เคราะห 
(Analytical  Method)  และวิธีการเชิงตัวเลข (Numerical  Method) โดยแตละวิธีตางก็มีขอเดนและ
ขอดอยท่ีแตกตางกัน  การศึกษาหาคาภาระการโกงงอสําหรับปญหาพื้นฐานเปนการเปรยีบเทยีบคาภาระ
การโกงงอที่ไดจากการทดลองกับคาภาระการโกงงอที่ไดจากการคํานวณทางคณิตศาสตรภายใตการจับ
ยึดแบบงายทั้งสี่ดาน (SSSS) เนื่องจากการจับยึดแบบนี้สามารถทํานายคาภาระการโกงงอไดจากผล
เฉลยแมนตรง   ตอมาภายหลังก็มีการนําเสนอคาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูป
สี่เหลี่ยมผืนผาภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบอื่นๆ โดยเฉพาะการจับยึดแบบยึดแนน 
 ผูวิจัยไดศึกษาเนื้อหาและทฤษฎีพื้นฐานที่เกี่ยวของกับการศึกษานี้จากหนังสือของ Gibson 

[1]  ซึ่งกลาวถึงทฤษฎีพ้ืนฐานของวัสดุคอมโพสิต  ความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียดใน
แตละชั้นของแผนคอมโพสิต ความสัมพันธระหวางภาระกระทําและโมเมนตกับความเครียดและคา
ความโคงของแผนคอมโพสิต ปญหาการโกงงอ วิธีการคํานวณหาคาภาระการโกงงอและโหมดของการ
โกงงอของแผนคอมโพสิต  และหนังสือของ  Iyengar [2]  แสดงวิธีการคํานวณหาคาภาระการโกงงอ
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และโหมดการโกงงอของแผนคอมโพสิตที่เกิดจากภาระที่กระทําในแนวแกนเดียวและสองแกนจากผล
เฉลยแมนตรงและระเบียบวิธีริทซ  
 งานวิจัยที่เกี่ยวของกับวิทยานิพนธนี้ท่ีเปนที่ยอมรับและถูกใชอางอิงในงานวิจัยที่เกี่ยวกับ
ปญหาการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางอยางกวางขวางจากอดีตจนถึงปจจุบันสามารถรวบรวมโดย
สรุปไดตามลําดับดังนี้  เริ่มจากในป 1994 Chai [3]  นําเสนอผลการศึกษาพฤติกรรมการโกงงอและคา
ภาระการโกงงอของโครงสรางแผนบางรูปสี่เหลี่ยมผืนผาดวยวิธีการเชิงตัวเลข โดยแผนบางที่ศึกษามี
คุณสมบัติทางกลของวัสดุคอมโพสิตที่มีลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบตางๆ  ที่ความหนาของแผน
แตกตางกัน  โดยพิจารณาภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดตางกันสามแบบคือเงื่อนไขขอบเขตการจับ
ยึดแบบงายทั้งสี่ดาน  การจับยึดแบบยึดแนนทั้งสี่ดาน (CCCC) และการจับยึดแบบยึดแนนสองดานคือ
ดานที่รับภาระรวมกับการจับยึดแบบงายอีกสองดาน (CSCS)  ในการศึกษานี้ใชวิธีการเชิงตัวเลขที่
เรียกวาระเบียบวิธีริทซในการคํานวณทางคณิตศาสตรและใชจํานวนพจนในการคํานวณเทากับ 144 
พจน  ซ่ึงการศึกษานี้ไดแยกกรณีศึกษาตามลักษณะเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบงออกไดเปนสองสวน
คือ สวนแรกศึกษาแผนคอมโพสิตที่มีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบงายทั้งส่ีดานโดยมีภาระกดกระทํา
กับแผนคอมโพสิตท้ังแบบแกนเดียวและแบบสองแกน ในสวนนี้ไดนําคาภาระการโกงงอที่หาไดจาก
ระเบียบวิธีริทซเปรียบเทียบกับคาภาระการโกงงอที่ไดจากผลเฉลยแมนตรงเพื่อศึกษาวาจํานวนชั้นของ
แผนคอมโพสิตมีผลตอการหาคาภาระการโกงงอโดยใชระเบียบวิธีริทซอยางไร โดยศึกษาแผนคอมโพ
สิตเปนแผนลามิเนตแบบไมสมมาตรและมีการวางตัวของเสนใยในมุมใดๆ (Antisymetric angle-

ply) ที่ประกอบดวยจํานวนชั้นลามินาตางกันสามแบบคือ 2 ชั้น 6 ช้ัน และ 20 ชั้น และมีมุมการวางตัว
ของเสนใยตางกัน 18  มุม โดยเริ่มจาก θ  = 0o ถึง 90o  โดยเพิ่มมุมทีละ5o  ผลการศึกษาพบวาคาภาระ
การโกงงอท่ีไดจากระเบียบวิธีริทซเทียบกับผลเฉลยแมนตรงมีคาคอนขางตางกันสําหรับแผนคอมโพ
สิตที่ประกอบดวยจํานวนชั้นลามินา 2 ช้ัน แตใหคาคอนขางตรงกันสําหรับแผนคอมโพสิตที่
ประกอบดวยจํานวนชั้นลามินา 6 ช้ัน และ 20 ช้ัน  ทั้งแบบที่มีภาระกดกระทํากับแผนคอมโพสิตแบบ
แกนเดียวและแบบสองแกน  ในสวนท่ีสองศึกษาแผนคอมโพสิตท่ีมีเง่ือนไขขอบเขตการจับยึดแบบ
ยึดแนนทั้งสี่ดานและเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบยึดแนนสองดานคือดานที่รับภาระรวมกับการจับ
ยึดแบบงายอีกสองดาน โดยมีภาระกดกระทําในแนวแกนเดียว  โดยนําคาภาระการโกงงอที่หาไดจาก
ระเบียบวิธีริทซรวมกับฟงกชันซายนเปนฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบและใชจํานวนพจนในการ
คํานวณเทากับ 144 พจน  เมื่อเปรียบเทียบกับคาภาระการโกงงอที่มีอยูจากการทดลองที่มีในอดีตของ 
Ashton และ Love [4]  พบวาเปอรเซ็นตความแตกตางคาภาระการโกงงอท่ีไดจากทั้งสองวิธีอยูในชวง 
- 0.21 ถึง + 0.15 เปอรเซ็นต    
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 ในป 1999  งานวิจัยของ  Tuttle et al. [5]  นําเสนอผลการศึกษาพฤติกรรมการโกงงอและ
คาภาระการโกงงอของโครงสรางแผนบางรูปสี่เหลี่ยมผืนผาดวยวิธีการทดลอง โดยแผนบางที่ใชในการ
ทดลองมีคุณสมบัติทางกลของวัสดุคอมโพสิตท่ีมีลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยตางกันสี่แบบคือ [0]8,  

[0/90]2S, [45]8 และ [±45]2S  และสัดสวนของชิ้นงานขนาดตางๆ กันสามขนาดคือ 1, 1.5 และ 2  
โดยทําการทดลองภายใตเง่ือนไขขอบเขตการจับยึดแบบงายทั้งสี่ดาน  และมีภาระที่กระทํากับแผน
ช้ินงานมีลักษณะสองทิศทางตั้งฉากซึ่งกันและกัน  การโกงงอเกิดขึ้นเนื่องจากภาระกดที่กระทําใน
ทิศทางแนวขวางในขณะที่ภาระดึงที่กระทํากับแผนชิ้นงานมีคาคงท่ีและกระทําในแนวตั้ง  จากนั้นเขียน
กราฟความสัมพันธระหวางภาระกระทําในแนวระนาบและระยะการเคลื่อนที่นอกระนาบเพื่อหาคา
ภาระการโกงงอ  แลวนําคาภาระการโกงงอและจํานวนโหมดการโกงงอที่ไดจากการทดลองมา
เปรียบเทียบกับคาภาระการโกงงอและจํานวนโหมดการโกงงอจากการคํานวณดวยวิธกีารเชงิตวัเลขโดย
ใชระเบียบวิธี Galerkin  ผลการเปรียบเทียบคาภาระการโกงงอที่ไดจากการทดลองทั้งหมด 49  การ
ทดลองกับคาภาระการโกงงอจากการคํานวณดวยวิธีการเชิงตัวเลขพบวามีความคลาดเคลื่อนเฉลี่ย
เทากับ 1.61 เปอรเซ็นต โดยมีสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานเทากับ 15.4 เปอรเซ็นต  สวนการเปรียบเทียบ
โหมดการโกงงอที่ไดจากการทดลองทั้งหมด 51  การทดลองพบวามีเพียงกรณีเดียวที่มโีหมดการโกงงอ
ไมเทากัน  ซึ่งสันนิษฐานวา เปนผลมาจากความไมสมบูรณทั้งจากแผนคอมโพสิต ภาระกระทาํ และการ
จําลองเงื่อนไขขอบเขตในการทดลอง 
 ในป 2004 งานวิจัยของ Darvizeh et al.  [6]  นําเสนอผลการศึกษาคาภาระการโกงงอของ
โครงสรางแผนบางรูปสี่ เหลี่ยมผืนผาดวยการคํานวณทางคณิตศาสตรโดยใชวิธี Generalized 

differential quadrature rule (GDQR) โดยแผนบางที่ศึกษามีคุณสมบัติทางกลของวัสดุคอมโพสิต
ตางกันสองแบบคือแผนคอมโพสิตเปนแผนลามิเนตแบบไมสมมาตรและมีการวางตัวของเสนใยในมุม
ใดๆ  และแผนคอมโพสิตเปนแผนลามิเนตแบบสมมาตรและมีการวางตัวของเสนใยในมุมใดๆ 
(Symmetric angle-ply)  โดยแยกกรณีศึกษาตามลักษณะเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบงออกไดเปน
สองสวนคือ สวนแรกศึกษาแผนคอมโพสิตเปนแผนลามิเนตแบบไมสมมาตรและมีการวางตัวของเสน
ใยในมุมใดๆ  ภายใตเง่ือนไขขอบเขตการจับยึดแบบงายทั้งสี่ดานโดยมีภาระกดกระทํากับแผนคอมโพ
สิตท้ังแบบแกนเดียวและแบบสองแกน ในสวนนี้ไดนําคาภาระการโกงงอที่หาไดโดยการใชวธิี GDQR 
เปรียบเทียบกับคาภาระการโกงงอที่หาไดโดยใชระเบียบวิธีริทซและที่ไดจากผลเฉลยแมนตรง ผลการ
เปรียบเทียบพบวาคาภาระการโกงงอที่ไดมีคาใกลเคียงกันท้ังสามวิธี  ในสวนที่สองศึกษาแผนคอมโพ
สิตเปนแผนลามิเนตแบบสมมาตรและมีการวางตัวของเสนใยในมุมใดๆ ภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับ
ยึดแบบยดึแนนท้ังสี่ดานโดยมีภาระกดกระทําในแนวแกนเดียว ในสวนนี้ไดนําคาภาระการโกงงอท่ีหา
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ไดเปรียบเทียบกับคาภาระการโกงงอที่มีอยูจากการศึกษาของ Chai  [3]  ที่ไดจากการคํานวณทาง
คณิตศาสตรโดยใชระเบียบวิธีริทซซึ่งใชจํานวนพจนสมการการเคลื่อนที่นอกระนาบที่ใชในการ
คํานวณเทากับ 144 พจน  ผลการเปรียบเทียบพบวาคาภาระการโกงงอท่ีไดมีคาใกลเคียงกัน 
 จากงานวิจัยที่มีในอดีตพบวาการหาคาภาระการโกงงอของโครงสรางแผนบางรูป
สี่เหลี่ยมผืนผาดวยวิธีการเชิงตัวเลขโดยใชระเบียบวิธีริทซรวมกับฟงกชันการเคลื่อนท่ีนอกระนาบใน
รูปของฟงกชันซายน  สามารถหาคาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิตที่มีการวางตัวของเสนใยในมุม
ใดๆ ได  แตใชไดกับแผนคอมโพสิตที่มีเง่ือนไขขอบเขตการจับยึดสามกรณีเทานั้นคือ กรณีที่มีการจับ
ยึดแบบงายท้ังสี่ดาน  กรณีที่มีการจับยึดแบบยึดแนนทั้งส่ีดาน  และกรณีที่มีการจับยึดแบบยึดแนนสอง
ดานคือดานที่รับภาระรวมกับการจับยึดแบบงายอีกสองดาน  แตในกรณีที่เง่ือนไขขอบเขตมีดานใดดาน
หนึ่งหรือหลายๆ ดานปลอยอิสระรวมอยูดวยหรือแบบอื่นๆ ไมสามารถหาคาภาระการโกงงอไดดวย
วิธีการดังกลาว  และพบวาคาภาระการโกงงอที่ไดจากการทดลองมีคาแตกตางจากคาภาระการโกงงอที่
ไดจากการคํานวณเชิงตัวเลขอยูบาง  ส่ิงที่ทําใหคาภาระการโกงงอทั้งสองวิธีไมตรงกันเปนผลจากความ
ไมสมบูรณตางๆ ในการทดลองทั้งความไมสมบูรณของชิ้นทดลอง ความไมสมบูรณของภาระกระทํา
รวมถึงความไมสมบูรณของเงื่อนไขขอบเขต 

 

2.2  งานวจิัยที่เกี่ยวของกับการแกปญหาการโกงงอโดยระเบียบวธิแีคนโทโรวชิ 
 
 การหาคาภาระการโกงงอดวยวิธีการเชิงตัวเลขจากงานวิจัยท่ีผานมาพบวาเปนวิธีที่งายและ
สะดวกที่สุดแตยังมีขอจํากัดคือไมสามารถหาคาภาระการโกงงอของโครงสรางแผนบางรูป
สี่เหลี่ยมผืนผากรณีที่เงื่อนไขขอบเขตมีดานใดดานหนึ่งหรือหลายๆ ดานปลอยอิสระรวมอยูดวย  ดวย
เหตุนี้จึงมีการนําวิธีการแกปญหาการโกงงอโดยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชมาใชในการหาคาภาระการโกง
งอในกรณีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบตางๆ หลายๆ แบบนอกเหนือจากกรณีการจับยึดที่มีการศึกษา
มากอนหนาน้ีทั้งสามกรณีจากงานวิจัยของ Chai [3]   
 ในป 2006 งานวิจัยของ Ungbhakorn และ Singhatanadgid [7] นําเสนอผลการศึกษาคา
ภาระการโกงงอของโครงสรางแผนบางรูปสี่เหลี่ยมผืนผาจากการแกปญหาการโกงงอโดยระเบียบวิธี
แคนโทโรวิช  โดยแผนบางที่ศึกษามีคุณสมบัติทางกลของวัสดุคอมโพสิตท่ีมีการวางตัวของเสนใยแบบ  
0o หรือ 90o  เทานั้น  พิจารณาภายใตเง่ือนไขขอบเขตกรณีท่ีดานใดดานหนึ่งหรือหลายๆ ดานมีการจับ
ช้ินงานผสมกันระหวางการจับยึดแบบงาย แบบยึดแนน หรือปลอยอิสระแตกตางกันเจ็ดแบบคือ 
CCCC, CSCS, SSSF, SCSF, SCSC, CCCF และ CSSC ภายใตภาระกดกระทําในแนวแกนเดียว  
สําหรับกรณีเง่ือนไขขอบเขตการจับยึดแบบ CCCC และ CSCS งานวิจัยดังกลาวไดนําคาภาระการโกง
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งอท่ีหาไดเปรียบเทียบกับคาภาระการโกงงอจากการคํานวณทางคณิตศาสตรโดยระเบยีบวธิรีทิซรวมกบั
ฟงกชันซายนเปนฟงกชันการเคลื่อนท่ีและใชจํานวนพจนในการคํานวณเทากับ 144 พจนจากงานวิจัย
ของ Chai [3]  ผลการเปรียบเทียบพบวาเปอรเซ็นตความแตกตางของคาภาระการโกงงอที่ไดจากทั้ง
สองวิธีอยูในชวง 0.55 ถึง 0.60 เปอรเซ็นต  นอกจากนี้ไดนําผลการศึกษากรณีเงื่อนไขขอบเขตการจับ
ยึดแบบ SSSF, SCSF และ SCSC ไปเปรียบเทียบกับคาภาระการโกงงอจากวิธี Levy Solution [8] 

ผลการเปรียบเทียบพบวาเปอรเซ็นตความแตกตางคาภาระการโกงงอท่ีไดจากทั้งสองวิธีคือ 0.01 
เปอรเซ็นต  นอกจากนั้นการศึกษานี้ไดนําเสนอคาภาระการโกงงอสําหรับกรณีเงื่อนไขขอบเขตการจับ
ยึดสองแบบคือ  CCCF และ CSSC   

 ผลจากการศึกษาของ Ungbhakorn และ Singhatanadgid [7] แสดงใหเห็นวาการหาคา
ภาระการโกงงอโดยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชใชไดกับโครงสรางแผนบางรูปส่ีเหลี่ยมผืนผาที่มีการ
วางตัวของเสนใยแบบ 0o หรือ 90o  เทาน้ัน  แตสามารถใชไดกับเง่ือนไขขอบเขตการจับยึดชิ้นงานผสม
กันระหวางการจับยึดแบบงาย แบบยึดแนน หรือปลอยอิสระ โดยคาภาระการโกงงอไดจากการใช
ฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่สอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขตเพียงพจนเดียว   
 
2.3  งานวจิัยท่ีเกีย่วของกับปญหาการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูปส่ีเหลี่ยมดานขนาน 
 
 ในวิทยานิพนธน้ีมีสวนหนึ่งที่เปนการหาคาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูป
สี่เหลี่ยมดานขนาน  ซ่ึงในหัวขอยอยน้ีจะกลาวถึงงานวิจัยในอดีตที่เกี่ยวของกับการโกงงอของ
โครงสรางแผนบางรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน 
 ในป 1971 Durvasula [9] นําเสนอผลการศึกษาคาภาระการโกงงอของโครงสรางแผนบาง
รูปสี่เหลี่ยมดานขนานดวยวิธีการเชิงตัวเลข  โดยแผนบางที่ศึกษามีคุณสมบัติทางกลของวัสดุเปนแบบ
ไอโซโทรปค (Isotropic) มีมุมเอียงของแผนทํามุมตางกันสามมุมคือ 45o , 60o  และ 75o  และมีขนาด
สัดสวนของชิ้นงานตางกันท้ังหมดสี่สัดสวนคือ 0.5, 1, 1.5 และ 2  พิจารณาภายใตเงื่อนไขขอบเขตการ
จับยึดแบบงายท้ังสี่ดานโดยมีภาระกดกระทําในแนวแกนเดียว  ในสวนวิธีการเชิงตัวเลขใชระเบียบวิธี
ริทซรวมกับฟงกชัน Double Fourier sine series เปนฟงกชันการเคลื่อนท่ีนอกระนาบ  ซึ่งฟงกชัน
ดังกลาวไมสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดอยางสมบูรณ  กลาวคือสอดคลองกับเงื่อนไข
ขอบเขตเฉพาะในสวนของระยะการโกงงอตลอดขอบการจับยึดจะตองมีคาเทากับศูนย  แตไม
สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตในสวนของโมเมนตที่เกิดขึ้นตลอดขอบการจับยึดท่ีจะตองมีคาเทากับ
ศูนย   ดังนั้นคาภาระการโกงงอของโครงสรางแผนบางรูปสี่เหลี่ยมดานขนานที่ไดจากการศึกษานี้เปน
คาโดยประมาณและไมสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขตการจับยึด  ในการศึกษานี้ไดนําคาภาระการโกงงอ
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ท่ีหาไดเปรียบเทียบกับคาภาระการโกงงอที่มีอยูจากงานวิจัยของ Anderson [10] ท่ีนําเสนอในป 1951 
ผลการศึกษาพบวาคาภาระการโกงงอที่ไดจากงานวิจัยของ Durvasula [9] ใหคาที่ต่ํากวาคาภาระการ
โกงงอที่มีอยูจากงานวิจัยของ Anderson [10] ในทุกกรณีที่ศึกษา 
 หลังจากการนําเสนอผลการศึกษาของ Durvasula [9]  มีงานวิจัยที่ศึกษาปญหาการโกงงอ
ของโครงสรางแผนบางรูปสี่เหลี่ยมดานขนานโดยเพิ่มเติมเงื่อนไขขอบเขตและคุณสมบัติทางกลของ
วัสดุที่ซับซอนยิ่งขึ้น  ในป 1995 งานวิจัยของ Reddy  et al. [11] นําเสนอผลการศึกษาคาภาระการ
โกงงอของโครงสรางแผนบางรูปสี่เหลี่ยมดานขนานดวยวิธีการเชิงตัวเลขโดยใชระเบียบวิธีไฟไนตอิลิ
เมนตที่ใชจํานวนอิลิเมนต 16 อิลิเมนตในการคํานวณ  โดยแผนบางที่ศึกษามีมุมเอียงของแผนทํามุม
ตางกันสามมุมคือ 45o , 60o  และ 75o  และมีขนาดสัดสวนของชิ้นงานเทากับหนึ่ง  พิจารณาภายใต
เง่ือนไขขอบเขตการจับยึดตางกันสองแบบคือการจับยึดแบบงายทั้งสี่ดานและการจับยึดแบบยึดแนนทั้ง
สี่ดานโดยมีภาระกดกระทํากับแผนบางทั้งแบบแกนเดียวและแบบสองแกน  ในการศึกษานี้แสดงให
เห็นวาฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบยึดแนนทั้งส่ีดาน
สามารถใชไดทั้งโครงสรางแผนบางรูปส่ีเหลี่ยมผืนผาและโครงสรางแผนบางรูปส่ีเหลี่ยมดานขนาน 
โดยแยกกรณีศึกษาตามคุณสมบัติทางกลของวัสดุไดสองกรณีคือ  กรณีแรกเปนการศึกษาคาภาระการ
โกงงอของแผนบางที่มีคุณสมบัติทางกลของวัสดุเปนแบบไอโซทรอปกเปรียบเทียบกับคาภาระการโกง
งอท่ีมีอยูจากการศึกษาของ Durvasula [9]  และ Wang  et al. [12] ผลการศึกษาพบวาคาภาระการ
โกงงอที่ไดภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบยึดแนนทั้งสี่ดานมีคาใกลเคียงกันทั้งหมดและการ
เคลื่อนที่นอกระนาบที่ไดสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึด  แตคาภาระการโกงงอที่ไดภายใต
เง่ือนไขขอบเขตการจับยึดแบบงายท้ังสี่ดานมีคาใกลเคียงกันเฉพาะแผนบางที่มีมุมเอียงของแผนเทากับ 
75o  เทานั้น  แตสําหรับแผนบางที่มีมุมเอียงของแผนเทากับ 45o และ 60o  องศามีความแตกตางของคา
ภาระการโกงงอมาก  โดยมีความแตกตางมากที่สุดถึง 45 เปอรเซ็นตในกรณีของแผนบางมีมุมเอียงของ
แผนเทากับ 45o  โดยที่ผูเขียนไดใหเหตุผลวาสาเหตุที่คาภาระการโกงงอมีเปอรเซ็นตความแตกตางกัน
มากก็เนื่องจากการศึกษาของ Durvasula [9] เลือกใชฟงกชันการเคลื่อนท่ีนอกระนาบที่ไมสอดคลอง
กับเงื่อนไขขอบเขตในการคํานวณหาคาภาระการโกงงอ  กรณีที่สองศึกษาคาภาระการโกงงอของแผน
บางที่มีคุณสมบัติทางกลของวัสดุเปนแบบออโธทรอปก พิจารณาภายใตเงื่อนไขขอบเขตแบบงายท้ังสี่
ดานเปรียบเทียบกับคาภาระการโกงงอที่มีอยูจากการศึกษาของ Kennedy [13] พบวามีคาใกลเคียงกัน 
 ในป 1997 งานวิจัยของ Wang  et al. [12]  นําเสนอผลการศึกษาคาภาระการโกงงอของ
โครงสรางแผนบางรูปสี่เหลี่ยมดานขนานดวยวิธีการเชิงตัวเลขโดยใชระเบียบวิธีริทซรวมกับ B-spline 
ฟงกชัน โดยแผนบางที่ศึกษามีมุมเอียงของแผนทํามุมตางกันสามมุมคือ 45o , 60o  และ 75o  และมี
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ขนาดสัดสวนของชิ้นงานเทากับหนึ่ง  พิจารณาภายใตเง่ือนไขขอบเขตการจับยึดตางกันสองแบบคือการ
จับยึดแบบงายทั้งสี่ดานและการจับยึดแบบยึดแนนทั้งส่ีดาน ในการศึกษานี้สามารถแยกกรณีศึกษาตาม
คุณสมบัติทางกลของวัสดุไดสองกรณีคือ  กรณีแรกศึกษาคาภาระการโกงงอของแผนบางที่มีคุณสมบัติ
ทางกลของวัสดุเปนแบบไอโซทรอปกภายใตภาระกดทั้งแบบแกนเดียวและแบบสองแกนตั้งฉากกัน  
เม่ือเปรียบเทียบกับคาภาระการโกงงอจากการศึกษาของ Durvasula [9] และ Reddy et al. [11] 
พบวาคาภาระการโกงงอที่ไดภายใตเง่ือนไขขอบเขตการจับยึดแบบยึดแนนทั้งสี่ดานมีคาใกลเคียงกัน
ท้ังหมด  แตคาภาระการโกงงอที่ไดภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบงายทั้งสี่ดานมีคาใกลเคียงกัน
เฉพาะแผนบางที่มีมุมเอียงของแผนเทากับ 60o  และ 75o  เทานั้น แตสําหรับแผนบางที่มีมุมเอียงของ
แผนเทากับ 45o  มีความแตกตางของคาภาระการโกงงออยูมากถึง 17 เปอรเซ็นตเมื่อเปรียบเทียบกับผล
การศึกษาของ Reddy  et al. [11]  กรณีที่สองศึกษาคาภาระการโกงงอของแผนบางของวัสดุคอมโพ
สิตท่ีมีการวางตัวของเสนใยตางกันสามแบบคือ แบบเสนใยวางตัวทํามุม 45o , 60o  และ 90o  กับความ
ยาวของแผนบางภายใตภาระกดกระทําในแนวแกนเดียว  สําหรับแผนบางที่มีการจับยึดแบบยึดแนนทั้ง
สี่ดานจะไดคาภาระการโกงงอมีคาใกลเคียงคาภาระการโกงงอจากการศึกษาของ Srinivasan และ 
Ramachandran [14]  และการศึกษานี้ไดนําเสนอคาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิตภายใต
เง่ือนไขขอบเขตการจับยึดแบบงายทั้งสี่ดานดวย  
 ในป 2000 งานวิจัยของ Hu et al. [15] นําเสนอผลการศึกษาคาภาระการโกงงอของ
โครงสรางแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหลี่ยมดานขนานดวยโปรแกรมไฟไนตอิเลเมนต ABAQUS โดย
แผนคอมโพสิตที่ศึกษาประกอบดวยจํานวนชั้นลามินาตางกันสองแบบคือมีช้ันลามินา 8 ช้ัน และ 40 
ช้ัน  มีมุมเอียงของแผนทํามุมตางกันสี่มุมคือ 50o , 60o , 70o  และ 80o  โดยมีขนาดสัดสวนของชิ้นงาน
เทากับหนึ่ง  พิจารณาภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดตางกันสองแบบคือการจับยึดแบบงายทั้งส่ีดาน
และการจับยึดแบบยึดแนนทั้งส่ีดานโดยมีภาระกดกระทําในแนวแกนเดียว  ในการศึกษานี้สามารถแยก
สิ่งที่ตองการศึกษาไดเปนสองสวนคือ สวนแรกศึกษาวาแผนคอมโพสิตที่มีจํานวนชั้นและมุมเอียงของ
แผนแตกตางกันมีผลตอคาภาระการโกงงอและรูปรางโหมดการโกงงออยางไร และในสวนท่ีสองศึกษา
วาลักษณะการวางตัวของเสนใยในมุมองศาตางๆ มีผลตอคาภาระการโกงงอและรูปรางโหมดการโกง
งออยางไร 
 ในสวนแรกศึกษาแผนคอมโพสิตท่ีประกอบดวยจํานวนชั้นลามินาตางกันสองแบบคือมีช้ัน
ลามินา 8 ช้ัน และ 40 ช้ัน โดยมีการวางตัวของเสนใยหกแบบคือ [90/0]2S, [α/0]2S, [90/45/0-45]S, 

[90/0]10S, [α/0]10S และ [90/45/0-45]5S  ผลการศึกษาพบวาคาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิตที่
ประกอบดวยจํานวนชั้นลามินามากจะมีคามากกวาคาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิตที่
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ประกอบดวยจํานวนชั้นลามินานอยกวา คาภาระการโกงงอจะมีคามากเมื่อมุมเอียงของแผนคอมโพสติมี
คานอย และสําหรับชิ้นงานที่มีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบยึดแนนทั้งสี่ดานจะมีโหมดการโกงงอ
เกิดขึ้นมากกวาการจับยึดแบบงายทั้งสี่ดาน  ในสวนท่ีสองศึกษาแผนคอมโพสิตที่ประกอบดวยจํานวน
ช้ันลามินาตางกันสองแบบคือ 8 ช้ัน และ 40 ช้ัน และมีมุมการวางตัวของเสนใยตางกัน 19 มุมโดยเริ่ม
จาก θ  = 0o  ถึง 90o  โดยเพิ่มมุมทีละ 5o  และมีลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ [±θ]2S ผลจาก
การศึกษาพบวาคาภาระการโกงงอจะมีคามากเมื่อมุมเอียงของแผนคอมโพสิตมีคานอยและมีคามากสุด
เมื่อลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ 2S[ 45]± โดยที่คาภาระการโกงงอจะมีคาเพิ่มขึ้นเมื่อมุมการ
วางตัวของเสนใยอยูในชวง  0o <θ < 45o   และคาภาระการโกงงอจะมีคาลดลงเมื่อมุมการวางตัวของ
เสนใยอยูในชวง  45o <θ < 90o     
 ในป 2002 งานวิจัยของ  Karami  et al. [16] นําเสนอผลการศึกษาคาภาระการโกงงอของ
โครงสรางแผนบางรูปสี่เหลี่ยมดานขนานดวยวิธีการเชิงตัวเลขโดยใชวิธี  Differential quadrature 

(DQ) โดยแผนบางที่ศึกษามีคุณสมบัติทางกลของวัสดุเปนแบบไอโซโทรปคและมีมุมเอียงของแผนทํา
มุมตางกันสามมุมคือ 45o , 60o  และ 75o  และมีขนาดสัดสวนของชิ้นงานเทากับหนึ่ง พิจารณาภายใต
เงื่อนไขขอบเขตการจับยึดตางกันสามแบบคือการจับยึดแบบงายทั้งสี่ดาน การจับยึดแบบยึดแนนท้ังสี่
ดาน และการจับยึดแบบงายสองดานคือดานที่รับภาระรวมกับการจับยึดแบบยึดแนนอีกสองดาน 
(SCSC) โดยมีภาระกดกระทําในแนวแกนเดียว  ในการศึกษานี้ไดนําคาภาระการโกงงอที่หาไดเปรียบ
เทียบกับคาภาระการโกงงอที่มีอยูจากงานวิจัยของ Wang  et al. [12]  ผลการศึกษาพบวาคาภาระการ
โกงงอที่ไดจากงานวิจัยของ Karami  et al. [16]  มีคาต่ํากวาคาภาระการโกงงอที่มีอยูจากงานวิจัยของ 
Wang  et al. [12]  ทุกกรณี 

จากงานวิจัยท่ีกลาวมาแลวท้ังหมดจะเห็นวาในสวนงานวิจัยที่เกี่ยวของกับปญหาการโกงงอ
ของแผนคอมโพสิตบางรูปส่ีเหลี่ยมผืนผาแสดงใหเห็นวาการหาคาภาระการโกงงอจากการคํานวณดวย
วิธีการเชิงตัวเลขมีขอดีคือประหยัดเวลาและคาใชจายในการดําเนินการศึกษาเมื่อเปรียบเทียบกับวิธีการ
ทดลอง  แตวิธีการทดลองก็ยังมีความจําเปนในการศึกษาหาคาภาระการโกงงอสําหรับชิ้นงานที่เกิดขึ้น
จริงซึ่งรวมความไมสมบูรณของชิ้นงานอยูดวย โดยเฉพาะในบางกรณีท่ีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดมี
ความซับซอนไมสามารถหาคาภาระการโกงงอจากการคํานวณดวยวิธีการเชิงตัวเลข  เนื่องจากไมมี
ฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตดังกลาว  สวนงานวิจัยที่เกี่ยวของกับ
การแกปญหาการโกงงอโดยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชแสดงใหเห็นวาสามารถหาคาภาระการโกงงอของ
โครงสรางแผนบางรูปสี่เหลี่ยมผืนผาที่มีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบตางๆ หลายๆ แบบได  แต
ระเบยีบวิธีนี้ใชไดกับโครงสรางแผนบางที่มีมุมการวางตัวของเสนใยแบบ 0o  หรือ 90o  เทานั้น  สวน
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งานวิจัยที่เกี่ยวของกับปญหาการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหลี่ยมดานขนานแสดงใหเห็นถึง
ขอจํากัดของการหาคาภาระการโกงงอจากการคํานวณดวยวิธีการเชิงตัวเลขโดยใชฟงกชัน Double 

Fourier sine series เปนฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบสําหรับกรณีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ
งายท้ังสี่ดาน  ซึ่งฟงกชันดังกลาวสามารถใชไดเฉพาะโครงสรางแผนบางรูปสี่เหลี่ยมผืนผาเทานั้นไม
สามารถใชไดกับโครงสรางแผนบางรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน  แตสําหรับกรณีเง่ือนไขขอบเขตการจับยึด
แบบยึดแนนทั้งสี่ดานสามารถใชฟงกชันการเคลื่อนท่ีนอกระนาบสําหรับโครงสรางแผนบางรูป
สี่เหลี่ยมผืนผาใชรวมกับโครงสรางแผนบางรูปส่ีเหลี่ยมดานขนานได   

ดวยเหตุนี้วิทยานิพนธนี้จึงหาคาฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่โหมดการโกงงอโหมด
ตางๆ จากระเบียบวิธีแคนโทโรวิชเพิ่มเติมจากคาฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่มีอยูเพียงพจนเดียว
จากงานวิจัยของ Ungbhakorn และ Singhatanadgid [7]  โดยนําฟงกชันที่ไดมาใชเปนฟงกชันการ
เคลื่อนที่นอกระนาบพื้นฐานสําหรับการแกปญหาการโกงงอโดยระเบียบวิธีริทซ  เนื่องจากระเบียบวิธีนี้
สามารถหาคาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางที่มีการวางตัวของเสนใยในมุมใดๆ ได  เพื่อ
นําไปสูการศึกษาผลกระทบของขนาดสัดสวนของชิ้นงาน  มุมเอียงของแผนบาง  ภาระดึงตามแนวขวาง  
และองศาการวางตัวของเสนใยที่มีผลตอพฤติกรรมการโกงงอ  คาภาระการโกงงอ  และโหมดการโกง
งอของแผนคอมโพสิตบางรูปส่ีเหลี่ยมผืนผาและรูปสี่เหลี่ยมดานขนานที่รับภาระทั้งแบบแกนเดียวและ
แบบสองแกนตามวัตถุประสงคของวิทยานิพนธน้ี   
    

 
 
 
 
 
 

 
 
 



บทที ่3 
 

ปญหาโกงงอของวัสดุคอมโพสิต 
 

 วิทยานิพนธฉบับนี้ศึกษาพฤติกรรมการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางภายใตสมมุติฐาน
ของแผนคอมโพสิตเปนแผนลามิเนตบางและเปนแบบแผนลามิเนตแบบสมมาตร  ดังนั้นเนื้อหาของ
บทนี้กลาวถึงทฤษฎีพื้นฐานของวัสดุคอมโพสิต  ความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียด
ของแผนคอมโพสิตในระบบพิกัดรวม  รวมถึงทฤษฎีพื้นฐานเกี่ยวกับแผนลามิเนตบาง  สมการการ
เคล่ือนที่ในแกนตาง ๆ  ความสัมพันธระหวางแรงลัพธและโมเมนตลัพธกับความเครียดและคา
ความโคงของแผนคอมโพสิตซ่ึงจะนําไปใชเพื่อหาสมการครอบคลุมเชิงอนุพันธที่ใชในการหาคา
ภาระการโกงงอ 
 

3.1  พื้นฐานของวัสดุคอมโพสิต 
 
 วัสดุคอมโพสิตประกอบดวยการรวมกันของวัสดุสองสวนคือ สวนของเสนใย (Fiber) 

และสวนของเมตริกซ (Matrix) โดยสวนของเสนใยทําหนาที่รับภาระจากภายนอกที่มากระทํากับ
แผนคอมโพสิต ตัวอยางของเสนใยที่นิยมใชในวัสดุคอมโพสิตไดแก เสนใยกราไฟต   เสนใยแกว  

และเสนใยโพลิเมอรเปนตน  สวนเมตริกซเปนตัวยึดเสนใยเขาดวยกันและทําหนาที่ถายโอนภาระ
จากเสนใยเสนหนึ่งไปยังเสนใยอื่นๆ ที่อยูใกลเคียง  ตัวอยางเมตริกซไดแก อีพอกซ่ี (Epoxy) และ
เทอรโมพลาสติก (Thermoplastics) ชนิดตางๆ  รูปที่ 3.1 แสดงสวนประกอบของวัสดุคอมโพสิต
ซ่ึงประกอบดวยเสนใยและเมตริกซ 
 

 

Matrix 
 
Fiber 

 
 

รูปที่ 3.1  ภาพหนาตัดขวางแสดงสวนประกอบของแผนคอมโพสิต 
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จากรูปที่ 3.1 วัสดุคอมโพสิตที่ประกอบดวยเสนใยไฟเบอรในทิศทางเดียวไมสามารถรับภาระที่มี
คามากๆ ในทิศทางตั้งฉากกับเสนใยได ดังนั้นเพื่อเพิ่มความแข็งแรงใหกับแผนคอมโพสิตจึงตองมี
การนําวัสดุคอมโพสิตแตละชั้นมาวางซอนกันใหเปนแผนคอมโพสิตที่พรอมใชงานตอไป รูปที ่3.2 

แสดงการเรียงตัวของชั้นลามินาตาง ๆ ในแผนคอมโพสิตซึ่งมีการวางตัวของเสนใยแบบ  [0/-45]S   
 

 
 

                                 
 
  

                                  
 
 
 
 

θ = 0° 

 

     - 45° 

 

 

                 

        - 45° 
          

           0° 

θ 

x 

y 
1 

2 

 
รูปที่ 3.2  การเรียงตัวของชัน้ลามินาซึ่งทํามุม θ  กับแกน x 

 
 เนื่องจากลามินาแตละชั้นมีการวางตัวของเสนใยในมุมที่แตกตางกัน ซ่ึงทําใหการ
คํานวณหาคาความเคนและความเครียดที่จุดตาง ๆ ของโครงสรางแผนบางทําไดยาก ดังนั้นจึงตองมี
การกําหนดพิกัดของแผนคอมโพสิตใหเปนพิกัดรวม x-y  ดังแสดงในรูปที่ 3.2  ความสัมพันธ
ระหวางความเคนและความเครียดของแผนลามินาในระบบพิกัดรวมสามารถเขียนไดดังนี้ 
  

11 12 16

12 22 26

16 26 66

x x

y y

xy xy

Q Q Qσ ε
σ Q Q Q ε
τ γQ Q Q

⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪= ⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪

⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎢ ⎥⎣ ⎦

 ( 3-1 ) 
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โดยที ่  

      

4 2 2 4
11 12 66 2211

2 2 4 4
11 22 66 1212

3 3
11 12 66 12 22 6616

4 2 2 4
11 12 66 2222

1126

  cos 2( 2 )sin cos sin

  ( 4 )sin cos (sin cos )

  ( 2 )sin cos ( 2 )sin cos

sin 2( 2 )sin cos cos

  (

Q Q θ Q Q θ θ Q θ

Q Q Q Q θ θ Q θ θ

Q Q Q Q θ θ Q Q Q θ θ

Q Q θ Q Q θ θ Q θ

Q Q Q

= + + +

= + - + +

= - - + - +

= + + +

= - 3 3
12 66 12 22 66

2 2 4 4
11 22 12 66 6666

2 )sin cos ( 2 )sin cos

  ( 2 2 )sin cos (sin cos )

Q θ θ Q Q Q θ θ

Q Q Q Q Q θ θ Q θ θ

- + - +

= + - - + +

 ( 3-2 ) 

 
เมื่อ        θ     คือมุมระหวางการวางตัวเสนใยในแตละชั้นของแผนลามินาเทียบกับแกน x  ใน    

ระบบพิกัดรวม 

 ijQ    เปนคุณสมบัติของวัสดุ  ซ่ึงหาไดจาก 

 

1
11

12 21

12 2 21 1
12

12 21 12 21

2
22

12 21

66 12

  
1

    
1 1

  
1

  

EQ
v v

v E v EQ
v v v v
EQ
v v

Q G

=
-

= =
- -

=
-

=

 ( 3-3 ) 

 
โดยที ่ 1E   คือคาโมดูลัสความยืดหยุนในทิศตามการวางตัวของเสนใย 

 2E   คือคาโมดูลัสความยืดหยุนในทิศตั้งฉากกบัการวางตวัของเสนใย 

 12ν  และ 21ν   คืออัตราสวนปวรซอง  

 12G    คือคาโมดูลัสเฉือน 

 คุณสมบัติของวัสดุทั้ง 4 คานี้ สามารถหาไดจากการทดสอบตามมาตรฐานที่มีอยู 
 
3.2  ทฤษฏีพื้นฐานของแผนลามิเนตบาง  
 
 แผนลามิเนตบางที่จะศึกษามีลักษณะดังแสดงในรูปที่ 3.3  โดยแผนลามิเนตบางสามารถ
รับทั้งภาระตั้งฉาก  ภาระเฉือน  และโมเมนตได  กําหนดใหการเคลื่อนที่ในทิศทาง ,x y  และ z  

เทากับ ,u v  และ w  ตามลําดับ  และมีระนาบ  x-y  เปนระนาบในแนวราบที่อยูกึ่งกลางความหนา 
h  ซ่ึงเรียกวา  ระนาบกึ่งกลาง (mid-plane)  

 
 



 17

 

y 
x 

z 

             Myx 
Ny 

My 

Nyx Nxy                Mxy            Nx 

Mx 

h 

 
 

รูปที่ 3.3  ระบบพิกัดของแผนลามิเนตบาง 
 

 สมมติฐานเบื้องตนที่ใชในการวิเคราะหโครงสรางของแผนบางที่ทําจากวัสดุคอมโพสิตมี
ดังตอไปนี ้[1, 2] 

1.  แผนวัสดุคอมโพสิตที่ศึกษาในวิทยานิพนธนี้เปนแผนวัสดุที่เกิดจากการนําวัสดุคอมโพสิต
เสนใยตอเนื่องทิศทางเดียวมาเรียงกันเปนชั้นๆ โดยคุณสมบัติของวัสดุแตละชั้นอาจจะ
เหมือนหรือตางกันก็ได 

2.   สมมุติความหนาของแผนลามิเนต ( )h  มีคานอยมากเมื่อเทียบกับความยาวและความกวาง
ของแผนลามิเนต นั่นคือช้ินงานเปนชิ้นงานแผนบาง  

3.   การเคลื่อนที่ของแผนลามิเนต ในทิศ ,x y  และ z  ซ่ึงเขียนแทนดวย  ,u v  และ w   
ตามลําดับมีคานอยมากเมื่อเทียบกับความหนา h  

4.   ความเครียดในระนาบ x y−  ( ), ,x y xyε ε γ มีคานอยมากเมื่อเทียบกับ 1 

5.   ไมคํานึงถึงความเครียดในทศิทาง z  ( )zε  นั่นคือความหนาของแผนวัสดุไม เปลี่ยนแปลง 

6.   ไมคํานึงถึงความเครียดเฉือนนอกระนาบ หรือ xzγ  และ 0yzγ =  

7.  คาการเคลื่อนที่ในระนาบ u  และ v  เปนฟงกชนัเชิงเสนของพิกัด z  

8. วัสดุมีพฤติกรรมตามกฎของฮุค 
9.  ความหนาของแผนลามิเนตมคีาคงที่ทั้งแผน 
10. ไมมีความเคนเฉือน xzτ  และ yzτ  ที่ระยะ / 2z h= ±  

 
 เมื่อพิจารณาทีห่นาตัดใดหนาตัดหนึ่งบนแผนบางดังแสดงในรูปที่ 3.4  จะเห็นวาการ
กระจัดทีจุ่ด C  ใด ๆ ในทิศทาง x  คือ    
 

sino
cu u z β= −  ( 3-4 ) 
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รูปที่ 3.4  สวนตัดแผนลามิเนตบางเมื่อเกดิการโกงงอในระนาบ x z−  

                                                                            
 เมื่อ β   คือมุมที่เสนสัมผัสพื้นผิวทํากับระนาบกึ่งกลางของแผนลามิเนต  โดยคา sinβ  มี
คานอยมากและสามารถประมาณใหอยูในรูปของ tanβ  ซ่ึงสามารถเขียนใหอยูในรูปของอนุพันธ
ของการเคลื่อนที่ของระนาบกึ่งกลางไดดงันี้ 

sin tan owβ β
x

∂
≅ =

∂
 ( 3-5 ) 

     

แทนคาsin β  จากสมการ (3-5) ลงในสมการ (3-4) เมื่อไมคํานึงถึงความเครียดในทศิทาง z  คา ow  
จะไมขึ้นกับตาํแหนงในทิศ z  นั้นคือสามารถเขียน ow  ใหอยูในรูปของ ( , )ow w x y= ดังนั้นการ
กระจัด u ในทิศ x  คือ 

 

o wu u z
x

∂
= −

∂
 ( 3-6 ) 

                                  
ในทํานองเดียวกันการกระจดั v  ในทิศ y  คือ 

 

o wv v z
y

∂
= −

∂
 ( 3-7 ) 

 

เมื่อ ,o ou v  เปนการกระจัดของระนาบกึ่งกลางในทิศ x  และ y  ตามลําดับ  จากความสัมพันธ
ระหวางความเครียดและการกระจัดทีเ่ขียนในรูป 

 

                                            x
uε
x
∂

=
∂

 ( 3-8a ) 

                                            y
vε
y
∂

=
∂

 ( 3-8b ) 

                                            xy
u vγ
y x
∂ ∂

= +
∂ ∂

 ( 3-8c ) 

แทนคา u  และ v  จากสมการ (3-6) และ (3-7) ลงในสมการ (3-8) จะได  
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2

2

2

2

2 2

o

x

o

y

o o

xy

u wε z
x x
v wε z
y y

u w v wγ z z
y x y x x y

∂ ∂
= −

∂ ∂
∂ ∂

= −
∂ ∂

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 ( 3-9 ) 

 
จัดรูปสมการ (3-9) ใหมจะไดวา 

 

                                            

o
x x x

o
y y y

o
xy xy xy

ε ε zκ

ε ε zκ

γ γ zκ

= +

= +

= +

 ( 3-10 ) 

                                                        
เมื่อ  ,o o

x yε ε และ o
xyγ  เปนคาของความเครียดที่ระนาบกึง่กลางซึ่งมีคาดังนี ้ 

 

  ,    ,  
o o o o

o o o
x y xy

u v u vε ε γ
x y y x

∂ ∂ ∂ ∂
= = = +

∂ ∂ ∂ ∂
 ( 3-11 ) 

      
และคา  ,x yκ κ  และ xyκ  เปนคาความโคง (Curvature) ซ่ึงมีคาดังนี้  
 

2 2 2

2 2  ,    ,  2x y xy
w w wκ κ κ

x y x y
∂ ∂ ∂

= − = − = −
∂ ∂ ∂ ∂

 ( 3-12 ) 

 

โดย   คา xκ  คือคาความโคงของระนาบกึ่งกลางบนระนาบ x y−  

  คา yκ  คือคาความโคงของระนาบกึ่งกลางบนระนาบ y z−  

  คา xyκ  คือคาความโคงบิดของการโกงตัวนอกระนาบของระนาบกึ่งกลาง 
 
จากสมการ (3-10) ความสัมพันธของความเคนกับความเครียดในชั้นที่ k  ของแผนวัสดุคอมโพสิต
บางจากสมการ (3-1) สามารถแสดงในรูปเมตริกซไดดังนี้  
 

11 12 16

12 22 26

16 26 66

o
x x x

o
y y y

o
xy xy xyk kk

Q Q Qσ ε zκ
σ Q Q Q ε zκ
τ γ zκQ Q Q

⎡ ⎤ ⎧ ⎫⎧ ⎫ +
⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎪ ⎪ = +⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪+⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎢ ⎥⎣ ⎦

 ( 3-13 ) 

 

ซ่ึง 
k

Q⎡ ⎤⎣ ⎦  เปนคุณสมบัติของวัสดุคอมโพสิตชั้นที่ k  ซ่ึงขึ้นกับทิศทางของวางตัวของเสนใยในแต

ละชั้น 
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3.3  ความสัมพันธระหวางแรงลัพธและโมเมนตลัพธกับความเครียดและคาความโคง 

  

 แรงลัพธและโมเมนตลัพธ (force and moment resultant) ที่กระทํากับแผนคอมโพสิต
สามารถหาไดจากการรวมคาผลของความเคนและคาโมเมนตของความเคนที่เกิดขึ้นตลอดความ
หนาในแตละชั้นของแผนคอมโพสิต  ซ่ึงเขียนเปนสมการไดดังนี้ 

 

/ 2

/ 2

x xh

y y
h

xy xy

N σ
N σ dz
N τ−

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪=⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

∫  ( 3-14a ) 

 

/ 2

/ 2

x xh

y y
h

xy xy

M σ
M σ zdz
M τ−

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪=⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

∫  ( 3-14b ) 

 

เมื่อ , ,x y xyσ σ σ      คือความเคน 

 , ,x y xyN N N    คือแรงลัพธที่กระทําตอหนึ่งหนวยความยาว (Force resultant) 

 , ,x y xyM M M  คือโมเมนตลัพธที่กระทําตอหนึ่งหนวยความยาว (Moment resultant) 
 h  คือความหนาของแผนวัสดคุอมโพสิตบาง 

  

ความสัมพันธระหวางแรงลัพธและโมเมนตลัพธกับคาความเครียดและคาความโคงของแผนคอมโพ
สิตสามารถแสดงในรูปของเมตริกซไดดังนี ้

                     
0

11 12 16 11 12 16
0

12 22 26 12 22 26
0

16 26 66 16 26 66

11 12 16 11 12 16

12 22 26 12 22 26

16 26 66 16 26 66

 

x x

y y

xy xy

x x

y y

xy xy

N A A A B B B ε
N A A A B B B ε
N A A A B B B γ
M B B B D D D κ
M B B B D D D κ
M B B B D D D κ

⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎡ ⎤
⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎢ ⎥
⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎢ ⎥
⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪= ⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪
⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪
⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪
⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎩

⎪
⎪
⎪
⎪⎭

 ( 3-15 ) 

      

สมการ (3-15) เปน Constitutive equation ซ่ึงแสดงความสัมพันธระหวางแรงลัพธและโมเมนต
ลัพธที่กระทํากับความเครียดและคาความโคงที่เกิดขึ้นของแผนวัสดุคอมโพสิตซึ่งเกิดจากการวางลา
มินาเรียงกันจํานวน m ชั้น 

โดย   ijA  คือ Laminate extensional stiffness ซ่ึงหาไดจาก 

 
/ 2

1
1/ 2

( ) ( ) ( )
t m

ij k k k kij ij
kt

A Q dz Q z z −
=−

= = −∑∫  ( 3-16 ) 
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ijB  คือ Laminate coupling stiffness ซ่ึงหาไดจาก 

 
/ 2

2 2
1

1/ 2

1( ) ( ) ( )
2

t m

ij k k k kij ij
kt

B Q zdz Q z z −
=−

= = −∑∫  ( 3-17 ) 

  

   ijD  คือ Laminate bending stiffness ซ่ึงหาไดจาก 

 
/ 2

2 3 3
1

1/ 2

1( ) ( ) ( )
3

t m

ij k k k kij ij
kt

D Q z dz Q z z −
=−

= = −∑∫  ( 3-18 ) 

 

3.4  การโกงงอและคาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสติบาง 
 

 แผนคอมโพสิตบางรูปส่ีเหล่ียมผืนผาที่รับภาระในสองแกนดังแสดงในรูปที่ 3.5 มีขนาด
ความยาวตามแนวแกน x เทากับ a  มีขนาดความกวางตามแนวแกน y เทากับ b  โดยภาระที่กระทํา
มีลักษณะสองทิศทางตั้งฉากซึ่งกันและกันคือภาระกดกระทําในแนวแกน x  คือ xN  และมีภาระดึง
ซ่ึงเปนคาคงที่กระทําในแนวแกน y   คือ yN  เมื่อไดรับภาระกดสูงถึงคาคาหนึ่งจะทําใหแผนคอม
โพสิตบางเกิดการโกงงอ  โดยภาระที่ทําใหเกิดการโกงงอคือภาระกด xN  ซ่ึงภาระดังกลาวไม
จําเปนตองเปนภาระที่มีคามากสุดที่ทําใหวัสดุเกิดการแตกหัก  แตเปนภาระต่ําสุดที่ทําใหโครงสราง
ไมมีเสถียรภาพ  ดังนั้นปญหาการโกงงอจึงมีความสําคัญในงานทางดานการออกแบบทางวิศวกรรม
ซ่ึงผูออกแบบจะตองคํานึงถึง 

 

 b 

 a 

 Nx 

 Ny 

 y 

θ  

 x 

 
 

รูปที่ 3.5  การรับภาระในแนวระนาบของแผนคอมโพสิตบาง 
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 สมการครอบคลุมเชิงอนุพันธสําหรับปญหาการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูป
ส่ีเหล่ียมผืนผาที่รับภาระสองแกนในแนวระนาบดังแสดงในรูปที่ 3.5 [1, 2] สามารถหาไดจากการ
รวมแรงลัพธและโมเมนตลัพธในแตละแกน โดยใชความสัมพันธระหวางแรงลัพธและโมเมนตลัพธ
กับคาความเครียดและคาความโคงของแผนคอมโพสิตจากสมการ (3-15)  เพื่อเปลี่ยนรูปสมการให
อยูในรูปของความเครียดและคาความโคง จากนั้นเปลี่ยนสมการอนุพันธใหอยูในรูปการเคลื่อนที่ใน
แตละแกน  โดยแรงลัพธและโมเมนตลัพธที่กระทํากับแผนคอมโพสิตบางในแกนตาง ๆ แสดงใน
รูปที่  3.6 

dx
x

N
N xy

xy ∂
∂

+

dy
y

N
N xy

xy ∂
∂

+

dx
x

NN x
x ∂

∂
+

dx
x

MxM x ∂
∂

+

dy
y

N
N y

y ∂

∂
+

dx
x

M
M xy

xy ∂
∂

+

dy
y

M
M xy

xy ∂

∂
+

dy
y

M
M y

y ∂
∂

+

dx
x

QQ x
x ∂

∂
+

dy
y

Q
Q y

y ∂
∂

+

 
รูปที่ 3.6 แรงและโมเมนตทีก่ระทํากับแผนบางในแกนตาง ๆ 

 

 จากแรงลัพธและโมเมนตลัพธที่กระทําบนเอลิเมนตของแผนบางในแกนตางๆ ดังแสดง
ในรูปที่ 3.6  ผลรวมของแรงในแนวแกน x  แกน y  และแกน z  สามารถเขียนไดดังนี้ [1, 2] 

 
ผลรวมของแรงในแกน x  

 

0xyx NN
x y

∂∂
+ =

∂ ∂
 ( 3-19 ) 

     

ผลรวมของแรงในแกน  y  

 

0y xyN N
y x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
 ( 3-20 ) 
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ผลรวมของแรงในแกน z  

 

02 2

2

2

2

2

22

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂

∂
+

∂∂

∂
+

∂
∂

y
wN

x
wN

y
M

yx
M

x
M

yx
yxyx  ( 3-21 ) 

 

 สมการ (3-19 ถึง 3-21) เปนสมการครอบคลุมเชิงอนุพันธของแผนบาง ซ่ึงแสดงแรง
ลัพธและโมเมนตลัพธที่กระทํากับโครงสราง สมการทั้งสามสามารถเขียนใหอยูในรูปของการ
เคล่ือนที่โดยใชความสัมพันธระหวางแรงลัพธและโมเมนตลัพธกับคาความเครียดและคาความโคง
ของแผนคอมโพสิตจากสมการ (3-15) ความสัมพันธระหวางความเครียดและการเคลื่อนที่ที่ชั้น
ระนาบกึ่งกลางจากสมการ (3-11) และคาความโคงจากสมการ (3-13) ผลรวมของแรงในแนวแกน 
x  แกน y  และแกน z ในรูปของระยะการเคลื่อนที่สามารถเขียนไดดังนี้  [1, 2] 

 
ผลรวมของแรงในแนวแกน x   
 

( )

( )

2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0

11 16 66 16 12 66 262 2 2 2

3 3 3 3

11 16 12 66 263 2 2 3

2

3 2 0

u u u v v vA A A A A A A
x x y y x x y y

w w w wB B B B B
x x y x y y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
− − − + − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 ( 3-22 ) 

 
ผลรวมของแรงในแนวแกน y   

 

( )

( )

2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0

16 12 66 26 66 26 222 2 2 2

3 3 3 3

16 16 12 66 263 2 2
3

2

3 2 0

u u u v v vA A A A A A A
x x y y x x y y

w w w wB B B B B
x x y x y y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
− − − + − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 ( 3-23 ) 

 
ผลรวมของแรงในแนวแกน z   
 

( )

( )

( )

4 4 4 4 4

11 16 12 66 26 224 3 2 2 3 4

3 0 3 0 3 0 3 0

11 16 12 66 263 2 2 3

3 0 3 0 3 0 3 0
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2 2

2 2

4 2 2 4

3 2

2 3

x y

w w w w wD D D D D D
x x y x y x y y

u u u uB B B B B
x x y x y y
v v v vB B B B B
x x y x y y

w wN N
x y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
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∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
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∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂
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∂ ∂

 ( 3-24 ) 
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 เนื่องจากแผนคอมโพสิตบางแบบลามิเนตสมมาตรที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ 0o  
หรือ 90o  มีคา 16 26 16 26= = = = 0A A D D  และ ij = 0B  ทําใหสมการเชิงอนุพันธสําหรับปญหาการ
โกงงอในสมการ (3-22 ถึง 3-24) ทั้งสามสมการสามารถแยกออกจากกันเปนอิสระได 
(Uncoupled) กลาวคือตัวแปร w จะเหลืออยูในสมการสุดทายเทานั้น  ทําใหสมการครอบคลุม
สําหรับปญหาการโกงงอของแผนบางที่รับภาระในสองแกนสามารถเขียนไดเปน [1, 2] 

 

)()2(2 2

2

2

2

4

4

2222

4

26124

4

11 y
wP
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wN
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yx
wDD

x
wD x ∂

∂
+

∂
∂

−=
∂
∂

+
∂∂

∂
++

∂
∂  ( 3-25 ) 

 

โดย      y

x

N
P

N
=   เปนอัตราสวนระหวางภาระในแนวแกน y  และภาระในแนวแกน x  

 
สําหรับโครงสรางที่มีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบงายทั้งสี่ดาน คาภาระการโกงงอสามารถหาได
จากการแกสมการเชิงอนุพันธขางตน  โดยกําหนดลักษณะของการเคลื่อนที่บริเวณที่จับยึดดังนี้ 
 
ก.  ที่ตําแหนง 0x =  และ x a=  (ขอบเขตซายและขอบเขตขวา)  ไมมกีารเคลื่อนที่นอกระนาบ

และไมมีโมเมนตเกิดขึน้ 
การเคลื่อนที่นอกระนาบ 0w =  

  โมเมนตในแนวแกน x   :  02

2

122

2

11 =
∂
∂

−
∂
∂

−=
y
wD

x
wDM x  

 
ข. ที่ตําแหนง 0y = และ y b=  (ขอบเขตลางและขอบเขตบน) ไมมีการเคลื่อนที่นอกระนาบและ

ไมมีโมเมนตเกิดขึ้น 
  การเคลื่อนที่นอกระนาบ 0w =  

  โมเมนตในแนวแกน y  :  02

2

222

2

12 =
∂
∂

−
∂
∂

−=
y
wD

x
wDM y  

 
ดังนั้นฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบ [2] ซ่ึงสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตแบบงายทั้งสี่ดานคือ 
 

( , )  sin sinmn
mπx nπyw x y w

a b
=  ( 3-26 ) 

 
คา m  และ n เปนจาํนวนของ Half sine wave ของการเตลื่อนที่นอกระนาบในแกน x และ y  
ตามลําดับ  เมื่อแทนคาฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบ ( , )w x y จากสมการที่ (3-26) ลงในสมการ
ที่ (3-25) จะไดคาภาระการโกงงอซึ่งอยูในรูปผลเฉลยแมนตรงเปน 
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( )
4 2 4

2
11 12 66 22

2

2 2

x

m mn nπ D D D D
a ab b

N
m nP
a b

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦=

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 ( 3-27 ) 

 
โดย   R  เปนสัดสวนของชิ้นงานสามารถหาไดจาก /R a b=  
 
 สมการที่ (3-27)  เปนสมการที่ใชหาคาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางแบบลามิ
เนตสมมาตรที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ 0o  หรือ 90o  และมีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบงาย
ทั้งส่ีดานเทานั้น  สําหรับแผนคอมโพสิตบางแบบลามิเนตสมมาตรที่มีการวางตัวของเสนใยในมุม
ใด ๆ  และมีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดชิ้นงานผสมกันระหวางการจับยึดแบบงาย  แบบยึดแนน  
หรือปลอยอิสระ  สามารถหาคาภาระการโกงงอไดโดยระเบียบวิธีริทซรวมกับคาฟงกชันการ
เคลื่อนที่นอกระนาบที่หาไดจากการแกปญหาการโกงงอโดยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช  ซ่ึงวิธีการหา
คาภาระการโกงงอและหาคาฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบดวยวิธีการทั้งสอง  ดังจะกลาวในบท
ที่  4 
 
 



บทที ่ 4 
 

การวิเคราะหการโกงงอของแผนคอมโพสิตโดยวิธีเชิงตัวเลข 

 
 ในบทที่ 3 ไดกลาวถึงปญหาการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางโดยไดแสดงสมการ
ครอบคลุมสําหรับปญหาการโกงงอและการแกสมการครอบคลุมโดยวิธีการวิเคราะห  ซ่ึงจะไดคา
ภาระการโกงงอในรูปสมการแมนตรง  อยางไรก็ตามสามารถแกสมการครอบคลุมสามารถใหไดคา
ภาระการโกงงอในรูปผลเฉลยแมนตรงสําหรับโครงสรางที่มีการวางตัวของเสนใยแบบขวาง 
(Cross ply) หรือแบบทิศเดียว (Unidirectional ply) และมีเงื่อนไขขอบเขตแบบงายทั้งสี่ดาน
เทานั้น  สําหรับแผนบางแบบอื่นๆ ไมสามารถหาผลเฉลยแมนตรงไดเนื่องจากคา 16D  และ 26D  
ของแผนบางดังกลาวมีคาไมเปนศูนย  โครงสรางบางประเภทสามารถประมาณคาภาระการโกงงอ
ไดโดยวิธีการเชิงตัวเลข  ซ่ึงในบทนี้จะกลาวถึงวิธีการหาคาภาระการโกงงอสองวิธีคือระเบียบวิธี
ริทซ และระเบียบวิธีแคนโทโรวิช  รวมถึงตัวอยางการหาคาภาระการโกงงอโดยระเบียบวิธีริทซ
รวมกับฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่ไดจากระเบียบวิธีแคนโทโรวิช 
 
4.1  การหาคาภาระการโกงงอโดยระเบียบวิธีริทซ 
 
 ในทางปฏิบัติมีโครงสรางแผนบางหลายประเภทที่ไมสามารถหาคาภาระการโกงงอโดย
วิธีการวิเคราะหได  ระเบียบวิธีริทซเปนวิธีหนึ่งที่อาจจะนํามาใชหาคาภาระการโกงงอโดยประมาณ
ของโครงสรางแผนบางได  โดยอาศัยหลักการของพลังงานศักยรวมต่ําสุด (Minimum total 

potential energy) โดยหลักการดังกลาวสามารถกลาวโดยสรุปไดวา “ถาการกระจัดของ
โครงสรางแผนบางสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึด และแผนบางอยูในสภาพสมดุลเสถียร 
(Stable equilibrium) แลว พลังงานศักยที่เกิดขึ้นจะมีคานอยที่สุด” โดยที่พลังงานศักยรวมที่
เกิดขึ้นบนโครงสรางแผนบางประกอบดวยพลังงานศักยที่เกิดจากการเปลี่ยนรูปของวัสดุหรือที่
เรียกวาพลังงานความเครียดในวัสดุยืดหยุน (Strain energy) และพลังงานศักยที่เกิดจากแรงกระทํา
ภายนอก  พลังงานศักยรวมของแผนคอมโพสิตบางสามารถหาไดจาก 
 
 1.  พลังงานความเครียดในวสัดุยืดหยุน U  

 สําหรับโครงสรางแผนบางที่รับภาระในแนวระนาบ  สามารถหาคาพลังงานความเครียด
ไดในรูป 
 

( )1
2 xx xx yy yy zz zz xy xy yz yz zx zxU dxdydzσ ε σ ε σ ε τ γ τ γ τ γ= + + + + +∫∫∫  ( 4-1 ) 
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ตามสมมุติฐานพื้นฐานของแผนลามิเนตบางขอ 5 และ 6 ที่แสดงไวในบทที่ 3   คา ,z xzσ γ  และ yzγ  
มีคานอยมากและสามารถละเลยได และจากความสัมพันธของความเคนกับความเครียดในชั้นที่ k 
ของแผนวัสดุคอมโพสิตบางในสมการ (3-1) เมื่อแทนคาลงในสมการ (4-1) พลังงานความเครียด
สามารถเขียนใหมไดเปน 

 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
11 22 66 12 16 26

1 2 2 2
2

k k k k k k

xx yy xy xx yy xx xy yy xyU Q Q Q Q Q Q dxdydz= + + + + +∫∫∫ ε ε γ ε ε ε γ ε γ

                 
 
เมื่อแทนคาความเครียดดวยอนุพันธของการเคลื่อนที่แลวทําการอินทิเกรตในทิศ z  พลังงานความ 

เครียดในวัสดจุะเขยีนไดเปน       
 

22

11 12 22 16 16

2 2

26 26 66 66 66

2 2 2

11 12 12 222 2 2

1 2 2 2
2

2 2 2

2 2 2 2

u u v v u u u uU A A A A A
x x y y x y x x

v u v v u v u vA A A A A
y y y x y x y x

u w v w u w vB B B B
x x y x x y

⎡ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + + + +⎢ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢⎣

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− − − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∫∫

2 2

162 2

2 2 2 2 2

16 16 26 26 262 2 2

22 2 2 2 2

66 66 11 122 2 2

22 2 2

22 162 2

2

2 4 2 2 4

4 4 2

4

w u wB
y y y x

v w u w u w v w v wB B B B B
x x y x y y y x y y x y

u w v w w w wB B D D
y x y x x y x x y

w w wD D
y x x y

∂ ∂ ∂
−

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− − − − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− − + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

22 2 2

26 6624 4w w wD D dxdy
y x y x y

⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ + ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎥⎝ ⎠ ⎦

 ( 4-2 ) 

โดย      ijA ijB  และ ijD  เปนคาใน ABD  เมตริกซที่นิยามไวตามสมการ (3-16), (3-17), (3-18) 

ตามลําดับ                                   
                                        

 2.  พลังงานศักยที่เกิดเนื่องจากภาระในแนวระนาบ V   

 สําหรับโครงสรางแผนบางที่มีภาระในแนวระนาบสามารถหาคาพลังงานศักยทีเ่กิดเนือ่ง 
จากภาระในแนวระนาบกระทําตอวัสดุไดในรูป 

 
221 2

2 x y xy
w w w wV N N N dxdy
x y x y

⎡ ⎛ ⎞ ⎤∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + +⎢ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎦⎢⎣
∫∫  ( 4-3 ) 
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 สําหรับปญหาการโกงงอของแผนคอมโพสิตแผนบางแบบสมมาตร ซ่ึงมีคา 0ijB =  
พบวาการเคลื่อนที่ในแนวระนาบ ,u v  มีคาคงที่ [2] และไมมีผลกับการหาคาภาระการโกงงอ 

ดังนั้นพลังงานศักยรวมที่เกิดขึ้นคือ U VΠ = +  สามารถเขียนใหมไดเปน        
                   

2 22 2 2 2 2 2

11 12 22 162 2 2 2 2

2 222 2 2

26 662

2 4
1
2

4 4 2x y xy

w w w w w wD D D D
x x y y x x y

dxdy
w w w w w w wD D N N N

y x y x y x y x y

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠Π = ⎢ ⎥

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎢ ⎥+ + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

∫∫

 

( 4-4 ) 

โดย   w    คือฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่สอดคลองเงื่อนไขขอบเขตการจับยึด 
    
 เนื่องจากฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบเปนคาที่สมมุติขึ้นใหสอดคลองกับเงื่อนไข
ขอบเขตการจับยึด  ดังนั้นคาภาระการโกงงอที่ไดจะเปนคาโดยประมาณ ความถูกตองจะขึ้นอยูกับ
การสมมุติฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบไดถูกตองหรือใกลความเปนจริงมากนอยเพยีงใด และ
ขึ้นอยูกับจํานวนพจนที่ใชในการคํานวณ   ซ่ึงฟงกชันดังกลาวประกอบดวยผลคูณของคาคงที่ที่ไม
ทราบคา  และฟงกชันของตัวแปร x  และ y  ที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึด  โดย
ฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบสามารถเขียนในรูปของอนุกรมไดดังนี ้
 

1 1
( , ) ( ) ( )

M N

mn m n
m n

w x y A X x Y y
= =

=∑∑  ( 4-5 ) 

 
โดย ( , )w x y  คือการเคลื่อนที่นอกระนาบที่ตําแหนง (x, y) ใดๆ 
 ( )X x   คือฟงกชันของ x  ที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตที่ตําแหนง 0x =   และ x a=   
 ( )Y y    คือฟงกชันของ y  ที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตที่ตําแหนง 0y =  และ y b=   
 mnA       คือคาคงที่ที่จะตองหาซึ่งมีทั้งหมด M N×  ตัว 

 
สามารถสรุปขั้นตอนการคํานวณการหาคาภาระการโกงงอโดยระเบียบวิธีริทซ ไดดังนี้  
 1.  สมมุติฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตของปญหา  
 2.  แทนฟงกชนัการเคลื่อนทีน่อกระนาบ ( , )w x y ลงในสมการพลงังานศักยรวม (4-4) 

 3. หาคาสัมประสิทธ mnA  ที่ทําใหคาพลังงานศักยมีคาต่ําสุด โดยใหอนุพนัธยอยของพลังงาน

ศักยรวม Π  เทียบกับสัมประสิทธ mnA  มีคาเทากับศูนย นัน่คือ 0
mnA

∂Π
=

∂
 ทําใหไดสมการ

เชิงเสนในรูปของตัวแปร mnA  จํานวน m n×  คา 
         4.   สมการเชิงเสนจํานวน m n×  สมการสามารถจัดใหอยูในรูปแบบทั่วไปของปญหาคา

เจาะจง (Eigenvalue problem) และเขียนเปนเมตริกซไดดังนี ้
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[ ] [ ] [ ] [ ] 0xA C N B C× − × =  ( 4-6 ) 

 
โดย [ ]A  และ [ ]B  คือเมตริกซจัตุรัสขนาด [ , ]M N M N× ×  โดยคํานวณไดจากคณุสมบัติ

ของวัสดุ และลําดับชั้นการวางตัวของเสนใย 
 [ ]C  คือเมตริกซแถวของคาคงที่ที่ไมทราบคา mnA  

 xN   คือคาภาระการโกงงอ 
 
 สําหรับโครงสรางแผนบางที่มีการจับยึดแบบงายทั้งสี่ดานและมีการวางตัวของเสนใย
แบบ 0o หรือ 90o  เทานั้น  สามารถใชระเบียบวิธีริทซในการแกปญหาเพื่อหาคาภาระการโกงงอ  
ซ่ึงจะใหคาภาระการโกงงอตรงกับคาภาระการโกงงอที่อยูในรูปผลเฉลยแมนตรงดังแสดงในสมการ
ที่ (3-27) เนื่องจากคาคงที่ที่ทําใหพลังงานศักยรวมมีคาต่ําสุด ( )mnA  มีเพียงพจนเดียวที่ไมเปนศูนย  
ดังนั้น รูปรางโหมดการโกงงอที่ เกิดขึ้นสําหรับกรณีนี้ ไดจากฟงกชันการเคลื่อนที่นอก
ระนาบ ( , )w x y เพียงพจนเดียว  แตสําหรับแผนบางที่มีการจับยึดแบบงายทั้งสี่ดาน  และมีการ
วางตัวของเสนใยในมุมใดๆ  ไมสามารถหาคาภาระการโกงงอใหอยูในรูปผลเฉลยแมนตรงได
เนื่องจากคา 16D  และ 26D  ของแผนบางดังกลาวในสมการที่ (3-18) มีคาไมเปนศูนย   อยางไรก็
ตามสามารถหาคาภาระการโกงงอและรูปรางโหมดการโกงงอที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการ
จับยึดไดโดยการใชจํานวนพจนที่มากพอที่จะทําใหคาภาระการโกงงอลูเขาสูผลลัพธและใหรูปราง
โหมดการโกงงอที่ถูกตอง  ดังนั้นคาคงที่ที่ทําใหพลังงานศักยรวมมีคาต่ําสุดจึงมีหลายพจนที่ไมเปน
ศูนยและรูปรางโหมดการโกงงอที่เกิดขึ้นไดจากฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบ ( , )w x y หลายๆ 
พจน   
 จากการศึกษาที่ผานมาพบวาการหาคาภาระการโกงงอของโครงสรางแผนบางรูป
ส่ีเหล่ียมผืนผาสามารถทําไดเฉพาะกรณีที่ดานใดดานหนึ่งหรือหลายๆ ดานของแผนบางมีการจับยึด
แบบงายทั้งสองดาน (S-S) หรือแบบยึดแนนทั้งสองดาน (C-C) เทานั้น ดังนั้นวิทยานิพนธนี้จึง
ศึกษาหาคาฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตแบบตางๆ หลายๆ 
แบบ  โดยใชตัวอักษรยอแสดงลักษณะการจับยึดดังนี้ การจับยึดแบบงาย (S)  การจับยึดแบบ
ยึดแนน (C)  และที่ขอบปลอยอิสระ (F)  เชนการจับยึดแบบ (C-F) คือท่ีปลายดานหนึ่งยึดแบบ
ยึดแนนและอีกดานปลอยอิสระ  การจับยึดแบบ (C-S)  การจับยึดแบบ (F-C)  การจับยึดแบบ (S-

C)  และการจับยึดแบบ (F-F) โดยฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบสําหรับโครงสรางที่มีเงื่อนไข
ขอบเขตแบบตางๆ หาไดจากการแกปญหาการโกงงอโดยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช  ในหัวขอถัดไป
จะกลาวถึงการแกปญหาการโกงงอโดยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช 
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4.2  การหาคาภาระการโกงงอโดยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช 
 
 การศึกษาของ Ungbhakorn และ Singhatanadgid [7] นําเสนอวิธีการหาคาภาระการ
โกงงอโดยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช  โดยใชหลักการของคาต่ําสุดของพลังงานศักยรวมดวยวิธีการ
แปรผัน (Variational Method) ซ่ึงจะไดฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่สอดคลองกับเงื่อนไข
ขอบเขตอยูในผลคูณของฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบ ( )X x และฟงกชันการเคลื่อนที่นอก
ระนาบ ( )Y y  ดังนี ้

 
( , ) ( ) ( )w x y X x Y y=  ( 4-7 ) 

                                    
โดย  ( , )w x y   คือฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบ 

 ( )X x   คือฟงกชันของ x  อยางเดียวที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตที่ตําแหนง 0x =   
และ x a=   

 ( )Y y   คือฟงกชันของ y  อยางเดียวที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตที่ตําแหนง 0y =   

และ y b=   
  
ฟงกชัน ( )X x และฟงกชัน ( )Y y อธิบายถึงลักษณะรูปรางโหมดการโกงงอที่เกิดขึ้นที่สอดคลอง
กับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึด สมการพลังงานศักยรวมที่ใชแกปญหาการโกงงอโดยระเบียบวิธีแคน
โทโรวิชสามารถหาไดโดยการแทนฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบสมการที่ (4-7) ลงในสมการที่ 
(4-4) จะไดพลังงานศักยรวมในรูปของฟงกชัน ( )X x และฟงกชัน ( )Y y ดังนี้ 
  

2 2 2 2 2 2
11 , 12 , , 22 , 66 , , 16 ,

0 0

2 2 2 2
26 , , , , , , ,

0 0

1 [ 2 4 4(
2

1) ] [ 2 ]
2

a b

xx xx yy yy x y xx

a b

yy x y x x y y xy x y

D X Y D X Y XY D X Y D X Y D X Y

D XY X Y dxdy N X Y N X Y N X Y XY dxdy

∏ = + + + + +

− + +

∫ ∫

∫ ∫
 

( 4-8 ) 

 
การหาคาภาระการโกงงอและฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบสําหรับโครงสรางแผนบางรูป
ส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีภาระกดกระทําในแนวแกนเดียวคือ xN  โดยอาศัยหลักการของคาต่ําสุดของ
พลังงานศักยรวมสมการที่ (4-8) ดวยวิธีการแปรผันสามารถทําไดโดยสมมุติฟงกชัน ( )X x  และ
แทนลงในสมการที่ (4-8)  เพื่อหาฟงกชัน ( )Y y ที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตที่ตําแหนง 0y =  

และ y b=  โดยสามารถจัดรูปแบบสมการใหมไดดังนี้  
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2 2 2
1 11 2 12 , 3 22 , 4 66 ,

0

2
5 16 , 6 26 , , 4

0

1 [ 2 4
2

14( )] [ ]
2

b

x x yy x yy x y

b

x y x y yy x x

S D Y S D YY S D Y S D Y

S D YY S D Y Y dy S N Y dy

Π = + + +

+ + −

∫

∫
 ( 4-9 ) 

 

โดย 2 2
1 , 2 , 3

0 0 0

, ,
a a a

x xx x xx xS X dx S XX dx S X dx= = =∫ ∫ ∫  

 2
4 , 5 , , 6 ,

0 0 0

, ,
a a a

x x x x xx x xS X dx S X X dx S XX dx= = =∫ ∫ ∫  
( 4-10 ) 

   
เปนคาคงที่สามารถหาจากฟงกชัน ( )X x  ที่สมมุติขึ้นและขนาดความยาวของโครงสรางแผนบาง
จากสมการที่ (4-9) สามารถใชหลักการของคาต่ําสุดของพลังงานศักยรวมโดยการแปรผันของ
พลังงานศักยรวม นั่นคือ 0δΠ =  ซ่ึงผลที่ไดสามารถจัดใหอยูในรูปแบบสมการเชิงอนุพันธสามัญ 
(ordinary differential equation) อันดับ 4 ไดดังนี้ 
 

4 2

1 24 22 0d Y d Yk k Y
dy dy

+ + =   

 

โดย 2 12 4 66
1

3 22

( 2 )x x

x

S D S D
k

S D
−

=  

 1 11 4
2

3 22

( )x x x

x

S D S Nk
S D
−

=  
( 4-11 ) 

 
และเงื่อนไขขอบเขตที่สอดคลองที่ตําแหนง 0y =  และ y b=  คือสมการ 
 

 
3

3 22 2 12 4 66 3 5 16 63 ( 4 ) (2 ) 0x x x x y x x xy
d Y dYS D S D S D S N S D S N Y
dy dy

+ − + − − =     ( 4-12 ) 

หรือ 
 0Y =  ( 4-13 ) 
และ 

 
2

3 22 6 26 2 122 2 0x x x
d Y dYS D S D S D Y

dydy
+ + =  ( 4-14 ) 

หรือ 

 0dY
dy

=  ( 4-15 ) 

  
สมการ(4-12) ถึง (4-15) เปนสมการที่ฟงกชัน ( )Y y  จะตองสอดคลองเพื่อใหไดคําตอบที่เปนไป
ตามเงื่อนไขขอบเขตของปญหา  โดย 



 
 

32

กรณีการจับยดึแบบงาย : สมการเงื่อนไขขอบเขตที่สอดคลองคือ (4-13) และ (4-14) 

กรณีการจับยดึแบบยดึแนน : สมการเงื่อนไขขอบเขตที่สอดคลองคือ (4-13) และ (4-15) 

กรณีที่ขอบปลอยอิสระ : สมการเงื่อนไขขอบเขตที่สอดคลองคือ (4-12) และ (4-14) 
 
โดยผลเฉลยทั่วไปของฟงกชัน ( )Y y สําหรับสมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับ 4 สมการที่ (4-11) 
เมื่อคา  1 0k <  และ 2 0k <  คือ  
 

1 1 2 2( ) sin( ) cos( ) sinh( ) cosh( )y y y yY y A p y B p y C p y D p y= + + +  ( 4-16 ) 

 
โดย            2

1 1 2 1p k k k= − + ,        2
2 1 2 1p k k k= − − ( 4-17 ) 

  

ในทํานองเดียวกันสามารถหาฟงกชัน ( )X x ที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตที่ตําแหนง 0x =  

และ x a=   ไดโดยการนําฟงกชัน ( )Y y  ที่ไดจากสมการที่ (4-16) แทนลงในสมการที่ (4-8) แลว
จัดรูปแบบสมการใหมไดดังนี ้ 
 

2 2 2
3 11 , 2 12 , 1 22 4 66 ,

0

2
6 16 , , 5 26 , 3 ,

0

1 [ 2 4
2

14( )] [ ]
2

a

y xx y xx y y x

a

y x xx y x y x x

S D X S D XX S D X S D X

S D X X S D XX dx S N X dx

Π = + + +

+ + −

∫

∫
 ( 4-18 ) 

 

โดย 2 2
1 , 2 , 3

0 0 0

, ,
b b b

y yy y yy yS Y dx S YY dx S Y dx= = =∫ ∫ ∫  

 2
4 , 5 , , 6 ,

0 0 0

, ,
b b b

y y y y yy y yS Y dx S Y Y dx S YY dx= = =∫ ∫ ∫  
( 4-19 ) 

คา iyS  เปนคาคงที่คลายกับคา ixS  ในสมการที่ (4-10) 

 
ในทํานองเดียวกับกรณีการสมมุติฟงกชัน ( )X x  สมการที่ (4-18) สามารถจัดใหอยูในรูปแบบ
สมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับ 4 ไดดังนี้ 
 

4 2

3 44 22 0d X d Xk k X
dy dy

+ + =   

 

โดย 2 12 4 66 3
3

3 11

( 2 / 2)y y y xx

y

S D S D S N
k

S D
− +

=  

 1 22
4

3 11

y

y

S D
k

S D
=  

( 4-20 ) 
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และเงื่อนไขขอบเขตที่สอดคลองที่ตําแหนง 0x =  และ x a=  คือสมการ 
 

 
3

3 11 2 12 4 66 3 5 26 63 ( 4 ) (2 ) 0y y y y x y y xy
d X dXS D S D S D S N S D S N X
dx dx

+ − + − − =   ( 4-21 ) 

หรือ 
 0X =  ( 4-22 ) 
และ 

 
2

3 11 6 16 2 122 2 0y y y
d X dXS D S D S D X

dxdx
+ + =  ( 4-23 ) 

หรือ 
 0dX

dx
=  ( 4-24 ) 

 
สมการ (4-21) ถึง (4-24) เปนสมการแสดงเงื่อนไขขอบเขต  โดยการเลือกสมการตางๆ สามารถ
ทําทํานองเดียวกับกรณีกอน  นั้นคือ  
กรณีการจับยดึแบบงาย : สมการเงื่อนไขขอบเขตที่สอดคลองคือ (4-22) และ (4-23)  
กรณีการจับยดึแบบยดึแนน : สมการเงื่อนไขขอบเขตที่สอดคลองคือ (4-22) และ (4-24) 

กรณีที่ขอบปลอยอิสระ : สมการเงื่อนไขขอบเขตที่สอดคลองคือ (4-21) และ (4-23) 

 
โดยผลเฉลยทั่วไปของฟงกชัน ( )X x สําหรับสมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับ 4 สมการที่ (4-20) 
เมื่อคา  3 0k >  และ 2

3 4( ) 0k k− >   คือ  
 

3 3 4 4( ) sin( ) cos( ) sin( ) cos( )x x x xX x A p x B p x C p x D p x= + + +  ( 4-25 ) 

 
โดย            2

3 3 3 4p k k k= + − ,        2
4 3 3 4p k k k= − − ( 4-26 ) 

 
ขั้นตอนการแกปญหาการโกงงอโดยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชสามารถศึกษารายละเอียดเพิ่มเติมได
จากงานวิจัยของ  Ungbhakorn และ  Singhatanadgid [7]   
 
 การหาคาภาระการโกงงอโดยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช [7] จะไดฟงกชันการเคลื่อนที่
นอกระนาบสมการที่ (4-7) เพียงพจนเดียวจึงทําใหระเบียบวิธีนี้ใชไดกับโครงสรางแผนบางที่มีการ
วางตัวของเสนใยแบบ 0o หรือ 90o  เทานั้น  แตก็สามารถใชไดกับโครงสรางแผนบางที่มีเงื่อนไข
ขอบเขตในกรณีที่ดานใดดานหนึ่งหรือหลายๆ ดานมีการจับยึดผสมกันระหวางการจับยึดแบบงาย  
แบบยึดแนน  หรือแบบอิสระ  ดังนั้นวิทยานิพนธนี้จึงหาคาฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบ ( )Y y

ที่โหมดการโกงงอโหมดตางๆ โดยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชเพื่อนํามาใชเปนฟงกชันการเคลื่อนที่
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นอกระนาบพื้นฐานสําหรับการแกปญหาการโกงงอโดยระเบียบวิธีริทซ  ระเบียบวิธีที่นําเสนอนี้จะ
สามารถศึกษาพฤติกรรมการโกงงอและหาคาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางที่มีการวางตัว
ของเสนใยในมุมใดๆ ภายใตเงื่อนไขขอบเขตแบบตางๆ หลายๆ แบบ  โดยสามารถแสดงตัวอยาง
รูปรางโหมดการโกงงอที่เกิดขึ้นที่โหมดตางๆ ของแผนบางที่ไดจากฟงกชันการเคลื่อนที่นอก
ระนาบจากระเบียบวิธีแคนโทโรวิชดังแสดงในรูปที่ 4.1  
 

       
 
 

      
 

 
รูปที่ 4.1 รูปรางโหมดการโกงงอโหมดตางๆ  

            ที่ไดจากระเบยีบวิธีแคนโทโรวิช 
 
จากรูปที่ 4.1 จะเห็นวารูปรางโหมดการโกงงอที่เกิดขึ้นที่บริเวณขอบของแผนบางเปนไปตาม
เงื่อนไขขอบเขตที่ตองการคือ 
        กรณีการจับยึดแบบงายการเคลื่อนที่และโมเมนตตลอดขอบที่ยึดจะมีคาเทากับศูนยหรือ 

2

2

( , )( , ) 0w x yw x y
x

∂
= =

∂
 

 
 กรณีการจับยึดแบบยึดแนนการเคลื่อนที่และความชันตลอดขอบที่ยึดจะมีคาเทากับศูนยหรือ 

( , )( , ) 0w x yw x y
x

∂
= =

∂
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 กรณีที่ขอบปลอยอิสระโมเมนตดัดและแรงเฉือนในแนวดิ่งตลอดความยาวของขอบที่ยึดจะมีคา
เทากับศูนยดังนั้น 

0x xy xM M Q= = =  
 
4.3  ตัวอยางการหาคาภาระการโกงงอ  
 
 ในหัวขอนี้แสดงขั้นตอนการหาคาภาระการโกงงอโดยระเบียบวิธีที่นําเสนอที่ใชสําหรับ
วิทยานิพนธนี้  เพื่อแสดงใหเห็นวาระเบียบวิธีการนี้สามารถศึกษาพฤติกรรมการโกงงอและหาคา
ภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางที่มีการวางตัวของเสนใยในมุมใดๆ ไดโดยการใชจํานวน
พจนที่มากพอที่จะทําใหคาภาระการโกงงอลูเขาสูผลลัพธและใหรูปรางโหมดการโกงงอที่ถูกตอง  
คุณสมบัติของแผนคอมโพสิตบางท่ีใชในการศึกษาในวิทยานิพนธนี้แสดงในตารางที่ 4.1 โดยมี
รูปแบบปญหาการโกงงอดังนี้  กําหนดใหแผนคอมโพสิตแผนบางรูปส่ีเหล่ียมผืนผาทําจากกราไฟต 
– อีพอกซี  มีภาระกดกระทําในแนวแกนเดียวคือ 

xN  มีขนาดความยาว a  เทากับ 0.9 เมตร และ
ขนาดความกวาง b เทากับ 0.3  เมตร โดยมีลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ [0/90]2S ภายใต
เงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบยึดแนนสามดานรวมกับที่ขอบปลอยอิสระอีกหนึ่งดาน (CCCF)  
ดังแสดงในรูปที่ 4.2 

 
ตารางที ่4-1 คุณสมบัติของแผนคอมโพสิตกราไฟต – อีพอกซี  ที่ใชในการศึกษา 
 

E11 E22 G12 12ν  t 

(GPa) (GPa) (GPa)  (m) 
131 10.3 6.9 0.22 0.000127 

 

 Nx 

 y 

θ  

C 

C C 

F 

 b 

 x a 
 

 
รูปที่ 4.2  การรับภาระในแนวระนาบของแผนคอมโพสิตบางภายใตเงื่อนไขขอบเขตแบบ CCCF 
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4.3.1  ขั้นตอนการแกปญหาการโกงงอโดยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช   
 
 ในหัวขอนี้ เปนการหาคาฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่สอดคลองกับเงื่อนไข
ขอบเขตกรณีการจับยึดของปญหาในรูปที่ 4.2 โดยใชระเบียบวิธีแคนโทโรวิช  ขั้นตอนการคํานวณ
ดวยวิธีการดังกลาวแสดงในหัวขอที่ 4 ของเอกสารอางอิง [7] ซ่ึงสามารถกลาวโดยสรุปไดดังนี้  
เริ่มจากหาคาฟงกชัน ( )Y y  ที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตกรณีการจับยึดตําแหนง 0y =

และ y b=  หรือการจับยึดแบบ (C-F) และมีความยาวเทากับ 0.3 เมตร การศึกษานี้กําหนดให
ฟงกชัน 1( ) sin( )X x x=  ผลลัพธที่ไดคือ 
 

1( ) sin( 0.925 0.796 1.008 ) cos( 0.925 0.796 1.008 )

sinh( 0.925 0.796 1.008 ) cosh( 0.925 0.796 1.008 )

y x y x

y x y x

Y y A N y B N y

C N y D N y

= − + − + − + −

+ − + + + − + +

 
จากนั้นหาคาเจาะจง xN และคาไอเกนเวคเตอรของฟงกชัน ( )Y y ที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต
การจับยึดแบบ (C-F) ไดโดยแกสมการที่ (4-12) ถึงสมการที่ (4-15) ซ่ึงจะสามารถจัดรูปแบบ
สมการใหเปนระบบสมการเชิงเสนไดดังนี ้
 

[ ] [ ] 0F G× =  ( 4-27 ) 
 
โดย    [ ]F   คือเมตริกซจัตุรัสขนาด [4 4]×  ที่มีตัวแปรภาระ xN  อยูโดยคํานวณไดจากเงื่อนไข      

ขอบเขตการจบัยึดที่ตําแหนง 0y =  และ y b=  

 [ ]G   คือเมตริกซแถวของคาสัมประสิทธไมทราบคา , , ,y y y yA B C D   
  

จากสมการที่ (4-27) จะไดคาสมาชิกของ [ ]G  ที่ไมเปนศูนย เมื่อคาดีเทอมิแนนท (Determinants) 

ของเมตริกซ [ ]F จะตองมีคาเปนศูนย  นั่นคือคาภาระการโกงงอสามารถหาไดจากการแกสมการ 
det[ ] 0F =  เมื่อเขียนกราฟความสัมพันธระหวาง det[ ]F  กับคา xN จะไดดังรูปที่ 4.3 

 
รูปที่ 4.3  การหารากของฟงกชัน 1( )Y y  จากโปรแกรมที่ประดษิฐขึ้น 
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จากรูปที่ 4.3  จุดตัดบนแกน xN  คือคาภาระการโกงงอ  ซ่ึงหาไดโดยโดยวธีินิวตัน-ราฟสัน ผลลัพธ
ที่ไดคือ ,1 2040.34 N/m xN = เมื่อทราบคา xN แลวแกสมการที่ (4-27) เพื่อหาคาไอเกนเวคเตอร 

, , ,y y y yA B C D  ของฟงกชัน ( )Y y ผลลัพธที่ไดคือ 
 

1( ) sin(6.269 ) 1.301cos(6.269 ) 0.9752sinh(6.428 ) 1.301cosh(6.428 )Y y y y y y= − − +  

 ในทํานองเดียวกันการหาคาฟงกชัน 2( )X x ที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดที่
ตําแหนง 0x =  และ x a=  หรือการจับยึดแบบ (C-C) และมีความยาวเทากับ 0.9 เมตร สามารถ
ทําไดโดยแกสมการเงื่อนไขขอบเขตที่สอดคลองสมการที่ (4-22) และสมการที่ (4-24) จัดรูปแบบ
สมการใหเปนระบบสมการเชิงเสนสมการที่ (4-27) แกสมการหาคาเจาะจง ,2xN  และคาไอเกนเวค
เตอรของฟงกชัน 2( )X x  ทําซ้ําจนกวาคาภาระการโกงงอที่ไดจากการสมมุติฟงกชัน ( )X x  มี
เทากับคาภาระการโกงงอที่ไดจากการสมมุติฟงกชัน ( )Y y  ผลลัพธที่ไดจากการแกปญหาการโกง
งอโดยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชแสดงในตารางที่  4-2 

 ตารางที่ 4-2 แสดงผลการคํานวณหาคาฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบทั้งหมดสี่คร้ัง  
ผลลัพธที่ไดคือคาภาระการโกงงอซึ่งมีคาเทากับ 890.73 N/m  โดยมีฟงกชัน 3( )X x  คือฟงกชัน
การเคลื่อนที่นอกระนาบที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ (C-C) ที่โหมดการโกงงอ
โหมดที่หนึ่งและมีความยาวเทากับ 0.9 เมตร และฟงกชัน 2( )Y y  คือฟงกชันการเคลื่อนที่นอก
ระนาบที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ (C-F) ที่โหมดการโกงงอโหมดที่หนึ่งและมี
ความยาวเทากับ 0.3 เมตร  สําหรับการหาคาฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่โหมดการโกงงอ
โหมดตางๆ เชนโหมดที่  2, 3, 4, … สามารถทําไดโดยการหาคาของ det ([ ]F ) ที่จุดตัดบนแกน 

xN และคาไอเกนเวคเตอรที่ไดจากการแกระบบสมการเชิงเสนสมการที่ (4-27) ที่จุดตัดที่ 2, 3, 

4, … หมายถึงคาฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่เกิดขึ้นที่โหมดนั้นๆ  ฟงกชันการเคลื่อนที่นอก
ระนาบที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ (C-F) ที่โหมดการโกงงอโหมดที่หนึ่งและ
โหมดที่สองและมีความยาวเทากับ 0.3 เมตรคือ 

 
1

2

( ) sin(6.284 )-1.081cos(6.284 )-0.872sinh(7.202 )+1.081cosh(7.202 )
( ) sin(15.713 )-0.960cos(15.713 )-0.975sinh(16.102 )+0.960cosh(16.102 )

Y y y y y y
Y y y y y y

=
=

 ( 4-28 ) 

 
( )iY y  คือฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่โหมดการโกงงอโหมดที่ i  
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ตารางที ่4-2  คาภาระการโกงงอ ฟงกชันการเคลื่อนที่ และโหมดการโกงงอที่ไดจากวธีิแคนโทโรวิช  
 

Solution 
Iteration no. 

Assumed 
solution ( )X x  Eigenvector

Y(y) 
Eigenvalue

(N/m) Buckling mode 

 
1 
 
 
 
 
 
 

 
1( )X x  

 
 
 
 
 
 

 
1( )Y y  

 
 
 
 
 
 

 
2040.34 

 
 
 
 
 
 

 
2 
 
 
 
 
 
 

 
2( )X x  

 
 
 
 
 
 

 
1( )Y y  

 
 
 
 
 
 

 
892.15 

 

 
 
3 
 
 
 
 
 
 

 
2( )X x  

 
 
 
 
 
 

 
2( )Y y  

 
 
 
 
 
 

 
890.73 

 
 
 
 

 

 

 
4 
 
 
 
 
 
 

 
3( )X x  

 
 
 
 
 
 

 
2( )Y y  

 
 
 
 
 
 

 
890.73 

 
 
 
 
 
  

     
โดย 1( ) sin( )X x x=         

 1( ) sin(6.269 )-1.301cos(6.269 )-0.975sinh(6.428 )+1.301cosh(6.428 )Y y y y y y=

 2( ) sin(9.227 )+0.627cos(9.227 )-3.037sin(3.038 )-0.627cos(3.038 )X x x x x x=  

 2( ) sin(6.284 )-1.081cos(6.284 )-0.872sinh(7.202 )+1.081cosh(7.202 )Y y y y y y=

 3( ) sin(9.238 )+0.619cos(9.238 )-3.036sin(3.043 )-0.619cos(3.043 )X x x x x x=  
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 ฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบ ( )X x ที่ใชในฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบสมการที่ 
(4-5) สามารถหาไดในทํานองเดียวกับการหาคาฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบ ( )Y y  ที่กลาว
มาแลว  สําหรับปญหาที่ยกตัวอยางในรูปที่ 4.2 จะหาคาฟงกชันการเคลื่อนที่ ( )X x โดยกําหนดให
ช้ินงานมีเงื่อนไขขอบเขตที่ตําแหนง 0x =  และ x a=  เปนแบบยึดแนนทั้งสองขางและมีความยาว
เทากับ 0.9 เมตร  การศึกษานี้เลือกเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบงายสองดานคือดานที่รับภาระ
รวมกับการจับยึดแบบยึดแนนอีกสองดาน (SCSC) และมีขนาดความยาว a และขนาดความกวาง b 
เทากับ 0.9 เมตร  โดยกําหนดคุณสมบัติของวัสดุที่ใชในการคํานวณดังแสดงในตารางที่ 4.1  
ฟงกชัน ( )X x ที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ (C-C) ที่โหมดการโกงงอโหมดที่
หนึ่งและโหมดที่สองโดยมีความยาวเทากับ 0.9 เมตรคือ 

 
1

2

( ) sin(4.759 )-0.642cos(4.759 )-0.640sinh(7.427 )+0.642cosh(73427 )
( ) sin(8.522 )-0.830cos(8.522 )-0.831sinh(10.253 )+0.830cosh(10.253 )

X x x x x x
X x x x x x

=
=

 ( 4-29 ) 

 
ฟงกชัน 1 2( ), ( )X x X x  และ 1 2( ), ( )Y y Y y  ที่หาไดโดยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชสามารถพล็อต
รูปรางโหมดการโกงงอ ดังแสดงในรูปที่ 4.4 
 

   
 m =1                                                              n =1 
  

      
                     m =2                                                              n =2 
          
      (ก) รูปรางโหมดการโกงงอบนแกน x (C-C)      (ข) รูปรางโหมดการโกงงอบนแกน  y (C-F)
 

x 

x 
 

X(x)1 

X(x)2 
 

y 

y 

Y(y)1 

Y(y)2 

 
รูปที่ 4.4 รูปรางโหมดการโกงงอที่เกิดขึน้ในทิศ x และทิศ  y  จากฟงกชันที่ไดโดยระเบียบวิธีแคน

โทโรวิช 
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4.3.2  ขั้นตอนการแกปญหาการโกงงอโดยระเบียบวิธีริทซ 
                            
 ในสวนนี้จะนําคาฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตดัง
ตัวอยางในรูปที่ 4.2 ที่หาไดจากระเบียบวิธีแคนโทโรวิชมาใชเปนฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบ
พื้นฐานสําหรับการแกปญหาการโกงงอโดยระเบียบวิธีริทซ  เพื่อแสดงใหเห็นวาความแมนยําของ
คาภาระการโกงงอจะขึ้นอยูกับจํานวนพจนที่ใชในฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบ  โดยมีรูปแบบ
ปญหาการโกงงอเชนเดียวกับตัวอยางในรูปที่ 4.2 แตมีลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยเปนแบบ 
[±45]2S    การแกปญหาการโกงงอโดยระเบียบวิธีริทซสําหรับปญหาการโกงงอที่มีภาระกดกระทํา
ในแนวแกนเดียวคือ xN  นั่นคือ , 0y xyN N =  ดังนั้นพลังงานศักยรวมที่เกิดขึ้นจากสมการ (4-4) 

คือ 
 

2 22 2 2 2 2 2

11 12 22 162 2 2 2 2

20 0 22 2 2

26 662

2 4
1
2

4 4

b a

x

w w w w w wD D D D
x x y y x x y

dxdy
w w w wD D N

y x y x y x

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠Π= ⎢ ⎥

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎢ ⎥+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ∫  ( 4-30 ) 

 

 พิจารณาใหจํานวนพจนที่ใชในการคํานวณเทากับ 1 พจน ดังนั้นฟงกชันการเคลื่อนที่
นอกระนาบพื้นฐาน ( , )w x y ที่เกิดขึ้นในสมการ (4-5) คือ  
 

11 1 1( , ) ( ) ( )w x y A X x Y y=  ( 4-31 ) 
 
การนําฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่ไดจากระเบียบวิธีแคนโทโรวิชมาใชเปนฟงกชันการ
เคลื่อนที่นอกระนาบพื้นฐานสําหรับการแกปญหาการโกงงอโดยระเบียบวิธีริทซดวยระเบียบวิธีการ
ที่นําเสนอ  สามารถทําไดโดยแทนคาฟงกชัน 1 1( ), ( )X x Y y  สมการที่ (4-28) และสมการที่ (4-

29) ลงในฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบสมการ (4-31) แลวแทนลงในสมการพลังงานศักยรวม
สมการที ่(4-30) แลวอินทิเกรตและจัดรูปสมการใหมจะไดวา 
 

[ ]2
11=A 1436.42105+1.28162 xNΠ  

 

คาพลังงานศักย Π  จะมีคาต่ําสุดเมื่ออนุพันธยอยของพลังงานศักยรวม Π  เทียบกับ 11A  มีคา

เทากับศูนย นั่นคือ 
11

0
A
∂Π

=
∂

 

    

หรือ    [ ]11
11

Π 2872.84210+2.56324 =0xA N
A
∂

=
∂
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แกปญหาคาเจาะจงสมการ (4-6) ไดดังนี ้
  

[ ][ ] [ ]11 112872.84210 - [-2.56324] =0xA N A  

  
           1120.78   kN/mxN∴ =  

   ดังนั้นคาภาระการโกงงอคือ  1120.78   kN/m   
 
 ความแมนยําของคาภาระการโกงงอจะขึ้นอยูกับจํานวนพจนที่ใชในฟงกชันการเคลื่อนที่
นอกระนาบ  โดยสามารถเพิ่มขึ้นเปน 4, 9, 16, 25, … หรือเปนคา 2n  โดยที่ n  เปนคาจํานวนเต็ม  
พิจารณาจํานวนพจนที่ใชในการคํานวณเทากับ 4 พจน  ดังนั้นฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่
เกิดขึ้นในสมการ (4-5)  คือ  
  

11 1 1 12 1 2 21 2 1 22 2 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )w x y A X x Y y A X x Y y A X x Y y A X x Y y= + + +  ( 4-32 ) 
 
ในทํานองเดียวกันสามารถหาคาภาระการโกงงอไดเชนเดียวกับการใชจํานวนพจนในการคํานวณ
เทากับ 1 พจน  โดยคาฟงกชัน 1 2 1 2( ), ( ), ( ), ( )Y y Y y X x X x  คือฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่
โหมดการโกงงอโหมดที่หนึ่งและโหมดที่สอง สมการที่ (4-28) และสมการที่ (4-29)  จะไดคา
ภาระการโกงงอเทากับ 976.27 N/m  คาภาระการโกงงอสามารถหาไดโดยใชจํานวนพจนตางๆ  
กัน ดังแสดงในตารางที่ 4-3 และรูปรางโหมดการโกงงอที่เกิดขึ้น ดังแสดงในรูปที่ 4.3   
 
ตารางที่ 4-3  คาภาระการโกงงอของแผนวัสดุคอมโพสิตบาง  กรณีการจับยึดแบบ CCCF  
 

จํานวนพจน คาภาระการโกงงอ, (kN/m) 

1 1.120 

4 0.976 

9 0.949 

16 0.920 

25 0.918 

36 0.914 

49 0.912 

64 0.912 
 

จากตารางที่ 4-3 พบวาความแมนยําของคาภาระการโกงงอขึ้นอยูกับจํานวนพจนที่ใชในฟงกชัน
การเคลื่อนที่นอกระนาบที่เพิ่มขึ้น  สําหรับกรณีนี้คาภาระการโกงงอจะเริ่มลูเขาสูผลลัพธเมื่อใช
จํานวนพจนในการคํานวณเทากับ 49 พจน  จากคาไอเกนเวคเตอรที่ไดสําหรับคาไอเกนที่เปนคา
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ภาระการโกงงอ  สามารถนํามาแทนลงในสมการการเคลื่อนที่แลวพล็อตลักษณะการเคลื่อนที่นอก
ระนาบไดดังแสดงในรูปที่ 4.5  การเคลื่อนที่นอกระนาบนี้แสดงโหมดการโกงงอโหมดที่ 2 

เนื่องจากมีจํานวน half sine curve เปน 2 สวนโคงบริเวณขอบที่มีเงื่อนไขขอบเขตแบบอิสระ 
 

C

C 

C 

F 

 
 รูปที่ 4.5 รูปรางโหมดการโกงงอโหมดทีห่นึ่งของแผนคอมโพสิตบาง 

 กรณีการจับยดึแบบ CCCF  ลําดับชั้นการวางตัวแบบ [±45]2S      



บทที ่ 5 
 

การโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหลี่ยมผืนผา 
  

 ในบทที่ 4 ไดแสดงตัวอยางการหาคาภาระการโกงงอโดยใชระเบียบวิธีริทซรวมกับ
ฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่หาไดจากระเบียบวิธีแคนโทโรวิช โดยไดแสดงการลูเขาสู
ผลลัพธของคาภาระการโกงงอสําหรับแผนคอมโพสิตบางรูปส่ีเหล่ียมผืนผา ซ่ึงความถูกตองของคา
ภาระการโกงงอขึ้นอยูกับจํานวนพจนที่ใชในฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบ แตเนื่องจากการใช
จํานวนพจนที่มากขึ้นทําใหเกิดความยุงยากในการแกสมการทางคณิตศาสตรและตองใชเวลาในการ
คํานวณนาน  ดังนั้นวิทยานิพนธนี้จึงประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อใชในการคํานวณทาง
คณิตศาสตรเพื่อศึกษาพฤติกรรมการโกงงอและหาคาภาระการโกงงอ ซ่ึงโปรแกรมดังกลาวตอง
ผานการตรวจสอบความถูกตองเพื่อใหแนใจวาใหผลลัพธที่มีความถูกตองและเชื่อถือได   
 ในสวนของการนําเสนอเนื้อหาของบทนี้แบงเปนสามสวนประกอบดวย  สวนแรก
กลาวถึงรายละเอียดของแผนคอมโพสิตบางและการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดที่ศึกษา  
สวนที่สองเปนการนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นไปทดสอบกับปญหาการโกงงอพื้นฐาน
ที่มีผลเฉลยแมนตรงหรือปญหาที่มีการศึกษามากอนหนานี้ เพื่อตรวจสอบความถูกตองของ
โปรแกรม  และสวนที่สามเปนการเสนอผลการศึกษาพฤติกรรมการโกงงอและคาภาระการโกงงอ
ของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมผืนผาที่มีภาระกระทําทั้งแบบแกนเดียวและแบบสองแกน  
ภายใตเงื่อนไขขอบเขตแบบตางๆ หลายๆ แบบ โดยการประยุกตใชโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อ
ศึกษาผลกระทบของขนาดสัดสวนของชิ้นงาน /a b   ภาระดึงตามขวาง yN   และมุมองศาการ
วางตัวของเสนใยแบบ 2S[ ]θ± วามีผลตอพฤติกรรมการโกงงออยางไร 
 
5.1 รายละเอียดของแผนคอมโพสิตบางทีศ่ึกษา 
 
 ในวิทยานิพนธนี้ จะศึกษาพฤติกรรมการโก งงอของแผนคอมโพสิตบางที่ มี
ลักษณะเฉพาะดังตอไปนี ้
 1.  กําหนดใหแผนคอมโพสิตบางทําจากกราไฟต – อีพอกซี  โดยมีคุณสมบัติของวัสดุดัง
แสดงในตารางที่ 4.1 มีขนาดความยาวตามแนวแกน x  เทากับ a  มีขนาดความกวางตามแนวแกน 
y  เทากับ b  และกําหนดใหมีความกวางคงที่คือ b  เทากับ 0.3 เมตร ขนาดสัดสวนของชิ้นงาน 

/a b  ทั้งหมดหาสัดสวนคือ 1, 1.5, 2, 2.5 และ 3 และมุมองศาการวางตัวของเสนใยเทียบกับแกน 
x  เทากับ θ  ดังแสดงในรูปที่ 3.5 

 2.  แผนคอมโพสิตบางเปนแบบแผนลามิเนตแบบสมมาตร  โดยการโกงงอของชิ้นงานเกิดจาก
ภาระกดกระทําในแนวแกน x  คือ xN  และมีภาระดึงซึ่งเปนคาคงที่กระทําในแนวแกน y   คอื yN  
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และไมมีภาระตามขวางหรือภาระเฉือนกระทํา นั่นคือ 0xyN q= =   ดังนั้นสมการพลังงานศักย
รวมจากสมการที ่(4-4) จะลดรูปเปน 
 

2 22 2 2 2 2 2

11 12 22 162 2 2 2 2

2 222 2 2

26 662

2 4
1
2

4 4 x y

w w w w w wD D D D
x x y y x x y

dxdy
w w w w wD D N N

y x y x y x y

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠Π = ⎢ ⎥

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎢ ⎥+ + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

∫∫  ( 5-1 ) 

    
  3.  วิทยานิพนธนี้ศึกษาโครงสรางที่มีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึด 8 กรณีคือ CCCC, CCCF, 
SCSF, CFCF, CSSC, SSCC, CFSC และ CSCS โดยใชตัวอักษรยอแสดงลักษณะการจับยึด
และระบบแกนพิกัด ดังแสดงในรูปที่  5.1 
 

 

   
 

รูปที่ 5.1 เงื่อนไขขอบเขตทั้ง 8 กรณี  และระบบแกนพิกัด 

 สําหรับแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมผืนผา 
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5.2  โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับแกปญหาการโกงงอ 
 

 ในวิทยานิพนธนี้ไดประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อใชวิเคราะหปญหาการโกงงอ
ของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมผืนผาและรูปสี่เหล่ียมดานขนาน  โดยนําเอาวิธีการแกปญหา
การโกงงอโดยระเบียบวิธีริทซตามที่กลาวไวในหัวขอที่ 4.1 รวมกับฟงกชันการเคลื่อนที่นอก
ระนาบที่หาไดโดยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชที่แสดงในหัวขอที่ 4.2 มาประดิษฐโปรแกรม
คอมพิวเตอร ซ่ึงโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นประกอบดวยสามสวนหลักๆ คือ  
 สวนท่ี 1 : โปรแกรมคอมพิวเตอรสวนที่ทําหนาที่หาฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่
สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดจากการแกปญหาการโกงงอโดยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช  
 สวนท่ี 2 : โปรแกรมคอมพิวเตอรสวนที่ทําหนาที่คํานวณหาคาพลังงานศักยรวมที่เกิดขึ้นบน
แผนคอมโพสิตบางรูปส่ีเหล่ียมผืนผา ดังสมการที่ (5-1) โดยการแทนฟงกชันการเคลื่อนที่นอก
ระนาบที่ไดจากสวนที่ 1 ของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้น 
 สวนท่ี 3 : โปรแกรมคอมพิวเตอรสวนที่ทําหนาที่แกปญหาเจาะจงสมการที่ (4-6) เพื่อหาคา
เจาะจงหรือคาภาระการโกงงอ  และเลือกคาเวกเตอรเจาะจง ที่สอดคลองกับคาเจาะจงต่ําสุดเพื่อนํา
คาเวกเตอรเจาะจงไปพล็อตรูปรางโหมดการโกงงอที่เกิดขึ้น 
 
ลําดับขั้นตอนตางๆ นี้ สามารถสรุปดังแสดงในรูปที่ 5.2 และรายละเอยีดของโปรแกรมที่ประดิษฐ
ขึ้นทั้งสามสวน แสดงไวในภาคผนวก ก  
 โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นทั้งสามสวนดังแสดงในรูปที่ 5.2 ตองผานการ
ตรวจสอบความถูกตองเพื่อใหแนใจวาโปรแกรมดังกลาวสามารถหาคาภาระการโกงงอและให
รูปรางโหมดการโกงงอที่ถูกตองและมีความเชื่อถือได   โดยมีขั้นตอนการตรวจสอบความถูกตอง
ของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐดังนี้ 
 
5.2.1  การโกงงอของแผนบางที่มีเงื่อนไขขอบเขตแบบงาย 
 
 การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ใชในการหาพลังงานศักยรวม
และแกปญหาเจาะจงสามารถทําไดโดยเปรียบเทียบคาภาระการโกงงอและโหมดการโกงงอของ
โครงสรางที่มีผลเฉลย  จากการศึกษาที่ผานมาพบวากรณีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบงายทั้งสี่
ดานสามารถหาคาภาระการโกงงอไดจากผลเฉลยแมนตรงและมีฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่
สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตในรูปของฟงกชันซายน  ดังนั้นการตรวจสอบความถูกตองในสวนนี้
สามารถตรวจสอบไดโดยการนําผลลัพธที่ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นเปรียบเทียบ
กับผลเฉลยแมนตรงหรือผลลัพธที่มีอยูจากการศึกษาที่มีในอดีตภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึด
แบบงายทั้งสี่ดาน  
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รูปที่ 5.2  ขั้นตอนการหาคาภาระการโกงงอดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึน้ 
 

 การศึกษาของ  Tuttle et al. [5]  นําเสนอคาภาระการโกงงอและจํานวนโหมดการโกง
งอของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมผืนผาที่มีภาระกระทํากับแผนชิ้นงานในลักษณะสองทิศทาง
ตั้งฉากกัน  ซ่ึงการโกงงอเกิดขึ้นเนื่องจากภาระกด xN  กระทําในแนวแกน x  และมีภาระดึงตาม
แนวขวาง yN  ซ่ึงมีคาคงที่กระทําในแนวแกน y  ดังแสดงในรูปที่ 3.5  ภายใตเงื่อนไขขอบเขตการ
จับยึดแบบงายทั้งส่ีดาน โดยศึกษาแผนคอมโพสิตบางที่มีการวางตัวของเสนใยตางกันสี่แบบคือ 
[0]8, [0/90]2S, [45]8 และ [±45]2S  ขนาดสัดสวนของชิ้นงานตางกันสามขนาดคือ 1, 1.5  และ 2  
แผนคอมโพสิตบางทําจากกราไฟต – อีพอกซี   โดยมีคุณสมบัติของวัสดุดังตอไปนี้ 

หาฟงกชันที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต 

โดยระเบยีบวธีิแคนโทโรวิช  
(Kantorovich method) 

หาคาพลังงานศักยรวมΠ ที่เกิดขึ้นบนแผนคอมโพสิตบาง 
รูปสี่เหล่ียมผืนผา 

โดยระเบยีบวธีิริทซ (Ritz method)  

แกปญหาคาเจาะจง (Eigenvalue) 

[ ] [ ] [ ] [ ] 0xA C N B C× − × =  

เลือกคาเจาะจง 
ต่ําสุด, xN  

เลือกคาเวกเตอรเจาะจงที่สอดคลอง 
กับคาเจาะจงต่าํสุด xN ที่หาได,[ ]C  

พล็อต ( , )w x y  
ดูโหมดการโกงงอ 

xN = คาภาระการ
โกงงอ 

สวนท่ี 1 

สวนท่ี 2 

สวนท่ี 3 
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4
11 22

3
12 12

155 GPa,   7.6 GPa, Thickness = 1.9 10  m

4.4 GPa,   0.34,     1.52 10  m 

E E

G a bν

−

−

= = ×

= = = = ×
 

 
ตารางที่ 5-1  เปรียบเทียบผลลัพธที่มีอยูจากการศึกษาของ Tuttle et al. [5]  กับผลลัพธที่ไดจาก
โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นสําหรับกรณีที่แผนคอมโพสิตบางมีขนาดสัดสวนของชิ้นงาน
เทากับ 1 และ 2    คาภาระการโกงงอที่ไดจากการคํานวณทางคณิตศาสตรดวยวิธี Galerkin  แสดง
ในชอง Tuttle  คาภาระการโกงงอที่ไดจากการคํานวณทางคณิตศาสตรโดยระเบียบวิธีริทซจาก
การศึกษาในวิทยานิพนธนี้แสดงในชอง Present  และเปรียบเทียบโหมดการโกงงอดังแสดงในชอง 
Buckling mode  ผลการเปรียบเทียบคาภาระการโกงงอและรูปรางโหมดการโกงงอที่เกิดขึ้น
ทั้งหมด 34 กรณีพบวามีคาเทากันทุกกรณีศึกษา  ดังนั้นแสดงใหเห็นวาโปรแกรมคอมพิวเตอรที่
ประดิษฐในสวนที่ 2 และสวนที่ 3 ใหคาภาระการโกงงอและรูปรางโหมดการโกงงอที่ถูกตองและ
เชื่อถือได    
 
5.2.2  การโกงงอของแผนบางที่มีเงื่อนไขขอบเขตแบบผสม 
 
 ในการศึกษานี้ไดประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับแกปญหาการโกงงอโดย
ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชข้ึน  สําหรับใชหาฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบดังไดอธิบายในหัวขอที่ 
4.2  ซ่ึงใชไดกับโครงสรางแผนบางที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ 0o หรือ 90o  เทานั้น  แตสามารถ
ใชไดกับโครงสรางแผนบางที่มีเงื่อนไขขอบเขตในกรณีที่ดานใดดานหนึ่งหรือหลายๆ ดานมีการจับ
ยึดผสมกันระหวางการจับยึดแบบงาย แบบยึดแนน หรือปลอยอิสระ ดังนั้นปญหาการโกงงอ
สําหรับการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรในสวนนี้จึงเปนปญหาการโกงงอ
ของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมผืนผาที่มีการวางตัวของเสนใยในมุมใดๆ  ภายใตเงื่อนไข
ขอบเขตแบบตางๆ หลายๆ แบบ เพื่อตรวจสอบวาฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่ไดถูกตองและ
สามารถใชรวมกับการแกปญหาการโกงงอโดยระเบียบวิธีริทซภายใตเงื่อนไขขอบเขตแบบตางๆ 
หลายๆ แบบไดจริง  
 การตรวจสอบที่ตองทําอยางหนึ่งก็คือการตรวจสอบการลูเขาสูผลลัพธเพื่อแสดงใหเห็น
วาฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่นํามาใชใหคาภาระการโกงงอที่มีความลูเขาสูผลลัพธ  การ
ตรวจสอบดังกลาวสามารถทําไดโดยพล็อตกราฟความสัมพันธระหวางจํานวนพจนที่ใชในการ
คํานวณเทียบกับคาภาระการโกงงอที่ไดจากการใชฟงกชันดังกลาว ภายใตเงื่อนไขขอบเขตตางกัน
สามแบบคือ CCCC, SCSF และ CSCS  ดังแสดงในรูปที่ 5.3  และแสดงรูปรางโหมดการโกงงอ
ที่เกิดขึ้นภายใตเงื่อนไขขอบเขตแบบตางๆ หลายๆ แบบ ดังแสดงในรูปที่ 5.4 โดยพิจารณาแผน
คอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมผืนผาที่มีขนาดสัดสวนของชิ้นงานเทากับ 3  ภายใตภาระกดกระทําใน
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แนวแกนเดียวคือ Nx  และมีลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ [±45]2S จากรูปที่ 5.3 แสดงให
เห็นวาคาภาระการโกงงอจะเริ่มลูเขาสูผลลัพธเมื่อจํานวนพจนที่ใชตั้งแต 25 พจนขึ้นไป เพื่อใหได
คาภาระการโกงงอที่มีความแมนยํา  ดังนั้นในวิทยานิพนธนี้จะนําเสนอคาภาระการโกงงอสําหรับ
แผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมผืนผาโดยใชจํานวนพจนฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบเทากับ 
100 พจน (M = N = 10)  ซ่ึงเปนจํานวนพจนที่ใหผลลัพธที่ลูเขาสูคาภาระการโกงงอและใชเวลาใน
การคํานวณประมาณ 10 นาทีโดยประมาณในการแกปญหาซึ่งเปนเวลาที่ไมนานจนเกินไป 
 
ตารางที่ 5-1  คาภาระการโกงงอและโหมดการโกงงอจากการศึกษาของ Tuttle et al. [5] เทียบกับ

คาจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้น 
 

Aspect Ratio = 1 Aspect Ratio = 2 
Buckling load 

(kN/m) 
Buckling 

Mode: 
Buckling load 

(kN/m) 
Buckling 

Mode: 
Stackling 
Sequence 

Load 
Ratio 

Tuttle Present 
study 

Tuttle / 
Present Tuttle Present 

study 
Tuttle / 
Present 

0 23.3 23.3 1/1 11.6 11.6 1/1 
[0]8 

-0.238 30.6 30.6 1/1 30.6 30.6 2/2 

0 23.3 23.3 1/1 23.3 23.3 2/2 

-0.238 30.6 30.6 1/1 30.6 30.6 2/2 

-0.384 37.9 37.9 1/1 37.9 37.9 2/2 

-0.484 45.2 45.2 1/1 45.2 45.2 2/2 

-0.587 56.5 56.5 1/1 49.7 49.7 3/3 

[0/90]2S 
 
 
 
 

-0.688 71.8 71.8 2/2 52.9 52.9 3/3 

0 21.9 21.9 1/1 17.8 17.8 2/2 

-0.305 28.6 28.6 2/2 23.6 23.6 3/3 
 

[45]8 
 

-0.506 32.1 32.1 2/2 28.8 28.8 3/3 

0 39.0 39.0 1/1 38.5 38.5 2/2 

-0.160 46.4 46.4 1/1 45.6 45.6 3/3 

-0.297 55.3 55.3 2/2 49.0 49.0 3/3 

-0.417 57.3 57.3 2/2 52.3 52.3 3/3 

-0.524 59.2 59.2 2/2 55.7 55.7 3/3 

[±45]2S 
 
 
 

-0.618 60.9 60.9 2/2 59.0 59.0 3/3 
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รูปที่ 5.3  ความสัมพันธระหวางจํานวนพจนและคาภาระการโกงงอ 

 จากฟงกชนัทีห่าโดยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช  
 
 

                 
 

                          BC : CSSC  BC : SCSF      
 

                
 

                          BC : CSCS  BC : CFCF 

 
รูปที่ 5.4  ตัวอยางรูปรางโหมดการโกงงอจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึน้ 

 ภายใตเงื่อนไขขอบเขตแบบตางๆ หลายๆ แบบ 
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จากรูปที่ 5.4 พบวารูปรางโหมดการโกงงอทั้งหมดมีความนาเชื่อถือยกเวนกรณีช้ินงานแบบ CFCF  
กลาวคือฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่ไดจากระเบียบวิธีแคนโทโรวิชในกรณีการจับยึดแบบ  
F-F  ใหรูปรางโหมดการโกงงอที่ไมเหมาะสม  คือมีระยะการเคลื่อนที่ตลอดความยาวของขอบที่
ปลอยอิสระเปนฟงกชันในรูปของตรีโกณมิติ ดังสมการ(4-16) โดยไมมีคาคงที่เลย เนื่องจากกรณี
การจับยึดดังกลาวมีรูปแบบปญหาคลายกับปญหาของเสา (Column problem)  ดังนั้นรูปราง
โหมดการโกงงอที่เกิดขึ้นควรที่จะมีลักษณะโกงงอคลายกับลักษณะการโกงงอที่เกิดขึ้นในปญหา
ของเสา  จากปญหาของเสาพบวาฟงกชันการเคลื่อนที่ขึ้นกับตัวแปร x  เพียงตัวเดียว  ดังนั้นเพื่อให
ลักษณะการโกงงอของแผนบางรูปส่ีเหล่ียมผืนผาสามารถมีลักษณะการโกงงอคลายกับลักษณะการ
โกงงอที่เกิดขึ้นในปญหาของเสาจึงกําหนดคาฟงกชัน ( )Y y  ที่หาไดจากวิธีระเบียบแคนโทโรวิช 
กําหนดใหโหมดใดโหมดหนึ่งเปนคาคงที่  สําหรับการศึกษานี้กําหนดใหคาฟงกชัน ( )Y y โหมดที่ 
5  มีคาเทากับ 1 หรือ 5 ( ) 1Y y =  พบวาคาภาระการโกงงอที่ไดจากฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบ
จากระเบียบวิธีแคนโทโรวิชมีคาเทากับ1.739  kN/m  และคาภาระการโกงงอที่ไดจากการ
กําหนดคาฟงกชัน 5 ( ) 1Y y =  มีคาเทากับ 0.162  kN/mโดยมีรูปรางโหมดการโกงงอที่เกิดขึ้น ดัง
แสดงในรูปที่ 5.5 
 

 
 

รูปที่ 5.5 รูปรางโหมดการโกงงอกรณกีารจับยึดแบบ CFCF 
 

จากรูปที่ 5.5 พบวารูปรางโหมดการโกงงอจากการกําหนดคาฟงกชัน 5 ( ) 1Y y =  ใหรูปรางโหมด
การโกงงอที่สมเหตุสมผลกวารูปรางโหมดการโกงงอที่ไดจากฟงกชันแคนโทโรวิช แตเนื่องจากคา
ภาระการโกงงอที่ไดจากการกําหนดฟงกชันทั้งสองใหคาภาระการโกงงอที่แตกตางกันมาก ดังนั้น
จากการศึกษาในสวนนี้พบวากรณีการจับยึดแบบ CFCF ไมสามารถหาคาภาระการโกงงอไดจาก
การฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่ไดจากวิธีแคนโทโรวิช  แตสําหรับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึด
แบบอื่นๆ  สามารถทําไดดวยวิธีที่นําเสนอเนื่องจากใหรูปรางโหมดการโกงงอที่มีความเชื่อได  
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ดังนั้นแสดงใหเห็นวาฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐ
ขึ้นในสวนที่ 1 มีความถูกตองและเชื่อถือได  
 เพื่อเปนการยืนยันความแมนยําของระเบียบวิธีที่นําเสนอจึงนําคาภาระการโกงงอที่ได
จากระเบียบวิธีที่กลาวมาเปรียบเทียบกับคาภาระการโกงงอจากการศึกษาที่ผานมาในเอกสารอางอิง 
[3,7] โดยเปรียบเทียบคาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมผืนผาที่มีภาระกด
กระทําในแนวแกนเดียวคือ Nx   พิจารณาภายใตเงื่อนไขขอบเขตตางกันสองแบบคือ การจับยึดแบบ
ยึดแนนทั้งสี่ดาน และการจับยึดแบบยึดแนนสองดานคือดานที่รับภาระรวมกับการจับยึดแบบงายอกี
สองดาน โดยแผนคอมโพสิตบางทําจากโบรอน – อีพอกซี  ซ่ึงมีคุณสมบัติของวัสดุดังตอไปนี ้
 

11 22

12 12

31.18 Msi,   3.42 Msi, Thickness = 0.115 in
0.754 Msi,   0.28,     10 in 

E E
G a bν

= =
= = = =

 

 
คาภาระการโกงงอจากการศึกษาของ Chai [3] ไดจากการใชฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบในรูป
ของฟงกชันซายนในรูปของ ( ) ( )( ) sin / sin /X x πx a mπx a=

 
สําหรับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึด

แบบ C-C ในการคํานวณ   ฟงกชันที่ใชในการศึกษาของ Chai [3] และฟงกชันที่ใชในวิทยานิพนธ
สําหรับกรณีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ C-C สามารถเปรียบเทียบกันไดดังแสดงในรูปที่ 5.6 
จะเห็นวาฟงกชันทั้งสองใหคาการเคลื่อนที่นอกระนาบและความชันที่สอดคลองกับเงื่อนไข
ขอบเขต  ในรูปที่ 5.6 เสนทึบแสดงลักษณะโหมดการโกงงอที่ 1 ถึง 3 ของฟงกชันที่ไดจากระเบียบ
วิธีแคนโทโรวิช  และเสนที่แสดงดวยจุดส่ีเหล่ียมแสดงลักษณะโหมดการโกงงอของฟงกชันที่ได
จากการศึกษาของ Chai [3]  จากกราฟฟงกชันทั้งสองพบวากราฟมีลักษณะการโกงงอถูกตองตาม
เงื่อนไขขอบเขตคือ ระยะการเคลื่อนที่และความชันตลอดขอบที่ถูกยึดมีคาเทากับศูนย  เมื่อหาคา
ภาระการโกงงอจากฟงกชันทั้งสองเพื่อตรวจสอบวาฟงกชันใดใหคาผลลัพธลูเขาดีที่กวา โดยพล็อต
กราฟความสัมพันธระหวางจํานวนพจนที่ใชในการคํานวณเทียบกับคาภาระการโกงงอที่ไดจาก
ฟงกชันทั้งสองในกรณีการจับยึดแบบยึดแนนทั้งสี่ดาน  และลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ 
[0/90]5S  ดังแสดงในรูปที่ 5.7  พบวาฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่หาไดจากระเบียบวิธีแคน
โทโรวิชใหคาภาระการโกงงอที่ลูเขาสูผลลัพธไดดีกวาและใหคาที่มีความแมนยํากวาการใชฟงกชัน
การเคลื่อนที่นอกระนาบจากการศึกษาของ Chai [3] เนื่องจากฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบทีใ่ช
ในวิทยานิพนธนี้ใหคาภาระการโกงงอที่ต่ํากวา 
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รูปที่ 5.6  ลักษณะโหมดการโกงงอตางๆ ของฟงกชันทีไ่ดจาก Chai [3] 

 และแคนโทโรวิช  สําหรับกรณีการจับยดึแบบยดึแนนทั้งสองดาน 
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Chai [5]

Kantorovich [7]

                                           , ( )M N×  

 
รูปที่ 5.7  คาภาระการโกงงอจากการใชฟงกชันของ Chai [3]  

และแคนโทโรวิช ที่มีจํานวนพจนตางๆ กนั 
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ตารางที่ 5-2  เปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการศึกษาในเอกสารอางอิง [3,7] กับผลลัพธที่ไดจาก
โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นดวยระเบียบวิธีที่นําเสนอ ผลการเปรียบเทียบพบวาคาภาระ
การโกงงอมีคาใกลเคียงกันทุกกรณี  นอกจากนี้โหมดการโกงงอก็มีรูปรางเหมือนกันดวย   
 นอกจากปญหาในเอกสารอางอิง [3,7] แลว ยังมีอีกการศึกษาหนึ่งที่นํามาทดสอบความ
แมนยําของระเบียบวิธีที่นําเสนอคือ  ปญหาการโกงงอจากการศึกษาของ Ungbhakorn และ 
Singhatanadgid [7] โดยหาคาภาระการโกงงอของโครงสรางคอมโพสิตแผนบางที่มีการวางตัว
ของเสนใยแบบ [0/90]2S   ภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดตางกันสี่แบบคือ CCCF  SCSF  

SCSC และ CSSC โดยมีคุณสมบัติของวัสดุดังตอไปนี ้
 

11 22 12 22 1210 , 0.5 , 0.25E E G E ν= = =  
 
การศึกษานี้ไดนําเสนอคาภาระการโกงงอแบบไรหนวย (Nondimensional) โดยคํานวณไดจาก 

 
2 2

22( / )cr
cr xK N b π D=  ( 5-2 ) 

 
ตารางที่ 5-3 เปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการศึกษาในเอกสารอางอิง [7] กับผลลัพธที่ไดจาก
ระเบียบวิธีที่นําเสนอ ผลการเปรียบเทียบพบวาคาภาระการโกงงอมีความนาเชื่อถือ 
 ดังนั้นการหาคาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางที่มีการวางตัวของเสนใยในมุม
ใดๆ สามารถทําไดดวยระเบียบวิธีที่นําเสนอคือใชระเบียบวิธีริทซรวมกับฟงกชันการเคลื่อนที่นอก
ระนาบท่ีหาไดจากระเบียบวิธีแคนโทโรวิช และโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นมีความเชื่อถือ
ทั้งสามสวน  ในสวนถัดไปของวิทยานิพนธนี้จะประยุกตใชโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้น
ในการศึกษาผลกระทบของขนาดสัดสวนของชิ้นงาน  ภาระดึงตามขวาง ( )yN และมุมองศาการ
วางตัวของเสนใยตอพฤติกรรมการโกงงอ  รวมถึงนําเสนอคาภาระการโกงงอภายใตเงื่อนไข
ขอบเขตการจับยึดแบบตางๆ หลายๆ แบบ  
 
5.3  พฤติกรรมการโกงงอแผนบางที่มีเงื่อนไขขอบเขตแบบตางๆ 
  
 ในหัวขอที่ 5.2 ไดแสดงการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่
ประดิษฐขึ้นทั้งสามสวนพบวาใหคาภาระการโกงงอและรูปรางโหมดการโกงงอที่ถูกตองและมี
ความเชื่อถือได  ในหัวขอนี้จะประยุกตใชโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นในการนําเสนอคา
ภาระการโกงงอและรูปรางโหมดการโกงงอจากการศึกษาผลกระทบของขนาดสัดสวนของชิ้นงาน  
ภาระดึงตามขวาง ( )yN และมุมองศาการวางตัวของเสนใยตอพฤติกรรมการโกงงอ  ภายใตเงื่อนไข
ขอบเขตการจับยึดแบบตางๆ หลายๆ แบบ ดังนี ้
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ตารางที่ 5-2   การเปรียบเทียบคาภาระการโกงงอจากการศึกษาในเอกสารอางอิง [3,7] กับคาที่ได
จากระเบียบวิธีที่นําเสนอ  กรณีการวางตัวของเสนใยแบบตางๆ 

 
Buckling load  ( × 103 lbs ) Boundary 

condition 
Stacking 
sequence 

Thickness 
(in) Ref . [7] Ref . [3] Present study

0.115 17.6505 17.5509 17.6462 

0.102 12.3159 12.2464 12.3128 [0/90]5S 

0.091 8.7456 8.6962 8.74345 

0.11 N/A 10.6874 10.7287 
[30]20 

0.106 N/A 9.5634 9.60039 

0.102 N/A 11.6954 11.7472 

CCCC 

[±45]5S 
0.11 N/A 14.6687 14.7338 

0.115 11.8328 11.7625 11.8312 

0.102 8.2565 8.2074 8.2553 [0/90]5S 

0.091 5.8630 5.8282 5.8622 

0.11 N/A 9.3453 9.3909 
[30]20 

0.106 N/A 8.3625 8.4149 

0.102 N/A 8.3746 8.4230 

CSCS 

[±45]5S 
0.11 N/A 10.5036 10.5651 

 
ตารางที่ 5-3   การเปรียบเทียบคาภาระการโกงงอจากการศึกษาในเอกสารอางอิง [7] กับคาที่ไดจาก

ระเบียบวิธีที่นําเสนอ  ภายใตเงื่อนไขขอบเขตหลายแบบ 
 

Aspect ratio, (a/b) Boundary 
condition Method 

1 2 3 

Ref. [7] 7.8494 2.4895 1.8747 
CCCF 

Present study 7.8492 2.4886 1.8737 

Ref. [7] 2.2294 1.2079 1.3489 
SCSF 

Present study 2.2294 1.2089 1.3491 

Ref. [7] 7.8342 7.3323 7.0500 
SCSC 

Present study 7.8342 7.3322 7.0500 

Ref. [7] 6.5576 5.4602 5.2368 
CSSC 

Present study 6.5571 5.4599 5.2368 
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5.3.1  ผลกระทบของขนาดสัดสวนของชิ้นงานที่มีผลตอพฤติกรรมการโกงงอ 
 
 หัวขอนี้นําเสนอพฤติกรรมการโกงงอและคาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูป
ส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีภาระกดกระทําในแนวแกนเดียวคือ xN  โดยศึกษาแผนคอมโพสิตบางที่มีขนาด
สัดสวนของชิ้นงาน a/b ทั้งหมดหาสัดสวนคือ 1, 1.5, 2, 2.5 และ 3  และมีลําดับชั้นการวางตัว
ของเสนใยตางกันสองแบบคือ [0/90]2S และ [±45]2S  พิจารณาภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึด
ตางกันสี่แบบคือ CSCS, SCSF, SSCC  และ CCCF  คาภาระการโกงงอจากการคํานวณดวย
ระเบียบวิธีที่เสนอแสดงในตารางที่ 5-4  รูปรางโหมดการโกงงอที่เกิดขึ้นภายใตเงื่อนไขขอบเขต
การจับยึดแบบ CSCS และ SCSF  แสดงในตารางที่ 5-5  และรูปรางโหมดการโกงงอที่เกิดขึ้น
ภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ SSCC และ CCCF  แสดงในตารางที่ 5-6 
 
ตารางที่  5-4  คาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางที่มีขนาดสัดสวนของชิ้นงานตางๆ กัน     
 

Buckling load, cr
xN  (kN/m) Stackling 

sequence 

Aspect 
ratio, 
(a/b) CSCS SCSF SSCC CCCF 

1 4.242 1.066 3.091 3.741 

1.5 2.663 0.646 2.846 1.807 

2 2.454 0.577 2.566 1.187 

2.5 2.058 0.629 2.530 0.959 

[0/90]2S 

3 1.927 0.646 2.459 0.890 

1 3.689 0.885 3.640 2.054 

1.5 3.117 0.746 3.461 1.240 

2 2.896 0.747 3.383 1.014 

2.5 2.764 0.743 3.320 0.955 

 
[±45]2S 

3 2.715 0.730 3.305 0.907 
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ตารางที่  5-5  โหมดการโกงงอของแผนบางกรณีการจับยึดแบบ CSCS และ SCSF ที่มีสัดสวน
ของชิ้นงานตางๆ กัน   

 
Buckling mode Boundary 

condition 

Aspect 
ratio, 
(a/b) Stacking sequence, [0/90]2S Stacking sequence, [±45]2S 

1 

  

2 

 

 

 
 

CSCS 

3 

  

1 

 

 

 

2 
 

 

SCSF 

3 
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ตารางที่  5-6  โหมดการโกงงอของแผนบางกรณีการจับยึดแบบ SSCC และ CCCF  ที่มีสัดสวน
ของชิ้นงานตางๆ กัน     

 
Buckling mode Boundary 

condition 

Aspect 
ratio, 
(a/b) Stacking sequence, [0/90]2S Stacking sequence, [±45]2S 

1 

  

2 SSCC 

3 

 

1 

 

2 CCCF 

3 
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จากตารางที่ 5-4  พบวาคาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมผืนผาจะไมมีคาลดลง
เสมอไปเมื่อขนาดสัดสวนของชิ้นงานมีคาเพิ่มขึ้น ดังเชนกรณีการจับยึดแบบ SCSF ที่มีลําดับชั้น
การวางตัวของเสนใยแบบ [0/90]2S  คาภาระการโกงงอมีคาลดลงเมื่อขนาดสัดสวนของชิ้นงานมี
ขนาดเทากับ 1 ถึง 2 และมีคาภาระการโกงงอเพิ่มมากขึ้นเมื่อขนาดสัดสวนของชิ้นงานมีขนาด
เทากับ 2 ถึง 3 โดยรูปรางโหมดการโกงงอมีแนวโนมเพิ่มขึ้นเมื่อขนาดสัดสวนของชิ้นงานมีคา
เพิ่มขึ้นโดยลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ [±45]2S จะเกิดรูปรางโหมดการโกงงอเทากับหรือ
มากกวาการวางตัวของเสนใยแบบ [0/90]2S  ทั้งสี่กรณีการศึกษา 
 พฤติกรรมการเปลี่ยนรูปรางโหมดการโกงงอและคาภาระการโกงงอที่ขึ้นกับขนาด
สัดสวนของชิ้นงานสามารถอธิบายไดโดยการพล็อตกราฟความสัมพันธระหวางคาภาระการโกงงอ
ของช้ินงานที่มีขนาดสัดสวนตางๆ กัน ดังแสดงในรูปที่ 5.8 ซ่ึงแสดงคาภาระการโกงงอของแผน
คอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมผืนผาที่มีการจับยึดแบบ SCSF  และลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ  
[0/90]2S 

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6
Plate aspect ratio,  a/b

B
uc

kl
in

g 
lo

ad
, (

kN
/m

)  
   

   
 

Mode 1 

Mode 2 

Mode 3 

a/b 
 

รูปที่ 5.8  คาภาระการโกงงอของชิ้นงานทีม่ีขนาดสัดสวนตางๆ กัน 
 

จากรูปที่ 5.8  เสน Mode 1 แสดงคาภาระการโกงงอที่ไดจากคาเวกเตอรเจาะจงจากการแกสมการที่ 
(4-6) ที่สอดคลองกับโหมดการโกงงอที่หนึ่ง เสน Mode 2 แสดงคาภาระการโกงงอที่ไดจากคา
เวกเตอรเจาะจงที่สอดคลองกับโหมดการโกงงอที่สอง  ซ่ึงจุดตัดของเสนกราฟทั้งสองคือจุดเปลี่ยน
โหมดการโกงงอที่หนึ่งเปนโหมดที่สอง  จากกราฟพบวาชิ้นงานที่มีขนาดสัดสวนเทากับ 1, 1.5, 2 
และ 2.5 จะมีโหมดการโกงงอเกิดขึ้นเปนโหมดที่หนึ่ง  แตเมื่อช้ินงานมีความยาวเพิ่มขึ้น เชน 
ชิ้นงานที่มีขนาดสัดสวนเทากับ  2.75, 3, 3.5, 4 และ 4.5 เกิดการโกงงอที่โหมดที่สอง ในทํานอง
เดียวกันเสน Mode 3 แสดงคาภาระการโกงงอที่ไดจากคาเวกเตอรเจาะจงที่สอดคลองกับโหมดการ
โกงงอที่สาม และจุดตัดระหวางเสน Mode 2 และเสน Mode 3 คือจุดเปลี่ยนโหมดการโกงงอที่
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สองเปนโหมดที่สาม  จากกราฟพบวาชิ้นงานที่มีขนาดสัดสวนเทากับ 4.75, 5, 5.5 และ 6 เกิดการ
โกงงอที่โหมดที่สาม  ซ่ึงสอดคลองกับคาภาระการโกงงอและรูปรางโหมดการโกงงอที่เกิดขึ้น ดัง
แสดงในตารางที่ 5-4 และตารางที่ 5-5 ตามลําดับ  จะเห็นไดวาคาภาระการโกงงออาจจะมีคา
เพิ่มขึ้นเมื่อขนาดสัดสวนเพิ่มขึ้น  ทั้งนี้เพราะวามีการเปลี่ยนโหมดการโกงงอไปเปนโหมดที่สูงขึ้น 
 
5.3.2  ผลกระทบของภาระดึงตามขวางที่มีผลตอพฤติกรรมการโกงงอ 
  
 หัวขอนี้จะนําเสนอพฤติกรรมการโกงงอและคาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิตบาง
รูปส่ีเหล่ียมผืนผาที่รับภาระในสองแกน  กลาวคือมีภาระกด xN  กระทําในแนวแกน x และมีภาระ
ดึงตามแนวขวาง yN  ซ่ึงมีคาคงที่กระทําในแนวแกน y  โดยศึกษาแผนคอมโพสิตบางที่มีสัดสวน
ภาระ (Load ratio) /y xN N  ทั้งหมดหาสัดสวนคือ 0, -0.5, -1, -1.5 และ -2  สําหรับชิ้นงานที่มี
ลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ [45]8  และขนาดสัดสวนของชิ้นงานเทากับหนึ่ง  พิจารณา
ภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดตางกันสี่แบบคือ SSCC, SCSF, CSSC และ CFSC  คาภาระ
การโกงงอจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีที่เสนอแสดงในตารางที่ 5-7 รูปรางโหมดการโกงงอที่
เกิดขึ้นภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ SSCC และ SCSF แสดงในตารางที่ 5-8  และรูปราง
โหมดการโกงงอที่เกิดขึ้นภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ CSSC และ CFSC  แสดงใน
ตารางที่ 5-9  
 
ตารางที่  5-7  คาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิตบาง [45]8  ที่มีสัดสวนภาระตางๆ กัน 
 

Buckling load, cr
xN  (kN/m) Aspect 

ratio, 
(a/b) 

Load 
ratio, 

(Ny/Nx) SSCC SCSF CSSC CFSC 

0 2.331 0.535 2.140 0.885 

-0.5 3.237 0.677 3.087 1.087 

-1 4.019 0.864 3.917 1.371 

-1.5 4.928 1.115 4.826 1.756 

1 

-2 5.915 1.434 5.821 2.205 

0 1.925 0.360 1.879 0.564 

-0.5 2.769 0.592 2.713 0.923 

-1 3.648 0.824 3.609 1.276 

-1.5 4.581 1.067 4.545 1.651 

 
2 

-2 5.474 1.293 5.447 2.018 
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ตารางที่  5-8  โหมดการโกงงอของแผนบางกรณีการจับยึดแบบ SSCC และ SCSF ที่มีสัดสวน
ภาระตางๆ กัน 

Buckling mode Boundary 
condition 

Load 
Ratio Aspect Ratio = 1 Aspect Ratio = 2 

0 

Ny = 0 kN/m 
 

Ny = 0 kN/m 

-1 

 
Ny = 4.019 kN/m 

 
Ny = 3.648 kN/m 

SSCC 

-2 

 
Ny = 11.830 kN/m 

 
Ny = 10.948 kN/m 

0 
 

Ny = 0 kN/m 
 

Ny = 0 kN/m 

-1 

 

 
Ny = 0.864 kN/m 

 
Ny = 0.824 kN/m 

SCSF 

-2 

 
Ny = 2.868 kN/m 

 
Ny = 2.586 kN/m 
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ตารางที่  5-9 โหมดการโกงงอของแผนบางกรณีการจับยึดแบบ CSSC และ CFSC ที่มีสัดสวน
ภาระตางๆ กัน 

 
Buckling mode Boundary 

condition 
Load 
Ratio Aspect Ratio = 1 Aspect Ratio = 2 

0 

 
Ny = 0 kN/m 

 
Ny = 0 kN/m 

-1 

 
Ny = 3.917 kN/m 

 
Ny = 3.609 kN/m 

CSSC 

-2 

 
Ny = 11.642 kN/m 

 
Ny = 10.894 kN/m 

0 

 
Ny = 0 kN/m 

 
Ny = 0 kN/m 

-1 

 
Ny = 1.371 kN/m 

 
Ny = 1.276 kN/m 

CFSC 

-2 

 
Ny = 4.410 kN/m 

 
Ny = 4.036 kN/m 
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จากตารางที่ 5-7 ถึงตารางที่ 5-9  พบวาความทนทานตอการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูป
ส่ีเหล่ียมผืนผาจะมีคาเพิ่มขึ้นเมื่อมีภาระดึงตามแนวขวางมากระทํา  ซ่ึงความทนทานดังกลาวจะมีคา
มากหรือนอยขึ้นอยูกับขนาดของภาระดึงตามแนวขวางที่มากระทํา โดยกรณีการจับยึดแบบ SSCC  
มีความทนทานตอการโกงงอมากที่สุดและกรณีการจับยึดแบบ SCSF  มีความทนทานตอการโกง
งอนอยที่สุดสําหรับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดทั้งส่ีกรณีที่ศึกษา นอกจากนี้จะมีการเปลี่ยนรูปราง
โหมดการโกงงอจากโหมดที่ต่ํา เชนโหมดที่หนึ่งเปนโหมดที่สอง และเพิ่มขึ้นไปเรื่อยๆ ถาขนาด
ของภาระดึงตามแนวขวางที่กระทํามีคามากพอ  สําหรับสัดสวนภาระทั้งหาสัดสวนที่ศึกษาพบวา
กรณีการจับยึดแบบ SCSF และ CFSC  และมีขนาดสัดสวนของชิ้นงานเทากับหนึ่ง ไมมีการ
เปลี่ยนรูปรางโหมดการโกงงอเนื่องจากมีดานหนึ่งของเงื่อนไขขอบเขตปลอยอิสระ  แตเมื่อเพิ่ม
ขนาดสัดสวนของชิ้นงานเทากับสองพบวามีการเปลี่ยนรูปรางโหมดการโกงงอ  ซ่ึงเปนผลจาก
ขนาดสัดสวนของชิ้นงานที่มีผลตอพฤติกรรมการโกงงอที่ไดศึกษามากอนหนานี้  
 
5.3.3  ผลกระทบของมุมองศาการวางตัวของเสนใยที่มีผลตอพฤติกรรมการโกงงอ  
 
 หัวขอนี้นําเสนอพฤติกรรมการโกงงอและคาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูป
ส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีภาระกดกระทําในแนวแกนเดียวคือ xN  โดยศึกษาแผนคอมโพสิตบางที่มีการ
วางตัวของเสนใยแบบ 2S[ ]θ± โดยมุม θ  ตางกัน 7 มุม คือเร่ิมจาก 0θ = o  ถึง 90o  โดยเพิ่มมุมทีละ 
15o  และขนาดสัดสวนของชิ้นงานเทากับหนึ่ง  พิจารณาภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดตางกันส่ี
แบบคือ CSSC, CCCF, CFSC และ CCCC  คาภาระการโกงงอจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีที่
เสนอแสดงในตารางที่  5-10 ผลการศึกษารูปรางโหมดการโกงงอที่เกิดขึ้นเนื่องจากการวางตัวของ
เสนใยที่ตางกัน 7 มุมภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ CSSC และ CCCF แสดงในตารางที่ 
5-11 และรูปรางโหมดการโกงงอที่เกิดขึ้นเนื่องจากการวางตัวของเสนใยที่ตางกัน 7 มุมภายใต
เงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ CFSC และ CCCC แสดงในตารางที่ 5-12 

 จากรูปที่ 5.9 คือการนําคาภาระการโกงงอในตารางที่ 5-11 มาพล็อตกราฟความสัมพันธ
กับมุมองศาการวางตัวของเสนใย  พบวาแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมผืนผาที่มีการจับยึดแบบ 
CCCC มีความทนทานตอการโกงงอมากที่สุด  และกรณีการจับยึดแบบ CFSC มีความทนทานตอ
การโกงงอนอยที่สุด  ซ่ึงคาภาระการโกงงอจะไมมีคาลดลงเสมอไปเมื่อมุมองศาการวางตัวของเสน
ใย θ  มีคาเพิ่มขึ้น  ดังเชนกรณีการจับยึดแบบ CCCF คาภาระการโกงงอจะมีคาเพิ่มขึ้นเมื่อมุมองศา
การวางตัวของเสนใยอยูในชวง 0 45θ< <o o  และคาภาระการโกงงอจะมีคาลดลงเมื่อมุมองศาการ
วางตัวของเสนใยอยูในชวง 45 90θ< <o o   จากรูปรางโหมดการโกงงอทีแสดงในตารางที่ 5-11 

และตารางที่ 5-12 พบวาเสนรูปราง (Contour) โหมดการโกงงอของดานที่มีการจับยึดแบบงายจะ
มีความชันมากกวาดานที่มีการจับยึดแบบยึดแนน  และกรณีการจับยึดแบบ CSSC และ CCCC จะ
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มีการเปลี่ยนรูปรางโหมดการโกงงอถา θ  มีคามากพอ  ซ่ึงการเปลี่ยนรูปรางโหมดการโกงงอจะมี
มากหรือนอยขึ้นอยูกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดดวย  ดังเชนกรณีการจับยึดแบบ CCCC มีการ
เปลี่ยนรูปรางโหมดการโกงงอมากกวากรณีการจับยึดแบบ CSSC  แตกรณีการจับยึดแบบ CCCF 

และ CFSC ไมมีการเปลี่ยนรูปรางโหมดการโกงงอเนื่องจากมีดานหนึ่งของเงื่อนไขขอบเขตปลอย
อิสระ  ซ่ึงจะทําใหมีระยะการเคลื่อนที่นอกระนาบตลอดความยาวของขอบเกิดขึ้นมากจึงสงผลให
ลักษณะการเปลี่ยนแปลงของเสนรูปรางโหมดการโกงงอซึ่งขึ้นกับมุม θ  ไมเดนชัดเมื่อเทียบกับ
กรณีการจับยึดแบบ CSSC และ CCCC  ที่มีระยะการเคลื่อนนอกระนาบนอยกวา  สําหรับเงื่อนไข
ขอบเขตการจับยึดทั้งสี่กรณีที่ศึกษา     
 
ตารางที่ 5-10  คาภาระการโกงงอของชิ้นงานที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ 2[ ] Sθ±  สําหรับชิ้นงาน

ที่มีขนาดสัดสวนเทากับหนึ่ง   
 

Buckling load, cr
xN  (kN/m) Stacking 

sequence CSSC CCCF CFSC CCCC 

8[0]  3.125 5.144 2.703 5.797 

2S[ 15]±  3.232 4.584 2.380 5.650 

2S[ 30]±  3.466 3.324 1.817 5.390 

2S[ 45]±  3.552 2.054 1.259 5.179 

2S[ 60]±  2.944 1.183 0.826 3.963 

2S[ 75]±  1.949 0.750 0.546 2.795 

2S[ 90]±  1.552 0.627 0.446 2.374 
 

0
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7

0 15 30 45 60 75 90
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รูปที่ 5.9  กราฟความสัมพันธระหวางคาภาระการโกงงอและองศาการวางตัวของเสนใย 

 สําหรับกรณีการจับยึดแบบ CSSC, CCCF, CFSC และ CCCC     
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ตารางที่ 5-11  เสนรูปรางโหมดการโกงงอของแผนบางกรณีการจับยึดแบบ CSSC และ CCCF  
  ที่มีการวางตวัของเสนใยแบบตางๆ 
 

Buckling mode Fiber 
angle CSSC CCCF 

8[0]  

  

2S[ 30]±  

  

2S[ 45]±  

  

2S[ 60]±  

  

2S[ 75]±  

  

2S[ 90]±  
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ตารางที่ 5-12  เสนรูปรางโหมดการโกงงอของแผนบางกรณีการจับยึดแบบ CFSC และ CCCC  

ที่มีการวางตวัของเสนใยแบบตางๆ 
 

Buckling mode Fiber 
angle CFSC CCCC 

8[0]  

  

2S[ 30]±  

  

2S[ 45]±  

  

2S[ 60]±  

  

2S[ 75]±  

  

2S[ 90]±  

  

  



บทที่ 6 
 

การโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน 
 

 ในบทที่ 5 ไดแสดงการนําฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่ไดจากระเบียบวิธีแคนโท
โรวิชมาใชในการแกปญหาการโกงงอของโครงสรางแผนบางโดยระเบียบวิธีริทซ  ซ่ึงพบวาคา
ภาระการโกงงอสําหรับคอมโพสิตแผนบางรูปส่ีเหล่ียมผืนผาที่ไดมีความแมนยําเมื่อใชจํานวนพจน
ในฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบมากพอ  ในบทที่แลวยังไดนําเสนอคาภาระการโกงงอและ
โหมดการโกงงอของคอมโพสิตแผนบางรูปสี่เหล่ียมผืนผาขนาดสัดสวนและเงื่อนไขขอบเขตแบบ
ตางๆ  รวมถึงผลของภาระดึงดานขวางที่มีตอภาระการโกงงอและโหมดการโกงงอ  ในบทนี้จะได
แสดงการนําระเบียบวิธีการที่แสดงไวในบทกอนมาประยุกตใชในการศึกษาพฤติกรรมการโกงงอ
และหาคาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูปส่ีเหล่ียมดานขนาน  การวิเคราะหการโกงงอ
ของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมดานขนานทําไดโดยการแปลง (Transform) โครงสรางแผน
บางรูปส่ีเหล่ียมดานขนานซึ่งอยูในพิกัด x-y ใหเปนรูปส่ีเหล่ียมจัตุรัสขนาดกวาง 1 หนวย และยาว 

1 หนวยในพิกัด ξ-η   การแกปญหาการโกงงอสามารถทําไดโดยใชระเบียบวิธีริทซรวมกับคา
ฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่หาไดจากระเบียบวิธีแคนโทโรวิชเชนเดียวกับการแกปญหาการ
โกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมผืนผา   
 การนําเสนอเนื้อหาในบทนี้แบงเปนสามสวน ประกอบดวยการแกปญหาการโกงงอ
สําหรับแผนบางรูปสี่เหล่ียมดานขนานโดยการแปลงโครงสรางแผนบางรูปสี่เหล่ียมดานขนานให
เปนรูปสี่เหล่ียมจัตุรัส  สวนที่สองเปนการนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นไปทดสอบกับ
ปญหาการโกงงอที่มีการศึกษามากอนหนานี้เพื่อตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม  และศึกษา
ขอจํากัดของฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่นําเสนอ  และสวนสุดทายเปนการเสนอผล
การศึกษาพฤติกรรมการโกงงอและคาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมดาน
ขนานที่มีภาระกระทําทั้งแบบแกนเดียวและแบบสองแกน  ภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ
ยึดแนนทั้งส่ีดาน โดยการประยุกตใชโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อศึกษาผลกระทบของขนาดของ
ช้ินงาน  มุมเอียงของแผน ภาระดึงตามขวาง ( )yS  และมุมองศาการวางตัวของเสนใยวามีผลตอ
พฤติกรรมการโกงงออยางไร 
  
6.1  การโกงงอของแผนบางรปูสี่เหลี่ยมดานขนาน 
 
 ในวิทยานิพนธนี้ไดศึกษาการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูปส่ีเหล่ียมดานขนานที่
รับภาระในสองแกน ดังแสดงในรูปที่ 6.1 ซ่ึงภาระที่ทําใหเกิดการโกงงอคือภาระกดกระทําใน
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แนวแกน ξ   หรือ xS  ในขณะที่อาจจะมีภาระดึงกระทําในแนวแกน η  หรือ yS โดยภาระดึงนี้อาจ
เปนคาคงที่หรือเปลี่ยนไปตามภาระกด xS  ชิ้นงานแผนบางมีขนาดความยาวตามแนวแกน ξ  เปน 
a และความกวางตามแนวแกน η  เปน b  โดยมีมุมเอียง (Skew angle) เปน α   ดังแสดงในรูป 

 

α 

 b 

 a 

 Sy 

 y 

Nx 

Ny 
Nxy 

θ  

 x,ξ 

 η 

 Sx 

 
 

รูปที่ 6.1 การรับภาระในแนวระนาบของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมดานขนาน 
 
ความสัมพันธระหวางภาระในระบบพิกัด x y−  และพิกัด ξ η−  หาไดจากการรวมแรงใน
แนวแกน x  และแนวแกน y  โดยสามารถแสดงความสัมพันธไดดังนี้ 
 

 

2cos ( ) / sin( )x x yN S S⎡ ⎤= +⎣ ⎦α α  

sin( )y yN S= α  
cos( )xy yN S= α  

( 6-1 ) 

 
เมื่อ   xN     คือแรงลัพธที่เกิดจากความเคนตั้งฉากในแนวแกน x  
           yN    คือแรงลัพธที่เกิดจากความเคนตั้งฉากในแนวแกน y 

 xyN   คือแรงลัพธที่เกิดจากความเคนเฉือนบนระนาบ x-y  

  xS     คือคาภาระการโกงงอในระบบพิกัด ξ η−  

  yS     คือภาระดึงหรือภาระกดในแนวแกน  η  

 
6.2  การแปลงแผนบางรปูสี่เหลี่ยมดานขนานไปเปนแผนบางรปูสี่เหลี่ยมจัตุรัส 

 
 การหาคาพลังงานศักยรวมโดยการอินทิเกรตบนพื้นที่ของโครงสรางแผนบางรูปสี่เหล่ียม
ดานขนาน ดังแสดงในรูปที่ 6.1 นั้นทําไดยาก  ดังนั้นวิทยานิพนธนี้จึงแปลงโครงสรางคอมโพสิต
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แผนบางรูปสี่เหล่ียมดานขนานที่มีความยาว a และความกวาง b ซ่ึงอยูในพิกัด x y−  ใหเปนรูป
ส่ีเหล่ียมจัตุรัสขนาด 1 ตารางหนวยในพิกัด ξ η−  ดังแสดงในรูปที่ 6.2 เพื่อใหงายตอการอนิทเิกรต 
โดยรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสใหมนี้มีมุมอยูที่พิกัด (0,0), (1,0),  (1,1),  และ (0,1) ตามลําดับ    

 b 

α 
 a 

 (x,y)  (ξ,η) 

 (0,0) ξ  (1,0) 

 (1,1)  (0,1) 

 x 

 y  η 

 
(ก) พิกัด x y−                                    (ข) พิกัด ξ η−  

 
รูปที่ 6.2  การแปลงแผนบางรูปสี่เหล่ียมดานขนานไปเปนแผนบางรูปสี่เหล่ียมจัตุรัส 

 
เมื่อความสัมพนัธระหวางระบบพิกัด x y−  และพิกัด ξ η−  คือ 
 

 ( cos )x aξ b α η= +  ( 6-2 ) 
 

 ( sin )y b α η=  ( 6-3 ) 
 
ดังนั้นการหาคาอินทิเกรตของฟงกชัน ( , )f x y บนพกิัด ξ η−  สามารถหาไดจากความสัมพันธดังนี ้
 

 ( , ) ( ( , ), ( , ))
R R

f x y dxdy f x ξ η y ξ η Jdξdη=∫∫ ∫∫  ( 6-4 ) 

 
โดยที่ J  เปนเมตริกซจาโคเบียน (Jacobian matrix) ซ่ึงมีคาดังนี ้
 

 
cos

sin
0 sin

x x
a b αξ η

J ab α
y y b α
ξ η

∂ ∂⎡ ⎤
⎢ ⎥∂ ∂ ⎡ ⎤⎢ ⎥= = =⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥ ⎣ ⎦
⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

 ( 6-5 ) 

 
เนื่องจากโครงสรางคอมโพสิตแผนบางรูปสี่เหล่ียมดานขนานถูกแปลงใหเปนรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสใน
พิกัด ξ η−  ดังนั้นฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบ ( , )w ξ η  ที่มีในสมการพลังงานศักยรวมสมการ
ที่ (5-1) สามารถใชฟงกชันที่ไดจากระเบียบวิธีแคนโทโรวิช  โดยจะตองแปลงสมการพลังงานศักย
รวมที่อยู ในระบบพิกัด x y− ใหอยู ในระบบพิกัด  ξ η−  การแปลงดังกลาวทําไดโดยใช



 
 

69

ความสัมพันธระหวางระบบพิกัด x y−  และ ξ η−  สมการที่ (6-2) และสมการที่ (6-3) และใชกฎ
ลูกโซ (Chain rule) ดังนี้ 
 

 
w w x w y
ξ x ξ y ξ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 ( 6-6 ) 

  

และ 
w w x w y
η x η y η

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 ( 6-7 ) 

   
แทนคา x  และ y  จากสมการที่ (6-2) และสมการที่ (6-3) ลงในสมการที่ (6-6) และสมการที่ (6-

7)  หาอนุพันธของ w  ในเทอมของ ξ  และ η  ดังนี ้   
 

 
     ( ) ( 0)

w w x w y
ξ x ξ y ξ

w wa
x y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂

= ⋅ + ⋅
∂ ∂

  

 1w w
x a ξ

∂ ∂
∴ = ⋅

∂ ∂
 

 

 

 
1     (( ) ( cos )) ( ( sin ))

w w x w y
η x η y η

w wb α b α
a ξ y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂

= ⋅ ⋅ + ⋅
∂ ∂

  

 1 1( ) ( )
sin tan

w w w
y b α η a α ξ

∂ ∂ ∂
∴ = −

∂ ∂ ∂
 

 

             
สวนอนุพนัธอันดับที่สองของ w  คือ  
   

 
2

2

1 1( )( )w w w
x a ξ a ξ

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂
  

 2 2

2 2 2

1w w
x a ξ

∂ ∂
∴ =

∂ ∂
 

 

 

ในทํานองเดียวกัน 
2

2

1 1 1 1( )( )
tan sin tan sin

w w w w w
y a α ξ b α η a α ξ b α η

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

1 2 1  ( ) ( ) ( )
sin sin tan tan

w w w w
y b α η ab α α ξ η a α ξ

∂ ∂ ∂ ∂
∴ = − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

    
   

และ 
2 1 1 1( )(( ) ( ))

sin tan
w w w w

x y a ξ b α η a α ξ
∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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 2 2 2

2 2 2 2

1 1  ( ) ( )
sin tan

w w w
x y ab α η a α ξ
∂ ∂ ∂

∴ = −
∂ ∂ ∂ ∂

 
 

จากความสัมพนัธระหวางระบบพิกัด x y−  และ ξ η−  ในสมการที่ (6-4) แทนคา J , w
x

∂
∂

, w
y

∂
∂

, 

2

2

w
x

∂
∂

,
2

2

w
y

∂
∂

, w
x y
∂
∂ ∂

 ลงในสมการที่ (6-4)  สามารถจัดรูปแบบสมการของพลังงานศักยรวมใหมได

ดังนี ้
 

2 22 2 2 2 2 2

1 2 3 42 2 2 2 2
1 1

2 220 0 2 2 2

5 6 7 8 92

sin

w w w w w wK K K K
ξ ηξ ξ η η ξ

ab α dξdη
w w w w w w wK K K K K
ξ η ξ η ξ η ξ ηη

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠Π = ⎢ ⎥

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎢ ⎥+ + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ∫  ( 6-8 ) 

 

โดย  16 26 6611 12 22
1 4 2 4 3 2

2 2 21
2 tan 2 tan tan tan tan

D D DD D DK
a α α α α α

⎡ ⎤= + + − − +⎢ ⎥⎣ ⎦
  

 2612 22
2 2 2 2 2 2 2

21
sin tan tan

DD DK
b α a a α a α

⎡ ⎤= + −⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 

 22
3 4 42 sin

DK
b α

=  
 

 26 6612 22
4 163 3 2

3 22
sin tan tan tan tan

D DD DK D
a b α α α α α

⎡ ⎤= − − + + −⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 

 22
5 263 3

2
sin tan

DK D
ab α α

⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 

 2622
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 ฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบ ( , )w ξ η  ที่สมมุติขึ้นสําหรับหาพลังงานศักยรวมท่ี
เกิดขึ้นในสมการที่ (6-8) จะตองสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตที่เกิดขึ้นที่บริเวณขอบของแผนบาง
รูปส่ีเหล่ียมดานขนาน ดังแสดงในรูปที่  6.3 จากรูปที่ 6.3  เงื่อนไขขอบเขตที่เกิดขึ้นที่บริเวณขอบ
ของแผนบางรูปสี่เหล่ียมดานขนานในระบบพิกัด ξ η−  ซ่ึงนําเสนอโดย Karami et al. [16] 

สามารถสรุปไดดังนี้ 
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x,ξ

y η 

α 

               t 
 
               Mn 

 

                       Mnt 

 

  Qn           n 

 
รูปที่ 6.3 เงื่อนไขขอบเขตของแผนบางรูปสี่เหล่ียมดานขนานในระบบพิกัด ξ η−     

 
สําหรับกรณีการจับยึดที่ขอบแบบงาย  การเคลื่อนที่นอกระนาบและโมเมนตตลอดขอบที่ยึด
จะมีคาเทากับศูนยนั่นคือ 

 
0, 0nw M= =  ( 6-9 ) 

     
 โดย    nM    คือโมเมนตตลอดความยาวของขอบที่ยึด 
          
 สําหรับกรณีการจับยึดที่ขอบแบบยึดแนนการเคลื่อนที่นอกระนาบและความชันตลอดขอบที่

ยึดจะมีคาเทากับศูนยนั่นคือ 
 

0, 0ww
n

∂
= =

∂
 ( 6-10 ) 

 
สําหรับกรณีที่ขอบปลอยอิสระโมเมนตดัดและแรงเฉือนในแนวดิ่งตลอดความยาวของขอบที่
ยึดจะมีคาเทากับศูนยนั่นคือ 

 

0, 0nt
n n

MM Q
t

∂
= + =

∂
 ( 6-11 ) 

 
โดย      nQ    คือแรงเฉือนในแนวดิ่งตลอดความยาวของขอบที่ยึด 

         ntM  คือโมเมนตดัดตลอดความยาวของขอบที่ยึด 

 
ดังนั้นฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบโดยใชระเบียบวิธีริทซสามารถจัดรูปแบบสมการใหมไดดงันี ้
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โดย  ( , )w ξ η  คือฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบบนระนาบ ξ η−  

( )mX ξ   คือฟงกชันของ ξ  อยางเดยีวทีส่อดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตที่ตําแหนง 0ξ =

และ 1ξ =   
( )nY η    คือฟงกชันของ η  อยางเดยีวทีส่อดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตที่ตําแหนง 0η =  

และ 1η =   

mnA     คือคาคงที่ที่จะตองหาซึ่งมีทั้งหมด M N×  ตัว 
 
และฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่ไดจากระเบียบวิธีแคนโทโรวิชสําหรับตัวแปร ξ  และ η  
สามารถเขียนไดดังนี ้
 

 ( ) sin cos sinh coshm m m m m m m m mX A p B p C q D qξ ξ ξ ξ ξ= + + +  

 ( ) sin cos sinh coshn n n n n n n n nY A p B p C q D q= + + +η η η η η  
( 6-13 ) 

   
คาภาระการโกงงอของแผนบางรูปสี่เหล่ียมดานขนานสามารถหาไดจากฟงกชันการเคลื่อนที่นอก
ระนาบพื้นฐานที่แสดงในสมการที่ (6-13) โดยจะตองแกปญหาเจาะจงจากระเบียบวิธีริทซ
เชนเดียวกับโครงสรางแผนบางรูปสี่เหล่ียมผืนผา  กลาวคือเมื่อแกสมการที่ (4-6) จะไดคาภาระการ
โกงงอที่อยูในระบบพิกัด x-y ซ่ึงอยูในรูปตัวแปร xN  จากความสัมพันธสมการที่ (6-1) ก็จะ
สามารถหาคาภาระการโกงงอ xS  ซ่ึงอยูในระบบพิกัด ξ η−  ของโครงสรางแผนบางรูปส่ีเหล่ียม
ดานขนานได   
  
6.3  ขอจํากัดของฟงกชันการเคลื่อนท่ีนอกระนาบ 
 
 ในวิทยานิพนธนี้ไดประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับคํานวณหาคาพลังงานศักย
รวมของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมดานขนาน  โดยใชฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่ไดจาก
ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชสําหรับโครงสรางแผนบางรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสที่มีความยาวหนึ่งหนวยมาใช
เปนฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบสําหรับระเบียบวิธีริทซ   รายละเอียดของโปรแกรม
คอมพิวเตอรในสวนนี้แสดงไวในภาคผนวก  ก  โดยไดมีการตรวจสอบความถูกตองดังตอไปนี้   
 การตรวจสอบขอจํากัดของฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่นําเสนอก็เพื่อตรวจสอบดู
วาฟงกชันที่นําเสนอสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตที่เกิดขึ้นที่บริเวณขอบของแผนบางรูปสี่เหล่ียม
ดานขนานในระบบพิกัด ξ η−  หรือไม  ซ่ึงทําไดโดยนําฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบแทนคาลง
ในสมการที่ 6-9  ถึงสมการที่ 6-11  ผลการตรวจสอบพบวาฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่ใช
สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตเฉพาะในสวนของระยะการโกงงอและความชันตลอดขอบการจับยึด
มีคาเทากับศูนยเทานั้น  แตไมสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตในสวนของโมเมนตและแรงเฉือนที่
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เกิดขึ้นตลอดขอบการจับยึดที่จะตองมีคาเทากับศูนย  ดังนั้นการหาคาภาระการโกงงอจากการใช
ฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่ไดจากระเบียบวิธีแคนโทโรวิชสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต
เฉพาะในกรณีที่โครงสรางแผนบางรูปสี่เหล่ียมดานขนานมีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบยึดแนน
ทั้งส่ีดานเทานั้น  แตสําหรับกรณีที่ดานใดดานหนึ่งหรือหลายๆ ดานที่มีการจับยึดชิ้นงานผสมกัน
ระหวางการจับยึดแบบงาย  หรือปลอยอิสระรวมอยูดวยจะไดคาภาระการโกงงอที่ เปนคา
โดยประมาณเทานั้น  เพื่อเปนการยืนยันวาฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่สอดคลองกับเงื่อนไข
ขอบเขตการจับยึดแบบยึดแนนทั้งสี่ดานใหคาภาระการโกงงอที่มีความลูเขาสูผลลัพธไดจริง  จึง
พล็อตกราฟความสัมพันธระหวางจํานวนพจนที่ใชในการคํานวณเทียบกับคาภาระการโกงงอที่ได
จากฟงกชันดังกลาว ภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบยึดแนนทั้งสี่ดาน ดังแสดงในรูปที่ 6.4 
โดยพิจารณาแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมดานขนานที่มีมุมเอียงของแผนมีคาเทากับ 45o และมี
เงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบยึดแนนทั้งส่ีดาน  ภายใตภาระกดกระทําในแนวแกนเดียวคือ xS  
ลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ [±45]2S ขนาดความยาว a  เทากับ 0.9 เมตร และขนาดความ
สูงตามแนวแกน y  มีคาเทากับ 0.3 เมตร 
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รูปที่ 6.4  การลูเขาของคาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิตดานขนานที่มีมุมเอียง 45o   

 
จากรูปที่ 6.4  แสดงใหเห็นวาฟงกชันที่นํามาใชใหคาภาระการโกงงอลูเขาสูผลลัพธไดจริง  โดยที่
คาภาระการโกงงอจะเริ่มลูเขาสูผลลัพธเมื่อจํานวนพจนที่ใชตั้งแต 49 พจนขึ้นไป  เพื่อใหไดคา
ภาระการโกงงอที่มีความแมนยําและใชเวลาในการคํานวณไมมากเกินไป วิทยานิพนธนี้จะนําเสนอ
คาภาระการโกงงอสําหรับแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมดานขนานโดยใชจํานวนพจนของฟงกชัน
การเคลื่อนที่นอกระนาบเทากับ 100 พจน (M = N = 10)  การตรวจสอบความถูกตองของ
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โปรแกรมในสวนนี้ทําโดยนําผลลัพธที่ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นเปรียบเทียบกับ
ผลลัพธที่มีอยูจากการศึกษาที่มีในอดีตดังนี้ 
 การศึกษาที่ผานมาในเอกสารอางอิง  [9,11,13,18,19] นําเสนอคาภาระการโกงงอแบบ
ไรหนวยของแผนบางรูปสี่เหล่ียมดานขนานที่มีภาระกดกระทําในแนวแกนเดียวคือ xS  ภายใต
เงื่อนไขขอบเขตการจับยึดตางกันสองแบบคือ การจับยึดแบบงายทั้งสี่ดานและการจับยึดแบบ
ยึดแนนทั้งสี่ดาน โดยมีคุณสมบัติทางกลของวัสดุเปนแบบไอโซโทรปคและมีมุมเอียงของชิ้นงาน
ตางกันสี่มุมคือ 45o , 60o , 75o  และ 90o   การเปรียบเทียบคาภาระการโกงงอที่ไดจากวิทยานิพนธ
นี้กับคาภาระการโกงงอจากการศึกษาเหลานั้นแสดงในตารางที่ 6-1 ซ่ึงคาภาระการโกงงอแบบไร
หนวยนิยามตามที่แสดงในสมการที่ 5-2 

 
ตารางที่ 6-1 คาภาระการโกงงอแบบไรหนวยของแผนบางที่มีมุมเอียงขนาดตางๆ 
  

Skew angle, ( )α  Boundary 
condition Method 

90o  75o  60o  45o  

Durvasula [9] 4.00 4.48 6.41 12.30 

Reddy [11] 4.00 4.32 5.55 8.64 

Kennedy [13] 4.00 4.33 5.53 8.47 

Wang [18] 4.00 4.44 6.19 10.60 

SSSS 

Present study 4.00 4.41 6.02 10.70 

Reddy [11] 10.08 10.76 13.64 20.62 

Wang [18] 10.08 10.89 13.75 20.69 

Ashton [19] - 11.01 13.79 20.67 
CCCC 

Present study 10.07 10.83 13.54 20.13 

 
 จากตารางที่ 6-1  ผลการเปรียบเทียบพบวาคาภาระการโกงงอที่ไดจากการศึกษาตาง ๆ 
สําหรับแผนบางที่มีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบยึดแนนทั้งสี่ดานมีคาใกลเคียงกันทั้งหมด  แตคา
ภาระการโกงงอของแผนบางที่มีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบงายทั้งสี่ดานมีคาใกลเคียงกันเฉพาะ
กรณีที่แผนบางมีมุมเอียงของแผนเทากับ 75o เทานั้น แตสําหรับแผนบางที่มีมุมเอียงของแผนเทากับ 
45o  และ 60o  มีความแตกตางของคาภาระการโกงงออยูมาก  ซ่ึงมีสาเหตุมาจากการเลือกใช



 
 

75

ฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่ไมสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดอยางสมบูรณดังที่ได
กลาวมาแลว ความสอดคลองของคาภาระการโกงงอจากการศึกษานี้กับการศึกษาในอดีตเปนการ
ยืนยันวาโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นในสวนนี้มีความถูกตองและเชื่อถือได     
 ในวิทยานิพนธนี้ไดศึกษาความสัมพันธระหวางคาภาระการโกงงอที่ไดจากการใช
ระเบียบวิธีริทซรวมกับฟงกชัน Double Fourier sine series (สมการที่ 3-26) เปนฟงกชันการ
เคลื่อนที่นอกระนาบ  โดยใชจํานวนพจนในการคํานวณสูงถึง 900 พจน  คาภาระการโกงงอแบบไร
หนวยที่ไดเมื่อใชจํานวนพจนในฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบตางๆ กัน แสดงในรูปที่ 6.5 ซ่ึง
คํานวณไดจากสมการที่ 5-2  โดยทฤษฎีแลวเมื่อใชจํานวนพจนในการคํานวณที่มากเพียงพอจะได
คาภาระการโกงงอที่มีการลูเขาสูผลลัพธหากฟงกชันที่ใชมีความเหมาะสม   ในการศึกษานี้พิจารณา
วัสดุที่เปนไอโซโทรปคบางรูปสี่เหล่ียมดานขนานที่มีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบงายทั้งส่ีดาน
และมีมุมเอียงของแผนคือ 45o  ภาระกด xS กระทําในแนวแกนเดียว แผนบางมีขนาดความยาว a 

เทากับ 0.9 เมตร และขนาดความสูงตามแนวแกน y  มีคาเทากับ 0.3 เมตร  
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รูปที่ 6.5   กราฟความสัมพันธระหวางจํานวนพจนและคาภาระการโกงงอแบบไรหนวย 

                               สําหรับแผนที่มีมุมเอียงเทากับ 45o   
 
จากรูปที่  6.5 แสดงใหเห็นวาคาภาระการโกงงอที่ไดไมมีการลูเขาสูผลลัพธ  ดังนั้นฟงกชัน 
Double Fourier sine series ไมเหมาะสมที่จะใชเปนฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบสําหรับหา
คาภาระการโกงงอของแผนบางรูปสี่เหล่ียมดานขนานที่มีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบงายทั้งสี่
ดาน โดยเฉพาะปญหาของแผนบางที่มีมุม α  มีคานอยกวา60o  แตสําหรับแผนบางที่มีมุมα  มีคา
ตั้งแต 60o ถึง 90o  จะไดคาภาระการโกงงอที่มีความคลาดเคลื่อนนอยลง  เนื่องจากฟงกชันการ
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เคลื่อนที่นอกระนาบที่ใชมีเงื่อนไขขอบเขตที่ใกลเคียงกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบงายมากขึ้น
สําหรับชิ้นงานที่มีมุมเอียงมีคามาก  
 เพื่อใหเกิดความมั่นใจวาโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นสามารถใชแกปญหาการ
โกงงอของโครงสรางคอมโพสิตแผนบางรูปสี่เหล่ียมดานขนานที่รับภาระทั้งแบบแกนเดียวและ
แบบสองแกนไดอยางถูกตอง  นอกจากการศึกษาการลูเขาสูคําตอบโดยใชฟงกชันการเคลื่อนที่ที่มี
จํานวนพจนตางๆ กันแลว  ในวิทยานิพนธนี้ยังเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดกับผลลัพธที่มีอยูจาก
การศึกษาที่มีในอดีตดังตอไปนี้  การศึกษาของ Wang [12] นําเสนอคาภาระการโกงงอของแผน
คอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมดานขนานที่มีการจับยึดแบบยึดแนนทั้งส่ีดาน โดยมีภาระกดกระทําใน
แนวแกนเดียวคือ yS   มุมเอียงของชิ้นงานตางกันสองมุมคือ 45o และ 60o   การวางตัวของเสนทํา
มุมตางกันสามแบบคือ 45 , 60o o  และ 90o    ซ่ึงมีคุณสมบัติของวัสดุดังตอไปนี ้
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การศึกษานั้นไดนําเสนอคาภาระการโกงงอแบบไรหนวยโดยคํานวณไดจาก 
 

 คาภาระการโกงงอแบบไรหนวย = 2 2 3
22( / )yS b E hπ   

 
ตารางที่ 6-2  เปรียบเทียบคาภาระการโกงงอที่ไดจากระเบียบวิธีที่นําเสนอกับคาภาระการโกงงอที่มี
อยูจากการศึกษาของ Wang [12] สวนรูปรางโหมดการโกงงอที่เกิดขึ้นเนื่องจากภาระกด yS  
แสดงในตารางที่ 6-3  ความแตกตางระหวางผลการศึกษาทั้งสองแสดงในรูปของเปอรเซ็นตความ
แตกตาง  ซ่ึงคํานวณไดจาก 
 

 
Present Wang [12]% difference 100 %

Wang [12]
−

= ×   

 
ผลการเปรียบเทียบพบวาเปอรเซ็นตความแตกตางของคาภาระการโกงงออยูในชวง -4.315 ถึง 
+0.042 เปอรเซ็นต  แสดงใหเห็นวาโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นสามารถใชแกปญหาการ
โกงงอที่รับภาระในแนวแกน η  ได  นอกจากนี้การเปลี่ยนรูปรางโหมดการโกงงอที่เกิดขึ้นจาก
ตารางที่ 6-3 พบวามุมการวางตัวของเสนใยมีผลตอการเปลี่ยนรูปรางโหมดการโกงงอ  ดังเชนกรณี
ที่ชิ้นงานมีการวางตัวของเสนใยแบบ 90o  การโกงงอเกิดขึ้นที่โหมดสาม  ทําใหมีโหมดการโกงงอ
เกิดขึ้นมากกวาชิ้นงานที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ 45o  และ 60o  ที่การโกงงอเกิดขึ้นที่โหมด
หนึ่ง    
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ตารางที่ 6-2  คาภาระการโกงงอแบบไรหนวยจากการศึกษาของ Wang [12] เทียบกับคาจาก
โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้น สําหรับกรณีการจบัยึดแบบ CCCC 

 
Skew angle, ( )α  

45o  60o  
Fiber 
angle, 

( )θ  Wang 
[12] 

Present 
study 

% 
difference

Wang 
[12] 

Present 
study 

% 
difference

45o  4.3871 4.3875 0.009 3.0507 3.0509 0.006 

60o  5.4533 5.4544 0.020 4.0419 4.0420 0.002 

90o  4.1062 3.9290 -4.315 3.9910 3.9927 0.042 

 
 
ตารางที่ 6-3  เสนรูปรางโหมดการโกงงอของแผนคอมโพสิตรูปสี่เหล่ียมดานขนานที่แสดงใน      

ตารางที่ 6-2 
 

Skew angle, ( )α  Fiber 
angle, 

( )θ  45o  60o  

45o  

  

60o  

 

  

90o  
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  ปญหาที่นํามาทดสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นอีกหนึ่ง
ปญหาคือ  ปญหาการโกงงอจากการศึกษาของ Hu et al. [15] โดย Hu หาคาภาระการโกงงอของ
แผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมดานขนานโดยใชโปรแกรมไฟไนตอิเลเมนต ABAQUS โดย
พิจารณาแผนบางที่มีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบยึดแนนทั้งส่ีดาน  ภายใตภาระกดกระทําใน
แนวแกนเดียวคือ xS  โดยมีมุมเอียงของชิ้นงานตางกันหามุมคือ 50o , 60o , 70o , 80o  และ 90o   
และมีคุณสมบัติของวัสดุดังตอไปนี ้
 

 

3
11 22
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ส่ิงที่ตองการจากการศึกษานี้แบงไดเปนสองสวนคือ สวนแรกศึกษาพฤติกรรมการโกงงอของแผน
คอมโพสิตบางที่มีลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยตางกันสามแบบคือ 2S 2S[90 / 0] , [ / 0]α  และ 

S[90 / 45 / 0 / 45]−   โดยผลการเปรียบเทียบคาภาระการโกงงอที่ไดจากการศึกษาของ Hu et al. 

[15]  กับคาภาระการโกงงอที่ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นแสดงในรูปที่ 6.6 สวนที่
สองเปนการศึกษาพฤติกรรมการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ 
[±θ]2S โดยมุม θ  ตางกัน 19 มุม  คือเร่ิมจาก 0θ = o  ถึง 90o  โดยเพิ่มมุมทีละ5o   โดยรูปคาภาระ
การโกงงอที่ไดจากการศึกษาของ Hu et al. [15] แสดงในรูปที่  6.7 (ก) และคาภาระการโกงงอที่
ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นแสดงในรูปที่  6.7 (ข)  ผลการเปรียบเทียบทั้งสองสวน
แสดงใหเห็นวาคาภาระการโกงงอที่ไดจากโปรแกรมมีคาใกลเคียงและมีแนวโนมของเสนกราฟไป
ในทิศทางเดียวกับแนวโนมของเสนกราฟของคาภาระการโกงงอที่ไดจากการศึกษาของ Hu et al. 

[15]  กลาวคือคาภาระการโกงงอจะมีคามากเมื่อมุมเอียงของแผนคอมโพสิตมีคานอยและมีคามาก
สุดเมื่อลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ 2S[ 45]± โดยที่คาภาระการโกงงอจะมีคาเพิ่มขึ้นเมื่อมุม
องศาการวางตัวของเสนใยอยูในชวง 0 45θ< <o o   และคาภาระการโกงงอจะมีคาลดลงเมื่อมุม
องศาการวางตัวของเสนใยอยูในชวง  45 90θ< <o o   
 ผลการเปรียบเทียบคาภาระการโกงงอที่ไดจากโปรแกรมคอมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐ
ขึ้นกับคาภาระการโกงงอที่มีอยูจากการศึกษาที่ผานมาในเอกสารอางอิง [9,11,12,13,15,18,19] 
สําหรับกรณีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบยึดแนนทั้งส่ีดาน ทั้งในกรณีที่รับภาระกด xS  และ
รับภาระกด yS  พบวามีคาใกลเคียงกันทั้งหมด  แสดงใหเห็นวาโปรแกรมคอมคอมพิวเตอรที่
ประดิษฐขึ้นสามารถใชแกปญหาการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูปส่ีเหล่ียมดานขนานที่
รับภาระทั้งแบบแกนเดียวและแบบสองแกนไดอยางถูกตองและใหคาภาระการโกงงอและรูปราง
โหมดการโกงงอที่เชื่อถือได  ในสวนถัดไปของวิทยานิพนธนี้จะประยุกตใชโปรแกรมคอม
คอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นในการศึกษาผลกระทบของขนาดสัดสวนของชิ้นงาน  มุมเอียงของแผน  
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ภาระดึงตามขวาง ( )yS  และมุมองศาการวางตัวของเสนใยตอพฤติกรรมการโกงงอ รวมถึงนําเสนอ
คาภาระการโกงงอและรูปรางโหมดการโกงงอที่เกิดขึ้นภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ
ยึดแนนทั้งสี่ดาน  
 

   
 

(ก) รูปคาภาระการโกงงอจากการศึกษาของ Hu et al. [15] 
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(ข)  คาภาระการโกงงอจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้น 

 
รูปที่ 6.6  การเปรียบเทียบคาภาระการโกงงอจากการศึกษาของ Hu et al. [15] (ก) 
               กับคาที่ไดจากโปรแกรม (ข) กรณีลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยตางกัน 
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(ก)  รูปคาภาระการโกงงอจากการศึกษาของ Hu et al. [15] 
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(ข)  คาภาระการโกงงอจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้น 

 
รูปที่ 6.7   การเปรียบเทียบคาภาระการโกงงอจากการศึกษาของ Hu et al. [15] (ก) 

  กับคาที่ไดจากโปรแกรม (ข) กรณีการวางตัวของเสนใยในมุมใดๆ 
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6.4  พฤติกรรมการโกงงอของแผนบางที่มีเงื่อนไขขอบเขตแบบยึดแนน 
  
 ในหัวขอที่ 6.3 ไดแสดงใหเห็นวาฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่นํามาใชสอดคลอง
กับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบยึดแนนทั้งสี่ดานเทานั้น  ในสวนของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่
ประดิษฐขึ้นพบวาสามารถใชแกปญหาการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมดานขนานที่
รับภาระทั้งแบบแกนเดียวและแบบสองแกนไดอยางถูกตองและใหคาภาระการโกงงอและรูปราง
โหมดการโกงงอที่เชื่อถือได  ในหัวขอนี้จะนําโปรแกรมดังกลาวมาประยุกตใชเพื่อศึกษาพฤติกรรม
การโกงงอและหาคาภาระการโกงงอที่เกิดขึ้นจากผลกระทบตางๆ ของแผนคอมโพสิตบางรูป
ส่ีเหล่ียมดานขนานภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบยึดแนนทั้งสี่ดานดังนี้ 
 
6.4.1  ผลกระทบของขนาดสัดสวนของชิ้นงานที่มีผลตอพฤติกรรมการโกงงอ 
 
 การศึกษาในสวนนี้เพื่อศึกษาการเปลี่ยนรูปรางโหมดการโกงงอและคาภาระการโกงงอที่
เกิดขึ้นของชิ้นงานที่มีขนาดสัดสวนตางๆ กัน  โดยศึกษาแผนคอมโพสิตบางรูปส่ีเหล่ียมดานขนาน
ที่มีมุม 45α = o  และมีขนาดความยาว a เทากับ 0.3, 0.45, 0.6, 0.75 และ 0.9 เมตร  โดยที่มีขนาด
ความสูงตามแนวแกน y  มีคาคงที่เทากับ 0.3 เมตร  ภายใตภาระกดกระทําในแนวแกนเดียวคือ xS  
และมีลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยตางกันสามแบบคือ [0/90]2S, [45]8 และ [±45]2S  คาภาระการ
โกงงอจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีที่นําเสนอ แสดงในตารางที่ 6-4 พบวาสําหรับแผนบางที่มี
การวางตัวของเสนใยแบบ [0/90]2S  และ [45]8 ความทนทานตอการโกงงอจะมีคาลดลงเสมอเมื่อ
ขนาดสัดสวนของชิ้นงานมีคาเพิ่มขึ้น  แตกรณีที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ [±45]2S ความทนทาน
ตอการโกงงอจะมีคาเพิ่มขึ้นเมื่อเฉพาะกรณีที่แผนบางมีขนาดสัดสวนของชิ้นงานเพิ่มขึ้นจาก 0.424 

เพิ่มเปน 0.636 เทานั้น แตเมื่อแผนบางมีขนาดสัดสวนของชิ้นงานเพิ่มขึ้นจาก 0.636 เพิ่มเปน 
0.848, 1.060 และ 1.272 ความทนทานตอการโกงงอที่เกิดขึ้นมีคาลดลง  ดังนั้นแสดงใหเห็นวา
ความทนทานของแผนบางจะไมมีคาลดลงเสมอไปเมื่อขนาดสัดสวนของชิ้นงานมีคาเพิ่มขึ้น และ
รูปรางโหมดการโกงงอของแผนบางที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ [±45]2S ที่ขนาดสัดสวนตางๆ 
กัน แสดงในรูปที่ 6.8  จะเห็นไดวามีการเปลี่ยนรูปรางโหมดการโกงงอเกิดขึ้นเมื่อแผนบางมีขนาด
ความยาวในแนวแกนที่รับภาระมีคามากพอ  ดังเชนการเปลี่ยนรูปรางโหมดการโกงงอจากโหมดที่
หนึ่งเปนโหมดที่สอง เมื่อขนาดสัดสวนของชิ้นงานมีคาเพิ่มขึ้นจาก 0.424 เพิ่มเปน 0.636  
นอกจากนี้ยังมีการเปลี่ยนรูปรางโหมดการโกงงอเพิ่มขึ้นอีกจากโหมดสองเปนโหมดสาม และ
เปลี่ยนเปนโหมดสี่  เมื่อขนาดสัดสวนของชิ้นงานมีคาเพิ่มขึ้นจาก 0.636 เปน 0.848 และเพิ่มขึ้น
จาก 0.848 เปน 1.060 ตามลําดับ 
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ตารางที่ 6-4  คาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิตที่มีมุม 45α = o  และมีขนาดสัดสวนตางๆ กัน    

  
Buckling load, xS  (kN/m) Aspect 

ratio, 
(a/b) [0/90]2S [45]8 [±45]2S 

0.424 3.932 1.791 3.612 

0.636   2.990 1.649 3.809 

0.848   2.700 1.601 2.941 

1.060 2.572 1.572 2.877 

1.272   2.502 1.558 2.846 

 
 

 
Aspect ratio = 0.424 

 
Aspect ratio = 0.848   

 

Aspect ratio = 0.636   

 

 
Aspect ratio = 1.060 

 
รูปที่ 6.8 เสนรูปรางโหมดการโกงงอของแผนบาง [±45]2S ที่มีขนาดสัดสวนตางๆ กัน 

 
6.4.2  ผลกระทบของมุมเอียงของแผนคอมโพสิตท่ีมีผลตอพฤติกรรมการโกงงอ 
 
 ในบทที่ 5 ไดศึกษาพฤติกรรมการโกงงอของแผนบางรูปส่ีเหล่ียมผืนผาพบวาการเปลี่ยน
รูปรางโหมดการโกงงอและคาภาระการโกงงอขึ้นอยูกับลักษณะการวางตัวของเสนใยและเงื่อนไข
ขอบเขตการจับยึด   การศึกษาในสวนนี้เพื่อศึกษาผลของมุมเอียงของแผนบางจะมีผลอยางไรตอ
พฤติกรรมการโกงงอและคาภาระการโกงงอ โดยมีลักษณะของปญหาการโกงงอที่คลายๆ กันคือ
แผนคอมโพสิตบางมีขนาดความยาว a และขนาดความสูงตามแนวแกน y มีคาเทากับ 0.3 เมตร มี
ลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยตางกันสามแบบคือ [0/90]2S, [45]8 และ [±45]2S โดยที่แผนบางมี
มุมเอียงตางกันสี่มุมคือ 30o , 45o , 60o  และ 75o   คาภาระการโกงงอของแผนบางที่มีภาระกด xS  
กระทําในแนวแกนเดียว แสดงในตารางที่ 6-5 โดยหาไดจากระเบียบวิธีที่นําเสนอ พบวาแผนบางที่
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มีมุม α  มีคามากจะมีความทนทานตอการโกงงอไดดีกวาแผนบางที่มีมุม α  มีคานอยกวาเสมอ  
ดังเชนกรณีที่แผนบางมีมุม α = 75o  จะมีคาภาระการโกงงอมากกวาแผนบางที่มีมุม α = 60o  และ
คาภาระการโกงงอจะมีคาลดลงเรื่อยๆ เมื่อมุม α  มีคานอยลง โดยที่กรณีการวางตัวของเสนใยแบบ 
[0/90]2S มีความทนทานตอการโกงงอมากที่สุดและกรณีการวางตัวของเสนใยแบบ [45]8 มีความ
ทนทานตอการโกงงอนอยที่สุดสําหรับการวางตัวของเสนใยทั้งสามแบบที่ศึกษา  นอกจากนี้
การศึกษาพฤติกรรมการเปลี่ยนรูปรางโหมดการโกงงอที่เกิดขึ้นสําหรับกรณีการวางตัวของเสนใย
แบบ [0/90]2S  ที่มุมเอียงของแผนแตกตางกัน แสดงในรูปที่ 6.9   
 
ตารางที่  6-5  คาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิตที่มีมุมเอียงแตกตางกัน 

 
Buckling load, xS  (kN/m) Skew 

angle, 
(α) [0/90]2S [45]8 [±45]2S 

75o  5.499 2.792 4.979 

60o  4.907 2.275 4.456 

45o  3.932 1.791 3.612 

30o  2.607 1.255 2.507 

 

Skew angle = 30o  
 

Skew angle = 60o  
 

 
Skew angle = 45o  

 

 
Skew angle = 75o  

 
รูปที่ 6.9 เสนรูปรางโหมดการโกงงอของแผนบาง [0/90]2S ที่มีมุมเอียงของแผนตางกัน 

 
จากรูปที่ 6.9  พบวามุม α ของแผนบางมีผลกระทบตอพฤติกรรมการเปลี่ยนรูปรางโหมดการโกง
งอ  โดยแผนบางที่มีมุม α  มีคามากโหมดการโกงงอเกิดขึ้นจะเปนโหมดต่ําดังเชนกรณีโหมดทีห่นึง่
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สําหรับแผนบางมีมุม α  = 60o  และ 75o  เมื่อแผนบางที่มีมุม α  มีคานอยลงพอที่จะทําใหเกิดการ
เคล่ือนที่นอกระนาบเกิดขึ้นที่มุมของชิ้นงาน  จะทําใหเกิดโหมดการโกงงอเพิ่มขึ้น  ดังเชนกรณีที่
แผนบางมีมุม α = 30o  และ 45o  การโกงงอเกิดขึ้นที่โหมดที่สาม  
 
6.4.3  ผลกระทบของภาระดงึตามขวาง (Sy) ท่ีมีผลตอพฤติกรรมการโกงงอ    
 
 จากการศึกษาที่มีอยูในอดีตพบวามีเพียงการศึกษาพฤติกรรมการโกงงอของแผนบางรูป
ส่ีเหล่ียมดานขนานที่มีภาระกดกระทําในแนวแกนเดียวเทานั้น   การศึกษานี้จะนําเสนอผลการศึกษา
ของแผนบางรูปสี่เหล่ียมดานขนานที่มีภาระกระทําสองแกนคือ มีภาระกด xS กระทําในแนวแกน ξ  
และมีภาระดึงตามแนวขวาง yS  ซ่ึงมีคาคงที่กระทําในแนวแกน η  เพื่อดูวามีผลอยางไรตอ
พฤติกรรมการเปลี่ยนรูปรางโหมดการโกงงอและคาภาระการโกงงอของแผนบาง โดยศึกษาแผน
คอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมดานขนานที่มีมุม 45α = o  และมีสัดสวนภาระ  /y xS S  ทั้งหมดหา
สัดสวนคือ 0, -0.5, -1, -1.5 และ -2  แผนบางมีขนาดความยาว a และขนาดความสูงตาม
แนวแกน y  มีคาเทากับ 0.3 เมตร โดยมีลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยตางกันสามแบบคือ [0/90]2S 

[45]8 และ  [±45]2S    ตารางที่ 6-6  คือผลการศึกษาคาภาระการโกงงอจากการคํานวณดวยระเบียบ
วิธีที่นําเสนอ  พบวาแผนบางที่มีภาระดึง yS  กระทําอยูจะมีความทนทานตอการโกงงอเพิ่มขึ้นเมื่อ
ไดรับภาระกด xS   กลาวคือมีความทนทานตอการโกงงอมากกวาแผนบางที่ไมมีภาระดึงตามขวาง
มากระทําหรือแผนบางที่มีสัดสวนภาระมีคานอยกวา  ดังเชนกรณีที่แผนบางมีสัดสวนภาระเทากับ  
-0.5 จะมีคาภาระการโกงงอมากกวาแผนบางที่มีภาระกด xS  มากระทําเพียงอยางเดียวคือมีสัดสวน
ภาระเทากับ 0  แตจะมีคาภาระการโกงงอนอยกวาเมื่อแผนบางมีสัดสวนภาระมากกวา -0.5  ดังเชน
กรณีที่สัดสวนภาระเทากับ -1, -1.5 และ -2 โดยคาภาระการโกงงอเพิ่มขึ้นเรื่อยๆ ตามคาสัดสวน
ภาระที่เพิ่มขึ้น  สําหรับการศึกษานี้การวางตัวของเสนใยแบบ [0/90]2S มีความทนทานตอการโกง
งอมากที่สุดและกรณีการวางตัวของเสนใยแบบ [45]8 มีความทนทานตอการโกงงอนอยที่สุด  โดย
ที่รูปรางโหมดการโกงงอที่เกิดขึ้นบนแผนบางที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ [0/90]2S และ [45]8 
แสดงในตารางที่ 6-7  พบวาการวางตัวของเสนใยมีผลตอการเปลี่ยนรูปรางโหมดการโกงงอ  
ดังเชนกรณีที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ [45]8  จะมีการเปลี่ยนรูปรางโหมดการโกงงอเกิดขึ้นจาก
โหมดที่สองเปนโหมดที่สาม เมื่อสัดสวนภาระมีขนาดเพิ่มขึ้นจาก  -1 เปน -1.5 และแผนบางที่มี
การวางตัวของเสนใยแบบ 2S[ 45]± จะมีการเปลี่ยนรูปรางโหมดการโกงงอเกิดขึ้นจากโหมดที่หนึ่ง
เมื่อแผนบางมีภาระกด xS  กระทําในแนวแกนเดียวเปลี่ยนเปนโหมดที่สองเมื่อแผนบางมีสัดสวน
ภาระเทากับ -0.5  และจะเพิ่มขึ้นไปเรื่อยๆ  ถาขนาดของภาระดึงตามขวางมีขนาดสูงพอ และยัง
พบวาแผนบางที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ [45]8   จะมีโหมดการโกงงอเกิดขึ้นมากกวาแผนบางที่
มีการวางตัวของเสนใยแบบ 2S[ 45]±  
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6.4.4  ผลกระทบของมุมองศาการวางตัวของเสนใยที่มีผลตอพฤติกรรมการโกงงอ  
 
 นอกเหนือจากการศึกษาพฤติกรรมการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางที่มีลําดับชั้นการ
วางตัวของเสนใยแบบ [0/90]2S, [45]8 และ [±45]2S แลว  วิทยานิพนธนี้ยังไดศึกษาพฤติกรรมการ
โกงงอของแผนคอมโพสิตบางที่มีการวางของเสนใยแบบตางๆ คือ แผนบางมีลําดับชั้นการวางตัว
ของเสนใยแบบ 2S[ ]θ± โดยที่มุมองศาการวางตัวของเสนใยตางกัน 7 มุม คือเร่ิมจาก 0θ = o  ถึง 
90o  และเพิ่มมุมทีละ 15o  แผนบางมีมุมเอียงของแผนคือ 45α = o  และมีความยาว a เทากับ 0.3 

เมตร  ขนาดความสูงตามแนวแกน y  มีคาเทากับ 0.3 เมตร ภายใตภาระกดกระทําในแนวแกนเดียว
คือ xS   ผลการศึกษาคาภาระการโกงงอและรูปรางโหมดการโกงงอที่ไดจากการศึกษานี้แสดงใน
ตารางที่ 6-8  จากผลการศึกษาพบวาแผนบางที่มีลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ 2S[ ]θ± ความ
ทนทานตอการโกงงอจะมีคาเพิ่มขึ้นเมื่อแผนบางมีมุมองศาการวางตัวของเสนใยอยูในชวง 
0 45θ< <o o  และเมื่อมุมองศาการวางตัวของเสนใยอยูในชวง 45 90θ< <o o  แผนบางจะมีความ
ทนทานตอการโกงงอลดลง  โดยที่แผนบางที่มีลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ [±45]2S มีความ
ทนทานตอการโกงงอมากที่สุด  และแผนบางที่มีความทนทานตอการโกงงอนอยที่สุดคือกรณีที่มี
ลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ [±90]2S  เนื่องจากเสนใยมีการวางตัวในทิศทางตั้งฉากกับภาระ
กดที่กระทําจึงทําใหมีการโกงงอเกิดขึ้นเมื่อไดรับภาระกดที่มีคานอยกวาคาภาระการโกงงอของ
แผนบางที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ [±45]2S  นอกจากนี้ยังพบวาลักษณะการวางตัวของเสนใยมี
ผลตอพฤติกรรมการเปลี่ยนรูปรางโหมดการโกงงอที่เกิดขึ้นที่มุมของแผนบาง  เชนเดียวกับกรณีที่
แผนบางมีระยะการเคลื่อนที่นอกระนาบเกิดขึ้นที่มุมเนื่องจากผลกระทบของมุม α  ที่มีคานอย
พอจะทําใหเกิดโหมดการโกงงอเพิ่มขึ้นที่มุมของชิ้นงานจากที่ไดศึกษามากอนหนานี้  โดยแผนบาง
ที่มีลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ [0]8  และ [±30]2S  การโกงงอเกิดขึ้นที่โหมดหนึ่ง  แตเมื่อ
มีการวางตัวของเสนใยแบบ [±45]2S พบวาจะมีโหมดการโกงงอเกิดเพิ่มขึ้นที่มุมของแผนบางทําให
การโกงงอเกิดขึ้นที่โหมดสาม  และมีโหมดการโกงงอเพิ่มขึ้นอีกเมื่อแผนบางมีลําดับชั้นการวางตัว
ของเสนใยแบบ [±60]2S,  [±75]2S และ [±90]2S  เนื่องจากมุมการวางตัวของเสนใยมีคามากกวา 
45o  ทําใหความทนทานตอการโกงงอของแผนบางเมื่อไดรับภาระกด xS  มีคาลดลง  จึงทําใหการ
โกงงอเกิดขึ้นที่โหมดที่สูงกวาโหมดการโกงงอของแผนบางที่มีมุมการวางตัวของเสนใยนอยกวา
หรือเทากับ 45o   นั่นคือการโกงงอเกิดขึ้นที่โหมดสี่   
 ในบทนี้ไดแสดงพฤติกรรมการโกงงอที่เกิดขึ้นของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมดาน
ขนานที่มีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ CCCC  พบวาแผนบางที่มีมุม α  มีคามากเมื่อมีภาระกด 

xS  มากระทําจะมีความทนทานตอการโกงงอมากกวาแผนบางที่มีมุม α  มีคานอยกวาเสมอ  โดยที่
การเปลี่ยนรูปรางโหมดการโกงงอจะเกิดขึ้นที่มุมของแผนบาง  ถาแผนบางนั้นมีมุม α  ที่มีคานอย
พอที่จะทําใหเกิดการเคลื่อนที่นอกระนาบเกิดขึ้นที่มุมของแผนบาง  ดังเชนผลจากการศึกษาใน
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หัวขอที่ 6.4.2  แตถึงอยางไรก็ตามความทนทานตอการโกงงอก็ยังมีผลเนื่องจากลักษณะการวางตัว
ของเสนใยของแผนบาง  ดังเชนกรณีศึกษาในหัวขอที่ 6.4.1 แสดงใหเห็นวาแผนบางที่มีขนาด
สัดสวนสูงกวาไมจําเปนที่จะมีคาภาระการโกงงอนอยกวาแผนบางที่มีขนาดสัดสวนนอยกวาเสมอ
ไป  เนื่องจากโหมดการโกงงอของชิ้นงานทั้งสองอาจจะไมเหมือนกัน  โดยการเปลี่ยนรูปรางโหมด
การโกงงอที่เกิดขึ้นบนแผนบางที่มีขนาดสัดสวนสูงกวาจะมโีหมดการโกงงอเกิดขึ้นมากกวาแผน
บางที่มีขนาดสัดสวนมีคานอยกวาเสมอ  ซ่ึงลักษณะการเปลี่ยนรูปรางโหมดการโกงงอจะขึ้นอยูกับ
ขนาดความยาว a  ที่มีคามากพอ  โดยมีลักษณะการเปลี่ยนรูปรางโหมดการโกงงอจากโหมดที่หนึ่ง
เปนโหมดที่สอง และเพิ่มขึ้นไปเรื่อยๆ ตามขนาดความยาว a  ที่มีคามากพอที่จะทําใหเกิดการ
เปล่ียนโหมดการโกงงอเกิดขึ้น  นอกจากนี้ลักษณะการวางตัวของเสนใยของแผนบางยังมีผลตอ
พฤติกรรมการเปลี่ยนรูปรางโหมดการโกงงอดวยเชนกัน  ดังแสดงในหัวขอที่ 6.4.4  สําหรับแผน
บางที่มีภาระกด xS  มากระทําและมีลักษณะการวางตัวของเสนใยแบบ 2S[ ]θ± จะมีการเปลี่ยน
รูปรางโหมดการโกงงอเกิดขึ้นจากโหมดที่หนึ่งเปนโหมดที่สาม  และเพิ่มเปนโหมดที่ส่ี  โดยแผน
บางที่มีลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ 2S[ 45]± จะมีความทนทานตอการโกงงอมากที่สุดและ
แผนบางที่มีลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ  2S[ 90]±  จะมีความทนทานตอการโกงงอนอยที่สุด  
ยังมีอีกหนึ่งการศึกษาพฤติกรรมการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมดานขนานที่นาสนใจ
คือ  กรณีที่แผนบางมีภาระกด xS  กระทําในแนวแกน ξ  และในขณะเดียวกันมีภาระดึงตามแนว
ขวาง yS  ซ่ึงมีคาคงที่กระทําในแนวแกน η  ผลจากการศึกษาในสวนนี้แสดงในหัวขอท่ี 6.4.3 ซ่ึง
จะเห็นไดวาแผนบางที่มีขนาดของภาระดึง yS ที่มากระทํามีขนาดมากๆ  จะมีความทนทานตอการ
โกงงอและมีโหมดการโกงงอเกิดขึ้นมากกวาแผนบางที่มีขนาดของภาระดึง yS ที่มากระทํามีขนาด
นอยกวาเสมอ  โดยที่การเปลี่ยนรูปรางโหมดการโกงงอจะเกิดขึ้นเมื่อแผนบางมีขนาดของภาระดึง
ตามขวางที่มีขนาดสูงพอมากระทํา 
 
ตารางที่  6-6  คาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิตที่มีสัดสวนภาระตางๆ กัน 
 

Buckling load, xS  (kN/m) Load 
ratio, 
(Sy/Sx) [0/90]2S [45]8 [±45]2S 

0 3.932 1.791 3.612 

-0.5 5.857 2.059 4.870 

-1 7.270 2.376 6.194 

-1.5 8.859 2.661 7.800 

-2 10.668 2.924 9.664 
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ตารางที่  6-7  เสนรูปรางโหมดการโกงงอของแผนคอมโพสิตที่มีสัดสวนภาระตางๆ กัน 

 
Buckling load and Buckling mode Load 

ratio, 
(Sy/Sx) [45]8 [±45]2S 

0 

 
Sy = 0 kN/m 

 
Sy = 0 kN/m 

-0.5 

 
Sy = 1.029 kN/m 

 
Sy = 2.435 kN/m 

-1 

 
Sy = 2.376 kN/m 

 
Sy = 6.194 kN/m 

-1.5 

 
Sy = 3.991 kN/m 

 
Sy = 11.700 kN/m 

-2 

 
Sy = 5.848 kN/m 

 
Sy = 19.328 kN/m 
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ตารางที่ 6-8  คาภาระการโกงงอและเสนรูปรางโหมดการโกงงอของแผนคอมโพสิตที่มีมุมเอียง                  
45o  และมีการวางตัวของเสนใยแบบตางๆ 

 

Stackling 
sequence 

Buckling load, xS   
(kN/m) 

Buckling mode 

[0]8 3.038 

 

[±30]2S 3.431 

 

[±45]2S 3.612 

 

[±60]2S 2.884 

 

[±75]2S 2.032 

 

[±90]2S 1.738 

 

   



บทที ่7 
 

บทสรุป 
 
7.1  บทสรุป 

 
 งานวิทยานิพนธนี้ศึกษาพฤติกรรมการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมผืนผา
และรูปสี่เหล่ียมดานขนานที่มีเงื่อนไขขอบเขตแบบตางๆ หลายๆ แบบ โดยใชระเบียบวิธีริทซ
รวมกับฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่ไดจากการแกปญหาการโกงงอโดยระเบียบวิธีแคนโทโร
วิช  ถึงแมระเบียบวิธีแคนโทโรวิชจะใชไดกับโครงสรางแผนบางที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ 0o

หรือ 90o  เทานั้น แตระเบียบวิธีนี้สามารถใชแกปญหาที่มีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดชิ้นงานผสมกัน
ระหวางการจับยึดแบบงาย  แบบยึดแนน  หรือที่ขอบปลอยอิสระ  ในวิทยานิพนธนี้จึงนําฟงกชัน
การเคลื่อนที่ที่ไดจากระเบียบวิธีแคนโทโรวิชมาใชรวมกับระเบียบวิธีริทซ  เมื่อเปรียบเทียบคาภาระ
การโกงงอของแผนบางรูปสี่เหลี่ยมผืนผาที่ไดจากระเบียบวิธีที่นําเสนอกับคาภาระการโกงงอที่มีอยู
จากงานวิจัยในอดีตสําหรับกรณีการจับยึดแบบ CCCC  และ CSCS  พบวาคาภาระการโกงงอที่ได
โดยใชฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบจากระเบียบวิธีแคนโทโรวิชใหคาที่มีความแมนยํากวาการ
ใชฟงกชันซายนเปนฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบ   นอกจากนี้พฤติกรรมการเปลี่ยนรูปราง
โหมดการโกงงอที่ไดจากการศึกษานี้ก็มีรูปรางเหมือนกับผลการศึกษาในอดีตอีกดวย  อยางไรก็
ตามการศึกษาในสวนนี้พบวาสําหรับโครงสรางแผนบางรูปสี่เหล่ียมผืนผากรณีที่มีการจับยึดแบบ 
F-F รวมอยูดวยไมสามารถหาคาภาระการโกงงอไดจากการใชฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่ได
จากระเบียบวิธีแคนโทโรวิช เนื่องจากใหรูปรางโหมดการโกงงอที่ไมสมเหตุสมผล  ในวิทยานิพนธ
นี้ไดเสนอแนวทางการแกปญหาในกรณีที่มีการจับยึดแบบ F-F รวมอยูดวย  โดยใหพิจารณาปญหา
เปนการโกงงอของเสา  ทําใหไดโหมดการโกงงอที่นาเชื่อถือกวา  เมื่อพิสูจนไดวาการหาคาภาระ
การโกงงอดวยระเบียบวิธีที่นําเสนอโดยใชฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบจากระเบียบวิธีแคนโท
โรวิชใหคาที่มีความแมนยํากวา  การศกึษาในลําดับถัดมาเปนการศึกษาพฤติกรรมการโกงงอและหา
คาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมผืนผาที่มีภาระกระทําทั้งแบบแกนเดียวและ
แบบสองแกน  โดยไดศึกษาการเปลี่ยนคาพารามิเตอรตางๆ วามีผลตอพฤติกรรมการโกงงออยางไร  
ซ่ึงสามารถสรุปไดดังตอไปนี้ 
 การศึกษากรณีแรกเปนการศึกษาผลกระทบของขนาดสัดสวนของชิ้นงานที่มีผลตอ
พฤติกรรมการโกงงอ  สําหรับกรณีนี้ไดศึกษาแผนคอมโพสิตบางรูปส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีขนาด
สัดสวนของชิ้นงานขนาดตางๆ กันทั้งหมดหาสัดสวน เมื่อแผนบางไดรับภาระกด xN กระทําพบวา
ที่ขนาดสัดสวนของชิ้นงานตางๆ กันไมมีผลทําใหแผนบางสามารถทนทานตอการโกงงอไดดีขึ้น  
แตขึ้นอยูกับลักษณะการวางตัวของเสนใย  และเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดที่ทําใหแผนบางมีความ
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ทนทานตอการโกงงอเพิ่มขึ้น  แตถึงอยางไรก็ตามขนาดสัดสวนของชิ้นงานจะมีผลกระทบตอ
พฤติกรรมการเปลี่ยนรูปรางโหมดการโกงงอที่เกิดขึ้นบนแผนบาง  โดยที่แผนบางที่มีขนาดสัดสวน
ของชิ้นงานมีคามากจะมีโหมดการโกงงอเกิดขึ้นมากกวาแผนบางที่มีขนาดสัดสวนของชิ้นงานมีคา
นอย  ซ่ึงจํานวนโหมดการโกงงอจะขึ้นอยูกับลักษณะการวางตัวของเสนใย  และเงื่อนไขขอบเขต
การจับยึดดวยเชนกัน  ดังเชนรูปรางโหมดการโกงงอที่เกิดขึ้นสําหรับกรณีการจับยึดแบบ CSCS ที่
มีลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ [±45]2S จะเกิดรูปรางโหมดการโกงงอเทากับหรือมากกวา
การวางตัวของเสนใยแบบ [0/90]2S และจะมีจํานวนโหมดการโกงงอเกิดขึ้นบนแผนบางมากกวา
กรณีการจับยึดแบบ SCSF 
 การศึกษาในลําดับถัดมาเปนการศึกษาพฤติกรรมการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูป
ส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีภาระกด xN กระทําในแนวแกน x ในขณะเดียวกันมีภาระดึงตามแนวขวาง yN ซ่ึง
มีคาคงที่กระทําในแนวแกน y  โดยมีสัดสวนภาระ /y xN N ที่กระทํากับแผนบางตางกันทั้งหมดหา
สัดสวน  พฤติกรรมการโกงงอที่เกิดขึ้นพบวาแผนบางที่มีภาระดึง yN กระทําอยูจะมีความทนทาน
ตอการโกงงอและมีโหมดการโกงงอเกิดขึ้นมากกวาแผนบางที่รับภาระกด xN เพียงอยางเดียว หรือ
แผนบางที่มีขนาดของภาระดึงตามแนวขวางมีขนาดนอยกวา โดยที่กรณีการจับยึดแบบ SCSF และ 
CFSC ที่มีขนาดสัดสวนของชิ้นงานเทากับหนึ่ง  ไมมีการเปลี่ยนรูปรางโหมดการโกงงอเมื่อเพิ่ม
ภาระดึงตามขวาง  เนื่องจากมีดานหนึ่งของเงื่อนไขขอบเขตปลอยอิสระ 

 การศึกษาในลําดับสุดทายสําหรับพฤติกรรมการโกงงอที่เกิดขึ้นจากผลกระทบตางๆ ของ
แผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมผืนผาคือ  การศึกษาผลกระทบของมุมองศาการวางตัวของเสนใยที่มี
ผลตอพฤติกรรมการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูปส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ 

2S[ ]θ±  ภายใตภาระกดกระทําในแนวแกนเดียวคือ xN  ส่ิงที่ไดจากการศึกษานี้พบวากรณีเงื่อนไข
ขอบเขตการจับยึดแบบ CSSC, CFSC และ CCCC จะมีคาภาระการโกงงอเพิ่มขึ้นเมื่อมุมองศา
การวางตัวของเสนใย θ  มีคาเพิ่มขึ้น  แตกรณีที่มีการจับยึดแบบ CCCF คาภาระการโกงงอจะมีคา
เพิ่มขึ้นเฉพาะ θ  อยู ในชวง 0 45θ< <o o  และคาภาระการโกงงอจะมีคาลดลงเมื่อ  θ  อยู
ในชวง 45 90θ< <o o    ซ่ึงคาภาระการโกงงอไมจําเปนจะตองมีคาลดลงเสมอไปเมื่อมุมองศาการ
วางตัวของเสนใย θ  มีคาเพิ่มขึ้น  โดยแผนบางที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ 2S[ 90]± จะมีความ
ทนทานตอการโกงงอนอยที่สุด  สําหรับการเปลี่ยนรูปรางโหมดการโกงงอพบวาเสนรูปรางโหมด
การโกงงอของดานที่มีการจับยึดแบบงายจะมีความชันมากกวาดานที่มีการจับยึดแบบยึดแนน โดยที่
กรณีการจับยึดแบบ CCCC มีโหมดการโกงงอเกิดขึ้นมากกวากรณีการจับยึดแบบ CSSC แตกรณี
การจับยึดแบบ CCCF และ CFSC ไมมีการเปลี่ยนรูปรางโหมดการโกงงอเนื่องจากมีดานหนึ่งของ
เงื่อนไขขอบเขตปลอยอิสระ  
 นอกเหนือจากการศึกษาพฤติกรรมการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมผืนผา
แลววิทยานิพนธนี้ยังไดศึกษาพฤติกรรมการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมดานขนาน 
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ทําโดยการนําฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่ไดจากระเบียบวิธีแคนโทโรวิชสําหรับโครงสราง
แผนบางรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสที่มีความยาวหนึ่งหนวยมาประยุกตใช  โดยการแปลงโครงสรางแผนบาง
รูปสี่เหล่ียมดานขนานซึ่งอยูในพิกัด x-y ใหเปนรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสที่มีความยาวหนึ่งหนวยในพกิดั ξ-

η  เมื่อตรวจสอบการลูเขาสูผลลัพธของคาภาระการโกงงอจากการใชฟงกชันที่นําเสนอพบวาไดคา
ภาระการโกงงอที่ลูเขาสูผลลัพธเฉพาะกรณีการจับยึดแบบ CCCC เทานั้น  แตสําหรับกรณีที่ดาน
ใดดานหนึ่งหรือหลายๆ ดานที่มีการจับยึดชิ้นงานผสมกันระหวางการจับยึดแบบงาย  หรือที่ขอบ
ปลอยอิสระรวมอยูดวยจะไดคาภาระการโกงงอซึ่งเปนคาโดยประมาณเทานั้น  โดยความคลาด
เคลื่อนของคาภาระการโกงงอที่ไดจะมีมากขึ้นเมื่อมุมเอียงของชิ้นงานมีคานอยลง  และเมื่อ
เปรียบเทียบคาภาระการโกงงอที่มีอยูจากงานวิจัยในอดีตสําหรับกรณีการจับยึดแบบ SSSS และ 

CCCC พบวาคาภาระการโกงงอที่ไดมีคาใกลเคียงกันเฉพาะกรณีการจับยึดแบบ CCCC เทานั้น  

แตสําหรับกรณีการจับยึดแบบ SSSS มีความแตกตางของคาภาระการโกงงออยูมากเนื่องจาก
ฟงกชันที่ใชไมสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต   ดวยเหตุนี้การศึกษาในลําดับถัดมาจึงเปนการศึกษา
พฤติกรรมการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมดานขนานที่เกิดขึ้นจากผลกระทบตางๆ 
ภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบยึดแนนทั้งสี่ดานเทานั้น   
 นอกจากนี้ยังมีการศึกษาผลกระทบของขนาดสัดสวนของชิ้นงานที่มีผลตอพฤติกรรม
การโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมดานขนานที่มีมุมเอียงของแผนคือ 45o  โดยมีขนาด
สัดสวนของชิ้นงานตางกันหาสัดสวน  เมื่อแผนบางที่มีขนาดสัดสวนของชิ้นงานตางๆ กันมีภาระ
กด xS มากระทําเพียงอยางเดียว  พบวาแผนบางที่มีขนาดสัดสวนสูงกวาไมจําเปนที่จะมีคาภาระการ
โกงงอนอยกวาแผนบางที่มีขนาดสัดสวนนอยกวาเสมอไป  เนื่องจากโหมดการโกงงอของชิ้นงาน
ทั้งสองอาจจะไมเหมือนกัน  ซ่ึงความทนทานดังกลาวจะขึ้นอยูกับลักษณะการวางตัวของเสนใย  
เชนเดียวกับกรณีของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมผืนผาที่มีขนาดสัดสวนของชิ้นงานตางๆ กัน 
แตรูปรางโหมดการโกงงอที่เกิดขึ้นบนแผนบางที่มีขนาดสัดสวนของชิ้นงานมีคามากจะมีโหมดการ
โกงงอเกิดขึ้นมากกวาแผนบางที่มีขนาดสัดสวนของชิ้นงานมีคานอยกวาเสมอ 
 การศึกษาในลําดับถัดมาเปนการศึกษาพฤติกรรมการโกงงอที่เกิดขึ้นของแผนคอมโพสิต
บางรูปส่ีเหล่ียมดานขนานที่มีภาระกดกระทําในแนวแกนเดียวคือ xS โดยที่มีมุม α  ตางกันสี่มุม  
ผลจากการศึกษาพบวาแผนบางที่มีมุม α  มีคามากจะมีความทนทานตอการโกงงอมากกวาแผนบาง
ที่มีมุม α  มีคานอยกวาเสมอ  สามารถเรียงลําดับลักษณะการวางตัวของเสนใยที่มีความทนทานตอ
การโกงงอจากมากที่สุดไปหานอยที่สุดไดดังนี้ [0/90]2S > [±45]2S  > [45]8 สําหรับการเปลี่ยน
รูปรางโหมดการโกงงอจะเกิดขึ้นที่มุมของแผนบาง  ถาแผนบางนั้นมีมุมα  ที่มีคานอยพอที่จะทําให
เกิดการเคลื่อนที่นอกระนาบเกิดขึ้นที่มุมของชิ้นงาน 

 พฤติกรรมการโกงงอที่นาสนใจอีกอยางและยังไมมีการศึกษามากอนหนานี้ของแผนคอม
โพสิตบางรูปสี่เหล่ียมดานขนานก็คือ  พฤติกรรมการโกงงอที่เกิดขึ้นเมื่อแผนบางมีมุมเอียงเทากับ 
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45o  และมีภาระกระทําในสองแกนคือ มีภาระกด xS กระทําในแนวแกน ξ  และมีภาระดึงตามแนว
ขวาง yS  ซ่ึงมีคาคงที่กระทําในแนวแกน η  ที่มีสัดสวนภาระตางๆ กัน  ผลจากการศึกษาในสวนนี้
แสดงใหเห็นวาความทนทานของแผนบางจะมีคาเพิ่มขึ้นเมื่อมีภาระดึงตามแนวขวางมากระทํา  โดย
ที่ความทนทานตอการโกงงอจะมีคามากหรือนอยขึ้นอยูกับขนาดของภาระดึงตามแนวขวางที่มา
กระทํา  และจะมีการเปลี่ยนรูปรางโหมดการโกงงอเกิดขึ้นถาขนาดของภาระดึงตามแนวขวางมีคา
มากพอ  ซ่ึงโหมดการโกงงอที่เกิดขึ้นบนแผนบางที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ [45]8   จะมีมากกวา
แผนบางที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ [±45]2S   
 การศึกษาในลําดับสุดทายสําหรับพฤติกรรมการโกงงอที่เกิดขึ้นจากผลกระทบตางๆ ของ
แผนคอมโพสิตบางรูปส่ีเหล่ียมดานขนานคือ  ศึกษาผลกระทบของมุมองศาการวางตัวของเสนใยที่
มีผลตอพฤติกรรมการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมดานขนานที่มีมุมเอียงของแผน
เทากับ 45o  และมีการวางตัวของเสนใยแบบ 2S[ ]θ±  เมื่อแผนบางไดรับภาระกด xS กระทําเพียง
อยางเดียว  การศึกษานี้พบวาแผนบางที่มีลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ [±45]2S มีความ
ทนทานตอการโกงงอมากที่สุด และแผนบางที่มีลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ [±90]2S มี
ความทนทานตอการโกงงอนอยที่สุด  ในสวนการศึกษาพฤติกรรมการเปลี่ยนรูปรางโหมดการโกง
งอที่เกิดขึ้นพบวาแผนบางที่มีลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ [±60]2S, [±75]2S และ [±90]2S  
จะมีโหมดการโกงงอเกิดขึ้นมากกวาแผนบางที่มีลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ [0]8, [±30]2S 
และ [±45]2S  
 ผลการศึกษาพฤติกรรมการโกงงอ   การหาคาภาระการโกงงอ  และรูปรางโหมดการโกง
งอดวยวิธีการเชิงตัวเลขในวิทยานิพนธนี้แสดงใหเห็นขอดีของการแกปญหาการโกงงอของ
โครงสรางคอมโพสิตแผนบางรูปสี่เหล่ียมผืนผาและรูปสี่เหล่ียมดานขนานโดยใชระเบียบวิธีริทซ
รวมกับฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่ไดจากระเบียบวิธีแคนโทโรวิชสําหรับงานออกแบบ
ทางดานวิศวกรรมที่ตองการเลือกใชวัสดุคอมโพสิต  ผูออกแบบสามารถคํานวณหาคาภาระการโกง
งอและดูรูปรางโหมดการโกงงอที่เกิดขึ้นไดงาย โดยการแกปญหาทางคณิตศาสตรกอนที่จะ
ตัดสินใจเลือกวัสดุคอมโพสิตที่มีความเหมาะสมที่สุดกับงานที่ตองการออกแบบ 
 
7.2  ประโยชนท่ีไดรับและขอเสนอแนะสําหรับงานวิจัยในอนาคต 
  
 ผลการศึกษาพฤติกรรมการโกงงอ  การหาคาภาระการโกงงอและรูปรางโหมดการโกงงอ
ที่เกิดขึ้นสําหรับปญหาการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูปส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีเงื่อนไขขอบเขตการ
จับยึดแบบตางๆ หลายๆ แบบ  และรูปสี่เหล่ียมดานขนานที่มีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ
ยึดแนนทั้งสี่ดาน  ที่นําเสนอในวิทยานพินธนี้แสดงใหเห็นประโยชนที่สําคัญดังนี้ 
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 ประโยชนขอแรกซึ่งเปนสวนสําคัญของวิทยานิพนธนี้คือไดเขาใจพฤติกรรมการโกงงอที่
เกิดขึ้นของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมผืนผาและรูปส่ีเหล่ียมดานขนาน เมื่อแผนคอมโพสิตบาง
มีภาระที่มากระทําทั้งในทิศทางเดียวและมีลักษณะสองทิศทางตั้งฉากซึ่งกันและกัน รวมถึง
ผลกระทบของขนาดสัดสวนของชิ้นงาน  มุมเอียงของแผน  ภาระดึงตามขวาง  และมุมองศาการ
วางตัวของเสนใยวามีผลตอพฤติกรรมการโกงงออยางไร  
 ประโยชนสวนถัดมาคือไดทราบถึงขอจํากัดของระเบียบวิธีที่นําเสนอคือการใชฟงกชัน
การเคลื่อนที่นอกระนาบที่ไดจากระเบียบวิธีแคนโทโรวิชรวมกับการแกปญหาการโกงงอโดย
ระเบียบวิธีริทซวาสามารถหาคาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูปสี่เหล่ียมผืนผาที่มีการ
วางตัวของเสนใยในมุมใดๆ ภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบตางๆ หลายๆ แบบได  ยกเวน
กรณีที่มีการจับยึดแบบ F-F รวมอยูดวยเนื่องจากฟงกชันดังกลาวใหรูปรางโหมดการโกงงอที่ไม
เหมาะสม  และสําหรับการหาคาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิตบางรูปส่ีเหล่ียมดานขนานดวย
ระเบียบวิธีที่นําเสนอใหคาภาระการโกงงอที่ลูเขาสูผลลัพธเฉพาะกรณีที่มีการจับยึดแบบยึดแนนทั้ง
ส่ีดานเทานั้น  แตสําหรับกรณีที่ดานใดดานหนึ่งหรือหลายๆ ดานที่มีการจับยึดชิ้นงานผสมกัน
ระหวางการจับยึดแบบงาย หรือที่ขอบปลอยอิสระรวมอยูดวยจะไดคาภาระการโกงงอที่เปนคา
โดยประมาณเทานั้น   
 ขอเสนอแนะสําหรับงานวิจัยในอนาคตที่เกี่ยวของกับขอมูลและฟงกชันการเคลื่อนที่
นอกระนาบที่ไดนําเสนอในวิทยานิพนธนี้สามารถสรุปไดดังนี้คือ  สวนแรกเปนการหาคาภาระการ
โกงงอโดยวิธีการทดลองเพื่อศึกษาพฤติกรรมการโกงงอและหาคาภาระการโกงงอของชิ้นงานจริง
ซ่ึงมีความไมสมบูรณทั้งความไมสมบูรณของชิ้นงานและความไมสมบูรณของเงื่อนไขขอบเขตของ
ชิ้นงานรวมอยูดวยเปรียบเทียบกับคาภาระการโกงงอและรูปรางโหมดการโกงงอที่ไดนําเสนอใน
งานวิทยานิพนธนี้   งานวิจัยในอนาคตที่นาสนใจในสวนที่สองเปนการประยุกตใชฟงกชันการ
เคลื่อนที่นอกระนาบที่นําเสนอในวิทยานิพนธนี้ในการศึกษาพฤติกรรมการโกงงอ  การหาคาภาระ
การโกงงอ  และรูปรางโหมดการโกงงอที่เกิดขึ้นดวยวิธีเชิงตัวเลข  สําหรับแผนบางที่มีความ
ซับซอน เชน ช้ินงานมีรูเจาะ ชิ้นงานที่มีความหนาไมเทากันตลอดแผน  เพื่อนําคาภาระการโกงงอ
ไปใชประโยชนตอไป  และงานวิจัยในอนาคตที่นาสนใจในสวนที่สุดทายเปนการหาฟงกชันการ
เคลื่อนที่นอกระนาบที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตที่มีการจับยึดแบบงาย  หรือท่ีขอบปลอยอิสระ
รวมอยูดวยของโครงสรางแผนบางรูปสี่เหล่ียมดานขนานจากระเบียบวิธีแคนโทโรวิช  เพื่อนํา
ฟงกชันที่ไดมาศึกษาพฤติกรรมการโกงงอของโครงสรางแผนบางรูปส่ีเหล่ียมดานขนาน  และนําคา
ภาระการโกงงอไปใชประโยชนตอไป     
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ภาคผนวก ก 
 

รายละเอียดโปรแกรมคอมพิวเตอร 
 
 
 ภาคผนวก ก แสดงรายละเอียดและคําอธิบายของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้น
เพื่อชวยคํานวณทางคณิตศาสตรสําหรับวิทยานิพนธนี้ ดังแสดงในรูปที่ 5.2 โดยเริ่มจากการหา
ฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช  จากนั้นนําฟงกชันดังกลาวมา
คํานวณหาคาพลังงานศักยรวมที่เกิดขึ้นและหาคาภาระการโกงงอดวยระเบียบวิธีริทซโดยการ
แกปญหาเจาะจงและพล็อตดูโหมดการโกงงอที่เกิดขึ้น  
 
ก.1  โปรแกรมเพื่อหาฟงกชนัการเคลื่อนท่ีดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช 
 
 โปรแกรม “Kantorovich” ประดิษฐขึ้นเพื่อหาฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบดังได
อธิบายในหัวขอที่ 4.3  โดยประกอบดวยโปรแกรมหลัก(Main Program) และ 9 โปรแกรมยอย 
(Subroutine)โดยถูกจัดเก็บไวในไฟลขอมูลนามสกุล .txt ผูสนใจสามารถประดิษฐโปรแกรม
ขึ้นมาใชไดเองโดยปฏิบัติตามขั้นตอนดังนี้ 
 1.  สรางโปรแกรมหลัก “Kantorovich”  ในโปรแกรม Maple และโปรแกรมยอยทั้ง 9 

โปรแกรมโดยจัดเก็บไฟลขอมูลใหถูกตองตามที่กําหนด  (ดังแสดงรายละเอียดใน
โปรแกรมยอยทั้ง 9 โปรแกรม) 

 2.   กําหนดสิ่งที่โปรแกรมคอมพิวเตอรตองการใหถูกตองดังแสดงตวัอยางในหัวขอที ่4.4 

( 1E , 2E , 12ν , 12G , XX , Stacking sequence, Boundary_X, Boundary_Y, a ,b , t  

N )  และคาที่ไดจากโปรแกรม “Kantorovich” แสดงในตารางที่ 4-2 

 
หมายเหตุ ;   -  คําอธิบายที่แสดงในเครื่องหมายคอมเมนต #   กับ  #  ในโปรแกรม Maple ใช

อธิบายรายละเอียดของโปรแกรมเทานั้นไมมีผลตอการคํานวณ 
-  ถาตองการหาฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบในกรณีเงื่อนไขขอบเขตอื่นๆ ก็
สามารถทําไดงายเพียงแคเปล่ียน Boundary_X และ Boundary_Y ใหเปนเงื่อนไข
ขอบเขตที่ตองการยกตัวอยางเชน  ตองการหาฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบกรณี
เงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ SCSF ทําไดโดยกําหนด  Boundary_X :=  S_S 
และ  Boundary_X :=  C_F  ดังแสดงที่ตอนตนของโปรแกรมหลัก  
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ตัวอยางโปรแกรมหลัก “Kantorovich” ที่ดัดแปรดวยโปรแกรม  Maple ที่แสดงหนา
จอคอมพิวเตอรมีรายละเอียดของโปรแกรมดังตอไปนี ้ 

 
> #---------------- KANTOROVICH PROGRAM (1)Pig 5.3 -----------------# 
> #- Buckling analysis of symmetrically laminated composite plates -# 
>         # -----  by the extended Kantorovich Method   ----- # 
> restart ; 
> Digits:=40: 
> #-- Input of all material properties = T300/934(graphite/epoxy)--# 
> E1 := 131e9;     # -- Longitudanal modulus,E11= 131 GPa   
> E2 := 10.3e9;    # -- Transverse modulus,E22= 10.3 GPa  
> v12 := 0.22;     # -- Poisson ratio 
> G12 := 6.9e9;    # -- In-plane shear modulus,G12= 6.9 GPa 
> a:=0.9 ;   # -- Length of the plates,a=0.9 m 
> b:=0.3 ;        # -- Width of the plates,b=0.3 m 
> t := 0.000127 ;   # --  Ply thickness, m    
> h:=t*N;     # --  thickness, m    
> #-----  Assume function X(x) and Define Boundary Condition  -----# 
> XX:=sin(x):               #-- Assume function X(x)  
> Ny:=0:                                #-- Tension load                   
> Nxy:=0:                               #-- Shear load 
> Boundary_X:=C_C:            #-- Boundary for axis-X 
> Boundary_Y:=C_F:          #-- Boundary for axis-Y 
> N:=8:                      #-- Number of ply  
> phi := vector([0,90,0,90,90,0,90,0]): # Stacking sequence =[0,90]2S 
> read "C:/ABD.txt":  #-- Calculate ABD matrix *(Subr. 1)*                       
> points:=40: 
> Mode1 :=10: 
> save XX, "C:/Kantorovich/Function/XX.txt":  
> save Boundary_X, "C:/Kantorovich/Boundary_X.txt":  
> save Boundary_Y, "C:/Kantorovich/Boundary_Y.txt":  
> #-----------------------------------------------------------------# 
>    #----- Iteration procedures (Mode 1) -----# 
> for q from 1 to Mode1 do 
>     #-------------- ASSUME X(x) --------------# 
> print(ASSUME_X(x)[q]);  
> NxxL:=0: 
> NcrL:=0: 
> read "C:/Kantorovich/Function/XX.txt":  
> read "C:/Kantorovich/Function/X(x).txt":  #(Subr. 2)                
> read "C:/Kantorovich/Boundary/Boundary_Y.txt":        #(Subr. 3)                
> read "C:/Kantorovich/Numerical/Newton_Raphson_Y.txt": #(Subr. 4)                
> read "C:/Kantorovich/Numerical/Coefficients_Y.txt":  #(Subr. 5)                
>     #-------------- ASSUME Y(y) --------------# 
> print(ASSUME_Y(y)[q]); 
> read "C:/Kantorovich/Function/Y(y).txt":              #(Subr. 6)                
> read "C:/Kantorovich/Boundary/Boundary_X.txt":  #(Subr. 7)                
> read "C:/Kantorovich/Numerical/Newton_Raphson_X.txt": #(Subr. 8)                
> read "C:/Kantorovich/Numerical/Coefficients_X.txt":  #(Subr. 9)                
> if (abs(Nxx[q]-Ncr[q])< 10e-3) 
>  then Eigenvalue_1:=Ncr[q]:   
>       save Eigenvalue_1,"C:/Kantorovich/BC_CCCF/Nxx.txt": 
>    save XX, "C:/Kantorovich/BC_CCCF/XXMode1.txt": 
>    save YY, "C:/Kantorovich/BC_CCCF/YYMode1.txt": 
>    q:=Mode1 
>  end if: 
> end do: 
> #----------------------------------------------------------------# 
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>   #----- Iteration procedures (Mode 2 to 12) -----# 
> restart ; 
> Digits:=40: 
> #-- Input of all material properties = T300/934(graphite/epoxy)---# 
> E1 := 131e9;     # -- Longitudanal modulus,E11= 131 GPa   
> E2 := 10.3e9;    # -- Transverse modulus,E22= 10.3 GPa  
> v12 := 0.22;     # -- Poisson ratio 
> G12 := 6.9e9;    # -- In-plane shear modulus,G12= 6.9 GPa 
> a:=0.9 ;   # -- Length of the plates,a=0.9 m 
> b:=0.3 ;        # -- Width of the plates,b=0.3 m 
> t := 0.000127 ;   # --  Ply thickness, m    
> h:=t*N;     # --  thickness, m    
> Ny:=0:                                #-- Tension load                   
> Nxy:=0:                               #-- Shear load 
> Boundary_X:=C_C:            #-- Boundary for axis-X 
> Boundary_Y:=C_F:          #-- Boundary for axis-Y 
> N:=8:                      #-- Number of ply  
> phi := vector([0,90,0,90,90,0,90,0]):  #Stacking sequence=[0,90]2S 
> read "C:/ABD.txt": #-- Calculate ABD matrix                 
> points:=40: 
> Mode1:=10: 
> Ny:=0:                 
> Nxy:=0:  
>   #-------------- Predict Function Y(y) --------------# 
> for q from 2 to 2 do  
> print(Predict_FunctionY(Y)[q]): 
> read "C:/Kantorovich/BC_CCCF/XXMode1.txt": 
> read "C:/Kantorovich/Function/X(x).txt":              #(Subr. 2)                
> read "C:/Kantorovich/Boundary/Boundary_Y.txt":        #(Subr. 3)                
> read "C:/Kantorovich/BC_CCCF/Nxx.txt": 
>  if (q=2) 
>      then NxxL:=Eigenvalue_1+1 
>  end if: 
> read "C:/Kantorovich/Numerical/Newton_Raphson_Y.txt": #(Subr. 4)                
> read "C:/Kantorovich/Numerical/Coefficients_Y.txt":  #(Subr. 5)                
> end do: 
>  
> #---------------- END KANTOROVICH PROGRAM (1)Pig.3 ---------------# 
 

โปรแกรมยอยท่ี  1  โปรแกรม ABD.txt ถูกเก็บไวที่  C:/ABD.txt เขียนโปรแกรมเพือ่คํานวณ 
[ABD] สมการที่ 3-15 รายละเอียดโปรแกรมมีดังตอไปนี้ 
ตัวอยางโปรแกรม ABD.txt   
 
#---------------- ABD.txt (Subroutine 1) ---------------# 
#Calculate the lamina stiffness matrix [Q] in material axis  
 Q11:=E1^2/(E1-v12^2*E2): 
 Q12:=v12*E1*E2/(E1-v12^2*E2): 
 Q22:=E1*E2/(E1-v12^2*E2): 
 Q66:=G12: 
#Calculate invariants U 
 U1:= (3*Q11+3*Q22+2*Q12+4*Q66)/8: 
 U2:= (Q11-Q22)/2: 
 U3:= (Q11+Q22-2*Q12-4*Q66)/8: 
 U4:= (Q11+Q22+6*Q12-4*Q66)/8: 
 U5:= (Q11+Q22-2*Q12+4*Q66)/8: 
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#Calculate the distance from midplane : z[1]to z[N+1] 
 for i from 1 to N+1 do 
    z[i]:=t*(i-1-N/2) 
 od: 
#Calculate the invariants V (a total of 15 invariants) 
 VA0 := N*t: VB0:=0:  
   VD0:=(N*t)^3/12: 
 VA1:=0: 
       for i from 1 to N do 
          VA1:=VA1+cos(Pi/180*2*phi[i])*(z[i+1]-z[i]); 
       od: 
 VA2:=0: 
       for i from 1 to N do 
          VA2:=VA2+sin(Pi/180*2*phi[i])*(z[i+1]-z[i]); 
       od: 
 VA3:=0: 
       for i from 1 to N do 
          VA3:=VA3+cos(Pi/180*4*phi[i])*(z[i+1]-z[i]); 
       od: 
 VA4:=0: 
       for i from 1 to N do 
          VA4:=VA4+sin(Pi/180*4*phi[i])*(z[i+1]-z[i]); 
       od: 
 VB1:=0: 
       for i from 1 to N do 
          VB1:=VB1+cos(Pi/180*2*phi[i])*((z[i+1])^2-(z[i])^2); 
       od: 
 VB1:=VB1/2: 
 VB2:=0: 
       for i from 1 to N do 
          VB2:=VB2+sin(Pi/180*2*phi[i])*((z[i+1])^2-(z[i])^2); 
       od: 
 VB2:=VB2/2: 
 VB3:=0: 
       for i from 1 to N do 
          VB3:=VB3+cos(Pi/180*4*phi[i])*((z[i+1])^2-(z[i])^2); 
       od: 
 VB3:=VB3/2: 
 VB4:=0: 
       for i from 1 to N do 
          VB4:=VB4+sin(Pi/180*4*phi[i])*((z[i+1])^2-(z[i])^2); 
       od: 
 VB4:=VB4/2: 
 VD1:=0: 
       for i from 1 to N do 
          VD1:=VD1+cos(Pi/180*2*phi[i])*((z[i+1])^3-(z[i])^3); 
       od: 
 VD1:=VD1/3: 
 VD2:=0: 
       for i from 1 to N do 
          VD2:=VD2+sin(Pi/180*2*phi[i])*((z[i+1])^3-(z[i])^3); 
       od: 
 VD2:=VD2/3: 
 VD3:=0: 
       for i from 1 to N do 
          VD3:=VD3+cos(Pi/180*4*phi[i])*((z[i+1])^3-(z[i])^3); 
       od: 
 VD3:=VD3/3: 
   VD4:=0: 
      for i from 1 to N do 
         VD4:=VD4+sin(Pi/180*4*phi[i])*((z[i+1])^3-(z[i])^3); 
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      od: 
VD4:=VD4/3: 
#This are the results: [ABD] w.r.t. the rotated axis. 
#------------------------ Matrix [A] ------------------------------# 
A11:=evalf(U1*VA0+U2*VA1*cos(2*theta*Pi/180)+U2*VA2*sin(2*theta*Pi/18
0)+U3*VA3*cos(4*theta*Pi/180)+U3*VA4*sin(4*theta*Pi/180)): 
A22:=evalf(U1*VA0-U2*VA1*cos(2*theta*Pi/180)-U2*VA2*sin(2*theta*Pi 
/180)+U3*VA3*cos(4*theta*Pi/180)+U3*VA4*sin(4*theta*Pi/180)): 
A12:=evalf(U4*VA0-U3*VA3*cos(4*theta*Pi/180)-U3*VA4*sin(4*theta*Pi 
/180)): 
A66:=evalf(U5*VA0-U3*VA3*cos(4*theta*Pi/180)-U3*VA4*sin(4*theta*Pi 
/180)): 
A16:=evalf(U2*VA2*cos(2*theta*Pi/180)-U2*VA1*sin(2*theta*Pi/180)+2 
*U3*VA4*cos(4*theta*Pi/180)-2*U3*VA3*sin(4*theta*Pi/180))/2: 
A26:=evalf(U2*VA2*cos(2*theta*Pi/180)-U2*VA1*sin(2*theta*Pi/180)-2 
*U3*VA4*cos(4*theta*Pi/180)+2*U3*VA3*sin(4*theta*Pi/180))/2: 
#------------------------ Matrix [B] ------------------------------# 
B11:=evalf(U1*VB0+U2*VB1*cos(2*theta*Pi/180)+U2*VB2*sin(2*theta*Pi 
/180)+U3*VB3*cos(4*theta*Pi/180)+U3*VB4*sin(4*theta*Pi/180)): 
B22:=evalf(U1*VB0-U2*VB1*cos(2*theta*Pi/180)-U2*VB2*sin(2*theta*Pi 
/180)+U3*VB3*cos(4*theta*Pi/180)+U3*VB4*sin(4*theta*Pi/180)): 
B12:=evalf(U4*VB0-U3*VB3*cos(4*theta*Pi/180)-U3*VB4*sin(4*theta*Pi 
/180)): 
B66:=evalf(U5*VB0-U3*VB3*cos(4*theta*Pi/180)-U3*VB4*sin(4*theta*Pi 
/180)): 
B16:=evalf(U2*VB2*cos(2*theta*Pi/180)-U2*VB1*sin(2*theta*Pi/180)+2 
*U3*VB4*cos(4*theta*Pi/180)-2*U3*VB3*sin(4*theta*Pi/180))/2: 
B26:=evalf(U2*VB2*cos(2*theta*Pi/180)-U2*VB1*sin(2*theta*Pi/180) 
-2*U3*VB4*cos(4*theta*Pi/180)+2*U3*VB3*sin(4*theta*Pi/180))/2: 
#------------------------ Matrix [D] ------------------------------# 
D11:=evalf(U1*VD0+U2*VD1*cos(2*theta*Pi/180)+U2*VD2*sin(2*theta*Pi/18
0)+U3*VD3*cos(4*theta*Pi/180)+U3*VD4*sin(4*theta*Pi/180)): 
D22:=evalf(U1*VD0-U2*VD1*cos(2*theta*Pi/180)-U2*VD2*sin(2*theta*Pi 
/180)+U3*VD3*cos(4*theta*Pi/180)+U3*VD4*sin(4*theta*Pi/180)): 
D12:=evalf(U4*VD0-U3*VD3*cos(4*theta*Pi/180)-U3*VD4*sin(4*theta*Pi 
/180)): 
D66:=evalf(U5*VD0-U3*VD3*cos(4*theta*Pi/180)-U3*VD4*sin(4*theta*Pi 
/180)): 
D16:=evalf(U2*VD2*cos(2*theta*Pi/180)-U2*VD1*sin(2*theta*Pi/180)+2 
*U3*VD4*cos(4*theta*Pi/180)-2*U3*VD3*sin(4*theta*Pi/180))/2: 
D26:=evalf(U2*VD2*cos(2*theta*Pi/180)-U2*VD1*sin(2*theta*Pi/180)-2 
*U3*VD4*cos(4*theta*Pi/180)+2*U3*VD3*sin(4*theta*Pi/180))/2: 
 #----------------------- Matrix [ABD] -----------------------------#  
ABD:=linalg[matrix](6,6,[[A11,A12,A16,B11,B12,B16],[A12,A22,A26,B12,B
22,B26],[A16,A26,A66,B16,B26,B66],[B11,B12,B16,D11,D12,D16],[B12,B22,
B26,D12,D22,D26],[B16,B26,B66,D16,D26,D66]]); 
 

#---------------- End ABD.txt (Subroutine 1) ---------------# 
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โปรแกรมยอยท่ี  2  โปรแกรม X(x).txt ถูกเก็บไวที่  C:/Kantorovich/X(x).txt เขียนโปรแกรม
เพื่อคํานวณคาตัวแปรสมการที่ 4-10, 4-11, 4-17 รายละเอียดโปรแกรมมีดังตอไปนี ้
ตัวอยางโปรแกรม X(x).txt   
 
#---------------- X(x).txt  (Subroutine 2) ---------------# 
 
  S1x[q]:=int(diff(XX,x,x)^2,x=0..a); 
  S2x[q]:=int(diff(XX,x,x)*XX,x=0..a); 
  S3x[q]:=int(XX^2,x=0..a); 
  S4x[q]:=int(diff(XX,x)^2,x=0..a); 
  S5x[q]:=int(diff(XX,x)*diff(XX,x,x),x=0..a); 
  S6x[q]:=int(diff(XX,x)*XX,x=0..a); 
  k1[q]:=simplify((S2x[q]*D12-2*S4x[q]*D66)/S3x[q]/D22); 
  k2[q]:=simplify((S1x[q]*D11-S4x[q]*Nxx[q])/S3x[q]/D22); 
  p1[q]:=sqrt(sqrt(k1[q]^2-k2[q])+k1[q]); 
  p2[q]:=sqrt(sqrt(k1[q]^2-k2[q])-k1[q]); 
 
#---------------- End X(x).txt (Subroutine 2) ---------------# 
 

โปรแกรมยอยท่ี 3 โปรแกรม Boundary_Y.txt ถูกเก็บไวที่ C:/Kantorovich/Boundary_Y.txt

เขียนโปรแกรมเพื่อเลือกเงื่อนไขขอบเขตที่ยึดปลายดาน y =0 และ y = b รายละเอียดโปรแกรมมี
ดังตอไปนี ้ 
ตัวอยางโปรแกรม Boundary_Y.txt 
 
#---------------- Boundary_Y.txt (Subroutine 3) ---------------# 
 
YY:=Ay[q][1]*sin(p1[q]*y)+Ay[q][2]*cos(p1[q]*y)+Ay[q][3]*sinh(p2[q]*y)
+Ay[q][4]*cosh(p2[q]*y); 
if (Boundary_Y=C_C)     #BC:  y=0=b=Clamped support   
 then BC[1]:=evalf(subs(y=0,YY)); 
 BC[2]:=evalf(subs(y=b,YY)); 
 BC[3]:=evalf(subs(y=0,diff(YY,y))); 
      BC[4]:=evalf(subs(y=b,diff(YY,y))); 
end if;       
if (Boundary_Y=C_F) #BC:  y=0=Clamped support, y=b=Free edge 
 then Ny:=Ny:   
      Nxy:=Nxy:  

BC[1]:=evalf(subs(y=0,YY));                                
BC[2]:=evalf(subs(y=b,S3x[q]*D22*diff(YY,y,y,y)+(S2x[q]*D124*S4x
[q]*D66+S3x[q]*Ny)*diff(YY,y)-(2*S5x[q]*D16-S6x[q]*Nxy)*Y)); 
BC[3]:=evalf(subs(y=0,diff(YY,y)));           
BC[4]:=evalf(subs(y=b,S3x[q]*D22*diff(YY,y,y)+2*S6x[q]*D26*diff(
YY,y)+S2x[q]*D12*YY)); 

end if;   
if (Boundary_Y=F_C) #BC:  y=0=Free edge, y=b=Clamped support 
 then  Ny:=Ny:   

Nxy:=Nxy:                
BC[1]:=evalf(subs(y=0,S3x[q]*D22*diff(YY,y,y,y)+(S2x[q]*D12-4 
*S4x[q]*D66+S3x[q]*Ny)*diff(YY,y)-(2*S5x[q]*D16-S6x[q]*Nxy)*Y));        
 BC[2]:=evalf(subs(y=b,YY));                 
 BC[3]:=evalf(subs(y=0,S3x[q]*D22*diff(YY,y,y)+2*S6x[q]*D26*diff
(YY,y)+S2x[q]*D12*YY)); 

       BC[4]:=evalf(subs(y=b,diff(YY,y))); 
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end if;       
if (Boundary_Y=F_F) #BC:  y=0=b=Free edge 
 then Ny:=Ny:   
       Nxy:=Nxy:  
    BC[1]:=evalf(subs(y=0,S3x[q]*D22*diff(YY,y,y,y)+(S2x[q]*D12-4 
    *S4x[q]*D66+S3x[q]*Ny)*diff(YY,y)-(2*S5x[q]*D16-S6x[q]*Nxy)*Y));            

BC[2]:=evalf(subs(y=b,S3x[q]*D22*diff(YY,y,y,y)+(S2x[q]*D12-4 
    *S4x[q]*D66+S3x[q]*Ny)*diff(YY,y)-(2*S5x[q]*D16-S6x[q]*Nxy)*Y));            

 BC[3]:=evalf(subs(y=0,S3x[q]*D22*diff(YY,y,y)+2*S6x[q]*D26*diff
(YY,y)+S2x[q]*D12*YY));              
 BC[4]:=evalf(subs(y=b,S3x[q]*D22*diff(YY,y,y)+2*S6x[q]*D26*diff
(YY,y)+S2x[q]*D12*YY)); 

end  if; 
if (Boundary_Y=S_F)  #BC: y=0=Simple support, y=b=Free edge  
 then  Ny:=Ny:   
       Nxy:=Nxy:   

BC[1]:=evalf(subs(y=0,YY));   
BC[2]:=evalf(subs(y=b,S3x[q]*D22*diff(YY,y,y,y)+(S2x[q]*D124*S
4x[q]*D66+S3x[q]*Ny)*diff(YY,y)-(2*S5x[q]*D16-S6x[q]*Nxy)*Y));           
BC[3]:=evalf(subs(y=0,S3x[q]*D22*diff(YY,y,y)+2*S6x[q]*D26*dif
f(YY,y)+S2x[q]*D12*YY)); 
             
BC[4]:=evalf(subs(y=b,S3x[q]*D22*diff(YY,y,y)+2*S6x[q]*D26*diff
(YY,y)+S2x[q]*D12*YY)); 

end  if;       
if (Boundary_Y=F_S)  #BC: y=0=Free edge, y=b=Simple support 
 then Ny:=Ny:   

Nxy:=Nxy:           
BC[1]:=evalf(subs(y=0,S3x[q]*D22*diff(YY,y,y,y)+(S2x[q]*D12-4 

     *S4x[q]*D66+S3x[q]*Ny)*diff(YY,y)-(2*S5x[q]*D16-S6x[q]*Nxy)*Y)); 
BC[2]:=evalf(subs(y=b,YY));             
BC[3]:=evalf(subs(y=0,S3x[q]*D22*diff(YY,y,y)+2*S6x[q]*D26*diff
(YY,y)+S2x[q]*D12*YY));    
BC[4]:=evalf(subs(y=b,S3x[q]*D22*diff(YY,y,y)+2*S6x[q]*D26*diff
(YY,y)+S2x[q]*D12*YY)); 

end if;       
if (Boundary_Y=C_S)  #BC: y=0=Clamped support, y=b=Simple support 
 then BC[1]:=evalf(subs(y=0,YY)); 
      BC[2]:=evalf(subs(y=b,YY)); 

BC[3]:=evalf(subs(y=0,diff(YY,y)));            
BC[4]:=evalf(subs(y=b,S3x[q]*D22*diff(YY,y,y)+2*S6x[q]*D26*diff
(YY,y)+S2x[q]*D12*YY)); 

end if;       
if (Boundary_Y=S_C)  #BC: y=0=Simple support, y=b=Clamped support 
 then BC[1]:=evalf(subs(y=0,YY)); 

BC[2]:=evalf(subs(y=b,YY));     
BC[3]:=evalf(subs(y=0,S3x[q]*D22*diff(YY,y,y)+2*S6x[q]*D26*diff
(YY,y)+S2x[q]*D12*YY)); 

      BC[4]:=evalf(subs(y=b,diff(YY,y))); 
end if;       
if (Boundary_Y=S_S)  #BC: y=0=b=Simple support 
 then BC[1]:=evalf(subs(y=0,YY)); 
      BC[2]:=evalf(subs(y=b,YY)); 

BC[3]:=evalf(subs(y=0,S3x[q]*D22*diff(YY,y,y)+2*S6x[q]*D26*diff
(YY,y)+S2x[q]*D12*YY));    
BC[4]:=evalf(subs(y=b,S3x[q]*D22*diff(YY,y,y)+2*S6x[q]*D26*diff
(YY,y)+S2x[q]*D12*YY)); 
end if;       

 
#---------------- End Boundary_Y.txt (Subroutine 3) ---------------# 
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โปรแกรมยอยท่ี 4 โปรแกรม Newton_Raphson_Y.txt ถูกเก็บไวที่ 
C:/Kantorovich/Newton_Raphson_Y.txt   เขียนโปรแกรมเพื่อหาคาเจาะจง  Nx ที่สอดคลอง
กับเงื่อนไขขอบเขตที่ตําแหนง 0y =  และ y b=  รายละเอียดโปรแกรมมีดังตอไปนี้  
ตัวอยางโปรแกรม Newton_Raphson_Y.txt  
 
#---------------- Newton_Raphson_Y.txt (Subroutine 4) ---------------# 
    
   A:=array(1..4,1..4); 
   for i from 1 to 4 do 
      for j from 1 to 4 do 
         A[i,j]:=diff(BC[i],Ay[q][j]); 
      end do: 
   end do: 
   save A, "C:/Thesis/Kantorovich/Coefficients/Assumed_XX/A.txt":   
   with(linalg): 
   Digits:=30: 
   B:=evalf(det(A)): 
   save B, "C:/Thesis/Kantorovich/Coefficients/Assumed_XX/B.txt": 
   B[q]:= B; 
   #print(B); 
 A:=array(1..4,1..4); 
  for i from 1 to 4 do 
     for j from 1 to 4 do 
        A[i,j]:=diff(BC[i],Ay[q][j]); 
     end do: 
  end do: 
  save A, "C:/Kantorovich/Assumed_XX/A.txt":   
  with(linalg): 
  Digits:= points: 
  B:=evalf(det(A)): 
  save B, "C:/Kantorovich/Assumed_XX/B.txt": 
  B[q]:= B; 
  print(B); 

#--------- 1. False-position method  ---------# 
  dB[q]:=diff(B[q],Nxx[q]): 
  Nxx[q]:=NxL[q]: 
  B[L][q]:=B[q]: 
  NxL[q]:=NxR[q]: 
  B[R][q]:=B[L][q]: 
  NxR[q]:=Nx1[q]: 
  B[111][q]:=B[R][q]: 
  Nx1[q]:=Nx[q]: 
  BBB[q]:=B[111][q]: 
  NxL[q]:=NxxL: 
  epsilon:=10e-3: 
  Critical:=10e8: 
  for i from 1 to Critical do 
  NxR[q]:=NxL[q]+100: 
  f[NxL][q]:=B[L][q]: 
  f[NxR][q]:=B[R][q]: 
  Nx1[q]:=((NxL[q]*f[NxR][q])-(NxR[q]*f[NxL][q]))/(f[NxR][q]-
 f[NxL][q]): 
  f[Nx1][q]:=B[111][q]: 
    if ((f[Nx1][q]*f[NxR][q])<0) 
       then Nx1[q]:=NxL[q] 
       else Nx1[q]:=NxR[q] 
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    end if: 
    if (f[NxL][q] < 0 )   
                then if (f[NxR][q] > 0 )                             
                        then Xk[q]:=NxL[q]: 
                             i:=Critical  
                     end if: 
                       else NxL[q]:=NxR[q] 
  end if: 
  if (f[NxL][q] > 0 )   
                then if (f[NxR][q] < 0 ) 
                         then Xk[q]:=NxL[q]:                                      
   i:=Critical  
                     end if: 
                         else NxL[q]:=NxR[q] 
  end if:                       
  end do: 

#--------- 2. Newton-Raphson method ---------# 
  Critical:=10e8: 
    for i from 1 to Critical do 
      Xk[q]:=NxL[q]: 
      f[Xk][q]:=B[L][q]: 
      df[Xk][q]:=dB[q]: 
      Delta[Xk+1][q]:=-(f[Xk][q])/(df[Xk][q]): 
      X[k+1][q]:=Xk[q]+Delta[Xk+1][q]: 
           if ( abs(Delta[Xk+1][q]) < epsilon ) 
             then Nxx[q]:=X[k+1][q]: 
                  i:=Critical 
             else NxL[q]:=X[k+1][q] 
           end if: 
   end do: 
  with(linalg): 
   Digits:=points: 
   print(plot(BBB[q],Nx[q]=NxxL..NxR[q],title="Buckling modes")); 
   print(Eigenvalue_YY[q]=Nxx[q]); 
   NxxL:=Nxx[q]+1; 
 
#-------------- End Newton_Raphson_Y.txt (Subroutine 4) -------------# 
 
โปรแกรมยอยท่ี 5 โปรแกรม Coefficients_Y.txt  ถูกเกบ็ไวที่ 
C:/Kantorovich/Numerical/Coefficients_Y.txt: เขยีนโปรแกรมเพื่อหาคาไอเกนเวคเตอรที่
สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตที่ตําแหนง 0y =  และ y b=  รายละเอียดโปรแกรมมดีังตอไปนี ้ 
ตัวอยางโปรแกรม Coefficients_Y.txt   
 
#----------------- Coefficients_Y.txt (Subroutine 5) ----------------# 
 
 Digits:=points: 
   AA:=array(1..4,1..4): 
   for i from 1 to 4 do 
       for j from 1 to 4 do 
       AA[i,j]:=A[i,j]: 
       end do: 
   end do: 
   C:=[[Ay[q][1]],[Ay[q][2]],[Ay[q][3]],[Ay[q][4]]]: 
   Ay[q][1]:=1: 
   BB:=evalm(AA&*C): 



 107
 

 
   coefficients:=solve({BB[2,1]=0, BB[3,1]=0, 
 BB[4,1]=0},{Ay[q][2],Ay[q][3],Ay[q][4]}): 
   Ay[q][1]:=subs(coefficients,Ay[q][1]): 
   Ay[q][2]:=subs(coefficients,Ay[q][2]): 
   Ay[q][3]:=subs(coefficients,Ay[q][3]): 
   Ay[q][4]:=subs(coefficients,Ay[q][4]):     
YY:=Ay[q][1]*sin(p1[q]*y)+Ay[q][2]*cos(p1[q]*y)+Ay[q][3]*sinh(p2[q]*y)
+Ay[q][4]*cosh(p2[q]*y): 
YY:=simplify(evalf(YY)); 
   save YY, "C:/Kantorovich/YY.txt":  
   print(plot3d(XX*YY,x=0..a,y=0..b,title="Buckling mode")); 
Function_YY[q]:=Ay[q][1]*sin(p1[q]*y)+Ay[q][2]*cos(p1[q]*y)+Ay[q][3]*
sinh(p2[q]*y)+Ay[q][4]*cosh(p2[q]*y); 
print( Function_YY[q]=YY); 
 
   if (Boundary_Y=S_S) 
     then for NN from 1 to 12 do     
              if (abs(evalf(NN*Pi/b)-p1[q])<  10e-3) 
                 then print(Function_YY[q]=sin(NN*Pi*y/bb)); 
            end if; 
          end do; 
  end if;    
 
#--------------- End Coefficients_Y.txt (Subroutine 5) --------------# 
 
โปรแกรมยอยท่ี  6  โปรแกรม Y(y).txt  ถูกเก็บไวที่ C:/Kantorovich/Function/Y(y).txt เขียน
โปรแกรมเพื่อคํานวณคาตวัแปรสมการที่ 4-19, 4-20, 4-26 รายละเอยีดโปรแกรมมดีังตอไปนี ้
ตัวอยางโปรแกรม Y(y).txt     
 
#----------------- Boundary_X.txt (Subroutine 6) ----------------# 
 
 read "C:/Kantorovich/Function/YY.txt": 
  S1y[q]:=evalf(Int(diff(YY,y,y)^2,y=0..b)); 
  S2y[q]:=evalf(Int(diff(YY,y,y)*YY,y=0..b)); 
  S3y[q]:=evalf(Int(YY^2,y=0..b)); 
  S4y[q]:=evalf(Int(diff(YY,y)^2,y=0..b)); 
  S5y[q]:=evalf(Int(diff(YY,y)*diff(YY,y,y),y=0..b)); 
  S6y[q]:=evalf(Int(diff(YY,y)*YY,y=0..b)); 
 k3[q]:=simplify((S2y[q]*D12-2*S4y[q]*D66+S3y[q]*Ncr[q]/2) 
    /S3y[q]/D11); 
  k4[q]:=simplify(S1y[q]*D22/S3y[q]/D11);    
  p3[q]:=sqrt(k3[q]+sqrt(k3[q]^2-k4[q]));      
  p4[q]:=sqrt(k3[q]-sqrt(k3[q]^2-k4[q])); 
 
#---------------- End Boundary_X.txt (Subroutine 6) ---------------# 
 
 
โปรแกรมยอยท่ี 7 โปรแกรม Boundary_X.txt  ถูกเกบ็ไวที่ C:/Kantorovich/Boundary_X.txt 
เขียนโปรแกรมเพื่อเลือกเงื่อนไขขอบเขตที่ยึดปลายดาน x = 0 และ x =  a  
ตัวอยางโปรแกรม Boundary_X.txt   
 
#----------------- Boundary_X.txt (Subroutine 7) ----------------# 
 
read "C:/Kantorovich/Boundary_X.txt":  
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XX:=Ax[q][1]*sin(p3[q]*x)+Ax[q][2]*cos(p3[q]*x)+Ax[q][3]*sin(p4[q]*x)
+Ax[q][4]*cos(p4[q]*x): 
 
 
if (Boundary_X=C_C)  #BC: x=0=aClamped support 
 then BC[1]:=evalf(subs(x=0,XX)); 
      BC[2]:=evalf(subs(x=a,XX)); 
      BC[3]:=evalf(subs(x=0,diff(XX,x))); 
      BC[4]:=evalf(subs(x=a,diff(XX,x))); 
end if; 
if (Boundary_X=C_S)  #BC: x=0=Clamped support, x=a=Simple support 
 then BC[1]:=evalf(subs(x=0,XX)); 
      BC[2]:=evalf(subs(x=a,XX)); 
      BC[3]:=evalf(subs(x=0,diff(XX,x)));         
 BC[4]:=evalf(subs(x=a,S3y[q]*D11*diff(XX,x,x)+2*S6y[q]*D16 
 *diff(XX,x)+S2y[q]*D12*XX)); 
end if;       
if (Boundary_X=S_S) #BC: x=0=a=Simple support 
 then BC[1]:=evalf(subs(x=0,XX)); 
      BC[2]:=evalf(subs(x=a,XX));         
 BC[3]:=evalf(subs(x=0,S3y[q]*D11*diff(XX,x,x)+2*S6y[q]*D16 
 *diff(XX,x)+S2y[q]*D12*XX));  
 BC[4]:=evalf(subs(x=a,S3y[q]*D11*diff(XX,x,x)+2*S6y[q]*D16 
 *diff(XX,x)+S2y[q]*D12*XX)); 
end if;  
if (Boundary_X=S_C) #BC: x=0=Simple support, x=a=Clamped support 
 then BC[1]:=evalf(subs(x=0,XX)); 
      BC[2]:=evalf(subs(x=a,XX));        
 BC[3]:=evalf(subs(x=0,S3y[q]*D11*diff(XX,x,x)+2*S6y[q]*D16 
 *diff(XX,x)+S2y[q]*D12*XX)); 
      BC[4]:=evalf(subs(x=a,diff(XX,x))); 
end if;     
 
#---------------- End Boundary_X.txt (Subroutine 7) ---------------# 
          

โปรแกรมยอยท่ี 8 โปรแกรม Newton_Raphson_X.txt ถูกเก็บไวที่ 
C:/Kantorovich/Newton_Raphson_X.txt  เขียนโปรแกรมเพื่อหาคาเจาะจง  Nx ที่สอดคลอง
กับเงื่อนไขขอบเขตที่ตําแหนง 0x =  และ x a=  รายละเอียดโปรแกรมมีดังตอไปนี้  
ตัวอยางโปรแกรม Newton_Raphson_X.txt 
 
#---------------- Newton_Raphson_X.txt (Subroutine 8) ---------------# 
         
F:=array(1..4,1..4); 
  for i from 1 to 4 do 
     for j from 1 to 4 do 
        F[i,j]:=diff(BC[i],Ax[q][j]); 
     end do: 
  end do: 
save F, "C:/Thesis/Kantorovich/Coefficients/Assumed_YY/F.txt":  
with(linalg): 
Digits:= points: 
G:=evalf(det(F)): 
save G, "C:/Thesis/Kantorovich/Coefficients/Assumed_YY/G.txt": 
G[q]:=G; 
F:=array(1..4,1..4); 
 for i from 1 to 4 do 
    for j from 1 to 4 do 
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       F[i,j]:=diff(BC[i],Ax[q][j]); 
    end do: 
 end do: 
 save F, "C:/Kantorovich/F.txt":  
 with(linalg): 
 Digits:= points: 
 G:=evalf(det(F)): 
 save G, "C:/Kantorovich/G.txt": 
 G[q]:=G; 

  #--------- 1. False-position method  ---------#  
 dG[q]:=diff(G[q],Ncr[q]): 
 Ncr[q]:=NcL[q]: 
 G[L][q]:=G[q]: 
 NcL[q]:=NcR[q]: 
 G[R][q]:=G[L][q]: 
 NcR[q]:=Nc1[q]: 
 G[111][q]:=G[R][q]: 
 Nc1[q]:=Nc[q]: 
 GGG[q]:=G[111][q]: 
 NcL[q]:=NcrL: 
 epsilon:=10e-12: 
 Critical:=10e12: 
 for i from 1 to Critical do 
 NcR[q]:=NcL[q]+100: 
 f[NcL][q]:=G[L][q]: 
 f[NcR][q]:=G[R][q]: 
 Nc1[q]:=((NcL[q]*f[NcR][q])-(NcR[q]*f[NcL][q]))/(f[NcR][q] 
 -f[NcL][q]): 
 f[Nc1][q]:=G[111][q]: 
   if ((f[Nc1][q]*f[NcR][q])<0) 
      then Nc1[q]:=NcL[q] 
      else Nc1[q]:=NcR[q] 
   end if: 
   if (f[NcL][q] < 0 )   
      then if (f[NcR][q] > 0 )                             
               then Xk[q]:=NcL[q]:                                                
 i:=Critical  
           end if: 
      else NcL[q]:=NcR[q] 
   end if: 
   if (f[NcL][q] > 0 )   
      then if (f[NcR][q] < 0 ) 
               then Xk[q]:=NcL[q]:                                                
 i:=Critical  
           end if: 
    else NcL[q]:=NcR[q] 
  end if:                       
  end do: 

   #--------- 2. Newton-Raphson method ---------# 
 Critical:=10e8: 
 for i from 1 to Critical do 
 Xk[q]:=NcL[q]: 
 f[Xk][q]:=G[L][q]: 
 df[Xk][q]:=dG[q]: 
 Delta[Xk+1][q]:=-(f[Xk][q])/(df[Xk][q]): 
 X[k+1][q]:=Xk[q]+Delta[Xk+1][q]: 
   if ( abs(Delta[Xk+1][q]) < epsilon ) 
      then Ncr[q]:=X[k+1][q]: 
           i:=Critical 
      else NcL[q]:=X[k+1][q] 
   end if: 
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 end do: 
 with(linalg): 
 Digits:=points: 
 print(plot(GGG[q],Nc[q]=NcrL..NcR[q],title="Buckling modes")); 
 print(Eigenvalue_XX[q]=Ncr[q]); 
 NcrL:=Ncr[q]+1: 
 
#-------------- End Newton_Raphson_X.txt (Subroutine 8) -------------# 
 

โปรแกรมยอยท่ี 9 โปรแกรม Coefficients_X.txt  ถูกเกบ็ไวที่ 
C:/Kantorovich/Numerical/Coefficients_X.txt: เขยีนโปรแกรมเพื่อหาคาไอเกนเวคเตอรที่
สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตที่ตําแหนง 0x =  และ x a=  รายละเอียดโปรแกรมมดีังตอไปนี ้ 
ตัวอยางโปรแกรม Coefficients_X.txt   
 
#----------------- Coefficients_X.txt  (Subroutine 9) ----------------# 
 
 Digits:=points: 
 FF:=array(1..4,1..4): 
 for i from 1 to 4 do 
     for j from 1 to 4 do 
      FF[i,j]:=F[i,j]: 
     end do: 
 end do: 
 H:=[[Ax[q][1]],[Ax[q][2]],[Ax[q][3]],[Ax[q][4]]]: 
 Ax[q][1]:=1: 
 GG:=evalm(FF&*H); 
 coefficientss:=solve({GG[2,1]=0, GG[3,1]=0, GG[4,1]=0}, 
 {Ax[q][2],Ax[q][3],Ax[q][4]}); 
 Ax[q][1]:=subs(coefficientss,Ax[q][1]); 
 Ax[q][2]:=subs(coefficientss,Ax[q][2]); 
 Ax[q][3]:=subs(coefficientss,Ax[q][3]); 
 Ax[q][4]:=subs(coefficientss,Ax[q][4]); 
 for I from 1 to 4 do 
    If (abs(Ax[q][i] )< 10e-3) 
         then Ax[q][i] := 0 
      end  if : 
 end do: 
XX:=Ax[q][1]*sin(p3[q]*x)+Ax[q][2]*cos(p3[q]*x)+Ax[q][3]*sin(p4[q]*x) 
+Ax[q][4]*cos(p4[q]*x); 
 XX:=simplify(evalf(XX)); 
 save XX, "C:/Kantorovich/Function/XX.txt":  
 print(plot3d(XX*YY,x=0..a,y=0..b,title="Buckling mode")); 
 print(Function_XX[q+1]=XX); 
  if (Boundary_X=S_S) 
      then for NN from 1 to 12 do     
               if (abs(evalf(NN*Pi/a)-p3[q])<  10e-3) 
                  then print(Function_XX[q]=sin(NN*Pi*x/aa)); 
               end if; 
           end do; 
   end if;       
 
#--------------- End Coefficients_X.txt  (Subroutine 9) --------------# 
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ก.2  โปรแกรมเพื่อคํานวณหาพลังงานศักยรวม  

 
 โปรแกรม “Total_Potentail_Energy” ประดิษฐขึ้นเพื่อคํานวณหาพลังงานศักยรวม
สมการที่ 6-8  ประกอบดวยโปรแกรมหลัก(Main Program) และ 2 โปรแกรมยอย (Subroutine) 
โดยถูกจัดเก็บไวในไฟลขอมูลนามสกุล .txt ผูสนใจสามารถประดิษฐโปรแกรมขึ้นมาใชไดเองดังนี้ 

1. สรางโปรแกรมหลัก “Total_Potentail_Energy” ในโปรแกรม Maple  

2.   สราง 2 โปรแกรมยอยไดโดยหาฟงกชันการเคลื่อนที่ดววิธีแคนโทโรวิชที่มีความยาว
เทากับหนึ่งเนื่องจากไดแปลงแผนคอมโพสิตรูปส่ีเหล่ียมดานขนานไปเปนรูปส่ีเหล่ียม
จัตุรัสที่มีความยาวเทากับหนึ่ง สําหรับการจับยึดชิ้นงานแบบ CCCF ฟงกชันที่ไดคือ 

- กรณกีารจับยดึแบบ C-C ทีโ่หมดการโกงงอโหมดที่หนึง่คือ 
1( ) sin(4.58989 )-0.88443cos(4.58989 )-0.87515sinh(5.24467 )+0.88443cosh(5.24467 )X x x x x x=

- กรณกีารจับยดึแบบ C-F ที่โหมดการโกงงอโหมดที่หนึง่คือ 
1( ) sin(1.84536 )-0.62916cos(1.84536 )-0.58813sinh(3.13765 )+0.62916cosh(3.13765 )Y y y y y y=

แทนคาตัวแปรจากฟงกชันการเคลื่อนที่ลงในโปรแกรมยอยไดดังนี ้
ตัวอยางโปรแกรมยอยท่ี 1 โปรแกรม FunctionX_C_C.txt  ถูกเก็บไวที่ 
C:/Kantorovich/Function/C_C/FunctionX_C_C.txt 
#---------------- FunctionX_C_C.txt  (Subroutine 1) ---------------# 
XX[i]:=(M[i]*cos(E[i]*xi))+(N[i]*cosh(F[i]*xi)) 
       +(P[i]*sin(G[i]*xi))+(R[i]*sinh(H[i]*xi)): 
  P[1]:= 1          : 
  G[1]:= 4.58989    :#p1 
  M[1]:= -0.88443   : 
  E[1]:= G[1]       : #p1 
  R[1]:= -0.87515   : 
  H[1]:= 5.24467    : #p2 
  N[1]:= 0.88443    :  
  F[1]:= H[1]       : #p2 
#---------------- End FunctionX_C_C.txt  (Subroutine 1) --------------# 
 

ตัวอยางโปรแกรมยอยท่ี 2 โปรแกรม FunctionY_C_F.txt  ถูกเก็บไวที่ 
C:/Kantorovich/Function/C_F/FunctionY_C_F.txt 
#---------------- FunctionY_C_F.txt  (Subroutine 1) ---------------#  
YY[i]:=(J[i]*cos(S[i]*eta))+(L[i]*cosh(B[i]*eta)) 

+(C[i]*sin(W[i]*eta))+(K[i]*sinh(Q[i]*eta)); 
    C[1]:= 1          : 
  W[1]:= 1.84536    : #p1 
  J[1]:= -0.62916   : 
  S[1]:= W[1]       : #p1 
  K[1]:= -0.58813   : 
  Q[1]:= 3.13765    : #p2 
  L[1]:= 0.62916    :  
  B[1]:= Q[1]       : #p2 
#---------------- End FunctionY_C_F.txt  (Subroutine 1) --------------# 
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หมายเหต;ุ สามารถเพิ่มจํานวนพจนการเคลื่อนที่ไดโดยการเพิ่มตัวแปลลงในโปรแกรมยอย1 และ 2 
ตัวอยางโปรแกรมหลัก  “Total_Potentail_Energy” ที่ดัดแปรดวยโปรแกรม  Maple ที่แสดง
หนาจอคอมพวิเตอรมีรายละเอียดของโปรแกรมดังตอไปนี้  

 
> #-------------- Total_Potentail_Energy (2)Pig 5.3 ---------------#             
> restart; 
> M_N:=1:                  # Define:M=N=1,2,3..12 :Number of Term  
> Digits:=40: 
> read "C:/Kantorovich/Function/C_C/FunctionX_C_C.txt":# (Subr. 1)                
> read "C:/Kantorovich/Function/C_F/FunctionY_C_F.txt":# (Subr. 2)                
> #----------------------------------------------------------------# 
> for i from 1 to M_N do 
>    for m from 1 to M_N do 
> CC[i,m]:=int((cos(E[i]*xi))*(cos(E[m]*xi)),xi=0..1): 
> C_C[i,m]:=int((cos(S[i]*eta))*(cos(S[m]*eta)),eta=0..1): 
> CCh[i,m]:=int((cos(E[i]*xi))*(1/2*exp(F[m]*xi)+1/2 
  *exp(-F[m]*xi)),xi=0..1): 
> C_Ch[i,m]:=int((cos(S[i]*eta))*(1/2*exp(B[m]*eta)+1/2 
  *exp(-B[m]*eta)),eta=0..1): 
> CS[i,m]:=int((cos(E[i]*xi))*(sin(G[m]*xi)),xi=0..1): 
> C_S[i,m]:=int((cos(S[i]*eta))*(sin(W[m]*eta)),eta=0..1): 
> CSh[i,m]:=int((cos(E[i]*xi))*(1/2*exp(H[m]*xi)-1/2 
  *exp(-H[m]*xi)),xi=0..1): 
> C_Sh[i,m]:=int((cos(S[i]*eta))*(1/2*exp(Q[m]*eta)-1/2 
  *exp(-Q[m]*eta)),eta=0..1): 
> ChC[i,m]:=int((1/2*exp(F[i]*xi)+1/2*exp(-F[i]*xi)) 
  *(cos(E[m]*xi)),xi=0..1): 
> Ch_C[i,m]:=int((1/2*exp(B[i]*eta)+1/2*exp(-B[i]*eta)) 
  *(cos(S[m]*eta)),eta=0..1): 
> ChCh[i,m]:=int((1/2*exp(F[i]*xi)+1/2*exp(-F[i]*xi)) 
  *(1/2*exp(F[m]*xi)+1/2*exp(-F[m]*xi)),xi=0..1): 
> Ch_Ch[i,m]:=int((1/2*exp(B[i]*eta)+1/2*exp(-B[i]*eta)) 
  *(1/2*exp(B[m]*eta)+1/2*exp(-B[m]*eta)),eta=0..1): 
> ChS[i,m]:=int((1/2*exp(F[i]*xi)+1/2*exp(-F[i]*xi)) 
  *(sin(G[m]*xi)),xi=0..1): 
> Ch_S[i,m]:=int((1/2*exp(B[i]*eta)+1/2*exp(-B[i]*eta)) 
  *(sin(W[m]*eta)),eta=0..1): 
> ChSh[i,m]:=int((1/2*exp(F[i]*xi)+1/2*exp(-F[i]*xi)) 
  *(1/2*exp(H[m]*xi)-1/2*exp(-H[m]*xi)),xi=0..1): 
> Ch_Sh[i,m]:=int((1/2*exp(B[i]*eta)+1/2*exp(-B[i]*eta)) 
  *(1/2*exp(Q[m]*eta)-1/2*exp(-Q[m]*eta)),eta=0..1): 
> SC[i,m]:=int((sin(G[i]*xi))*(cos(E[m]*xi)),xi=0..1): 
> S_C[i,m]:=int((sin(W[i]*eta))*(cos(S[m]*eta)),eta=0..1): 
> SCh[i,m]:=int((sin(G[i]*xi))*(1/2*exp(F[m]*xi)+1/2 
  *exp(-F[m]*xi)),xi=0..1): 
> S_Ch[i,m]:=int((sin(W[i]*eta))*(1/2*exp(B[m]*eta) 
  +1/2*exp(-B[m]*eta)),eta=0..1): 
> SS[i,m]:=int((sin(G[i]*xi))*(sin(G[m]*xi)),xi=0..1): 
> S_S[i,m]:=int((sin(W[i]*eta))*(sin(W[m]*eta)),eta=0..1): 
> SSh[i,m]:=int((sin(G[i]*xi))*(1/2*exp(H[m]*xi)-1/2 
  *exp(-H[m]*xi)),xi=0..1): 
> S_Sh[i,m]:=int((sin(W[i]*eta))*(1/2*exp(Q[m]*eta)-1/2 
  *exp(-Q[m]*eta)),eta=0..1): 
> ShC[i,m]:=int((1/2*exp(H[i]*xi)-1/2*exp(-H[i]*xi)) 
  *(cos(E[m]*xi)),xi=0..1): 
> Sh_C[i,m]:=int((1/2*exp(Q[i]*eta)-1/2*exp(-Q[i]*eta)) 
  *(cos(S[m]*eta)),eta=0..1): 
> ShCh[i,m]:=int((1/2*exp(H[i]*xi)-1/2*exp(-H[i]*xi)) 
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  *(1/2*exp(F[m]*xi)+1/2*exp(-F[m]*xi)),xi=0..1): 
> Sh_Ch[i,m]:=int((1/2*exp(Q[i]*eta)-1/2*exp(-Q[i]*eta)) 
  *(1/2*exp(B[m]*eta)+1/2*exp(-B[m]*eta)),eta=0..1): 
> ShS[i,m]:=int((1/2*exp(H[i]*xi)-1/2*exp(-H[i]*xi)) 
  *(sin(G[m]*xi)),xi=0..1): 
> Sh_S[i,m]:=int((1/2*exp(Q[i]*eta)-1/2*exp(-Q[i]*eta)) 
  *(sin(W[m]*eta)),eta=0..1): 
> ShSh[i,m]:=int((1/2*exp(H[i]*xi)-1/2*exp(-H[i]*xi)) 
  *(1/2*exp(H[m]*xi)-1/2*exp(-H[m]*xi)),xi=0..1): 
> Sh_Sh[i,m]:=int((1/2*exp(Q[i]*eta)-1/2*exp(-Q[i]*eta)) 
  *(1/2*exp(Q[m]*eta)-1/2*exp(-Q[m]*eta)),eta=0..1): 
> #------------- Diff 1 st -------------#    
> CdC[i,m]:=int((cos(E[i]*xi))*(sin(E[m]*xi)),xi=0..1):  
> C_dC[i,m]:=int((cos(S[i]*eta))*(sin(S[m]*eta)),eta=0..1): 
> CdCh[i,m]:=int((cos(E[i]*xi))*(1/2*exp(F[m]*xi)-1/2 
  *exp(-F[m]*xi)),xi=0..1): 
> C_dCh[i,m]:=int((cos(S[i]*eta))*(1/2*exp(B[m]*eta)-1/2 
  *exp(-B[m]*eta)),eta=0..1): 
> CdS[i,m]:=int((cos(E[i]*xi))*(cos(G[m]*xi)),xi=0..1): 
> C_dS[i,m]:=int((cos(S[i]*eta))*(cos(W[m]*eta)),eta=0..1): 
> CdSh[i,m]:=int((cos(E[i]*xi))*(1/2*exp(H[m]*xi)+1/2 
  *exp(-H[m]*xi)),xi=0..1): 
> C_dSh[i,m]:=int((cos(S[i]*eta))*(1/2*exp(Q[m]*eta)+1/2 
  *exp(-Q[m]*eta)),eta=0..1): 
> ChdC[i,m]:=int((1/2*exp(F[i]*xi)+1/2*exp(-F[i]*xi)) 
  *(sin(E[m]*xi)),xi=0..1):  
> Ch_dC[i,m]:=int((1/2*exp(B[i]*eta)+1/2*exp(-B[i]*eta)) 
  *(sin(S[m]*eta)),eta=0..1): 
> ChdCh[i,m]:=int((1/2*exp(F[i]*xi)+1/2*exp(-F[i]*xi)) 
  *(1/2*exp(F[m]*xi)-1/2*exp(-F[m]*xi)),xi=0..1): 
> Ch_dCh[i,m]:=int((1/2*exp(B[i]*eta)+1/2*exp(-B[i]*eta)) 
  *(1/2*exp(B[m]*eta)-1/2*exp(-B[m]*eta)),eta=0..1): 
> ChdS[i,m]:=int((1/2*exp(F[i]*xi)+1/2*exp(-F[i]*xi)) 
  *(cos(G[m]*xi)),xi=0..1): 
> Ch_dS[i,m]:=int((1/2*exp(B[i]*eta)+1/2*exp(-B[i]*eta)) 
  *(cos(W[m]*eta)),eta=0..1): 
> ChdSh[i,m]:=int((1/2*exp(F[i]*xi)+1/2*exp(-F[i]*xi)) 
  *(1/2*exp(H[m]*xi)+1/2*exp(-H[m]*xi)),xi=0..1): 
> Ch_dSh[i,m]:=int((1/2*exp(B[i]*eta)+1/2*exp(-B[i]*eta)) 
  *(1/2*exp(Q[m]*eta)+1/2*exp(-Q[m]*eta)),eta=0..1): 
> SdC[i,m]:=int((sin(G[i]*xi))*(sin(E[m]*xi)),xi=0..1):  
> S_dC[i,m]:=int((sin(W[i]*eta))*(sin(S[m]*eta)),eta=0..1): 
> SdCh[i,m]:=int((sin(G[i]*xi))*(1/2*exp(F[m]*xi)-1/2 
  *exp(-F[m]*xi)),xi=0..1): 
> S_dCh[i,m]:=int((sin(W[i]*eta))*(1/2*exp(B[m]*eta)-1/2 
  *exp(-B[m]*eta)),eta=0..1): 
> SdS[i,m]:=int((sin(G[i]*xi))*(cos(G[m]*xi)),xi=0..1): 
> S_dS[i,m]:=int((sin(W[i]*eta))*(cos(W[m]*eta)),eta=0..1): 
> SdSh[i,m]:=int((sin(G[i]*xi))*(1/2*exp(H[m]*xi)+1/2 
  *exp(-H[m]*xi)),xi=0..1): 
> S_dSh[i,m]:=int((sin(W[i]*eta))*(1/2*exp(Q[m]*eta)+1/2 
  *exp(-Q[m]*eta)),eta=0..1): 
> ShdC[i,m]:=int((1/2*exp(H[i]*xi)-1/2*exp(-H[i]*xi)) 
  *(sin(E[m]*xi)),xi=0..1):  
> Sh_dC[i,m]:=int((1/2*exp(Q[i]*eta)-1/2*exp(-Q[i]*eta)) 
  *(sin(S[m]*eta)),eta=0..1): 
> ShdCh[i,m]:=int((1/2*exp(H[i]*xi)-1/2*exp(-H[i]*xi)) 
  *(1/2*exp(F[m]*xi)-1/2*exp(-F[m]*xi)),xi=0..1): 
> Sh_dCh[i,m]:=int((1/2*exp(Q[i]*eta)-1/2*exp(-Q[i]*eta)) 
  *(1/2*exp(B[m]*eta)-1/2*exp(-B[m]*eta)),eta=0..1): 
> ShdS[i,m]:=int((1/2*exp(H[i]*xi)-1/2*exp(-H[i]*xi)) 
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  *(cos(G[m]*xi)),xi=0..1): 
> Sh_dS[i,m]:=int((1/2*exp(Q[i]*eta)-1/2*exp(-Q[i]*eta)) 
  *(cos(W[m]*eta)),eta=0..1): 
> ShdSh[i,m]:=int((1/2*exp(H[i]*xi)-1/2*exp(-H[i]*xi)) 
  *(1/2*exp(H[m]*xi)+1/2*exp(-H[m]*xi)),xi=0..1): 
> Sh_dSh[i,m]:=int((1/2*exp(Q[i]*eta)-1/2*exp(-Q[i]*eta)) 
  *(1/2*exp(Q[m]*eta)+1/2*exp(-Q[m]*eta)),eta=0..1): 
> #----------------------------------------------------------------# 
> dCdC[i,m]:=int((sin(E[i]*xi))*(sin(E[m]*xi)),xi=0..1): 
> dC_dC[i,m]:=int((sin(S[i]*eta))*(sin(S[m]*eta)),eta=0..1): 
> dCdCh[i,m]:=int((sin(E[i]*xi))*(1/2*exp(F[m]*xi)-1/2 
  *exp(-F[m]*xi)),xi=0..1): 
> dC_dCh[i,m]:=int((sin(S[i]*eta))*(1/2*exp(B[m]*eta)-1/2 
  *exp(-B[m]*eta)),eta=0..1): 
> dCdS[i,m]:=int((sin(E[i]*xi))*(cos(G[m]*xi)),xi=0..1): 
> dC_dS[i,m]:=int((sin(S[i]*eta))*(cos(W[m]*eta)),eta=0..1): 
> dCdSh[i,m]:=int((sin(E[i]*xi))*(1/2*exp(H[m]*xi)+1/2 
  *exp(-H[m]*xi)),xi=0..1): 
> dC_dSh[i,m]:=int((sin(S[i]*eta))*(1/2*exp(Q[m]*eta)+1/2 
  *exp(-Q[m]*eta)),eta=0..1): 
> dChdC[i,m]:=int((1/2*exp(F[i]*xi)-1/2*exp(-F[i]*xi)) 
  *(sin(E[m]*xi)),xi=0..1): 
> dCh_dC[i,m]:=int((1/2*exp(B[i]*eta)-1/2*exp(-B[i]*eta)) 
  *(sin(S[m]*eta)),eta=0..1): 
> dChdCh[i,m]:=int((1/2*exp(F[i]*xi)-1/2*exp(-F[i]*xi)) 
  *(1/2*exp(F[m]*xi)-1/2*exp(-F[m]*xi)),xi=0..1): 
> dCh_dCh[i,m]:=int((1/2*exp(B[i]*eta)-1/2*exp(-B[i]*eta)) 
  *(1/2*exp(B[m]*eta)-1/2*exp(-B[m]*eta)),eta=0..1): 
> dChdS[i,m]:=int((1/2*exp(F[i]*xi)-1/2*exp(-F[i]*xi)) 
  *(cos(G[m]*xi)),xi=0..1): 
> dCh_dS[i,m]:=int((1/2*exp(B[i]*eta)-1/2*exp(-B[i]*eta)) 
  *(cos(W[m]*eta)),eta=0..1): 
> dChdSh[i,m]:=int((1/2*exp(F[i]*xi)-1/2*exp(-F[i]*xi)) 
  *(1/2*exp(H[m]*xi)+1/2*exp(-H[m]*xi)),xi=0..1): 
> dCh_dSh[i,m]:=int((1/2*exp(B[i]*eta)-1/2*exp(-B[i]*eta)) 
  *(1/2*exp(Q[m]*eta)+1/2*exp(-Q[m]*eta)),eta=0..1): 
> dSdC[i,m]:=int((cos(G[i]*xi))*(sin(E[m]*xi)),xi=0..1): 
> dS_dC[i,m]:=int((cos(W[i]*eta))*(sin(S[m]*eta)),eta=0..1): 
> dSdCh[i,m]:=int((cos(G[i]*xi))*(1/2*exp(F[m]*xi)-1/2 
  *exp(-F[m]*xi)),xi=0..1): 
> dS_dCh[i,m]:=int((cos(W[i]*eta))*(1/2*exp(B[m]*eta)-1/2 
  *exp(-B[m]*eta)),eta=0..1): 
> dSdS[i,m]:=int((cos(G[i]*xi))*(cos(G[m]*xi)),xi=0..1): 
> dS_dS[i,m]:=int((cos(W[i]*eta))*(cos(W[m]*eta)),eta=0..1): 
> dSdSh[i,m]:=int((cos(G[i]*xi))*(1/2*exp(H[m]*xi)+1/2 
  *exp(-H[m]*xi)),xi=0..1): 
> dS_dSh[i,m]:=int((cos(W[i]*eta))*(1/2*exp(Q[m]*eta)+1/2 
  *exp(-Q[m]*eta)),eta=0..1): 
> dShdC[i,m]:=int((1/2*exp(H[i]*xi)+1/2*exp(-H[i]*xi)) 
  *(sin(E[m]*xi)),xi=0..1): 
> dSh_dC[i,m]:=int((1/2*exp(Q[i]*eta)+1/2*exp(-Q[i]*eta)) 
  *(sin(S[m]*eta)),eta=0..1): 
> dShdCh[i,m]:=int((1/2*exp(H[i]*xi)+1/2*exp(-H[i]*xi)) 
  *(1/2*exp(F[m]*xi)-1/2*exp(-F[m]*xi)),xi=0..1): 
> dSh_dCh[i,m]:=int((1/2*exp(Q[i]*eta)+1/2*exp(-Q[i]*eta)) 
  *(1/2*exp(B[m]*eta)-1/2*exp(-B[m]*eta)),eta=0..1): 
> dShdS[i,m]:=int((1/2*exp(H[i]*xi)+1/2*exp(-H[i]*xi)) 
  *(cos(G[m]*xi)),xi=0..1): 
> dSh_dS[i,m]:=int((1/2*exp(Q[i]*eta)+1/2*exp(-Q[i]*eta)) 
  *(cos(W[m]*eta)),eta=0..1): 
> dShdSh[i,m]:=int((1/2*exp(H[i]*xi)+1/2*exp(-H[i]*xi)) 
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  *(1/2*exp(H[m]*xi)+1/2*exp(-H[m]*xi)),xi=0..1): 
> dSh_dSh[i,m]:=int((1/2*exp(Q[i]*eta)+1/2*exp(-Q[i]*eta)) 
  *(1/2*exp(Q[m]*eta)+1/2*exp(-Q[m]*eta)),eta=0..1): 
> dCC[m,i]:=int((sin(E[i]*xi))*(cos(E[m]*xi)),xi=0..1) : 
> dCCh[i,m]:=int((1/2*exp(F[m]*xi)+1/2*exp(-F[m]*xi)) 
  *(sin(E[i]*xi)),xi=0..1):  
> dCS[i,m]:=int((sin(G[m]*xi))*(sin(E[i]*xi)),xi=0..1):  
> dCSh[i,m]:=int((1/2*exp(H[m]*xi)-1/2*exp(-H[m]*xi)) 
  *(sin(E[i]*xi)),xi=0..1):  
> dChC[i,m]:=int((cos(E[m]*xi))*(1/2*exp(F[i]*xi)-1/2 
  *exp(-F[i]*xi)),xi=0..1): 
> dChCh[i,m]:=int((1/2*exp(F[m]*xi)+1/2*exp(-F[m]*xi)) 
  *(1/2*exp(F[i]*xi)-1/2*exp(-F[i]*xi)),xi=0..1): 
> dChS[i,m]:=int((sin(G[m]*xi))*(1/2*exp(F[i]*xi)-1/2 
  *exp(-F[i]*xi)),xi=0..1): 
> dChSh[i,m]:=int((1/2*exp(H[m]*xi)-1/2*exp(-H[m]*xi)) 
  *(1/2*exp(F[i]*xi)-1/2*exp(-F[i]*xi)),xi=0..1): 
> dSC[i,m]:=int((cos(E[m]*xi))*(cos(G[i]*xi)),xi=0..1): 
> dSCh[i,m]:=int((1/2*exp(F[m]*xi)+1/2*exp(-F[m]*xi)) 
  *(cos(G[i]*xi)),xi=0..1): 
> dSS[i,m]:=int((sin(G[m]*xi))*(cos(G[i]*xi)),xi=0..1): 
> dSSh[i,m]:=int((1/2*exp(H[m]*xi)-1/2*exp(-H[m]*xi)) 
  *(cos(G[i]*xi)),xi=0..1): 
> dShC[i,m]:=int((cos(E[m]*xi))*(1/2*exp(H[i]*xi)+1/2 
  *exp(-H[i]*xi)),xi=0..1): 
> dShCh[i,m]:=int((1/2*exp(F[m]*xi)+1/2*exp(-F[m]*xi)) 
  *(1/2*exp(H[i]*xi)+1/2*exp(-H[i]*xi)),xi=0..1): 
> dShS[i,m]:=int((sin(G[m]*xi))*(1/2*exp(H[i]*xi)+1/2 
  *exp(-H[i]*xi)),xi=0..1): 
> dShSh[i,m]:=int((1/2*exp(H[m]*xi)-1/2*exp(-H[m]*xi)) 
  *(1/2*exp(H[i]*xi)+1/2*exp(-H[i]*xi)),xi=0..1): 
>       end do:print(i); 
> end do: 
>        #---------- Integration Total Potentail Energy ----------# 
>   #---------- Integration 1 ----------# 
> Int1:=0: 
> for i from 1 to M_N do 
>    for j from 1 to M_N do 
>       for m from 1 to M_N do 
>          for n from 1 to M_N do 
> int_x:=((M[i]*(E[i]^2))*M[m]*(E[m]^2)*CC[i,m])+((M[i]*(E[i]^2)) 
*N[m]*(F[m]^2)*(-CCh[i,m]))+((M[i]*(E[i]^2))*P[m]*(G[m]^2)*CS[i,m]) 
+((M[i]*(E[i]^2))*R[m]*(H[m]^2)*(-CSh[i,m]))+((N[i]*(F[i]^2))*M[m] 
*(E[m]^2)*(-ChC[i,m]))+((N[i]*(F[i]^2))*N[m]*(F[m]^2)*ChCh[i,m]) 
+((N[i]*(F[i]^2))*P[m]*(G[m]^2)*(-ChS[i,m]))+((N[i]*(F[i]^2))*R[m] 
*(H[m]^2)*ChSh[i,m])+((P[i]*(G[i]^2))*M[m]*(E[m]^2)*SC[i,m])+((P[i] 
*(G[i]^2))*N[m]*(F[m]^2)*(-SCh[i,m]))+((P[i]*(G[i]^2))*P[m] 
*(G[m]^2)*SS[i,m])+((P[i]*(G[i]^2))*R[m]*(H[m]^2)*(-SSh[i,m])) 
+((R[i]*(H[i]^2))*M[m]*(E[m]^2)*(-ShC[i,m]))+((R[i]*(H[i]^2))*N[m] 
*(F[m]^2)*ShCh[i,m])+((R[i]*(H[i]^2))*P[m]*(G[m]^2)*(-ShS[i,m])) 
+((R[i]*(H[i]^2))*R[m]*(H[m]^2)*ShSh[i,m]):         

> int_y:=(J[j]*J[n]*C_C[j,n])+(J[j]*L[n]*C_Ch[j,n])+(J[j]*C[n] 
*C_S[j,n])+(J[j]*K[n]*C_Sh[j,n])+(L[j]*J[n]*Ch_C[j,n])+(L[j]*L[n] 
*Ch_Ch[j,n])+(L[j]*C[n]*Ch_S[j,n])+(L[j]*K[n]*Ch_Sh[j,n])+(C[j] 
*J[n]*S_C[j,n])+(C[j]*L[n]*S_Ch[j,n])+(C[j]*C[n]*S_S[j,n])+(C[j] 
*K[n]*S_Sh[j,n])+(K[j]*J[n]*Sh_C[j,n])+(K[j]*L[n]*Sh_Ch[j,n]) 
+(K[j]*C[n]*Sh_S[j,n])+(K[j]*K[n]*Sh_Sh[j,n]):  

> Int1:=Int1+(A[i,j]*A[m,n]*int_x*int_y): 
>           end do: 
>        end do: 
>    end do:print(i): 
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> end do: 
> Int1:=evalf(Int1*K1): 
> #print(Int1); 
>   #---------- Integration 2 ----------#    
> Int2:=0: 
> for i from 1 to M_N do 
>    for j from 1 to M_N do 
>       for m from 1 to M_N do 
>          for n from 1 to M_N do 
> int_x:=-((M[i]*(E[i]^2))*M[m]*CC[i,m])- 
((M[i]*(E[i]^2))*N[m]*CCh[i,m])-((M[i]*(E[i]^2))*P[m]*CS[i,m]) 
-((M[i]*(E[i]^2))*R[m]*CSh[i,m])+((N[i]*(F[i]^2))*M[m]*ChC[i,m]) 

 +((N[i]*(F[i]^2))*N[m]*ChCh[i,m])+((N[i]*(F[i]^2))*P[m]*ChS[i,m]) 
+((N[i]*(F[i]^2))*R[m]*ChSh[i,m])-((P[i]*(G[i]^2))*M[m]*SC[i,m]) 
-((P[i]*(G[i]^2))*N[m]*SCh[i,m])-((P[i]*(G[i]^2))*P[m]*SS[i,m]) 
-((P[i]*(G[i]^2))*R[m]*SSh[i,m])+((R[i]*(H[i]^2))*M[m]*ShC[i,m]) 
+((R[i]*(H[i]^2))*N[m]*ShCh[i,m])+((R[i]*(H[i]^2))*P[m]*ShS[i,m]) 
+((R[i]*(H[i]^2))*R[m]*ShSh[i,m]);#print(int_x);   

> int_y:=-((J[j])*J[n]*(S[n]^2)*C_C[j,n])+((J[j])*L[n]*(B[n]^2) 
 *C_Ch[j,n])-((J[j])*C[n]*(W[n]^2)*C_S[j,n])+((J[j])*K[n]*(Q[n]^2) 
*C_Sh[j,n])-((L[j])*J[n]*(S[n]^2)*Ch_C[j,n])+((L[j])*L[n]*(B[n]^2) 

  *Ch_Ch[j,n])-((L[j])*C[n]*(W[n]^2)*Ch_S[j,n])+((L[j])*K[n]*(Q[n]^2) 
*Ch_Sh[j,n])-((C[j])*J[n]*(S[n]^2)*S_C[j,n])+((C[j])*L[n]*(B[n]^2) 
*S_Ch[j,n])-((C[j])*C[n]*(W[n]^2)*S_S[j,n])+((C[j])*K[n]*(Q[n]^2) 

 *S_Sh[j,n])-((K[j])*J[n]*(S[n]^2)*Sh_C[j,n])+((K[j])*L[n]*(B[n]^2) 
 *Sh_Ch[j,n])-((K[j])*C[n]*(W[n]^2)*Sh_S[j,n])+((K[j])*K[n]*(Q[n]^2) 
 *Sh_Sh[j,n]);#print(int_y);  
> Int2:=Int2+(A[i,j]*A[m,n]*int_x*int_y):#print(i); 
>          end do: 
>       end do: 
>    end do:print(i); 
> end do: 
> Int2:=evalf(Int2*K2): 
> #print(Int2); 
>   #---------- Integration 3 ----------#    
> Int3:=0: 
> for i from 1 to M_N do 
>    for j from 1 to M_N do 
>       for m from 1 to M_N do 
>          for n from 1 to M_N do 
> int_x:=(M[i]*M[m]*CC[i,m])+(M[i]*N[m]*CCh[i,m])+(M[i]*P[m]*CS[i,m]) 
  +(M[i]*R[m]*CSh[i,m])+(N[i]*M[m]*ChC[i,m])+(N[i]*N[m]*ChCh[i,m]) 
 +(N[i]*P[m]*ChS[i,m])+(N[i]*R[m]*ChSh[i,m])+(P[i]*M[m]*SC[i,m]) 

  +(P[i]*N[m]*SCh[i,m])+(P[i]*P[m]*SS[i,m])+(P[i]*R[m]*SSh[i,m]) 
  +(R[i]*M[m]*ShC[i,m])+(R[i]*N[m]*ShCh[i,m])+(R[i]*P[m]*ShS[i,m]) 
  +(R[i]*R[m]*ShSh[i,m]):#print(int_x);  
> int_y:=((J[j]*(S[j]^2))*J[n]*(S[n]^2)*C_C[j,n])-((J[j]*(S[j]^2)) 
  *L[n]*(B[n]^2)*C_Ch[j,n])+((J[j]*(S[j]^2))*C[n]*(W[n]^2)*C_S[j,n]) 
  -((J[j]*(S[j]^2))*K[n]*(Q[n]^2)*C_Sh[j,n])-((L[j]*(B[j]^2))*J[n] 
  *(S[n]^2)*Ch_C[j,n])+((L[j]*(B[j]^2))*L[n]*(B[n]^2)*Ch_Ch[j,n]) 
  -((L[j]*(B[j]^2))*C[n]*(W[n]^2)*Ch_S[j,n])+((L[j]*(B[j]^2))*K[n] 
  *(Q[n]^2)*Ch_Sh[j,n])+((C[j]*(W[j]^2))*J[n]*(S[n]^2)*S_C[j,n]) 
  -((C[j]*(W[j]^2))*L[n]*(B[n]^2)*S_Ch[j,n])+((C[j]*(W[j]^2))*C[n] 
  *(W[n]^2)*S_S[j,n])-((C[j]*(W[j]^2))*K[n]*(Q[n]^2)*S_Sh[j,n]) 
  -((K[j]*(Q[j]^2))*J[n]*(S[n]^2)*Sh_C[j,n])+((K[j]*(Q[j]^2))*L[n] 
  *(B[n]^2)*Sh_Ch[j,n])-((K[j]*(Q[j]^2))*C[n]*(W[n]^2)*Sh_S[j,n]) 
  +((K[j]*(Q[j]^2))*K[n]*(Q[n]^2)*Sh_Sh[j,n]):#print(int_y);  
> Int3:=Int3+(A[i,j]*A[m,n]*int_x*int_y):#print(i); 
>          end do: 
>       end do: 
>    end do:print(i); 
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> end do: 
> Int3:=evalf(Int3*K3): 
> #print(Int3); 
>   #---------- Integration 4 ----------#        
> Int4:=0: 
> for i from 1 to M_N do 
>    for j from 1 to M_N do 
>       for m from 1 to M_N do 
>          for n from 1 to M_N do 
> int_x:=((M[i]*(E[i]^2))*M[m]*E[m]*CdC[i,m])-((M[i]*(E[i]^2))*N[m] 
  *F[m]*CdCh[i,m])-((M[i]*(E[i]^2))*P[m]*G[m]*CdS[i,m])-((M[i] 
  *(E[i]^2))*R[m]*H[m]*CdSh[i,m])-((N[i]*(F[i]^2))*M[m]*E[m] 
  *ChdC[i,m])+((N[i]*(F[i]^2))*N[m]*F[m]*ChdCh[i,m])+((N[i]*(F[i]^2)) 
  *P[m]*G[m]*ChdS[i,m])+((N[i]*(F[i]^2))*R[m]*H[m]*ChdSh[i,m])+((P[i] 
  *(G[i]^2))*M[m]*E[m]*SdC[i,m])-((P[i]*(G[i]^2))*N[m]*F[m] 
  *SdCh[i,m])-((P[i]*(G[i]^2))*P[m]*G[m]*SdS[i,m])-((P[i]*(G[i]^2)) 
  *R[m]*H[m]*SdSh[i,m])-((R[i]*(H[i]^2))*M[m]*E[m]*ShdC[i,m])+((R[i] 
  *(H[i]^2))*N[m]*F[m]*ShdCh[i,m])+((R[i]*(H[i]^2))*P[m]*G[m] 
  *ShdS[i,m])+((R[i]*(H[i]^2))*R[m]*H[m]*ShdSh[i,m]):#print(int_x);  
> int_y:=-((J[j])*J[n]*S[n]*C_dC[j,n])+((J[j])*L[n]*B[n]*C_dCh[j,n]) 
  +((J[j])*C[n]*W[n]*C_dS[j,n])+((J[j])*K[n]*Q[n]*C_dSh[j,n])-((L[j]) 
  *J[n]*S[n]*Ch_dC[j,n])+((L[j])*L[n]*B[n]*Ch_dCh[j,n])+((L[j])*C[n] 
  *W[n]*Ch_dS[j,n])+((L[j])*K[n]*Q[n]*Ch_dSh[j,n])-((C[j])*J[n]*S[n] 
  *S_dC[j,n])+((C[j])*L[n]*B[n]*S_dCh[j,n])+((C[j])*C[n]*W[n] 
  *S_dS[j,n])+((C[j])*K[n]*Q[n]*S_dSh[j,n])-((K[j])*J[n]*S[n] 
  *Sh_dC[j,n])+((K[j])*L[n]*B[n]*Sh_dCh[j,n])+((K[j])*C[n]*W[n] 
  *Sh_dS[j,n])+((K[j])*K[n]*Q[n]*Sh_dSh[j,n]):#print(int_y); 
> Int4:=Int4+(A[i,j]*A[m,n]*int_x*int_y):#print(i); 
>          end do: 
>       end do: 
>    end do:print(i); 
> end do: 
> Int4:=evalf(Int4*K4): 
> #print(Int4); 
>   #---------- Integration 5 ----------#        
> Int5:=0: 
> for i from 1 to M_N do 
>    for j from 1 to M_N do 
>       for m from 1 to M_N do 
>          for n from 1 to M_N do 
> int_x:=-((M[i])*M[m]*E[m]*CdC[i,m])+((M[i])*N[m]*F[m]*CdCh[i,m]) 
  +((M[i])*P[m]*G[m]*CdS[i,m])+((M[i])*R[m]*H[m]*CdSh[i,m])-((N[i]) 
  *M[m]*E[m]*ChdC[i,m])+((N[i])*N[m]*F[m]*ChdCh[i,m])+((N[i])*P[m] 
  *G[m]*ChdS[i,m])+((N[i])*R[m]*H[m]*ChdSh[i,m])-((P[i])*M[m]*E[m] 
  *SdC[i,m])+((P[i])*N[m]*F[m]*SdCh[i,m])+((P[i])*P[m]*G[m]*SdS[i,m]) 
  +((P[i])*R[m]*H[m]*SdSh[i,m])-((R[i])*M[m]*E[m]*ShdC[i,m])+((R[i]) 
  *N[m]*F[m]*ShdCh[i,m])+((R[i])*P[m]*G[m]*ShdS[i,m])+((R[i])*R[m] 
  *H[m]*ShdSh[i,m]):#print(int_x);  
> int_y:=((J[j]*(S[j]^2))*J[n]*S[n]*C_dC[j,n])-((J[j]*(S[j]^2))*L[n] 
  *B[n]*C_dCh[j,n])-((J[j]*(S[j]^2))*C[n]*W[n]*C_dS[j,n])-((J[j] 
  *(S[j]^2))*K[n]*Q[n]*C_dSh[j,n])-((L[j]*(B[j]^2))*J[n]*S[n] 
  *Ch_dC[j,n])+((L[j]*(B[j]^2))*L[n]*B[n]*Ch_dCh[j,n])+((L[j] 
  *(B[j]^2))*C[n]*W[n]*Ch_dS[j,n])+((L[j]*(B[j]^2))*K[n]*Q[n] 
  *Ch_dSh[j,n])+((C[j]*(W[j]^2))*J[n]*S[n]*S_dC[j,n])((C[j]*(W[j]^2)) 
  *L[n]*B[n]*S_dCh[j,n])-((C[j]*(W[j]^2))*C[n]*W[n]*S_dS[j,n])-((C[j] 
  *(W[j]^2))*K[n]*Q[n]*S_dSh[j,n])-((K[j]*(Q[j]^2))*J[n]*S[n] 
  *Sh_dC[j,n])+((K[j]*(Q[j]^2))*L[n]*B[n]*Sh_dCh[j,n])+((K[j] 
  *(Q[j]^2))*C[n]*W[n]*Sh_dS[j,n])+((K[j]*(Q[j]^2))*K[n]*Q[n] 
  *Sh_dSh[j,n]):#print(int_y);   
> Int5:=Int5+(A[i,j]*A[m,n]*int_x*int_y):#print(i); 
>          end do: 



 118
 

 
>       end do: 
>    end do:print(i); 
> end do: 
> Int5:=evalf(Int5*K5): 
> #print(Int5); 
>   #---------- Integration 6 ----------#        
> Int6:=0: 
> for i from 1 to M_N do 
>    for j from 1 to M_N do 
>       for m from 1 to M_N do 
>          for n from 1 to M_N do 
> int_x:=((M[i]*E[i])*M[m]*E[m]*dCdC[i,m])-((M[i]*E[i])*N[m]*F[m] 
  *dCdCh[i,m])-((M[i]*E[i])*P[m]*G[m]*dCdS[i,m])-((M[i]*E[i])*R[m] 
  *H[m]*dCdSh[i,m])-((N[i]*F[i])*M[m]*E[m]*dChdC[i,m])+((N[i]*F[i]) 
  *N[m]*F[m]*dChdCh[i,m])+((N[i]*F[i])*P[m]*G[m]*dChdS[i,m]) 
  +((N[i]*F[i])*R[m]*H[m]*dChdSh[i,m])-((P[i]*G[i])*M[m]*E[m] 
  *dSdC[i,m])+((P[i]*G[i])*N[m]*F[m]*dSdCh[i,m])+((P[i]*G[i])*P[m] 
  *G[m]*dSdS[i,m])+((P[i]*G[i])*R[m]*H[m]*dSdSh[i,m])-((R[i]*H[i]) 
  *M[m]*E[m]*dShdC[i,m])+((R[i]*H[i])*N[m]*F[m]*dShdCh[i,m])+((R[i] 
  *H[i])*P[m]*G[m]*dShdS[i,m])+((R[i]*H[i])*R[m]*H[m]*dShdSh[i,m]):  
> int_y:=((J[j]*S[j])*J[n]*S[n]*dC_dC[j,n])-((J[j]*S[j])*L[n]*B[n] 
  *dC_dCh[j,n])-((J[j]*S[j])*C[n]*W[n]*dC_dS[j,n])-((J[j]*S[j])*K[n] 
  *Q[n]*dC_dSh[j,n])-((L[j]*B[j])*J[n]*S[n]*dCh_dC[j,n])+((L[j]*B[j]) 
  *L[n]*B[n]*dCh_dCh[j,n])+((L[j]*B[j])*C[n]*W[n]*dCh_dS[j,n])+((L[j] 
  *B[j])*K[n]*Q[n]*dCh_dSh[j,n])-((C[j]*W[j])*J[n]*S[n]*dS_dC[j,n]) 
  +((C[j]*W[j])*L[n]*B[n]*dS_dCh[j,n])+((C[j]*W[j])*C[n]*W[n] 
  *dS_dS[j,n])+((C[j]*W[j])*K[n]*Q[n]*dS_dSh[j,n])-((K[j]*Q[j])*J[n] 
  *S[n]*dSh_dC[j,n])+((K[j]*Q[j])*L[n]*B[n]*dSh_dCh[j,n])+((K[j] 
  *Q[j])*C[n]*W[n]*dSh_dS[j,n])+((K[j]*Q[j])*K[n]*Q[n]*dSh_dSh[j,n]): 
> Int6:=Int6+(A[i,j]*A[m,n]*int_x*int_y):#print(i); 
>          end do: 
>       end do: 
>    end do:print(i); 
> end do: 
> Int6:=evalf(Int6*K6): 
> #print(Int6); 
>   #---------- Integration 7 ----------#        
> Int7:=0: 
> for i from 1 to M_N do 
>    for j from 1 to M_N do 
>       for m from 1 to M_N do 
>          for n from 1 to M_N do 
> int_x:=((M[i]*E[i])*M[m]*E[m]*dCdC[i,m])-((M[i]*E[i])*N[m]*F[m] 
  *dCdCh[i,m])-((M[i]*E[i])*P[m]*G[m]*dCdS[i,m])-((M[i]*E[i])*R[m] 
  *H[m]*dCdSh[i,m])-((N[i]*F[i])*M[m]*E[m]*dChdC[i,m])+((N[i]*F[i]) 
  *N[m]*F[m]*dChdCh[i,m])+((N[i]*F[i])*P[m]*G[m]*dChdS[i,m])+((N[i] 
  *F[i])*R[m]*H[m]*dChdSh[i,m])-((P[i]*G[i])*M[m]*E[m]*dSdC[i,m]) 
  +((P[i]*G[i])*N[m]*F[m]*dSdCh[i,m])+((P[i]*G[i])*P[m]*G[m] 
  *dSdS[i,m])+((P[i]*G[i])*R[m]*H[m]*dSdSh[i,m])-((R[i]*H[i])*M[m] 
  *E[m]*dShdC[i,m])+((R[i]*H[i])*N[m]*F[m]*dShdCh[i,m])+((R[i]*H[i]) 
  *P[m]*G[m]*dShdS[i,m])+((R[i]*H[i])*R[m]*H[m]*dShdSh[i,m]): 
> int_y:=(J[j]*J[n]*C_C[j,n])+(J[j]*L[n]*C_Ch[j,n])+(J[j]*C[n] 
  *C_S[j,n])+(J[j]*K[n]*C_Sh[j,n])+(L[j]*J[n]*Ch_C[j,n])+(L[j]*L[n] 
  *Ch_Ch[j,n])+(L[j]*C[n]*Ch_S[j,n])+(L[j]*K[n]*Ch_Sh[j,n])+(C[j] 
  *J[n]*S_C[j,n])+(C[j]*L[n]*S_Ch[j,n])+(C[j]*C[n]*S_S[j,n])+(C[j] 
  *K[n]*S_Sh[j,n])+(K[j]*J[n]*Sh_C[j,n])+(K[j]*L[n]*Sh_Ch[j,n])+(K[j] 
  *C[n]*Sh_S[j,n])+(K[j]*K[n]*Sh_Sh[j,n]):#print(int_y);  
> Int7:=Int7+(A[i,j]*A[m,n]*int_x*int_y):#print(i); 
>          end do: 
>        end do: 
>    end do:print(i); 
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> end do: 
> Int7:=evalf(Int7*K7): 
> #print(Int7); 
>   #---------- Integration 8 ----------#        
> Int8:=0: 
> for i from 1 to M_N do 
>    for j from 1 to M_N do 
>       for m from 1 to M_N do 
>          for n from 1 to M_N do 
> int_x:=(M[i]*M[m]*CC[i,m])+(M[i]*N[m]*CCh[i,m])+(M[i]*P[m]*CS[i,m]) 
  +(M[i]*R[m]*CSh[i,m])+(N[i]*M[m]*ChC[i,m])+(N[i]*N[m]*ChCh[i,m]) 
  +(N[i]*P[m]*ChS[i,m])+(N[i]*R[m]*ChSh[i,m])+(P[i]*M[m]*SC[i,m]) 
  +(P[i]*N[m]*SCh[i,m])+(P[i]*P[m]*SS[i,m])+(P[i]*R[m]*SSh[i,m]) 
  +(R[i]*M[m]*ShC[i,m])+(R[i]*N[m]*ShCh[i,m])+(R[i]*P[m]*ShS[i,m]) 
  +(R[i]*R[m]*ShSh[i,m]):#print(int_x);  
> int_y:=((J[j]*S[j])*J[n]*S[n]*dC_dC[j,n])-((J[j]*S[j])*L[n]*B[n] 
  *dC_dCh[j,n])-((J[j]*S[j])*C[n]*W[n]*dC_dS[j,n])-((J[j]*S[j])*K[n] 
  *Q[n]*dC_dSh[j,n])-((L[j]*B[j])*J[n]*S[n]*dCh_dC[j,n])+((L[j]*B[j]) 
  *L[n]*B[n]*dCh_dCh[j,n])+((L[j]*B[j])*C[n]*W[n]*dCh_dS[j,n])+((L[j] 
  *B[j])*K[n]*Q[n]*dCh_dSh[j,n])-((C[j]*W[j])*J[n]*S[n]*dS_dC[j,n]) 
  +((C[j]*W[j])*L[n]*B[n]*dS_dCh[j,n])+((C[j]*W[j])*C[n]*W[n] 
  *dS_dS[j,n])+((C[j]*W[j])*K[n]*Q[n]*dS_dSh[j,n])((K[j]*Q[j])*J[n] 
  *S[n]*dSh_dC[j,n])+((K[j]*Q[j])*L[n]*B[n]*dSh_dCh[j,n])+((K[j] 
  *Q[j])*C[n]*W[n]*dSh_dS[j,n])+((K[j]*Q[j])*K[n]*Q[n]*dSh_dSh[j,n]): 
> Int8:=Int8+(A[i,j]*A[m,n]*int_x*int_y):#print(i); 
>          end do: 
>        end do: 
>    end do:print(i); 
> end do: 
> Int8:=evalf(Int8*K8): 
>   #---------- Integration 9 ----------#        
> Int9:=0: 
> for i from 1 to M_N do 
>    for j from 1 to M_N do 
>       for m from 1 to M_N do 
>          for n from 1 to M_N do 
> int_x:=(-((M[i])*M[m]*E[i]*dCC[i,m])-((M[i])*N[m]*E[m]*dCCh[i,m]) 
  -((M[i])*P[m]*E[i]*dCS[i,m])-((M[i])*E[i]*R[m]*dCSh[i,m]))+(((N[i]) 
  *F[i]*M[m]*dChC[i,m])+((N[i])*F[i]*N[m]*dChCh[i,m])+((N[i])*F[i] 
  *P[m]*dChS[i,m])+((N[i])*F[i]*R[m]*dChSh[i,m]))+(((P[i])*G[i]*M[m] 
  *dSC[i,m])+((P[i])*G[i]*N[m]*dSCh[i,m])+((P[i])*G[i]*P[m]*dSS[i,m]) 
  +((P[i])*R[m]*G[i]*dSSh[i,m]))+(((R[i])*M[m]*H[i]*dShC[i,m]) 
  +((R[i])*N[m]*H[i]*dShCh[i,m])+((R[i])*P[m]*H[i]*dShS[i,m])+((R[i]) 
  *R[m]*H[i]*dShSh[i,m]));#print(int_x);  
> int_y:=-((J[j])*J[n]*S[n]*C_dC[j,n])+((J[j])*L[n]*B[n]*C_dCh[j,n]) 
  +((J[j])*C[n]*W[n]*C_dS[j,n])+((J[j])*K[n]*Q[n]*C_dSh[j,n])-((L[j]) 
  *J[n]*S[n]*Ch_dC[j,n])+((L[j])*L[n]*B[n]*Ch_dCh[j,n])+((L[j])*C[n] 
  *W[n]*Ch_dS[j,n])+((L[j])*K[n]*Q[n]*Ch_dSh[j,n])-((C[j])*J[n]*S[n] 
  *S_dC[j,n])+((C[j])*L[n]*B[n]*S_dCh[j,n])+((C[j])*C[n]*W[n] 
  *S_dS[j,n])+((C[j])*K[n]*Q[n]*S_dSh[j,n])-((K[j])*J[n]*S[n] 
  *Sh_dC[j,n])+((K[j])*L[n]*B[n]*Sh_dCh[j,n])+((K[j])*C[n]*W[n] 
  *Sh_dS[j,n])+((K[j])*K[n]*Q[n]*Sh_dSh[j,n]):#print(int_y); 
> Int9:=Int9+(A[i,j]*A[m,n]*int_x*int_y):#print(i); 
>          end do: 
>        end do: 
>    end do:print(i); 
> end do: 
> Int9:=evalf(Int9*K9): 
>   #---------- Total potential energy ----------#        
> J:=(a*b*sin(alpha)): 
> Potential:=J*(Int1+Int2+Int3+Int4+Int5+Int6+Int7+Int8+Int9): 
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> save Potential, "C:/Skew_plates/BC_CCCF/Potential_CCCF144.txt": 
> #------------- End Total_Potentail_Energy (2)Pig 5.3 ------------#             
หมายเหตุ ;    คาพลังงานศักยรวมที่คํานวณไดดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรถูกเก็บไวที่  

C:/Skew_plates/BC_CCCF/Potential_CCCF144.txt โดยมีชื่อไฟลวา 
Potential 

 

ก.3  โปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาภาระการโกงงอ  

 
 โปรแกรม “Ritz_Method” ประดิษฐขึ้นเพื่อหาคาภาระการโกงงอดวยระเบียบวิธีริทซ
โดยการแกปญหาเจาะจงและพล็อตดูโหมดการโกงงอที่เกิดขึ้น  ประกอบดวยโปรแกรมหลัก 
(Main Program) และ 3 โปรแกรมยอย (Subroutine) โดยถูกจัดเก็บไวในไฟลขอมูลนามสกุล 
.txt  ผูสนใจสามารถประดิษฐโปรแกรมขึ้นมาใชไดเองโดยปฏิบัติตามขั้นตอนดังนี้ 
       1.  สรางโปรแกรมหลัก “Ritz_Method” ในโปรแกรม Maple และโปรแกรมยอยทั้ง 3 

โปรแกรมโดยจัดเก็บไฟลขอมูลใหถูกตองตามที่กําหนด  (ดังแสดงรายละเอียดใน
โปรแกรมยอยทั้ง 3 โปรแกรม) 

 2.   กําหนดสิ่งที่โปรแกรมคอมพิวเตอรตองการใหถูกตองดังแสดงตวัอยางในหัวขอที ่4.4 

และแสดงที่ตอนตนของโปรแกรมหลัก “Ritz_Method” 

   ( 1E , 2E , 12ν , 12G , Stacking sequence, a ,b , t , N , _M N )   
 
ตัวอยางโปรแกรมหลัก “Ritz_Method” ที่ดัดแปรดวยโปรแกรม  Maple ที่แสดงหนา
จอคอมพิวเตอรมีรายละเอียดของโปรแกรมดังตอไปนี ้ 

 
> #------------------ Ritz_Method (3)Pig 5.3 -------------------#             
> #--- Buckling Problem by Ritz method: BC=[C-C-C-F] ---#                         
> #---(1) Define Material Properties and Boundary Condition ---#  
> #--- Define Material Properties ---# 
> restart ; 
> Digits:=40: 
> #-- Input of all material properties = T300/934(graphite/epoxy)--# 
> E1 := 131e9;     # -- Longitudanal modulus,E11= 131 GPa   
> E2 := 10.3e9;    # -- Transverse modulus,E22= 10.3 GPa  
> v12 := 0.22;     # -- Poisson ratio 
> G12 := 6.9e9;    # -- In-plane shear modulus,G12= 6.9 GPa 
> a:=0.9 ;   # -- Length of the plates,a=0.9 m 
> b:=0.3 ;        # -- Width of the plates,b=0.3 m 
> t := 0.000127 ;   # --  Ply thickness, m    
> h:=t*N;     # --  thickness, m    
> Load_Ratio:=0:              # Define: Load ratio = Sy/Sx  
> alpha:=90:                  # Define: Skew Angle Plate  
> M_N := 1 :                  # Define:M=N=1,2,3..12 :Number of Term  
> #-----  Define Stacking Sequence  -----# 
> N:=8 :                                   # Number of ply  
> #phi := vector([0,0,0,0,0,0,0,0]):       # Angle Fiber: [0]8 
> phi := vector([0,90,0,90,90,0,90,0]):    # Angle Fiber:[0,90]2S 
> #phi := vector([+45,-45,+45,-45,-45,+45,-45,+45]): # [+45,-45]2S 
> #phi := vector([45,45,45,45,45,45,45,45]):         # [45]8 
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> #---------------------------------------------------------------#            
> alpha:=evalf(alpha*Pi/180): 
> b:=b/sin(alpha):              
> Sy:= Load_Ratio*Sx :         # Load ratio= Sy/Sx  
> Nx:= (Sx+(Sy*cos(alpha)^2))/sin(alpha):       
> Ny  :=  Sy*sin(alpha)  :                      
> Nxy :=  Sy*cos(alpha)  :                       
> Term:= (M_N)^2 :                        # A[m,n]=1,4,9,16,25..144  
> read "C:/Thesis/ABD.txt":               # Determine ABD Matrix  
> read "C:/Thesis/Constant_K1_K9.txt":    # Determine K1-K9 (Subr. 1)             
> #----- Define Boundary Condition -----# 
>   read"C:/Thesis/Kantorovich/Function/C_C/FunctionX_C_C.txt":  
> read "C:/Thesis/Kantorovich/Function/C_F/FunctionY_C_F.txt 
> read "C:/Thesis/Skew_plates/BC_CCCF/Potential_CCCF144Term.txt":   
> #----- Check Function of Kantorovich -----# 
> plot([XX[1],XX[2],XX[3],XX[4],XX[5],XX[6],XX[7],XX[8],XX[9],XX[10] 
  ,XX[11],XX[12]],xi=0..1,title="Mode Shape of Kantorovich 
       \naxis-X  "); 
> plot([YY[1],YY[2],YY[3],YY[4],YY[5],YY[6],YY[7],YY[8],YY[9],YY[10] 
  ,YY[11],YY[12]],eta=0..1,title="Mode Shape of Kantorovich 
        \naxis-Y ");        
>     #----------------- (2) Eigenvalue problem -----------------# 
> read "C:/Thesis/Eigenvalue_problem.txt";#Lowest Eigenvalue(Subr.2)              
> buckling:=(1/(max_number));   
>     #----------------- (3) Plot Buckling Mode -----------------# 
> read "C:/Skew_plates/Plot_Mode_Shape.txt":             #-(Subr. 3)                
>    plot3d(w,xi=0..1,eta=0..1,orientation=[141,52],axes=frame 
        ,title="Mode Shape \nC-S-C-S",grid=[25,25]); 
> with(plots): 
> contourplot(w,xi=0..1,eta=0..1,coloring=[black,black] 
  ,title="Contour Plot",grid=[25,25]); 
> #------------------ End Ritz_Method (3)Pig 5.3 -------------------#             

 
โปรแกรมยอยท่ี 1 โปรแกรม Constant_K1_K9.txt  ถูกเก็บไวที่  
C:/Thesis/Constant_K1_K9.txt  เขียนโปรแกรมเพื่อคํานวณคาตวัแปรในสมการที่ 6-8

รายละเอียดโปรแกรมมีดังตอไปนี ้
ตัวอยางโปรแกรม Constant_K1_K9.txt 
 
#---------------- Constant_K1_K9.txt (Subroutine 1) ---------------# 
 K1:=evalf((D11/(2*a^4))+(D12/(a^4*tan(alpha)^2))+(D22/(2*a^4 
    *tan(alpha)^4))-(2*D16/(a^4*tan(alpha)))-(2*D26/(a^4 
    *tan(alpha)^3))+(2*D66/(a^4*tan(alpha)^2))); 
 K2:=evalf((D12/(a^2*b^2*sin(alpha)^2))+(D22/(a^2*b^2*sin(alpha)^2 
 *tan(alpha)^2))-(2*D26/((a^2*b^2*sin(alpha)^2*tan(alpha))))); 
  K3:=evalf(D22/(2*b^4*(sin(alpha)^4))); 
  K4:=evalf((-2*D12/(a^3*b*sin(alpha)*tan(alpha)))-(2*D22/(a^3*b 
    *sin(alpha)*tan(alpha)^3))+(2*D16/(a^3*b*sin(alpha)))+(6*D26/(a^3 
    *b*sin(alpha)*tan(alpha)^2))-(4*D66/(a^3*b*sin(alpha) 
 *tan(alpha)))); 
    K5:=evalf((-4*D22/(2*a*b^3*sin(alpha)^3*tan(alpha)))+(2*D26/(a 
    *b^3*sin(alpha)^3))); 
    K6:=evalf((2*D22/(a^2*b^2*sin(alpha)^2*tan(alpha)^2))-(4*D26/(a^2 
    *b^2*sin(alpha)^2*tan(alpha)))+(2*D66/(a^2*b^2*sin(alpha)^2))); 
    K7:=evalf((Nx/(2*a^2))+(Ny/(2*a^2*tan(alpha)^2))); 
    K8:=evalf((Ny)/(2*b^2*sin(alpha)^2)); 
    K9:=evalf((-Ny)/(a*b*sin(alpha)*tan(alpha))); 
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#--------------- End Constant_K1_K9.txt (Subroutine 1) --------------# 
 

โปรแกรมยอยท่ี 2 โปรแกรม Eigenvalue_problem.txt ถูกเก็บไวที่  
C:/Thesis/Eigenvalue_problem.txt  เขียนโปรแกรมเพื่อหาคาภาระการโกงงอดวยระเบยีบวิธี
ริทซโดยการแกปญหาเจาะจงรายละเอียดโปรแกรมมีดังตอไปนี ้
ตัวอยางโปรแกรม Eigenvalue_problem.txt 
 
#--------------- Eigenvalue_problem.txt (Subroutine 2) --------------# 
   #----------  [A][C]-Sx[B][C]=0 ----------# 
for m from 1 to sqrt(Term) do 
   for n from 1 to sqrt(Term) do 
      A[m,n]:=Amn[((-sqrt(Term))*(1-m))+n]; 
   end do: 
 end do: 
 for i from 1 to 12 do 
    for j from 1 to 12 do 
       for m from 1 to 12 do 
          for n from 1 to 12 do 
 if ( n > sqrt(Term)  ) 
    then A[m,n]:=0       
    else n:=n  
 end if: 
 if ( m > sqrt(Term)  ) 
    then A[m,n]:=0         
    else m:=m  
 end if: 
  if ( j > sqrt(Term)  ) 
    then A[i,j]:=0         
    else j:=j 
 end if:  
 if ( i > sqrt(Term)  ) 
    then A[i,j]:=0         
    else i:=i 
 end if:  
          end do:      
       end do: 
    end do: 
 end do: 
 #----------  Determint ∏/Amn=0 ----------# 
 for i from 1 to Term do 
 dPotential[i]:=simplify(diff(Potential,Amn[i])); 
 #print(dPotential[i]); 
 end do: 
#----------  Determint [C]=[MxN] ----------# 
 C:=array(1..Term,1..1): 
 for i from 1 to Term do 
    C[i,1]:=Amn[i]: 
 end do: 
 #print(C); 
#----------  Determint [A]=[MxN] ----------# 
    #---------- Define Nx=0 ----------# 
 A:=array(1..Term,1..Term): 
 for i from 1 to Term do 
    for j from 1 to Term do 
       A[i,j]:= subs(Sx=0,diff(dPotential[i],C[j,1])): 
    end do: 
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 end do: 
 #print(A); 
#----------  Determint [B]=[MxN] ----------# 
B:=array(1..Term,1..Term): 
 for i from 1 to Term do 
    for j from 1 to Term do 
       B[i,j]:=diff(-dPotential[i],Sx,C[j,1]): 
    end do: 
 end do: 
 #print(B); 
 for i from 1 to 144 do 
     if ((145-i) > Term)  then lambda[145-i]:=0 
     end if;#print(lambda[145-i]); 
 end do: 
 max_number:=min(lambda[1],lambda[2],lambda[3],lambda[4],lambda[5] 
,lambda[6],lambda[7],lambda[8],lambda[9],lambda[10],lambda[11] 
,lambda[12],lambda[13],lambda[14],lambda[15],lambda[16],lambda[17] 
,lambda[18],lambda[19],lambda[20],lambda[21],lambda[22],lambda[23] 
,lambda[24],lambda[25],lambda[26],lambda[27],lambda[28],lambda[29] 
,lambda[30],lambda[31],lambda[32],lambda[33],lambda[34],lambda[35] 
,lambda[36],lambda[37],lambda[38],lambda[39],lambda[40],lambda[41] 
,lambda[42],lambda[43],lambda[44],lambda[45],lambda[46],lambda[47] 
,lambda[48],lambda[49],lambda[50],lambda[51],lambda[52],lambda[53] 
,lambda[54],lambda[55],lambda[56],lambda[57],lambda[58],lambda[59] 
,lambda[60],lambda[61],lambda[62],lambda[63],lambda[64],lambda[65] 
,lambda[66],lambda[67],lambda[68],lambda[69],lambda[70],lambda[71] 
,lambda[72],lambda[73],lambda[74],lambda[75],lambda[76],lambda[77] 
,lambda[78],lambda[79],lambda[80],lambda[81],lambda[82],lambda[83] 
,lambda[84],lambda[85],lambda[86],lambda[87],lambda[88],lambda[89] 
,lambda[90],lambda[91],lambda[92],lambda[93],lambda[94],lambda[95] 
,lambda[96],lambda[97],lambda[98],lambda[99],lambda[100],lambda[101] 
,lambda[102],lambda[103],lambda[104],lambda[105],lambda[106] 
,lambda[107],lambda[108],lambda[109],lambda[110],lambda[111] 
,lambda[112],lambda[113],lambda[114],lambda[115],lambda[116] 
,lambda[117],lambda[118],lambda[119],lambda[120],lambda[121] 
,lambda[122],lambda[123],lambda[124],lambda[125],lambda[126] 
,lambda[127],lambda[128],lambda[129],lambda[130],lambda[131] 
,lambda[132],lambda[133],lambda[134],lambda[135],lambda[136] 
,lambda[137],lambda[138],lambda[139],lambda[140],lambda[141] 
,lambda[142],lambda[143],lambda[144]): 
lambda:=evalf(Eigenvals(B, A, vecs)); 
#---------- Choose max number ----------# 
max_number:=min(lambda[1],lambda[2],lambda[3],lambda[4],lambda[5] 
,lambda[6],lambda[7],lambda[8],lambda[9],lambda[10],lambda[11] 
,lambda[12],lambda[13],lambda[14],lambda[15],lambda[16],lambda[17] 
,lambda[18],lambda[19],lambda[20],lambda[21],lambda[22],lambda[23] 
,lambda[24],lambda[25],lambda[26],lambda[27],lambda[28],lambda[29] 
,lambda[30],lambda[31],lambda[32],lambda[33],lambda[34],lambda[35] 
,lambda[36],lambda[37],lambda[38],lambda[39],lambda[40],lambda[41] 
,lambda[42],lambda[43],lambda[44],lambda[45],lambda[46],lambda[47] 
,lambda[48],lambda[49],lambda[50],lambda[51],lambda[52],lambda[53] 
,lambda[54],lambda[55],lambda[56],lambda[57],lambda[58],lambda[59] 
,lambda[60],lambda[61],lambda[62],lambda[63],lambda[64],lambda[65] 
,lambda[66],lambda[67],lambda[68],lambda[69],lambda[70],lambda[71] 
,lambda[72],lambda[73],lambda[74],lambda[75],lambda[76],lambda[77] 
,lambda[78],lambda[79],lambda[80],lambda[81],lambda[82],lambda[83] 
,lambda[84],lambda[85],lambda[86],lambda[87],lambda[88],lambda[89] 
,lambda[90],lambda[91],lambda[92],lambda[93],lambda[94],lambda[95] 
,lambda[96],lambda[97],lambda[98],lambda[99],lambda[100],lambda[101] 
,lambda[102],lambda[103],lambda[104],lambda[105],lambda[106] 
,lambda[107],lambda[108],lambda[109],lambda[110],lambda[111] 
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,lambda[112],lambda[113],lambda[114],lambda[115],lambda[116] 
,lambda[117],lambda[118],lambda[119],lambda[120],lambda[121] 
,lambda[122],lambda[123],lambda[124],lambda[125],lambda[126] 
,lambda[127],lambda[128],lambda[129],lambda[130],lambda[131] 
,lambda[132],lambda[133],lambda[134],lambda[135],lambda[136] 
,lambda[137],lambda[138],lambda[139],lambda[140],lambda[141] 
,lambda[142],lambda[143],lambda[144]): 
        
#------------- End Eigenvalue_problem.txt (Subroutine 2) ------------# 
 

โปรแกรมยอยท่ี 3 โปรแกรม Plot_Mode_Shape.txt  ถูกเก็บไวที่  
C:/Skew_plates/Plot_Mode_Shape.txt  เขียนโปรแกรมเพื่อเลือกคาเวกเตอรเจาะจงที่
สอดคลองกับคาเจาะจงต่ําสุดเพื่อนําคาเวกเตอรเจาะจงไปพล็อตดูโหมดการโกงงอที่เกิดขึ้น
รายละเอียดโปรแกรมมีดังตอไปนี ้
ตัวอยางโปรแกรม Plot_Mode_Shape.txt   
 
#------------- Plot_Mode_Shape.txt (Subroutine 3) ------------# 
#---------- Position of max-number in lambda ----------# 
 for i from 1 to Term do 
   if (max_number=lambda[i])  then pos:=i 
   end if; 
  end do; 
 pos;                                  
 ANS := linalg[submatrix](vecs, 1..Term, pos..pos): 
 for m from 1 to sqrt(Term) do 
   for n from 1 to sqrt(Term) do 
      A[m,n]:=ANS[((-sqrt(Term))*(1-m))+n,1];#print(H[m,n]=A[m,n]); 
    end do; 
 end do; 
 w:=0: 
 for m from 1 to sqrt(Term) do 
    for n from 1 to sqrt(Term) do 
      w:=w+A[m,n]*XX[m]*YY[n]: 
    end do: 
 end do: 
 #print(w); 
#------------- End Plot_Mode_Shape.txt (Subroutine 3) ------------# 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาคผนวก  ข 
 

คาฟงกชันการเคลื่อนท่ีนอกระนาบ 

จากระเบียบวิธีแคนโทโรวิช 
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ภาคผนวก ข 
 

ฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบจากวิธีแคนโทโรวิช 
 
 
 ภาคผนวก ข แสดงคาฟงกชนัการเคลื่อนทีน่อกระนาบทีไ่ดจากระเบยีบวิธีแคนโทโรวิช 
ภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจบัยึดแบบตางๆ หลายๆ แบบ โดยมีรูปแบบของฟงกชันดังนี ้

 
X(x)m=Axmsin( p1mx) + Bxmcos( p1mx) +  Cxmsinh( p2mx) + Dxmcosh( p2mx) 

 
เมื่อ ;  m =1,2,3,4 
                      
ตารางที่ ข-1  กรณีการจับยดึแบบ S-S 
 

เงื่อนไขขอบเขต สัมประสิทธิ์ m = 1 m = 2 m = 3 m = 4 

Axm 1 1 1 1 

Bxm 0 0 0 0 

Cxm 0 0 0 0 

Dxm 0 0 0 0 

p1m 3.14159 6.28318 9.42477 12.56637 

 
 
 

 
 
 p2m 0 0 0 0 

 
ตารางที่ ข-2  กรณีการจับยดึแบบ C-C 
 

เงื่อนไขขอบเขต สัมประสิทธิ์ m = 1 m = 2 m = 3 m = 4 

Axm 1 1 1 1 

Bxm -0.88443 -0.95045 -0.97429 -0.98423 

Cxm -0.87515 -0.95097 -0.97427 -0.98423 

Dxm 0.88443 0.95045 0.97429 0.98423 

p1m 4.58989 7.80319 10.96953 14.12127 

 
 
 

 
 
 p2m 5.24467 8.20544 11.25922 14.34747 
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ตารางที่ ข-3  กรณีการจับยดึแบบC-S  
 

เงื่อนไขขอบเขต สัมประสิทธิ์ m = 1 m = 2 m = 3 m = 4 

Axm 1 1 1 1 

Bxm -0.58614 -0.94071 -0.97039 -0.98239 

Cxm -0.58615 -0.94072 -0.97039 -0.98239 

Dxm 0.58614 0.94071 0.97039 .98239 

p1m 3.67176 7.03804 10.19515 13.34288 

 
 
 

 
 
 p2m 6.26417 7.48155 10.50621 13.58205 

 
 
ตารางที่ ข-4  กรณีการจับยดึแบบ S-C 
 

เงื่อนไขขอบเขต สัมประสิทธิ์ m = 1 m = 2 m = 3 m = 4 

Axm 1 1 1 1 

Bxm -0.11477 -0.12677 -0.17059 -0.17930 

Cxm 0.10475 -0.68194 0.34898 -0.16534 

Dxm -0.80231 -0.11200 -0.16043 -0.17289 

p1m 3.81514 7.02983 10.19097 13.34038 

 
 
 

 
 
 p2m 4.77992 7.59684 10.59005 13.64768 

 
 
ตารางที่ ข-5  กรณีการจับยดึแบบ S-F 
 

เงื่อนไขขอบเขต สัมประสิทธิ์ m = 1 m = 2 m = 3 m = 4 

Axm 1 1 1 1 

Bxm 0 0 0 0 

Cxm 0.31930 0 0 0 

Dxm 0 0 0 0 

p1m 5.99176 7.13376 10.24285 13.3711 

 
 
 

 
 
 p2m 7.85234 0 0 0 
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ตารางที่ ข-6  กรณีการจับยดึแบบ F-S 
 

เงื่อนไขขอบเขต สัมประสิทธิ์ m = 1 m = 2 m = 3 m = 4 

Axm 1 1 1 1 

Bxm -2.12308 -1.06758 -1.03961 -1.02598 

Cxm 1.08181 1.01796 1.01063 1.00700 

Dxm -1.05059 -1.01796 -1.01063 -1.00700 

p1m 1.13060 10.24285 13.37118 16.50618 

 
 
 

 
 
 p2m 2.11198 10.55251 13.60985 16.70010 

 
 
ตารางที่ ข-7  กรณีการจับยดึแบบ C-F 
 

เงื่อนไขขอบเขต สัมประสิทธิ์ m = 1 m = 2 m = 3 m = 4 

Axm 1 1 1 1 

Bxm -0.62916 -0.87531 -0.95238 -0.97443 

Cxm -0.58813 -0.88309 -0.95190 -0.97445 

Dxm 0.62916 0.87531 0.95238 0.97443 

p1m 1.84536 4.77610 7.88384 11.01100 

 
 
 

 
 
 p2m 3.13765 5.40839 8.28217 11.29963 

 
 
ตารางที่ ข-8  กรณีการจับยดึแบบ F-C 
 

เงื่อนไขขอบเขต สัมประสิทธิ์ m = 1 m = 2 m = 3 m = 4 

Axm 1 1 1 1 

Bxm -1.92752 -1.05843 -1.03538 -1.02368 

Cxm 1.06785 1.01559 1.00951 1.00639 

Dxm -1.27424 -1.01556 -1.00951 -1.00639 

p1m 1.77797 11.0110 14.14663 17.28513 

 
 
 

 
 
 p2m 2.51861 11.29963 14.37243 17.47041 

 
 
 
 



 

 

129
 

        
 
 

         
 
 

       
 

                      

      
 
 

รูปที่ ข.1 ลักษณะโหมดการโกงงอภายใตเงื่อนไขขอบเขตหลายแบบ 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาคผนวก  ค 
 

บทความที่ไดรับการตีพิมพ 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 



 

 

131
 

 The 20th Conference of Mechanical Engineering Network of Thailand 
 18-20 October 2006, Nakhon Ratchasima, Thailand 

 
 

Buckling analysis of composite laminate rectangular and skew plates with 
various edge support conditions 

 
Chainarin Pannok and Pairod Singhatanadgid 

 
Mechanical Engineering Department, Faculty of Engineering, Chulalongkorn University, 

Pathumwan, Bangkok 10330, Thailand 
Tel: 0-2218-6595, Fax: 0-2252-2889, E-mail: Pairod.S@chula.ac.th 

 
 
Abstract 
 This research paper studies the buckling behavior of 
rectangular and skew thin composite plates with various 
boundary conditions using the Ritz method along with the 
proposed out-of-plane displacement functions. The 
boundary conditions considered in this study are 
combinations of simple support, clamped support and 
free edge. The out-of-plane displacement functions in 
form of trigonometric and hyperbolic functions are 
determined from the Kantorovich method. In addition to 
rectangular plates, the proposed method was applied to 
the skew plates by transforming the domain of skew plate 
in x-y coordinate to a square plate of size 1 unit by 1 unit 
in the ξ-η coordinate. For rectangular plates with any 
combination of simple, clamped, and free support, the 
proposed displacement function yields very good results 
compared with the available solutions. However, for 
skew plates, the accurate results are obtained only for 
plates with clamped support. The solutions of plates with 
simple support or free support do not have a good 
convergence.  So, the proposed out-of-plane displacement 
functions can be used to solve the buckling problem of 
rectangular panels with all combinations of boundary 
conditions and skew panels with clamped support. Only 
an approximate solution is obtained if the proposed 
function is employed to skew plates with simple or free 
support. Buckling load and modes of specimens with 
various skew angles and levels of transverse loading are 
also presented.  
 
Keywords: Buckling, Composite, Rectangular Plate, 
Skew Plate, Ritz Method 
 
1. Introduction 
 Recently, composite materials are increasingly used 
in many mechanical, civil, and aerospace engineering 
applications due to their high specific stiffness (stiffness 
per unit density) and high specific strength (strength per 
unit density). Buckling of composite thin plates is in the 
interest of many researchers in the past decades. A lot of 
theoretical and experimental studies are available in the 
literatures [1-5]. Besides a simple plate configuration 
such as rectangular plates, several cases of irregular 
plates are also investigated in many studies. Heitzer and 
Feuch [6] employed the Rayleigh-Ritz method to analyze 

the buckling and postbuckling behavior of thin elliptical 
anisotropic plates. Triangular anisotropic plates were also 
studied by Jaunky et al. [7]. The skew or parallelogram 
plates which are in the scope of this study were also 
explored in several studies [8-10]. Most of the studies 
focused on plates with either simple support or clamped 
support on all four edges. In this study, the out-of-plane 
displacement functions for a variety of boundary 
conditions are employed along with the Ritz method to 
determine the buckling load and mode of composite 
laminated plates with a variety of boundary conditions. 
The buckling behavior of the skew plates are determined 
and compared to available solutions. The effects of skew 
angle and transverse tensile loading on the buckling load 
and mode are also investigated.    
 
2. Problem Statement 
 This study involves in buckling behavior of 
rectangular and skew laminated composite plates, as 
shown in Fig 1. The skew plate can be described by either 
orthogonal coordinate x-y or oblique coordinate ξ-η. The 
specimen is composed of a number of orthotropic plies 
with symmetric stacking sequence. The fiber angle θ is 
measured with respected to the x-axis. The skew angle of 
the specimen α is also measured from the x-axis, as 
shown in the figure. Since a rectangular plate is a special 
case of skew plates, i.e. in case of α = 90°, all of the 
derivation in this paper is carried out in form of skew 
plate configuration. The length of the skewed edges in the 
ξ and η directions are a and b, respectively. The 
specimen is biaxially loaded by in-plane forces in the 
oblique coordinate system of Sx and Sy. It should be noted 
that the in-plane forces are in term of force per unit length 
of plate. In this study, buckling is caused by the in-plane 
force Sx, which is always a compressive load. The in-
plane load in the other direction, Sy, can be either tension 
or compression. It can be a specified or known load or be 
a ratio of the unknown buckling load Sx. The boundary 
conditions of the specimen can be any combinations of 
the simple support (S), clamped support (C), and free or 
no support (F).  

Besides the oblique loads, the orthogonal in-plane 
loads Nx, Ny, and Nxy are also shown in the figure. These 
loading will be used later in the Ritz method. The 
orthogonal loads are also in term of force per unit length. 



 

 

132
 

With a simple derivation using equilibrium equations, the 
orthogonal in-plane loads are related to the oblique loads 
as follows; 
 
 2cos / sinx x yN S S α α⎡ ⎤= +⎣ ⎦        (1) 

siny yN S α=           (2) 
 cosxy yN S α=           (3) 
It should be noted that Sx = Nx, Sy = Ny, and Nxy = 0 for 
rectangular plates subjected to biaxial loading. 

α 

 b 

 a 

 Sx 

 Sy 

 η  y 

θ 

 Nx 

 Ny 
 Nxy 

 x,ξ 

 
Figure 1. The skew plate with in-plane loading 

 
 
3. Total Potential Energy Π 
 To use the Ritz method to determine the buckling 
load, the total potential energy of the loaded plate must 
be determined. The total potential energy of the specimen 
is summation of the strain energy and the potential 
energy due to the applied loads. For symmetric laminated 
plate, the total potential energy for a thin composite plate 
in orthogonal coordinate is written as [3]; 
 

2 22 2 2 2
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1 2
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w w w wD D D
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∫∫  
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⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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22

             2x y xy
w w w wN N N dxdy
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⎫⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ⎪⎛ ⎞+ + + ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎪⎝ ⎠ ⎭
  (4) 

 
where  Dij is the bending stiffness of the plate 
  w is the out-of-plane displacement 
 
 The out-of-plane displacement function w(x,y) is 
easier determined for rectangular plate configuration than 
that of the skew configuration. So, the skew plate 
configuration is mapped into a unit square as shown in 
Fig 2. The relationship between the x-y coordinate and 
the ξ-η coordinate is written as; 
   

( cos )x aξ b α η= +        (5a) 

  ( sin )y b α η=               (5b) 

 b 

α 
 a 

 (x,y)  (ξ,η) 

 (0,0) ξ  (1,0) 

 (1,1)  (0,1) 

 x 

 y  η 

 
Figure 2. Mapping of the skew plate into a unit square 
 
That is the relationship of an integral of a function in the 
x-y coordinate is determined in the ξ-η coordinate as; 

 
( , ) ( ( , ), ( , ))

R R

f x y dxdy f x ξ η y ξ η Jdξdη=∫∫ ∫∫            (6) 

 
where J is the Jacobian matrix defined as; 
  

 cos
sin

0 sin

x x
a b αξ η

J ab α
y y b α
ξ η

∂ ∂⎡ ⎤
⎢ ⎥∂ ∂ ⎡ ⎤⎢ ⎥= = =⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥ ⎣ ⎦
⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

            (7) 

 
So, the total potential energy of the plates in the ξ-η 
coordinate is simplify to; 
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where; 
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4. The displacement function 
 The approximate displacement functions used in this 
study are written in form of the finite series as; 
  

1 1
( , ) ( ) ( )

M N

mn m n
m n

w ξ η A X ξ Y η
= =

= ∑∑         (9) 

 
where Xm(ξ) and Yn(η) are the basis functions satisfied 
the geometric boundary condition of the plate, and Amn 
are the unknown coefficients to be determined. These 
basic functions are determined from the solutions of the 
buckling load of the specially orthotropic plates using the 
Kantorovich method [11]. Generally, the basis functions 
are the summation of the trigonometry and hyperbolic 
functions in form of; 
 

( ) sin cos
             sinh cosh

m m m m m

m m m m

X A p B p
C q D q

ξ ξ ξ
ξ ξ

= +

+ +
            (10) 

 
This form of function is used for both Xm(ξ) and Yn(η) 
basis functions. The subscript “m” refers to the mode of 
displacement. The first four modes of the basis function 
for clamped-free boundary conditions are shown in Fig 3. 
The boundary conditions are clamped support and free at 
the left end and right end, respectively.       
 

 
Figure 3. Displacement functions for clamped-free  
                boundary conditions 
 
5. Solution approach 
 The Ritz method is used in the present study to 
determine the buckling load and mode of the skew plate. 
This method begins with obtaining the total potential 
energy in term of displacement functions by substituting 
the approximate displacement functions Eq.(9) into the 
total potential energy, Eq.(8). The displacement functions 
must be selected such that the geometric boundary 
conditions of the plate are satisfied. After performing 
several integrations, the total potential energy is written 
in term of the undetermined coefficients Amn and the 
buckling load Sx, given that the transverse load Sy is 
prescribed or varied with Sx. It is possible to describe to 
total potential energy in term of the orthogonal loading, 
but oblique loading is more practical. According to the 
principle of minimum total potential energy, the total 
potential energy is minimized with respect to the 
unknown coefficients Amn according to; 

 
  0

mnA
∂Π

=
∂

                 (11) 

 
This procedure gives a system of M × N linear equations, 
which can be reduced to a matrix form of generalized 
eigenvalue problem as 
 
  [ ] [ ] [ ] [ ] 0xA C S B C× − × =            (12) 
 
where [A] and [B] are square matrices whose elements 
are determined from the plate properties. [C] is a column 
matrix of an eigenvector, Amn. Sx is the eigenvalue 
representing the buckling load of the problem. A number 
of eigenvalues will be obtained after the generalized 
eigenvalue problem equation, Eq. (12), is solved. The 
lowest eigenvalue is the buckling load which is of 
interest. The corresponding eigenvector of that lowest 
eigenvalue is substituted in the displacement function 
Eq.(9) to determine the buckling mode.  
 The convergence study was performed to ensure that 
the number of term used in the displacement function is 
enough to give a converged solution. A [±45]2S graphite-
epoxy rectangular plate is selected for convergence study. 
The mechanical ply properties of the graphite-epoxy 
composite are E11 = 131 GPa, E22 = 10.3 GPa, G12 = 6.9 
GPa, v12 = 0.22, and ply thickness = 0.127 mm. There are 
two rectangular plates with aspect ratio of 3, i.e. a = 0.9 
m and b = 0.3 m., and the boundary condition of SCCS 
and CCCC. For SCCS boundary condition, the first letter 
S and third letter C represent the boundary condition on 
the ξ = 0 and ξ = 1 edges, respectively. Similarly, the 
second and fourth letters represent the boundary 
condition on the η = 0, and  η = 1 edges, respectively. 
The buckling loads of both specimens are determined 
using different number of terms in the approximate 
displacement function, Eq.(9). The number of terms used 
in the convergence study are 1, 4, 9, ..144, i.e. M and N 
are 1, 2, 3,..12. The buckling loads of both plates are 
plotted versus the number of terms, as shown in Fig 4. It 
is seen that the convergence of the buckling load is 
achieved very well with fairly low number of terms. 
Thus, in this study, the number of term used in the 
approximate displacement function is selected as 100, i.e. 
M = N = 10 are used in Eq.(9). 
 A similar convergence study for skew plate was also 
performed for both isotropic and composite skew plates. 
It is found that the convergence of the buckling load is 
very slow for the specimens with simple support or free 
edge. For the case of CCCC plates, the buckling load is 
converged similar to that of the rectangular plate shown 
in Fig.4. The convergence study for SSSS skew 
aluminum plate with skew angle of 45° is shown in Fig. 
5. A total of 900 terms of the displacement functions, i.e. 
M=N=30, are used. It is seen that the convergence is very 
sluggish, even with such a high number of term in the 
displacement function. So, the proposed functions are not 
recommended for skew plates with simple support or free 
boundary conditions.      
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Figure 4. Convergence of the buckling load of [±45]2S  
                rectangular plates  
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Figure 5. Convergence of the buckling load of aluminum  
                skew plates with skew angle, α = 45°   
 
 
6. Numerical verification  
 In this section, the buckling loads determined from 
the proposed displacement functions are verified with the 
available solutions. Table 1 presents the buckling load of 
a square composite plate (α = 90°) compared with 
solutions from other two studies. The boundary 
conditions of the specimens in this case are CSCS. It can 
be seen that the differences between buckling loads of the 
present and past studies are less than one percent. 
Similarly, buckling loads of [0/90]2s rectangular plates 
with various combination of boundary conditions are 
verified with the solution from Kantorovich method [11] 
in Table 2. The nondimensional buckling load is defined 
by   

2

2
22

cr
x

cr
N bK

Dπ
=               (13) 

The boundary conditions are CCCF, SCSF, and SCSC 
with plate aspect ratios of 1,2, and 3. The buckling loads 
from this study and the past study match very well with 
each other. 
 The solution for skew plate is also compared with the 
solution from Wang [8] in Table 3. In this comparison, 

the buckling is initiated by the uniaxial loading with 
compressive force Sy. To compare with the solutions of 
the previous study, the obtained buckling loads are 
transformed to the buckling stress parameter which is 
defined as; 
 

2

2 3
22

y
cru

S b
K

E hπ
=                (14) 

 
The material properties of the ply are E11/E22 = 10.0, 
G12/E22 =0.5, v12 = 0.333, h/b = 0.001. The fiber angles of 
the specimens are unidirectional of 45°, 60° and 90° with 
the skew angle of 45° and 60°. The specimens are 
supported by CCCC boundary conditions. Again, the 
solutions of the present study are compared very well 
with those of the previous study. 
 
Table 1. Buckling loads of CSCS square plates compared 
with the previous studies.  

Buckling load (×103 lbs) Stacking 
Sequence

Plate 
Thickness

(in) Ref. [11] Ref. [12] Present 
study 

0.115 11.8328 11.7625 11.8312 

0.102 8.2565 8.2074 8.2553 

 
[0/90]5S 

 
 0.091 5.8630 5.8282 5.8622 

0.110 N/A 9.3453 9.3909  
[30]20 

 0.106 N/A 8.3625 8.4149 

0.102 N/A 8.3746 8.4230  
[±45]2S 

 0.110 N/A 10.5036 10.5651 
Note. E11 = 215 GPa (31.18 Msi), E22 = 23.6 GPa (3.42 
Msi), G12 = 5.2 GPa (0.754 Msi), v12 = 0.28, a = b = 25.4 
cm (10 in.) 
 
Table 2. Nondimensional buckling load factor of [0/90]2s  
   rectangular plates. 

Aspect ratio, (a/b) B.C. Method 
1.0 2.0 3.0 

Ref. [11] 7.8494 2.4895 1.8747 CCCF Present 7.8492 2.4886 1.8737 
Ref.[11] 2.2294 1.2079 1.3489 SCSF Present 2.2294 1.2089 1.3491 
Ref. [11] 7.8342 7.3323 7.0500 SCSC Present 7.8342 7.3322 7.0500 

Note. E11 = 10E22, G12 = 0.5E22, v12 = 0.25 
 
 In addition to the buckling load, the buckling mode is 
also determined from the eigenvector corresponding to 
the lowest eigenvalue. From the eigenvector, the out of 
plane displacement configuration of the buckled plate in 
the ξ-η coordinate is determined from Eq.(9). The out-of-
plane displacement w(ξ,η) is transformed back to that of 
the x-y coordinate, and then plotted in form of a contour, 
as shown in Table 4. Each line on the contour represents 
a line of constant out-of-plane displacement. It is noticed 
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that the buckling mode configuration depends on both 
fiber angle and skew angle. 
   
Table 3. Buckling stress parameter of skew plates  
            compared with the previous study. 

Skew angle 

45° 60° Fiber 
angle 

Ref. [8] Present Ref. [8] Present 
study 

45° 4.3871 4.3875 3.0507 3.0509 

60° 5.4533 5.4544 4.0419 4.0420 

90° 4.1062 3.9290 3.9910 3.9927 
 
 
 Table 4. Buckling mode skew composite plates 

Skew angle Fiber 
angle 45° 60° 

45° 
  

60° 
  

90° 
  

 
 As shown in the convergence study that the 
convergence in case of simple support is very slow, the 
buckling loads of an isotropic skew plate with a/b = 1 are 
compared with other studies, as shown in Table 5. The 
numbers of terms used for the case of SSSS boundary 
condition are 900 terms. The specimens considered is 
uniaxially loaded by Sx and the buckling load is presented 
in term of nondimensional buckling load, Eq.(13). The 
buckling loads of specimens with CCCC boundary 
conditions are also presented for comparison. It should be 
noted that, for CCCC boundary condition, only M=N=10 
is used. For case of SSSS boundary condition, the 
variation of buckling loads from each researcher is fairly 
high, ranging from 8.47 to 12.30 for skew angle of 45°. 
Kennedy’s solutions are exact solutions since the 
problem is solved by satisfying the natural boundary 
conditions. Other solutions used the functions that are not 
exactly satisfied the natural solutions. In the present 
study, the double sine series are used as an approximate 
displacement functions for SSSS boundary conditions, 
i.e. coefficients Bm, Cm, and Dm are all zero in the 
displacement functions, Eq.(10). With the double sine 
series, only the kinematic boundary condition w = 0 is 
satisfied. The force boundary condition Mn = 0 (n is a 
direction normal to the plate boundary) is not satisfied 
since the proposed function yield the zero moment only 
in the oblique directions or in direction of ξ and η. In 
case of CCCC boundary condition, the proposed 

functions yields zero displacement on the boundary and 
zero slope in the normal direction, so the obtained 
buckling load are more accurate and match very well with 
other studies.  
 Therefore, the proposed approximate displacement 
functions are capable of predict the buckling load of 
rectangular composite plate with various boundary 
conditions. For skew plates, the proposed function yields 
an accurate result for only clamped support. Only an 
approximate solution are obtained for cases of simple or 
free supports because the force boundary conditions are 
not satisfied 
 
Table 5. Nondimensional buckling load (Kcr) for isotropic  
   skew plates (a/b = 1) 

Skew angle (α)  
B.C.

 
Solutions 90° 75° 60° 45° 

Durvasula[13] 4.00 4.48 6.41 12.30
Kennedy [14] 4.00 4.33 5.53 8.47 
Wang [15] 4.00 4.44 6.19 10.60
Reddy [16] 4.00 4.32 5.55 8.64 

 
 

SSSS

Present 4.00 4.41 6.02 10.70
Ashton [17] - 11.01 13.79 20.67
Wang [15] 10.08 10.89 13.75 20.69
Reddy [16] 10.08 10.76 13.64 20.62

 
 

CCCC
Present 10.07 10.83 13.54 20.13

 
 
7. Additional Solution 
 The buckling loads and modes of [45]8 graphite-
epoxy rectangular plates with CCCF, SCSF, and SSCC 
boundary conditions are presented in Table 6. The 
specimen aspect ratio is 3; that is the dimensions of the 
specimen are a = 0.9 m. and b = 0.3 m. The specimens 
are loaded with either uniaxial loading, i.e. load ratio = 0, 
or biaxially loading. The buckling is initiated by the 
compression loading in the x direction, Sx, with tensile 
load Sy in the other direction. It can be seen that the 
buckling loads are increased with the applied transverse 
tensile loading. Similarly, the buckling modes for 
uniaxial and biaxial loading are different. If the buckling 
mode is indicated by the number of half-sine curves of 
the out-of plane displacement. For example, the bucking 
mode of SSCC plate is increased from mode 4 to mode 5 
if the applied transverse tension is half the compressive 
load. Similar behavior is observed for CCCF and SCSF 
specimens. If the buckling mode is plotted as a contour 
plot, the contour will be inclined with respected to the 
plate boundary because of the inclined fiber angle.  
 For skew plates, the buckling loads of laminated 
plates with various skew angles are studied. Buckling 
loads and buckling modes of graphite-epoxy laminate 
with stacking sequence of [0/90]2S are shown in Table 7. 
The boundary condition of the specimens is CCCC with 
skew angle varied from 75° to 30°. In order to compare 
the buckling load between each specimen, the area of the 
plate is kept constant, i.e. the width a and height sinb α  
are unchanged for each specimen. In this study, both the 
width and height of the specimens are 0.3 m. It is found 
that the buckling load of the specimen with higher skew
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    Table 6. Buckling loads and modes of [45]8 rectangular plates 

 
 
angle is higher than that of the lower skew angle. This 
implies that the rectangular panel has higher load 
capacity than the skew plate of the same size. For 
specimens with skew angles of 60° and 75°, the buckling 
mode is said to be mode 1 since the number of half-sine 
wave in the direction of the applied load is 1. For 
specimen with skew angle of 45°, the buckling mode is a 
little different from other two specimens. There is a small 
out-of-plane displacement in the corner of the plate. The 
buckling mode of 30°-skew-angle plate is said to be 
mode 3 since there are two small contours on the buckled 
configuration. 
  Another study involves biaxial loading of the skew 
composite plates where both Sx and Sy loads are applied 
simultaneously. The buckling is initiated by the 
compressive loading Sx while the tensile load Sy is also 
presented. In this study, the transverse tensile load Sy is 
assumed to be a ratio of the compressive load Sx. The 
buckling loads of [45]8 composite plates with boundary 
conditions of CCCC are presented in Table 8. The 
specimens are loaded biaxially with the load ratio of 0, -
1, and -2, respectively. Similar to the rectangular plates, it 
can be seen that the buckling load is higher with the 
applied transverse tension. That is the specimen is 
reinforced by the transverse tensile loading because the 
transverse load trends to keep the panel flat. In addition 
to the buckling loads, buckling modes of the specimens 
with different load ratio are compared in the third column 
of the table. The buckling mode is mode 2 for uniaxial 
loading specimen. The buckling mode changes from 
mode 2 to mode 3 if the load ratio is increased to load 
ratio of -2. The buckling mode can be higher than mode 

2, i.e. mode 3 or mode 4, if the transverse tensile load is 
increased. 
 
 
Table 7. Buckling loads of CCCC [0/90]2S laminates with  
              various skew angle 

Skew 
angle 

 

Buckling 
Load, Sx 
(kN/m) 

Buckling mode 

75° 5.4998 

 

60° 4.9076 

 

45° 3.9328 

 

30° 2.6068 

 
   
 
 
 

Load 
Ratio CCCF SCSF SSCC 

0 

 
= 0.5138 kN/mcr

xN  
 

=  0.3671 kN/mcr
xN  = 1.8222 kN/mcr

xN  

-0.5 

 
= 0.7760 kN/mcr

xN  
 

= 0.5977 kN/mcr
xN  

= 2.6581 kN/mcr
xN  

-1 

 
= 1.0098 kN/mcr

xN  
 

= 0.8339 kN/mcr
xN   

= 3.5667  kN/mcr
xN  
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   Table 8. Buckling load and mode of [45]8 biaxially- 
      loaded panels 

Load 
Ratio 

 

Buckling  
Load, Sx 
(kN/m) 

Buckling mode 

0 1.791 
 

-1 2.376 
 

-2 2.924 
 

 
8. Conclusion 
 In this study, the bucking behavior of rectangular and 
skew laminate plates with any combinations of simple, 
clamped, and free boundary conditions is investigated. 
Both bucking load and buckling mode are examined. The 
Ritz method along with the proposed approximate out-of-
plane displacement functions is adopted. Displacement 
functions are determined from the buckling problem of a 
specially orthotropic plate solved by the Kantorovich 
method. The buckling loads obtained from the present 
method are verified with the previous studies. A very 
good agreement between the present solutions and the 
available solutions is obtained for rectangular plates with 
any combination of the boundary conditions and the skew 
plate with CCCC boundary condition. The proposed 
functions yield only approximate solutions for skew 
panel with simple support or free boundary condition 
because the proposed function does not yield the zero 
moment in the normal direction of the plate’s boundary. 
Addition studies were performed to study the effect of 
skew angle and the transverse loading to the buckling 
behaviors. It is found that the buckling load is decreased 
with the decrease of the skew angle. The buckling mode 
may change a little bit with the skew angle. For biaxial 
loading, the buckling load is increase with the magnitude 
of the transverse tensile loading. The buckling mode may 
completely change, i.e. mode 2 to mode 3, if the 
transverse load is high enough. 
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