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งานวิจัยนี้ศึกษาการควบคุมการโกงตัวของโครงสรางคานโดยใชวัสดุเพียโซอิเลคทริค โครงสรางคานที่
พิจารณาประกอบดวยชั้นของโครงสรางหลัก และชั้นของวัสดุเพียโซอิเลคทริค ยึดติดกันอยางสมบูรณในรูปแบบ
ของคานประกอบเปนชั้นๆ โดยมีสภาพขอบสองลักษณะ คือ แบบคานยื่น และคานจุดรองรับธรรมดา การควบคุม
การโกงตัวของคานใหมีรูปรางเปนไปตามตองการ อาศัยการใหศักยไฟฟาแบบคงที่เปนชวงๆ ตลอดความยาวคาน
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พฤติกรรมของคาน เพื่อหาคาการกระจัดและศักยไฟฟา โดยพิจารณาแบงโดเมนในทิศทางตามความหนาออกเปน
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ทิศทางตามความหนาจะแทนดวยฟงกชันลากรานจเชิงเสน การตรวจสอบความถูกตองของแบบจําลองที่พัฒนาขึ้น 
อาศัยการเปรียบเทียบกับผลการศึกษาในอดีต ซึ่งพบวาจะใหผลลัพธที่มีความถูกตองแมนยํากวาทฤษฎีคลาสสิคัล
ลามิเนต และทฤษฎีการเปลี่ยนรูปรางเนื่องจากแรงเฉือน  

ในการควบคุมการโกงตัวของคานใหมีรูปรางตามตองการนั้น คาศักยไฟฟาที่เหมาะสม สําหรับวัสดุเพียโซ
อิเลคทริคในแตละชวง คํานวณโดยอาศัยวิธีการถวงน้ําหนักเศษตกคาง รวมกับการวิเคราะหการโกงตัวดวย
ทฤษฎีเลเยอรไวสดังกลาวในขางตน และจากการทดสอบการควบคุม โดยสมมติฟงกชันการโกงตัวที่ตองการเปน
ฟงกชันพหุนามกําลังตางๆ พบวาการแบงจํานวนชวงของวัสดุเพียโซอิเลคทริคตลอดความยาวคานที่เพิ่มขึ้น จะ
ชวยใหสามารถควบคุมการโกงตัวของโครงสรางคานใหใกลเคียงกับการโกงตัวที่ตองการไดมากขึ้น จากการศึกษา
พบวาในกรณีที่ตองการคาการโกงตัวแบบยกกําลังสอง คาศักยไฟฟาเหมาะสมที่ใชจะมีคาเกือบจะคงที่โดยตลอด
ความยาวของคาน 
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This research studies the deflection control of beams by using piezoelectric materials. The 

laminated composite beams, composed of layers of substrate and piezoelectric material which are 
perfectly bonded together, are considered. Two types of boundary conditions are investigated: 
cantilever and simple support. The deflection control of the composite beams to the desired shape is 
achieved by applying piecewise constant voltages along the length of the beam to the piezoelectric 
layer. To analyze for the behavior of the composite beams, a layerwise theory is employed with 
displacement and electric potential taken as primary unknowns. The domain in the direction through 
the thickness is divided into several sublayers, yielding a more accurate result than those by the 
classical beam theory and the shear deformation theories. Shape function in the longitudinal direction 
is represented by Fourier series, whereas the shape function in the direction through the thickness is 
used as piecewise linear Lagrange interpolation functions. The correctness of the developed model is 
verified by comparing the results with earlier researches. 

In controlling the deflection of the beam to a desired configuration, appropriate voltage for 
each portion of the piezoelectric material is sought by using the method of weighted residuals along 
with the analysis of beam by the layerwise theory. Various case studies of deflection control are 
examined with the desired shapes given as polynomials to the different orders. Results are found such 
that increasing the number of portions along the length yields a deflection better fitted with the desired 
one. However, for the desired shape with quadratic order, the deflection may be controlled by a 
constant voltage along the length of the beam.  
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คําอธิบายสญัลักษณ 
        
 ijσ   คือ หนวยแรง (stress) 
 iD   คือ การกระจัดไฟฟา (electric displacement) 
 ijklC  คือ สัมประสิทธความยืดหยุน (elastic coefficient)  
 klS   คือ ความเครียด (strain)  
 lije   คือ สัมประสิทธิ์เพียโซอิเลคทริค (piezoelectric coefficient) 
 lE   คือ สนามไฟฟา (electric field) 
 ilε   คือ อัตราความจุกระแสไฟฟา (dielectric constant or permittivities) 
 φ   คือ ศักยไฟฟา (electric potential) 
 d  คือ piezoelectric strain constant 
 ,i ju u   คือ การกระจัดในทิศทาง i  และ j  ตามลําดับ 
 ,u w   คือ การกระจัดในทิศทาง x และ z ตามลําดับ 

 ,u w
∧ ∧

  คือ คาของการกระจัดของ u  และ w  ที่กําหนดบนขอบเขต 1 1,u wΓ Γ  ตามลําดับ 

 φ
∧

  คือ คาของศักยไฟฟาที่กําหนดบนขอบเขต 1
φΓ  

 ,x zt t
∧ ∧

   คือ คาของหนวยแรงที่ผิวที่กําหนดบนขอบเขต 2 2,u wΓ Γ  ตามลําดับ  

 nD
∧

  คือ คาของการกระจัดไฟฟาที่มีทิศทางตั้งฉากและพุงออกจากขอบที่ผิวที่กําหนดบน
ขอบเขต 2

φΓ  
 ,x zn n   คือ โคไซนของเวคเตอรหนึ่งหนวยที่มีทิศทางตั้งฉากและพุงออกจากขอบที่ผิวใน
ทิศทาง x และ z ตามลําดับ 
 , , , iu w Wδ δ δφ  คือ ฟงกชันน้ําหนัก  
 ( , )u

ijN x z  คือ ฟงกชันรูปรางของการกระจัด u   
 ( )w

iN x  คือ ฟงกชันรูปรางของการกระจัด w   
 ( , )ijN x zφ  คือ ฟงกชันรูปรางของศักยไฟฟา φ  
 ( )u

iR x  คือ ฟงกชันรูปรางของการกระจัด u  ในทิศทาง x 
 ( )w

iR x  คือ ฟงกชันรูปรางของการกระจัด w  ในทิศทาง x 
 ( )iR xφ  คือ ฟงกชันรูปรางของศักยไฟฟา φ  ในทิศทาง x   
 ( )j zψ   คือ ฟงกชันการประมาณลากรานจในทิศทาง z 
 , ,ij i ijU W Φ คือ ตัวไมทราบคาของการกระจัด ,u w  และศักยไฟฟา φ  ตามลําดับ 
 N   คือ จํานวนชั้นทั้งหมด  
 jh   คือ ความหนาของชั้นตางๆ 

 V   คือ คาศักยไฟฟาที่ตองการ 
 ( )w x   คือ ฟงกชันรูปรางที่ตองการ 
 jf   คือ การโกงตัวของคาน เมื่อให  1jφ =  โวลต 



 ฒ

 n   คือ จํานวนชวงของวัสดุเพียโซอิเลคทริค 
 11 22 33, ,E E E  คือ โมดูลัสยืดหยุนในทิศทาง 1, 2 และ 3 ตามลําดับ 
 ijν   คือ อัตราสวนปวซอง 
 23 13 12, ,G G G  คือ โมดูลัสแรงเฉือนในระนาบ 2-3, 1-3 และ 1-2 ตามลําดับ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



บทที่ 1 
 

บทนํา 
 

1.1 ความเปนมา 
 

วัสดุเพียโซอิเลคทริค (piezoelectric material) มีคุณสมบัติที่สําคัญ คือ เมื่อถูกแรงกระทําจะเกิด
ศักยไฟฟา (electric potential) ขึ้น คุณสมบัติดังกลาวสามารถนํามาใชเปนตัวรับรู (sensor) ได ในทางกลับกัน
หากปอนศักยไฟฟาใหแกวัสดุเพียโซอิเลคทริคจะทําใหเกิดหนวยแรงและความเครียดขึ้นในชั้นของวัสดุ ซึ่ง
คุณสมบัตินี้สามารถนําไปประยุกตใชเปนตัวใหแรง (actuator) ได  

วัสดุเพียโซอิเลคทริคสามารถนําไปใชในงานตางๆทางวิศวกรรมโครงสราง เชน การลดการสั่นไหวของ
โครงสรางเครื่องบิน (vibration suppression of aircraft structures) การควบคุมเสียงของใบพัดเฮลิคอปเตอร 
(noise control of helicoptor rotors) (Lee, 2001) การควบคุมการส่ันไหว (vibration control) การควบคุม
รูปราง (shape control) (chandrashekhara, 1996) เปนตน โดยในอดีตที่ผานมาไดมีการนําวัสดุเพียโซอิเลค 
ทริคไปประยุกตใชรวมกับวัสดุตางๆหลายชนิด เชน อลูมิเนียม แกรไฟต-อีพอกซี และไม เปนตน  
 งานวิจัยนี้จะศึกษาวิธีการควบคุมการโกงตัวของโครงสรางคานประกอบหลายชั้น (laminated 
composite beam) โดยอาศัยคุณสมบัติการใหแรงของวัสดุเพียโซอิเลคทริค ซึ่งกระทําโดยพิจารณาหาศักยไฟฟา
ที่เหมาะสมที่สุดที่ใหแกชั้นของวัสดุเพียโซอิเลคทริคเพื่อใหการเปลี่ยนรูปรางเปนไปตามที่ตองการ ทฤษฎีที่ใชใน
การวิเคราะหหาคาการกระจัด (displacement) และศักยไฟฟา (electric potential) จะอาศัยทฤษฎีเลเยอรไวส 
(layerwise theory) ทั้งนี้เนื่องจากจะใหผลลัพธที่ละเอียดและมีความถูกตองแมนยํากวาการใชทฤษฎีคลาสสิคัล
ลามิเนต (classical laminate theory ; CLT) และทฤษฎีการเปลี่ยนรูปรางเนื่องจากแรงเฉือน (shear 
deformation theory)  
 
1.2 วัตถุประสงค 
 
 1.ศึกษาและวิเคราะหการเปลี่ยนรูปรางของโครงสรางคานประกอบหลายชั้นที่มีชั้นของวัสดุเพียโซ
อิเลคทริค ภายใตศักยไฟฟาและน้ําหนักกระทําแบบตางๆตลอดความยาวคาน โดยอาศัยทฤษฎีเลเยอรไวส 
(layerwise theory)  

2.หาศักยไฟฟาที่เหมาะสมที่สุดสําหรับช้ันของวัสดุเพียโซอิเลคทริคเพื่อใชควบคุมการโกงตัวของ
โครงสรางคานใหไดรูปรางตามที่กําหนด 
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1.3 ขอบเขตของการศึกษา 
 

1.โครงสรางคานที่พิจารณาสามารถประกอบดวยชั้นของวัสดุไดหลายชั้น (รวมทั้งชั้นของวัสดุเพียโซ
อิเลคทริค) โดยสมมติใหแตละชั้นยึดติดกันอยางสมบูรณ และพิจารณาโครงสรางคานใน 2 ลักษณะ คือ คานยื่น
และคานจุดรองรับธรรมดา 
 2.โครงสรางคานมีพฤติกรรมแบบ 2 มิติ โดยจะพิจารณาทั้งแบบความเคนระนาบ (plane stress) และ
ความเครียดระนาบ (plane strain) แกนหลักของโครงสรางคานอยูในแกน x (ทิศทางตามความยาวคาน) และ
แกน z (ทิศทางตามความหนาคาน) วัสดุที่พิจารณามีคุณสมบัติแบบออรโททรอพิค (orthotropic) และอยูในชวง
ยืดหยุนเชิงเสน (linear elastic)  

3.พิจารณาพฤติกรรมของวัสดุในสภาวะคงที่ (steady state) เทานั้น นั่นคือ คาตางๆไมมีการ
เปล่ียนแปลงตามเวลา 

4.การวิเคราะหพฤติกรรมของโครงสรางคานจะใชทฤษฎีเลเยอรไวส (layerwise theory) โดยจะใช
ฟงกชันฟูเรียซีรีส (Fourier series) แทนฟงกชันรูปรางในทิศทางตามความยาวของคาน และฟงกชันประมาณ
ของลากรานจเชิงเสน (linear Lagrange interpolation) แทนฟงกชันรูปรางในทิศทางตามความหนาของคาน 

5.การควบคุมการโกงตัวของโครงสรางคานจะกําหนดใหศักยไฟฟาที่กระทําตอชั้นของวัสดุเพียโซ
อิเลคทริคมีคาคงที่เปนชวงๆตลอดความยาวคาน 

 
1.4 ประโยชนที่จะไดรับ 
 
 จากงานวิจัยนี้จะทําใหทราบถึงพฤติกรรมการเสียรูปที่เกิดขึ้นกับโครงสรางคานที่ประกอบดวยวัสดุเพีย
โซอิเลคทริคภายใตศักยไฟฟาและน้ําหนักกระทําแบบตางๆตลอดความยาวคาน และสามารถนําแบบจําลองที่ได
พัฒนาขึ้นไปประยุกตใชในการควบคุมการโกงตัวของโครงสรางคานไดโดยการหาคาศักยไฟฟาที่เหมาะสมที่สุดที่
ใหแกชั้นของวัสดุเพียโซอิเลคทริคเพื่อใหโครงสรางคานเกิดการเปลี่ยนรูปรางเปนไปตามที่ตองการ  
 



บทที่ 2 
 

งานวจิัยที่ผานมา 
 
 ปรากฏการณเพียโซอิเลคทริคในของแข็งถูกคนพบเปนครั้งแรกในป ค.ศ.1880 โดย Pierre Curie และ 
Jacques Curie ทั้งสองไดทําการทดลองวัดคาศักยไฟฟา (electric potential) ที่เกิดขึ้น เมื่อมีการใหแรงกระทํา
ตอผลึกควอซ (quartz) ปตอมา Lippman ไดศึกษาหาความเครียดในเนื้อวัสดุที่เกิดขึ้นเนื่องจากการปอน
ศักยไฟฟาแกวัสดุเพียโซอิเลคทริค หลังจากนั้น Voight (1894) ไดประยุกตความรูทางดานกลศาสตรของแข็ง
และความรูทางดานไฟฟาสถิตย ในการสรางสมการทางคณิตศาสตรเพื่อใชอธิบายพฤติกรรมของวัสดุเพียโซ
อิเลคทริคขึ้น ซึ่งเปนที่ยอมรับและใชอางอิงกันอยางแพรหลายรวมทั้งไดมีการนําไปประยุกตใชในงานตางๆ เชน 
การควบคุมการสั่นไหว การควบคุมรูปราง เปนตน สําหรับทฤษฎีที่ใชในการศึกษาและวิเคราะหพฤติกรรมของ
โครงสรางคานที่ประกอบดวยวัสดุเพียโซอิเลคทริคมีหลายทฤษฎีดวยกัน ไดแก ทฤษฎีเสมือนชั้นเดียว 
(equivalent single-layer theory ; ESL) ทฤษฎีเลเยอรไวส (layerwise theory) และทฤษฎีผสมระหวางทฤษฎี
ทั้งสอง ซึ่งจะกลาวแยกในรายละเอียดดังตอไปนี้ 
 
2.1 ทฤษฎีเสมือนชั้นเดียว (equivalent single-layer theory ; ESL)  
 

ทฤษฎีเสมือนชั้นเดียวที่นิยมใชสําหรับการวิเคราะหโครงสรางคานประกอบหลายๆชั้นนั้นมีหลายทฤษฎี 
ซึ่งไดแก ทฤษฎีคลาสสิคัลลามิเนต (classical laminate theory ; CLT)  และทฤษฎีการเปลี่ยนรูปรางเนื่องจาก
แรงเฉือน (shear deformation theory) ซึ่งจะกลาวตามลําดับดังนี้ 

ทฤษฎีคลาสสิคัลลามิเนตมีสมมติฐานวาระนาบการเปลี่ยนรูปรางยังคงเปนระนาบเสนตรง ซึ่งความ
เปนจริงระนาบการเปลี่ยนรูปรางจะไมคงระนาบเดิมเนื่องจากมีผลของแรงเฉือนดวย ดังนั้นผลลัพธจะมีความ
คลาดเคลื่อนไดเม่ือโครงสรางมีความหนามากๆ Crawley และ Anderson (1990) ใชทฤษฎีนี้ในการศึกษาคานที่
มีวัสดุเพียโซอิเลคทริคติดอยูเปนตัวใหแรง ผลการศึกษาสรุปไดวาทฤษฎีนี้เหมาะสําหรับโครงสรางที่ความหนา
นอยๆเทานั้น ทั้งนี้ปญหาดังกลาวจะสามารถแกไขใหไดผลลัพธที่ดีขึ้นไดโดยอาศัยทฤษฎีการเปลี่ยนรูปราง
เนื่องจากแรงเฉือน ซึ่งจะกลาวตอไป 

 ในการวิเคราะหโครงสรางคานประกอบหลายชั้นโดยอาศัยทฤษฎีการเปลี่ยนรูปรางเนื่องจากแรงเฉือน
นั้นจะพิจารณาการเปลี่ยนรูปรางโดยคิดผลเนื่องจากแรงเฉือนดวย ทําใหผลลัพธที่ไดจะดีกวาการวิเคราะหโดย
อาศัยทฤษฎีคลาสสิคัลลามิเนต ทฤษฎีการเปลี่ยนรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนมีหลายวิธีแตที่นิยมใชมี 2 วิธี คือ 
การวิเคราะหโดยอาศัยทฤษฎีการเปลี่ยนรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนระดับขั้นที่หนึ่ง (first-order shear 
deformation theory ; FSDT) และการวิเคราะหโดยอาศัยทฤษฎีการเปลี่ยนรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนระดับขั้นที่
สาม (third-order shear deformation theory ; TSDT) ซึ่งมีผูทําการศึกษาดังนี้ Shen (1995) ศึกษาคานยื่นที่มี
วัสดุเพียโซอิเลคทริคติดอยูโดยอาศัยทฤษฎีการเปลี่ยนรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนระดับขั้นที่หนึ่ง การวิเคราะหใช
วิธีไฟไนตเอลิเมนตโดยฟงกชันรูปรางของการกระจัด u และมุมเนื่องจากแรงเฉือน (shear angle) ใชฟงกชัน
เสนตรงฟงกชันรูปรางของการกระจัด w ใชฟงกชันเฮอรมิท (Hermite) คาการโกงตัวที่ไดเมื่อเปรียบเทียบกับผล
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การศึกษาโดยใชวิธีไฟไนตเอลิเมนต 3 มิติของ Tzou และ Tseng (1991) พบวามีคาใกลเคียงกัน Eisenberger 
และ Abramovich (1997) ไดเสนอแนวคิดในการหาผลเฉลยของการเปลี่ยนรูปรางของคานที่ประกอบดวย
วัสดุเพียโซอิเลคทริค โดยอาศัยทฤษฎีการเปลี่ยนรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนระดับขั้นที่หนึ่ง และใชคาปรับแกแรง
เฉือนเทากับ 5/6 สวนฟงกชันรูปรางตามความยาวคาน (แกน x) ใชอนุกรมไมจํากัด (infinite series) ทําใหคาที่
ไดมีความละเอียดและถูกตอง จากนั้นจึงนําแนวคิดนี้มาใชในการควบคุมรูปรางของคานประกอบ Liew และ
คณะ (2002) วิเคราะหคานและแผนเรียบประกอบที่มีวัสดุเพียโซอิเลคทริคติดอยู โดยอาศัยทฤษฎีการเปลี่ยน
รูปรางเนื่องจากแรงเฉือนระดับขั้นที่หนึ่ง และนําวิธีการนี้ไปศึกษาการควบคุมรูปรางของคานและแผนเรียบ
ประกอบเมื่อใหคาศักยไฟฟาและน้ําหนักกระทําตางๆกัน Aldraihem และ Khdeir (2003) ศึกษาหาผลเฉลยของ
คานที่มีแผนวัสดุเพียโซอิเลคทริคติดที่ผิวบนและที่ผิวลางของคานเปนคูๆตลอดความยาวคาน โดยใชทฤษฎีการ
เปล่ียนรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนระดับขั้นที่หนึ่งและทฤษฎีการเปลี่ยนรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนระดับขั้นที่สาม 
การศึกษานี้คํานึงถึงผลของความยาวของวัสดุเพียโซอิเลคทริค ระยะหางของวัสดุเพียโซอิเลคทริค และตําแหนง
ของวัสดุเพียโซอิเลคทริคดวย ผลที่ไดพบวาทฤษฎีการเปลี่ยนรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนระดับขั้นที่สามใหผลที่
ดีกวาทฤษฎีการเปลี่ยนรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนระดับขั้นที่หนึ่ง อยางไรก็ตามทฤษฎีการเปลี่ยนรูปรางเนื่องจาก
แรงเฉือนเหลานี้ก็ยังไมเหมาะกับโครงสรางที่มีความหนามากๆ 
 
2.2 ทฤษฎีเลเยอรไวส (layerwise theory) 
 

การวิเคราะหโครงสรางคานประกอบหลายชั้นโดยอาศัยทฤษฎีเลเยอรไวสจะพิจารณารแบงโครงสราง
คานประกอบออกเปนชั้นๆ ความละเอียดของผลลัพธที่ไดขึ้นอยูกับจํานวนของชั้นที่แบง ผลลัพธที่ไดจากวิธีนี้
พบวาดีกวาทฤษฎีคลาสสิคัลลามิเนตและทฤษฎีการเปลี่ยนรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนโดยเฉพาะอยางยิ่งเมื่อ
โครงสรางมีความหนามากๆ Robbin และ Reddy (1991) พัฒนาแบบจําลองคานที่มีวัสดุเพียโซอิเลคทริคติดอยู
เปนตัวใหแรง โดยใชทฤษฎีเลเยอรไวสในคํานวณหาคาการกระจัด โครงสรางที่ศึกษาเปนคานยื่นประกอบดวย
วัสดุ 3 ชั้น คือ ชั้นของอลูมิเนียม ชั้นของวัสดุยึดติด และชั้นของวัสดุเพียโซอิเลคทริค ฟงกชันรูปรางตามความ
ยาวและตามความหนาของคานใชฟงกชันเสนตรง สําหรับการศึกษานี้ไมไดใชคุณสมบัติทางไฟฟาของวัสดุเพีย
โซอิเลคทริคโดยตรง แตสมมติคาความเครียดที่เกิดจากการใหศักยไฟฟาแกวัสดุเพียโซอิเลคทริคแทน โดยสมมติ
ใหความเครียดตามแนวแกน x เทากับ 0.1% ผลที่ไดพบวามีความถูกตองมากกวาการใชทฤษฎีคลาสสิคัลลามิ
เนตและทฤษฎีการเปลี่ยนรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนระดับขั้นที่หนึ่ง Saravanos และ Heyliger (1995) 
ทําการศึกษาคานประกอบลักษณะเดียวกับ Robbin และ Reddy แต Saravanos และ Heyliger พิจารณาทั้ง
การกระจัดและศักยไฟฟาเปนตัวแปรโดยอาศัยทฤษฎีเลเยอรไวส นั่นคือคํานึงถึงคุณสมบัติทางไฟฟาของ
วัสดุเพียโซอิเลคทริคโดยตรง ซึ่งผลของการใหคาศักยไฟฟาที่ผิวบนของวัสดุเพียโซอิเลคทริคเทากับ 12.5 kV จะ
ทําใหเกิดคาความเครียดตามแนวแกน x เทากับ 0.1% ฟงกชันรูปรางทั้งในทิศทางตามความยาวและตามความ
หนาของคานใชฟงกชันเสนตรง ผลลัพธที่ไดเม่ือนําไปเปรียบเทียบกับผลการศึกษาของ Robbin และ Reddy 
พบวามีคาใกลเคียงกัน  
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2.3 แบบจําลองผสม (mixed model) 
 

ทฤษฎีแบบจําลองผสม คือ การวิเคราะหโครงสรางคานประกอบหลายชั้นโดยอาศัยทฤษฎีผสมระหวาง
ทฤษฎีเลเยอรไวสกับทฤษฎีการเปลี่ยนรูปรางเนื่องจากแรงเฉือน ทฤษฎีนี้มีขอดีคือตัวไมทราบคาจะมีจํานวนนอย
กวาเมื่อเทียบกับการใชทฤษฎีเลเยอรไวสเพียงอยางเดียว แตถาโครงสรางคานประกอบมีความหนามากขึ้นผลที่
ไดก็จะคลาดเคลื่อนเพิ่มขึ้น ซึ่งมีผูทําการศึกษา ดังนี้ Chee, Tong และ Steven (1999) ศึกษาคานประกอบที่มี
วัสดุเพียโซอิเลคทริคเปนตัวใหแรงและตัวรับรู โดยอาศัยทฤษฎีการเปลี่ยนรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนระดับขั้นที่
สามในการคํานวณหาคาการกระจัด และใชทฤษฎีเลเยอรไวสในการคํานวณหาคาศักยไฟฟา โดยฟงกชันรูปราง
ในทิศทางตามความยาวคานของทั้งคาการกระจัดและศักยไฟฟาใชเปนเอลิเมนตแบบเฮอรมิทเชียนสําหรับคาน 
1 มิติ (one-dimensional Hermitian beam element) สวนฟงกชันรูปรางในทิศทางตามความหนาของคา
ศักยไฟฟาใชฟงกชันเสนตรงในแตละชั้น ผลที่ไดจากการศึกษานี้เมื่อเปรียบเทียบกับการศึกษาของ Hwang และ 
Park (1993), Tseng (1988), Saravanos และ Heyliger (1995) พบวามีคาใกลเคียงกัน Fernandes และ 
Pouget (2002) ศึกษาแผนเรียบจุดรองรับธรรมดาที่มีพฤติกรรมการดัดแบบผิวทรงกระบอก (cylindrical 
bending) ที่ประกอบดวยวัสดุเพียโซอิเลคทริค คาการกระจัดคํานวณโดยใชทฤษฎีการเปลี่ยนรูปรางเนื่องจาก
แรงเฉือน และคาศักยไฟฟาคํานวณโดยใชทฤษฎีเลเยอรไวส ผลการศึกษาที่ไดเมื่อเปรียบเทียบกับผลที่ไดจาก
การวิเคราะหโดยวิธีไฟไนตเอลิเมนต 3 มิติ ของ Heyliger และ Brooks (1996) พบวาถาความหนามีคานอยเมื่อ
เทียบกับความยาวของแผนเรียบผลที่ไดจะมีคาใกลเคียงกัน แตถาความหนามีคามากขึ้นคาคลาดเคลื่อนก็จะมี
คาเพิ่มขึ้นดวย 

 
จากการศึกษาตางๆในอดีตดังกลาวแลวขางตนจะพบวา ถึงแมวาการวิเคราะหโดยอาศัยทฤษฎีเลเยอร

ไวสจะมีความยุงยากในการคํานวณเนื่องจากจํานวนตัวแปรที่ไมทราบคานั้นจะขึ้นอยูกับจํานวนชั้นที่แบง แต
ผลลัพธที่ไดนั้นจะมีความละเอียดและถูกตองมากกวาการวิเคราะหดวยทฤษฎีเสมือนชั้นเดียวและทฤษฎีผสม
ระหวางทฤษฎีเลเยอรไวสกับทฤษฎีการเปลี่ยนรูปรางเนื่องจากแรงเฉือน ดังนั้นวิทยานิพนธนี้จึงเลือกใชทฤษฎีเล
เยอรไวสในการวิเคราะหพฤติกรรมการโกงตัวของคานและนําไปประยุกตใชในการควบคุมรูปรางของโครงสราง
คานตอไป 

 
 



บทที่ 3 
 

ทฤษฎ ี
 
3.1 ปญหา  
 

การควบคุมการโกงตัวของโครงสรางใหมีการเปลี่ยนรูปรางเปนไปตามที่ตองการสามารถทําไดโดย
อาศัยคุณสมบัติการใหแรง (actuation) ของวัสดุเพียโซอิเลคทริค ซึ่งในงานวิจัยนี้จะศึกษาการควบคุมการ
เปล่ียนรูปรางของโครงสรางคานประกอบเปนชั้นๆ ดังแสดงในรูปที่ 3.1 โครงสรางคานที่พิจารณาจะประกอบดวย
ชั้นของวัสดุเพียโซอิเลคทริค และชั้นของโครงสรางหลัก (substrate) ซึ่งอาจประกอบขึ้นจากชั้นวัสดุหลายชั้น 
พฤติกรรมของโครงสรางที่ประกอบดวยวัสดุเพียโซอิเลคทริคนี้จะขึ้นอยูกับผลที่เกิดรวมกันทั้งทางดานกลศาสตร
และดานไฟฟาสถิตย สําหรับการควบคุมการโกงตัวของโครงสรางคานจะกระทําโดยการกําหนดศักยไฟฟาที่
เหมาะสมใหกับชั้นของวัสดุเพียโซอิเลคทริคเพื่อใหการเปลี่ยนรูปรางเปนไปตามที่ตองการ การวิเคราะหหาคา
การกระจัดและศักยไฟฟาจะอาศัยทฤษฎีเลเยอรไวส (layerwise theory) โดยใชฟงกชันฟูเรียซีรีส (Fourier 
series) แทนฟงกชันรูปรางในทิศทางตามความยาวของคาน และใชฟงกชันประมาณของลากรานจเชิงเสน 
(linear Lagrange interpolation) แทนฟงกชันรูปรางในทิศทางตามความหนาของคาน 

:

Z

X

Piezoelectric material

Layer 1
Layer 2
Layer n

substrate

 
รูปที่ 3.1 โครงสรางคานซึ่งประกอบไปดวยชั้นของโครงสรางหลัก (substrate) และชั้นของวัสดุเพียโซ

อิเลคทริค 
 

 งานวิจัยนี้จะพิจารณาพฤติกรรมของโครงสรางคานทั้งในแบบความเคนระนาบ (plane stress) และ
ความเครียดระนาบ (plane strain) ในระนาบ x-z โดยกําหนดใหแกน x เปนทิศทางตามความยาวของคาน และ
แกน z เปนทิศทางตามความหนาของคาน โครงสรางคานที่พิจาณาซึ่งประกอบดวยชั้นของวัสดุหลายชั้นนั้นจะ
สมมติวาแตละชั้นของวัสดุยึดติดกันอยางสมบูรณ ในบทนี้จะกลาวถึงสมการควบคุม (governing equation) 
เงื่อนไขขอบเขต (boundary condition) วิธีการแกปญหาและแบบจาํลองที่ใช ตามลําดับ  
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3.2 สมการควบคุม  
 
 ทฤษฎีที่ใชอธิบายพฤติกรรมของโครงสรางคานที่ประกอบดวยวัสดุเพียโซอิเลคทริคในงานวิจัยนี้อางอิง
จากการศึกษาของ Tiersten (1969) ซึ่งแสดงถึงสมการสมดุล (equilibrium equation) และกฎของวสัดุ 
(material law or constitutive equation) ในที่นี้จะแสดงสมการควบคุมในระบบ 3 มิติกอน จากนั้นจึงทําการลด
รูปสมการใหเขากับปญหาความเคนระนาบ (plane stress) และความเครียดระนาบ (plane strain) ในระนาบ 2 
มิติ (x-z) 
 

3.2.1 สมการควบคุมใน 3 มิติ 
  

สมการสมดุลของแรงที่กระทําตอวัตถุ โดยไมคิดน้ําหนักของวัตถุ  คือ 
  

, 0ij jσ =      (3.1) 
 

โดยที่ 
        

 ijσ  คือ หนวยแรง (stress) 
 ,i j  = 1,2,3 

 
หรือสามารถแสดงไดดังนี้ 
 

1311 12

1 2 3

0
x x x

σσ σ ∂∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
   (3.1ก) 

2321 22

1 2 3

0
x x x

σσ σ ∂∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
   (3.1ข) 

31 32 33

1 2 3

0
x x x
σ σ σ∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

   (3.1ค) 

   
 สมการของแม็กซเวลล (Maxwell’s equation) สําหรับไฟฟาสถิตย (electrostatics) ที่ไมมีประจุอิสระ 
คือ 
 

, 0i iD =      (3.2) 
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โดยที่ 
     

iD  คือ การกระจัดไฟฟา (electric displacement) 
i  = 1,2,3 

 
หรือสามารถแสดงไดดังนี้ 
 

31 2

1 2 3

0DD D
x x x

∂∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
    (3.2ก) 

   
สมการแสดงความสัมพันธระหวางหนวยแรง (stress) ความเครียด (strain) และสนามไฟฟา (electric 

field) กับสมการแสดงความสัมพันธระหวางการกระจัดไฟฟา (electric displacement) ความเครียด (strain) 
และสนามไฟฟา (electric field) ในชวงเชิงเสน คือ 

 
ij ijkl kl lij lC S e Eσ = −     (3.3) 
i ikl kl il lD e S Eε= +     (3.4) 

 
โดยที่ 

 
 ijklC  คือ สัมประสิทธความยืดหยุน (elastic  coefficient)   

  klS  คือ ความเครียด (strain)  
 lije  คือ สัมประสิทธิ์เพียโซอิเลคทริค (piezoelectric coefficient) 

 lE  คือ สนามไฟฟา (electric field) 
ilε  คือ อัตราความจุกระแสไฟฟา (dielectric constant or permittivities) 
, , ,i j k l  = 1,2,3 

 
 และเนื่องจากความสมมาตรของวัสดุ (material symmetry)  
 

    

ij ji

kl lk

ijkl ijlk jikl klij

ikl ilk

il li

S S
C C C C

e e

σ σ

ε ε

=

=

= = =

=

=
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 ทําใหสามารถเขียนหนวยแรงและความเครียดไดใหม คือ 
  

    

1 11

2 22

3 33

4 23

5 13

6 12

p

σ σ
σ σ
σ σ

σ
σ σ
σ σ
σ σ

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪

⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎩ ⎭⎩ ⎭

 

 

    

1 11

2 22

3 33

4 23

5 13

6 12

2
2
2

q

S S
S S
S S

S
S S
S S
S S

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪

⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎩ ⎭⎩ ⎭

 

 
 ดังนั้นสมการที่ (3.3) และ (3.4) จะสามารถเขียนไดในรูป 
 
    p pq q lp lC S e Eσ = −     (3.5) 
    i iq q il lD e S Eε= +     (3.6) 
  
  เมื่อ ,p q =1,2,3,…,6 และ ,i l =1,2,3 
 
 สําหรับงานวิจัยนี้จะพิจารณาวัสดุที่มีคุณสมบัติออรโททรอพิค (orthotropic) โดยที่สัมประสิทธิ์ความ
ยืดหยุน (elastic coefficient) สัมประสิทธิ์เพียโซอิเลคทริค (piezoelectric coefficient) และอัตราความจุ
กระแสไฟฟา (dielectric constant or permittivities) เปนดังนี้ 
 

    

11 12 13

12 22 23

13 23 33

44

55

66

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

pq

C C C
C C C
C C C

C
C

C
C

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

    
15

24

31 32 33

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0
lp

e
e e

e e e

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
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11

22

33

0 0
0 0
0 0

il

ε
ε ε

ε

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 
ดังนั้นสมการที่ (3.5) และสมการที่ (3.6) สามารถเขียนใหอยูในรูปเมตริกไดดังนี้ 

  
1 11 12 13 1 31

2 12 22 23 2 32
1

3 13 23 33 3 33

4 44 4 24

5 55 5 15

6 66 6

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

C C C S e
C C C S e

E
C C C S e

C S e
C S e

C S

σ
σ
σ
σ
σ
σ

⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎡ ⎤
⎪ ⎪ ⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪= −⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭

2

3

E
E

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

 (3.7) 

1

2
1 15 11 1

3
2 24 22 2

4
3 31 32 33 33 3

5

6

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

S
S

D e E
S

D e E
S

D e e e E
S
S

ε
ε

ε

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

  (3.8) 

 
ความสัมพันธระหวางความเครียดและการกระจัด สําหรับคาการเปลี่ยนตําแหนงนอยๆ คือ 
 

, ,
1 ( )
2ij i j j iS u u= +     (3.9) 

   
โดยที่ 
 
 iu  คือ การกระจัดในทิศทาง  i  

,i j =1,2,3 หรือสามารถแสดงไดดังนี้ 
 

1
11

1

uS
x
∂

=
∂

     (3.9ก) 

2
22

2

uS
x
∂

=
∂

     (3.9ข) 

3
33

3

uS
x
∂

=
∂

     (3.9ค) 

32
23

3 2

1 ( )
2

uuS
x x

∂∂
= +

∂ ∂
    (3.9ง) 
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31
13

3 1

1 ( )
2

uuS
x x

∂∂
= +

∂ ∂
    (3.9จ) 

1 2
12

2 1

1 ( )
2

u uS
x x
∂ ∂

= +
∂ ∂

    (3.9ฉ) 

 
ความสัมพันธระหวางสนามไฟฟากับศักยไฟฟา คือ 
 

,i iE φ= −      (3.10) 
   
  โดยที่ 
 
   φ  คือ ศักยไฟฟา (electric potential) 

 i =1,2,3 หรือสามารถแสดงไดดังนี้ 
 

  1
1

E
x
φ∂

= −
∂

     (3.10ก) 

2
2

E
x
φ∂

= −
∂

     (3.10ข) 

   3
3

E
x
φ∂

= −
∂

     (3.10ค) 

 
3.2.2 สมการควบคุมใน 2 มิติ 
 

 ในงานวิจัยนี้ศึกษาพฤติกรรมการโกงตัวของโครงสรางคานใน 2 ลักษณะ คือ แบบความเคนระนาบ 
(plane stress) และแบบความเครียดระนาบ (plane strain) ดังนั้นจะตองทําการลดรูปสมการใน 3 มิติให
กลายเปนปญหาในระนาบ 2 มิติ ซึ่งจะแสดงดังตอไปนี้  
 

สมการสมดุลของแรงใน 2 มิติ ในระนาบ x-z เมื่อไมคิดน้ําหนักของวัตถุ คือ 
  

0xx xz

x z
σ σ∂ ∂

+ =
∂ ∂

    (3.11) 

0xz zz

x z
σ σ∂ ∂

+ =
∂ ∂

    (3.12) 

 
 สมการของแม็กซเวลลสําหรับไฟฟาสถิตยใน 2 มิติ ในระนาบ x และ z เมื่อไมมีประจุอิสระ คือ 
 

0x zD D
x z

∂ ∂
+ =

∂ ∂
    (3.13) 
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 สมการแสดงความสัมพันธระหวางหนวยแรง ความเครียด และสนามไฟฟาสําหรับคานในระนาบ 2 มิติ 
(x-z) แสดงไดดังนี้  
 

  11 31

55 15

0 0
20 0

σ
σ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

xx xx x

xz xz z

S EC e
S EC e

  (3.14) 

      
 สมการแสดงความสัมพันธระหวางการกระจัดไฟฟา ความเครียด และสนามไฟฟาสําหรับคานใน
ระนาบ 2 มิติ (x-z) แสดงไดดังนี้  
 

  15 11

31 33

0 0
20 0

ε

ε

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎧ ⎫
= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎩ ⎭⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

xxx x

xzz z

SD Ee
SD Ee

   (3.15) 

 
 สําหรับกฎของวัสดุของคานในระนาบ 2 มิติ ในงานวิจัยนี้จะพิจารณาใน 2 ลักษณะ คือ แบบความเคน
ระนาบและความเครียดระนาบ ทั้งนี้ขึ้นอยูกับลักษณะของแตละปญหาวาจะเหมาะกับปญหาแบบใด ซึ่ง
รายละเอียดของคาตางๆและการพิสูจนไดแสดงไวในภาคผนวก ก 
   

ความสัมพันธระหวางความเครียดและการกระจัด สําหรับปญหาในระนาบ 2 มิติ โดยมีแกนหลักอยูบน
แกน x และ z สามารถแสดงไดดังนี้ 

 

    xx
uS
x
∂

=
∂

     (3.16) 

    zz
wS
z

∂
=
∂

     (3.17) 

    1 ( )
2xz

u wS
z x
∂ ∂

= +
∂ ∂

    (3.18) 

 
  โดยที่ 
 

   u  คือ การกระจัดในทิศทาง x 
   w  คือ การกระจัดในทิศทาง z 

 
ความสัมพันธระหวางสนามไฟฟากับศักยไฟฟา สําหรับปญหาในระนาบ 2 มิติ ซึ่งมีแกนหลักอยูบน

แกน x และ z สามารถแสดงไดดังนี้ 
 

    xE
x
φ∂

= −
∂

     (3.19) 



 13

    zE
z
φ∂

= −
∂

     (3.20) 

 
  โดยที่ 
 
   φ  คือ ศักยไฟฟา (electric potential) 
 
3.3 เงื่อนไขขอบเขต  
 
 การแกสมการเพื่อใหไดคําตอบที่เฉพาะเจาะจงกับแตละปญหาจะตองมีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต 
สําหรับโครงสรางในระนาบ 2 มิติในงานวิจัยนี้กําหนดใหมีเงื่อนไขขอบเขต ดังตอไปนี้ 
 

   ( , )u u x z
∧

=    บน 1
uΓ    (3.21) 

   ( , )w w x z
∧

=    บน 1
wΓ    (3.22) 

   ( , )x zφ φ
∧

=    บน 1
φΓ    (3.23) 

   ( , )xxx x xz zn n t x zσ σ
∧

+ =  บน 2
uΓ    (3.24) 

   ( , )zxz x zz zn n t x zσ σ
∧

+ =  บน 2
wΓ    (3.25) 

   ( , )nx x z zD n D n D x z
∧

+ =  บน 2
φΓ    (3.26) 

 
  โดยที่ 
 

 ,u w
∧ ∧

 คือ คาของการกระจัดของ u  และ w  ที่กําหนดบนขอบเขต 1 1,u wΓ Γ  
ตามลําดับ 

   φ
∧

 คือ คาของศักยไฟฟาที่กําหนดบนขอบเขต 1
φΓ  

   ,x zt t
∧ ∧

  คือ คาของหนวยแรงที่ผิวที่กําหนดบนขอบเขต 2 2,u wΓ Γ  ตามลําดับ  

 nD
∧

 คือ คาของการกระจัดไฟฟาในทิศทางตั้งฉากและพุงออกจากขอบที่ผิวที่
กําหนดบนขอบเขต 2

φΓ  
 ,x zn n  คือ โคไซนของเวคเตอรหนึ่งหนวยที่มีทิศทางตั้งฉากและพุงออกจากขอบที่
ผิวในทิศทาง x และ z ตามลําดับ 
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3.4 สมการรูปแบบออน 
  
 การวิเคราะหพฤติกรรมการเสียรูปของโครงสรางคานที่ประกอบดวยวัสดุเพียโซอิเลคทริคในงานวิจัยนี้
จะใชวิธีการหาคําตอบโดยประมาณ (approximate solution)  ซึ่งวิธีการแกปญหาจะกระทําโดยการแปลง
สมการสมดุลสมการที่ (3.11) ถึง (3.13) ใหเปนสมการรูปแบบออนโดยใชวิธีการถวงน้ําหนักเศษตกคาง 
(weighted residuals) ของสมการสมดุลดังกลาวแลวอินทิเกรตตลอดพื้นที่ ( )Ω  ในระนาบ x-z ดังนี้ 
 

0xx xz xz xzz zD Du w d
x z x z x z
σ σ σ σδ δ δφ

Ω

⎡ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎤∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + + Ω =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫  (3.27) 

   
  โดยที่  
 
   , ,u wδ δ δφ  คือ ฟงกชันน้ําหนัก  
 
 ทําการอินทิเกรตทีละสวน (integration by parts) สมการที่ (3.27)  ซึ่งแตละพจนจะเปนดังนี้ 
 

   ( )xx xx
xx

u uu d d d
x x x
σ δ σ δδ σ

Ω Ω Ω

∂ ∂ ∂
Ω = Ω− Ω

∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫   (3.28) 

   ( )xz xz
xz

u uu d d d
z z z
σ δ σ δδ σ

Ω Ω Ω

∂ ∂ ∂
Ω = Ω− Ω

∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫   (3.29) 

   ( )xz xz
xz

u ww d d d
x x x
σ δ σ δδ σ

Ω Ω Ω

∂ ∂ ∂
Ω = Ω− Ω

∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫  (3.30)  

( )zz zz
zz

w ww d d d
z z z
σ δ σ δδ σ

Ω Ω Ω

∂ ∂ ∂
Ω = Ω− Ω

∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫  (3.31)  

( )x x
x

D Dd d D d
x x x

δφ δφδφ
Ω Ω Ω

∂ ∂ ∂
Ω = Ω− Ω

∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫   (3.32)  

( )z z
z

D Dd d D d
z z z

δφ δφδφ
Ω Ω Ω

∂ ∂ ∂
Ω = Ω− Ω

∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫   (3.33) 

  
และเมื่อนําสมการที่ (3.28) ถึง (3.33) ไปแทนในสมการที่ (3.27) จะได 
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

xx xz xz zz x z

xx xz xz xzz z

u u w w D D d
x z x z x z

u u w Dw D d
x z x z x z

δ δ δ δ δφ δφσ σ σ σ

δ σ δ σ δ σ δφδ σ δφ
Ω Ω Ω Ω Ω Ω

Ω Ω Ω Ω Ω Ω

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + Ω⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
= + + + + + Ω⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
          (3.34) 
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จากนั้นประยุกตใชทฤษฎีบทไดเวอรเจนซ (divergence theorem) กับพจนทางขวามือของสมการที่ 
(3.34) ซึ่งแตละพจนเขียนไดดังนี้ 

 
( )xx

xx x
u d u n d
x

δ σ δ σ
Ω Γ

∂
Ω = Γ

∂∫ ∫    (3.35) 

( )xz
xz z

u d u n d
z

δ σ δ σ
Ω Γ

∂
Ω = Γ

∂∫ ∫    (3.36) 

( )xz
xz x

w d w n d
x

δ σ δ σ
Ω Γ

∂
Ω = Γ

∂∫ ∫    (3.37) 

( )zz
zz z

w d w n d
z

δ σ δ σ
Ω Γ

∂
Ω = Γ

∂∫ ∫    (3.38) 

( )x
x x

D d D n d
x

δφ δφ
Ω Γ

∂
Ω = Γ

∂∫ ∫     (3.39) 

( )z
z z

D d D n d
z

δφ δφ
Ω Γ

∂
Ω = Γ

∂∫ ∫     (3.40) 

 
เมื่อนําสมการที่ (3.35) ถึง (3.40) ไปแทนในสมการที่ (3.34) จะได 
 

( ) ( ) ( )( )

xx xz xz zz x z

xx x xz z xz x zz z x x z z

u u w w D D d
x z x z x z

u n n w n n D n D n d

δ δ δ δ δφ δφσ σ σ σ

δ σ σ δ σ σ δφ
Ω Ω Ω Ω Ω Ω

Γ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + Ω⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

= + + + + + Γ

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫
 (3.41) 

 
สําหรับบริเวณขอบเขตจะมี x xx x xz zt n nσ σ= +  , z xz x zz zt n nσ σ= +  และ 

n x x z zD D n D n= +  ดังนั้นสมการที่ (3.47) เขียนไดเปน 
 

( )

xx xz xz zz x z

x z n

u u w w D D d
x z x z x z

ut wt D d

δ δ δ δ δφ δφσ σ σ σ

δ δ δφ
Ω Ω Ω Ω Ω Ω

Γ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + Ω⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

= + + Γ

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫
 (3.42) 

  
 สมการที่ (3.42) จะเปนสมการรูปแบบออนที่จะนําไปใชหาคําตอบโดยประมาณของปญหาคานที่
ประกอบดวยวัสดุเพียโซอิเลคทริค การแกปญหาจะทําโดยสมมติคําตอบของการกระจัด ,u w  และศักยไฟฟา 
φ  ใหอยูในรูปของฟงกชันตางๆ แลวทําการแกสมการหาตัวไมทราบคา (unknowns) ซึ่งรายละเอียดตางๆจะ
แสดงในหัวขอถัดไป 
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3.5 แบบจําลองทางคณิตศาสตร 
 
การหาคําตอบของปญหาโครงสรางคานที่ประกอบดวยวัสดุเพียโซอิเลคทริคในงานวิจัยนี้ จะสมมติ

ฟงกชันรูปรางของการกระจัดและศักยไฟฟาขึ้นแลวนําไปแทนในสมการรูปแบบออนตามที่แสดงไวในหัวขอที่แลว 
โดยกําหนดใหการกระจัด u  และศักยไฟฟา φ  เปนฟงกชันของ x และ z สวนการกระจัด w  เปนฟงกชันของ x 
อยางเดียว เนื่องจากมีคาเปล่ียนแปลงนอยมากในทิศทางตามความหนา ดังนี้ 
 

{ }
1 1 1 1

( , ) ( ) ( ) ( , )
m n m n

u u u
i j ij ij ij

i j i j
u x z R x z U N x z U N Uψ

= = = =

⎢ ⎥= = = ⎣ ⎦∑∑ ∑∑   (3.43) 

{ }
1 1

( , ) ( ) ( )
m m

w w w
i i i i

i i

w x z R x W N x W N W
= =

⎢ ⎥= = = ⎣ ⎦∑ ∑     (3.44) 

{ }
1 1 1 1

( , ) ( ) ( ) ( , )
m n m n

i j ij ij ij
i j i j

x z R x z N x z Nφ φ φφ ψ
= = = =

⎢ ⎥= Φ = Φ = Φ⎣ ⎦∑∑ ∑∑   (3.45) 

  
เมื่อ  

 

  
( , ) ( ) ( )

( ) ( )

( , ) ( ) ( )φ φ

ψ

ψ

=

=

=

u u
ij i j

w w
i i

ij i j

N x z R x z

N x R x

N x z R x z

 

 
11

u u u u
ij mnN N N N⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎣ ⎦ ⎣ ⎦… …  

1⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎣ ⎦ ⎣ ⎦… …w w w w
i mN N N N  

11 ij mnN N N Nφ φ φ φ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎣ ⎦ ⎣ ⎦… …  
 

{ }

11

ij

mn

U

U U

U

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

,{ }

1⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

i

m

W

W W

W

,{ }

11

ij

mn

Φ⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪Φ = Φ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
Φ⎪ ⎪⎩ ⎭

 

 
โดยที่ 

 
( , )u

ijN x z คือ ฟงกชันรูปรางของการกระจัด u   
( )w

iN x คือ ฟงกชันรูปรางของการกระจัด w   
( , )ijN x zφ คือ ฟงกชันรูปรางของศักยไฟฟา φ  

   ( )u
iR x คือ ฟงกชันรูปรางของการกระจัด u  ในทิศทาง x 



 17

   ( )w
iR x คือ ฟงกชันรูปรางของการกระจัด w  ในทิศทาง x 

          ( )iR xφ คือ ฟงกชันรูปรางของศักยไฟฟา φ  ในทิศทาง x   
                 ( )j zψ  คือ ฟงกชันการประมาณลากรานจเชิงเสนในทิศทาง z 
  , ,ij i ijU W Φ คือ ตัวไมทราบคาของการกระจัด ,u wและศักยไฟฟาφ  ตามลําดับ 
 
 ในงานวิจัยนี้ใชวิธีกาเลอรคิน (Galerkin) ซึ่งฟงกชันถวงน้ําหนักใชคาเดียวกันกับฟงกชัน
โดยประมาณของการกระจัดและศักยไฟฟา นั่นคือ , ,

T T Tu wu N w N N φδ δ δφ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  
 

อนุพันธตางๆของการกระจัด ศักยไฟฟา และฟงกชันน้ําหนักจะเปนดังนี้ 
 

  { } { }, ,,u u
x z

u uN U N U
x z
∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎣ ⎦ ⎣ ⎦∂ ∂

 

{ }, , 0∂ ∂⎢ ⎥= =⎣ ⎦∂ ∂
w
x

w wN W
x z

 

{ } { }, ,,x zN N
x z

φ φφ φ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥= Φ = Φ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∂ ∂
 

, ,,
T Tu u

x z
u uN N
x z
δ δ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎣ ⎦ ⎣ ⎦∂ ∂

 

, , 0
Tw

x
w wN
x z
δ δ∂ ∂⎢ ⎥= =⎣ ⎦∂ ∂

 

, ,,
T T

x zN N
x z

φ φδφ δφ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎣ ⎦ ⎣ ⎦∂ ∂
 

 
เมื่อ   

 
, 11, , ,
u u u u
x x ij x mn xN N N N⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎣ ⎦ ⎣ ⎦… …  

, 11, , ,
u u u u
z z ij z mn zN N N N⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎣ ⎦ ⎣ ⎦… …  

, 1, , ,⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎣ ⎦ ⎣ ⎦… …w w w w
x x i x m xN N N N  

, 11, , ,x x ij x mn xN N N Nφ φ φ φ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎣ ⎦ ⎣ ⎦… …  

, 11, , ,z z ij z mn zN N N Nφ φ φ φ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎣ ⎦ ⎣ ⎦… …  
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ฟงกชันการประมาณลากรานจเชิงเสน (linear Lagrange interpolation) ในทิศทาง z สามารถแสดง
ดังรูปที่ (3.2)  

layer 1

layer 2

layer 3

layer N

: : :
ψN

ψN+1

ψ3

ψ2
ψ1

zN+1

zN

z3

z2

z1
 

รูปที่ 3.2 แสดงสัญลักษณตางๆของฟงกชันการประมาณลากรานจเชิงเสนในทิศทางตามความหนา 
 

โดยที่ฟงกชันการประมาณลากรานจเชิงเสนของชั้น j มีคาดังนี้ 
 

1( ) j
j

j

z z
z

h
ψ + −

=     (3.46) 

1( ) j
j

j

z z
z

h
ψ +

−
=     (3.47) 

 
โดยที่   
 

N  คือ จํานวนชั้นทั้งหมด  
 1j j jh z z+= −  คือ ความหนาของชั้น j   
 1,2,...,j N=  

 
แทนคาความสัมพันธของกฎของวัสดุสมการที่ (3.14) และ (3.15) ลงในสมการที่ (2.42) ซึ่งแตละพจน

จะไดดังนี้ 
 

{ }( { } )

11 31

11 31, , ,

( )

( )

xx

Tu u
x x z

u u ud C e d
x x x z

N C N U e N dφ

δ δ φσ
Ω Ω

Ω

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞Ω = + Ω⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + Φ Ω⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫ ∫

∫
  (3.48) 
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{ }( { }

{ } )

55 15

55 15

55 55, , ,

15 ,

( 2 )

( ( ) )

(

)

xz xz x

Tu u w
z z x

x

u ud C S e E d
z z

u u wC e d
z z x x

N C N U C N W

e N dφ

δ δσ

δ φ
Ω Ω

Ω

Ω

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞Ω = − Ω⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + + Ω⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎢ ⎥+ Φ Ω⎣ ⎦

∫ ∫

∫

∫
   (3.49) 

 

{ }( { }

{ } )

55 15

55 15

55 55, , ,

15 ,

( 2 )

( ( ) )

(

)

xz xz x

Tw u w
x z x

x

w wd C S e E d
x x

w u wC e d
x z x x

N C N U C N W

e N dφ

δ δσ

δ φ
Ω Ω

Ω

Ω

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞Ω = − Ω⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + + Ω⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎢ ⎥+ Φ Ω⎣ ⎦

∫ ∫

∫

∫
   (3.50) 

 

0zz
w d
z
δ σ

Ω

∂⎛ ⎞ Ω =⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫         (3.51) 

 

{ } { }(
{ } )

{ } { }(
{ } )

15 11

15, , ,

11 ,

15 15, , ,

11 ,

( ( ) )

( ( )

)

(

)

x

T u w
x z x

x

T u w
x z x

x

u wD d e d
x x z x x

N e N U N W

N d

N e N U e N W

N d

φ

φ

φ

φ

δφ δφ φε

ε

ε

Ω Ω

Ω

Ω

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞Ω = + − Ω⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎢ ⎥− Φ Ω⎣ ⎦

⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎢ ⎥− Φ Ω⎣ ⎦

∫ ∫

∫

∫

   (3.52) 

 

{ } { } )(
31 33

31 33, , ,

( )

( )

z

T u
z x z

uD d e d
z z x z

N e N U N dφ φ

δφ δφ φε

ε

Ω Ω

Ω

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞Ω = − Ω⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − Φ Ω⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫ ∫

∫
  (3.53) 

  

( ) ( )δ
Γ Γ

⎢ ⎥Γ = Γ⎣ ⎦∫ ∫
Tu

x xut d N t d       (3.54) 
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( ) ( )Tw
z zwt d N t dδ

Γ Γ

⎢ ⎥Γ = Γ⎣ ⎦∫ ∫       (3.55) 

 

( ) ( )T

n nD d N D dφδφ
Γ Γ

⎢ ⎥Γ = Γ⎣ ⎦∫ ∫       (3.56) 

 
ทําการแทนคาลงในสมการที่ (2.48) ซึ่งสามารถเขียนใหอยูในรูปเมตริกไดดังนี้ 

 
u

uu uw u
w

wu ww w

u w

K K K U F
K K K W F
K K K F

φ

φ
φ

φ φ φφ

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥

⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ Φ⎩ ⎭⎣ ⎦ ⎩ ⎭

   (3.57) 

 
โดยที่ 

 

( )11 55, , , ,

T Tu u u u
uu x x z zK N C N N C N d

Ω

⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + Ω⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫   

55, ,
Ω

⎢ ⎥ ⎢ ⎥= Ω⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫
Tu w

uw z xK N C N d  

( )31 15, , , ,

T Tu u
u x z z xK N e N N e N dφ φ
φ

Ω

⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + Ω⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫  

55, ,
Ω

⎢ ⎥ ⎢ ⎥= Ω⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫
Tw u

wu x zK N C N d  

55, ,
Ω

⎢ ⎥ ⎢ ⎥= Ω⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫
Tw w

ww x xK N C N d  

15, ,
φ

φ
Ω

⎢ ⎥ ⎢ ⎥= Ω⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫
Tw

w x xK N e N d  

( )15 31, , , ,

T Tu u
u x z z xK N e N N e N dφ φ

φ
Ω

⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + Ω⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫  

15, ,
φ

φ
Ω

⎢ ⎥ ⎢ ⎥= Ω⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫
T w

w x xK N e N d  

( )11 33, , , ,

T T

x x z zK N N N N dφ φ φ φ
φφ ε ε

Ω

⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − + Ω⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫  

( )Tu u
xF N t d

Γ

⎢ ⎥= Γ⎣ ⎦∫  

( )Tw w
zF N t d

Γ

⎢ ⎥= Γ⎣ ⎦∫  

( )T

nF N D dφ φ

Γ

⎢ ⎥= Γ⎣ ⎦∫  

 
จากสมการที่ (3.57) ซึ่งอยูในรูปเมตริกสามารถนําไปใชในการแกปญหาได โดยการแกสมการเพื่อหา

คําตอบของตัวไมทราบคา{ }U ,{ }W  และ { }Φ จะอาศัยการเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอรชวยในการแกปญหา
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ดังกลาว ทั้งนี้ฟงกชันรูปรางที่ใชจะตองเลือกใหเหมาะสมกับเงื่อนไขขอบเขตของแตละปญหา เพื่อวิเคราะหหา
ศักยไฟฟาและการกระจัดที่เกิดขึ้น ซึ่งจะกลาวในหัวขอถัดไป  
 
3.6 โครงสรางตัวอยางและฟงกชันรูปราง 
 
 โครงสรางตัวอยางคานที่ประกอบดวยวัสดุเพียโซอิเลคทริคที่สนใจในการศึกษานี้ ไดแก คานยื่นและ
คานจุดรองรับธรรมดา ฟงกชันรูปรางที่ใชจะตองเลือกใหเหมาะสมกับสภาพขอบเขตของโครงสรางแตละแบบ 
สําหรับหัวขอนี้จะแสดงฟงกชันรูปรางของการกระจัด ,u w  และศักยไฟฟา φ  ในทิศทางตามความยาวคาน 
(แกน x) ซึ่งในที่นี้ไดเลือกใชฟงกชันฟูเรียซีรีส ฟงกชันรูปรางของการกระจัด ,u w  สําหรับคานยื่นและคานจุด
รองรับธรรมดาจะเลือกใชฟงกชันรูปรางที่แตกตางกันซึ่งจะไดแสดงตอไปในแตละกรณี ในขณะที่ฟงกชันรูปราง
ของศักยไฟฟา φ  ในที่นี้จะเลือกใชฟงกชันรูปรางแบบเดียวกันทั้งสองกรณี ซึ่งจะกลาวตามลําดับดังนี้ 
 
 3.6.1 คานยื่น  
 
 โครงสรางตัวอยางของคานยื่นที่ใชในงานวิจัยนี้มีลักษณะ คือ มีจุดยึดแนน (fixed) อยูที่ปลายดาน
ซายมือของคาน และปลอยอิสระ (free) ที่ปลายดานขวามือของคาน แสดงดังรูปที่ 3.3  

 
รูปที่ 3.3 ลักษณะคานยื่นที่ใชในงานวิจัยนี้ 

 
 ในที่นี้จะกําหนดใหฟงกชันการกระจัด  u  เปนฟงกชันของ x และ z สวนฟงกชันการกระจัด w  เปน
ฟงกชันของ x อยางเดียวเนื่องจากมีคาเปล่ียนแปลงนอยมากตามทิศทางตามความหนา (Kapuria, 2001) ซึ่ง
การกําหนดฟงกชันรูปรางของการกระจัด u  และ w  ของโครงสรางคานยื่นจะตองใหสอดคลองกับเงื่อนไข
ขอบเขต โดยที่เงื่อนไขขอบเขตแบบดีลิคเลต (Dirichlet) คือ 
  

( 0, ) 0= =u x z      (3.58) 
( 0) 0w x = =      (3.59) 
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ในที่นี้ฟงกชันรูปรางตามความหนาคาน (แกน z)  ของการกระจัด u ( )jψ  กําหนดใหใชฟงกชัน
ประมาณของลากรานจเชิงเสน ดังแสดงในหัวขอที่ 3.5 สวนฟงกชันรูปรางตามความยาวคาน (แกน x) ของการ
กระจัด u ( )u

iR  และ  w ( )w
iR  จะเลือกใชใหสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตขางบน ซึ่งฟงกชันรูปรางของการ

กระจัด u  ไดแก ฟงกชันไซน (sine) และฟงกชันรูปรางของการกระจัด  w  ไดแก ฟงกชันโคไซน (cosine)  ดังนี้ 
 

(2 1)sin
2

π−⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

u
i

i xR
L

    (3.60) 

(2 1)cos 1
2

π−⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

w
i

i xR
L

   (3.61) 

 
ลักษณะรูปรางของการกระจัด ,u wตามความยาวคานยื่นแสดงไวในภาคผนวก ข 

 
ดังนั้นคําตอบโดยประมาณของการกระจัด  u  และ w  คือ 

 

1 1 1 1

(2 1)( , ) ( ) ( ) sin( ) ( )
2

πψ ψ
= = = =

−
= =∑∑ ∑∑

m n m n
u
i j ij j ij

i j i j

i xu x z R x z U z U
L

 (3.62) 

1 1

(2 1)( ) ( ) (cos( ) 1)
2

π
= =

−
= = −∑ ∑

m m
w
i i i

i i

i xw x R x W W
L

   (3.63) 

 
สําหรับเงื่อนไขแบบนอยมันน (Neumann) จะกลาวถึงในแตละปญหาในบทที่ 4 
 

 3.6.2 คานจุดรองรับธรรมดา 
 
 โครงสรางตัวอยางของคานจุดรองรับธรรมดาที่ใชในงานวิจัยนี้มีลักษณะ คือ มีจุดรองรับแบบยึดหมุน 
(hinge) อยูปลายดานซายมือของคาน และจุดรองรับแบบลอเล่ือน (roller) อยูปลายดานขวามือของคาน แสดง
ดังรูปที่ 3.4 

 
รูปที่ 3.4 ลักษณะคานจุดรองรับธรรมดาที่ใชในงานวิจัยนี้ 
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ในที่นี้จะกําหนดใหฟงกชันการกระจัด  u  เปนฟงกชันของ x และ z สวนฟงกชันการกระจัด w  เปน
ฟงกชันของ x อยางเดียวเนื่องจากมีคาเปล่ียนแปลงนอยมากตามทิศทางตามความหนา (Kapuria, 2001) ซึ่ง
การกําหนดฟงกชันรูปรางของการกระจัด u  และ w  ของโครงสรางคานจุดรองรับธรรมดาจะตองใหสอดคลอง
กับเงื่อนไขขอบเขต โดยที่เงื่อนไขขอบเขตแบบดีลิคเลค (Dirichlet) คือ 
  

( 0, 0) 0u x z= = =     (3.64) 
( 0) 0w x = =      (3.65) 
( ) 0w x L= =      (3.66) 

 
ในที่นี้ฟงกชันรูปรางตามความหนาคาน (แกน z) ของการกระจัด u ( )jψ  กําหนดใหใชฟงกชัน

ประมาณของลากรานจเชิงเสนดังแสดงในหัวขอที่ 3.5 สวนฟงกชันรูปรางตามความยาวคาน (แกน x) ของการ
กระจัด u ( )u

iR  และ w ( )w
iR  จะเลือกใชใหสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตขางบนซึ่งฟงกชันรูปรางของการ

กระจัด u  ไดแก ฟงกชันโคไซน (cosine) และฟงกชันรูปรางของการกระจัด w  ไดแก ฟงกชันไซน (sine)  ดังนี้ 
 

cosu
i

i xR
L
π⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
    (3.67) 

sinw
i

i xR
L
π⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
    (3.68) 

 
ลักษณะรูปรางของการกระจัด ,u w  ตามความยาวคานจุดรองรับธรรมดาแสดงไวในภาคผนวก ข 

 
ดังนั้นคําตอบโดยประมาณของการกระจัด u  และ w  คือ 

 

1 1 1 1
( , ) ( ) ( ) cos( ) ( )

m n m n
u
i j ij j ij

i j i j

i xu x z R x z U z U
L
πψ ψ

= = = =

= =∑∑ ∑∑   (3.69) 

1 1

( ) ( ) sin( )
m m

w
i i i

i i

i xw x R x W W
L
π

= =

= =∑ ∑      (3.70) 

 
สําหรับเงื่อนไขแบบนอยมันน (Neumann) จะกลาวถึงในแตละปญหาในบทที่ 4 

 
3.6.3 ฟงกชันรูปรางของศักยไฟฟา 
 
โครงสรางคานทุกตัวอยางในงานวิจัยนี้จะมีเงื่อนไขแบบดีลิคเลค (Dirichlet) คือ คาศักยไฟฟา φ  จะ

กําหนดที่เฉพาะผิวบนและผิวลางของชั้นวัสดุเพียโซอิเลคทริค สวนขอบเขตที่เหลือทั้งหมดจะมีเงื่อนไขขอบเขต
แบบนอยมันน (Neumann) คือ 0nD =  ฟงกชันรูปรางของศักยไฟฟาในงานวิจัยไดเลือกใชฟงกชันรูปรางแบบ
เดียวกันทั้งกรณีคานยื่นและคานจุดรองรับธรรมดา ซึ่งในที่นี้ไดเลือกใชฟงกชันฟูเรียไซนซีรีสแทนฟงกชันรูปราง
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ของศักยไฟฟาตามความยาวคาน (แกน x) และใชฟงกชันการประมาณของลากรานจเชิงเสนแทนฟงกชันรูปราง
ของศักยไฟฟาตามความหนาคาน (แกน z) ดังแสดงในหัวขอที่ 3.5  
 

เมื่อพิจารณาศักยไฟฟาในแนวแกน x ที่มีคา 1 หนวยคงที่ในชวง a ถึง b พิจารณาไดดังรูปที่ 3.5 

 
รูปที่ 3.5 ศักยไฟฟาที่มีคาคงที่ 1 หนวยในชวง a ถึง b 

  
หรือสามารถเขียนไดดังนี้ 
 

0, 0
( ) 1 ,

0,

x a
x a x b

b x L
φ

< <⎧
⎪= < <⎨
⎪ < <⎩

     (3.71) 

 
ศักยไฟฟาตามแกน x ตามรูปที่ 3.4 สามารถเขียนใหอยูในรูปของฟูเรียซีรีส ไดดังนี้ 
 

0
1 1

cos sin
m m

i ij n n
i i

i x i xR a a b
L L

φ π πφ
= =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑   (3.72) 

 
งานวิจัยนี้ใชฟงกชันฟูเรียไซนซีรีส (Fourier sine series) นั่นคือ 0 0= =na a  และ 

 
1 ( )sin

L

n
L

i xb x dx
L L

πφ
−

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

     
0

2 ( )sin
L i xx dx

L L
πφ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠∫  

     ( ) ( ) ( )
0

2 0 sin 1 sin 0 sin
a b L

a b

i x i x i xdx dx dx
L L L L

π π π⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ∫ ∫  

     2 sin
b

a

i x dx
L L

π⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  
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     2 cos
b

a

L i x
L i L

π
π

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

     2 cos cosi a i b
i L L

π π
π
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 
ดังนั้นคําตอบโดยประมาณของศักยไฟฟาของทั้งคานยื่น และคานจุดรองรับธรรมดาในระนาบ x-z จะ

อยูในรูป 
 

1 1

1 1

( , ) ( ) ( )

2sin ( ) cos cos

m n

i j ij
i j

m n

j
i j

x z R x z

i x i a i bz
L i L L

φφ ψ

π π πψ
π

= =

= =

= Φ

⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠

∑∑

∑∑
 (3.73) 

  
จากฟงกชันรูปรางตางๆที่กําหนดขึ้นนี้สามารถนําไปหาคําตอบโดยประมาณของแตละปญหาไดโดยนํา

ฟงกชันรูปรางของแตละแบบจําลองไปแทนในสมการที่ (3.57) เพื่อหาการโกงตัวของคาน จากนั้นก็สามารถนํา
วิธีการที่ไดจากงานวิจัยนี้ไปประยุกตใชในการควบคุมการโกงตัวของโครงสรางคานได 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



บทที่ 4 
 

กรณศีึกษาเปรียบเทียบ 
 
 หลังจากการพัฒนาแบบจําลองสําหรับวิเคราะหโครงสรางคานประกอบหลายชั้น โดยอาศัยทฤษฎีเล
เยอรไวส (layerwise theory) ดังที่ไดกลาวไวในบทที่ 3 แลวนั้น เพื่อตรวจสอบความถูกตองแมนยําของ
แบบจําลองที่ไดพัฒนาขึ้นนี้ จะตองมีการวิเคราะหโครงสรางตัวอยางและเปรียบเทียบผลการวิจัยในอดีต ซึ่งใน
การศึกษานี้จะทําการวิเคราะหและเปรียบเทียบโครงสรางคานตัวอยาง 2 ลักษณะ คือ คานยื่น (cantilevered 
beam) และคานจุดรองรับธรรมดา (simply supported beam) ในบทนี้จะกลาวถึงการหาจํานวนเทอมที่
เหมาะสมสําหรับฟงกชันรูปรางของศักยไฟฟาซึ่งในที่นี้เลือกใชฟงกชันฟูเรียซีรีส จากนั้นจะวิเคราะหและ
เปรียบเทียบผลที่ไดจากงานวิจัยนี้กับผลการศึกษาในอดีตทั้งคานยื่นและคานจุดรองรับธรรมดา ตามลําดับ 
 
4.1 การประมาณคาศักยไฟฟา 
 
 งานวิจัยนี้เลือกใชฟงกชันฟูเรียไซนซีรีส (Fourier sine series) เปนฟงกชันรูปรางของศักยไฟฟา φ  ที่
เกิดขึ้นตามความยาวคาน (แกน x) ดังแสดงในสมการที่ (3.73) จํานวนเทอมที่เหมาะสมสําหรับฟงกชันรูปราง
ของศักยไฟฟานั้นจะพิจารณาจากแนวโนมของคาคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นระหวางคาศักยไฟฟาที่ตองการกับคา
ศักยไฟฟาที่ประมาณโดยใชฟูเรียไซนซีรีส การหาคาคลาดเคลื่อนจะใชวิธีการดังแสดงในสมการที่ 4.1 โดยทํา
การอินติเกรทผลตางยกกําลังสองของคาศักยไฟฟาที่ตองการกับคาศักยไฟฟาที่เกิดจากการประมาณโดยใชฟูเรีย
ไซนซีรีสตลอดความยาวคาน ซึ่งถาคาศักยไฟฟาทั้งสองมีคาใกลเคียงกันคาคลาดเคลื่อนก็จะมีคาเขาใกลศูนย 
 

( )
2

( )
L

Error V x dxφ= −∫     (4.1) 

 
โดยที่ 

 
   V  คือ คาศักยไฟฟาที่ตองการ 
   ( )xφ  คือ คาศักยไฟฟาที่ประมาณโดยใชฟูเรียไซนซีรีสตามความยาวคาน 
 
จากการตรวจสอบจํานวนเทอมที่เหมาะสมสําหรับฟงกชันรูปรางของศักยไฟฟา φ  โดยการกําหนดให

ศักยไฟฟาที่ตองการมีคาคงที่ 1 โวลตตลอดความยาวคาน จากนั้นพิจารณาเปรียบเทียบกับทั้งลักษณะรูปราง
ของศักยไฟฟา 1 โวลตตลอดความยาวคานและคาคลาดเคลื่อนที่ประมาณโดยใชฟูเรียไซนซีรีสที่มีจํานวนเทอม
ตางๆกัน ดังแสดงในรูปที่ (4.1) และ (4.2) พบวาเมื่อเพิ่มจํานวนเทอมสําหรับฟงกชันรูปรางของศักยไฟฟามาก
ขึ้น คาคลาดเคลื่อนก็จะมีการลูเขาโดยมีคาเขาใกลศูนยเรื่อยๆ และเมื่อใชจํานวนเทอมประมาณ 150 เทอม คา
คลาดเคลื่อนจะมีการลูเขาที่ชา ดังนั้นในการศึกษาจึงเลือกใชจํานวนเทอมสําหรับฟงกชันรูปรางของศักยไฟฟา
เทากับ150เทอม
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รูปที่ 4.1 การประมาณคาศักยไฟฟาคงที่ 1 โวลตดวยฟงกชันฟูเรียไซนซีรีสที่มีจํานวนเทอมตางๆกัน 
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รูปที่ 4.2 คาคลาดเคลื่อนของการประมาณศักยไฟฟาโดยใชฟูเรียไซนซีรีสที่มีจํานวนเทอมตางๆกัน 
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4.2 คานยื่น 
 

ตัวอยางโครงสรางคานยื่นที่นํามาศึกษาเพื่อตรวจสอบความถูกตองแมนยําของแบบจําลองที่ใชในงาน 
วิจัยนี้มี 2 ลักษณะ คือ คานยื่นที่ประกอบดวยวัสดุ PVDF (polyvinylidene fluoride) จํานวน 2 ชั้นประกบติดกัน 
(PVDF/PVDF) ภายใตศักยไฟฟากระทํา และคานยื่นที่ประกอบดวยวัสดุ 3 ชั้น คือ ชั้นของวัสดุหลัก ชั้นของวัสดุ
ยึดติด และชั้นของวัสดุเพียโซอิเลคทริคชนิด PZT-4 (อลูมิเนียมหรือแกรไฟต-อีพอกซี/วัสดุยึดติด/PZT-4) ภายใต
แรงกระทําทั้งจากศักยไฟฟาและน้ําหนักบรรทุก พฤติกรรมของโครงสรางคานยื่นนี้จะสมมติเปนแบบความเคน
ระนาบ (plane stress) ตามแบบการศึกษาในอดีต (คานมีความกวางนอยๆเมื่อเทียบกับความหนา) ซึ่งจะกลาว
ตามลําดับดังนี้    
 

4.2.1 คานยื่น 2 ชั้น (PVDF/PVDF) 
 
โครงสรางตัวอยางแรกที่นํามาเปรียบเทียบกับผลที่ไดจากงานวิจัยนี้มีผูทําการศึกษาคอนขางมาก ซึ่ง

เปนคานยื่นที่ประกอบดวยวัสดุ PVDF จํานวน 2 ชั้นประกบติดกัน ขั้วไฟฟาของวัสดุ PVDF ชั้นบนมีทิศทาง +z 
สวนขั้วไฟฟาของวัสดุ PVDF ชั้นลางมีทิศทาง –z โดยมีศักยไฟฟากระทําที่ผิวบนของวัสดุ PVDF ชั้นบนเทากับ 
0.5 โวลต และที่ผิวลางของวัสดุ PVDF ชั้นลางเทากับ -0.5 โวลต ดังแสดงในรูปที่ 4.3 คุณสมบัติของวัสดุ PVDF 
แสดงดังตารางที่ 4.1 

 

 
 

รูปที่ 4.3 คานยื่น 2 ชั้น (PVDF/PVDF) ภายใตศักยไฟฟากระทํา 
หมายเหตุ: ลูกศรในวงเล็บ ( )↑  แสดงทิศทางของขั้วไฟฟาของวัสดุ PVDF 
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ตารางที่ 4.1 คุณสมบัติของวัสดุ PVDF (Fukunaga, Hu and Ren; 2001) 

E1=E2=E3 (Pa)
G12=G13=G23 (Pa)
ν12=ν23=ν13

e31=e32 (C.m-2 )
e33 (C.m-2)

ε11=ε22=ε33 (F.m-1)
L (m.)
h (m.) 
b (m.) 

PVDF
2.00x109

1.00x109

0.0

0.005

0.046
0.0

1.062x10-10

0.1
0.001

 
 

การเปรียบเทียบผลการศึกษาในงานวิจัยนี้จะตองทําการหาจํานวนเทอมที่เหมาะสมสําหรับฟงกชัน
รูปรางของการกระจัด ,u w  และจํานวนการแบงชั้นของวัสดุที่ใชในการวิเคราะหกอน โดยที่ใชจํานวนเทอม
สําหรับฟงกชันรูปรางของศักยไฟฟา φ เทากับ 150 เทอม ดังกลาวไวแลวในหัวขอที่ 4.1 ซึ่งคาการโกงตัวที่ปลาย
ดานอิสระของคานยื่น 2 ชั้น (PVDF/PVDF) ภายใตศักยไฟฟากระทําที่ผิวบนของวัสดุ PVDF ชั้นบนเทากับ 0.5 
โวลต และที่ผิวลางของวัสดุ PVDF ชั้นลางเทากับ -0.5 โวลต เมื่อเพิ่มจํานวนเทอมสําหรับฟงกชันรูปรางของการ
กระจัด ,u w  และจํานวนการแบงชั้นของวัสดุ (PVDF/PVDF) แสดงดังตารางที่ 4.2 

 
ตารางที่ 4.2 คาการโกงตัว (เมตร) ที่ปลายดานอิสระของคานยื่น 2 ชั้น (PVDF/PVDF) ภายใตศักยไฟฟากระทํา 

5 10 20 30
1/1 3.4436x10-7 3.4415x10-7 3.4416x10-7 3.4416x10-7

2/2 3.4392x10-7 3.4372x10-7 3.4373x10-7 3.4373x10-7

4/4 3.4381x10-7 3.4361x10-7 3.4362x10-7 3.4362x10-7

6/6 3.4379x10-7 3.4358x10-7 3.4360x10-7 3.4360x10-7

8/8 3.4378x10-7 3.4358x10-7 3.4360x10-7 3.4360x10-7

จํานวนเทอมของการกระจัด u,wการแบงจํานวนชั้น 
(PVDF/PVDF)

 
 
 จากตารางที่ 4.2 จะเห็นวาคาการโกงตัวที่ปลายดานอิสระของคานยื่นจะมีคาเปลี่ยนแปลงนอยมาก
เมื่อใชจํานวนเทอมสําหรับฟงกชันรูปรางของการกระจัด ,u w  เทากับ 20 เทอมและแบงจํานวนชั้นของวัสดุ
เทากับ 6/6 (PVDF/PVDF) ดังนั้นการวิเคราะหหาคาการโกงตัวของคานยื่น 2 ชั้น (PVDF/PVDF) ภายใต
ศักยไฟฟากระทําที่ผิวบนของวัสดุ PVDF ชั้นบนเทากับ 0.5 โวลต และที่ผิวลางของวัสดุ PVDF ชั้นลางเทากับ     
-0.5 โวลต ของงานวิจัยนี้จะใชจํานวนเทอมสําหรับฟงกชันรูปรางของการกระจัด ,u w  เทากับ 20 เทอม จํานวน
เทอมสําหรับฟงกชันรูปรางของศักยไฟฟา φ  เทากับ 150 เทอม และแบงจํานวนชั้นของวัสดุเทากับ 6/6 
(PVDF/PVDF) ซึ่งผลการเปรียบเทียบคาการโกงตัวที่ปลายดานอิสระของคานยื่น 2 ชั้น (PVDF/PVDF) ภายใต
ศักยไฟฟาดังกลาวแสดงดังตารางที่ 4.3  
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ตารางที่ 4.3 ผลการเปรียบเทียบคาการโกงตัว (เมตร) ของคานยื่น (PVDF/PVDF) ภายใตศักยไฟฟากระทํา 

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

0.553x10-7 1.24x10-7 2.21x10-7 3.45x10-7

-

2.21x10-70.14x10-7 0.55x10-7 1.24x10-7 3.45x10-7

3.15x10-7-

0.132x10-7 3.3x10-72.11x10-71.19x10-70.528x10-7

--

Tzou และ Ye (1996) 
(Shell FE)
Suleman (1995)       
(FSDT)
Suleman (1995)  
(Experiment)

ระยะตามความยาวคาน (ม.)
ผลการศึกษาโดย

Correia (2000)      
(Plate FE) 0.138x10-7 0.552x10-7 1.24x10-7 2.21x10-7 3.45x10-7

Fukunaka et al.      
(Plate FE) 0.139x10-7

 
 

 จากตารางที่ 4.3 จะเห็นวาเมื่อทําการเปรียบเทียบกับการวิเคราะหหาคําตอบโดยวิธีประมาณอื่นๆ ดัง
แสดงในตารางดังกลาวพบวามีคาใกลเคียงกันโดยที่ปลายดานอิสระของคานยื่นจะมีคาแตกตางกันประมาณ 
0.4 % และเมื่อเปรียบเทียบกับผลการทดลองของ Suleman (1995) พบวาการโกงตัวที่ปลายดานอิสระของคาน
ยื่นมีคาแตกตางกันประมาณ 9.08 % 
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4.2.2 คานยื่น 3 ชั้น (อลูมิเนียมหรือแกรไฟต-อีพอกซี/วัสดุยึดติด/PZT-4) 
 
ตัวอยางที่สองที่นํามาเปรียบเทียบเพื่อตรวจสอบความถูกตองของแบบจําลองที่ใชในงานวิจัยนี้เปน

คานยื่นที่ศึกษาโดย Saravanos และ Heyliger (1995) และ Chee, Tong และ Steven (1999) ซึ่งประกอบดวย
วัสดุ 3 ชั้น คือ ชั้นของวัสดุหลัก (อลูมิเนียมหรือแกรไฟต-อีพอกซี) ชั้นของวัสดุยึดติด และช้ันของวัสดุเพียโซ
อิเลคทริคชนิด PZT-4 ดังแสดงในรูปที่ 4.4 โครงสรางคานตัวอยางนี้จะเปรียบเทียบทั้งแบบภายใตศักยไฟฟาและ
น้ําหนักบรรทุกกระทาํ คุณสมบัติของอลูมิเนียม แกรไฟต-อีพอกซี วัสดุยึดติด และวัสดุเพียโซอิเลคทริคชนิด PZT-
4 แสดงไดดังตารางที่ 4.4 

 
รูปที่ 4.4 คานยื่น 3 ชั้น (อลูมิเนียมหรือแกรไฟต-อีพอกซี/วัสดุยึดติด/PZT-4) 
 

ตารางที่ 4.4 คุณสมบัติของอลูมิเนียม แกรไฟต-อีพอกซี วัสดุยึดติด และวัสดุเพียโซอิเลคทริคชนิด PZT-4   
(Chee และคณะ; 1999) 

Aluminum T300/934 Adhesive PZT-4
E11 (Pa) 6.8900x1010 1.3238x1011 6.9000x109 8.1300x1010

E33 (Pa) 6.8900x1010 1.0760x1010 6.9000x109 6.4500x1010

G13 (Pa) 2.7600x1010 5.6500x109 2.4600x109 2.5600x1010

ν13 0.25 0.24 0.4 0.43
d31 (m.V-1) - - - -1.22x10-10

ε11 (F.m-1) - 3.0989x10-11 - 1.305965x10-8

ε33 (F.m-1) - 2.6562x10-11 - 1.15102x10-8

L (m.) 0.1524 0.1524 0.1524 0.1524
h (m.) 0.01524 0.01524 0.000254 0.001524
b (m.) 0.0254 0.0254 0.0254 0.0254  
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4.2.2.1 คานยื่น 3 ชั้น ภายใตศักยไฟฟากระทํา 
 
คานยื่นในตัวอยางนี้มีลักษระและคุณสมบัติดังรูปที่ 4.4 ของหัวขอที่ 4.2.2 ซึ่งเปนคานยื่น 3 ชั้นที่

ประกอบดวยชั้นของวัสดุหลัก (อลูมิเนียมหรือแกรไฟต-อีพอกซี) ชั้นของวัสดุยึดติด และชั้นของวัสดุเพียโซอิเลค 
ทริคชนิด PZT-4 โดยมีศักยไฟฟากระทําที่ผิวบนของชั้นวัสดุเพียโซอิเลคทริคเทากับ 12.5 กิโลโวลต และที่ผิวลาง
ของชั้นวัสดุเพียโซอิเลคทริคเทากับ 0 โวลต ดังแสดงในรูปที่ 4.5 

 
รูปที่ 4.5 คานยื่น 3 ชั้น (อลูมิเนียมหรือแกรไฟต-อีพอกซี/วัสดุยึดติด/PZT-4) ภายใตศักยไฟฟากระทํา 

 
การเปรียบเทียบผลการศึกษาในงานวิจัยนี้จะตองทําการหาจํานวนเทอมที่เหมาะสมสําหรับฟงกชัน

รูปรางของการกระจัด ,u w  และจํานวนการแบงชั้นของวัสดุที่ใชในการวิเคราะหกอน โดยที่ใชจํานวนเทอม
สําหรับฟงกชันรูปรางของศักยไฟฟา φ เทากับ 150 เทอม ดังกลาวไวแลวในหัวขอที่ 4.1 ซึ่งคาการโกงตัวที่ปลาย
ดานอิสระของคานยื่น 3 ชั้น โดยที่ชั้นของวัสดุหลักจะทดสอบดวยอลูมิเนียม (อลูมิเนียม/วัสดุยึดติด/PZT-4) 
ภายใตศักยไฟฟากระทําที่ผิวบนของวัสดุ PZT-4 เทากับ 12.5 กิโลโวลต และที่ผิวลางของวัสดุ PZT-4 เทากับ 0 
โวลต เมื่อเพิ่มจํานวนเทอมสําหรับฟงกชันรูปรางของการกระจัด ,u w  และจํานวนการแบงชั้นของวัสดุ 
(อลูมิเนียม/วัสดุยึดติด/PZT-4) แสดงดังตารางที่ 4.5 

 
ตารางที่ 4.5 คาการโกงตัว (เมตร) ที่ปลายดานอิสระของคานยื่น 3 ชั้น (อลูมิเนียม/วัสดุยึดติด/PZT-4) ภายใต
ศักยไฟฟากระทํา 

การแบงจํานวนชั้น จํานวนเทอมของการกระจัด u,w 
(Al/Adhesive/PZT-4) 5 10 20 30 

1/1/1 -3.8623x10-4 -3.8601x10-4 -3.8602x10-4 -3.8602x10-4 
2/1/1 -3.8613x10-4 -3.8592x10-4 -3.8593x10-4 -3.8593x10-4 
3/1/1 -3.8623x10-4 -3.8601x10-4 -3.8602x10-4 -3.8602x10-4 
6/1/1 -3.8631x10-4 -3.8608x10-4 -3.8610x10-4 -3.8609x10-4 
6/1/2 -3.8637x10-4 -3.8614x10-4 -3.8616x10-4 -3.8616x10-4 
9/1/1 -3.8633x10-4 -3.8610x10-4 -3.8611x10-4 -3.8611x10-4 
9/1/2 -3.8638x10-4 -3.8616x10-4 -3.8617x10-4 -3.8618x10-4 
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จากตาราที่ 4.5 จะเห็นวาคาการโกงตัวที่ปลายดานอิสระของคานยื่นจะมีคาเปล่ียนแปลงนอยมากเมื่อ
ใชจํานวนเทอมสําหรับฟงกชันรูปรางของการกระจัดเทากับ 20 เทอมและแบงจํานวนชั้นของวัสดุเทากับ 6/1/2  
(อลูมิเนียม/วัสดุยึดติด/PZT-4) ดังนั้นการวิเคราะหหาคาการโกงตัวของคานยื่น 3 ชั้น (อลูมิเนียมหรือแกรไฟต-อี
พอกซี/วัสดุยึดติด/PZT-4) ภายใตศักยไฟฟากระทําที่ผิวบนของชั้นวัสดุเพียโซอิเลคทริคเทากับ 12.5 กิโลโวลต 
และที่ผิวลางของชั้นวัสดุเพียโซอิเลคทริคเทากับ 0 โวลต ของงานวิจัยนี้จะใชจํานวนเทอมสําหรับฟงกชันรูปราง
ของการกระจัด ,u w  เทากับ 20 เทอม จํานวนเทอมสําหรับฟงกชันรูปรางของศักยไฟฟา φ  เทากับ 150 เทอม 
และแบงจํานวนชั้นของวัสดุเทากับ 6/1/2 (อลูมิเนียมหรือแกรไฟต-อีพอกซี/วัสดุยึดติด/PZT-4) ซึ่งผลการ
เปรียบเทียบคาการโกงตัวที่ปลายดานอิสระของคานยื่น 3 ชั้น (อลูมิเนียมหรือแกรไฟต-อีพอกซี/วัสดุยึดติด/PZT-
4) ภายใตศักยไฟฟาดังกลาว แสดงดังตารางที่ 4.6  

 
ตารางที่ 4.6 ผลการเปรียบเทียบคาการโกงตัว (เมตร) ที่ปลายดานอิสระของคานยื่น 3 ชั้น (อลูมิเนียมหรือ
แกรไฟต-อีพอกซี/วัสดุยึดติด/PZT-4) ภายใตศักยไฟฟากระทํา  

ผลการศึกษาโดย อลูมิเนียม/วัสดุยึดติด/PZT-4  แกรไฟต-อีพอกซี/วัสดุยึดติด/PZT-4 

Saravanos และ Heyliger (1995) -3.5x10-4 -2.25x10-4 

Chee และคณะ (1999) -3.86x10-4 -2.48x10-4 

งานวิจัยนี้ -3.8616x10-4 -2.4555x10-4 

 
จากตารางที่ 4.6 จะเห็นวาคาการโกงตัวที่ปลายดานอิสระของคานยื่น 3 ชั้น (อลูมิเนียมหรือแกรไฟต-อี

พอกซี/วัสดุยึดติด/PZT-4) ภายใตศักยไฟฟากระทําที่ผิวบนของชั้นวัสดุเพียโซอิเลคทริคเทากับ 12.5 กิโลโวลต 
และที่ผิวลางของชั้นวัสดุเพียโซอิเลคทริคเทากับ 0 โวลต ที่ไดจากงานวิจัยนี้จะมีคาแตกตางจากผลการศึกษาของ 
Chee, Tong และ Steven (1999) เพียงเล็กนอย คือ ประมาณ -0.04 % สําหรับวัสดุหลักที่เปนอลูมิเนียม และ 
1.01 % สําหรับวัสดุหลักที่เปนแกรไฟต-อีพอกซี แตเมื่อเปรียบเทียบกับผลการศึกษาของ Saravanos และ 
Heyliger (1995) จะมีคาแตกตางกันคอนขางมาก คือ ประมาณ -10.33 % สําหรับวัสดุหลักที่เปนอลูมิเนียม 
และ -9.13 % สําหรับวัสดุหลักที่เปนแกรไฟต-อีพอกซี ทั้งนี้อาจเปนผลมาจากการใชทฤษฎีการวิเคราะหและ
ฟงกชันรูปรางที่แตกตางกัน โดยที่ Chee และคณะ (1999) ใชทฤษฎีการเปลี่ยนรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนระดับ
ขั้นที่สามในการคํานวณหาคาการกระจัดและใชทฤษฎีเลเยอรไวสในการคํานวณหาคาสนามไฟฟา ฟงกชัน
รูปรางตามความยาวคานสําหรับคาการกระจัดและศักยไฟฟาใชเอลิเมนตแบบเฮอรมิทเชียนสําหรับคาน 1 มิติ  
โดยแบงเปน 5 เอลิเมนตในทิศทางตามความยาวคานและแบงชั้นของวัสดุเปน 1/1/2 สวน Saravanos และ 
Heyliger (1995) ใชทฤษฎีเลเยอรไวสในการคํานวณหาคาการกระจัดและสนามไฟฟาซึ่งเหมือนกับงานวิจัยนี้ 
แตฟงกชันรูปรางในทิศทางตามความยาวและความหนาคานของทั้งการกระจัดและศักยไฟฟาใชฟงกชันเสนตรง 
โดยแบงเปน 25 เอลิเมนตในทิศทางตามความยาวคานและแบงชั้นของวัสดุเปน 16/5/8 ซึ่งจะเห็นวาฟงกชัน
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เสนตรงที่ใชเปนฟงกชันรูปรางของการกระจัดอาจจะมีความละเอียดไมมากนักเมื่อเทียบกับใชฟงกชันแบบเฮอรมิ
ทเชียนหรือฟงกชันฟูเรียซีรีสที่ใชในงานวิจัยนี้ จึงทําใหผลลัพธที่ไดมีคาแตกตางกัน 

 
สําหรับผลของคาการโกงตัวตลอดความยาวของคานยื่น 3 ชั้น (อลูมิเนียมหรือแกรไฟต-อีพอกซี/วัสดุ

ยึดติด/PZT-4) ภายใตศักยไฟฟาที่ผิวบนของวัสดุ PZT-4 เทากับ 12.5 กิโลโวลต และที่ผิวลางของวัสดุ PZT-4 
เทากับ 0 โวลต ที่ไดจากงานวิจัยนี้เปรียบเทียบกับการศึกษาในอดีต แสดงดังรูปที่ 4.6 สําหรับวัสดุหลักที่เปน
อลูมิเนียม และรูปที่ 4.7 สําหับวัสดุหลักที่เปนแกรไฟต-อีพอกซี 
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 รูปที่ 4.6 ผลการเปรียบเทียบคาการโกงตัวของคานยื่น 3 ชั้น (อลูมิเนียม/วัสดุยึดติด/PZT-4) ภายใต
ศักยไฟฟากระทํา 
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 รูปที่ 4.7 ผลการเปรียบเทียบคาการโกงตัวของคานยื่น 3 ชั้น (แกรไฟต-อีพอกซี/วัสดุยึดติด/PZT-4) 
ภายใตศักยไฟฟากระทํา 
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4.2.2.2 คานยื่น 3 ชั้น น้ําหนักบรรทุกกระทํา 
 
คานยื่นในตัวอยางนี้มีลักษณะและคุณสมบัติดังรูปที่ 4.4 ของหัวขอที่ 4.2.2 ซึ่งเปนคานยื่น 3 ชั้นที่

ประกอบดวยชั้นของวัสดุหลัก (อลูมิเนียมหรือแกรไฟต-อีพอกซี) ชั้นของวัสดุยึดติด และชั้นของวัสดุเพียโซอิเลค 
ทริคชนิด PZT-4 โดยมีน้ําหนักบรรทุกกระทําที่ปลายดานอิสระของคานยื่นเทากับ 1000 นิวตัน ดังแสดงในรูปที่ 
4.8 สําหรับศักยไฟฟาที่ผิวบนของวัสดุเพียโซอิเลคทริคจะปลอยอิสระ สวนที่ผิวลางจะกําหนดใหเทากับ 0 โวลต  

 
รูปที่ 4.8 คานยื่น 3 ชั้น (อลูมิเนียมหรือแกรไฟต-อีพอกซี/วัสดุยึดติด/PZT-4) ภายใตน้ําหนักบรรทุก

กระทํา 
 

ในที่นี้จํานวนเทอมที่เหมาะสมสําหรับฟงกชันรูปรางของการกระจัด ,u w  และการแบงจํานวนชั้นของ
วัสดุเพื่อใชในการวิเคราะหหาคาการโกงตัวของโครงสรางตัวอยางนี้จะใชเทากับเทากับโครงสรางตัวอยางใน
หัวขอที่ 4.2.2.1 เนื่องจากมีลักษณะทางกายภาพเหมือนกัน คือ เปนคานยื่นซึ่งประกอบดวยชั้นของวัสดุหลัก 
(อลูมิเนียมหรือแกรไฟต-อีพอกซี) ชั้นของวัสดุยึดติด และชั้นของวัสดุเพียโซอิเลคทริคชนิด PZT-4 ดังนั้นการ
วิเคราะหหาคาการโกงตัวของคานยื่น 3 ชั้น (อลูมิเนียมหรือแกรไฟต-อีพอกซี/วัสดุยึดติด/PZT-4) ภายใตน้ําหนัก
บรรทุกกระทําที่ปลายดานอิสระของคานยื่นเทากับ 1000 นิวตัน ของงานวิจัยนี้จะใชจํานวนเทอมสําหรับฟงกชัน
รูปรางของการกระจัด ,u w  เทากับ 20 เทอม จํานวนเทอมสําหรับฟงกชันรูปรางของศักยไฟฟา φ  เทากับ 150 
เทอม และแบงจํานวนชั้นของวัสดุเทากับ 6/1/2 (อลูมิเนียมหรือแกรไฟต-อีพอกซี/วัสดุยึดติด/PZT-4) ซึ่งผลการ
เปรียบเทียบคาการโกงตัวที่ปลายดานอิสระของคานยื่น 3 ชั้น (อลูมิเนียมหรือแกรไฟต-อีพอกซี/วัสดุยึดติด/PZT-
4) ภายใตน้ําหนักบรรทุกกระทําดังกลาวแสดงดังตารางที่ 4.7 
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ตารางที่ 4.7 ผลการเปรียบเทียบคาการโกงตัว (เมตร) ที่ปลายดานอิสระของคานยื่น 3 ชั้น (อลูมิเนียมหรือ
แกรไฟต-อีพอกซี/วัสดุยึดติด/PZT-4) ภายใตน้ําหนักบรรทุกกระทํา 

ผลการศึกษาโดย อลูมิเนียม/วัสดุยึดติด/PZT-4  แกรไฟต-อีพอกซี/วัสดุยึดติด/PZT-4 

Saravanos และ Heyliger (1995) 1.67x10-3 1.096x10-3 

Chee และคณะ (1999) 1.59x10-3 1.04x10-3 

งานวิจัยนี้ 1.5928x10-3 1.0276x10-3 

 
จากตารางที่ 4.7 จะเห็นวาคาการโกงตัวที่ปลายดานอิสระของคานยื่น (อลูมิเนียมหรือแกรไฟต-อีพอก

ซี/วัสดุยึดติด/PZT-4) ภายใตน้ําหนักบรรทุกกระทําที่ปลายดานอิสระของคานยื่นเทากับ 1000 นิวตัน จะมี
แนวโนมเดียวกับแบบภายใตศักยไฟฟากระทําในตัวอยางที่แลว คือ ผลที่ไดจากงานวิจัยนี้จะมีคาใกลเคียงกับผล
การศึกษาของ Chee, Tong และ Steven (1999) คือ แตกตางกันประมาณ -0.18 % สําหรับวัสดุหลักที่เปน
อลูมิเนียม และ -1.19 % สําหรับวัสดุหลักที่เปนแกรไฟต-อีพอกซี และจะแตกตางจากผลการศึกษาของ 
Saravanos และ Heyliger (1995) คอนขางมาก คือ ประมาณ -4.62 % สําหรับวัสดุหลักที่เปนอลูมิเนียม และ   
-6.24 % สําหรับวัสดุหลักที่เปนแกรไฟต-อีพอกซี ทั้งนี้อาจเปนเพราะการใชทฤษฎีในการวิเคราะหและฟงกชัน
รูปรางที่แตกตางกันดังที่ไดกลาวมาแลวในตัวอยางที่แลว 

 
สําหรับผลการเปรียบเทียบการโกงตัวตลอดความยาวของคานยื่น 3 ชั้น (อลูมิเนียมหรือแกรไฟต-อีพอก

ซี/วัสดุยึดติด/PZT-4) ภายใตน้ําหนักกระทําที่ปลายดานอิสระของคานยื่นเทากับ 1000 นิวตัน แสดงดังรูปที่ 4.9 
สําหรับวัสดุหลักที่เปนอลูมิเนียม และแสดงดังรูปที่ 4.10 สําหรับวัสดุหลักที่เปนแกรไฟต-อีพอกซี และผลการ
เปรียบเทียบคาศักยไฟฟาที่เกิดขึ้นที่ผิวบนตลอดความยาวคานของวัสดุเพียโซอิเลคทริค ภายใตน้ําหนักกระทําที่
ปลายดานอิสระของคานยื่น 3 ชั้น (อลูมิเนียมหรือแกรไฟต-อีพอกซี/วัสดุยึดติด/PZT-4) เทากับ 1000 นิวตัน 
แสดงดังรูปที่ 4.11 สําหรับวัสดุหลักที่เปนอลูมิเนียม และแสดงดังรูปที่ 4.12 สําหรับวัสดุหลักที่เปนแกรไฟต-อี
พอกซี  
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 รูปที่ 4.9 ผลการเปรียบเทียบคาการโกงตัวของคานยื่น 3ชั้น (อลูมิเนียม/วัสดุยึดติด/PZT-4) ภายใต
น้ําหนักบรรทุกกระทํา 
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 รูปที่ 4.10 ผลการเปรียบเทียบคาการโกงตัวของคานยื่น 3 ชั้น (แกรไฟต-อีพอกซี/วัสดุยึดติด/PZT-4) 
ภายใตน้ําหนักบรรทุกกระทํา 
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 รูปที่ 4.11 ผลการเปรียบเทียบคาศักยไฟฟาที่เกิดขึ้นที่ผิวบนของวัสดุเพียโซอิเลคทริคของคานยื่น 3 ชั้น 
(อลูมิเนียม/วัสดุยึดติด/PZT-4) ภายใตน้ําหนักบรรทุกกระทํา 
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 รูปที่ 4.12 ผลการเปรียบเทียบคาศักยไฟฟาที่เกิดขึ้นที่ผิวบนของวัสดุเพียโซอิเลคทริคของคานยื่น 3 ชั้น 
(แกรไฟต-อีพอกซี/วัสดุยึดติด/PZT-4) ภายใตน้ําหนักบรรทุกกระทํา 
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4.3 คานจุดรองรับธรรมดา 
 
ตัวอยางโครงสรางคานจุดรองรับธรรมดาที่นํามาศึกษาเพื่อตรวจสอบความถูกตองแมนยําของแบบจํา 

ลองที่ใชในงานวิจัยนี้มี 2 ลักษณะ คือ คานจุดรองรับธรรมดา 2 ชั้นที่ประกอบดวยวัสดุเพียโซอิเลคทริคชนิด 
PZT-4 จํานวน 2 ชั้นประกบติดกัน (PZT-4/PZT-4) และคานจุดรองรับธรรมดา 2 ชั้นที่ประกอบดวยชั้นของวัสดุ
หลัก (แกรไฟต-อีพอกซี) และชั้นของวัสดุเพียโซอิเลคทริคชนิด PZT-4 (แกรไฟต-อีพอกซี/PZT-4) โดยโครงสราง
คานของทั้งสองลักษณะจะมีทั้งแบบภายใตศักยไฟฟาและน้ําหนักบรรทุกกระทํา สําหรับในกรณีคานจุดรองรับ
ธรรมดานี้ไดทําการแกปญหาแบบความเครียดระนาบ (ความกวางมากเมื่อเทียบกับความหนา) เนื่องจากผล
การศึกษาที่นํามาเปรียบเทียบเปนผลที่ไดจากการศึกษาแผนเรียบจุดรองรับธรรมดาที่มีการดัดแบบผิวทรง 
กระบอก (cylindrical bending) โดยที่จุดรองรับทั้งสองขางยาวตลอดตามความกวางของแผนเรียบ ซึ่งจะกลาว
ตามลําดับดังนี้ 
 

4.3.1 คานจุดรองรับธรรมดา 2 ชั้น (PZT-4/PZT-4) 
 
ตัวอยางที่สามที่นํามาเปรียบเทียบเพื่อตรวจสอบความถูกตองแมนยําของแบบจําลองที่ใชในงานวิจัยนี้

เปนคานจุดรองรับธรรมดาที่ศึกษาโดย Fernandes และ Pougett (2002) ซึ่งประกอบดวยวัสดุเพียโซอิเลคทริค
ชนิด PZT-4 จํานวน 2 ชั้นประกบติดกัน ดังแสดงในรูปที่ 4.13 โครงสรางตัวอยางนี้จะเปรียบเทียบทั้งแบบภายใต
ศักยไฟฟาและน้ําหนักบรรทุกกระทํา คุณสมบัติของวัสดุ PZT-4 แสดงดังตารางที่ 4.8 

 

 
รูปที่ 4.13 คานจุดรองรับธรรมดา 2 ชั้นประกบติดกัน (PZT-4/PZT-4) 
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ตารางที่ 4.8 คุณสมบัติของวัสดุเพียโซอิเลคทริคชนิด PZT-4 (Fernandes และ Pougett; 2002) 

C11 (Pa) 139x109

C12 (Pa) 77.8x109
C33 (Pa) 115x109

C13 (Pa) 74.3x109

C44 (Pa) 25.6x109

e31 (C.m-2) -5.2
e33 (C.m-2) 15.1
e15 (C.m-2) 12.7
ε11 (F.m-1) 13.06x10-9

ε33 (F.m-1) 11.51x10-9

L (m.) 0.025
h (m.) 0.0025
b (m.) 0.0125

PZT-4

 
 

4.3.1.1 คานจุดรองรับธรรมดา 2 ชั้น (PZT-4/PZT-4) ภายใตศักยไฟฟากระทํา 
 
คานจุดรองรับธรรมดาในตัวอยางนี้มีลักษณะและคุณสมบัติดังรูปที่ 4.13 ของหัวขอที่ 4.3.1 ซึ่ง

ประกอบดวยวัสดุเพียโซอิเลคทริคชนิด PZT-4 จํานวน 2 ชั้นประกบติดกัน ขั้วไฟฟาของวัสดุ PZT-4 ชั้นบนมี
ทิศทาง +z สวนขั้วไฟฟาของวสัดุ PZT-4 ชั้นลางมีทิศทาง –z โดยมีศักยไฟฟากระทําที่ผิวบนของชั้นวัสดุเพียโซ
อิเลคทริคชั้นบนเทากับ 50 โวลต และที่ผิวลางของชั้นวัสดุเพียโซอิเลคทริคชั้นลางเทากับ -50 โวลต ดังแสดงใน
รูปที่ 4.14 

 
รูปที่ 4.14 คานจุดรองรับธรรมดา 2 ชั้น (PZT-4/PZT-4) ภายใตศักยไฟฟากระทํา 

หมายเหตุ: ลูกศรในวงเล็บ ( )↑  แสดงทิศทางของขั้วไฟฟาของวัสดุ PZT-4  
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การเปรียบเทียบผลการศึกษาในงานวิจัยนี้จะตองทําการหาจํานวนเทอมที่เหมาะสมสําหรับฟงกชัน
รูปรางของการกระจัด ,u w  และจํานวนการแบงชั้นของวัสดุที่ใชในการวิเคราะหกอน โดยที่ใชจํานวนเทอม
สําหรับฟงกชันรูปรางของศักยไฟฟา φ เทากับ 150 เทอม ดังกลาวไวแลวในหัวขอที่ 4.1 ซึ่งคาการโกงตัวที่
กึ่งกลางของคานจุดรองรับธรรมดา (PZT-4/PZT-4) ภายใตศักยไฟฟากระทําที่ผิวบนของวัสดุ PZT-4 ชั้นบน
เทากับ 50 โวลต และที่ผิวลางของวัสดุ PZT-4 ชั้นลางเทากับ -50 โวลต เมื่อเพิ่มจํานวนเทอมสําหรับฟงกชัน
รูปรางของการกระจัด ,u w  และจํานวนการแบงชั้นของวัสดุ แสดงดังตารางที่ 4.9 
 

ตารางที่ 4.9 คาการโกงตัว (เมตร) ที่กึ่งกลางคานจุดรองรับธรรมดา 2 ชั้น (PZT-4/PZT-4) ภายใตศักยไฟฟา
กระทํา 

10 20 40 60
1/1 6.1664x10-7 6.163x10-7 6.1634x10-7 6.1634x10-7

2/2 5.9693x10-7 5.9656x10-7 5.9660x10-7 5.9660x10-7

4/4 5.9227x10-7 5.9188x10-7 5.9192x10-7 5.9193x10-7

6/6 5.9141x10-7 5.9102x10-7 5.9107x10-7 5.9104x10-7

8/8 5.9112x10-7 5.9072x10-7 5.9077x10-7 5.9078x10-7

10/10 5.9098x10-7 5.9058x10-7 5.9063x10-7 5.9064x10-7

จํานวนเทอมของการกระจัด u,wการแบงจํานวนชั้น 
(PZT-4/PZT-4)

 
 
จากตารางที่ 4.9 จะเห็นวาคาการโกงตัวของคานจะมีคาเปล่ียนแปลงนอยมากเมื่อใชจํานวนเทอม

สําหรับฟงกชันรูปรางของการกระจัด ,u w  เทากับ 40 เทอมและแบงจํานวนชั้นของวัสดุเปน 10/10 (PZT-
4/PZT-4) ดังนั้นการวิเคราะหหาคาการโกงตัวของคานจุดรองรับธรรมดา 2 ชั้น (PZT-4/PZT-4) ภายใต
ศักยไฟฟากระทําที่ผิวบนของวัสดุ PZT-4 ชั้นบนเทากับ 50 โวลต และที่ผิวลางของวัสดุ PZT-4 ชั้นลางเทากับ     
-50 โวลต ของงานวิจัยนี้จะใชจํานวนเทอมสําหรับฟงกชันรูปรางของการกระจัด ,u w  เทากับ 40 เทอม จํานวน
เทอมสําหรับฟงกชันรูปรางของศักยไฟฟา φ  เทากับ 150 เทอม และแบงจํานวนชั้นของวัสดุเทากับ 10/10 (PZT-
4/PZT-4) ซึ่งผลการเปรียบเทียบคาการโกงตัวที่กึ่งกลางของคานจุดรองรับธรรมดา 2 ชั้น (PZT-4/PZT-4) ภายใต
ศักยไฟฟากระทําดังกลาวแสดงดังตารางที่ 4.10  
 
ตารางที่ 4.10 ผลการเปรียบเทียบคาการโกงตัว (เมตร) ที่กึ่งกลางของคานจุดรองรับธรรมดา 2 ชั้น (PZT-4/PZT-
4) ภายใตศักยไฟฟากระทํา 

ผลการศึกษาโดย PZT-4/PZT-4  

Fernandes และ Pouget (2002) 5.80x10-7 
งานวิจัยนี้ 5.9063x10-7 
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 จากตารางที่ 4.10 ซึ่งแสดงผลการเปรียบเทียบคาการโกงตัวที่กึ่งกลางของคานจุดรองรับธรรมดา 2 ชั้น 
(PZT-4/PZT-4) ภายใตศักยไฟฟากระทําที่ผิวบนของวัสดุ PZT-4 ชั้นบนเทากับ 50 โวลต และที่ผิวลางของวัสดุ 
PZT-4 ชั้นลางเทากับ -50 โวลต ที่ไดจากงานวิจัยนี้กับผลการศึกษาของ Fernandes และ Pouget (2002) ซึ่งทํา
การวิเคราะหโดยใชแบบจําลองผสมระหวางการใชทฤษฎีการเปลี่ยนรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนในการคํานวณหา
คาการกระจัด และทฤษฎีเลเยอรไวสในการคํานวณหาคาศักยไฟฟา พบวามีคาการโกงตัวใกลเคียงกันโดยมีคา
แตกตางกันประมาณ -1.83 % 
 

4.3.1.2 คานจุดรองรับธรรมดา 2 ชั้น (PZT-4/PZT-4) ภายใตน้ําหนักบรรทุกกระทํา 
 
คานจุดรองรับธรรมดาในตัวอยางนี้มีลักษณะและคุณสมบัติดังรูปที่ 4.13 ของหัวขอที่ 4.3.1 ซึ่ง

ประกอบดวยวัสดุเพียโซอิเลคทริคชนิด PZT-4 จํานวน 2 ชั้นประกบติดกัน ขั้วไฟฟาของวัสดุ PZT-4 ชั้นบนมี
ทิศทาง +z สวนขั้วไฟฟาของวัสดุ PZT-4 ชั้นลางมีทิศทาง –z โดยมีน้ําหนักแผกระทําเทากับ 1000 นิวตัน/เมตร2 
ที่ผิวบนสุด ดังแสดงในรูปที่ 4.15 สําหรับศักยไฟฟาที่ผิวบนและผิวลางของวัสดุ PZT-4 ในแตละชั้นจะกําหนดให
เทากับ 0 โวลต  

 
รูปที่ 4.15 คานจุดรองรับธรรมดา 2 ชั้น (PZT-4/PZT-4) ภายใตน้ําหนักบรรทุกกระทํา 

หมายเหตุ: ลูกศรในวงเล็บ ( )↑  แสดงทิศทางของขั้วไฟฟา  
 

ในที่นี้จํานวนเทอมสําหรับฟงกชันรูปรางของการกระจัด ,u w  และการแบงจํานวนชั้นของวัสดุใน
โครงสรางตัวอยางนี้จะใชเทากับโครงสรางตัวอยางในหัวขอที่ 3.3.1.1 เนื่องจากมีลักษณะทางกายภาพ
เหมือนกัน คือ เปนคานจุดรองรับธรรมดาที่ประกอบดวยวัสดุเพียโซอิเลคทริคชนิด PZT-4 จํานวน 2 ชั้นประกบ
ติดกัน ดังนั้นการวิเคราะหหาคาการโกงตัวของคานจุดรองรับธรรมดา 2 ชั้น (PZT-4/PZT-4) ภายใตน้ําหนัก
บรรทุกแผกระทําที่ผิวบนสุดเทากับ 1000 นิวตัน/เมตร2 ของงานวิจัยนี้จะใชจํานวนเทอมสําหรับฟงกชันรูปราง
ของการกระจัด ,u w  เทากับ 40 เทอม จํานวนเทอมสําหรับฟงกชันรูปรางของศักยไฟฟา φ  เทากับ 150 เทอม 
และแบงจํานวนชั้นของวัสดุเทากับ 10/10 (PZT-4/PZT-4)  ซึ่งผลการเปรียบเทียบคาโกงตัวที่กึ่งกลางของคานจุด
รองรับธรรมดา 2 ชั้น (PZT-4/PZT-4) ภายใตน้ําหนักกระทําดังกลาวแสดงดังตารางที่ 4.11 
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ตารางที่ 4.11 ผลการเปรียบเทียบคาการโกงตัว (เมตร) ที่กึ่งกลางของคานจุดรองรับธรรมดา 2 ชั้น (PZT-4/PZT-
4) ภายใตน้ําหนักบรรทุกกระทํา 

ผลการศึกษาโดย PZT-4/PZT-4 

Fernandes และ Pouget (2002) -4.24x10-8 
งานวิจัยนี้ -4.1605x10-8 

 
จากตารางที่ 4.11 ซึ่งแสดงผลการเปรียบเทียบคาการโกงตัวที่กึ่งกลางของคานจุดรองรับธรรมดา 2 ชั้น 

(PZT-4/PZT-4) ภายใตน้ําหนักกระทําที่ผิวบนสุดของคานเทากับ 1000 นิวตัน/เมตร2 ที่ไดจากงานวิจัยนี้กับผล
การศึกษาของ Fernandes และ Pouget (2002) ซึ่งทําการวิเคราะหโดยใชแบบจําลองผสมระหวางการใชทฤษฎี
การเปลี่ยนรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนในการคํานวณหาคาการกระจัด และทฤษฎีเลเยอรไวสในการคํานวณหาคา
ศักยไฟฟา พบวามีคาการโกงตัวใกลเคียงกันโดยมีคาแตกตางกันประมาณ 1.87 % 
 

4.3.2 คานจุดรองรับธรรมดา 2 ชั้น (แกรไฟต-อีพอกซี/PZT-4) 
 
ตัวอยางที่ส่ีที่นํามาเปรียบเทียบเพื่อตรวจสอบความถูกตองแมนยําของแบบจําลองที่ใชในงานวิจัยนี้

เปนคานจุดรองรับธรรมดา 2 ชั้นที่ศึกษาโดย Fernamdes และ Pougett (2002) ซึ่งประกอบดวยชั้นของ
แกรไฟต-อีพอกซีและชั้นของวัสดุเพียโซอิเลคทริคชนิด PZT-4 ดังแสดงในรูปที่ 4.16 โครงสรางตัวอยางนี้จะ
เปรียบเทียบทั้งแบบภายใตศักยไฟฟาและน้ําหนักบรรทุกกระทํา โดยที่โครงสรางประกอบทั้งหมดยาว (L) เทากับ 
0.025 เมตร หนา (h) เทากับ 0.0025 เมตร กวาง (b) เทากับ 0.0125 เมตร และคุณสมบัติของวัสดุ PZT-4 และ
แกรไฟต-อีพอกซี แสดงดังตารางที่ 4.10  

 

 
รูปที่ 4.16 คานจุดรองรับธรรมดา 2 ชั้น (แกรไฟต-อีพอกซี/PZT-4) 
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ตารางที่ 4.12  คุณสมบัติของวัสดุเพียโซอิเลคทริคชนิด PZT-4 และแกรไฟต-อีพอกซี (Fernandes และ Pougett; 
2002) 

PZT-4 Graphite-epoxy
C11 (Pa) 139x109 134.86x109

C12 (Pa) 77.8x109 5.1563x109

C33 (Pa) 115x109 14.1329x109

C13 (Pa) 74.3x109 7.1329x109

C44 (Pa) 25.6x109 5.654x109

e31 (C.m-2) -5.2 -
e33 (C.m-2) 15.1 -
e15 (C.m-2) 12.7 -
ε11 (F.m-1) 13.06x10-9 0.031x10-9

 
 
4.3.2.1 คานจุดรองรับธรรมดา 2 ชั้น (แกรไฟตอีพอกซี/PZT-4) ภายใตศักยไฟฟากระทํา 
 
คานจุดรองรับธรรมดาในตัวอยางนี้มีลักษณะและคุณสมบัติดังรูปที่ 4.16 ของหัวขอที่ 4.3.2 ซึ่ง

ประกอบดวยชั้นของแกรไฟต-อีพอกซีและชั้นของวัสดุเพียโซอิเลคทริคชนิด PZT-4 โดยมีศักยไฟฟากระทําที่ผิว
บนของชั้นวัสดุเพียโซอิเลคทริคเทากับ 50 โวลต และที่ผิวลางของชั้นเพียโซอิเลคทริคเทากับ -50 โวลต ดังแสดง
ในรูปที่ 4.17 

 
รูปที่ 4.17 คานจุดรองรับธรรมดา 2 ชั้น (แกรไฟต-อีพอกซี/PZT-4) ภายใตศักยไฟฟากระทํา 

 
 การเปรียบเทียบผลการศึกษาในงานวิจัยนี้จะตองทําการหาจํานวนเทอมที่เหมาะสมสําหรับฟงกชัน
รูปรางของการกระจัด ,u w  และจํานวนการแบงชั้นของวัสดุที่ใชในการวิเคราะหกอน โดยที่ใชจํานวนเทอมของ
ฟงกชันรูปรางของศักยไฟฟา φ เทากับ 150 เทอม ดังกลาวไวแลวในหัวขอที่ 4.1 ซึ่งคาการโกงตัวที่กึ่งกลางคาน
ที่จุดรองรับแบบธรรมดา (แกรไฟต-อีพอกซี/PZT-4) ภายใตศักยไฟฟากระทําที่ผิวบนของวัสดุ PZT-4 เทากับ 50 
โวลต และที่ผิวลางของวัสดุ PZT-4 เทากับ -50 โวลต เมื่อเพิ่มจํานวนเทอมสําหรับฟงกชันรูปรางของการกระจัด 

,u w  และเพิ่มจํานวนการแบงชั้นของวัสดุ แสดงไดดังตารางที่ 4.13 
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ตารางที่ 4.13 คาการโกงตัว (เมตร) ที่กึ่งกลางของคานจุดรองรับแบบธรรมดา 2 ชั้น (แกรไฟต-อีพอกซี/PZT-4) 
ภายใตศักยไฟฟากระทํา 

10 20 40 60
1/1 8.4484x10-7 8.4358x10-7 8.4377x10-7 8.4379x10-7

4/1 8.4475x10-7 8.4375x10-7 8.4388x10-7 8.4390x10-7

6/2 8.4529x10-7 8.4432x10-7 8.4444x10-7 8.4446x10-7

8/2 8.4576x10-7 8.4481x10-7 8.4493x10-7 8.4495x10-7

12/3 8.4597x10-7 8.4503x10-7 8.4514x10-7 8.4516x10-7

จํานวนเทอมของการกระจัด u,wการแบงจํานวนชั้น 
(Graphite/PZT-4)

 
 
 จากตาราที่ 4.13 จะเห็นวาคาการโกงตัวของคานจะมีคาเปล่ียนแปลงนอยมากเมื่อใชจํานวนเทอม
สําหรับฟงกชันรูปรางของการกระจัดเทากับ 40 เทอมและแบงจํานวนชั้นของวัสดุเทากับ 8/2 (แกรไฟต-อีพอก
ซี/PZT-4) ดังนั้นการวิเคราะหหาคาการโกงตัวของคานจุดรองรับธรรมดา 2 ชั้น (แกรไฟต-อีพอกซี/PZT-4) 
ภายใตศักยไฟฟากระทําที่ผิวบนของวัสดุ PZT-4 เทากับ 50 โวลต และที่ผิวลางของวัสดุ PZT-4 เทากับ -50 
โวลต ของงานวจิัยนี้จะใชจํานวนเทอมสําหรับฟงกชันรูปรางของการกระจัด ,u w  เทากับ 40 เทอม จํานวนเทอม
สําหรับฟงกชันรูปรางของศักยไฟฟา φ  เทากับ 150 เทอม และแบงจํานวนชั้นของวัสดุเทากับ 8/2 (แกรไฟต-อี
พอกซี/PZT-4) ซึ่งผลการเปรียบเทียบคาการโกงตัวที่กึ่งกลางของคานจุดรองรับธรรมดา 2 ชั้น (แกรไฟต-อีพอก
ซี/PZT-4) ภายใตศักยไฟฟากระทําดังกลาวแสดงดังตารางที่ 4.14 
  
ตารางที่ 4.14 ผลการเปรียบเทียบคาการโกงตัว (เมตร) ที่กึ่งกลางของคานจุดรองรับธรรมดา 2 ชั้น (แกรไฟต-อี
พอกซี/PZT-4) ภายใตศักยไฟฟากระทํา 

ผลการศึกษาโดย แกรไฟต-อีพอกซี/PZT-4 

Fernandes และ Pouget (2002) 8.37x10-7 
งานวิจัยนี้ 8.4493x10-7 

 
จากตารางที่ 4.14 ซึ่งแสดงผลการเปรียบเทียบคาการโกงตัวที่กึ่งกลางของคานจุดรองรับธรรมดา 

(แกรไฟต-อีพอกซี/PZT-4) ภายใตศักยไฟฟากระทําที่ผิวบนของวัสดุ PZT-4 ชั้นบนเทากับ 50 โวลต และที่ผิวลาง
ของวัสดุ PZT-4 ชั้นลางเทากับ -50 โวลต ที่ไดจากงานวิจัยนี้กับผลการศึกษาของ Fernandes และ Pouget 
(2002) ซึ่งทําการวิเคราะหโดยใชแบบจําลองผสมระหวางการใชทฤษฎีการเปลี่ยนรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนใน
การคํานวณหาคาการกระจัด และทฤษฎีเลเยอรไวสในการคํานวณหาคาศักยไฟฟา พบวามีคาการโกงตัว
ใกลเคียงกันโดยมีคาแตกตางกันประมาณ -0.95 % 
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4.3.2.2 คานจุดรองรับธรรมดา 2 ชั้น (แกรไฟตอีพอกซี/PZT-4) ภายใตน้ําหนักบรรทุกกระทํา 
 
คานจุดรองรับธรรมดาในตัวอยางนี้มีลักษณะและคุณสมบัติดังรูปที่ 4.16 ของหัวขอที่ 4.3.2 ซึ่ง

ประกอบดวยชั้นของแกรไฟต-อีพอกซี และชั้นของวัสดุเพียโซอิเลคทริคชนิด PZT-4 โดยมีน้ําหนักแผกระทํา
เทากับ 1000 นิวตัน/เมตร2 ที่ผิวบนสุด ดังแสดงในรูปที่ 4.18 สําหรับศักยไฟฟาที่ผิวบนและผิวลางของวัสดุ  
PZT-4 จะกําหนดใหเทากับ 0 โวลต  

 
รูปที่ 4.18 คานจุดรองรับธรรมดา 2 ชั้น (แกรไฟต-อีพอกซี/PZT-4) ภายใตน้ําหนักบรรทุกกระทํา 

 
ในที่นี้จํานวนเทอมที่เหมาะสมสําหรับฟงกชันรูปรางของการกระจัด ,u w  และการแบงจํานวนชั้นของ

วัสดุเพื่อใชในการวิเคราะหหาคาการโกงตัวของโครงสรางตัวอยางนี้จะใชเทากับเทากับโครงสรางตัวอยางใน
หัวขอที่ 4.3.2.1 เนื่องจากมีลักษณะทางกายภาพเหมือนกัน คือ เปนคานจุดรองรับธรรมดาซึ่งประกอบดวยชั้น
ของแกรไฟต-อีพอกซี และชั้นของวัสดุเพียโซอิเลคทริคชนิด PZT-4 ดังนั้นการวิเคราะหหาคาการโกงตัวของคาน
จุดรองรับธรรมดา 2 ชั้น (แกรไฟต-อีพอกซี/PZT-4) ภายใตน้ําหนักแผกระทําเทากับ 1000 นิวตัน/เมตร2 ที่ผิว
บนสุดของงานวิจัยนี้จะใชจํานวนเทอมสําหรับฟงกชันรูปรางของการกระจัด ,u w  เทากับ 40 เทอม จํานวน
เทอมสําหรับฟงกชันรูปรางของศักยไฟฟา φ  เทากับ 150 เทอม และแบงจํานวนชั้นของวัสดุเทากับ 8/2 
(แกรไฟต-อีพอกซี/PZT-4) ซึ่งคาการโกงตัวที่กึ่งกลางของคานจุดรองรับธรรมดา 2 ชั้น (แกรไฟต-อีพอกซี/PZT-4) 
ภายใตน้ําหนักกระทําดังกลาวแสดงดังตารางที่ 4.15 

 
ตารางที่ 4.15 ผลการเปรียบเทียบคาการโกงตัว (เมตร) ที่กึ่งกลางของคานจุดรองรับธรรมดา 2 ชั้น (แกรไฟต-อี
พอกซี/PZT-4) ภายใตน้ําหนักบรรทุกกระทํา  

ผลการศึกษาโดย แกรไฟต-อีพอกซี/PZT-4 

Fernandes และ Pouget (2002) -3.95x10-8 
งานวิจัยนี้ -4.0222x10-8 
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จากตารางที่ 4.15 ซึ่งแสดงผลการเปรียบเทียบคาการโกงตัวที่กึ่งกลางของคานจุดรองรับธรรมดา 
(PZT-4/PZT-4) ภายใตน้ําหนักกระทําที่ผิวบนสุดของคานเทากับ 1000 นิวตัน/เมตร2 ที่ไดจากงานวิจัยนี้กับผล
การศึกษาของ Fernandes และ Pouget (2002) ซึ่งทําการวิเคราะหโดยใชแบบจําลองผสมระหวางการใชทฤษฎี
การเปลี่ยนรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนในการคํานวณหาคาการกระจัด และทฤษฎีเลเยอรไวสในการคํานวณหาคา
ศักยไฟฟา พบวามีคาการโกงตัวใกลเคียงกันโดยมีคาแตกตางกันประมาณ -1.83 % 
 

จากการเปรียบเทียบผลการศึกษาที่ไดจากงานวิจัยนี้กับการศึกษาในอดีตทั้งโครงสรางคานยื่น และ
คานจุดรองรับธรรมดา พบวามีคาใกลเคียงกัน โดยคาที่แตกตางกันอาจเกิดจากการใชทฤษฎีการวิเคราะหและ
ฟงกชันรูปรางที่แตกตางกันแตโดยรวมถือวาไมมากนัก ดังนั้นจึงสามารถนําแบบจําลองที่ใชในการศึกษานี้ไป
วิเคราะหคานที่ประกอบดวยวัสดุเพียโซอิเลคทริคได ซึ่งในงานวิจัยนี้ไดนําแบบจําลองดังกลาวไปประยุกตใชใน
การควบคุมการโกงตัวของคาน โดยจะหาคาศักยไฟฟาที่เหมาะสมที่สุดที่ใหแกชั้นของวัสดุเพียโซอิเลคทริคเพื่อใช
ในการควบคุมการโกงตัวของคานเพื่อใหไดรูปรางใกลเคียงกับการโกงตัวที่ตองการ ซึ่งจะแสดงในบทถัดไป 
 



บทที่ 5 
 

การควบคุมการโกงตัว 
 
5.1 วิธีการควบคุม 
 
 งานวิจัยนี้จะประยุกตใชคุณสมบัติการใหแรง (actuation) ของวัสดุเพียโซอิเลคทริคในการควบคุมการโกง
ตัวของโครงสรางคานยื่นและคานจุดรองรับธรรมดาโดยที่วัสดุเพียโซอิเลคทริคติดที่ผิวบนของคาน การควบคุมการโกง
ตัวเพื่อใหไดรูปรางตามที่ตองการ ( )w x  ในการศึกษานี้ จะกระทําโดยการปอนคาศักยไฟฟาแบบคงที่เปนชวงๆที่
เหมาะสมใหกับชั้นของวัสดุเพียโซอิเลคทริค  ดังแสดงในรูปที่ 5.1 
 

 
(ก) 

 
(ข) 

 
รูปที่ 5.1 โครงสรางคานที่ใชสําหรับควบคุมการโกงตัวเพื่อใหไดรูปรางตามที่ตองการ 

(ก) คานยื่น (ข) คานจุดรองรับธรรมดา 
 
 ดังนั้นผลลัพธของการโกงตัวเปนดังนี้ 
 
   1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )n nw x f x f x f x f xφ φ φ φ≈ + + + +  

1

( ) ( )
n

j j
j

w x f xφ
=

≈∑  



 50

 เมื่อ ( )jf x  คือ การโกงตัวของคานเมื่อใหศักยไฟฟาที่ผิวบนของวัสดุเพียโซอิเลคทริคที่ชวง j  เทากับ 1 
โวลต ซึ่งสามารถหาไดโดยอาศัยวิธีการในหัวขอที่ 3.5 และ 3.6 ของบทที่ 3  ดังแสดงในรูปที่ 5.2 (สําหรับวิธีการ
ควบคุมการโกงตัวของทั้งคานยื่นและคานจุดรองรับธรรมดาจะใชวิธีการเดียวกัน ดังนั้นจึงเลือกแสดงรูปตัวอยาง
ประกอบเฉพาะที่เปนแบบคานจุดรองรับธรรมดา)      
   

 
 
   (ก)     (ข) 

       
(ค) (ง) 
 

รูปที่ 5.2 การโกงตัวของคาน ( )f x  เมื่อใหศักยไฟฟา 1 หนวยที่ผิวบนของวัสดุเพียโซอิเลคทริคในแตละ
ชวง (ก) 1 1φ =  (ข) 2 1φ =  (ค) 3 1φ =  (ง) 1nφ =  
 
 jφ  คือ ศักยไฟฟาที่เหมาะสมที่จะตองปอนใหกับช้ันของวัสดุเพียโซอิเลคทริคที่ผิวบนในแตละชวง ซึ่งคา
ศักยไฟฟาที่เหมาะสมนี้สามารถหาไดโดยอาศัยวิธีการถวงน้ําหนักเศษตกคาง (weighted residuals) ดังนี้  
 

   
1

( ) 0
n

i j j
jx

W w x f dxφ
=

⎡ ⎤
− =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑∫     (5.1) 

 
โดยที่ 

 
   iW        คือ ฟงกชันน้ําหนัก (weight function) 

   ( )w x  คือ ฟงกชันรูปรางที่ตองการ 
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   jφ  คือ ศักยไฟฟาที่ตองการหา  
   jf  คือ การโกงตัวของคาน เมื่อให  1jφ =  โวลต 
   n  คือ จํานวนชวงของวัสดุเพียโซอิเลคทริค 
 

  เมื่อ , 1, 2,...,i j n=  
 
 การกําหนดฟงกชันน้ําหนักสามารถใชไดหลายแบบ เชน ฟงกชันโพลิโนเมียล  2(1, , ,..., )nx x x  หรือ
ฟงกชันของการกระจัดเนื่องจากศักยไฟฟา 1 2 3( , , ,..., )nf f f f  เปนตน สําหรับงานวิจัยนี้เลือกใชฟงกชันของการ
กระจัดเนื่องจากศักยไฟฟา การหาคาศักยไฟฟาที่เหมาะสมที่สุดเพื่อใหไดรูปรางตามที่ตองการจะอาศัยการแกสมการ
ที่ (5.1) ซึ่งสามารถเขียนใหอยูในรูปเมตริกไดดังนี้ 
 

11 12 13 1 1 1

21 22 23 2 2 2

31 32 33 3 3 3

1 2 3

n

n

n

n n n nn n n

a a a a b
a a a a b
a a a a b

a a a a b

φ
φ
φ

φ

⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

   

 
หรือ  { } { }ij j ia bφ⎡ ⎤ =⎣ ⎦    (5.2) 

 
โดยที่ 
 

0

L

ij i ja f f dx= ∫  

0

( )
L

i ib f w x dx= ∫  

 
  เมื่อ , 1, 2,...,i j n=   
 
 ลําดับตอไปจะอาศัยหลักการดังกลาวขางตนนี้เพื่อหาคาศักยไฟฟาที่เหมาะสมที่จะตองปอนใหกับช้ันของ
วัสดุเพียโซอิเลคทริคที่ผิวบนในแตละชวง เพื่อใชในการควบคุมการโกงตัวของโครงสรางคานยื่นและคานจุดรองรับ
ธรรมดา โดยในงานวิจัยนี้จะพิจารณาชั้นของวัสดุเพียโซอิเลคทริคเปนชวงๆเทาๆกันตลอดความยาวคาน เริ่มตั้งแต 1 
ถึง 8 ชวง เพื่อพิจารณาเปรียบเทียบผลการควบคุมวาแตกตางกันอยางไร 
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5.2 คานยื่น 
 
 โครงสรางตัวอยางของคานยื่นที่จะทําการควบคุมการโกงตัวในงานวิจัยนี้ จะมีลักษณะเชนเดียวกับ
โครงสรางตัวอยางที่ 4.2.2 ของบทที่ 4 ซึ่งเปนโครงสรางคานที่ประกอบดวยชั้นของวัสดุ 3 ชั้น คือ ชั้นของอลูมิเนียม
หนา 0.01524 เมตร ชั้นของวัสดุยึดติดหนา 0.000254 เมตร และชั้นของวัสดุเพียโซอิเลคทริคชนิด PZT-4 หนา 
0.001524 เมตร ทุกชั้นของวัสดุยาวเทากับ 0.1524 เมตร โดยที่คุณสมบัติของวัสดุแตละชนิดแสดงดังตารางที่ 4.4 
ของบทที่ 4 พฤติกรรมของโครงสรางคานยื่นนี้จะสมมติเปนแบบความเคนระนาบ (plane stress) ตามแบบการศึกษา
ในอดีต สําหรับการควบคุมการโกงตัวในการศึกษานี้ชั้นของวัสดุเพียโซอิเลคทริคจะถูกแบงออกเปนชวงๆและ
กําหนดใหผิวลางของวัสดุเพียโซอิเลคทริคของทุกชวงมีศักยไฟฟาเทากับศูนยโวลต ดังแสดงในรูปที่ 5.3 จากนั้นจึงทํา
การคํานวณหาคาศักยไฟฟาที่ผิวบนของชั้นวัสดุเพียโซอิเลคทริคในแตละชวงที่ทําใหเกิดการโกงตัวใกลเคียงกับการ
โกงตัวที่ตองการโดยใชวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางตามที่ไดกลาวไวในหัวขอ 5.1 

 
รูปที่ 5.3 ลักษณะโครงสรางคานยื่นที่จะทําการควบคุมการโกงตัว  

 
 ในการคํานวณหาการโกงตัวดวยวิธีเลเยอรไวสนี้จะพิจารณาแบงโครงสรางออกเปนชั้นๆ จํานวน 6/2/1 
(อลูมิเนียม/วัสดุยึดติด/PZT-4) และเลือกใชจํานวนเทอมของฟงกชันรูปรางในทิศทางตามความยาวคาน (แกน x) 
สําหรับการกระจัด ,u w  และศักยไฟฟา φ เทากับ 20 เทอมและ 150 เทอมตามลําดับ ซึ่งการควบคุมการโกงตัวของ
คานยื่นนี้จะกําหนดรูปแบบการโกงตัวที่ตองการขึ้น 3 แบบ คือ แบบเสนตรง แบบกําลังสอง และแบบกําลังสาม 
จากนั้นจะทําการคํานวณหาคาศักยไฟฟา φ  ที่เหมาะสมสําหรับกรณีการแบงชวงตั้งแต 1 จนถึง 8 ชวง ผลลัพธที่ได
จะแสดงในลําดับตอไป 
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5.2.1 การโกงตัวแบบเปนสนตรง 
 
 ตัวอยางนี้กําหนดใหฟงกชันการโกงตัวของคานยื่นที่ตองการ (Expected) เปนแบบเสนตรงและมีคาเทากับ 
X/10000 เมตร ซึ่งผลของการคํานวณคาศักยไฟฟา φ  ที่เหมาะสมสําหรับการแบงจํานวนชวงของชั้นวัสดุเพียโซ
อิเลคทริคตั้งแต 1 ถึง 8 ชวง และรูปรางการโกงตัวที่ได (obtained) จากคาศักยไฟฟาดังกลาวแสดงไวในรูปที่ 5.4 ถึง 
5.11 สวนผลของคาคลาดเคลื่อนระหวางการโกงตัวที่ตองการกับการโกงตัวที่เกิดจากการปอนศักยไฟฟาที่ผิวบนของ
วัสดุเพียโซอิเลคทริคเมื่อแบงวัสดุเพียโซอิเลคทริคตั้งแต 1-8 ชวง ซึ่งคํานวณจากการอินติเกรทผลตางของคาการโกง
ตัวทั้งสองยกกําลังสองตลอดความยาวคานแสดงไวในรูปที่ 5.12 จากผลที่ไดพบวาการควบคุมการโกงตัวแบบเปน
เสนตรงของคานยื่นที่ปลายดานยึดแนนจะทําไดเพียงคาที่ใกลเคียงเทานั้น เนื่อง จากความเปนจริงของลักษณะการ
โกงตัวของคานยื่นที่ปลายดานยึดแนนนั้นจะไมเปนเสนตรง ทําใหผลที่ไดมีความคลาดเคลื่อนอยูบาง ดังนั้นจํานวน
ชวงของวัสดุเพียโซอิเลคทริคที่เหมาะสมเพื่อควบคุมการโกงตัวใหใกลเคียงกับที่ตองการนั้น ควรจะแบงใหมากที่สุด
เทาที่จะทําไดเพื่อใหการโกงตัวดานที่ปลายยึดแนนมีคาใกลเคียงกับการโกงตัวที่ตองการมากที่สุด ซึ่งงานวิจัยนี้ใช
เทากับ 8 ชวง 
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รูปที่ 5.4 การควบคุมการโกงตัวแบบเสนตรงของคานยื่นเมื่อพิจารณาเปน 1 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.5 การควบคุมการโกงตัวแบบเสนตรงของคานยื่นเมื่อพิจารณาเปน 2 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.6 การควบคุมการโกงตัวแบบเสนตรงของคานยื่นเมื่อพิจารณาเปน 3 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.7 การควบคุมการโกงตัวแบบเสนตรงของคานยื่นเมื่อพิจารณาเปน 4 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.8 การควบคุมการโกงตัวแบบเสนตรงของคานยื่นเมื่อพิจารณาเปน 5 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.9 การควบคุมการโกงตัวแบบเสนตรงของคานยื่นเมื่อพิจารณาเปน 6 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.10 การควบคุมการโกงตัวแบบเสนตรงของคานยื่นเมื่อพิจารณาเปน 7 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.11 การควบคุมการโกงตัวแบบเสนตรงของคานยื่นเมื่อพิจารณาเปน 8 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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 รูปที่ 5.12 คาคลาดเคลื่อนของการโกงตัวแบบเสนตรงของคานยื่นเมื่อแบงวัสดุเพียโซอิเลคทริคตั้งแต 1-8 
ชวง 
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5.2.2 การโกงตัวแบบยกกําลังสอง 
 

ตัวอยางนี้กําหนดใหฟงกชันการโกงตัวของคานยื่นที่ตองการ (Expected) แบบยกกําลังสองและมีคาเทากับ 
X2/(10000L) เมตร ซึ่งผลของการคํานวณคาศักยไฟฟา φ  ที่เหมาะสมสําหรับการแบงจํานวนชวงของชั้นวัสดุเพียโซ
อิเลคทริคตั้งแต 1 ถึง 8 ชวง และรูปรางการโกงตัวที่ได (obtained) จากคาศักยไฟฟาดังกลาวแสดงไวในรูปที่ 5.13 ถึง 
5.20 สวนผลของคาคลาดเคลื่อนระหวางการโกงตัวที่ตองการกับการโกงตัวที่เกิดจากการปอนศักยไฟฟาที่ผิวบนของ
วัสดุเพียโซอิเลคทริคเมื่อแบงวัสดุเพียโซอิเลคทริคตั้งแต 1-8 ชวง ซึ่งคํานวณจากการอินติเกรทผลตางของคาการโกง
ตัวทั้งสองยกกําลังสองตลอดความยาวคานแสดงไวในรปูที่ 5.21 จากผลที่ไดพบวาสามารถปอนคาศักยไฟฟาแก
วัสดุเพียโซอิเลคทริคเพียงชวงเดียวก็จะมีคาใกลเคียงกับคาการโกงตัวที่ตองการ แตถายิ่งเพิ่มจํานวนชวงของวัสดุเพีย
โซอิเลคทริคมากขึ้นการโกงตัวที่เกิดขึ้นจากการปอนศักยไฟฟาแกวัสดุเพียโซอิเลคทริคจะมีคาใกลเคียงกับการโกงตัว
ที่ตองการมากขึ้น  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 64

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
-600

-500

-400

-300

-200

-100

0

Distance X/L

V
ol

ta
ge

 (
vo

lts
)

-4.935074e+02

 
(ก) 

 

0.0E+00

2.0E-06

4.0E-06

6.0E-06

8.0E-06

1.0E-05

1.2E-05

1.4E-05

1.6E-05

1.8E-05

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

Distance X/L 

D
ef

le
ct

io
n 

(m
.)

Expected
Obtained

 
(ข) 

 
รูปที่ 5.13 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังสองของคานยื่นเมื่อพิจารณาเปน 1 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.14 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังสองของคานยื่นเมื่อพิจารณาเปน 2 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.15 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังสองของคานยื่นเมื่อพิจารณาเปน 3 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.16 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังสองของคานยื่นเมื่อพิจารณาเปน 4 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.17 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังสองของคานยื่นเมื่อพิจารณาเปน 5 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.18 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังสองของคานยื่นเมื่อพิจารณาเปน 6 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
 
 
 
 
 
 



 70

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
-600

-500

-400

-300

-200

-100

0

Distance X/L

V
ol

ta
ge

 (
vo

lts
)

-4.980809e+02 

-4.891969e+02 -4.916458e+02

-4.934822e+02 -4.923085e+02

-4.923874e+02

-4.924995e+02

 
(ก) 

 

0.0E+00

2.0E-06

4.0E-06

6.0E-06

8.0E-06

1.0E-05

1.2E-05

1.4E-05

1.6E-05

1.8E-05

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

Distance X/L

D
ef

le
ct

io
n 

(m
.)

Expected
Obtained

 
(ข) 

  
รูปที่ 5.19 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังสองของคานยื่นเมื่อพิจารณาเปน 7 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.20 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังสองของคานยื่นเมื่อพิจารณาเปน 8 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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 รูปที่ 5.21 คาคลาดเคลื่อนของการโกงตัวแบบยกกําลังสองของคานยื่นเมื่อแบงวัสดุเพียโซอิเลคทริคตั้งแต 
1-8 ชวง 
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5.2.3 การโกงตัวแบบยกกําลังสาม 
 

ตัวอยางนี้กําหนดฟงกชันการโกงตัวของคานยื่นที่ตองการ (Expected) เปนแบบยกกําลังสามและมีคา
เทากับ X3/(10000L2) เมตร ซึ่งผลของการคํานวณคาศักยไฟฟา φ  ที่เหมาะสมสําหรับการแบงจํานวนชวงของชั้น
วัสดุเพียโซอิเลคทริคตั้งแต 1 ถึง 8 ชวง และรูปรางการโกงตัวที่ได (obtained) จากคาศักยไฟฟาดังกลาวแสดงไวในรูป
ที่ 5.22 ถึง 5.29 สวนผลของคาคลาดเคลื่อนระหวางการโกงตัวที่ตองการกับการโกงตัวที่เกิดจากการปอนศักยไฟฟาที่
ผิวบนของวัสดุเพียโซอิเลคทริคเมื่อแบงวัสดุเพียโซอิเลคทริคตั้งแต 1-8 ชวง ซึ่งคํานวณจากการอินติเกรทผลตางของ
คาการโกงตัวทั้งสองยกกําลังสองตลอดความยาวคานแสดงไวในรูปที่ 5.30 จากผลที่ไดพบวาเมื่อจํานวนชวงของ
วัสดุเพียโซอิเลคทริคมีคาตั้งแต 4 ชวงขึ้นไปคาการโกงตัวก็คอนขางที่จะใกลเคียงกับที่ตองการ และเมื่อเพิ่มจํานวน
ชวงของวัสดุเพียโซอิเลคทริคมากขึ้นการโกงตัวที่เกิดขึ้นจากการปอนศักยไฟฟาแกวัสดุเพียโซอิเลคทริคจะมีคา
ใกลเคียงกับการโกงตัวที่ตองการมากขึ้น  
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รูปที่ 5.22 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังสามของคานยื่นเมื่อพิจารณาเปน 1 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.23 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังสามของคานยื่นเมื่อพิจารณาเปน 2 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.24 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังสามของคานยื่นเมื่อพิจารณาเปน 3 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.25 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังสามของคานยื่นเมื่อพิจารณาเปน 4 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.26 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังสามของคานยื่นเมื่อพิจารณาเปน 5 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.27 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังสามของคานยื่นเมื่อพิจารณาเปน 6 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.28 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังสามของคานยื่นเมื่อพิจารณาเปน 7 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.29 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังสามของคานยื่นเมื่อพิจารณาเปน 8 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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 รูปที่ 5.30 คาคลาดเคลื่อนของการโกงตัวแบบยกกําลังสามของคานยื่นเมื่อแบงวัสดุเพียโซอิเลคทริคตั้งแต 
1-8 ชวง 
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5.3 คานจุดรองรับธรรมดา 
 
 โครงสรางตัวอยางของคานจุดรองรับธรรมดาที่ทําการควบคุมการโกงตัวในงานวิจัยนี้ จะมีลักษณะ
เชนเดียวกับโครงสรางตัวอยางที่ 4.3.2 ของบทที่ 4 ซึ่งเปนโครงสรางคานที่ประกอบดวยชั้นของวัสดุ 2 ชั้น คือ ชั้นลาง
เปนแกรไฟต-อีพอกซีหนา 0.002 เมตรและชั้นบนเปนวัสดุเพียโซอิเลคทริคชนิด PZT-4 หนา 0.0005 เมตร ทุกชั้นของ
วัสดุยาวเทากับ 0.025 เมตร โดยที่คุณสมบัติของวัสดุแตละชนิดแสดงดังตารางที่ 4.12 ของบทที่ 4  พฤติกรรมของ
โครงสรางคานจุดรองรับธรรมดานี้จะสมมติเปนแบบความเครียดระนาบระนาบ (plane strain) ตามแบบการศึกษาใน
อดีต สําหรับการควบคุมการโกงตัวในการศึกษานี้ชั้นของวัสดุเพียโซอิเลคทริคจะถูกแบงออกเปนชวงๆและกําหนดให
ผิวลางของวัสดุเพียโซอิเลคทริคของทุกชวงมีศักยไฟฟาเทากับศูนยโวลต ดังแสดงในรูปที่ 5.31 จากนั้นจึงทําการ
คํานวณหาคาศักยไฟฟาที่ผิวบนของชั้นวัสดุเพียโซอิเลคทริคในแตละชวงที่ทําใหเกิดการโกงตัวใกลเคียงกับการโกงตัว
ที่ตองการโดยใชวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางตามที่ไดกลาวไวในหัวขอ 5.1 

 
รูปที่ 5.31 ลักษณะโครงสรางคานจุดรองรับธรรมดาที่จะทําการควบคุมการโกงตัว 

 
ในการคํานวณหาการโกงตัวดวยวิธีเลเยอรไวสนี้จะพิจารณาแบงโครงสรางออกเปนชั้นๆ จํานวน 8/2 

(แกรไฟต-อีพอกซี/PZT-4) และเลือกใชจํานวนเทอมของฟงกชันรูปรางในทิศทางตามความยาวคาน (แกน x) สําหรับ
การกระจัด ,u w  และศักยไฟฟา φ เทากับ 40 เทอมและ 150 เทอมตามลําดับ ซึ่งการควบคุมการโกงตัวของคานจุด
รองรับธรรมดานี้จะกําหนดรูปแบบการโกงตัวที่ตองการขึ้น 3 แบบ คือ แบบกําลังสอง แบบกําลังสาม และแบบยก
กําลังส่ี จากนั้นจะทําการคํานวณหาคาศักยไฟฟา φ  ที่เหมาะสมสําหรับกรณีการแบงชวงตั้งแต 1 จนถึง 8 ชวง 
ผลลัพธที่ไดจะแสดงในลําดับตอไป 
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5.3.1 การโกงตัวแบบยกกําลังสอง 
 

ตัวอยางนี้กําหนดฟงกชันการโกงตัวของคานจุดรองรับธรรมดาที่ตองการ (Expected) เปนแบบยกกําลังสอง
และมีคาเทากับ X(L-X) เมตร ซึ่งผลของการคํานวณคาศักยไฟฟา φ  ที่เหมาะสมสําหรับการแบงจํานวนชวงของชั้น
วัสดุเพียโซอิเลคทริคตั้งแต 1 ถึง 8 ชวง และรูปรางการโกงตัวที่ได (obtained) จากคาศักยไฟฟาดังกลาวแสดงไวในรูป
ที่ 5.32 ถึง 5.39 สวนผลของคาคลาดเคลื่อนระหวางการโกงตัวที่ตองการกับการโกงตัวที่เกิดจากการปอนศักยไฟฟาที่
ผิวบนของวัสดุเพียโซอิเลคทริคเมื่อแบงวัสดุเพียโซอิเลคทริคตั้งแต 1-8 ชวง ซึ่งคํานวณจากการอินติเกรทผลตางของ
คาการโกงตัวทั้งสองยกกําลังสองตลอดความยาวคานแสดงไวในรูปที่ 5.40 จากผลที่ไดพบวาสามารถปอนคา
ศักยไฟฟาแกวัสดุเพียโซอิเลคทริคเพียงชวงเดียวก็จะมีคาใกลเคียงกับคาการโกงตัวที่ตองการ และถายิ่งเพิ่มจํานวน
ชวงของวัสดุเพียโซอิเลคทริคมากขึ้นการโกงตัวที่เกิดขึ้นจากการปอนศักยไฟฟาแกวัสดุเพียโซอิเลคทริคจะมีคา
ใกลเคียงกับการโกงตัวที่ตองการมากขึ้น  
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รูปที่ 5.32 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังสองของคานจุดรองรับธรรมดาเมื่อพิจารณาเปน 1 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.33 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังสองของคานจุดรองรับธรรมดาเมื่อพิจารณาเปน 2 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.34 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังสองของคานจุดรองรับธรรมดาเมื่อพิจารณาเปน 3 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.35 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังสองของคานจุดรองรับธรรมดาเมื่อพิจารณาเปน 4 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.36 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังสองของคานจุดรองรับธรรมดาเมื่อพิจารณาเปน 5 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.37 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังสองของคานจุดรองรับธรรมดาเมื่อพิจารณาเปน 6 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.38 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังสองของคานจุดรองรับธรรมดาเมื่อพิจารณาเปน 7 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.39 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังสองของคานจุดรองรับธรรมดาเมื่อพิจารณาเปน 8 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.40 คาคลาดเคลื่อนของการโกงตัวแบบยกกําลังสองของคานจุดรองรับธรรมดาเมื่อแบงวัสดุเพียโซ

อิเลคทริคตั้งแต 1-8 ชวง 
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5.3.2 การโกงตัวแบบยกกําลังสาม 
 

ตัวอยางนี้กําหนดฟงกชันการโกงตัวของคานจุดรองรับธรรมดาที่ตองการ (Expected) เปนแบบยกกําลัง
สามและมีคาเทากับ X2(L-X) เมตร ซึ่งผลของการคํานวณคาศักยไฟฟา φ  ที่เหมาะสมสําหรับการแบงจํานวนชวงของ
ชั้นวัสดุเพียโซอิเลคทริคตั้งแต 1 ถึง 8 ชวง และรูปรางการโกงตัวที่ได (obtained) จากคาศักยไฟฟาดังกลาวแสดงไวใน
รูปที่ 5.41 ถึง 5.48 สวนผลของคาคลาดเคลื่อนระหวางการโกงตัวที่ตองการกับการโกงตัวที่เกิดจากการปอน
ศักยไฟฟาที่ผิวบนของวัสดุเพียโซอิเลคทริคเมื่อแบงวัสดุเพียโซอิเลคทริคตั้งแต 1-8 ชวง ซึ่งคํานวณจากการอินติเกรท
ผลตางของคาการโกงตัวทั้งสองยกกําลังสองตลอดความยาวคานแสดงไวในรูปที่ 5.49 จากผลที่ไดพบวาเมื่อจํานวน
ชวงของวัสดุเพียโซอิเลคทริคมีคาตั้งแต 6 ชวงขึ้นไปคาการโกงตัวก็คอนขางที่จะใกลเคียงกับที่ตองการ และเมื่อเพิ่ม
จํานวนชวงของวัสดุเพียโซอิเลคทริคมากขึ้นการโกงตัวที่เกิดขึ้นจากการปอนคาศักยไฟฟาแกวัสดุเพียโซอิเลคทริคจะมี
คาใกลเคียงกับการโกงตัวที่ตองการมากขึ้น 
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รูปที่ 5.41 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังสามของคานจุดรองรับธรรมดาเมื่อพิจารณาเปน 1 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.42 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังสามของคานจุดรองรับธรรมดาเมื่อพิจารณาเปน 2 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.43 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังสามของคานจุดรองรับธรรมดาเมื่อพิจารณาเปน 3 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.44 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังสามของคานจุดรองรับธรรมดาเมื่อพิจารณาเปน 4 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.45 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังสามของคานจุดรองรับธรรมดาเมื่อพิจารณาเปน 5 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.46 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังสามของคานจุดรองรับธรรมดาเมื่อพิจารณาเปน 6 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.47 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังสามของคานจุดรองรับธรรมดาเมื่อพิจารณาเปน 7 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.48 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังสามของคานจุดรองรับธรรมดาเมื่อพิจารณาเปน 8 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.49 คาคลาดเคลื่อนของการโกงตัวแบบยกกําลังสามของคานจุดรองรับธรรมดาเมื่อแบงวัสดุเพียโซ

อิเลคทริคตั้งแต 1-8 ชวง 
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5.3.3 การโกงตัวแบบยกกําลังส่ี 
 
 ตัวอยางนี้กําหนดฟงกชันการโกงตัวของคานจุดรองรับธรรมดาที่ตองการ (Expected) เปนแบบยกกําลังส่ี
และมีคาเทากับ X3(L-X) เมตร ซึ่งผลของการคํานวณคาศักยไฟฟา φ  ที่เหมาะสมสําหรับการแบงจํานวนชวงของชั้น
วัสดุเพียโซอิเลคทริคตั้งแต 1 ถึง 8 ชวง และรูปรางการโกงตัวที่ได (obtained) จากคาศักยไฟฟาดังกลาวแสดงไวในรูป
ที่ 5.50 ถึง 5.57 สวนผลของคาคลาดเคลื่อนระหวางการโกงตัวที่ตองการกับการโกงตัวที่เกิดจากการปอนศักยไฟฟาที่
ผิวบนของวัสดุเพียโซอิเลคทริคเมื่อแบงวัสดุเพียโซอิเลคทริคตั้งแต 1-8 ชวง ซึ่งคํานวณจากการอินติเกรทผลตางของ
คาการโกงตัวทั้งสองยกกําลังสองตลอดความยาวคานแสดงไวในรูปที่ 5.58 จากผลที่ไดพบวาเมื่อจํานวนชวงของ
วัสดุเพียโซอิเลคทริคมีคาตั้งแต 6 ชวงขึ้นไปคาการโกงตัวก็คอนขางที่จะใกลเคียงกับที่ตองการ และเมื่อเพิ่มจํานวน
ชวงของวัสดุเพียโซอิเลคทริคมากขึ้นการโกงตัวที่เกิดขึ้นจากการปอนคาศักยไฟฟาแกวัสดุเพียโซอิเลคทริคจะมีคา
ใกลเคียงกับการโกงตัวที่ตองการมากขึ้น  
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รูปที่ 5.50 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังส่ีของคานจุดรองรับธรรมดาเมื่อพิจารณาเปน 1 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.51 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังส่ีของคานจุดรองรับธรรมดาเมื่อพิจารณาเปน 2 ชวง 
(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.52 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังส่ีของคานจุดรองรับธรรมดาเมื่อพิจารณาเปน 3 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.53 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังส่ีของคานจุดรองรับธรรมดาเมื่อพิจารณาเปน 4 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.54 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังส่ีของคานจุดรองรับธรรมดาเมื่อพิจารณาเปน 5 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.55 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังส่ีของคานจุดรองรับธรรมดาเมื่อพิจารณาเปน 6 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.56 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังส่ีของคานจุดรองรับธรรมดาเมื่อพิจารณาเปน 7 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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รูปที่ 5.57 การควบคุมการโกงตัวแบบยกกําลังส่ีของคานจุดรองรับธรรมดาเมื่อพิจารณาเปน 8 ชวง 

(ก) ศักยไฟฟาที่เหมาะสม (ข) การโกงตัวที่ได 
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 รูปที่ 5.58 คาคลาดเคลื่อนของการโกงตัวแบบยกกําลังส่ีของคานจุดรองรับธรรมดาเมื่อแบงวัสดุเพียโซ
อิเลคทริคตั้งแต 1-8 ชวง 

 



บทที่ 6 
 

บทสรุป 
 

งานวิจัยนี้ไดศึกษาการควบคุมการโกงตัวของคานที่ประกอบดวยวัสดุเพียโซอิเลคทริค โดยการกําหนด
ศักยไฟฟาที่เหมาะสมใหกับช้ันของวัสดุเพียโซอิเลคทริค เพื่อใหโครงสรางคานเกิดการเปลี่ยนรูปรางเปนไปตามที่
ตองการ โครงสรางคานที่พิจารณานั้นประกอบดวยชั้นของโครงสรางหลัก และชั้นของวัสดุเพียโซอิเลคทริค โดย
สมมติใหแตละชั้นยึดติดกันอยางสมบูรณและวัสดุอยูในชวงยืดหยุนเชิงเสน แบบจําลองที่พัฒนาขึ้นสําหรับ
วิเคราะหหาคาการกระจัดและศักยไฟฟาอาศัยทฤษฎีเลเยอรไวส โดยใชฟงกชันฟูเรียซีรีสแทนฟงกชันรูปรางใน
ทิศทางตามความยาวของคาน (แกน x) และใชฟงกชันประมาณของลากรานจเชิงเสนแทนฟงกชันรูปรางใน
ทิศทางตามความหนาของคาน (แกน z) การตรวจสอบความถูกตองแมนยําของแบบจําลองที่ไดพัฒนาขึ้นนี้
กระทําโดยวิเคราะหปญหาตัวอยางและเปรียบเทียบผลกับการศึกษาในอดีต หลังจากนั้นจึงประยุกตใช
แบบจําลองดังกลาวในการควบคุมการโกงตัวของโครงสรางคาน ผลที่ไดสามารถสรุปไดดังนี้  

 
ในสวนแรกเปนการพัฒนาและตรวจสอบความถูกตองแมนยําของแบบจําลองที่ใชในการวิเคราะห

พฤติกรรมโครงสรางคานที่ประกอบดวยวัสดุเพียโซอิเลคทริค โดยเปรียบเทียบกับโครงสรางตัวอยางที่ศึกษามา
ในอดีต 2 แบบ คือ โครงสรางคานยื่นและคานจุดรองรับธรรมดา  

- การเปรียบเทียบผลการศึกษาในกรณีคานยื่นจะพิจารณาแบบความเคนระนาบ เนื่องจากโครงสราง
ตัวอยางเปรียบเทียบมีความกวางนอยๆเมื่อเทียบกับความยาว ซึ่งผลลัพธที่ไดเมื่อเปรียบเทียบผลกับการศึกษา
ในอดีต พบวาคาการโกงตัวตลอดความยาวของทั้งคานยื่นที่ประกอบดวยวัสดุ PVDF 2 ชั้นประกอบติดกัน และ
คานยื่น 3 ชั้นที่ประกอบดวยชั้นของวัสดุหลัก (อลูมิเนียมหรือแกรไฟต-อีพอกซี) ชั้นของวัสดุยึดติด และชั้นวัสดุ 
PZT-4 ภายใตศักยไฟฟาและน้ําหนักบรรทุกกระทําตางๆมีคาใกลเคียงกัน และเมื่อเปรียบเทียบคาการโกงตัวที่
ปลายดานอิสระของคานยื่นของทั้งสองกรณีจะมีคาคลาดเคลื่อนประมาณ 1.2 % ทั้งนี้จะมีกรณีที่เปรียบเทียบ
กับการศึกษาของ Saravanos และ Heyliger (1995) ที่จะมีคาที่คอนขางแตกตางกัน เนื่องจากใชฟงกชันรูปราง
ในทิศทางตามความยาวและความหนาคานของการกระจัดเปนฟงกชันเสนตรงซึ่งมีความละเอียดไมมากนักเมื่อ
เทียบกับใชฟงกชันแบบเฮอรมิทเชียนของ Chee และคณะ (1999)หรือฟงกชันฟูเรียซีรีสที่ใชในงานวิจัยนี้ 

- การเปรียบเทียบผลการศึกษาในกรณีคานจุดรองรับธรรมดาจะพิจารณาแบบความเครียดระนาบ 
เนื่องจากโครงสรางตัวอยางเปรียบเทียบเปนแผนเรียบจุดรองรับธรรมดาที่มีการดัดแบบผิวทรงกระบอก 
(cylindrical bending) โดยที่จุดรองรับทั้งสองขางยาวตลอดตามความกวางของแผนเรียบ ซึ่งผลลัพธที่ไดเมื่อ
เปรียบเทียบผลกับการศึกษาในอดีต พบวาคาการโกงตัวที่กึ่งกลางของทั้งคานจุดรองรับธรรมดาประกอบดวย
วัสดุ PZT-4 2 ชั้นประกอบติดกัน และคานจุดรองรับธรรมดา 2 ชั้นที่ประกอบดวยชั้นของแกรไฟต-อีพอกซีและ
ชั้นของวัสดุ PZT-4 ภายใตศักยไฟฟาและน้ําหนักบรรทุกกระทําตางๆมีคาใกลเคียงกัน โดยมีคาคลาดเคลื่อนมาก
สุดไมเกิน 1.87 %  

จากการเปรียบเทียบคาการโกงตัวกับผลการศึกษาในอดีตทั้งแบบคานยื่นและคานจุดรองรับธรรมดาที่
ประกอบดวยวัสดุเพียโซอิเลคทริคภายใตศักยไฟฟาหรือน้ําหนักกระทําแบบตางๆ พบวาคาการโกงตัวที่ไดมีคา
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ใกลเคียงกัน โดยคาคลาดเคลื่อนที่ตางกันอาจเกิดจากการใชทฤษฎีในการวิเคราะหหรือการเลือกใชฟงกชัน
รูปรางเพื่อหาผลลัพธที่มีความละเอียดตางกัน ดังนั้นถือวาแบบจําลองที่ใชในงานวิจัยนี้สามารถนําไปวิเคราะห
คานยื่นและคานจุดรองรับธรรมดาที่ประกอบดวยวัสดุเพียโซอิเลคทริคไดเปนอยางดี 

 
สวนที่สองเปนการนําแบบจําลองที่ศึกษาในงานวิจัยนี้ไปประยุกตใชในการควบคุมการโกงตัวของคาน 

โดยอาศัยวิธีการถวงน้ําหนักเศษตกคางในการหาศักยไฟฟาที่เหมาะสมที่ใหแกผิวบนของชั้นวัสดุเพียโซอิเลคทริค
เพื่อควบคุมการโกงตัวของโครงสรางคานใหไดรูปรางตามที่ตองการ ซึ่งในที่นี้กําหนดใหศักยไฟฟาที่ผิวบนของ
วัสดุเพียโซอิเลคทริคมีคาคงที่เปนชวงๆตลอดความยาวคานและผิวลางของวัสดุเพียโซอิเลคทริคมีศักยไฟฟา
เทากับศูนยโวลต การควบคุมการโกงตัวของคานในงานวิจัยนี้มี 2 แบบ คือ การควบคุมการโกงตัวของคานยื่น 
และการควบคุมการโกงตัวของคานจุดรองรับธรรมดา 

- การควบคุมการโกงตัวของคานยื่นไดทดสอบโดยใชโครงสรางตัวอยางในหัวขอที่ 4.2.2 ของบทที่ 4 ซึ่ง
เปนโครงสรางคานที่ประกอบดวยชั้นของวัสดุ 3 ชั้น คือ ชั้นของอลูมิเนียม ชั้นวัสดุยึดติด และชั้นของวัสดุเพียโซ
อิเลคทริคชนิด PZT-4 และกําหนดคาการโกงตัวที่ตองการขึ้นมา ซึ่งในงานวิจัยนี้เลือกคาการโกงตัวที่ตองการเปน
ฟงกชันโพลิโนเมียลทั้งหมด 3 ตัวอยาง คือ แบบเสนตรง แบบยกกําลังสอง และแบบยกกําลังสาม จากนั้นทําการ
หาคาศักยไฟฟาที่ผิวบนของชั้นวัสดุเพียโซอิเลคทริคในแตละชวงที่ทําใหเกิดการโกงตัวใกลเคียงกับที่ตองการโดย
ในการศึกษานี้พิจารณาแบงวัสดุเพียโซอิเลคทริคตั้งแต 1 ชวงถึง 8 ชวง ผลที่ไดพบวาเมื่อแบงจํานวนชวงของ
วัสดุเพียโซอิเลคทริคเพิ่มขึ้น คาการโกงตัวที่เกิดจากการใหศักยไฟฟาแกวัสดุเพียโซอิเลคทริคจะมีคาใกลเคียงกับ
คาการโกงตัวที่ตองการ 

- การควบคุมการโกงตัวของคานจุดรองรับธรรมดาไดทดสอบโดยใชโครงสรางตัวอยางในหัวขอที่ 4.3.2 
ของบทที่ 4 ซึ่งเปนโครงสรางคานที่ประกอบดวยชั้นของวัสดุ 2 ชั้น คือ ชั้นของแกรไฟต-อีพอกซี และชั้นของ
วัสดุเพียโซอิเลคทริคชนิด PZT-4 และกําหนดคาการโกงตัวที่ตองการขึ้นมา ซึ่งในงานวิจัยนี้เลือกคาการโกงตัวที่
ตองการเปนฟงกชันโพลิโนเมียลทั้งหมด 3 ตัวอยาง คือ แบบยกกําลังสอง แบบยกกําลังสาม และแบบยกกําลังส่ี 
จากนั้นทําการหาคาศักยไฟฟาที่ผิวบนของชั้นวัสดุเพียโซอิเลคทริคในแตละชวงที่ทําใหเกิดการโกงตัวใกลเคียง
กับที่ตองการโดยในการศึกษานี้พิจารณาแบงวัสดุเพียโซอิเลคทริคตั้งแต 1 ชวงถึง 8 ชวง ผลที่ไดพบวาเมื่อแบง
จํานวนชวงของวัสดุเพียโซอิเลคทริคเพิ่มขึ้น คาการโกงตัวที่เกิดจากการใหศักยไฟฟาแกวัสดุเพียโซอิเลคทริคจะมี
คาใกลเคียงกับคาการโกงตัวที่ตองการ 

จากผลศึกษาตางๆดังกลาวสรุปไดวา แบบจําลองที่พัฒนาขึ้นในงานวิจัยนี้สามารถนําไปใชวิเคราะห
พฤติกรรมคานที่ประกอบดวยวัสดุเพียโซอิเลคทริคภายใตศักยไฟฟาและน้ําหนักกระทําตางๆได รวมทั้งสามารถ
นําไปประยุตใชในการควบคุมการโกงตัวของคานได โดยการใหศักยไฟฟาที่เหมาะสมที่ชั้นของวัสดุเพียโซอิเลค 
ทริค เพื่อใหโครงสรางคานเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปรางตามที่ตองการ ซึ่งคาการโกงตัวที่เกิดจากการใหศักยไฟฟา
แกวัสดุเพียโซอิเลคทริคจะมีคาใกลเคียงกับคาการโกงตัวที่ตองการมากขึ้นเมื่อแบงจํานวนชวงของวัสดุเพียโซ
อิเลคทริคเพิ่มขึ้น ทั้งนี้มีขอจํากัด คือ งานวิจัยนี้พิจารณาวัสดุที่มีพฤติกรรมอยูในชวงยืดหยุนเชิงเสน และแตละ
ชั้นของวัสดุสมมติใหยึดติดกันอยางสมบูรณเทานั้น 
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ภาคผนวก 



ภาคผนวก ก 
 

กฎของวสัดุในระนาบ 2 มติิ 
 

สมการแสดงความสัมพันธระหวางหนวยแรง (stress) ความเครียด (strain) และสนามไฟฟา (electric 
field) กับสมการแสดงความสัมพันธระหวางการกระจัดไฟฟา (electric displacement) ความเครียด (strain) 
และสนามไฟฟา (electric field) ในระบบ 3 มิติ คือ 
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โดยที่ 
 

23 32
11 11

(1 )C E ν ν−
=

∆
 

13 31
22 22

(1 )C E ν ν−
=

∆
 

12 21
33 33

(1 )C E ν ν−
=

∆
 

   21 31 23 12 32 13
12 11 22

( ) ( )C E Eν ν ν ν ν ν+ +
= =

∆ ∆
 

   31 21 32 13 12 23
13 11 33

( ) ( )C E Eν ν ν ν ν ν+ +
= =

∆ ∆
 

   32 12 31 23 21 13
23 22 33

( ) ( )C E Eν ν ν ν ν ν+ +
= =

∆ ∆
 

   44 23 55 13 66 12, ,C G C G C G= = =  
   12 21 23 32 31 13 21 32 131 2ν ν ν ν ν ν ν ν ν∆ = − − − −  
   11 22 33, ,E E E  คือ โมดูลัสยืดหยุนในทิศทาง 1, 2 และ 3 ตามลําดับ 
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ijν  คือ อัตราสวนปวซอง เมื่อ ,i j  =1,2,3 
23 13 12, ,G G G  คือ โมดูลัสแรงเฉือนในระนาบ 2-3, 1-3 และ 1-2 ตามลําดับ 

 
และ  [ ] [ ][ ]e C d=  
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⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 

 
โดยที่ 
 

d  คือ piezoelectric strain constant 
 
 สําหรับงานวิจัยนี้ศึกษาพฤติกรรมการโกงตัวของโครงสรางคาน ดังนั้นจะตองทําการลดรูปสมการใน
ระบบ 3 มิติใหกลายเปนปญหาในระนาบ 2 มิติ ซึ่งในที่นี้พิจารณาใน 2 ลักษณะ คือ แบบความเคนระนาบ และ
ความเครียดระนาบ ทั้งนี้ขึ้นอยูกับลักษณะของแตละปญหาวาจะเขากับปญหาแบบใด ดังนี้ 
 
 ความเคนระนาบ 
  
 สมการแสดงความสัมพันธระหวางหนวยแรง ความเครียด และสนามไฟฟาที่ (ก.1) สําหรับคานมีความ
กวางนอยๆเมื่อเทียบกับความยาวจะมีพฤติกรรมแบบความเคนระนาบ นั่นคือ  0yy yz xyσ σ σ= = =  และ 

0yE =  สามารถเขียนไดดังนี้ 
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 จากสมการที่ (ก.3) จะได 0yz xyS S= =  และ 23 3212

22 22 22
yy xx zz z

C eCS S S E
C C C

= − − + แลวนํา

คาที่ไดแทนกลับเขาไปในสมการที่ (ก.3) ซึ่งจะได  
 

 23 1212 12 12
11 13 31 32

22 22 22

( ) ( ) ( )xx xx zz z
C CC C CC S C S e e E

C C C
σ = − + − − −   (ก.3.ก) 

      12 23 23 23 23
13 33 33 32

22 22 22

( ) ( ) ( )zz xx zz z
C C C C CC S C S e e E

C C C
σ = − + − − −  (ก.3.ข) 

 55 152xz xz xC S e Eσ = −        (ก.3.ค) 
 
 เนื่องจาก σ zz มีคานอยมาก (Kapuria, 2001) งานวิจัยนี้จึงกําหนดให 0σ =zz  ดังนั้นสมการที่ (ก.3.

ข) จะได  
12 23 23

13 33 32
22 22

23 23 23 23
33 33

22 22

( ) ( )

( ) ( )

− −
= − +

− −
zz xx z

C C CC e e
C CS S EC C C CC C
C C

 แลวนําไปแทนในสมการที่ (ก.3.ก) จะได 

 

 

12 23 12 23
13 13

12 12 22 22
11

23 2322
33

22

23 32 12 23
33 13

12 22 22
31 32

23 2322
33

22

( )( )
( )

( )

( )( )
( )

( )

σ

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎜ ⎟= − −
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

xx xx

z

C C C CC C
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C
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C

  (ก.3.ง) 

 55 152xz xz xC S e Eσ = −        (ก.3.จ) 
 
 สามารถเขียนใหอยูในรูปเมตริกไดดังนี้ 
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  โดยที่  
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C C Ce e e E dC CC C

C
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   15 15 13 15e e G d= =       
    
 สมการแสดงความสัมพันธระหวางการกระจัดไฟฟา ความเครียด และสนามไฟฟาที่ (ก.2) เมื่อ
พิจารณาโครงสรางคานเปนแบบความเคนระนาบในระนาบ x-z นั่นคือ 0yE =  สามารถเขียนไดดังนี้ 
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 นํา 23 3212

22 22 22
yy xx zz z

C eCS S S E
C C C

= − − + , 0yz xyS S= =  จากสมการที่ (ก.3) มาแทนในสมการ

ที่ (ก.5) ซึ่งจะได 
 
  15 11x xz xD e S Eε= +       (ก.5.ก) 

  23 32 3212
31 32 33 32 33

22 22 22

( ) ( ) ( )z xx zz z
C e eCD e e S e e S E

C C C
ε= − + − + +  (ก.5.ข) 

 

 นํา 
12 23 23

13 33 32
22 22

23 23 23 23
33 33

22 22

( ) ( )

( ) ( )

− −
= − +

− −
zz xx z

C C CC e e
C CS S EC C C CC C
C C

 จากการที่กําหนดใหสมการที่ (ก.3.ข) มี

คา 0σ =zz  มาแทนในสมการที่ (ก.5.ข) จะได 
 
  15 11x xz xD e S Eε= +       (ก.5.ค) 

  

23 12 23
33 32 13

12 22 22
31 32

23 2322
33

22

23 23
33 32 33 32

32 32 22 22
33

23 2322
33

22

( )( )
( )

( )

( )( )
( )

( )
ε

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎜ ⎟= − −
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎜ ⎟+ + +
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

z xx

z

C C Ce e C
C C CD e e SC CC C

C

C Ce e e e
e e C C EC CC C

C

 (ก.5.ง) 
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 สามารถเขียนใหอยูในรูปเมตริกไดดังนี้ 
 

  15 11

31 33

0 0
20 0

ε

ε

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎧ ⎫
= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎩ ⎭⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

xxx x

xzz z

SD Ee
SD Ee

   (ก.6) 

 
  โดยที่ 
 
   15 15e e=  

   
23 32 12 23

33 13
12 22 22

31 31 32
23 2322

33
22

( )( )
( )

( )

− −
= − −

−

C e C Ce C
C C Ce e e C CC C

C

   

   11 11ε ε=    

   
23 23

33 32 33 32
32 32 22 22

33 33 33
23 2322

33
22

( )( )
( )

( )

C Ce e e e
e e C C

C CC C
C

ε ε ε
− −

= + +
−

  

 
 ดังนั้นคานที่มีความกวางนอยๆเมื่อเทียบกับความยาวจะมีพฤติกรรมแบบความเคนระนาบ ดังแสดงใน
สมการที่ (ก.4) และ (ก.6) 
 
 ความเครียดระนาบ 
  
 สมการความสัมพันธระหวางหนวยแรง ความเครียด และสนามไฟฟาที่ (ก.1) สําหรับคานมีความกวาง
มากๆเมื่อเทียบกับความยาวจะมีพฤติกรรมแบบความเครียดระนาบ นั่นคือ 0= = =yy yz xyS S S  และ 

0yE =  สามารถเขียนไดดังนี้ 
 

11 12 13 31

12 22 23 32

13 23 33 33

44 24

55 15

66

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

σ
σ
σ
σ
σ
σ

⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎡ ⎤
⎪ ⎪ ⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪= −⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎢

⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎢
⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎢
⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎢

⎢⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎩ ⎭ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎩ ⎭

xx xx

yy

zz zz

yz

xz xz

xy

C C C S e
C C C e
C C C S e

C e
C S e

C

0
⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎨ ⎬⎥
⎪ ⎪⎥
⎩ ⎭⎥
⎥
⎥

x

z

E

E
 (ก.7) 

 
 จากสมการที่ (ก.7) จะได  
 
  11 13 31σ = + −xx xx zz zC S C S e E      (ก.7.ก) 
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       13 33 33σ = + −zz xx zz zC S C S e E      (ก.7.ข) 
  55 152xz xz xC S e Eσ = −       (ก.7.ค) 

 
 เนื่องจาก σ zz มีคานอยมาก (Kapuria, 2001) งานวิจัยนี้จึงกําหนดให 0σ =zz  ดังนั้นสมการที่ (ก.7.

ข) จะได 13 33

33 33

= − +zz xx z
C eS S E
C C

 แลวนําไปแทนในสมการที่ (ก.7.ก) จะได 

 

  13 13 13
11 31 33

33 33

( ) ( )σ = − − −xx xx z
C C CC S e e E

C C
   (ก.7.ง) 

  55 152xz xz xC S e Eσ = −       (ก.7.จ) 
 
 สามารถเขียนใหอยูในรูปเมตริกไดดังนี้ 
  

  11 31

55 15

0 0
20 0

σ
σ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

xx xx x

xz xz z

S EC e
S EC e

  (ก.8) 

 
  โดยที่ 
 

   13 13
11 11

33

= −
C CC C

C
      

   55 55C C=   

   13
31 31 33

33

= −
Ce e e
C

      

   15 15e e=      
 

 สมการแสดงความสัมพันธระหวางการกระจัดไฟฟา ความเครียด และสนามไฟฟาที่ (ก.2) เมื่อ
พิจารณาโครงสรางคานเปนแบบความเครียดระนาบในระนาบ x-z นั่นคือ 0= = =yy yz xyS S S  และ 

0yE =  สามารถเขียนไดดังนี้ 
 

 
15 11

24 22

31 32 33 33

0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

0
0 0 0 0 0

2
0

ε
ε

ε

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

xx

x x
zz

y

z z
xz

S

D e E
S

D e
D e e e E

S

(ก.9) 

 นํา 13 33

33 33

= − +zz xx z
C eS S E
C C

 จากการที่กําหนดใหสมการที่ (ก.7.ข) มีคา 0σ =zz  มาแทนใน

สมการที่ (ก.9) จะได 



 125

  15 11x xz xD e S Eε= +  

  13 33 33
31 33 33

33 33

( ) ( )ε= − + +z xx z
C e eD e e S E
C C

 

 
 สามารถเขียนใหอยูในรูปเมตริกไดดังนี้ 
 

  15 11

31 33

0 0
20 0

ε

ε

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎧ ⎫
= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎩ ⎭⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

xxx x

xzz z

SD Ee
SD Ee

   (ก.10) 

 
  โดยที่ 
 
   15 15e e=  

   13
31 31 33

33

= −
Ce e e
C

       

   11 11ε ε=        

   33 33
33 33

33

ε ε= +
e e
C

 

 
 ดังนั้นคานที่มีความกวางมากๆเมื่อเทียบกับความยาวจะมีพฤติกรรมแบบความเครียดระนาบ ดังแสดง
ในสมการที่ (ก.8) และ (ก.10) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 



ภาคผนวก ข 
 

ฟงกชนัรูปรางของการกระจัด 
 
 ในงานวิจัยนี้เลือกใชฟงกชันฟูเรียซีรีสแทนฟงกชันรูปรางของการกระจัด ,u w  ในทิศทางตามความ
ยาวคานตามที่ไดแสดงไวในหัวขอที่ 3.6 ของบทที่ 3 ซึ่งลักษณะของฟงกชันรูปรางของแตละกรณีจะแยกไดดังนี้ 
 
ข.1 คานยื่น  
 
 ฟงกชันรูปรางของการกระจัด u  ในทิศทางตามความยาวคานยื่น 
 

(2 1)sin
2

π−⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

u
i

i xR
L

 

 
 ลักษณะของฟงกชันรูปรางของการกระจัด u  ในทิศทางตามความยาวคานยื่นจะเปนดังรูปที่ ข1 ซึ่งใน
ที่นี้แสดงตัวอยางลักษณะของฟงกชันรูปราง 3 ลําดับตั้งแต 1,2,3i =  ดังนี้ 
 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

i=1
i=2
i=3

 
รูปที่ ก1 ลักษณะของฟงกชันรูปรางของการกระจัด u  ในทิศทางตามความยาวคานยื่น 
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ฟงกชันรูปรางของการกระจัด w  ในทิศทางตามความยาวคานยื่น 
 

(2 1)cos 1
2

π−⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

w
i

i xR
L

 

 
ลักษณะของฟงกชันรูปรางของการกระจัด w  ในทิศทางตามความยาวคานยื่นจะเปนดังรูปที่ ข2 ซึ่งใน

ที่นี้แสดงตัวอยางลักษณะของฟงกชันรูปราง 3 ลําดับตั้งแต 1,2,3i =  ดังนี้ 
 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
-2

-1.8

-1.6

-1.4

-1.2

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

i=1
i=2
i=3

 
รูปที่ ข2 ลักษณะของฟงกชันรูปรางของการกระจัด w  ในทิศทางตามความยาวคานยื่น 
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ข.2 คานจุดรองรับธรรมดา 
 

ฟงกชันรูปรางของการกระจัด u  ในทิศทางตามความยาวคานจุดรองรับธรรมดา 
 

cosu
i

i xR
L
π⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
   

 
ลักษณะของฟงกชันรูปรางของการกระจัด u  ในทิศทางตามความยาวคานจุดรองรับธรรมดาจะเปนดัง

รูปที่ ข3 ซึ่งในที่นี้แสดงตัวอยางลักษณะของฟงกชันรูปราง 3 ลําดับตั้งแต 1,2,3i =  ดังนี้ 
   

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

i=1
i=2
i=3

 รูปที่ ข3 ลักษณะของฟงกชันรูปรางของการกระจัด u  ในทิศทางตามความยาวคานจุดรองรับธรรมดา 
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ฟงกชันรูปรางของการกระจัด w  ในทิศทางตามความยาวคานจุดรองรับธรรมดา 
 

sinw
i

i xR
L
π⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 
ลักษณะของฟงกชันรูปรางของการกระจัด w  ในทิศทางตามความยาวคานจุดรองรับธรรมดาจะเปน

ดังรูปที่ ข4 ซึ่งในที่นี้แสดงตัวอยางลักษณะของฟงกชันรูปราง 3 ลําดับตั้งแต 1,2,3i =  ดังนี้ 
 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

i=1
i=2
i=3

 
รูปที่ ข4 ลักษณะของฟงกชันรูปรางของการกระจัด w  ในทิศทางตามความยาวคานจุดรองรับธรรมดา 
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ประวัติผูเขยีนวิทยานิพนธ 
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