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 This thesis presents the utililsation of local a grid refinement (LGR) in 

conjunction with a residual error estimator for 2D thermal stress problems with a 

unstructured, cell-center finite volume method (FVM). LGR increases the accuracy and 

reduces computation costs by refining only parts of the computation domain where small 

control volumes are needed in the the h-refinement manner.      
The simplified residual error of a given control volume is estimated from the 

average discrepancy of the unknown variables at the mid-points between the 

corresponding nodes of the control volume i.e., and adjacent nodes. The interpolation 

between two adjacent nodes and the extrapolation by st1  order Taylor series from the 

node is used to identify cells for refinement in next level. The error estimator for heat 

conduction problems are calculated by temperature and by temperature and displacement 

vector components for thermal stress problems. The LGR can be terminated by setting 

number of refinement levels, percentage of adaptive area or normalized residual error.     

The program is verified by solving heat conduction and thermal stress test cases 

and the solutions are compared with the exact solutions and numerical solutions from 

Easy FEM program. It is shown that the improvements of solutions are obtained from 

LGR. When applying LGR to results of the topology design by evolutionary algorithm, 

some solutions are excluded from set of non-dominated solutions and better temperature 

distributions are observed. 
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บทที่ 1 
 

บทนํา 
 
 

ในบทนี้จะกลาวถึง ความสําคัญและที่มาของวิทยานิพนธ  รูปแบบของปญหาที่นํามาวิเคราะห  
วัตถุประสงค ขอบเขตของวิทยานิพนธ ข้ันตอนการดําเนินงาน และประโยชนที่จะไดรับจาก
วิทยานิพนธ นี ้
 
   

1.1 ความสําคัญและท่ีมาของวิทยานิพนธ  
  

ในหลายทศวรรษที่ผานมา ไดมีการนําการจําลองแบบดวยวิธีเชิงตัวเลขมาศึกษาและวิเคราะห
ปญหาทางดานวิศวกรรม เพื่อใชในการออกแบบและแกปญหาตางๆ การคํานวณดวยระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลขมีขอไดเปรียบหลายประการเมื่อเทียบกับการทดลอง เชน สามารถหาผลเฉลยของปญหาไดอยาง
รวดเร็วและแมนยําเพียงพอสําหรับการใชงานจริง  ความซับซอนในการเตรียมการที่นอยกวา สะดวก
ในการดําเนินการ และตนทุนคาใชจายที่ต่ํา อีกทั้งความกาวหนาทางเทคโนโลยีและประสิทธิภาพของ
คอมพิวเตอรที่ถูกพัฒนาขึ้นอยางรวดเร็ว ทําใหการนําความรูความเขาใจในระเบียบวิธีเชิงตัวเลขมา
ผสมผสานกับวิชากลศาสตรแขนงตางๆ รวมกับความรูทางดานภาษาคอมพิวเตอร เพื่อทําการพัฒนา
โปรแกรมคอมพิวเตอรมาใชในการแกปญหา กําลังเปนที่นิยมกันอยางแพรหลายในปจจุบัน 
 
 โดยทั่วไปทฤษฎีทางกลศาสตรในงานวิศวกรรมนั้น จะแสดงลักษณะทางกายภาพของปญหา
อยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธยอย  (Partial Differential Equations, PDEs) โดยสามารถสรางมา
จากสมการครอบคลุม สมการเฉพาะเจาะจง ภาระ เงื่อนไขเบื้องตน และเงื่อนไขขอบเขตของปญหา ซึ่ง
การหาผลเฉลยแมนตรงไมสามารถทําไดโดยงายและบางปญหาอาจหาผลเฉลยไมได จึงไดมีการนํา
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขเขามาใชในการหาผลเฉลย โดยการเปลี่ยนสมการเชิงอนุพันธยอยใหอยูในรูปของ
ระบบสมการพีชคณิต แลวทําการประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรแกระบบสมการ เพื่อหาคาประมาณ
ผลเฉลยของปญหา การเปลี่ยนสมการเชิงอนุพันธยอยเปนระบบสมการพีชคณิตมีอยูหลายวิธี เชน 
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Methods, FEM) ระเบียบวิธีผลตางอันตะ (Finite 

Different Method, FDM) และระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม (Finite Volume Methods, FVM)  
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ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่นํามาใชหาผลเฉลยไมวาจะเปนระเบียบวิธีใดก็ตาม จะตองทําการแบง
ขอบเขตของปญหา (Spatial Discretisation) ออกเปนสวนยอยๆ โดยในระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมจะ
เรียกแตละสวนยอยเหลานี้วา ปริมาตรควบคุม (Control Volume) เพื่อนําไปใชหาผลเฉลยโดยการ
ประมาณคาสมการเชิงอนุพันธยอยในปริมาตรควบคุมนี้ คาความคลาดเคลื่อน (Error,ε ) ของผลเฉลย
ที่ไดจะข้ึนอยูกับขนาดของปริมาตรควบคุม ( xδ ) เชน ถาระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใชมีอันดับความ
แมนยํา (Order of Accuracy) เทากับสอง คาความคลาดเคลื่อนของผลเฉลยจะแปรผันตามขนาดของ
สวนแบงยอยยกกําลังสอง หรือ 2xε δ∝  เปนตน 
 
 จะเห็นวาการแบงยอยขอบเขตของปญหาใหมีขนาดเล็กลง ทําใหผลเฉลยมีความถูกตองมาก
ขึ้น เมื่อลดขนาดปริมาตรควบคุมลง จนไดคําตอบที่ไมเปล่ียนแปลงอีกหรือผลเฉลยที่ไดไมขึ้นอยูกับ
ขนาดของกริด (Grid Independency) จะถือไดวาผลการคํานวณที่ไดมีความถูกตอง คือมีการลูเขา
ของผลเฉลย แตการแบงขอบเขตของปญหาใหมีขนาดเล็กสม่ําเสมอทั้งโดเมน ทําใหมีจํานวนตัวแปร
ไมทราบคาจํานวนมาก ระบบสมการพีชคณิตมีขนาดใหญทําใหตองใชหนวยความจํา (RAM) และ
เวลาในการคํานวณ (CPU Time) เพิ่มมากขึ้นดวย ดังนั้นการแบงยอยปริมาตรควบคุมใหมีขนาดเล็ก
เฉพาะบริเวณที่จําเปนจะชวยใหจํานวนตัวแปรไมทราบคามีเฉพาะที่จําเปนเทานั้น และผลเฉลยที่ไดมี
ความถูกตองเทาเทียมกับการแบงเทากันทั้งโดเมน 
 
 โครงการวิจัยนี้ เปนการเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุม
เฉพาะบริเวณ (Local Grid Refinement, LGR) เพื่อใชในการวิเคราะหการกระจายของอุณหภูมิ
เนื่องจากการนําความรอนและความเคนเนื่องจากการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ (Thermal Stress) ดวย
ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม โดยผลการคํานวณที่ไดหลังการปรับขนาดปริมาตรควบคุมแลวจะมีคาความ
ถูกตองมากขึ้น และพิจารณาเงื่อนไขที่จะนําไปเปนเงื่อนไขหยุดการปรับขนาด ทั้งนี้โปรแกรมที่ได
สามารถนํามาใชรวมกับวิธีการออกแบบทอพอโลยี (Topology Design) ของโครงสรางเพื่อใหได
คําตอบถูกตองยิ่งข้ึนได 
 

การพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรในโครงการวิจัยนี้ ไดทําการพัฒนาบนระบบปฏิบัติการลี
นุกซ (Linux) รุนทะเล (Thai Language Extension, TLE) ซึ่งเปนระบบปฏิบัติการซึ่งพัฒนาโดย
ความรวมมือระหวางองคกรตางๆ ภายในประเทศไทย โดยทําการเขียนโปรแกรมดวยภาษา C++ซึ่ง
เปนภาษาที่ไดรับความนิยมในการพัฒนาโปรแกรม  เนื่องจากระบบปฏิบัติการลีนุกซ เปน
ระบบปฏิบัติการเปด (Open Source) และเปนฟรีแวร (Free Ware) ซึ่งจะเห็นไดวาการพัฒนา
โปรแกรมคอมพิวเตอรบนระบบปฎิบัติการเปดเริ่มเปนที่แพรหลาย เพื่อไมเปนการละเมิดทรัพยสิน
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ทางปญญา ลดคาใชจายในการซื้อโปรแกรมที่มีลิขสิทธิ์ และเพื่อใหสามารถเผยแพรโปรแกรมตอไป
โดยงาย 

 
 

1.2 รูปแบบของปญหา  
 
ปญหาที่นํามาพิจารณาในโครงการวิจัยนี้ คือ ปญหาการนําความรอน และความเคนที่เกิดขึ้น

เนื่องจากอุณหภูมิในสภาวะสมดุล ของวัตถุที่มีความยืดหยุนเชิงเสน (Linear Elastic) และมีการผิด
รูปนอย (Small Deformation) สมการความสัมพันธที่นํามาพิจารณาประกอบดวย สมการอนุรักษ
โมเมนตัมเชิงเสน (Conservative of Linear Momentum) สมการอนุรักษพลังงานความรอน 
(Conservation of Energy) สมการการถายเทความรอนของฟูเรียร (Fourier’s Law) และสมการ
ความสัมพันธของความเคนและความเครียด (Stress-Strain Relationship) ในสองมิติ แลวสราง
ระบบสมการแบบจําลองทางคณิตศาตร (Mathematical Model) เมื่อไดแบบจําลองแลวจะนําไป
สรางระบบสมการพีชคณิตดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมแบบ Unstructured Grid โดยใชปริมาตร
ควบคุมสี่เหลี่ยมมุมฉาก ทั้งยังทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุม หรืออาจกลาวไดอีกอยางวาการปรับ
ขนาดกริด เฉพาะในบริเวณที่จําเปน การปรับขนาดจะพิจารณาโดยใชคาความผิดพลาดตกคางที่เกิดขึ้น
จากการคํานวณของแตละปริมาตรควบคุม แลวทําการแบงยอยปริมาตรควบคุมนั้นเปน 4 สวนเทากัน 
เพื่อเพิ่มความถูกตองของผลการคํานวณ แลวทําการเปรียบเทียบผลกับปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรงหรือ
โปรแกรมอื่นๆ ที่ไดรับการยอมรับ เพื่อตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม 

 
 

1.3 วัตถุประสงค 
 

วัตถุประสงคของวิทยานิพนธนี้ คือ  การพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับการจําลองแบบ
เชิงตัวเลขของโครงสราง 2 มิติ ที่รับภาระเชิงกลและความรอน ดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม เพื่อใหได
คําตอบที่มีความถูกตองเพิ่มมากขึ้นหลังทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุม โดยมีการวิเคราะหถึง
เงื่อนไขทีจ่ะนํามาใชกําหนดปรับขนาดและเงื่อนไขที่ใชในการหยุดการปรับขนาด 
 

ในโครงการวิจัยนี้จะทําการพัฒนาโปรแกรมดวยภาษา C++ ที่เขียนบนระบบปฏิบัติการเปด 
Linux TLE โดยประมวลผลโดยใชคําสั่ง g++ ในรูปสัญนิยมเทนเซอร (Tensor Notation) โดย
ผลลัพธที่ได คือ โปรแกรมคอมพิวเตอรที่สามารถนําไปประยุกตในการจําลองแบบปญหาโครงสราง
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ทั่วไปและยังสามารถนํามารองรับการออกแบบทอพอโลยี ดวยการขั้นตอนวิธีทางพันธุศาสตร 
(Genetic Algorithm, GA) ไดอีกดวย 
 
 

1.4 ขอบเขตของวิทยานิพนธ 
 
1. ศึกษาแบบจําลองทางคณิตศาสตรสําหรับของแข็งที่มีคุณสมบัติยืดหยุนเชิงเสน และมีการผิด
รูปนอย กรณีศึกษาการนําความรอน และความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ 
 
2. ประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรไฟไนตวอลุมเซลลเซ็นเตอร (Cell Center Finite Volume 

Method) ดวยภาษา C++ บนระบบปฏิบัติการเปด Linux TLE สําหรับปญหาสองมิติในระบบพิกัด
ฉาก ที่มีปริมาตรควบคุมสี่เหล่ียมมุมฉากแบบ Unstructured Grid โดยมีการปรับขนาดปริมาตร
ควบคุมเฉพาะบริเวณที่จําเปน โดยพิจารณาเงื่อนไขการปรับขนาดจากคาความผิดพลาดตกคางของแต
ละปริมาตรควบคุม แลวทําการแบงยอยปริมาตรควบคุมนั้นเปน 4 สวนเทากัน เพื่อใหผลการคํานวณที่
ไดมีความถูกตองเพิ่มมากข้ึน  
 
3. ทดสอบโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้น กับกรณีศึกษาการนําความรอนและความเคนที่
เกิดเนื่องจากอุณหภูมิตางๆ แลวเทียบผลเฉลยกับปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรงหรือโปรแกรมอ่ืนๆ ที่
ไดรับการยอมรับ เพื่อเปรียบเทียบความถูกตองของโปรแกรม และนําโปรแกรมที่พัฒนามาใชรวมกับ
การออกแบบทอพอโลยีโดยใชวิธีขั้นตอนทางพันธกุรรม 
 
 
1.5 ขั้นตอนการดําเนินงาน 
 
1. ศึกษาหลักการและทฤษฎีที่เกี่ยวของซึ่งประกอบดวย การสํารวจงานวิจัยที่ผานมาเก่ียวกับการ
ปรับขนาดกริดเฉพาะบริเวณ การจําลองแบบทางคณิตศาสตรสําหรับวัตถุยืดหยุนเชิงเสน สมการ
อนุรักษโมเมนตัม สมการอนุรักษพลังงาน ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมแบบ Unstructured Grid และ
การออกแบบทอพอโลย ี
 
2. ประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อหาผลเฉลยการนําความรอนดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม 
โดยใชปริมาตรควบคุมรูปสี่เหล่ียมมุมฉาก  
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3. พัฒนาโปรแกรมใหสามารถทําการแบงยอยกริดเฉพาะบริเวณได เพื่อใหไดคําตอบที่มีความ
ถูกตองเพิ่มมากข้ึน หลังการแบงยอยปริมาตรควบคุม และพิจารณาเงื่อนไขที่นํามาหยุดการปรับขนาด
ปริมาตรควบคุม 
 
4. พัฒนาโปรแกรมใหสามารถหาคาความเคนที่เกิดเนื่องจากอุณหภูมิได 
 
5. ทดสอบความความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้น เปรียบเทียบกับปญหาที่
มีผลเฉลย โดยอางอิงผลกับผลการคํานวณดวยโปรแกรมที่มีไฟไนตเอลิเมนต Easy FEM  
 
6. นําโปรแกรมที่ไดมาประยุกตใชในการออกแบบทอพอโลยี โดยใชข้ันตอนวิธีทางพันธุกรรม
สําหรับปญหาการนําความรอน 
 
7. เขียนบทความวิจัย 
 
8. สรุปผลและจัดทําวิทยานิพนธเพื่อนําเสนอ 
 
9. สอบวิทยานิพนธ 
 
 

1.6 ประโยชนท่ีจะไดรับ 
 
1. กอใหเกิดความรูความเขาใจถึงการจําลองแบบเชิงตัวเลข ดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมรวมกับ
การเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอร ที่ต้ังอยูบนสัญนิยมเทนเซอร โดยสามารถอธิบายปญหาทางกายภาพ
เปนแบบจําลองทางคณิตศาสตร และอธิบายความหมายทางกายภาพของผลลัพธได 
 
2. โปรแกรมคอมพิวเตอร ที่เขียนบนระบบปฎิบัติการ Linux สําหรับวิเคราะหการกระจายของ
อุณหภูมิเนื่องจากการนําความรอน และความเคนที่เกิดเนื่องจากอุณหภูมิในวัสดุที่มีความยืดหยุนเชิง
เสนดัวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม ซึ่งมีการทําการปรับขนาดกริดเฉพาะบริเวณ เพื่อใหไดคําตอบที่มี
ความถูกเพิ่มข้ึนโดยมีจํานวนปริมาตรควบคุมเฉพาะที่จําเปนเทานั้น 
 
3. สามารถนําโปรแกรมมาประยุกตในการออกแบบทอพอโลยีของโครงสราง โดยใชข้ันตอนวิธี
ทางพันธกุรรม สําหรับปญหาความรอนได 
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4. เปนแนวทางสําหรับการศึกษาและพัฒนาระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมแบบ Unstructured Grid 
โดยใชสัญนิยมเทนเซอร ตอไป 
 
 
 
 



บทที่ 2 
 

เอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 
 

 
2.1  บทนํา  
 
 การจําลองแบบเพื่อหาผลเฉลยของปญหาในทางวิศวกรรม เชน  ปญหาการนําความรอน การ
หาคาความเคน หรือปญหาของไหล เปนตน การกระจายตัวของปริมาณตางๆ ในแตละบริเวณของ
ขอบเขตของปญหา โดยทั่วไปจะมีขนาดที่ไมเทากัน มีทั้งบริเวณที่มีการเปล่ียนแปลงนอยและบริเวณที่
มีการเปล่ียนแปลงมาก ทั้งนี้ข้ึนอยูกับลักษณะรูปรางของโดเมน ภาระที่กระทํา เงื่อนไขเริ่มตน และ
เงื่อนไขขอบเขตของปญหา 
 
 ดังนั้นในการคํานวณหาผลเฉลยดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขตางๆ ที่ไดกลาวมา ในบริเวณที่มีการ
เปล่ียนแปลงมาก จําเปนตองใชปริมาตรควบคุมที่มีขนาดเล็กเพื่อใหคาที่คํานวณไดมีความถูกตอง
แมนยํา ในทํานองเดียวกันบริเวณที่มีการเปล่ียนแปลงของผลเฉลยนอยสามารถเลือกใชปริมาตร
ควบคุมที่มีขนาดใหญไดเพื่อลดจํานวนปริมาตรควบคุมใหนอยลง ซึ่งผลที่คํานวณไดจะมีความแมนยํา
เชนกัน จะเห็นไดวาการเลือกใชปริมาตรควบคุมที่มีขนาดใหเหมาะสมกับแตละบริเวณของปญหา จะ
ทําใหไดผลการคํานวณที่ถูกตองและมีจํานวนตัวแปรไมทราบคาเฉพาะที่จําเปนเทานั้น 
 
 ในบทนี้จะกลาวถึงงานวิจัยที่เก่ียวของกับเทคนิคและวิธีการแบงยอยกริดเฉพาะบริเวณ ซึ่ง
ประกอบดวย ลําดับขั้นการปรับขนาด  เงื่อนไขที่ใชเปนตัวบงชี้การปรับขนาด  รูปแบบการปรับขนาด
ปริมาตรควบคุม รูปแบบการแบงยอยปริมาตรควบคุม และการประมาณคาฟลักซ โดยพิจารณา
ปริมาตรควบคุมที่มีลักษณะเปนรูปสี่เหลี่ยมและรูปสามเหลี่ยมเทานั้น การศึกษาเทคนิคเหลานี้จะเปน
ประโยชนในการตัดสินใจเลือกเทคนิคที่ เหมาะสม  เพื่อหาผลเฉลยของปญหาที่พิจารณาใน
โครงการวิจัยนี ้ตอไป 
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2.2 ลําดับขั้นการปรับขนาดปริมาตรควบคุม 
 
เมื่อพิจารณาลําดับข้ันในการปรับขนาดสามารถแบงไดเปน 2 วิธี คือ การปรับขนาดกอนทํา

การคํานวณ และการปรับขนาดหลังการคํานวณ โดยมีรายละเอียดดังนี้ 
 

2.2.1 การปรับขนาดกอนการคํานวณ 
 
ในการหาผลเฉลยดวยวิธีการสรางแบบจําลองนั้น ในบางปญหาที่สามารถคาดเดาไดวาบริเวณ

ใดนาจะมีการเปล่ียนแปลงของตัวแปรมาก บริเวณนั้นก็จะถูกกําหนดใหใชปริมาตรควบคุมที่มีขนาด
เล็ก สวนในบริเวณที่มีการเปล่ียนแปลงนอยจะถูกกําหนดใหใชเปนปริมาตรควบคุมที่ใหญกวา เชน ใน
งานวิจัยของ Core et al. (2003) ทําการจําลองแบบการไหลโดยใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม เพื่อหา
คาความดันและความเร็ว ปญหาการไหลผานชอง โดยสามารถคาดเดาไดวาบริเวณที่มีการ
เปลี่ยนแปลงของการไหลสูงจะอยูบริเวณทางเขา จึงไดมีการปรับขนาดกอนการคํานวณโดยได
ปริมาตรควบคุม โดยใชปริมาตรควบคุมขนาด 22 22×  โดยมี 2 ลักษณะดังรูป 2.1 

 

 
 

                            (ก) ปริมาตรควบคุมสม่ําเสมอ                   (ข) ปรับขนาดกอนการคํานวณ 
 

รูป 2.1 การสรางกริดดวยปริมาตรควบคุมสม่ําเสมอและปริมาตรควบคุมที่ทําการปรับขนาด  
โดยใหจํานวนปริมาตรควบคุมเทากนั 

 
ผลที่ไดจากปริมาตรควบคุมทั้งสองแบบ เมื่อนําไปเปรียบเทียบผลจากการคํานวณโดยใชปริมาตร
ควบคุมสม่ําเสมอจํานวน 189 189×  ผลจากการคํานวณโดยใชปริมาตรที่ทําการปรับขนาดใหผลที่
ใกลเคียงกับผลที่ไดจากปริมาตรควบคุมสม่ําเสมอจํานวน 189 189×  ซึ่งใหผลที่ไดมีความถูกตอง
มากกวาผลจากปริมาตรควบคุมสม่ําเสมอ ที่มีจํานวนเทากัน 
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งานวิจัยอื่นที่ใชวิธีปรับขนาดปริมาตรควบคุมกอนการคํานวณ เชน Coelho and Argain 

(1997) ทําการจําลองการไหลผานทอ ที่หนาตัดมีการเปลี่ยนแปลงขนาดแบบทันทีทันใดเปน 2 ระดับ 
โดยใชปริมาตรควบคุมสี่เหลี่ยมมุมฉากที่มีหลายขนาด โดยปริมาตรควบคุมขนาดเล็กมีขนาดความยาว
ดานเทากับครึ่งหนึ่งของปริมาตรควบคุมใหญที่อยูติดกัน สวน Li and Modest (2001) ศึกษาการพา
ความรอนแบบปนปวนดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม ลักษณะปญหาเปนการไหลเขาทอโดยใชปริมาตร
ควบคุมบริเวณกลางทอและทางเขาที่มีขนาดเล็ก แปรผันตามพิกัดของปริมาตรควบคุมนั้นๆ เปนตน 

 
การปรับขนาดปริมาตรควบคุมเฉพาะบริเวณกอนการคํานวณ ทําใหผลที่ไดมีความแมนยําเพิ่ม

มากข้ึน เมื่อเทียบกับการแบงยอยแบบสม่ําเสมอที่จํานวนปริมาตรควบคุมเดียวกัน แตคําตอบที่ไดอาจ
ยังไมถูกตองเพียงพอเนื่องจากปริมาตรควบคุมที่ใชยังมีขนาดใหญอยู ทํานองเดียวกันหากคาดเดาโดย
ใชปริมาตรควบคุมที่เล็กเกินไป มีผลใหจํานวนมากเกินเปนความจําเปนได เชนเดียวกัน 

 
2.2.2 การปรับขนาดจากผลการคํานวณ 
 

การปรับขนาดปริมาตรควบคุมจากผลการคํานวณ เปนการปรับขนาดโดยใชผลของการ
คํานวณครั้งกอนมาสรางเงื่อนไข เพื่อพิจารณาปรับขนาดปริมาตรควบคุมสําหรับใชในการคํานวณครั้ง
ตอไป การปรับขนาดมีทั้งแบบการแบงยอยใหมีขนาดเล็กลงในบริเวณที่มีการเปล่ียนแปลงของผล
เฉลยสูง และการปรับใหปริมาตรควบคุมมีขนาดใหญข้ึนในบริเวณที่การเปล่ียนแปลงของผลเฉลยนอย 

 
การปรับขนาดจากผลการคํานวณ สามารถระบุบริเวณที่ตองทําการปรับขนาดไดอยางถูกตอง 

เนื่องจากเมื่อนําผลการคํานวณที่ไดมาวิเคราะหเกี่ยวกับ คาอนุพันธอันดับสอง หรือคาความผิดพลาด
ตกคางของตัวแปรไมทราบคาเปนตัวบงชี้ถึงความถูกตองของผลการคํานวณที่จุดตอดวย หากคาตัว
บงชี้มีคานอย ผลการคํานวณของจุดตอนั้นจะมีความถูกตองสูง แตหากมีคามาก จะเปนตัวแสดงวาผล
การคํานวณที่จุดตอนั้น ยังมีความผิดพลาดอยูมาก เชนกัน ซึ่งอาจกลาวไดวาเงื่อนไขที่ไดกลาวมานี้
สามารถนํามาเปนเงื่อนไขของการปรับขนาดปริมาตรควบคุมตอไปได 
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2.3 เง่ือนไขการปรับขนาด 
 
เงื่อนไขการปรับขนาดเปนผลที่ไดจากการคํานวณครั้งกอน ซึ่งจะเปนตัวบงชี้การปรับขนาด

การปรับขนาดของปริมาตรควบคุมนั้น ซึ่งสามารถหาไดจากหลายวิธี โดยเงื่อนไขการปรับขนาดตางๆ 
ที่พบจากการสํารวจงานวิจัย มีดังนี้ 

 
2.3.1 Richardson Extrapolation 

 
ในการคํานวณคาความคลาดเคลื่อนของผลการคํานวณที่ได หากพิจารณาปริมาตรควบคุมที่มี

ขนาดตางกัน แตที่ตําแหนงจุดตอเดียวกันหากผลที่ไดมีคาเทากันจะถือไดวาผลที่ไดมีความถูกตอง
แมนยํา แตหากผลที่ไดมีคาตางกันมาก ปริมาตรควบคุมนั้นจะถูกกําหนดใหปรับขนาด การพิจารณา
เงื่อนไขปรับขนาดในลักษณะนี้ คือหลักการวิธี Richardson Extrapolation ตัวอยางงานวิจัยที่ปรับ
ดวยเงื่อนไขนี้ไดแก Coelho and Argain (1997), Ziegler (1997) และวรางครัตน จันทสาโร และ
คณะ (2546) เปนตน 

 
2.3.2 Residual Error Estimation 

 
เปนการคํานวณคาความคลาดเคล่ือนของผลการคํานวณ โดยพิจารณาคาตัวแปรที่อยูตําแหนง

เดียวกันระหวางจุดตอทั้งสอง โดยใชการประมาณคาที่ตางกันสองวิธี หากคาที่ตําแหนงเดียวกันของ
การประมาณคา 2 วิธีนี้ใหคาที่ใกลเคียงกันจะถือวา ผลที่ไดมีความถูกตองแมนยํา แตหากผลที่ไดมีคา
ตางกันมากจะบงชี้วาผลการคํานวณที่ไดนั้นมีความยังไมถูกตองแมนยํา เงื่อนไขการปรับขนาดใน
ลักษณะนี้ คือหลักการวิธี Residual Error Estimation หรือเรียกไดวา เปนการประมาณคาความ
ผิดพลาดตกคาง   ตัวอยางงานวิจัยที่ปรับดวยเงื่อนไขนี้ไดแก Jasak and Gosman (2003) 

 
2.3.3 คาอนุพันธอันดับสอง 

 
เมื่อทําการคํานวณปญหาที่ผลเฉลยเปนแบบเชิงเสน หากคาอนุพันธอันดับสองของผลเฉลยมี

คาเขาใกลศูนย มีแนวโนมวาผลการคํานวณที่ไดนั้นมีคาความแมนยําสูง การนําคาอนุพันธอันดับสอง
ของจุดตอมาพิจารณาปรับขนาด ตัวอยางเชน ปราโมทย เดชะอําไพ (2544) ปรับขนาดเอลิเมนตใน
การคํานวณคาคลื่นช็อคดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต และ Ham et al. (2002) สรางเงื่อนไขการ
ปรับขนาดในรูปของฟงกชันคาอนุพันธอันดับสอง เปนตน 
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2.3.4 ฟงกชันคาตัวแปร 
 
เงื่อนไขการปรับขนาดการปรับขนาดอีกรูปแบบที่พบคือ เงื่อนไปที่สรางขึ้นในรูปของฟงกชัน

ของตัวแปรที่ทําการคํานวณอยู เชนงานวิจัยของ เชน Becker and Braack (2001) ศึกษาการไหลดวย
ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมและทําการปรับขนาด โดยพิจารณาจากฟงกชันของคา Nusselt Number 

และ Durbin and Iaccarino (2002) ศึกษาการไหลดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมและทําการปรับ
ขนาด โดยสรางสมการความสัมพันธของคาความเร็วและความดันที่จุดตอนั้นๆ หากจุดตอใดมีคา
มากกวาที่กําหนดจะถูกแบงยอยใหมีขนาดเล็กลง เปนตน 
 

จะเห็นวาเทคนิคในการปรับขนาดนั้นมีอยูหลายวิธีขึ้นอยูกับลักษณะของปญหา และระเบียบ
วิธีเชิงตัวเลขที่นํามาพิจารณา เมื่อไดศึกษาและพิจารณาเงื่อนไขที่จะนํามาใชในวิทยานิพนธนี้ ไดเลือก
วิธีการปรับขนาดโดยใชหลักของ Residual Error Estimation หรือเรียกไดวา เปนคาความผิดพลาด
ตกคาง เนื่องจากสามารถทําความเขาใจไดงาย และคาความผิดพลาดตกคางที่ได ยังสามารถนํามา
พิจารณาเพื่อเปนเงื่อนไขหยุดการปรับขนาดไดอีกดวย    

 
 

2.4 รูปแบบการปรับขนาดปริมาตรควบคุม 
 
รูปแบบการปรับขนาดปริมาตรควบคุม เพื่อเพิ่มความถูกตองใหผลการคํานวณนั้น สามารถ

แบงไดเปน 3 ลักษณะคือ ระเบียบวิธีการปรับขาดแบบอาร แบบเอช และแบบพ ีโดยมีรายละเอียดดังนี ้
  

2.4.1 ระเบียบวิธีการปรับขนาดแบบอาร  (r - Refinement)  
 

ระเบียบวิธีการปรับขนาดแบบอาร เปนการปรับขนาดปริมาตรควบคุมโดยการเปลี่ยนขนาด
ปริมาตรควบคุม แตจํานวนของปริมาตรควบคุมยังมีจํานวนคงที่ งานวิจัยที่ใชการปรับขนาดปริมาตร
ควบคุมแบบอาร เชน Zegeling (2003) ทําการจําลองแบบการเผาไหม ใน 2 มิติ ดวยระเบียบวิธี
ผลตางอันตะ เงื่อนไขที่ใชปรับขนาดไดมาจากฟงกชันของอนุพันธดับสองของผลเฉลย ซึ่งเปนตัว
กําหนดการเล่ือนตําแหนงของแกนของปริมาตรควบคุม ทั้งพิกัดตามแนวนอน และพิกัดตามแกนตั้ง 
ตามลําดับ ดังรูป 2.2 
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รูป 2.2 การปรับขนาดแบบอาร 
  

ตัวอยางอ่ืนๆ เชน Anne et al. (1999) ศึกษาการไหลดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม และ
ปราโมทย เดชะอําไพ (2544) ทําการปรับขนาดของเอลิเมนตสําหรับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตใน
ปญหาการไหลที่เกิดคล่ืนช็อก เปนตน 
  
 การปรับขนาดดวยวิธีแบบอาร มีขอดีหลายประการ เชน เปนการปรับขนาดโดยที่จํานวน
ปริมาตรควบคุมคงที่ ซึ่งสามารถทําไดงายกวาการปรับขนาดโดยการแบงยอย สําหรับปญหาที่หาผล
เฉลยดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมนั้น จะเห็นไดวาเมื่อทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุมแลว ยังมี
ลักษณะเปน Structured Grids ซึ่งระเบียบวิธีในการคํานวณจะมีความซับซอนนอยกวาปริมาตร
ควบคุมที่มีลักษณะเปน Unstructured Grids สําหรับขอเสียของการปรับขนาดแบบอาร คือ มี
ลักษณะเปนการกระจายคาความคลาดเคลื่อนทั้งโดเมนใหมีขนาดสม่ําเสมอกัน ซึ่งยังคงมีคาความ
คลาดเคลื่อนอยู คําตอบที่ไดหลังการปรับขนาดอาจเปล่ียนแปลงไดอีกเมื่อเปลี่ยนขนาดปริมาตร
ควบคุมใหเล็กลง และเมื่อมีการเปล่ียนตําแหนงของจุดตอที่เก็บคาตัวแปร จะตองประมาณคาตัวแปรที่
ตําแหนงใหมดวย  
 

2.4.2 ระเบียบวิธีการปรับขนาดแบบเอช (h - Refinement)  
  
 การปรับขนาดแบบเอช เปนการปรับขนาดปริมาตรควบคุม โดยมีการเปลี่ยนแปลงขนาดและ
จํานวนของปริมาตรควบคุม ดังรูป 2.3 
 

 
 

 
รูป 2.3 การปรับขนาดแบบเอช 
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ในบริเวณที่มีการเปล่ียนแปลงของผลเฉลยสูงการปรับขนาดจะมีลักษณะเปนการแบงยอย โดย
จะไดปริมาตรควบคุมที่มีขนาดเล็กลงแตมีจํานวนเพิ่มมากข้ึน สวนในบริเวณที่ผลเฉลยมีการ
เปล่ียนแปลงนอย ปริมาตรควบคุมบริเวณนั้นจะถูกรวมกันใหมีขนาดใหญขึ้นทําใหจํานวนปริมาตร
ควบคุมลดลง ตัวอยางงานวิจัยที่ปรับขาดแบบเอชโดยใชการแบงยอย เชน Kim and Jameson 

(1998), Steinbach (1998), Borthwick et al. (2000), Kim and Choi (2000), Lan et al. 

(2001) และ Ham et al. (2002) นอกจากนี้ยังมีการปรับขนาดแบบเอชที่มีทั้งการแบงยอยและรวม
ปริมาตรควบคุมเพื่อลดตัวแปรไมทราบคา เชน Jasak (1996) เปนตน  
 
2.4.3 ระเบียบวิธีการปรับขนาดแบบพี  (p - Refinement) 
 

การปรับขนาดแบบพี เปนการปรับขนาดที่นิยมใชในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต โดยที่ขนาด
ของเอลิเมนตมีขนาดเทาเดิม แตเพิ่มอันดับขั้นโพลิโนเมียล (Polynomial Order) ของฟงกชันการ
ประมาณคาภายใน (Interpolation Function) ทําใหคาที่คํานวณไดมีความถูกตอง ลักษณะของเอลิ
เมนตที่อันดับขั้นตาง แสดงไดดังรูป 2.3  

 

 
 

เอลิเมนตสามเหล่ียมแบบ 3 จุดตอ 
 

 
 

เอลิเมนตอันดับสอง                                 เอลิเมนตอันดับสาม 
 

รูป 2.4 การปรับขนาดแบบพ ี
 

ตัวอยางงานวิจัย เชน Kobsak (2004) ทําการวิเคราะหปญหา ความเคนที่ปลายรอยราว ดวยระเบียบ
วิธีไฟไนตเอลิเมนต ไดใชเอลิเมนตอันดับสองในการคํานวณ ซึ่งการใชเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอไม
สามารถหาคําตอบไดแมนยํา เปนตน   
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 จากการศึกษารูปแบบการปรับขนาดปริมาตรควบคุม พบวาการปรับขนาดดวยวิธีแบบพ ี
เหมาะกับการวิเคราะหดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต เนื่องจากเปนการลดความผิดพลาดในฟงกชัน
การประมาณคาภายในของเอลิเมนตนั้นๆ โดยตรง ในสวนของการปรับขนาดแบบอาร เมื่อทําการปรับ
ขนาดแลว แมวาปริมาตรควบคุมที่ไดจะยังคงมีลักษณะเปน Structured Grid แตผลเฉลยที่ไดจะมี
ลักษณะเปนการเฉล่ียคาความคลาดเคล่ือนใหเทากันทั้งโดเมน ซึ่งผลเฉลยที่ไดอาจยังมีความ
คลาดเคลื่อนอยู การแบงยอยแบบเอชมีลักษณะเปนการแบงยอยปริมาตรควบคุมในบริเวณที่จําเปนให
มีขนาดเล็กลง จึงทําใหคาความผิดพลาดจากการคํานวณลดลง ดังนั้นระเบียบวิธีแบบเอชเปนลักษณะ
การปรับขนาดที่ทําใหปริมาตรควบคุมที่ไดมีลักษณะเปน Unstructured Grid ทั้งยังมีผลทําใหจํานวน
ปริมาตรควบคุมมีการเปล่ียนแปลง ซึ่งทําใหกระบวนการจัดการกริดมีความซับซอนกวาการปรับขนาด
แบบอาร  
 
 จากผลสรุปที่ได การปรับขนาดปริมาตรควบคุมในวิทยานิพนธนี้จะทําการปรับขนาดดวย
ระเบียบวิธีแบบเอช โดยการแบงยอยปริมาตรควบคุม เนื่องจากตองการลดความผิดพลาดจากการ
คํานวณใหนอยลง อีกทั้งการปรับขนาดดวยระเบียบวิธีเอช มีลักษณะสอดคลองกับการออกแบบทอ
พอโลยี เนื่องจากไมมีการยายตําแหนงของจุดตอ ทําใหลักษณะของโครงสรางที่ไดจากการออกแบบ
ไมมีการเปล่ียนแปลง  
  
 

2.5 รูปแบบการแบงยอยปริมาตรควบคุม 
 
 รูปแบบของการแบงยอยปริมาตรควบคุมที่ไดศึกษานั้น จะพิจารณาเฉพาะปริมาตรควบคุมรูป
สี่เหล่ียมมุมฉากเทานั้น ซึ่งเปนลักษณะของปริมาตรควบคุมเริ่มตนที่ใชในวิทยานิพนธ โดยรูปแบบ
การแบงยอยปริมาตรควบคุม สามารถแบงรูปแบบเปนการแบงยอย 2 สวน 4 สวน และเปนรูป
สามเหลี่ยมไดดังนี้ 
 
2.5.1 การแบงยอยแบบแบงเปน 2 สวน  
 
 การแบงยอยแบบแบงเปน 2 สวน มีลักษณะการแบงปริมาตรควบคุมตามทิศทางที่พิจารณา 
โดยมีลักษณะเปนการแบงที่ละดาน ดังรูป 2.5 
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       (ก) ปริมาตรควบคุมเริ่มตน      (ข) พิจารณาปรับขนาดตามแนวนอน  (ค) พิจารณาปรับขนาดตามแนวตั้ง 
 

รูป 2.5 การแบงยอยทีละดาน ตามทิศทางที่พจิารณา  
 

เมื่อคํานวณคาตัวแปรดวยปริมาตรควบคุมเริ่มตนรูป 2.5 (ก) แลวพิจารณาเงื่อนไขการปรับ
ขนาดโดยเงื่อนไขนั้นๆ เปนการพิจารณาในแนวนอน เชน คาอนุพันธอันดับสองของตัวแปรในทิศ
แกนนอน หากคาที่ไดกําหนดใหปรับขนาด จะไดปริมาตรควบคุมดังรูป 2.5 (ข) จากนั้นพิจารณาปรับ
ขนาดโดยเงื่อนไขจากแนวต้ังไดผลดังรูป 2.5 (ค) ซึ่งปริมาตรควบคุมดานขวาไมถูกปรับขนาด แต
ดานซายถูกปรับขนาด ตัวอยางงานวิจัยที่ปรับขนาดลักษณะนี้ เชน Ham et al. (2002)  

 
2.5.2 การแบงยอยแบบแบงเปน 4 สวน  
 
 การแบงปริมาตรควบคุมเปน 4 สวน มีลักษณะเปนการแบงปริมาตรควบคุมที่ละ 2 ดาน ซึ่ง
เมื่อพิจารณาเงื่อนไขการปรับขนาดแลว หากปริมาตรควบคุมใด ถูกกําหนดใหปรับขนาดปริมาตร
ควบคุมนั้นๆ จะถูกแบง ดังรูป 2.6 
 

 
 

     (ก) ปริมาตรควบคุมเริ่มตน      (ข) พิจารณาปรับขนาดครั้งที ่1      (ค) พิจารณาปรับขนาดครั้งที ่2 
 

รูป 2.6 การแบงยอยแบบแบง 4 สวน  
 

จากรูปที่แสดง ปริมาตรควบคุมเริ่มตนรูป 2.6 (ก) กําหนดใหปรับขนาดโดยแบงเปนปริมาตรควบคุม
ใหม จํานวน 4 ปริมาตรควบคุม ดังรูป 2.6 (ข) จากนั้นเมื่อพิจารณาปรับขนาดครั้งที ่2 หากปริมาตร
ควบคุมที่ถูกกําหนดใหปรับขนาด คือ ปริมาตรควบคุมดานลางซาย ผลที่ไดจะเปนดังรูป 2.6 (ค) 
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 ตัวอยางงานวิจัยที่ทําการแบงปริมาตรควบคุมเปน 4 สวน เชน Borthwick et al. (2000), 
Lan et al. (2001) และ Ham et al. (2002) เปนตน  

 
2.5.3 การแบงยอยแบบแบงรูป 3 เหลี่ยม  
 
 การแบงยอยปริมาตรควบคุมแบบรูป 3 เหลี่ยม เปนลักษณะการแบงโดยใชเสนทแยงมุม โดย
ปริมาตรควบคุมเริ่มตนที่อยูในรูป 4 เหลี่ยม หลังทําการแบงจะไดปริมาตรควบคุมยอยใหม ซึ่งมีทั้ง
แบบแบงดวยเสนทแยงมุม 1 เสน เสนทะแยงมุม 2 เสน ตัวอยางงานวิจัยที่แบงยอยปริมาตรควบคุมใน
ลักษณะนี้ เชน Steinbach (1998) ไดสรางปริมาตรควบคุมเริ่มตนรูปสี่เหล่ียม จากนั้นไดทําการ
แบงยอยเปนรูป 3 เหลี่ยม และไดแสดงลักษณะการแบงยอยปริมาตรควบคุม 3 เหล่ียมใหมที่ได โดย
แบงเปน 3 ลักษณะดังรูป 2.7 
 
 

 
 

(ก) การปรับขนาดแบบแบง 3 ดาน 
 
 

 
 

(ข) การปรับขนาดแบบแบง 2 ดาน 
 
 

 
 

(ค) การปรับขนาดแบบแบง 1 ดาน 
 

รูป 2.7 ลักษณะการแบงยอยปริมาตรควบคุมรูปสามเหล่ียม 
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 จากรูปแบบการแบงยอยปริมาตรควบคุมในงานวิจัยที่ไดพบ เมื่อพิจารณาการแบงแบบที่ละ
ดานนั้น มีขอดีที่สามารถแบงปริมาตรควบคุมเฉพาะในทิศทางที่จําเปนเทานั้น แตขอเสียคือตองมีการ
พิจารณาหลายครั้งตามจํานวนของทิศทาง ในสวนการแบงแบบแบงเปน 4 สวนนั้น มีขอดีคือเมื่อปรับ
ขนาด 1 ครั้งจะเปนการแบงยอยทั้งในทิศทางแนวนอนและแนวต้ัง สําหรับปญหาแบบ 2 มิติ ซึ่งไม
จําเปนตองปรับขนาดทีละทิศทาง แตขอเสียคือมีโอกาสปรับขนาดมากเกินความจําเปน การแบงยอย
ปริมาตรควบคุมในลักษณะรูป 3 เหล่ียมสามารถปรับขนาดปริมาตรควบคุมเฉพาะบริเวณไดอยางมี
ประสิทธิภาพ แตกระบวนการในการแบงยอยนั้นมีความซับซอนมากกวา อีกเมื่อขนาดความคลาด
เคลื่อนที่แตละดานของปริมาตรควบคุม (Skewness error on face) จะมีขนาดมาก ซึ่งตองมีการ
แกไขความผิดพลาดที่เกิดขึ้น ทําใหกระบวนการคํานวณมีความซับซอนมากขึ้นดวย (Lertsurayut 

and Maneeratana, 2002) และสามารถทําการหาผลเฉลยดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมไดเฉพาะแบบ 
Unstructured Grid เทานั้น   

 
 ในวิทยานิพนธนี้ไดเลือกลักษณะการแบงยอยปริมาตรควบคุมแบบแบง 4 สวน เนื่องจาก
เงื่อนไขที่ใชพิจารณาในลักษณะของคาความผิดพลาดตรงคางรวมของจุดตอ โดยไมไดพิจารณาแยก
ทิศทาง อีกทั้งคาความคลาดเคล่ือนที่แตละดานของปริมาตรควบคุมจะมีขนาดนอยกวาการแบงยอย
แบบ 3 เหลี่ยม ซึ่งสามารถละทิ้งคาความคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นในการคํานวณได  

 
 
2.6 การประมาณคาฟลักซ 

 
การหาผลเฉลยดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม เริ่มจากการแบงยอยปริมาตรควบคุม แลวทําการ

อินทิเกรตสมการอนุพันธคาฟลักซของตัวแปรไมทราบคาที่พิจารณาตลอดปริมาตรควบคุม ซึ่งหาก
ปริมาตรควบคุมที่ใชมีลักษณะเปน Structured Grid การประมาณคาทางคณิตศาสตรจะมีลักษณะ
คลายคลึงกับระเบียบวิธีผลตางอันตะ แตหากปริมาตรควบคุมที่ใชมีลักษณะเปน Unstructured Grid 

การประมาณคาทางคณิตศาสตรจะมีความซับซอนมากกวา   
 
หลังจากทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุมดวยวิธีการแบงยอยแลว ปริมาตรควบคุมที่ไดจะมี

ลักษณะเปน Unstructured Grid ลักษณะการประมาณคาที่พบสามารถแบงไดเปน 2 แบบ คือ การ
ประมาณคาเชิงเสน ซึ่งเปนลักษณะการสรางจุดตอเทียมดวยการประมาณเชิงเสนเพื่อใหสามารถ
ประมาณคาฟลักซแบบ Structured Grid ได และการประมาณคาฟลักซแบบ Unstructured Grid 

โดยตรง ซึ่งมีรายละเอียด ดังนี ้  
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2.6.1 การประมาณคาฟลักซแบบเชิงเสน 
 

การประมาณคาฟลักซแบบเชิงเสนของปริมาตรควบคุมที่มีลักษณะเปน Unstructured Grid 

สามารถทําไดโดยการสรางจุดตอเทียมข้ึนมา เพื่อทําใหการหาปริพันธคาฟลักซรอบปริมาตรควบคุม
นั้น มีลักษณะเดียวกับ Structured Grid ซึ่งทําใหการหาปริพันธงายขึ้น เชนในงานวิจัยของ Coelho 

and Argain (1997) แสดงเทคนิคและลักษณะการประมาณคาสมการแบบเชิงเสน โดยพิจารณา จุด
ตอของปริมาตรควบคุมหยาบ (Coarse Grid Control Volume) และจุดตอของปริมาตรควบคุม
ละเอียด (Fine Grid Control Volume) โดยมีการประมาณคาของตัวแปรในตําแหนงใหมแบบเชิง
เสน ดังแสดงในรูป 2.8  

 
 

P

1P 2P

1N 2N

S

W E

P

S1S

N

SW

W E

 
 

(ก) จุดตอปริมาตรควบคุมหยาบ                             (ข) จุดตอปริมาตรควบคุมละเอียด 
 

รูป 2.8 ลักษณะการประมาณคาฟลักซแบบเชิงเสน 

 
เมื่อพิจารณาจุดตอของปริมาตรควบคุมหยาบดังรูป 2.8 (ก) ระบบสมการพีชคณิตที่จุดตอ P  สามารถ
คํานวณไดจาก ระบบสมการ 

 
( ) ( )1 1 1 2 2 2P P W W S S E E N N P N N Pa a a a a a bφ φ φ φ φ φ φ φ= + + + − + − +                      (2.1) 

 
เมื่อ iφ  แทนคาตัวแปรใดๆ ia  แทนคาสัมประสิทธิ์ตัวแปรตามทิศทางตางๆ ดังรูป 2.8 โดยคาของ 

1Pφ  
และ 

2Pφ  ไดจากการประมาณคาเชิงเสน ในทํานองเดียวกัน จุดตอปริมาตรควบคุมละเอียดรูป 2.8 (ข) 
คํานวณไดจากสมการ  
 

( )1P P E E N N W W S S Pa a a a a bφ φ φ φ φ φ= + + + − +                                            (2.2) 
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หลังจากทําการประมาณคาฟลักซในลักษณะนี้แลว ระบบสมการที่ไดมีลักษณะเปน Structured Grid  

ตัวอยางงานวิจัยที่ใชการประมาณคาฟลักซแบบเชิงเสน เชน Edwards (1996), Core et al. (2002) 

 
2.6.2 การประมาณคาฟลักซแบบ Unstructured Grid 
 

การหาผลเฉลยดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมแบบ Unstructured Grid จะมีความซับซอน
มากกวาการหาผลเฉลยแบบ Structured Grid แตขอไดเปรียบที่สําคัญคือ รูปรางของปริมาตรควบคุม
มีไดหลากหลายกวา ทําใหสามารถใชไดทั้งปริมาตรควบคุมสามเหล่ียม หรือปริมาตรควบคุมที่ไม
สม่ําเสมอกัน ดังเชน Maneeratana (2004) แสดงลักษณะของปริมาตรควบคุมแบบ Cell-Center 

Unstructured Grid โดยมีลักษณะดังรูป 2.9  

 

 
 

รปู 2.9 ลักษณะปริมาตรควบคุมแบบ Cell-Center Unstructured Grid 

 
การหาผลเฉลยของปริมาตรควบคุมแบบ Unstructured Grid จะมีลักษณะเปนการหาปริพันธแตละ
ดานของปริมาตรควบคุม ตัวอยางงานวิจัยที่ทําการประมาณคาในลักษณะนี้ เชน Jasak and Gosman 

(2001), Lertsurayut and Maneeratana (2002), Wattananukulchai and Maneeratana (2004) 
เปนตน  
 
 ในวิทยานิพนธนี้ไดเลือกวิธีการประมาณคาฟลักซในลักษณะของ Unstructured Grid 

เพื่อใหสามารถพิจารณาปริมาตรควบคุมที่มีรูปรางหลากหลายได และไมพิจารณาบริเวณที่ถูกแบงยอย
เปนพิเศษ 
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2.7 บทสรุป 
  
 จากการศึกษางานวิจัยที่ผานมา จะเห็นไดวาการปรับขนาดปริมาตรควบคุมสําหรับระเบียบวิธี
ไฟไนตวอลุมดวยวิธีแบบเอช ทําใหผลการประมาณคาที่ไดมีความถูกตองมากขึ้น เนื่องจากปริมาตร
ควบคุมถูกแบงยอยใหเล็กลงและมีจํานวนเพิ่มมากข้ึนดวย อีกทั้งยังแบงยอยไดทั้งโดเมนอยางเปน
อิสระซึ่งตางจากการปรับขนาดแบบอาร ซึ่งปริมาตรควบคุมขางเคียงจะตองเปลี่ยนแปลงตามไปดวย 
 
 เงื่อนไขการปรับขนาดจะพิจารณาจากคาความผิดพลาดตกคางซึ่งสามารถคํานวณและแสดง
ลักษณะทางกายภาพไดอยางชัดเจน อีกทั้งขนาดของคาความผิดพลาดที่ไดยังสามารถใชเปนเงื่อนไขใน
การหยุดการปรับขนาดไดอีกดวย 
 
 หลังจากสามารถระบุปริมาตรควบคุมที่ตองทําการปรับขนาด จากเงื่อนไขการปรับขนาดได
แลว กําหนดใหปริมาตรควบคุมนั้นจะถูกแบงยอยออกเปน 4 สวนที่มีขนาดเทากัน และเมื่อทําการปรับ
ขนาดแลว ปริมาตรควบคุมใหมที่ไดมีลักษณะเปนแบบ Unstructured Grid ซึ่งการประมาณคาฟ
ลักซของระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมที่ใช จะมีลักษณะเปน Unstructured Grid โดยตรง แมจะมีความ
ซับซอน แตขอไดเปรียบ คือ สามารถใชไดกับปริมาตรควบคุมรูปรางตางๆ ไดเปนอยางดี 
 
 หรือสรุปไดวาในวิทยานิพนธนี้ไดเลือกใชการปรับขนาดปริมาตรควบคุมดวยวิธีแบบเอช โดย
การแบงยอยปริมาตรควบคุมรูปสี่เหลี่ยมจาก 1 เปน 4 ปริมาตรควบคุมยอย ที่มีขนาดเทากัน ดวย
เงื่อนไขของคาความผิดพลาดตกคาง โดยใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมแบบ Unstructured Grid เพื่อให
ไดคําตอบที่ถูกตองมากขึ้น ดวยจํานวนปริมาตรควบคุมที่นอยที่สุด ตามความจําเปน  
 
 
   
 
 



บทที่ 3 
 

ตัวแบบทางคณิตศาสตร 
 

 
3.1  บทนํา  
 
 แบบจําลองทางคณิตศาสตร  (Mathematical Model) ของปญหาตางๆ  ในงานทางวิศวกรรม
ถูกสรางข้ึนมาจากการวิเคราะหผลการทดลอง โดยอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธยอย  เพื่อนํามาใชทํานาย
การเปลี่ยนแปลงทางกายภาพที่เกิดขึ้นกับวัตถุที่รับภาระตางๆ  เชน  การถายเทความรอน คาความเคน 
หรือลักษณะการไหลของของไหล เปนตน 
 
 โดยทั่วไปแบบจําลองทางคณิตศาสตรจะประกอบดวย  สมการครอบคลุม  (Governing 

Equation) ในรูปของสมการเชิงอนุพันธยอย และสมการเฉพาะเจาะจง (Constitutive 

Relationship) ซึ่งนํามาพิจารณารวมกับ  ภาระที่กระทํา  (Load), เงื่อนไขเริ่มตน  (Initial 

Condition), และเงื่อนไขขอบเขต  (Boundary Condition) ของปญหา การหาคําตอบใหไดผลเฉลย
แมนตรงนั้นทําไดยากหรืออาจไมสามารถหาคําตอบไดในบางปญหา  ทําใหมีการหาผลเฉลยของปญหา
โดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขเพื่อการประมาณคาสมการเชิงอนุพันธยอยเหลานี้  ใหอยูในรูประบบ
สมการพีชคณิตและแกระบบสมการ เพื่อหาผลเฉลยตอไป  
 

ในบทนี้จะกลาวถึง  สมการครอบคลุม  สมการเฉพาะเจาะจง  ตัวแบบทางคณิตศาสตร  ที่ใชการ
วิเคราะหคาความเคนที่เกิดจากอุณหภูมิ เงื่อนไขปญหาที่พิจารณาในวิทยานิพนธนี้  คือ  การหาคาความ
เคนเนื่องจากความรอนในสภาวะสมดุล  กําหนดเปนการผิดรูปขนาดเล็ก  (Small Deformation) และ
วัสดุมีลักษณะยืดหยุนเชิงเสน โดยมีรายละเอียดดังนี้ 
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3.2 สมการครอบคลุม 
 

ปญหาที่พิจารณาในวิทยานิพนธนี้ คือการหาคาของความเคนที่เกิดขึ้นเนื่องจากอุณหภูมิ  ของ
วัสดุที่มีคุณสมบัติยืดหยุนเชิงเสน  โดยสมการครอบคลุมที่นํามาใชประกอบดวย  สมการอนุรักษ
โมเมนตัมเชิงเสน และสมการอนุรักษพลังงานซึ่งมีรายละเอียดดังนี ้

 
3.2.1 สมการอนุรักษโมเมนตัมเชิงเสน (Conservation of Linear Momentum) 
 
 จากกฎขอที่สองของนิวตันเมื่อพิจารณาวัตถุที่เปนของแข็ง  ความสัมพันธของแรงที่กระทําบน
วัตถุจะเปนไปตาม  Cauchy’s First Law of Motion กลาววาอัตราการเปลี่ยนแปลงของโมเมนตัม 
ของวัตถุเทากับผลรวมของแรงที่กระทําบนพื้นผิว  (Traction Surface Force) และแรงเนื่องจากวัตถุ 
(Body Force) เชน น้ําหนักวัตถ ุดังสมการ 3.1  
 

     b
V S V

dV dS dV
t t

ρ
∂ ∂

= ⋅ +
∂ ∂∫ ∫ ∫

u σ n f                                          (3.1) 

Initial force     Surface force     Body force 
 

โดยที่ ρ   แทนความหนาแนนของวัตถุ, u  แทน  เวคเตอรการกระจัด  (Displacement), t  แทน  เวลา, 
V  แทน  ปริมาตร,  σ   แทน  เทนเซอรความเคน, n   แทน  เวคเตอรแนวฉากกับพื้นที่ผิวขนาดหนึ่ง
หนวย, S   แทน  ขนาดพื้นที่ผิว โดยเวคเตอรผิว dS=S n    และ  bf   แทนแรงเนื่องจากวัตถุ ตอหนึ่ง
หนวยปริมาตรของวัตถุ 
  
 เมื่อพิจารณาที่ภาวะสมดุล  อัตราการเปลี่ยนแปลงของแรงที่กระทําตอวัตถุจะมีคาเปนศูนย 
ดังนั้นผลรวมของแรงที่กระทําบนผิวและแรงเนื่องจากวัตถ ุจะมีคาเปนศูนย ดังสมการ 3.2 

 
0    b

S V

dS dV= ⋅ +∫ ∫σ n f                                                    (3.2) 

 
3.2.2 สมการอนุรักษพลังงาน (Conservation of Energy) 
 
 จากกฎการอนุรักษพลังงานกลาววา  อัตราการเปล่ียนแปลงพลังงานภายในของวัตถุ  มีคา
เทากับผลรวมฟลักซความรอนที่ผานพื้นผิวของวัตถุ  (Surface Heat Flux) และพลังงานที่เกิดขึ้น
ภายในของวัตถุ (Heat Source) แสดงความสัมพันธไดดังสมการ 3.3 
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V S V

cT dV dS H dV
t

ρ
∂

= ⋅ +
∂ ∫ ∫ ∫q n                                          (3.3) 

Internal energy     Surface heat flux   Heat source 
 

โดยที่ c   แทน  ความจุความรอนจําเพาะ, T  แทน  อุณหภูมิ, q   แทน  เวคเตอรความรอน  (Heat Flux) 

และ H  แทน แหลงความรอนภายในของวัตถุ  
 
 เมื่อพิจารณาที่ภาวะสมดุล  อัตราการเปลี่ยนแปลงของพลังงานจะมีคาเปนศูนย  ดังนั้นผลรวม
ของพลังงานที่ผานเขาหรือออกบนผิวกับพลังงานที่เกิดข้ึนภายในจะมีคาเปนศูนย ดังสมการ 3.4 

 
0    

S V

dS H dV= ⋅ +∫ ∫q n                                                      (3.4) 

 
 

3.3 สมการเฉพาะเจาะจง 
 
 สมการเฉพาะเจาะจงที่นํามาวิเคราะหปญหาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ  สําหรับใชใน
วิทยานิพนธนี้  ประกอบดวย สมการการถายเทความรอน Fourier’s Law  และสมการความสัมพันธ
ระหวางความเคนกับความเครียด ที่เกิดข้ึนเนื่องจากผลตางของอุณหภูม ิซึ่งมีรายละเอียดดังนี้ 
 
3.3.1 Fourier’s Law 
 
 ในปญหาการนําความรอน  ความสัมพันธระหวางเวคเตอรความรอน  (q ) และอัตราการ
เปลี่ยนแปลงของอุณหภูมิ (Temperature Gradient) เปนไปตาม Fourier’s Law ดังสมการ (3.5) 
 

  k T= − ∇q                                                               (3.5) 
 
เมื่อ k  แทนคาการนําความรอน (Thermal Conductivity) 

 
3.3.2 Strain-Displacement Relationship 
 
 ปญหาของวัตถุที่มีคุณสมบัติยืดหยุนเชิงเสน  กรณีของการเสียรูปนอย  ความสัมพันธระหวาง
คาความเครียด ( )ε  และระยะการเคลื่อนของระยะกระจัด ( )u  ซึ่งมีความสัมพันธดังนี้ 
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T1  
2

 ∂ ∂
= + 

∂ ∂ 

u uε
x x

                                                       (3.6) 

 
โดยที่ x  แทนเวคเตอรบอกตําแหนงแกนพิกัดฉาก (Cartesian Coordinate System) 

 
3.3.3 Stress-Strain Relationship 
 
 สมการความสัมพันธระหวางความเคน ( )σ และความเครียด ( )ε สําหรับวัสดุที่มีคุณสมบัติ
ยืดหยุนเชิงเสน  ในกรณีเปน  Thermo-Elastic Solid จาก  Hook’s Law แสดงคาความเคนในรูปของ
ความสัมพันธระหวางความเครียดและอุณหภูมิดังสมการ 
 

( ) ( )2 tr 2 3 Tµ λ µ λ α= + − +  σ ε ε I                                        (3.7)  
  

 
โดยที่  α   แทน  สัมประสิทธิ์การขยายตัวเชิงเสนของวัสดุจากการเปล่ียนแปลงของอุณหภูมิ  (Linear 

Thermal Expansion Coefficient), I   แทน  เทนเซอรเอกลักษณ  (Identity Tensor), µ  และ  λ  
เปนคา  Lame’s Coefficients ซึ่งอยูในรูปความสัมพันธของ  Shear Modulus (G ), Young’s 

Modulus ( E ) และ Poisson’s Ratio ( v ) ดังสมการ 
 

( )2 1
EG

v
µ = =

+
                                                         (3.8) 

 

( )( )1 1 2
vE

v v
λ =

+ −
                                                         (3.9) 

 
ในทํานองเดียวกัน สามารถแสดงความเครียดในรูปของความสัมพันธระหวางความเครียดและ

ความเคนกับอุณหภูมิดังสมการ 
 

( )1 v v T
E E

α
+  = − − 

 
ε σ tr σ I                                           (3.10) 
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3.3.4 Plane Stress-Plane Strain 
 

การพิจารณาความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียดในปญหาแบบ  2 มิติ  จะสามารถ
พิจารณาได 2 แบบ คือ Plane Stress และ Plane Strain ซึ่งมีรายละเอียดดังนี้ 

 
3.3.4.1 Plane Stress 

 
เมื่อพิจารณาปญหาในรูป 2 มิติ ลักษณะ Plane Stress ภาระที่กระทําบนแผนบางลักษณะดัง

รูป 3.1 (ก) โดยกําหนดใหความเคนและความเครียดบางทิศทางมีคาเปนศูนย โดยประกอบดวย 
 

33σ  = 31σ  = 32σ  = 13ε  = 23ε  = 0                                           (3.11) 

  
จากเงื่อนไขที่กําหนดสามารถสรางเมทริกซความสัมพันธไดดังนี้ 
 

11 11

22 222

12 12

1 0
1 0

1
0 0 1

v
E v
v

v

σ ε
σ ε
σ ε

     
     =     −
     −     

                                         (3.12) 

 
 
 

033 =σ
033 ≠ε

2222 ,εσ

1111 ,εσ

              

2222 ,εσ

1111 ,εσ033 ≠σ
033 =ε

 
 

(ก) ลักษณะการพิจารณาปญหา Plane Stress           (ข) ลักษณะการพิจารณาปญหา Plane Strain   
 

รูป 3.1 ลักษณะความเคนและความเครียดสําหรับพิจารณาปญหา 2 มิต ิ
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3.3.4.2 Plane Strain 
 

เมื่อพิจารณาปญหาในรูป 2 มิติ  ในลักษณะ  Plane Strain ภาระที่กระทําบนวัตถุซึ่งมีความ
ยาวมากดังรูป 3.1 (ข) กําหนดใหความเคนละความเครียดบางทิศทางมีคาเปนศูนย โดยประกอบดวย 

 
13σ  = 23σ   = 13ε  = 23ε  = 33ε  = 0                                         (3.13) 

  
จากเงื่อนไขที่กําหนดสามารถสรางเมทริกซความสัมพันธไดดังนี้ 
 

( )
( )( )

( )

11 11

22 22

12 12

1 0
1

1
1 0

1 1 2 1
1 20 0
1

v
v

E v v
v v v

v
v

σ ε
σ ε
σ ε

 
 −    

−     =     + − −       − 
 − 

                         (3.14) 

 
 
 
3.4 ตัวแบบทางคณิตศาสตร 

 
เมื่อพิจารณาสมการอนุรักษโมเมนตัมโดยแทนคาดวยสมการเฉพาะเจาะจง  ซึ่งประกอบดวย

ความสัมพันธระหวางความเคน  ความเครียด  และอุณหภูมิ  สามารถสรางตัวแบบทางคณิตศาสตรของ
สมการ ไดดังนี ้

 
( )( ) ( )( )2 tr 2 3  b

V S S V

d d dV d T d dV
dt dt

ρ µ λ µ λ α= + ⋅ − + ⋅ +∫ ∫ ∫ ∫
u ε ε I S I S f       (3.15) 

  
ทํานองเดียวกัน  เมื่อพิจารณาสมการอนุรักษพลังงานสําหรับวัสดุยืดหยุนเชิงเสน  พรอมกับสมการ
เฉพาะเจาะจง สามารถสรางตัวแบบทางคณิตศาสตรไดดังนี้ 
 

  
V S V

d TcTdV k dS HdV
dt x

ρ
∂

= +
∂∫ ∫ ∫                                               (3.16) 
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สําหรับปญหาที่พิจารณาภาวะสมดุลและไมคิดแรงเนื่องจากวัตถุ  สมการอนุรักษโมเมนตัม (3.15) 

และสมการอนุรักษพลังงาน (3.16) ที่ภาวะสมดุลและไมมีแหลงความรอนภายใน จะลดรูปเปน 
 

( )( ) ( )( )0 2 tr 2 3  
S S

d T dµ λ µ λ α= + ⋅ − + ⋅∫ ∫ε ε I S I S                         (3.17) 

 

0
S

Tk d
x

∂
=

∂∫ S                                                        (3.18) 

 
ซึ่งสมการเหลานี้จะนําไปสรางระบบสมการเพื่อหาผลเฉลยดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมตอไป 

 
 
3.5 บทสรุป 

 
ในบทนี้ไดกลาวถึงสมการที่นํามาวิเคราะหปญหาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ  สําหรับวัสดุ

ยืดหยุนเชิงเสนที่มีการเสียรูปนอย  ประกอบดวยสมการอนุรักษโมเมนตัม  สมการอนุรักษพลังงาน  และ
สมการเฉพาะเจาะจง ประกอบดวย สมการการนําความรอน และสมการความสัมพันธระหวางความ
เคนกับความเครียดใน 2 มิติ  แตเนื่องจากตัวแบบทางคณิตศาสตรที่ไดอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธยอย 
การหาผลเฉลยแมนตรงของปญหาที่มีความซับซอนนั้นทําไดยากหรืออาจหาผลเฉลยไมได  

 
ในบทตอไป  จะกลาวถึงการประมาณคาสมการเชิงอนุพันธยอยเหลานี้ใหอยูในรูปของระบบ

สมการพีชคณิตดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม เพื่อนําไปหาผลเฉลยโดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขตอไป 
 
 

 
 
 



บทที่ 4 
 

ระเบียบวธิีไฟไนตวอลมุ 
 
 

ในบทนี้จะกลาวถึงการสรางระบบสมการพีชคณิตดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม จากตัวแบบ
ทางคณิตศาสตรที่ไดกลาวมาแลว ประกอบดวย การแบงกริดรูปราง การประมาณคาตัวแปรที่ตําแหนง
ใดๆ การประมาณคาสมการทั่วไป รูปสําเร็จของสมการไฟไนตวอลุม การกําหนดเงื่อนไขขอบเขต ตัว
แบบทางคณิตศาสตร และขั้นตอนการคํานวณ โดยมีรายละเอียดดังนี้  
 
 
4.1 การแบงกริดรูปราง (Spatial Discretisation) 

 
การแบงกริดรูปราง เริ่มจากการกําหนดเสนขอบเขตของปญหา จากนั้นทําการแบงปริมาตร

ควบคุมใหเกิดปริมาตรควบคุมยอยๆ ทั่วทั้งโดเมน แลวทําใหเกิดจุดตอ ที่อยูตรงกลางของแตละ
ปริมาตรควบคุม (Cell Center Grid Arrangement) ซึ่งปริมาตรควบคุมยอยจะมีขนาดเทากัน
หรือไมเทากันก็ได ดังรูป 4.1  
 

1x

2x

OP

PP

OPr

PPr

Pd

PS
p

 
 

รูป 4.1 ปริมาตรควบคุมและเวกเตอรสวนประกอบตางๆ 
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 ตําแหนงของจุดตอศูนยกลางปริมาตรควบคุมที่พิจารณาแทนดวย OP   ตําแหนงจุดตอปริมาตร
ควบคุมขางเคียงที่ตอกันหนา p ของ OP  แทนดวย PP  โดยมี 

OPr  และ 
PPr  แทนเวคเตอรบอก

ตําแหนง PS  แทนเวคเตอรผิวต้ังฉากในทิศทางเขาหาปริมาตรควบคุมขางเคียง (Surface Vector) 
และ Pd  แทนเวคเตอรระยะกระจัดระหวางจุดตอ (Distance Vector) มีความสัมพันธดังสมการ 4.1 

 
  

P OP P P= −d r r                                                           (4.1) 
 

 จุดตอที่กําหนดจะมี 2 แบบคือ จุดตอของตัวแปรไมทราบคา และจุดตอที่ขอบเขตของโดเมน
ที่ใชในการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต ดังแสดงในรูป 4.2  

 

1 2
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1− 2−

3−

4−

5−6−

7−

8−

 
 

รูป 4.2 การกําหนดคาจุดตอในปริมาตรควบคุม 

 
เพื่อใหเห็นความแตกตางที่ชัดเจน ไดกําหนดตัวเลขติดลบแทนจุดตอที่ขอบ และตัวเลขคาบวกแทนจุด
ตอที่เก็บคาตัวแปร เพื่อนําไปใชในการคํานวณตอไป  
 
 
4.2 การประมาณคาตัวแปรท่ีตําแหนงใดๆ (Spatial Distribution of Variables) 
 

การประมาณคาของตัวแปรใดๆφ  ของปญหาที่มีลักษณะการกระจายแบบเชิงเสน (Linear 

Distribution of Variable) ที่ตําแหนง r  เมื่อรูคาของตัวแปรที่ตําแหนง OP   สามารถประมาณคาได
ดังนี ้
 

( ) ( )  
O OOP PP

φ φ φ= + ∇ ⋅ −r r r                                                 (4.2) 
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โดยที่ ( )
OP

φ∇  แทนคาอนุพันธของตัวแปรตําแหนง OP  โดยคํานวณมาจากความสัมพันธ  
 

( )   
OP

φ⋅ ∇ =G h                                                              (4.3) 

 
เมื่อ G  และ h  เปนเมทริกซและเวคเตอรตามลําดับ ที่มีผลมาจากคาตัวแปรของปริมาตรควบคุม
ขางเคียง 

PPφ  รอบจุดตอ OP   ซึ่งมีจํานวน nb  ปริมาตรควบคุม (Muzaferija, 1994) ซึ่งสามารถ
กระจายความสัมพันธของแตละเมทริกซไดดังนี ้ 
 

3
1

  
Tnb

p p

p
p

=

⊗
= ∑

d d
G

d
                                                                (4.4) 

 

( )
3

1
  p o

nb P P p

p p

φ φ

=

−
= ∑

d
h

d
                                                      (4.5) 

 
สําหรับคาของตัวแปรที่ตําแหนง p  ระหวางจุดตอ PP  และ OP  สามารถคํานวณไดในลักษณะ
เดียวกันแตเปนการเฉลี่ยคาจากทั้งสองตําแหนง ดังสมการ 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1  
2 2O P O PO Pp P P P PP P

φ φ φ φ φ= + + ∇ ⋅ − + ∇ ⋅ −r r r r      (4.6) 

 
 
4.3 การประมาณคาสมการท่ัวไป 
  
 สมการครอบคลุมของปญหาทางวิศวกรรมที่สรางมาจากสมการอนุรักษตางๆ แตละสมการจะ
สามารถแบงไดเปน 3 พจน ไดแก พจนที่เปลี่ยนแปลงตามเวลา (Temporal Term) พจนจากการแพร 
(Diffusion Term) และพจนที่เกิดจากวัตถ ุ(Source Term) ดังสมการ 
 

( )  S V
V S S V

d I dV D d d Q dV
dt φ φ φ φ φφ= ∇ ⋅ + ⋅ +∫ ∫ ∫ ∫S Q S        (4.7) 

         Temporal Term        Diffusion Term         Source Term 
   
โดยที่ Iφ  แทน สัมประสิทธิ์ของพจนที่เปล่ียนแปลงตามเวลา (Temporal Coefficients), Dφ  แทน 
สัมประสิทธิ์ของพจนการแพร (Diffusion Coefficients), พจนที่เกิดจากวัตถุจะแบงสัมประสิทธิ์ได
เปนสองสวนคือ SφQ   แทน สัมประสิทธิ์ของพจนจากวัตถุที่เกิดที่พื้นผิว (Surface Source Term) 
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และ VQφ   แทน สัมประสิทธิ์ของพจนจากวัตถุในเกิดที่ปริมาตรทั้งหมด (Volume Source Term) คา
สัมประสิทธิ์เหลานี้จะเปลี่ยนแปลงไปตามสมการครอบคลุมของแตละปญหาที่พิจารณา 
 
 จะเห็นวาในแตละพจนของสมการทั่วไปอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธยอย การประมาณคา
เพื่อใหอยูในรูปของสมการพีชคณิตโดยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมของแตละพจน มีรายละเอียดดังนี้ 
 
4.3.1 การประมาณคาพจนที่เปล่ียนแปลงตามเวลา (Approximation of the Temporal Term) 
 
 การหาคาอนุพันธของตัวแปร φ  เทียบกับเวลา t  ที่ตําแหนง oP  โดยมีตัวบงชี้เวลาที่ชวงเวลา
เดิมคือ  1m −  สามารถประมาณคาในรูปสมการพีชคณิตไดเปน 
 

 
[ ]1

 o o

o

m
P P

Pt t
φ φφ

δ

−−∂  ≈ ∂ 
              (4.8) 

 
เมื่อ tδ  แทนขนาดชวงของเวลา (Size of a Time Step) คํานวณไดจากสมการ 
 
 [ ]1  mt t tδ −= −               (4.9) 
 
ในทํานองเดียวกัน พจนที่เปล่ียนแปลงตามเวลาที่ตําแหนง oP  ของปริมาตร V  ประมาณคาโดยใชวิธี
โดยปริยาย (Implicit Scheme) ไดดังนี ้
 

[ ]1

  o o

m
P P

V

I V I Vd I dV
dt t

φ φ
φ δ

−−
≈∫            (4.10) 

 
4.3.2 การประมาณคาพจนการแพร (Approximation of the Diffusion Term) 
 
 ฟลักซของการแพร pD  ของตัวแปร φ  บนผิวปริมาตรควบคุมดาน p ข้ึนอยูกับคา φ∇  ที่ผิว 
สามารถประมาณคาไดจาก 
 
 ( ) ( )( )*    

p

p p
S

D D d Dφ φφ φ= ∇ ⋅ ≈ ∇ ⋅∫ S S        (4.11) 

 
คาของ ( )*

p
φ∇  แทนคาอนุพันธของตัวแปรบนผิวดาน p   
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OP OPPP PPpS pS
pp

pd
pd

 
 

(ก) เวคเตอรผิวอยูแนวเดียวกับเวคเตอรระยะกระจัด            (ข) เวคเตอรผิวไมอยูแนวเดียวกับเวคเตอรระยะกระจัด 
 

รูป 4.3 ลักษณะเวคเตอรการวางตัวของเวคเตอรผิวและเวคเตอรระยะกระจัด 
 
กรณีที่เวคเตอรระยะกระจัดตั้งฉากกับผิวดังรูป 4.2 (ก) จะเห็นไดวา pd  และ pS  อยูในแนวเดียวกัน 
จะไดวา 
 

 ( )*   p oP P
p pp

p

φ φ
φ

−
∇ ⋅ ≈S S

d
         (4.12) 

 
กรณีที่ผิวหนาปริมาตรควบคุมและเวคเตอรระยะกระจัดไมไดตั้งฉากกัน ดังรูป 4.2 (b) การประมาณ
คาพจนของการแพร (Jasak, 1996) ประมาณคาไดดังนี ้  
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )*   p oP P p
p p p pp pp p p

p p

D D Dφ φ φ

φ φ
φ φ

 −
 ∇ ⋅ ≈ + ∇ ⋅ −
 
 

d
S S S S

d d
     (4.13) 

 
4.3.3 การประมาณคาพจนของวัตถุ (Approximation of the Source Term) 
 
 การประมาณคาพจนที่เกิดจากวัตถุในรูปการหาปริพันธของพื้นผิว (Surface Integral) รอบ
ปริมาตรควบคุมในรูปสมการพีชคณิต ประมาณคาโดยใชคาเฉลี่ยของทั้งปริมาตรควบคุม ไดดังนี ้
 

( )
1 1

    
nb nb

S S S pp pS S
dS dSφ φ φ

= =
⋅ = ⋅ ≈ ⋅∑ ∑∫ ∫Q Q Q S        (4.14) 

 
ในทํานองเดียวกัน การประมาณคาพจนที่เกิดจากวัตถุ การหาปริพันธของปริมาตรควบคุม (Volume 

Integral) สามารถประมาณคาไดในรูปสมการ 
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( )  

o
V V P

V
Q dV Q dVφ φ≈∫          (4.15) 

 
การประมาณคาในแตละพจนของสมการครอบคลุมดังที่กลาวมา เมื่อนําแตละพจนมารวมกันจะได
ระบบสมการสําหรับหาผลเฉลยของปญหานั้นๆ ตอไป 
 

 
4.4 รูปสําเร็จของสมการครอบคลุม 

(Final Form of Discretised Governing Equation) 
 
การแกระบบสมการเพื่อหาผลเฉลยของตัวแปรที่ตําแหนง OP  ศูนยกลางของปริมาตรควบคุม 

โดยมีปริมาตรควบคุมขางเคียง pP  จํานวน nb  ตําแหนง เมื่อแทนคาสมการครอบคลุมของปญหาที่
พิจารณาในสมการ (4.7) ดวยสมการ (4.8)-(4.15) แลวทําการจัดรูปสมการโดยมี ( )

OP
aφ และ 

( )
PP

aφ  แทนสัมประสิทธิ์ที่ไดมาจากพจนที่เปลี่ยนแปลงตามเวลาและพจนการแพรของตําแหนง OP  
และปริมาตรควบคุมขางเคียง PP  ตามลําดับ สวนคาสัมประสิทธิ์จากพจนที่มากจากวัตถุ แทนดวย bφ  
สามารถเขียนเปนระบบสมการพีชคณิตไดดังนี ้

 

( ) ( )
1

  
O pO p

nb

P PP Pp
a a bφ φ φφ φ

=
− =∑         (4.16) 

    
การประมาณคาในรูปสมการพีชคณิตของสัมประสิทธิ ์ ( )

oP
aφ , ( )

pP
aφ  และ bφ  แสดงไดดังนี ้

 

 ( ) ( ) 
p

p

P p
p

a Dφ φ=
S

d
            (4.17) 

 

 ( ) ( )
( )

1
 O

O

t
nb P

P pp

a V
a a

t
φ

φ φ δ=
= +∑          (4.18) 

 

( ) ( ) ( )
( )[ ]1

1
  O

mt
nb Pp

p p S Vp ppp p

a V
b D q q

t
φ

φ φ φ φφ φ
δ

−

=

 
 = ∇ ⋅ − ∇ ⋅ + + +
 
 

∑
d

S S
d

   (4.19) 
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สําหรับปญหาในภาวะสมดุลคาสัมประสิทธิ์ taφ   จะมีคาเปนศูนย เมื่อไดระบบสมการของปญหา
พรอมทั้งกําหนดเงื่อนไขขอบเขตแลว จะใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical Methods) เพื่อแก
ระบบสมการหาผลเฉลยตอไป  
 
 

4.5 การกําหนดเง่ือนไขขอบเขต (Implementation of Boundary Condition) 
 

การประมาณคาจุดตอที่บริเวณขอบของโดเมน จะมีวิธีการประมาณคาที่แตกตางจากจุดตอที่
อยูบริเวณภายในโดเมน เนื่องจากไมใชในการเก็บคาตัวแปรไมทราบคา แตใชในการกําหนดเงื่อนไข
ขอบเขต การพิจารณาบริเวณขอบแบงไดเปน 2 ลักษณะดังนี ้
 
4.5.1 Implementation of the Dirichlet Boundary Condition 
 
 เงื่อนไขขอบเขตแบบ Dirichlet มีลักษะเปนการกําหนดคาของตัวแปรไมทราบคาที่ขอบ 
แทนดวย 

bPφ  ซึ่งจะนําไปคํานวณคาฟลักซที่ผานขอบและคํานวณหาคาอนุพันธที่จุดตอ OP   เมื่อ 
( )

bP
aφ แทน สัมประสิทธ์ิของจุดตอที่ขอบ และ nb  แทน จํานวนปริมาตรควบคุมขางเคียงที่อยูรอบ 

OP  จะไดสมการสําหรับปริมาตรควบคุมที่อยูบริเวณขอบดังนี้ 
 

 ( ) ( ) ( )
1

  
o p bo p b

P

P P PP P Pp
a a b aφ φ φ φφ φ φ

=
− = +∑             (4.20)  

  
โดยทั่วไปการพิจารณาแบบ Dirichlet Boundary สําหรับสมการอนุรักษโมเมนตตัมจะแทนดวย 
ระยะกระจัด ( )u  สําหรับสมการพลังงานจะแทนดวยอุณหภูม ิ ( )T  
 
4.5.2 Implementation of the Neumann Boundary Condition 
 
 เงื่อนไขขอบเขตแบบ Neumann มีลักษะเปนการกําหนดคาอนุพันธของตัวแปรที่ขอบ คา 
ฟลักซที่บริเวณขอบแทนดวย bs  ซึ่งนําไปรวมกับพจน bφ  โดยตรงซึ่งจะไดสมการ   
 

 ( ) ( )
1

  
o po p

P

P P bP Pp
a a b sφ φ φφ φ

=
− = +∑       (4.21) 

 
โดยทั่วไปการพิจารณาแบบ Neumann Boundary สําหรับสมการโมเมนตตัมจะแทนดวยความเคน 
ความดัน หรือ แรง ที่ผิวขอบ สําหรับสมการพลังงานจะแทนดวยฟลักซความรอน  
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4.6 ตัวแบบทางคณิตศาสตร 
 

จากสมการทั่วไป (4.7) เปนสมการรูปทั่วไปซึ่งสามารถนําไปหาผลเฉลยของปญหาแตละ
กรณีไดโดยการแทนคาพจนตางๆ ในสมการ ซึ่งจะมีคาแตกตางกันตามสมการครอบคลุมที่นํามา
พิจารณา สําหรับปญหาที่พิจารณาในโครงการวิจัยนี้ สมการที่นํามาพิจารณาประกอบดวย สมการการ
นําความรอน และสมการโมเมนตัม โดยทั้งสองสมการมีลักษณะเปนการเสียรูปนอย  

 
เมื่อทําการจัดรูปทั้งสองสมการเพื่อแทนคา ในรูปสมการสําเร็จไฟไนตวอลุม (Maneeratana, 

2000) สัมประสิทธิ์ของตัวแปร สมการการนําความรอนแบบผิดรูปนอย ประกอบดวยคาตางๆ ดัง
สมการ (4.22) 
 

 

   
  

  

 

T

I cT
D k

φ

φ

φ

φ

ρ

=
∇ = ∂ ∂

=

=

x
           (4.22) 

 
สัมประสิทธิ์ของตัวแปรของสมการโมเมนตัมแบบผิดรูปนอย  ประกอบดวยคาตางๆ ดังสมการ (4.23) 
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โดยที่ 1ij ijI δ′ = −  เมื่อ ijδ  หมายถึง Kronecker delta และ = ∂ ∂J u x  เมื่อนําคาของแตละ

พจนดังที่แสดง ไปแทนในสมการทั่วไปจะไดระบบสมการแกปญหา สําหรับนําไปหาผลเฉลยตอไป 
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4.7 ขั้นตอนการคํานวณ 
 
 ข้ันตอนในการคํานวณเพื่อหาคาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ จะเริ่มตนจาก การอานขอมูล
เงื่อนไขขอบ ขอมูลการแบงปริมาตรควบคุม ทําการคํานวณคาอุณหภูมิ ( )T  โดยใชสมการการนําความ
รอนแบบผิดรูปนอย จากนั้นนําคาอุณหภูมิที่ไดไปเปนขอมูลเพื่อใชในการคํานวณเพื่อหาคาความเคน 
โดยใชสมการโมเมนตัมแบบผิดรูปนอย ซึ่งคําตอบที่ไดจะอยูในรูประยะกระจัดของจุดตอ ซึ่ง
ประกอบดวยระยะกระจัดในแนวนอน ( )U และระยะกระจัดในแนวต้ัง ( )V ในการคํานวณเพื่อหาคา
ของตัวแปรไมทราบคา ใชวิธีการสมมุติคาเริ่มตนใหแกคาตัวแปรแลวใชวิธีการคํานวณแบบการทําซ้ํา
ในจนคาของตัวแปรที่คํานวณไดลูเขาสูคําตอบคาหนึ่งแลวจะถือวาคาที่คํานวณไดเปนคําตอบของการ
คํานวณคาตัวแปรนั้นๆ  
 

กระบวนการคํานวณคาอุณหภูมิและความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ เฉพาะสวนของระเบียบวิธีไฟ
ไนตวอลุม แสดงกระบวนการคํานวณโดยสงัเขป ไดดังรูป 4.4 
 
 

 
 

รูป 4.4 กระบวนการคํานวณคาอุณหภูมิและความเคน 
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4.8 สรุป 
 
 ในบทนี้ไดกลาวถึงหลักการประมาณคาสมการเชิงอนุพันธยอย ใหอยูในรูปของระบบสมการ
พีชคณิตดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม โดยพิจารณาแตละปริมาตรควบคุมยอย ซึ่งไดแสดงการ
แบงยอยกริดรูปราง การประมาณคาที่ ตําแหนงใดๆ การประมาณคารูปของสมการทั่วไป ซึ่ง
ประกอบดวยพจนที่เปล่ียนแปลงตามเวลา พจนการแพร และพจนที่เกิดจากตัววัตถุเอง เมื่อรวมแตละ
พจน พรอมทั้งพิจารณาเงื่อนไขขอบเขตแลวทําการจัดรูปสมการ จะไดระบบสมการรูปสําเร็จ ซึ่งจะ
นําไปคํานวณเพื่อหาคําตอบดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขตอไป 

 
ปญหาที่พิจารณาในวิทยานิพนธนี ้พิจารณากรณีศึกษาการนําความรอนและความเคนเนื่องจาก

อุณหภูมิแบบผิดรูปนอย โดยนําสัมประสิทธ์ิของสมการที่ไดจัดรูปแลว จากสมการ (4.22) และ 
(4.23) แทนในสมการรูปสําเร็จ แลวทําการหาผลเฉลยดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข ซึ่งจะทําใหไดคาของ
ผลเฉลยที่อยูบนจุดตอทั่วทั้งโดเมน   

 
เมื่อทําการคํานวณจนไดผลเฉลยแลว ในสวนตอไปจะเปนการนําผลเฉลยที่ได มาวิเคราะห

เงื่อนไขเพื่อใชปรับขนาดปริมาตรควบคุม โดยการแบงยอยปริมาตรควบคุมใหมีขนาดเล็กลงในบริเวณ
ที่จําเปน เมื่อไดปริมาตรควบคุมใหมจากการแบงยอยแลว จะนําปริมาตรควบคุมนั้นมาหาผลเฉลยใหม
อีกครั้ง แลวทําการคํานวณในลักษณะเดียวกันนี ้วนซ้ําจนไดผลเฉลยที่ถูกตองแมนยําตามที่ตองการ  

 
 

 
 



บทที่ 5 
 

ตัวบงชี้การปรับขนาด 
และการปรับขนาดปริมาตรควบคุม 

 
 

ในบทนี้  จะกลาวถึงคาความผิดพลาดตกคางจากการเปรียบเทียบการประมาณคาตัวแปรไม
ทราบคา  การหาตัวบงชี้การปรับขนาด  ซึ่งเปนขอมูลที่แสดงวาควรทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุม
นั้นเพื่อใหคําตอบที่ดีขึ้น การหาตัวบงชี้การปรับขนาดจากผลเฉลยแมนตรง กระบวนการแบงยอย
ปริมาตรควบคุม และการตรวจสอบเชิงคุณภาพของผลการคํานวณหลังทําการปรับขนาดปริมาตร
ควบคุม  
 
 
55..11  คาความผิดพลาดตกคาง (Residual Error)  

 
เมื่อทําการหาผลเฉลยของปญหาดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขดังที่ไดกลาวมาแลวนั้น  ในปญหาที่

ไมมีผลเฉลยแมนตรงมาเปรียบเทียบ  จะไมสามารถรูไดวาผลที่ไดมีความถูกตองหรือมีความผิดพลาด
มากหรือนอยเทาใด  

 
ตัวบงชี้การปรับขนาดซึ่งคํานวณมาจากคาความผิดพลาดตกคาง  จะเปนตัวที่แสดงวาผลการ

คํานวณของปริมาตรควบคุมที่พิจารณานั้นมีความแมนยําเพียงพอหรือไม  รายละเอียดการคํานวณคา
ความผิดพลาดตกคางใน 1 มิติ และ 2 มิติ มีรายละเอียดดังนี้ 
 
5.1.1 ความผิดตกคางกรณี 1 มิต ิ       
  
 กําหนดให  Oφ   และ  Pφ   แทนตัวแปรไมทราบคาจากการคํานวณที่ตําแหนง  Or   และ Pr

ตามลําดับ โดยมี fr  แทนตําแหนงกึ่งกลางระหวางจุดตอ O  และ P  ดังรูป 5.1  
 
 สําหรับปญหาที่มีลักษณะผลเฉลยแบบเชิงเสน  จากผลการคํานวณเมื่อทราบ  Pφ   และ  Qφ   คา
ของ  fφ ที่มีตําแหนงอยูกึ่งกลางระหวางจุดตอ O  และ  P  สามารถหาไดจากคาเฉล่ียของทั้งสองจุดดัง
สมการ (5.1) 
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รูป 5.1 คาของตัวแปรที่คํานวณไดและเวกเตอรบอกตําแหนง 
 
อีกวิธีที่สามารถนํามาคํานวณคาของ  fφ   โดยใชอนุกรมเทยเลอรอันดับที่ 1 ( st1 order Taylor series) 

หามาจาก Oφ  และ ( )Oφ∇  ดังสมการ (5.2) 
 
 ( ) ( )  f O O f Oφ φ φ= + ∇ ⋅ −r r           (5.2) 

 
หากผลที่ไดจากคํานวณมีความถูกตองทั้งคาของ  Pφ , Qφ  และ  ( )Pφ∇   มีความถูกตองตามการ
ประมาณในการกระจายแบบเชิงเสนตามที่ไดประมาณคาในหัวขอ 4.2 คาของ  fφ   ที่คํานวณไดจากทั้ง
สองวิธีจะตองมีคาเทากันหรือใกลเคียงกันมาก  
 

 ดวยเหตุผลดังกลาวเมื่อนําผลที่ไดจากการคํานวณมาหาคาของ    fφ จากทั้งสองวิธี  แลวทําการ
เปรียบเทียบจะไดผล ดังรูป 5.2 จะเห็นผลตางของผลการคํานวณจากสมการ (5.1) และ (5.2) 
 

Or fr Pr

Oφ

Pφ

φ

r

fφ
}  fεOφ∇

 
 

รูป 5.2 คาความคลาดเคล่ือนจากผลตางการประมาณคา 
 

โดยที่ขนาดของความผิดพลาดตกคาง fε  คํานวณไดจาก 
 

 ( )( )  
2

O P
f O O f O

φ φ
ε φ φ

+
= − + ∇ ⋅ −r r            (5.3) 

 
จากลักษณะแนวคิดดังกลาวสามารถนําไปใชพิจารณาในลักษณะ 2 มิติไดตอไป  
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5.1.2 ความผิดพลาดตกคางกรณี 2 มิต ิ   
 

เมื่อพิจารณาปริมาตรควบคุมในลักษณะ  2 มิติ  โดย  OP   แทน  จุดตอของปริมาตรควบคุมที่
กําลังพิจารณาและมีปริมาตรควบคุมขางเคียงที่อยูลอมรอบ ดังรูป 5.3   
 
 

OP

1PP

2PP

3PP

4PP

5PP6PP

7PP

1ε

2ε
3ε

4ε
5ε6ε

7ε

 
 

รูป 5.3 คาความคลาดเคล่ือนจากผลตางการประมาณคาใน 2 มิติ 
 
คา  1ε  ถึง 7ε  ที่อยูก่ึงกลางระหวางจุดตอ OP  และ 

iPP ในแตละจุดดังรูป ซึ่งคํานวณไดจากสมการ 
(5.3) เมื่อนํา  iε   แตละคามารวมแลวหาคาเฉลี่ย  จะไดคาเฉล่ียความผิดพลาดตกคางของปริมาตร
ควบคุมที่ตําแหนง OP   ( ) OPε จากสมการ 

 

1  
O

nb

i
i

P nb

ε
ε ==

∑
            (5.4) 

 
โดยที่ nb  แทน จํานวนของปริมาตรควบคุมขางเคียง  
 

เมื่อพิจารณาทุกปริมาตรควบคุมของทั้งโดเมนในลักษณะเดียวกันนี้  ในแตละปริมาตรควบคุม
จะมีคาความผิดพลาดตกคางเฉลี่ย ซึ่งจะนําไปใชคํานวณคาเงื่อนไขการปรับขนาดตอไป 
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5.2 ตัวบงชี้การปรับขนาด (Refinement Indicator) 
 
 หลังจากคํานวณคาความผิดพลาดสวนเกินของแตละปริมาตรควบคุมทั้งโดเมน เมื่อนําผล
ความผิดพลาดสวนเกินของแตละปริมาตรควบคุมที่ได มาเปรียบเทียบจะผลไดดังรูป 5.4 
 

Poε

OP

Mε
cε

 
 

รูป 5.4 ผลการหาคาความคลาดเคล่ือนตกคางแตละปริมาตรควบคุม 
 

โดยที่แกนในแนวตั้งแทนขนาดของคาความคลาดเคลื่อนสวนเกิน ( )Poε  สวนแกนในแนวนอนแทน
หมายเลขกํากับของแตละปริมาตรควบคุม ( )OP  ลําดับตางๆ เมื่อไดคาผิดพลาดสวนเกินเฉลี่ยของแต
ละปริมาตรควบคุมจนครบแลว นําคาผิดพลาดสวนเกินเฉลี่ยของทั้งโดเมนซึ่งมีจํานวนปริมาตรควบคุม
ทั้งหมด nc  ปริมาตรควบคุม มาหาคาเฉล่ียจะไดคาเฉลี่ยความผิดพลาดสวนเกินของทั้งโดเมน ( )Mε  
ซึ่งคํานวณจากสมการ 
 

1  
O

nc

P
O

M nc

ε
ε ==

∑
            (5.5) 

 
เมื่อพิจารณาปริมาตรควบคุม OP ใดๆ หากมีคาความผิดพลาดตกคางของปริมาตรควบคุม ( )OPε  
มากกวาตัวบงชี้การปรับขนาด ปริมาตรควบคุมนั้นจะถูกกําหนดใหตองทําการปรับขนาด สําหรับคา
ซึ่งใชเปนตัวกําหนดการปรับขนาดนั้น คํานวณไดจากสมการ (5.6)      
  
 

M Mc fε ε ε=             (5.6) 
 
โดยที่ 

M
fε แทน แฟกเตอรการปรับขนาด  ซึ่งเปนคาคงที่ ที่ควรมีคาอยูในชวงประมาณ 0.75 ถึง 1.5 

ในกรณีที่คาของ 
M

fε  มีคานอยจะทําใหตัวกําหนดการปรับขนาดมีคาต่ําลง ทําใหจํานวนของปริมาตร
ควบคุมที่ถูกปรับขนาดมีจํานวนมากขึ้น ดังรูป 5.4 ในทํานองเดียวกันหากคาของ 

M
fε  มีคามากข้ึนมี

ผลทําใหปริมาตรควบคุมถูกปรับขนาดมีจํานวนนอยลง  
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 ในการคํานวณนั้น จะเริ่มตนจากการใชคาแฟกเตอรการปรับขนาดที่มีคานอยในชวงแรกของ
การคํานวณซึ่งมีลักษณะคลายเปนตัวเรงในการปรับขนาด และเมื่อจํานวนรอบในการปรับขนาดมาก
ขึ้นคาแฟกเตอรที่ใชควรมีคามากขึ้นดวยในลักษณะที่เปนตัวหนวงในการปรับขนาด 
 
 
5.3 ตัวบงชี้การปรับขนาดจากผลเฉลยแมนตรง 
 
 หลังทําการหาปริมาตรควบคุมที่ตองทําการปรับขนาดโดยพิจารณาจากคาความผิดพลาด
ตกคางไดแลวนั้น อาจยังไมสามารถแนใจไดวาบริเวณที่ถูกกําหนดใหทําการปรับขนาดนั้น มีคาความ
คลาดเคล่ือนมากกวาปริมาตรควบคุมอ่ืนจริงหรือไม  

 
สําหรับปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรง สามารถนําผลเฉลยแมนตรงมาเปรียบเทียบกับผลการ

คํานวณจากระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ได ซึ่งคาความคลาดเคลื่อนที่จุดตอเทียบกับผลเฉลยแมนตรง 
( )P

Exactε  ของการคํานวณหาไดจากสมการ   
 

O O O

Exact Exact FV
P P Pε φ φ= −           (5.7) 

 
โดยที่ 

O

Exact
Pφ  แทนผลการคํานวณคาตัวแปรจากผลเฉลยแมนตรง และ 

O

FV
Pφ แทนผลการคํานวณคาตัว

แปรจากระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม จากนั้นเมื่อนําคา 
O

Exact
Pε  ของแตละจุดตอทั้งโดเมนมาหาคาเฉล่ีย จะ

ไดคาความผิดพลาดเฉลี่ยจากผลเฉลยแมนตรง Exactε  หาไดจากสมการ 
 

 1 
i

nc
Exact
P

Exact i

nc

ε
ε ==

∑
          (5.8) 

 
 จะเห็นวา 

O

Exact
Pε  แสดงขนาดของความผิดพลาดที่เกิดขึ้นลักษณะเดียวกับ 

OPε  และคา Exactε  
แทนขนาดความผิดพลาดเฉล่ียทั้งโดเมนลักษณะเดียวกับ Mε  ซึ่งสามารถนํามาเปน ตัวกําหนดการ
ปรับขนาดจากผลเฉลยแมนตรง ( )Exactcε ซึ่งคํานวณไดสมการ 
 
 

M

Exact Exactc fε ε ε=           (5.9) 

 
ดังนั้นการนําผลเฉลยแมนตรงมาพิจารณาปรับขนาด จะไดวาหากปริมาตรควบคุมใดที่มีคา 

O

Exact
Pε  มากกวาคา Exactcε  ปริมาตรควบคุมนั้น จะถูกกําหนดใหปรับขนาด ซึ่งถือวาเปนการกําหนด
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ปรับขนาดโดยเทียบกับผลเฉลยแมนตรง จากนั้นจะนําบริเวณปรับขนาดที่ไดมาเปรียบเทียบกับบริเวณ
ปรับขนาดจากการพิจารณาคาความผิดพลาดตกคาง เพื่อเปนการยืนยันความถูกตองของบริเวณที่ถูก
กําหนดใหปรับขนาดวาเปนบริเวณที่มีคาความคลาดเคล่ือนสูงกวาบริเวณอื่นจริง  
 
 
5.4 ขั้นตอนการกําหนดปริมาตรควบคุมท่ีตองปรับขนาด 
  
 กระบวนการในการคํานวณทั้งหมดต้ังแตเริ่มการคํานวณ การสรางปริมาตรควบคุมเริ่มตน 
กําหนดเงื่อนไขตางๆ การหาผลเฉลย การหาปริมาตรควบคุมี่ตองปรับขนาด การสรางปริมาตรควบคุม
ใหม จนไดคําตอบที่พึงพอใจ แสดงรายละเอียดพอสังเขปไดดังนี ้  
 

 
 

รูป 5.5 รูปขั้นตอนการคํานวณอยางงายของทั้งระบบ 
 

ในที่นี้จะขอแสดงรายละเอียดเฉพาะ ข้ันตอนการคํานวณเพื่อหาปริมาตรควบคุมที่ตองปรับขนาดซึ่งมี
ขั้นตอนดังแสดงในรูป 5.6  
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รูป 5.6 รายละเอียดขั้นตอนคํานวณเพื่อหาปริมาตรควบคุมที่ตองปรับขนาด 
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ข้ันตอนในรูป 5.6 แสดงถึงลําดับขั้นในการคํานวณเพื่อหาปริมาตรควบคุมที่ตองประขนาด
โดยสังเขป หากปริมาตร P  ถูกกําหนดใหปรับขนาดกําหนดใหมีการเก็บคา [ ] 1Adp P =  หากไม
ปรับขนาดจะเก็บคา [ ] 0Adp P =  เมื่อพิจารณาจากเงื่อนการปรับขนาดโดยใชเงื่อนไขของตัวแปรไม
ทราบคาเพียงตัวแปรเดียว เชน ปญหาการนําความรอน จะพิจารณาการปรับขนาดจากอุณหภูมิ ( )T  

เปนตัวกําหนดการปรับขนาดเพียงตัวแปรเดียว  
 
ในกรณีที่ตัวแปรไมทราบคามีกวา 1 คา เชน ปญหาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิเงื่อนไขของ

การปรับขนาดจะพิจารณาจาก อุณหภูมิ ( )T  ระยะกระจัดแนวนอน ( )U  และระยะกระจัดแนวตั้ง 
( )V  การกําหนดปริมาตรควบคุมที่ถูกปรับขนาด สามารถพิจารณาไดในลักษณะเดียวกันกับการ
พิจารณาคากรณีตัวแปรเดียว โดยการแยกพิจารณาทีละตัวแปร จากนั้นผลที่ไดมารวมกัน จะไดบริเวณ
ที่ถูกกําหนดใหปรับโดยพิจารณาจากตัวแปรทั้ง 3 ตัว ดังรูป 5.7 

 
 

P MU Uε ε−

P MV Vε ε−

P MT Tε ε−

 
 

รูป 5.7 การกําหนดปริมาตรควบคุมที่จะแบงยอย จากเงื่อนไขหลายตัวแปร  
 
ลักษณะการกําหนดปริมาตรควบคุมที่แบงยอยดังที่แสดง เปนการรวมผลการกําหนดปริมาตรควบคุม
จากแตละเงื่อนไข ซึ่งจะเปนการปรับขนาดที่ครอบคลุมทุกตัวแปร เมื่อกําหนดบริเวณที่ตองทําการ
ปรับขนาดแลว กระบวนการตอไปจะเปนการแบงยอยปริมาตรควบคุมตามผลที่ไดจากการกําหนดการ
ปรับขนาด  
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5.5 การแบงยอยปริมาตรควบคุม 
 

 การแบงยอยปริมาตรควบคุม กรณีปริมาตรควบคุมรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพบลักษณะการแบงใน
หลายรูปแบบ ดังที่ไดกวามาแลวในสวนของ เอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวของ สําหรับลักษณะการปรับ
ขนาดปริมาตรควบคุมที่เลือกใชในโครงการวิจัยนี้ ไดเลือกวิธีการแบงครึ่งดาน โดยเมื่อสามารถระบุได
แลววาปริมาตรควบคุมใดถูกกําหนดใหทําการปรับขนาด ปริมาตรควบคุมนั้นๆ จะถูกแบงออกเปน 4 

ปริมาตรควบคุมยอยที่มีขนาดเทากัน โดยการแบงครึ่งดานแตละดาน ดังรูป 5.8 
 
 

 
 

รูป 5.8 การแบงยอยปริมาตรควบคุมบริเวณท่ีถูกกําหนดใหปรับขนาด  

 
ปริมาตรควบคุมใหมที่ไดจะมีลักษณะเหมือนกับปริมาตรควบคุมเดิม แตจะมีขนาดลดลงเหลือเพียง 1 

ใน 4 ของปริมาตรควบคุมเดิม  
 
 ในการแบงโดเมนของปญหาออกเปนปริมาตรควบคุมยอยนั้น จะมีการกําหนดลําดับปริมาตร
ควบคุม และกําหนดหมายเลขใหแกปริมาตรควบคุมนั้นๆ ซึ่งทําหนาที่แทนชื่อของปริมาตรควบคุม 
เพื่อใชชี้เฉพาะถึงปริมาตรควบคุม หลังทําการแบงยอยปริมาตรควบคุม จะเห็นไดวาจํานวนของ
ปริมาตรควบคุมนั้นเพิ่มมากข้ัน และจะตองมีการกําหนดหมายเลขใหแกปริมาตรควบคุมใหมที่ได  
ลักษณะการลําดับปริมาตรควบคุมและกําหนดหมายเลขปริมาตรควบคุมใหม ดังแสดงในรูป 5.8  
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1 2 3 4→ → →  
(ก) ปริมาตรควบคุมเริ่มตน 

 

1 5 6 7 8 3 4→ → → → → →  
 

(ข) ปริมาตรควบคุมหลังแบงยอยปริมาตรควบคุมครั้งที ่1 

 

1 5 6 9 10 11 12 8 3 4→ → → → → → → → →  
 

(ค) ปริมาตรควบคุมหลังแบงยอยปริมาตรควบคุมครั้งที ่2 
 

รูป 5.9 การกําหนดลําดับและหมายเลขปริมาตรควบคุมหลังทําการแบงยอย 
 
โดยบริเวณที่แรเงา หมายถึงปริมาตรควบคุมที่ถูกกําหนดใหแบงยอย จะเห็นไดวาเมื่อทําการแบงยอย
ปริมาตรควบคุม หมายเลขปริมาตรควบคุมนั้นจะหายไป เปลี่ยนเปนหมายเลขของปริมาตรควบคุม
ใหม ซึ่งมีการลําดับดังตอเนื่องกันแทรกแทนหมายเลขเดิม 
  
 ปญหาที่สําคัญในการเขียนโปรแกรมการแบงยอยปริมาตรควบคุมนั้น คือการกําหนดปริมาตร
ควบคุมขางเคียง เนื่องจากปริมาตรควบคุมใหมที่ทําการแบงยอยนั้นจะมีตําแหนงและปริมาตรควบคุม
ขางเคียงที่เปล่ียนไป การกําหนดปริมาตรควบคุมขางเคียงมีรายละเอียดดังนี้ 
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5.5.1 การกําหนดปรมิาตรควบคุมขางเคยีงเมื่อปรมิาตรควบคุมนั้นๆ ไมถูกปรบัขนาด  
 
 จากรูป 5.10 จะเห็นวา เมื่อพิจารณาปริมาตรควบคุมหมายเลข 1 ซึ่งมีปริมาตรควบคุม
หมายเลข 2 เปนปริมาตรควบคุมขางเขียง เมื่อปริมาตรควบคุมหมายเลข 2 ถูกแบงยอยจะมีปริมาตร
ควบคุมยอยใหม 4 ปริมาตรควบคุม ไดแก ปริมาตรควบคุมหมายเลข 3, 4, 5 และ ดังนั้นความเปนไป
ไดของปริมาตรควบคุมขางเคียงคือ ปริมาตรควบคุมหมายเลข 1 จึงมีความเปนไปไดทั้ง 4 ปริมาตร
ควบคุมยอย 
 
 ดังนั้นสิ่งแรกที่พิจารณาคือทิศทางการเชื่อมตอกันของปริมาตรควบคุม เมื่อพิจารณาทิศทาง
การเชื่อมตอจะเห็นไดวา ปริมาตรควบคุมขางเคียงของปริมาตรควบคุมหมายเลข 1 เปนไปได 2 คา คือ
ปริมาตรควบคุมหมายเลข 3 และ 6   
 

 
 

(ก) ปริมาตรควบคุมขางเคียงแบบเช่ือมตอกับ 2 ปริมาตรควบคุมยอย  
 
 

 
 

 (ข) ปริมาตรควบคุมขางเคียงแบบเชื่อมตอกับ 1 ปริมาตรควบคุมยอย 
 

รูป 5.10 ลักษณะการเชื่อมตอปริมาตรควบคุมยอย เม่ือปริมาตรควบคุมขางเคียงถูกแบงยอย   
 
เมื่อพิจารณาตําแหนงของปริมาตรควบคุมที่เชื่อมตอกัน โดยอาศัยการเหลื่อมลํ้าของปริมาตรควบคุมจะ
สามารถระบุปริมาตรควบคุมขางเคียงที่ชัดเจนได ดังรูป 5.10 (ก) จะเห็นไดวาปริมาตรควบคุม
ขางเคียงของปริมาตรควบคุมที่ 1 ไดแก ปริมาตรควบคุม 3 และ 6 แตในกรณีรูป 5.10 (ข) ปริมาตร
ควบคุมขางเคียงของปริมาตรควบคุมที่ 1 จะมีเพียงปริมาตรควบคุมหมายเลข 6 เทานั้น เนื่องจาก
ตําแหนงของปริมาตรควบคุม 3 ลํ้าออกมานอกบริเวณของปริมาตรควบคุมที ่1 เปนตน  
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5.5.2 การกําหนดปรมิาตรควบคุมขางเคยีงเมื่อปรมิาตรควบคุมนั้นๆ ถูกปรับขนาด  
 
 เมื่อปริมาตรควบคุมถูกทําการแบงยอย ทําใหเกิดปริมาตรควบคุมใหม ลักษณะการเชื่อมตอ
ของปริมาตรควบคุมขางเคียง จะมีทั้งการเชื่อมตอกับปริมาตรควบคุมภายนอกและการเชื่อมตอภายใน
ของปริมาตรควบคุมใหมภายในดวยกันเอง เลขคาบวกหมายถึงปริมาตรควบคุมและเลขคาลบแสดงจุด
ตอที่ขอบเขตของโดเมน โดยมีตัวอยางการแบงยอย เมื่อพิจารณารูป 5.11 
 
 

1−
2−

3−

 
                    (ก) กอนปรับขนาดปริมาตรควบคุม   (ข) หลังปรับขนาดปริมาตรควบคุม 

 
รูป 5.11 ลักษณะการเชื่อมตอปริมาตรควบคุมยอย เมื่อปริมาตรควบคุมที่พิจารณาถูกแบงยอย 

 
 
การลําดับปริมาตรควบคุมขางเคียง กําหนดใหมีลักษณะเรียงลําดับแบบทวนเข็มนาฬิกา โดยเริ่มจาก
ปริมาตรควบคุมดานลางซายเปนลําดับที่ 1 เมื่อพิจารณาปริมาตรควบคุมหมายเลข 1 ปริมาตรควบคุม
ขางเคียงเรียงตามลําดับประกอบดวย ปริมาตรควบคุมหมายเลข 2, 3, 4 และ -1 หลังจากทําการ
แบงยอยปริมาตรควบคุม 1, 2 และ 3 ผลที่ไดดังรูป 5.11 (b) เมื่อพิจารณาปริมาตรควบคุมหมายเลข 1 

หลังทําการแบงยอยทําใหเกิดปริมาตรควบคุมใหม 5, 6, 7 และ 8 ซึ่งแตละปริมาตรควบคุมเหลานี้ มี
รายละเอียดการกําหนดปริมาตรควบคุมดังตอไปนี ้
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ปริมาตรควบคุมหมายเลข 5   
 
 พิจารณาเริ่มตนจากปริมาตรควบคุมดานลาง ปริมาตรควบคุมขางเคียงของลําดับที่ 1 เดิม คือ 
ปริมาตรควบคุมขางเคียงหมายเลข 2 หลังจากถูกแบงยอยจะไดปริมาตรควบคุมหมายเลข 9, 10, 11 
และ 12 เมื่อพิจารณาทิศทางการเชื่อมตอ ปริมาตรควบคุมขางเคียงของปริมาตรควบคุมหมายเลข 5 ที่
เปนไปได คือ 11 และ 12 เมื่อพิจารณาการเหล่ือมล้ําจะพบวา ปริมาตรควบคุมขางเคียงของปริมาตร
ควบคุม 5 ไดแก ปริมาตรควบคุมหมายเลข 12 ปริมาตรควบคุมขางเคียงลําดับตอไปเปนการเชื่อมตอ
กันภายในของปริมาตรควบคุมใหม ไดแก 6 และ 8 ตามลําดับ ในสวนตอไปซึ่งเปนบริเวณขอบ เดิม
เปนบริเวณขอบหมายเลข -1 หลังทําการแบงยอยจะไดขอบใหม -2 และ -3 ซึ่งดานที่เชื่อมตอปริมาตร
ควบคุมที่ 5 คือ -3 ดังนั้น ปริมาตรควบคุมขางเคียงของปริมาตรควบคุม 5 คือ 12, 6, 8 และ -2  
 
 
ปริมาตรควบคุมหมายเลข 6   
 
 ปริมาตรควบคุมหมายเลข 6 เริ่มตนเชื่อมตอกับปริมาตรควบคุมหมายเลข 12 เหตุผลเดียวกับ
ปริมาตรควบคุมหมายเลข 5 ปริมาตรควบคุมขางเคียงลําดับถัดไป เดิมกอนแบงยอยปริมาตรควบคุม
ขางเคียงคือ หมายเลข 3 เมื่อแบงยอยจะไดปริมาตรควบคุมใหม คือ 13, 14, 15 และ 16 พิจารณาจาก
ทิศทางการเชื่อมตอและความเหลื่อมลํ้าของปริมาตรควบคุมจะไดปริมาตรขางเคียงคือ 13 และลําดับ
ตอไปคือการเชื่อมตอภายในของปริมาตรควบคุมเอง ไดแก ปริมาตรควบคุม 7 และ 5 ดังนั้นปริมาตร
ควบคุมขางเคียงของปริมาตรควบคุม 6 คือ 12, 13, 7 และ 5  
 
 
ปริมาตรควบคุมหมายเลข 7  
  
 ปริมาตรควบคุมหมายเลข 7 เริ่มตนเชื่อมตอกับปริมาตรควบคุมภายในหมายเลข 6 ปริมาตร
ควบคุมขางเคียงหมายเลข 3 เดิม หลังทําการปรับขนาดแลวไดปริมาตรควบคุมใหม เมื่อพิจารณา
ทิศทางเชื่อมตอและการเหล่ือมลํ้าของปริมาตรควบคุม จะไดปริมาตรควบคุมขางเคียงคือ ปริมาตร
ควบคุมหมายเลข 16 ปริมาตรควบคุมขางเคียงถัดไปคือหมายเลข 4 ซึ่งไมไดทําการปรับขนาดจึงไมมี
การเปลี่ยนแปลง และลําดับถัดไปเปนการเชื่อมตอภายในหมายเลข 8 ดังนั้นปริมาตรควบคุมขางเคียง
ของปริมาตรควบคุม 7 คือ 6, 16, 4 และ 8 
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ปริมาตรควบคุมหมายเลข 8   
 

 ปริมาตรควบคุมหมายเลข 8 เชื่อมตอภายในกับปริมาตรควบคุมหมายเลข 5 และ 7 และ
เชื่อมตอกับปริมาตรควบคุมที่ไมถูกปรับขนาดหมายเลข 4 ลําดับถัดไปเปนการเชื่อมตอกับขอบของ
โดเมนโดยเปนขอบที่ถูกแบงยอยใหมหมายเลข -3  ดังนั้นปริมาตรควบคุมขางเคียงของปริมาตร
ควบคุม 7 คือ 5, 7, 4 และ -3 ตามลําดับ 
 
5.5.3 กระบวนการแบงยอยปริมาตรควบคุม 
 
  ความสัมพันธของดัชนีหมายเลขปริมาตรควบคุมยอยใหมที่ได สามารถกําหนดใหอยูในรูป
ของหมายเลขปริมาตรควบคุมเดิม โดยมองวาปริมาตรควบคุมใหมที่ได เปนปริมาตรควบคุมลูก (Son-

Cell, SC) ซึ่งสามารถแสดงโดยระบุตําแหนงและแสดงหมายเลขโดยอางอิงจากรูป 5.11 (ข) ไดดังรูป 
5.12 

 

SC[ ][1]P SC[ ][2]P

SC[ ][4]P SC[ ][3]P

P

SC[1][1]  5
SC[1][2]  6
SC[1][3]  7
SC[1][4]  8

=
=
=
=

 
 

รูป 5.12 ลักษณะการอางอิงปริมาตรควบคุมใหมในรูปของปริมาตรควบคุมเดิม 
 

จากที่ไดกลาวมาถึง การลําดับปริมาตรควบคุมที่แบงยอยใหม การกําหนดคาปริมาตรควบคุม
ขางเคียง และการกําหนดปริมาตรควบคุมใหมในรูปปริมาตรควบคุมเดิม ดังที่กลาวมา ความสัมพันธ
ตางๆ เหลานี้จะถูกนําไปใชเปนเงื่อนไขในการเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอร เพื่อใหสามารถระบุ
ปริมาตรควบคุมขางเคียงโดยเรียงตามลําดับอยางเปนระเบียบและมีความตอเนื่องกันได กระบวนการ
แบงยอยปริมาตรควบคุมสามารถแสดงโดยสังเขปไดดังรูป 5.13 
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[ ] 1Adp P =

SC[ ][1]P SC[ ][2]P
SC[ ][3]PSC[ ][4]P

( )Pnb

( )Pnb

0Pnb >

0Pnb >

[ ] 1PAdp nb =

SC[ ][1]Pnb SC[ ][2]Pnb
SC[ ][3]PnbSC[ ][4]Pnb

[ ] 1Adp P =

[ ] 1Adp P =

1P P= +

1P Pnb nb= +
1P Pnb nb= +

 
   

รูป 5.13 กระบวนการสรางปริมาตรควบคุมใหม โดยการแบงยอยตามปริมาตรควบคุมท่ีกําหนด 
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5.6 เง่ือนไขพิจารณาหยุดการปรับขนาด 
 

จากกระบวนการในการปรับขนาดจะเห็นไดวาเปนกระบวนการวนซ้ํา แมวากระบวนการปรับ
ขนาดจะเปนการเพิ่มความถูกตองใหแกผลการคํานวณ แตในกรณีที่ผลเฉลยมีความถูกตองแมนยําใน
ระดับที่ตองการแลว จึงควรการหยุดปรับขนาดปริมาตรควบคุม  

 
เงื่อนไขที่นํามาใชในการหยุดการปรับขนาดนั้นไดกําหนดไว 3 เงื่อนไขประกอบดวย จํานวน

รอบการปรับขนาด เปอรเซ็นตของพื้นที่ปรับขนาด และคาความผิดพลาดตกคางเพื่อหยุดปรับขนาด 
โดยแตละคามีรายละเอียดดังนี้ 

 
5.6.1 เงื่อนไขจํานวนรอบการปรับขนาด 

 
เงื่อนไขการหยุดการปรับขนาดโดยกําหนดจํานวนรอบ เปนลักษณะกําหนดจํานวนรอบของ

การวนซ้ําที่แนนอน โดยจํานวนรอบที่เหมาะสมข้ึนอยูกับจํานวนปริมาตรเริ่มตนที่ใช การกําหนดหยุด
ปรับขนาดลักษณะนี้สามารถทําไดงาย แตจํานวนรอบที่ใชอาจมากเกินความจําเปน หรือจํานวนรอบที่
นอยจนไมสามารถใหผลเฉลยที่แมนยําได  

 
5.6.2 เงื่อนไขเปอรเซ็นตของพื้นที่ปรับขนาด 
 

สําหรับปญหาที่การเปล่ียนแปลงของผลเฉลยอยางสูงเฉพาะจุด (Singularity) เมื่อทําการปรับ
ขนาดปริมาตรควบคุม บริเวณที่ถูกปรับขนาดจะเปนเฉพาะบริเวณจุดที่มีการเปล่ียนแปลงสูงนี้เทานั้น
ซึ่งเปนพื้นที่ขนาดเล็ก ดังนั้นหากพิจารณาวาทั้งโดเมนมีผลการคํานวณที่ถูกตองแมนยําแลว แตมีเพียง
จุดเดียวซึ่งเปนพื้นที่นอยมากเมื่อเทียบกับพื้นที่ทั้งหมดที่ยังไมถูกตองแมนยํา อาจสามารถละทิ้งความ
ผิดพลาดในสวนนี้แลวหยุดการปรับขนาดได 

 
ดังนั้นการหยุดปรับขนาดโดยเงื่อนไขเปอรเซ็นตของพื้นที่ปรับขนาด จึงหมายถึง หากพื้นที่ที่

ถูกกําหนดใหปรับขนาดคิดเปนเปอรเซ็นตที่นอยเมื่อเทียบกับพ้ืนที่ทั้งหมด สามารถหยุดปรับขนาด
โดยอาศัยเหตุผลดังที่อธิบายไวได  

 
แตสําหรับปญหาที่การเปล่ียนแปลงของผลเฉลยในโดเมนเปนแบบสม่ําเสมอ การกําหนดให

หยุดปรับขนาดโดยเงื่อนไขเปอรเซ็นตของพื้นที่ดวยวิธีนี้จะไมสามารถทําได เนื่องจากปญหาลักษณะนี้
บริเวณที่ปรับขนาดจะมีเปอรเซ็นตของพื้นมากในแตละรอบของการปรับขนาด   
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5.6.3 เงื่อนไขคาความผดิพลาดตกคางเพื่อหยุดปรับขนาด 
 
 การสรางเงื่อนไขคาความผิดพลาดตกคางเพื่อหยุดการปรับขนาด เปนการสรางเงื่อนจากคา
ความผิดพลาดตกคางเฉล่ีย โดยอาศัยความสัมพันธที่วา เมื่อผลการคํานวณมีความถูกตองแมนยํา
เพิ่มขึ้นคาความผิดพลาดตกคางเฉลี่ยจะลดลงดวย แตการนําคาความผิดพลาดตกคางเฉลี่ย มาใช
โดยตรงอาจไมเหมาะสมเนื่องจากเหตุผลดังนี้ 
 
 พิจารณาตัวอยางปญหาการนําความรอนใน 1 มิติ กําหนดใหลักษณะของปญหาเปนดังรูป 
5.14 (ก) และ 5.14 (ข) โดยมีลักษณะและการแบงยอยที่เหมือนกัน แตแตกตางกันที่เงื่อนไขขอบเขต  
 

1P0°C 100°C 2P0°C 1°C

1 0.5 °CP
Exactε =

2 0.5 °CP
Exactε =

 
 

(ก) การนําความรอน 0 °C  ถึง 100 °C                (ข) การนําความรอน 0 °C  ถึง 1 °C  
 

รูป 5.14 ความคลาดเคล่ือนที่เทากันของเง่ือนไขขอบเขตที่ตางกัน 
 

หากทําการคํานวณหาผลเฉลยการนําความรอนของทั้ง 5.14 (ก) และ 5.14 (ข) พบวาหากผลการ
คํานวณที่ไดของทั้งจุด 1P  และ 2P  มีคาความผิดพลาดเทากันคือ 0.5°C  แตหากพิจารณาเงื่อนไข
ขอบเขตจะเห็นวากรณีของรูป 5.14 (ก) มีชวงอุณหภูมิของขอบเขตคือ  0°C  ถึง 100°C  ความ
ผิดพลาดในระดับ 0.5°C  อาจถือไดวามีความผิดพลาดนอย แตในกรณีของรูป5.14 (ข) ชวงอุณหภูมิ
ขอบเขตคือ  0°C  ถึง 1°C  ความผิดพลาดในระดับ 0.5°C  อาจถือไดวามีความผิดพลาดสูงมาก 
 
 ดวยเหตุผลนี้การพิจารณาเฉพาะขนาดของความผิดพลาดจากการคํานวณอาจไมเหมาะสม 
ดังนั้นจึงควรมีการแปลงใหความคลาดเคล่ือนนี้อยูในระดับเดียวกัน จึงทําคาความคลาดเคล่ือนใหเปน
บรรทัดฐานเดียวกัน (Normalize) โดยการนําขนาดของผลตางคาตัวแปรนอยสุดและคาตัวแปรนอย
มากสุดมาหาร เชน 
 

 ระดับความผิดพลาดของ 1P     =    0.5°C
100 0 °C−

  =  0.005  

 ระดับความผิดพลาดของ 2P     =      0.5°C
1 0 °C−

  =  0.5  
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จากคาที่ไดจะเห็นวาระดับความคลาดเคลื่อนที่ไดอยูในระดับที่แตกตางกัน ซึ่งหากคาความผิดพลาดที่
ยอมรับไดของปญหารูป 5.14 (ก) มีขนาด 0.5°C  ความผิดพลาดที่ยอมรับไดของปญหารูป 5.14 (ข) 
ตองมีขนาด 0.005°C  ซึ่งจะถือไดวา คาความผิดพลาดของทั้งสองกรณีอยูในระดับเดียวกัน 
 

แตในการคํานวณปญหาโดยทั่วไป จะไมมีผลเฉลยแมนตรง การหาคาความผิดพลาดโดยเทียบ
จากผลเฉลยแมนตรงนั้นไมสามารถทําได แตเนื่องจากคาความผิดพลาดตกคางสามารถเปนตัวบงบอก
ถึงความแมนยําในการคํานวณได จึงนําคาดังกลาวมาพิจารณาเปน คาความผิดพลาดตกคางมาตรฐาน 
(Normalize Residual Error, NR) โดยคํานวณไดจากสมการ (5.10) 

 

max min

NR M
φ

ε
φ φ

=
−

        (5.10) 

 
โดยที่ Mε  แทนคาความผิดพลาดเฉลี่ยของทั้งโดเมน maxφ  แทนคาตัวแปรมากสุด และ minφ  แทนคาตัว
แปรนอยสุด ในการกําหนดหยุดการปรับขนาด หากคา NRφ  มีคานอยกวาที่กําหนดจะทําการหยุดการ
ปรับขนาด   

 
จากเงื่อนไขการปรับขนาดทั้ง 3 เงื่อนไขที่ไดกลาวมานั้น ในการคํานวณอาจเลือกเงื่อนไข

เพียงอยางหนึ่งอยางใด พิจารณาจาก 2 เงื่อนไข หรืออาจพิจารณาทั้ง 3 เงื่อนไขรวมกันได ซึ่งการปรับ
ขนาดจะหยุดเมื่อสอดคลองกับเงื่อนไขที่กําหนดและมีความถูกตองของผลการคํานวณในระดับที่
ตองการ     
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5.7 การตรวจสอบคุณภาพหลังการปรับขนาด 
 
หลังทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุม ผลการคํานวณที่ไดตองมีความถูกตองแมนยํามากขึ้น 

สามารถพิจารณาไดจากคาความผิดพลาดเฉล่ียของทั้งโดเมน ( )Exacterr คํานวณไดจากสมการ (5.11) 
 

  
1 1

 /
nc nc

Exact Exact
P P P

P i
err V Vε

= =

 =  
 
∑ ∑       (5.11) 

 
หากผลการคํานวณที่ไดมีความถูกตองแมนยํามากขึ้น คา Exacterr  หลังการปรับขนาดจะมีคาลดลง  
 

การวิเคราะหหาสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน ( )SD  เปนการวัดการกระจายคาที่ออกจากคาเฉลี่ย 
โดยคาที่ไดมีลักษณะเปนตัวแทนของขอมูล คาสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของคาความผิดพลาดเมื่อเทียบ
กับผลเฉลยแมนตรง ( ExactSD ) สามารถคํานวณไดจากสมการ (5.12) 

 

( )
1
22

1 1
/

nc nc
Exact Exact Exact

P P P
P P

SD err V Vε
= =

 
= − 

 
∑ ∑      (5.12) 

 
ทํานองเดียว กันสามารถพิจารณาสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของคาความผิดพลาดตกคางเฉล่ียของแตละ
จุดตอ ( )

OPε ตอขนาดของพื้นที ่ไดจากสมการ (5.13) 
 

( )
1
22

1 1

/
nc nc

P P P
P P

SD err V Vε εε
= =

 = − 
 
∑ ∑       (5.13) 

  
โดยที่คาความผิดพลาดตกคางเฉล่ียโดยพิจารณารวมกับขนาดของปริมาตรควบคุม สามารถคํานวณได
ดังสมการ (5.14) 
 

1 1

 /
nc nc

P P P
P i

err V Vε ε
= =

 =  
 
∑ ∑        (5.14) 

 
จากคาที่นํามาตรวจสอบเชิงคุณภาพของผลการคํานวณหลังการปรับขนาด ซึ่งประกอบดวย 

Exacterr , ExactSD  และ 
P

SDε  ซึ่งหากผลการคํานวณหลังจากการปรับขนาดปริมาตรควบคุมมีความ
ถูกตองแมนยํามากขึ้นคาตางๆ เหลานี้จะมีคาลดลงดวย  
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5.8 สรุป 
 
 ในบทนี้ไดกลาวถึงเงื่อนไขที่ใชพิจารณาปริมาตรควบคุมที่ควรถูกปรับขนาด โดยใชคาความ
คลาดเคล่ือนตกคางเปนเงื่อนไขการปรับขนาด และเนื่องจากไมสามารถแนใจไดวาบริเวณที่ปรับขนาด
นั้นเปนบริเวณที่มีความคลาดเคลื่อนจริง จึงไดสรางตัวบงชี้การปรับขนาดจากผลเฉลยแมนตรงเพื่อหา
บริเวณที่ตองทําการปรับขนาดโดยอางอิงผลการคํานวณที่ไดกับผลเฉลยแมนตรง หากทั้งสองเงื่อนไข
ใหผลการปรับขนาดในบริเวณเดียวกันจะเปนตัวบงชี้ถึงวาเงื่อนไขการปรับขนาดที่สรางมาจากเงื่อนไข
คาความผิดพลาดตกคางนั้นสามารถบงชี้บริเวณที่มีความคลาดเคลื่อนมากกวาบริเวณอื่นไดจริง  
 
  จากนั้นไดกลาวถึงการแบงยอยปริมาตรควบคุม การลําดับปริมาตรควบคุม และกระบวนการ
สรางปริมาตรควบคุมใหม ซึ่งกระบวนการที่ไดกลาวมาทั้งหมดนี้ไดนํามาเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอร 
เพื่อใหสามารถระบุปริมาตรควบคุมที่ตองทําการปรับขนาดและสามารถสรางปริมาตรควบคุมใหมตาม
ผลที่กําหนดได หลังจากการหาผลเฉลยดวยปริมาตรควบคุมใหมที่ไดแลวจะมีการตรวจสอบเชิง
คุณภาพของผลการคํานวณที่ได เปรียบเทียบกับผลเฉลยครั้งกอน 
 
 สวนตอไปจะเปนการทดสอบเงื่อนไขของการปรับขนาดที่ไดกลาวมา และทดสอบโปรแกรม
สรางปริมาตรควบคุมใหม โดยนํามาพิจารณาปญหาการถายเทความรอน กอนนําไปหาคาความเคน
เนื่องจากอุณหภูมิตอไป 
  
 
 



บทที่ 6 
 

การทดสอบโปรแกรมสําหรับ 
ปญหาการนําความรอน 

 
 
6.1 บทนํา  
 

จากเงื่อนไขที่ใชพิจารณาปรับขนาดปริมาตรควบคุมและการแบงยอยปริมาตรควบคุม  ดังที่ได
กลาวมาในเรื่อง ตัวบงชี้การปรับขนาดและการปรับขนาดปริมาตรควบคุม  ซึ่งเงื่อนไขตางๆ เหลานี้ ได
นํามาเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อใชในการแบงยอยปริมาตรควบคุมเฉพาะบริเวณเพื่อเปนการเพิ่ม
ความแมนยําใหแกผลการคํานวณ  

 
ในบทนี้ไดแบงหัวขอที่จะกลาวถึงเปน 3 สวนไดแก ลักษณะปญหาการนําความรอนที่นํามา

เปนกรณีศึกษา การทดสอบตัวบงชี้การปรับขนาด และการทดสอบโปรแกรมการแบงยอยปริมาตร
ควบคุม โดยมีรายละเอียดตามลําดับ ดังนี ้

 
 

6.2  กรณีศึกษาปญหาการนําความรอน 
 

การทดสอบเงื่อนไขการปรับขนาด และโปรแกรมการแบงยอยปริมาตรควบคุม ไดเลือก
ปญหาการนําความรอนมาเปนกรณีศึกษา 2 กรณี ซึ่งเปนปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรง เพื่อวิเคราะหผล
การคํานวณทั้งบริเวณทีถู่กกําหนดใหปรับขนาด และผลการคํานวณที่มีความแมนยํามากข้ึนหลังทําการ
ปรับขนาดปริมาตรควบคุม โดยลักษณะปญหา และผลเฉลยแมนตรงเปนดังนี้  
 
6.2.1 กรณีศึกษาปญหาการนําความรอน กรณีที ่1  
 
 กรณีศึกษาปญหาการนําความรอนกรณีที่ 1 เปนปญหาการนําความรอนที่ภาวะสมดุล ของ
แผนโลหะขนาดกวาง 5 เซนติเมตร และมีความยาว 10 เซนติเมตร โดยกําหนดใหมีอุณหภูมิขอบคงที่
ในแตละดานดังแสดงในรูป 6.1 (ก) และจากผลเฉลยแมนตรงการกระจายตัวของอุณหภูมิ สามารถ
แสดงดังรูป 6.1 (ข)  
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     (ก) ลักษณะของปญหา                          (ข) การกระจายอุณหภูมิจากผลเฉลยแมนตรง 

 
 

รูป 6.1 ลักษณะปญหาและการกระจายของอุณหภูมิ กรณีศึกษาท่ี 1 
 
ผลเฉลยแมนตรงของอุณหภูมิ 1 2( , )( )x x

anaT  ของปญหากรณีศึกษาที่ 1 (Holman, 2001) สามารถคํานวณ
ไดจากสมการ (6.1)  
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       (6.1) 

 
6.2.2 กรณีศึกษาปญหาการนําความรอน กรณีที ่2  
 

 กรณีศึกษาปญหาการนําความรอนกรณีที ่ 2 เปนปญหาการนําความรอนที่ภาวะสมดุล ของ
แผนโลหะขนาดกวาง 1 เซนติเมตร และมีความยาว 1 เซนติเมตร ดังรูป 6.2 
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                       (ก) ลักษณะของปญหา                          (ข) การกระจายอุณหภูมิจากผลเฉลยแมนตรง 

 
รูป 6.2 ลักษณะปญหาและการกระจายของอุณหภูมิ กรณีศึกษาท่ี 2 



 60 

โดยกําหนดอุณหภูมิขอบในแตละดานใหมีลักษณะดังแสดงในรูป 6.2 (ก) และจากเฉลยแมนตรง
สามารถคํานวณการกระจายของอุณหภูมิไดดังรูป 6.2 (ข) ผลเฉลยแมนตรงการนําความรอน
กรณีศึกษาที ่2 (ปราโมทย เดชะอําไพ, 2544) สามารถหาไดจากสมการ (6.2)  

 

 1 2

2

( , ) 1
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2sin
2 sinh

2

x x
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π
π

π

 
 

=  
 
 

          (6.2) 

 
 ปญหาการนําความรอนทั้ง 2 กรณี ซึ่งมีลักษณะการกระจายของอุณหภูมิที่แตกตางกัน นํามา
ทดสอบตัวบงชี้การปรับขนาดวาสามารถบงชี้ถึงบริเวณที่มีความผิดพลาดมากวาบริเวณอื่นจริงหรือไม 
อีกทั้งยังมีการตรวจสอบโปรแกรมการแบงยอยปริมาตรควบคุมโดยการตรวจสอบเชิงคุณภาพของผล
การคํานวณที่ได เพื่อแสดงวาหลังการปรับขนาดปริมาตรควบคุมแลว ผลการคํานวณที่ไดจะมีความถูก
ตองแมนยําเพิ่มขึ้น  
 
 
6.3  การทดสอบตัวบงชี้การปรับขนาด 
  
 การกําหนดเงื่อนไขการปรับขนาด โดยใชตัวบงชี้การปรับขนาด ( )cε  ที่คํานวณมาจากคา
ความผิดพลาดตกคาง สามารถบงชี้บริเวณที่ตองทําการปรับขนาดได แตยังไมไดพิสูจนดวยตัวเลขให
แนใจไดวาบริเวณที่ถูกกําหนดปรับขนาดนั้น เปนบริเวณที่มีความคลาดเคลื่อนมากกวาบริเวณอื่นจริง
หรือไม 
 

การปรับขนาดปริมาตรควบคุมสําหรับปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรง โดยใชตัวบงชี้การปรับ
ขนาดจากผลเฉลยแมนตรง ( )Exactcε สามารถบงชี้บริเวณที่มีคาความคลาดเคลื่อนจริงได เนื่องจากเปน
การเปรียบเทียบกับผลเฉลยของปญหา 
  
 ดังนั้น หากทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุม โดยพิจารณาทั้งจากคาความผิดพลาดตกคาง 
และจากผลเฉลยแมนตรง หากบริเวณที่ถูกกําหนดใหปรับขนาดของทั้ง 2 เงื่อนไขอยูในบริเวณ
เดียวกัน จะสามารถสรุปไดวาบริเวณที่ถูกกําหนดใหปรับขนาดโดยการพิจารณาคาความผิดพลาด
ตกคางนั้น เปนบริเวณที่มีคาความผิดพลาดจากการคํานวณมากกวาบริเวณอื่นจริง 
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 การทดสอบตัวบงชี้การปรับขนาด จะนํากรณีศึกษาการนําความรอนทั้ง 2 กรณีมาทําการ
ทดสอบ โดยใชปริมาตรควบคุมขนาดสม่ําเสมอที่มีปริมาตรควบคุมขนาดใหญ และปริมาตรควบคุมที่
มีความละเอียด โดยมีลักษณะปริมาตรควบคุมรูปสี่เหลี่ยม ทั้งนี้ยังไดใชปริมาตรรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก
มาทดสอบการกําหนดการปรับขนาดดวย   
 
6.3.1 การทดสอบตัวบงชี้การปรับขนาดปริมาตรควบคุมรูปสี่เหลี่ยม สําหรับกรณีศึกษาที่ 1 
 

การทดสอบตัวบงชี้การปรับขนาดในสวนนี้ จะใชปริมาตรควบคุมรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากขนาด
เทากันทั้งโดเมนโดยแบงเปนขนาด 4 8×  และ8 16×  โดยไดผลตามลําดับเปนดังนี้ 
  
6.3.1.1 ปริมาตรควบคุมรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 4×8  สําหรับกรณีศึกษาที ่1 
  

เมื่อทําการคํานวณคาอุณหภูมิของกรณีศึกษาที่ 1 โดยใชปริมาตรควบคุมขนาด 4 8×  แลวทํา
การหาบริเวณปรับขนาดโดยใชตัวบงชี้การปรับขนาด ( cε  ) และตัวบงชี้การการปรับขนาดจากผล
เฉลยแมนตรง ( Exactcε ) กําหนดใหแฟกเตอรการปรับขนาด (

M
fε ) ที่ใชมีคาเทากับ 0.85   

 
โดยผลที่ไดเมื่อนํามาพิจารณาในลักษณะของแผนภูมิแทง แกนในแนวต้ังจะหมายถึงขนาด

ของคาความผิดพลาด และแกนนอนหมายถึงหมายเลขของปริมาตรควบคุมนั้นๆ  สวนของการแสดง
ปริมาตรควบคุมที่ถูกกําหนดใหปรับขนาดโดยการพิจารณาคาความผิดพลาดตกคางแสดงโดยพื้นที่แร
เงา ดังรูป (6.3) และในสวนของปริมาตรควบคุมที่ถูกกําหนดใหปรับขนาดเนื่องจากการเปรียบเทียบ
คากับผลเฉลยแมนตรงนั้นแทนดวยพื้นที่รูปตารางหมากรุก ดังรูป (6.4) ซึ่งแสดงดังรูปตามลําดับได
ดังนี ้      
 
 

OP

1.7305 °Ccε =

( ) Cε °
oP cεε >

 
 

รูป 6.3 การปรับขนาดจากความผิดพลาดตกคาง ปริมาตรควบคุม 4 8×  กรณีศึกษาที ่1 
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Exact Exact
P cεε >

OP

( C)Exactε °

0.4876 °C
Exactcε =

 
 

รูป 6.4 การปรับขนาดเนื่องจากผลเฉลยแมนตรง ปริมาตรควบคุม 4 8× กรณีศึกษาที่ 1 

  
เมื่อนําผลการคํานวณที่ไดมาเปรียบเทียบกับกับผลเฉลยแมนตรง และแสดงจุดตอที่ถูก

กําหนดใหปรับขนาด โดยไดเลือกแสดง 2 ชวงไดผลดังรูป 6.5 และ 6.6 ตามลําดับไดดังนี้ 
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รูป 6.5 ผลการคํานวณเทียบผลเฉลยแมนตรง ท่ีระยะ 2 0.625 cmx = กรณีศึกษาที่ 1 
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รูป 6.6 ผลการคํานวณเทียบผลเฉลยแมนตรง ท่ีระยะ 2 4.375 cmx = กรณีศึกษาที่ 1 
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  จากผลที่ไดจะเห็นวาจุดตอที่ถูกกําหนดใหปรับขนาดนั้นจะเปนบริเวณที่ผลเฉลยมีการ
เปลี่ยนแปลงมากกวาบริเวณอ่ืน จากนั้นจะทําการเปรียบเทียบตัวบงชี้การปรับขนาดลักษณะเดียวกันนี้ 
โดยใชปริมาตรควบคุมที่ละเอียด 8 16× เพื่อเปรียบเทียบผลตอไป 
 
6.3.1.2 ปริมาตรควบคุมรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 8×16  กรณศีึกษาที ่1 
  
 ทําการคํานวณผลเฉลยของกรณีศึกษาที่ 1 อีกครั้ง โดยใชปริมาตรควบคุมขนาด 8 16×  แลว
ทําการหาบริเวณปรับขนาดโดยใชตัวบงชี้การปรับขนาด ( cε  ) และตัวบงชี้การการปรับขนาดจากผล
เฉลยแมนตรง ( Exactcε ) แฟกเตอรการปรับขนาด (

M
fε ) ที่ใชกําหนดใหมีคาเทากับ 0.85  ไดผลดังรูป 

6.7 และรูป 6.8 ตามลําดับ   
 
 

( ) Cε °

0.6084 °Ccε =

OP

oP cεε >

 
 

 

รูป 6.7 การปรับขนาดจากความผิดพลาดตกคาง ปริมาตรควบคุม 8 16× กรณีศึกษาที ่1 

 
 

( C)Exactε °

OP

0.1809 °C
Exactcε =

Exact Exact
P cεε >

 
 

รูป 6.8 การปรับขนาดเน่ืองจากผลเฉลยแมนตรง ปริมาตรควบคุม 8 16× กรณีศึกษาที่ 1 
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นําผลการคํานวณที่ไดมาเปรียบเทียบกับกับผลเฉลยแมนตรง และแสดงจุดตอที่ถูกกําหนดให
ปรับขนาดในลักษณะเดียวกับกรณีศึกษาที่ 1 โดยไดเลือกแสดงตัวอยาง 2 ชวง โดยเลือกชวงที่มีการ
กําหนดใหปรับขนาดมาแสดงผล ผลการคํานวณที่ไดเปนดังรูป 6.9 และ 6.10 ตามลําดับ 
 
 
 

2 0.9375 cm.x =

1, cmx

2xTe
m

pe
ra

tu
re

 °C

 
 

รูป 6.9 ผลการคํานวณเทียบผลเฉลยแมนตรง ที่ระยะ 2 0.9375 cmx = กรณีศึกษาท่ี 1 
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รูป 6.10 ผลการคํานวณเทียบผลเฉลยแมนตรง ท่ีระยะ 2 4.6875 cmx = กรณีศึกษาที่ 1 
 
 
 จากผลการคํานวณที่ได จะเห็นวาปริมาตรควบคุมที่ถูกกําหนดใหปรับขนาดนั้น อยูในบริเวณ
ที่ผลเฉลยมีการเปล่ียนแปลงมากกวาบริเวณที่ไมถูกกําหนดใหปรับขนาด และจากการใชปริมาตร
ควบคุมที่มีขนาดเล็กลงจะเห็นไดวา ทั้งคาตัวบงชี้การปรับขนาด ( cε  ) และตัวบงชี้การการปรับขนาด
จากผลเฉลยแมนตรง ( Exactcε ) จะมีคาลดลงดวย  



 65 

 คาบงชี้ตางๆ ที่ไดจากการคํานวณการปรับขนาดปริมาตรควบคุม กรณีศึกษาที่ 1 เมื่อนํามา
เปรียบเทยีบกันมีรายละเอียดดังตาราง 6.1 
 

ตาราง 6.1 การเปรียบเทียบคาบงชี้ตางๆ ปริมาตรควบคุมรูปสี่เหล่ียม กรณีศึกษาท่ี 1  

 

ปริมาตรควบคุม 
พารามิเตอร 

4 8×  8 16×  

จํานวนปริมาตรควบคุมเริ่มตน 32 128 

จํานวนปริมาตรควบคุมที่ 
oP cεε >  8 26 

จํานวนปริมาตรควบคุมที่ Exact Exact
P cεε >  8 24 

ความคลาดเคล่ือนตกคางเฉลี่ย  (°C)Mε  1.73057 0.60846 

ความคลาดเคล่ือนจากผลเฉลยแมนตรงเฉลี่ย  (°C)Exactε  0.48762 0.18091 

ความคลาดเคลื่อนมากสุดที่ถูกปรับขนาด (°C)  2.18924 2.19291 

ความคลาดเคล่ือนนอยสุดที่ถูกปรับขนาด (°C)  0.28190 0.23081 
 

 
6.3.2 การทดสอบตัวบงชี้การปรับขนาดปริมาตรควบคุมรูปสี่เหลี่ยม สําหรับกรณีศึกษาที่ 2 

 
ในสวนตอไป จะทําการเปรียบเทียบตัวบงชี้การปรับขนาดลักษณะเดียวกันนี้ สําหรับ

กรณีศึกษาที่ 2 โดยแบงยอยปริมาตรควบคุมรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่มีจํานวนปริมาตรควบคุม 5 5×  และ 
10 10× ทําการคํานวณหาผลเฉลย แลวทําการวิเคราะหผลที่ได โดยมีรายละเอียดดังนี้ 
 
6.3.2.1 ปริมาตรควบคุมรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 5×5  สําหรับกรณีศึกษาที ่2 

 
เมื่อทําการคํานวณผลเฉลยของกรณีศึกษาที่ 2 โดยใชปริมาตรควบคุมขนาด 5 5×  จากนั้นทํา

การหาบริเวณปรับขนาดโดยใชตัวบงชี้การปรับขนาด ( cε  ) และตัวบงชี้การการปรับขนาดจากผล
เฉลยแมนตรง ( Exactcε ) แฟกเตอรการปรับขนาด (

M
fε ) ที่ใชกําหนดใหมีคาเทากับ 1 ผลการคํานวณ

และบริเวณที่กําหนดปรับขนาด จากตัวบงชี้การปรับขนาดซึ่งคํานวณมาจากความผิดพลาดตกคาง
แสดงในรูป 6.11 สวนการปรับขนาดที่คํานวณมาจากผลเฉลยแมนตรงไดดังรูป 6.12 
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( ) Cε °

OP

oP Mε ε>

0.00601 °Ccε =

 
 

รูป 6.11 การปรับขนาดจากความผิดพลาดตกคาง ปริมาตรควบคุม 5 5× กรณีศึกษาท่ี 2 
 
 
 

( C)Exactε °

0.0025 °C
Exactcε =

Exact Exact
P Pcε >

OP
 

 

รูป 6.12 การปรับขนาดเนื่องจากผลเฉลยแมนตรง ปริมาตรควบคุม 5 5× กรณีศึกษาที่ 2   
 
 
 

นําผลการคํานวณที่ไดมาเปรียบเทียบกับกับผลเฉลยแมนตรง และแสดงจุดตอที่ถูกกําหนดให
ปรับขนาด โดยเลือกแสดงตัวอยางผลการคํานวณ 2 ชวงไดผลดังรูป 6.13 และรูป 6.14 ตามลําดับ 
 
 

2x
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re

 °C

2 0.5 cmx =

1, cmx

 
 

 

รูป 6.13 ผลการคํานวณเทียบผลเฉลยแมนตรง ท่ีระยะ 2 0.5 cmx = กรณีศึกษาที่ 2 
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2 0.9 cmx =

1, cmx

 
 

รูป 6.14 ผลการคํานวณเทียบผลเฉลยแมนตรง ท่ีระยะ 2 0.9 cmx = กรณีศึกษาที่ 2 
 
 
6.3.2.2 ปริมาตรควบคุมรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 10×10  สําหรับกรณีศึกษาที ่2 
 

ทําการคํานวณผลเฉลยของอุณหภูมิของกรณีศึกษาที่ 2 อีกครั้ง โดยใชปริมาตรควบคุมขนาด
เล็กลง โดยแบงยอยเปน 10 10× ปริมาตรควบคุม แลวทําการหาบริเวณเพื่อทําการปรับขนาดโดยใชตัว
บงชี้การปรับขนาด ( cε  ) และตัวบงชี้การการปรับขนาดจากผลเฉลยแมนตรง ( Exactcε ) แฟกเตอรการ
ปรับขนาด (

M
fε ) ที่ใชกําหนดใหมีคาเทากับ 1 ผลการคํานวณและบริเวณที่กําหนดปรับขนาด จากตัว

บงชี้การปรับขนาดซึ่งคํานวณมาจากความผิดพลาดตกคางแสดงในรูป 6.15 สวนการปรับขนาดที่
คํานวณมาจากผลเฉลยแมนตรงไดดังรูป 6.16 
  
 

0.00158 °Ccε =

( ) Cε °

OP

oP Mε ε>

 
 

รูป 6.15 การปรับขนาดจากความผิดพลาดตกคาง ปริมาตรควบคุม 10 10× กรณีศึกษาท่ี 2 
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0.000641 °C
Exactcε =

OP

( C)Exactε °
Exact Exact
P cεε >

 
 

รูป 6.16 การปรับขนาดเนื่องจากผลเฉลยแมนตรง ปริมาตรควบคุม 10 10× กรณีศึกษาที่ 2 
 

นําผลการคํานวณที่ไดมาเปรียบเทียบกับกับผลเฉลยแมนตรง และแสดงจุดตอที่ถูกกําหนดให
ปรับขนาด โดยเลือกแสดงตัวอยางผลการคํานวณ 2 ชวงไดผลดังรูป 6.17 และ 6.18 ตามลําดับ 
 

2x

1,  cmx
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2 0.55 cmx =

 
 

รูป 6.17 ผลการคํานวณเทียบผลเฉลยแมนตรง ที่ระยะ 2 0.55 cmx = กรณีศึกษาที่ 2 
 
 

2 0.85 cmx =

1, cmx

2x
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รูป 6.18 ผลการคํานวณเทียบผลเฉลยแมนตรง ที่ระยะ 2 0.85 cmx = กรณีศึกษาที่ 2 
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คาบงชี้ตางๆ ที่ไดจากการคํานวณการปรับขนาดปริมาตรควบคุม กรณีศึกษาที่ 2 จากปริมาตร
ควบคุมทั้ง 2 ชุด เมื่อนํามาเปรียบเทียบกันมีรายละเอียดดังตาราง 6.2  

 
ตาราง 6.2 การเปรียบเทียบคาบงชี้ตางๆ ปริมาตรควบคุมรูปส่ีเหล่ียม กรณีศึกษาที ่2  

 
ปริมาตรควบคุม 

พารามิเตอร 
5 5×  10 10×  

จํานวนปริมาตรควบคุมเริ่มตน 25 100 

จํานวนปริมาตรควบคุมที่ 
oP cεε >  11 40 

จํานวนปริมาตรควบคุมที่ Exact Exact
Pε ε>  9 35 

ความคลาดเคล่ือนสวนเกินเฉลี่ย Mε (°C)  0.00601 0.00158 

ความคลาดเคล่ือนจากผลเฉลยแมนตรงเฉลี่ย (°C) Exactε  0.00249 0.00064 

ความคลาดเคล่ือนมากสุดที่ถูกปรับขนาด (°C)  0.00916 0.00502 

ความคลาดเคลื่อนนอยสุดที่ถูกปรับขนาด (°C)  0.00648 0.00174 
 
 
6.3.3 การทดสอบตัวบงชี้การปรับขนาดปริมาตรควบคุมรูปสามเหลี่ยม กรณีศึกษาที่ 1 
 

การหาผลเฉลยดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมแบบ Unstructured Grid สามารถใชไดกับ
ปริมาตรควบคุมที่หลากหลาย ไมเฉพาะปริมาตรควบคุมแบบสี่เหลี่ยมมุมฉากเทานั้น เพื่อแสดงให
คุณสมบัติขอนี้ ไดเลือกปญหาการนําความรอนกรณีศึกษาที่ 1 มาทําการคํานวณหาผลเฉลย และทําการ
ทดสอบตัวตัวบงชี้การปรับขนาด แลวทําการเปรียบเทียบผลในลักษณะเดียวกับปริมาตรควบคุมรูป
สี่เหลี่ยมมุมฉากในหัวขอ 6.3.1 และ 6.3.2  
  

ปริมาตรควบคุมที่ใชในการคํานวณแบงเปน 2 ชุด โดยชุดแรกเริ่มจากการแบงเปนปริมาตร
ควบคุมแบบสี่เหลี่ยมมุมฉากเปน 3 6×  ปริมาตรควบคุม จากนั้นทําการแบงครึ่งแตละปริมาตรควบคุม
ดวยเสนทแยงมุม 1 เสน ทําใหไดปริมาตรควบคุมที่มีปริมาตรควบคุมยอยจํานวน ( )3 6 2× ×  ปริมาตร
ควบคุม และปริมาตรควบคุมชุดที่ 2 เปนปริมาตรควบคุมที่ถูกแบงยอยใหมีขนาดเล็กกวา โดยทําการ
แบงจากปริมาตรควบคุมเริ่มตนรูปสี่เหล่ียม ขนาด 5 10×  ปริมาตรควบคุม และเมื่อทําการแบงเปน
ปริมาตรควบคุมรูปสามเหลี่ยม ดังนั้นจะไดปริมาตรควบคุมที่มีขนาดเปน ( )5 10 2× ×  ซึ่งผลการ
คํานวณของปริมาตรควบคุแตละชุด เปนดังนี ้
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6.3.3.1 ปริมาตรควบคุมรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ( )3×6 × 2  สําหรับกรณีศึกษาที ่1 
 
ในสวนนี้ไดทําการแบงโดเมนของปญหากรณีศึกษาที่ 1 ออกเปนปริมาตรควบคุมยอยรูป

สามเหลี่ยมมุมฉาก โดยกําหนดใหมีขนาดปริมาตรควบคุมเปน ( )3 6 2× ×  ปริมาตรควบคุม จากนั้น
ไดทําการคํานวณผลเฉลยของปญหา และทําการกําหนดปริมาตรควบคุมที่ตองปรับขนาด โดยทั้งตัว
บงชี้การปรับขนาด ( cε  ) และตัวบงชี้การการปรับขนาดจากผลเฉลยแมนตรง ( Exactcε ) แฟกเตอรการ
ปรับขนาด (

M
fε ) ที่ใชมีคาเทากับ 1 ลักษณะปริมาตรควบคุมที่ใชและผลที่ไดเปนดังรูป 6.19 และรูป 

6.20 ตามลําดับ 
 
 

( ) Cε °

OP

0.6084 °Ccε =

oP Mε ε>

 
 

 รูป 6.19 การปรับขนาดจากความผิดพลาดตกคาง ปริมาตรควบคุม ( )3 6 2× × กรณีศึกษาที ่1 
 

 
 

( ) Cε ° Exact Exact
P cεε >

0.1889 °C
Exactcε =

OP
 

 

รูป 6.20 การปรับขนาดเนื่องจากผลเฉลยแมนตรง ปริมาตรควบคุม (3 6) 2× × กรณีศึกษาที่ 1 
 

 
นําผลการคํานวณการคํานวณที่ไดมาเปรียบเทียบกับกับผลเฉลยแมนตรง และแสดงจุดตอที่ถูก

กําหนดใหปรับขนาด โดยเลือกแสดงตัวอยางผลการคํานวณ 2 ชวงไดรูป 6.21 และ 6.22 
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รูป 6.21 ผลการคํานวณเทียบผลเฉลยแมนตรง ที่ระยะ 2 0.556 cmx = กรณีศึกษาท่ี 1 
 

 

2 2.222 cmx =

1, cmx
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2x

 
 

รูป 6.22 ผลการคํานวณเทียบผลเฉลยแมนตรง ที่ระยะ 2 2.222 cmx = กรณีศึกษาที ่1 
 

 จะเห็นไดวาบริเวณที่ถูกกําหนดใหปรับขนาดนั้นเปนบริเวณที่ผลเฉลยมีการเปล่ียนแปลงสูง
กวาบริเวณอ่ืนเชนเดียวกับการใชปริมาตรควบคุมรูปสี่เหลี่ยม อีกทั้งผลการคํานวณที่ไดยังคงมีคา
ใกลเคียงกับผลเฉลยแมนตรง เชนเดียวกัน 
 
 ในสวนตอไปจะทําการคํานวณในลักษณะเดียวกันนี้โดยใชปริมาตรควบคุมที่มีขนาดเล็กลง 
เพื่อเปรียบเทียบความเปลี่ยนแปลงของคาบงชี้ตางๆ จากการปรับขนาด 
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6.3.3.2 ปรมิาตรควบคุมรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ( )5×10 × 2  กรณีศึกษาที ่1 
 

ทําการเปลี่ยนแปลงขนาดปริมาตรควบคุมใหมีขนาดเล็กลง โดยแบงโดเมนของปญหา
กรณีศึกษาที่ 1 ออกเปนปริมาตรควบคุมยอยรูปสามเหล่ียมมุมฉาก ใหมีขนาดเปน ( )5 10 2× ×  
ปริมาตรควบคุม ทําการคํานวณผลเฉลยของปญหา แลวทําการกําหนดปริมาตรควบคุมที่ตองปรับ
ขนาด โดยทั้งตัวบงชี้การปรับขนาด ( cε  ) และตัวบงชี้การการปรับขนาดจากผลเฉลยแมนตรง ( Exactcε ) 
แฟกเตอรการปรับขนาด (

M
fε ) ที่ใชมีคาเทากับ 1 ลักษณะปริมาตรควบคุมที่ใชและผลที่ไดเปนดังรูป 

6.23 และรูป 6.24 ตามลําดับ 
 
 

oP Mε ε>

0.2137 Ccε = °

( ) Cε °

iP
 

รูป 6.23 การปรับขนาดจากความผิดพลาดตกคาง ปริมาตรควบคุม (5 10) 2× × กรณีศึกษาที่ 1 
 

 
 

0.9269 °CExactcε
=

( ) Cε °

iP

P
Exact Exactcεε >

 
 

รูป 6.24 การปรับขนาดเนื่องจากผลเฉลยแมนตรง ปริมาตรควบคุม (5 10) 2× × กรณีศึกษาที่ 1 
 

 
นําผลการคํานวณที่ไดมาเปรียบเทียบกับกับผลเฉลยแมนตรง และแสดงจุดตอที่ถูกกําหนดให

ปรับขนาด โดยเลือกแสดงตัวอยางผลการคํานวณ 2 ชวง แสดงไดดังรูป 6.25 และ 6.26 ตามลําดับได
ดังนี ้
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2x2 0.3333 cmx =
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 °C

1, cmx

 
 

รูป 6.25 ผลการคํานวณเทียบผลเฉลยแมนตรง ท่ีระยะ 2 0.3333 cmx = กรณีศึกษาที่ 1 
 
 
 
 

2 2.333 cmx =

2x

1, cmx

Te
m

pe
ra

tu
re

 °C

 
 

รูป 6.26 ผลการคํานวณเทียบผลเฉลยแมนตรง ที่ระยะ 2 2.333 cmx = กรณีศึกษาท่ี 1 
 
 

 จากผลการคํานวณ จะเห็นไดวาบริเวณที่ถูกกําหนดใหปรับขนาดนั้น ยังคงเปนบริเวณที่มีการ
เปล่ียนแปลงของผลเฉลยมากกวาบริเวณอื่นเชนเดิม อีกทั้งผลการคํานวณของจุดตอที่ถูกกําหนดให
ปรับขนาดนั้นเปนจุดที่ผลการคํานวณผิดพลาดมากกวาบริเวณอ่ืนจริง  

 
 ตัวบงชี้ตางๆ ที่ไดจากการคํานวณเพื่อหาบริเวณที่ตองปรับขนาด ของปริมาตรควบคุมทั้ง 2 

ชุดแสดงในตาราง 6.3 
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ตาราง 6.3 การเปรียบเทียบคาบงชี้ตางๆ ปริมาตรควบคุมรูปสามเหล่ียม กรณีศึกษาท่ี 1  

 
ปริมาตรควบคุม 

พารามิเตอร 
(3 6) 2× ×  (5 10) 2× ×  

จํานวนปรมิาตรควบคุมเริ่มตน 36 100 

จํานวนปริมาตรควบคุมที่ 
oP cεε >  10 28 

จํานวนปริมาตรควบคุมที่ Exact Exact
P cεε >  12 30 

ความผิดพลาดตกคางเฉล่ีย (C°)Mε  0.4217 0.2137 

 ความผิดพลาดจากผลเฉลยแมนตรงเฉล่ีย  (C ) Exactε °  1.8894 0.9265 

ความคลาดเคล่ือนมากสุดที่ถูกปรับขนาด (C°)  7.1246 7.0372 

ความคลาดเคลื่อนนอยสุดที่ถูกปรับขนาด (C°)  2.67763 0.9560 
 
 

ผลจากตารางที่ไดจะเห็นวาจํานวนปริมาตรควบคุมที่กําหนดใหปรับขนาด ของทั้งสอง
เงื่อนไขที่พิจารณามีตําแหนงและจํานวนที่ใกลเคียงกัน คาความผิดพลาดจากผลเฉลยแมนตรงเฉลี่ยที่
ลดลงเมื่อจํานวนปริมาตรควบคุมที่ใชเพิ่มข้ึนเปนตัวบงชี้วาผลการคํานวณนั้นมีความถูกตองแมนยํา
เพิ่มมากข้ึนดวย อีกทั้งคาความผิดพลาดตกคางที่ลดลง ซึ่งผลที่ไดมีลักษณะเชนเดียวกับการใชปริมาตร
ควบคุมรูปสี่เหล่ียม ดังที่ไดกลาวมาแลว 
 
 จากผลการทดสอบตัวบงชี้การปรับขนาดในกรณีตางๆ ที่นํามาพิจารณา จะเห็นไดวาผลการ
กําหนดปริมาตรควบคุมที่ตองทําการปรับขนาดนั้น  สวนใหญจะอยูในบริ เวณผลเฉลยมีการ
เปล่ียนแปลงมากกวาบริเวณอื่น อีกทั้งผลการคํานวณที่ไดมักจะคลาดเคล่ือนกับผลเฉลยแมนตรง
มากกวาปริมาตรควบคุมที่ไมถูกกําหนดใหปรับขนาด 

 
 กรณีที่ผลเฉลยที่ไดมีความถูกตองแมนยําเพียงพอแลว แตยังคงถูกกําหนดใหปรับขนาดอีกนั้น 
เนื่องจากวาแมปริมาตรควบคุมนั้น จะมีคาความถูกตองสูงแลว แตเมื่อเทียบกับปริมาตรควบคุมอื่นๆ 
แลวปริมาตรควบคุมนั้นๆ ยังมีคาความผิดพลาดมากกวาปริมาตรควบคุมอ่ืนนั้นเอง ดังนั้นจึงควรมีการ
พิจารณาใหหยุดการปรับขนาดได ซึ่งพบวาเมื่อผลการคํานวณมีความถูกตองมากข้ึน คาความผิดพลาด
ตกคางเฉล่ียจะลดลงดวย ดังนั้นหากคาความผิดพลาดตกคางเฉลี่ยมีคานอยๆ อาจกําหนดใหหยุดทําการ
ปรับขนาดได 
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 ในสวนตอไปจะเปนการทดสอบโปรแกรมแบงยอยปริมาตรควบคุม โดยจะรับผลจากการบงชี้
การปรับขนาดแลวทําการแบงยอยปริมาตรควบคุมเพื่อใหไดปริมาตรควบคุมใหม แลวทําการคํานวณ
ซ้ําวนรอบ 
 
 
6.4  การทดสอบโปรแกรมแบงยอยปริมาตรควบคุม 
 
 หลังจากสามารถระบุปริมาตรควบคุมที่ตองทําการปรับขนาดไดแลว ในสวนตอไปจะทําการ
แบงยอยปริมาตรควบคุม ตามคาที่กําหนดปรับขนาด โดยนําปญหาการนําความรอนกรณีศึกษาที่ 1 

และกรณีศึกษาที่ 2 มาใชในการทดสอบโปรแกรมการแบงยอยปริมาตรควบคุม และไดทําการ
ตรวจสอบเชิงคุณภาพของผลการคํานวณหลังทําการปรับขนาด โดยผลที่ไดเปนดังนี้ 
 
6.4.1  การทดสอบการแบงยอยปริมาตรควบคุม กรณีศึกษาที่ 1  

 
 ในสวนนี้จะทําการทดสอบโปรแกรมการแบงยอยปริมาตรควบคุม โดยพิจารณาปญหาการนํา
ความรอนกรณีศึกษาที่ 1 ในหัวขอ 6.2.1 มาทําการทดสอบ ลักษณะของปญหาเปนดังรูป 6.27 (ก) 
ปริมาตรควบคุมเริ่มตนมีขนาด 4 8×  ดังรูป 6.27 (ข) 
 
 
 

           

2x
1x

10 cmw =

5 cmh =

0 
°C

0 °C

100 °C

100 °C

 
    

                  (ก) ลักษณะของปญหา                                           (ข) ปริมาตรควบคุมเริ่มตนที่ใช 
 

รูป 6.27 ลักษณะปญหา และปริมาตรควบคุมเริ่มตน 
 

เงื่อนไขสําหรับพิจารณาหยุดการปรับขนาดคือ เมื่อทําการปรับขนาดครบ 4 รอบใหหยุดทํา
การปรับขนาด เนื่องจากตองการทราบแนวโนมของ เปอรเซ็นตพื้นที่ปรับขนาด และความผิดพลาด
ตกคางมาตรฐาน NR โดยเปรียบเทียบความแมนยําจากผลเฉลยแมนตรง วาที่ความถูกตองในระดับที่
พอใจนั้นมีคา NR เทาใด เพื่อนําคา NR นี้ไปใชหยุดการปรับขนาดสําหรับปญหาที่ไมมีผลเฉลยแมน
ตรงตอไป 
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 ผลการคํานวณปริมาตรควบคุมที่ตองทําการปรับขนาด ของการปรับขนาดครั้งที่ 1 2 3 และ 4 

แสดงดังรูป 6.28 (ก) (ข) (ค) และ (ง) ตามลําดับไดดังนี้ 
 
 

( ) Cε °

cε

OP

Mε

 
 

(ก) ตัวบงชี้การปรับขนาดและปริมาตรควบคุมหลังปรับขนาดครั้งที ่1 
 
 
 

M cεε =

OP  
 

(ข) ตัวบงชี้การปรับขนาดและปริมาตรควบคุมหลังปรบัขนาดครั้งที ่2 
 
 
 

( ) Cε °

cε

Mε
OP  
 

(ค) ตัวบงชี้การปรับขนาดและปริมาตรควบคุมหลังปรับขนาดครั้งที ่3 
 

รูป 6.28 ผลการทดสอบการปรับขนาดปริมาตรควบคุมกรณีศึกษาท่ี 1 
 



 77 

 

cε

Mε
OP

( ) Cε °

 
 

(ง) ตัวบงชี้การปรับขนาดและปริมาตรควบคุมหลังปรับขนาดครั้งที ่4 
 

รูป 6.28 ผลการทดสอบการปรับขนาดปริมาตรควบคุมกรณีศึกษาที ่1 (ตอ) 
 
 

คาบงชี้ตางๆ ที่ไดจากการคํานวณการปรับขนาดปริมาตรควบคุมกรณีศึกษาที่ 1 แสดงดังตาราง 6.4 

 
ตาราง 6.4 คาบงชี้ตางๆ จากผลการปรับขนาดปริมาตรควบคุม กรณีศึกษาที ่1 

 

การปรับขนาด คาบงชี้ 
เริ่มตน ครั้งที ่1 ครั้งที ่2 ครั้งที ่3 ครั้งที่ 4 

จํานวนปริมาตรควบคุม 32 56 92 128 170 

ปริมาตรควบคุมที่ปรับขนาด - 8 12 12 14 

บริเวณที่ปรับขนาด % - 25 9.3750 2.3437 0.6835 

คา Exacterr  มากที่สุด (C°)  2.1892 2.1964 2.2003 2.2046 7.5730 

คา Exactε  (C°)  0.4876 0.2107 0.1079 0.0799 0.0742 

คาเบี่ยงเบนมาตรฐาน ExactSD  0.6961 0.5739 0.4711 0.3896 0.3637 

คา Pε  มากที่สุด (C°)  15.1242 15.1402 15.1415 15.1416 15.1451 

คา Pε  (C°)  2.0882 1.6016 1.2200 1.0519 0.9259 

คาเบี่ยงเบนมาตรฐาน 
P

SDε  3.6581 2.8314 2.2583 1.9345 1.6948 

คา NR  0.0208 0.0160 0.0122 0.0105 0.0092 

แฟคเตอรการปรับขนาด 0.85 1 1.15 1.15 - 
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สรุปลักษณะปริมาตรควบคุมที่ไดจากการปรับขนาดและใชในการคํานวณแตละรอบของการ
ปรับขนาด กรณีศึกษาที ่1 นั้น สามารถสรุปไดดังรูป 6.28 

 
 

 
 

(ก) ปริมาตรควบคุมเริ่มตน 
 

 
 

 (ข) ปริมาตรควบคุมหลังปรับขนาดครั้งท่ี 1             (ค) ปริมาตรควบคุมหลังปรับขนาดครั้งท่ี 2       
 

    

 (ง) ปริมาตรควบคุมหลังปรับขนาดครั้งท่ี 3             (จ) ปริมาตรควบคุมหลังปรับขนาดครั้งที ่4 
 

 รูป 6.29 ปริมาตรควบคุมที่ไดจากการปรับขนาดปริมาตรควบคุม กรณีศึกษาที่ 1     
 

 
จากผลการปรับขนาดกรณีศึกษาที่ 1 เมื่อทําการปรับขนาดจนครบจํานวน 4 ครั้งแลว พบวา 

เปอรเซ็นตของพื้นที่ปรับขนาดมีคานอยกวา 1 เปอรเซ็นต ซึ่งในกรณีนี้หากกําหนดใหเงื่อนไขการปรับ
ขนาด คือ หยุดทําการปรับขนาดเมื่อพื้นที่ปรับขนาดมีคานอยกวา 1 เปอรเซ็นต การปรับขนาดจะ
สิ้นสุดที่รอบที่ 4 และจากการสังเกตคา NR ซึ่งมีคา 0.0092 พบวาความผิดพลาดเทียบกับผลเฉลย
แมนตรงเฉล่ียมีคา 0.0742 °C  ซึ่งคาเฉลี่ยนี้อยูในระดับที่นาพอใจ ซึ่งอาจกลาวไดวาหากกําหนดให
หยุดการปรับขนาดเมื่อคา NR มีคานอยกวา 0.01 กระบวนการปรับขนาดจะสิ้นสุดที่ 4 รอบ เปนตน 
และจากผลคาบงชี้ตางๆที่ได จะเห็นวาในรอบของการปรับขนาดแตละครั้งนั้น คาความผิดพลาดเฉลี่ย
เมื่อเทียบกับผลเฉลยแมนตรงจะมีคาลดลง และคาความผิดพลาดตกคางเฉลี่ยมีคาลดลง อีกทั้งสวน
เบี่ยงเบนมาตรฐานตางๆ มีคาลดลงดวย ซึ่งเปนตัวบงชี้วาหลังการปรับขนาดปริมาตรควบคุมแลว ผล
การคํานวณที่ไดนั้นมีความถูกตองแมนยําข้ึน  
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6.4.2  การทดสอบการแบงยอยปริมาตรควบคุม กรณีศึกษาที่ 2  
 
 ในสวนนี้จะทําการทดสอบโปรแกรมการแบงยอยปริมาตรควบคุม โดยพิจารณาปญหาการนํา
ความรอนกรณีศึกษาที่ 2 ในหัวขอ 6.2.2 มาทําการทดสอบ ลักษณะของปญหาเปนดังรูป 6.30 (ก) 
ปริมาตรควบคุมเริ่มตนมีขนาด 5 5×  ดังรูป 6.30 (ข) 
 
 

         

0
C°

0 C°

In
su

la
te

( )1sinT xπ=

1x
2x

1 cm

1 cm  
(ก) ลักษณะของปญหา                                         (ข) ปริมาตรควบคุมเริ่มตนที่ใช 

 

รูป 6.30 ลักษณะปญหาและการกระจายของอุณหภูมิ กรณีศึกษาที่ 2 
 
 
เงื่อนไขสําหรับพิจารณาหยุดการปรับขนาด คือ เมื่อทําการปรับขนาดครบ 4 รอบใหหยุดทําการปรับ
ขนาดเชนเดียวกับในกรณีศึกษาที่ 1 เนื่องจากตองการทราบแนวโนมของ เปอรเซ็นตพื้นที่ปรับขนาด 
และความผิดพลาดตกคางเพื่อหยุดการปรับขนาดNR เพื่อหาคา NR เหมาะสมสําหรับนําไปใชกับ
ปญหาที่ไมมีผลเฉลยแมนตรงตอไป    
 

ผลการคํานวณปริมาตรควบคุมที่ตองทําการปรับขนาด ของการปรับขนาดครั้งที่ 1, 2, 3 และ 
4 แสดงดังรูป 6.31 (ก), (ข), (ค) และ (ง) ตามลําดับไดดังนี้ 
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Mε

cε

( ) Cε °

iP
 

 

(ก) ตัวบงชี้การปรับขนาดและปริมาตรควบคุมหลังปรับขนาดครั้งที ่1 
 
 
 

cε Mε

iP

( ) Cε °

 
 

(ข) ตัวบงชี้การปรับขนาดและปริมาตรควบคุมหลังปรับขนาดครั้งที ่2 
 
 
 

cε

Mε

( ) Cε °

iP
 

 

(ค) ตัวบงชี้การปรับขนาดและปริมาตรควบคุมหลังปรับขนาดครั้งที ่3 
 

รูป 6.31 ผลการทดสอบการปรับขนาดปริมาตรควบคุมกรณีศึกษาท่ี 2 
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cε
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iP
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(ง) ตัวบงชี้การปรับขนาดและปริมาตรควบคุมหลังปรับขนาดครั้งที ่4 
 

รูป 6.31 ผลการทดสอบการปรับขนาดปริมาตรควบคุมกรณีศึกษาที ่2 (ตอ) 
 

 
คาบงชี้ตางๆ ที่ไดจากการปรับขนาดปริมาตรควบคุมกรณีศึกษาที ่2 แสดงดังตาราง 6.5 
 
 

ตาราง 6.5 คาบงชี้ตางๆ จากผลการปรับขนาดปริมาตรควบคุม กรณีศึกษาที ่2 
 

การปรับขนาด คาบงชี้ 
เริ่มตน ครั้งที ่1 ครั้งที ่2 ครั้งที ่3 ครั้งที่ 4 

จํานวนปริมาตรควบคุม 25 58 145 247 493 

ปริมาตรควบคุมที่ปรับขนาด - 11 29 34 82 

บริเวณที่ปรับขนาด % - 44 47 44.5 46.75 

คา Exacterr  มากที่สุด (C°)  0.00916 0.00355 0.00209 0.00189 0.00126 

คา Exactε  (C°)  0.00249 0.00073 0.00036 0.00028 0.00017 

คาเบี่ยงเบนมาตรฐาน ExactSD  1.03E-4 1.07E-5 3.62E-6 1.96E-6 8.69E-7 

คา Pε  มากที่สุด (C°)  0.01674 0.00502 0.00435 0.00357 0.00290 

คา Pε  (C°)  0.00601 0.00283 0.00117 0.00071 0.00037 

คาเบี่ยงเบนมาตรฐาน 
P

SDε  2.05E-4 4.49E-5 2.10E-5 1.18E-5 5.50E-6 

คา NR  0.00601 0.00283 0.00117 0.00071 0.00037 

แฟกเตอรการปรับขนาด 1 1 1.15 1.15 - 
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 สรุปลักษณะปริมาตรควบคุมที่ไดจากการปรับขนาดและใชในการคํานวณแตละรอบของการ
ปรับขนาด กรณีศึกษาที ่2 นั้น สามารถสรุปไดดังรูป 6.31 

 

 
 

(ก) ปริมาตรควบคุมเริ่มตน 
 

 
 

 (ข) ปริมาตรควบคุมหลังปรับขนาดครั้งท่ี 1             (ค) ปริมาตรควบคุมหลังปรับขนาดครั้งท่ี 2       
 

    

 (ง) ปริมาตรควบคุมหลังปรับขนาดครั้งท่ี 3             (จ) ปริมาตรควบคุมหลังปรับขนาดครั้งที ่4 
 

รูป 6.32 ปริมาตรควบคุมที่ไดจากการปรับขนาดปริมาตรควบคุม กรณีศึกษาที่ 2     
 
 

จากผลการปรับขนาดถึงครั้งที่ 4 พบวา เนื่องจากลักษณะการกระจายของผลการคํานวณ
กรณีศึกษาที่ 2 เปนแบบสม่ําเสมอ ไมมีจุดที่ผลการคํานวณมีการเปลี่ยนแปลงอยางกะทันหันเชนใน
กรณีศึกษาที่ 1 ทําใหในการปรับขนาดแตละครั้งนั้น เปอรเซ็นตของพื้นที่ปรับขนาดจึงมีจํานวน
มากกวากรณีศึกษาที่ 1  ซึ่งลักษณะปญหาเชนนี้การกําหนดหยุดการปรับขนาดโดยใชเงื่อนไขของ
พื้นที่อาจไมเหมาะสม สวนคาหยุดการปรับขนาดในรอบที่ 4 มีคา 0.00037 ซึ่งมีคานอยและคาความ
ผิดพลาดเมื่อเทียบกับผลเฉลยแมนตรงเฉล่ียมีคาเพียง 0.00017 °C  ดังนั้นหากความผิดพลาดที่ยอมรับ
ไดมีคามากกวาคานี้อาจกําหนดคา NR ใหมีคามากกวานี้ไดเชน NR มีคา 0.005 จะหยุดทําการปรับ
ขนาดในรอบที ่1 หรือ NR มีคา 0.001 จะหยุดทําการปรับขนาดในรอบที ่3 เปนตน 
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จากผลการตรวจสอบคุณภาพของผลการคํานวณหลังการปรับขนาดที่ไดของทั้ง  2 กรณีศึกษา 
จะเห็นไดวา  หลังจากทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุมแลว  ผลที่ไดมีความถูกตองมากข้ึน  อีกทั้งคา
บงชี้การปรับขนาด  สามารถบงชี้บริเวณที่ตองทําการปรับขนาดไดอยางเหมาะสม  และโปรแกรม
แบงยอยปริมาตรควบคุม สามารถทํางานไดอยางสอดคลองกันไดเปนอยางดี 

 
 

6.5  สรุป 
 
 จากผลของการทดสอบ  ทั้งตัวบงชี้การปรับขนาดและโปรแกรมที่ใชแบงยอยปริมาตรควบคุม 
จะเห็นไดวาใหผลการคํานวณที่นาพอใจ  แมวาปญหาที่นํามาพิจารณาจะเปนการพิจารณาจากตัวแปร
เดียว  คือ  อุณหภูมิ  สําหรับปญหาที่มีมากกวาหนึ่งตัวแปร  เชน  ความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ  ที่ตอง
คํานวณคา  อุณหภูมิ  และ  ระยะกระจัดตางๆ  ยังคงสามารถนําหลักการเดียวกันนี้มาคํานวณเพื่อหาผล
เฉลยไดเชนกัน โดยจะพิจารณาในบทตอไป 
 
 สําหรับเงื่อนไขที่นํามาพิจารณาเพื่อหยุดการปรับขนาดนั้น  อาจพิจารณาไดจาก  บริเวณที่ปรับ
ขนาด  เชน  กรณีศึกษาที่  1 จากผลเฉลยแมนตรงจะมีบริเวณที่ผลเฉลยเปลี่ยนแปลงอยางฉับพลันที่มุม
ของแผนโลหะ  ดังแสดงในผลเฉลย  ปญหาลักษณะนี้  สามารถพิจารณาเปอรเซ็นตของพื้นที่ปรับขนาด
เปนเงื่อนไขหยุดการปรับขนาดได  สวนในปญหาทดสอบที่  2 นั้น  ลักษณะของปญหานี้อาจพิจารณา
หยุดปรับขนาดเนื่องจากคา  บงชี้การปรับขนาด  หรืออาจนําทั้งสองเงื่อนไขที่ไดกลาวมานี้มาพิจารณา
เปนเงื่อนไขปรับขนาดรวมกันได 
 
 ในสวนตอไปจะเปนการนําโปรแกรมบงชี้การปรับขนาดและการแบงยอยปริมาตรควบคุมนี้ 
มาใชคํานวณเพื่อหาคาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ  โดยจะนําผลที่ไดไปเปรียบเทียบกับผลการคํานวณ
ที่ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่มีความนาเชื่อถือ ตอไป 

 



บทที่ 7 
 

ความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ 
 

 
7.1 บทนํา  
 

จากเงื่อนไขที่ใชพิจารณาปรับขนาดปริมาตรควบคุมและการแบงยอยปริมาตรควบคุมสําหรับ
ปญหาการนําความรอนดังที่ไดกลาวมาแลวนั้น ไดนําโปรแกรมที่พัฒนามาแกปญหาความเคน
เนื่องจากอุณหภูมิ โดยเงื่อนไขที่นํามาพิจารณาในการปรับขนาดจะมีลักษณะมากกวา 1 ตัวแปร และ
เมื่อนําผลการบงชี้การปรับขนาดที่ไดมาแบงยอยปริมาตรควบคุมใหม แลวทําการคํานวณผลใน
ลักษณะการวนซ้ํา โดยผลที่ไดจะถูกนําไปเปรียบเทียบผลกับโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตที่มีความ
นาเชื่อถือ เพื่อตรวจสอบความถูกตอง ดังมีรายละเอียดดังนี้ 

 
 

7.2 กรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูม ิ 
  
 กรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิที่นํามาพิจารณา มีลักษณะเปนการนําความรอนบนแผน
โลหะสี่เหล่ียมผืนผา โดยมีการกําหนดอุณหภูมิของและลักษณะเงื่อนไขขอบเขตของปญหา ดังรูป 7.1 
 

                     

0°C
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รูป 7.1 ลักษณะปญหาและการกําหนดเง่ือนไขขอบเขต กรณีศึกษาความเคนเน่ืองจากอุณหภูมิ 
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ขอบของโดเมนทั้ง 4 ดานถูกยึดแนนไมใหเกิดการเคลื่อนที่ กําหนดคุณสมบัติของโลหะประกอบดวย
1.0 GPaE = , 0.25v =  และสัมประสิทธิข์ยายตัวเนื่องจากอุณหภูม ิ 4 11.0 10  Kα − −= ×    

 
ในการหาผลเฉลยกรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิที่นํามาพิจารณานี้ ผลของการคํานวณ

ที่ไดจะอยูในรูปของการกระจายของอุณหภูมิ ( )T ระยะกระจัดในแนวนอน ( )U และระยะกระจัดใน
แนวตั้ง ( )V   

 
 

7.3 โปรแกรม Easy FEM  
 
กอนนําโปรแกรมไปทําการปรับขนาดและหาผลเฉลยกรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ

นั้น ไดนําผลที่ไดไปเปรียบเทียบกับโปรแกรม Easy FEM รุน 1.0.135 ซึ่งเปนโปรแกรมไฟไนตเอลิ
เมนตสําหรับปญหาใน 2 มิติ ที่ถูกพัฒนาข้ึนโดย ศาสตราจารย ดร.ปราโมทย เดชะอําไพ และ นาย
สุทธิศักด์ิ พงศธนาพานิช ภาควิชาวิศวกรรมเครื่องกล จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย ซึ่งเปนโปรแกรมที่มี
ความถูกตองแมนยําสูง ทั้งยังสามารถนํามาแกไขปญหาทางวิศวกรรมไดอยางหลากหลาย การใชงาน
โปรแกรมสามารถใชงานงายและมีการแสดงผลการคํานวณไดอยางชัดเจน        

 
ในการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม ไดทําการคํานวณภาระที่เกิดขึ้นบนแผนโลหะ

โดยใชโปรแกรม Easy FEM เพื่อเปรียบเทียบผลที่ไดกับโปรแกรมที่ไดพัฒนาข้ึน กอนนําไปคํานวณ
และทําการปรับขนาดตอไป โดยไดแบงยอยโดเมนของปญหาเปนเอลเิมนตยอยๆ ดังรูป 7.2 
 
 

 
 

รูป 7.2 ลักษณะการแบงเอลิเมนตโดเมนของปญหาสําหรับหาผลเฉลยดวยโปรแกรม Easy FEM 
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ปริมาตรควบคุมที่ใชมีลักษณะเปนเอลิเมนตรูปสามเหล่ียมมุมฉาก ซึ่งมีขนาดเทากันสม่ําเสมอ 
จํานวนเอลิเมนตที่ใชมีจํานวน 3906 เอลิเมนต จํานวนจุดตอ 2048 จุด ผลการคํานวณอุณหภูมิ ระยะ
กระจัดแนวนอน และระยะกระจัดแนวตั้ง ไดผลดังรูป 7.3 รูป 7.4 และ รูป 7.5 ตามลําดับ   
 

 

 
 

รูป 7.3 ผลการกระจายอุณหภูมิ ( C)° จากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
 

 

 
 

รูป 7.4 ผลการกระจายระยะกระจัดแนวนอน ( , m)U จากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
 
 

 
 

รูป 7.5 ผลการกระจายระยะกระจัดแนวตั้ง ( , m)V จากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
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7.4 โปรแกรมไฟไนตวอลุม 
 
เมื่อพิจารณาปญหารูป 7.1 ดวยโปรแกรมไฟไนตวอลุมที่พัฒนาขึ้น โดยแบงปริมาตรควบคุม

เปนรูปสี่เหล่ียมขนาด 45 90×  ปริมาตรควบคุม (4050 ปริมาตรควบคุม) ผลการคํานวณคาอุณหภูมิ 
ระยะกระจัดแนวนอน และระยะกระจัดแนวตั้งแสดงผลดังรูป 7.6 รปู 7.7 และรูป 7.8 ตามลําดับ  
 

 

10

10

202030 30

 
 

รูป 7.6 ผลการกระจายอุณหภูมิ ( C)°  จากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม 
 

 

0

-1e-5

-2e-51e-5

2e-5

 
 

รูป 7.7 ผลการกระจายระยะกระจัดแนวนอน ( , m)U จากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม 
 

 

0
-3e-6

-6e-6

3e-6
6e-6

 
 

รูป 7.8 ผลการกระจายระยะกระจัดแนวตั้ง ( , m)V จากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม 
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จากผลการคํานวณดวยโปรแกรมทั้งสอง จะเห็นไดภาระที่กระจายบนแผนโลหะมีขนาดและ
ลักษณะการกระจายตัวในลักษณะเดียวกัน ซึ่งสามารถยืนยันไดวาโปรแกรมไฟไนตวอลุมที่สรางขึ้นมา 
มีความถูกตองในระดับที่นาพอใจ  
 
 ในสวนตอไปจะเปนการนําโปรแกรมคํานวณตัวบงชี้การปรับขนาด และโปรแกรมการ
แบงยอยปริมาตรควบคุมมาใชในการคํานวณ โดยจะนําผลการคํานวณของบริเวณที่ปรับขนาดมา
เปรียบเทียบกับผลที่ไดจากการคํานวณดวยปริมาตรควบคุมสม่ําเสมอที่มีขนาดเล็ก การเลือกปริมาตร
ควบคุมขนาดเล็กที่นํามาเปรียบเทียบนั้น พิจารณาโดยเลือกจํานวนปริมาตรควบคุมที่ทําใหไดกลุมของ
จุดตอที่มีพิกัดเดียวกัน ซึ่งสามารถนํามาเปรียบเทียบและอางอิงคาความเปลี่ยนแปลงหลังการปรับ
ขนาดปริมาตรควบคุมได 
 
 
7.5 การปรับขนาดปริมาตรสําหรับปญหาเคนเน่ืองจากอุณหภูมิ  
 
 การคํานวณคาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ ในโครงการวิจัยนี้ไดเลือกทําการคํานวณในลักษณะ
ของการเสียรูปที่เกิดข้ึน โดยคํานวณมาจากสมการการเสียรูปแบบนอยในรูปของการอนุรักษโมเมนตัม 
ที่แสดงใน หัวขอ 4.6 ตัวแบบทางคณิตศาสตร      
 
 การปรับขนาดปริมาตรควบคุม จะพิจารณาโดยใชตัวบงชี้การปรับขนาด โดยคํานวณจากคา
ความคลาดเคล่ือนตกคางของ อุณหภูมิ ( )T  ระยะกระจัดแนวนอน ( )U  และระยะกระจัดแนวต้ัง 
( )V  โดยแบงยอยปริมาตรควบคุมเริ่มตนออกเปน 4 8×  ปริมาตรควบคุม และทําการแบงปริมาตร
ควบคุมจนถึงเงื่อนไขหยุดการปรับขนาดตามที่กําหนด  
 

โดยจากผลการทดสอบโปรแกรมการแบงยอยปริมาตรควบคุมในปญหาการนําความรอน
กรณีศึกษาที่ 1 และ 2 ที่ผานมา พบวาในกรณีศึกษาที่ 1 คา NRT ของการปรับขนาดรอบที่ 4 มีคา 
0.0092 ซึ่งมีความผิดพลาดกับผลเฉลยแมนตรงเฉลี่ย 0.0742 °C  สวนกรณีศึกษาที่ 2 คา NRT ของ
การปรับขนาดรอบที่ 2 มีคา 0.0025 มีความผิดพลาดกับผลเฉลยแมนตรงเฉล่ีย 0.00073 °C  จากผล
ที่ไดนี้จึงพิจารณาใหหยุดทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุมเมื่อ 2 ใน 3 ของคา NR ,  NRT U  และ 
NRV  มีคานอยกวา 0.005 ซึ่งผลการคํานวณที่ไดเปนดังนี ้
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7.5.1 การคํานวณปริมาตรควบคุมเริ่มตน  
 
เมื่อเริ่มตนการคํานวณไดกําหนดใหปริมาตรควบคุมเริ่มตนถูกแบงอยางสม่ําเสมอ มีขนาดเปน 

4 8×  ปริมาตรควบคุม มีลักษณะดังรูป 7.9 
 

2x

1x  
 

รูป 7.9 ปริมาตรควบคุมเริ่มตน กรณีศกึษาความเคนเน่ืองจากอุณหภูมิ 
   
 

ผลการปรับขนาดเนื่องจากอุณหภูมิ ระยะกระจัด U  และระยะกระจัด V  ที่ไดแสดงดังรูป 
7.10 (ก), (ข) และ (ค) ตามลําดับ สวนปริมาตรควบคุมที่ตองทําการปรับขนาดจริงเปนปริมาตร
ควบคุมที่ปรับขนาดเนื่องจากรวมทุกเงื่อนไข แสดงดังรูป 7.10 (ง) แสดงรูปตามลําดับไดดังนี้ 
 
 

 
 

                                        (ก) อุณหภูม ิ                                                     (ข) ระยะกระจัดแนวนอน 
 

 
 

                                 (ค) ระยะกระจัดแนวตั้ง                                                 (ง) รวมทุกเงื่อนไข  
 

รูป 7.10 บริเวณปรับขนาดจากปริมาตรควบคุมเริ่มตน กรณีศึกษาความเคนเน่ืองจากอุณหภูมิ 
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หลังทําการคํานวณ จะนําผลการคํานวณที่ไดมาเปรียบเทียบกับผลการคํานวณ ซึ่งในการ
คํานวณเพื่อหาปริมาตรควบคุมที่ทําใหคําตอบที่ไดไมขึ้นกับขนาดของปริมาตรควบคุมนั้น พบวาเมื่อ
แบงยอยโดเมนออกเปนปริมาตรควบคุมสม่ําเสมอจํานวน 25 50× ผลการคํานวณที่ไดจะมีลักษณะไม
เปนแปลงเมื่อเพิ่มขนาดปริมาตรควบคุมใหมากกวาจํานวนนี้  

 
ดังนั้นในการเปรียบเทียบผลจึงไดนําผลการคํานวณที่ทําการปรับขนาดมาเปรียบเทียบกับผล

การคํานวณเมื่อคําตอบไมข้ึนกับขนาดปริมาตรควบคุม สําหรับการเปรียบเทียบผลกรณีการคํานวณ
ปริมาตรควบคุมเริ่มตน ไดเลือกใชปริมาตรควบคุมสม่ําเสมอขนาด  36 72×  ปริมาตรควบคุม 
เนื่องจากปริมาตรควบคุมนี้จะมีชวงพิกัดของตําแหนงบางชวงที่เปนจุดเดียวกันกับปริมาตรควบคุม
เริ่มตน ซึ่งสามารถนํามาเปรียบเทียบผลการคํานวณที่ตําแหนงเดียวกัน แตจํานวนปริมาตรควบคุมที่ใช
แตกตางกันได  

 
การแสดงผลการคํานวณที่ไดทั้ง อุณหภูมิ ระยะกระจัดแนวนอน และระยะกระจัดแนวต้ัง โดย

ไดเลือกชวงที่มีการกําหนดใหปรับขนาดมาแสดงผล ซึ่งผลของการคํานวณอุณหภูมิแสดงดังรูป 7.11 
ผลการคํานวณระยะกระจัดแนวต้ังแสดงดังรูป 7.12 และระยะกระจัดแนวนอนดังรูป 7.13 ตามลําดับ 
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,°
C

10

20

2x

2x

Temperature,°C

FV(36 72)×

2 0.00625 mx =

FV(36 72)×
FV (Initial Volume)
Adaptive Volume

1,mx

 
 

           รูป 7.11 การเปรียบเทียบคาอุณหภูมแิละปริมาตรควบคุมที่ปรับขนาดเนื่องจากอุณหภูม ิ 
ปริมาตรควบคุมเริ่มตน กรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ  
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2 0.01875 mx =

D
is
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em
en

t (
), 

m
U

FV(36 72)×

FV (Initial Volume)

Adaptive Volume

1,  mx

0

-1e-5

-2e-51e-5

2e-5

Displacement ( ), mU

FV(36 72)×

2x

2x

 
รูป 7.12 การเปรียบเทียบคา U และปริมาตรควบคุมที่ปรับขนาดเนื่องจากระยะกระจัด U  

ปริมาตรควบคุมเริ่มตน กรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ 
 
 
 

FV(36 72)×
FV (Initial Volume)
Adaptive Volume2 0.00625 m.x =

-3e-6
-6e-6

6e-6
3e-6

0
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Displacement ( ), mV
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m
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รูป 7.13 การเปรียบเทียบคา V  และปริมาตรควบคุมท่ีปรับขนาดเน่ืองจากระยะกระจัด V     

ปริมาตรควบคุมเริ่มตน กรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูม ิ 
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7.5.2 การคํานวณหลังปรับขนาดครั้งที่ 1 
 

หลังทําการคํานวณคา ,  ,  T U V และทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุมครั้งที่ 1 แลวจะได 
ปริมาตรควบคุมใหมที่ใชในการคํานวณครั้งตอไป มีลักษณะดังรูป 7.14 

 
 

1x  
รูป 7.14 ปริมาตรควบคุมหลังทําการปรับขนาดครั้งท่ี 1 กรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ  

 
 
ผลการคํานวณบริเวณที่ปรับขนาดโดยเงื่อนตางๆ เปนดังรูป 7.15 
 
 

 
 

                                        (ก) อณุหภูม ิ                                                     (ข) ระยะกระจัดแนวนอน 
 

 
 
 

                                 (ค) ระยะกระจัดแนวตั้ง                                                 (ง) รวมทุกเงื่อนไข  
 

รูป 7.15 บริเวณปรบัขนาดจากปริมาตรควบคุมหลังทําการปรับขนาดครั้งท่ี 1 
 กรณีศึกษาความเคนเน่ืองจากอุณหภูมิ  
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ผลการคํานวณที่ไดเมื่อทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุม 1 ครั้ง จะนําไปเปรียบเทียบกับผล
การคํานวณโดยใชปริมาตรควบคุมสม่ําเสมอขนาด  24 48×  ปริมาตรควบคุม เนื่องจากปริมาตร
ควบคุมนี้จะมีชวงพิกัดของตําแหนงบางชวงที่เปนจุดเดียวกันกับปริมาตรควบคุมเริ่มตนและมีลักษณะ
คําตอบที่ไมขึ้นกับขนาดปริมาตรควบคุม ซึ่งสามารถนํามาเปรียบเทียบผลการคํานวณที่ตําแหนง
เดียวกัน แตจํานวนปริมาตรควบคุมที่ใชแตกตางกันได  

 
การแสดงผลการคํานวณที่ไดทั้ง อุณหภูมิ ระยะกระจัดแนวนอน และระยะกระจัดแนวต้ัง โดย

ไดเลือกแสดงชวงที่มีการกําหนดใหปรับขนาด ผลการคํานวณของอุณหภูมิแสดงดังรูป 7.16 ผลการ
คํานวณระยะกระจัดแนวตั้งแสดงดังรูป 7.17 และระยะกระจัดแนวนอนดังรูป 7.18 ตามลําดับดังนี้ 
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7.16 การเปรียบเทียบคาอุณหภูมิและปริมาตรควบคุมที่ปรับขนาดเน่ืองจากอุณหภูม ิ 
หลังปรับขนาดครั้งที่ 1 กรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ  
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รูป 7.17 การเปรียบเทียบคา U  และปริมาตรควบคุมท่ีปรับขนาดเนื่องจากระยะกระจัด U   

หลังปรับขนาดครั้งที่ 1 กรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูม ิ 
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รูป 7.18 การเปรียบเทียบคา V  และปริมาตรควบคุมท่ีปรับขนาดเน่ืองจากระยะกระจัด V     

หลังปรับขนาดครั้งที่ 1 กรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูม ิ 
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7.5.3 การคํานวณหลังปรับขนาดครั้งที่ 2 
 

หลังทําการคํานวณคา ,  T U และ V จากปริมาตรควบคุมที่ทําการปรับขนาด 1 ครั้ง แลวทํา
การปรับขนาดปริมาตรควบคุมอีก เปนครั้งที่ 2 แลว จะไดปริมาตรควบคุมใหมที่ใชในการคํานวณครั้ง
ตอไป มีลักษณะดังรูป 7.19 

 

2x

1x  
 

รูป 7.19 ปริมาตรควบคุมหลังทําการปรับขนาดครั้งท่ี 2 กรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ  
 

 
ผลการคํานวณบริเวณทีต่องทําการปรับขนาดโดยเงื่อนตางๆ เปนดังรูป 7.20 

 

 
 

                                        (ก) อุณหภูม ิ                                                     (ข) ระยะกระจัดแนวนอน 
 
 

 
 

                                 (ค) ระยะกระจัดแนวตั้ง                                                 (ง) รวมทุกเงื่อนไข  
 
 

รูป 7.20 บริเวณปรับขนาดจากปริมาตรควบคุม 
หลังทําการปรับขนาดครั้งท่ี 2 กรณีศึกษาความเคนเน่ืองจากอุณหภูม ิ 
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เมื่อนําผลการคํานวณที่ไดมาเปรียบเทียบกับผลที่ไดจากการคํานวณดวยปริมาตรควบคุม 
48 96×  ผลที่ไดเปนดังรูป 7.21 ผลการคํานวณระยะกระจัดแนวตั้งแสดงดังรูป 7.22 และระยะ
กระจัดแนวนอนดังรูป 7.23 
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7.21 การเปรียบเทียบคาอุณหภูมิและปริมาตรควบคุมที่ปรับขนาดเน่ืองจากอณุหภูมิ  

หลังปรับขนาดครั้งที ่2 กรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูม ิ 
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รูป 7.22 การเปรียบเทียบคา U  และปริมาตรควบคุมท่ีปรับขนาดเนื่องจากระยะกระจัด U    

หลังปรับขนาดครั้งที่ 2 กรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ  



 97 

 
D

is
pl

ac
em

en
t (

), 
m

V

FV(48 96)×
nd  refinementFV (2 )

Adaptive Volume

2 0.0015625 mx =

-3e-6
-6e-6

6e-6
3e-6

0

FV(48 96)×

Displacement ( ), mV
2x

2x
1,  mx

 
รูป 7.23 การเปรียบเทียบคา V  และปริมาตรควบคุมท่ีปรับขนาดเน่ืองจากระยะกระจัด V   

หลังปรับขนาดครั้งที่ 2 กรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูม ิ 
  

 
7.5.4 ผลการคํานวณครั้งสุดทาย 
 

หลังทําการคํานวณคา ,  T U และ V จากปริมาตรควบคุมที่ทําการปรับขนาด 2 ครั้ง แลวทํา
การปรับขนาดปริมาตรควบคุมอีกเปนครั้งที่ 3 จะไดปริมาตรควบคุมที่ใชในการคํานวณ ที่มีลักษณะ
ดังรูป 7.24 

 

2x

1x  
รูป 7.24 ปริมาตรควบคุมหลังทําการปรับขนาดครั้งท่ี 3 กรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ  

 
หลังทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุมครั้งที่ 3 ผลจากการคํานวณตัวบงชี้ตางๆ ดังแสดงในตาราง 7.1 
ซึ่งเงื่อนไขคา NR ของตัวแปร 2 ใน 3 มีคานอยกวา 0.005 ตรงกับเงื่อนไขในหยุดการปรับขนาด จึง
ถือวาผลการคํานวณที่ไดจากปริมาตรควบคุมนี้ เปนการปรับขนาดครั้งสุดทายของการคํานวณ 
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 เมื่อนําผลการคํานวณที่ไดมาเปรียบเทียบกับผลที่ไดจากการคํานวณดวยปริมาตรควบคุม 
สม่ําเสมอขนาด 48 96×  ปริมาตรควบคุม โดยไดแสดงผลการเปรียบเทียบบริเวณความสูงขอบลาง 

2( 0.0109375 m)x =  และบริเวณความสูงชวงกลาง 2( 0.032185 m)x = ของโดเมน ไดผลดังนี้ 
 
 

FV(48 96)×

FV (Final Volume)
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7.25 การเปรียบเทียบคาอุณหภูมิและปริมาตรควบคุมที่ปรับขนาดเน่ืองจากอุณหภูม ิ 

หลังปรับขนาดครั้งท่ี 3 บริเวณชวงลางของโดเมน กรณีศึกษาความเคนเน่ืองจากอุณหภูมิ  
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รูป 7.26 การเปรียบเทียบคา U  และปริมาตรควบคุมท่ีปรับขนาดเนื่องจากระยะกระจัด U   
หลังปรับขนาดครั้งท่ี 3 บริเวณชวงลางของโดเมน กรณีศึกษาความเคนเน่ืองจากอุณหภูม ิ 
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รูป 7.27 การเปรียบเทียบคา V  และปริมาตรควบคุมท่ีปรับขนาดเน่ืองจากระยะกระจัด V    
หลังปรับขนาดครั้งท่ี 3 บริเวณชวงลางของโดเมน กรณีศึกษาความเคนเน่ืองจากอุณหภูม ิ 

 
 

อีกชวงของผลการคํานวณที่นํามาแสดงคือ บริเวณชวงกลางของโดเมน 2( 0.032185 m)x =

ผลการคํานวณที่ไดเปนดังนี ้
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7.28 การเปรียบเทียบคาอุณหภูมิและปริมาตรควบคุมที่ปรับขนาดเน่ืองจากอุณหภูม ิ 

หลังปรับขนาดครั้งที ่3 บริเวณชวงกลางของโดเมน กรณีศึกษาความเคนเน่ืองจากอุณหภูม ิ 
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รูป 7.29 การเปรียบเทียบคา U  และปริมาตรควบคุมท่ีปรับขนาดเนื่องจากระยะกระจัด U   
หลังปรับขนาดครั้งที่ 3 บริเวณชวงกลางของโดเมน กรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูม ิ 
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รูป 7.30 การเปรียบเทียบคา V  และปริมาตรควบคุมท่ีปรับขนาดเน่ืองจากระยะกระจัด V    
หลังปรับขนาดครั้งที่ 3 บริเวณชวงกลางของโดเมน กรณีศึกษาความเคนเนื่องจากอุณหภูม ิ 
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 เมื่อนําจํานวนปริมาตรควบคุมและคาบงชี้ตางๆ ที่ไดจากกระบวนการปรับขนาดปริมาตร
ควบคุม ในแตละรอบของการคํานวณ สามารถไดดังแสดงตาราง 7.1  

 
 

ตาราง 7.1 คาบงชี้ท่ีไดจากกระบวนการปรับขนาดปริมาตรควบคุม 
 

การปรับขนาด 
คาบงชี้ 

เริ่มตน ครั้งที ่1 ครั้งที ่2 ครั้งที ่3 

จํานวนปริมาตรควบคุม 32 92 260 728 

ปริมาตรควบคุมปรับที่ขนาด - 20 56 156 

ตัวบงชี้ปรับขนาด , (C°)Tε  4.51553 2.03940 0.88777 0.37980 

ตัวบงชี้ปรับขนาด , (m.)Uε  3.1326e-06 1.2873e-06 4.8227e-07 1.8019e-07 

ตัวบงชี้ปรับขนาด , (m.)Vε  4.2346e-06 1.5549e-06 6.1755e-07 2.2036e-07 

คาหยุดการปรับขนาด NRT  0.04515 0.02039 0.00888 0.00380 

คาหยุดการปรับขนาด NRU  0.04355 0.01607 0.00594 0.00213 

คาหยุดการปรับขนาด NRV  0.083227 0.04139 0.01700 0.00654 

พื้นที่ปรับขนาดจาก ,  (%)T  - 25 12.5 23.43 

พื้นที่ปรับขนาดจาก ,  (%)U  - 37.50 37.50 47.65 

พื้นที่ปรับขนาดจาก ,  (%)V  - 37.50 31.50 50.78 

พื้นที่ปรับขนาดรวม - 62.5 62.5 77.34 

แฟคเตอรปรับขนาด 1 1 1.15 - 

 
 

จากผลการปรับขนาดที่ไดแสดง จะเห็นไดวาตัวบงชี้การปรับขนาดสามารถระบุบริเวณที่ปรับ
ขนาดโดยสวนใหญเปนบริเวณที่ตัวแปรมีลักษณะการเปลี่ยนแปลงมากกวาบริเวณอ่ืน อีกทั้งหลังทํา
การปรับขนาดแลว ผลการที่คํานวณไดมีคาเขาใกลผลจากการคํานวณดวยปริมาตรควบคุมอางอิงที่
คําตอบมีลักษณะไมเปลี่ยนแปลงเมื่อลดขนาดของปริมาตรควบคุมลง ซึ่งมีปริมาตรควบคุมจํานวน
มากกวาหลายเทา อีกทั้งเมื่อทําการปรับขนาดในครั้งที ่3 คา NRT  และ NRU  มีคานอยกวา 0.005 ซึ่ง
เปนเงื่อนไขหยุดการปรับขนาดที่กําหนดไวกอนการคํานวณ ดังนั้นจึงถือวาคําตอบที่ไดหลังการปรับ
ขนาดครั้งที่ 3 เปนคําตอบของการคํานวณกรณีศึกษานี ้
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 ในสวนของการแสดงผลการเปรียบเทียบคา ,  T U  และ V  จะเห็นไดวา รูปการแสดงผลของ
คา T  และ U  จะมีคาใกลเคียงกับผลของปริมาตรควบคุมอางอิงที่มาเปรียบเทียบมาก ในสวนของ
รูปการแสดงผลระยะกระจัด V  จะเห็นวาโดยสวนใหญจะไมวางตัวอยูบนแนวเดียวกับผลจาก
ปริมาตรควบคุมอางอิง เนื่องจากคาสเกลที่ใชแสดงผลของคาระยะกระจัดมีคานอยกวารูปแสดงผลของ 
U มาก กรณีที่แสดงรูปโดยใชสเกลเดียวกับรูป U  รูปแสดงผลของ V  ที่ไดจะมีลักษณะใกลเคียงกับ
ปริมาตรอางอิงเชนกัน แตเนื่องจากตองการแสดงผลที่ชัดเจนจึงไดเลือกใชสเกลที่เหมาะสมกับการ
แสดงผล ดังที่ไดแสดงไว 
 
 
7.6 สรุป 
 
 จากผลการคํานวณและการปรับขนาดปริมาตรควบคุม สําหรับปญหาความเคนที่เกิดขึ้น
เนื่องจากอุณหภูมิในรูปของระยะกระจัดที่ไดแสดงนั้น จะเห็นไดวาบริเวณที่ถูกกําหนดใหปรับขนาด 
เปนบริเวณที่ควรปรับขนาดจริง ซึ่งจะเห็นไดจากการเปรียบเทียบกับผลการคํานวณของปริมาตร
ควบคุมอางอิงของแตละตัวแปร อีกทั้งผลการคํานวณหาคาความเคนดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมแบบ 
Unstructured Grids ที่ไดนั้น ใหผลการคํานวณที่มีความถูกตอง โดยนําผลที่ไดไปเปรียบเทียบกับผล
ของโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต Easy FEM แลวไดผลเปนที่นาพอใจ 
 
 การพิจารณาปรับขนาดในปญหาที่ไดแสดงนี้ ไดกําหนดใหน้ําหนักของการปรับขนาดของแต
ละตัวแปรมีขนาดเทากัน โดยกําหนดใหแฟกเตอรปรับขนาดของแตละตัวแปรมีคาเทากัน ในการ
คํานวณนั้น หากเขาใจพฤติกรรมของผลเฉลยที่จะได สามารถกําหนดแฟกเตอรการปรับขนาดที่ตางกัน
ได หรืออาจหยุดการปรับขนาดของบางตัวแปรได เชนในปญหาที่นํามาแสดง จะเห็นไดวาหลังจากทํา
การปรับขนาดในชวงแรก เมื่อปรับขนาดครั้งตอไปอาจไมใชเงื่อนไขของอุณหภูมิมาทําการปรับขนาด
ได  โดยพิจารณาการปรับขนาดเฉพาะเงื่อนไขของ U  และ V  เทานั้น เปนตน    
 
 
 



บทที่ 8 
 

การออกแบบทอพอโลยี 
 
 

8.1  บทนํา  
 
 เนื่องจากการประดิษฐโปรแกรมการสรางปริมาตรควบคุม ไดออกแบบไวเพื่อใหสามารถ
นํามาใชออกแบบทอพอโลยีได โดยการกําหนดลักษณะโครงสรางในรูปของตัวเลขฐานสอง ซึ่งเมื่อนํา
ลักษณะโครงสรางที่ไดจากการออกแบบทอพอโลยี มาทําการปรับขนาดโดยใชตัวบงชี้การปรับขนาด
และโปรแกรมสรางปริมาตรควบคุมใหมดังที่ไดกลาวมา จะชวยใหผลที่ไดมีความถูกตองมากข้ึนดวย 
โดยจะกลาวถึง ทฤษฎีเบื้องตนขั้นตอนวิธีเชิงพันธุกรรม โปรแกรมการสรางโครงสรางโดยการ
เขารหัสโคโมโซม  การออกแบบปญหาการนําความรอน  โดยอางอิงผลจากงานวิ จัยเรื่อง  A 

Preliminary Study on the Multi - Objective Topology Design by Genetic Algorithm and 

Finite Volume Method (Boonlong, K. and Maneeratana, K., 2003) ซึ่งมีรายละเอียดดังนี้  
 
 
8.2  ทฤษฎีเบื้องตนของขั้นตอนวิธีเชิงพันธุกรรม  
 
 ข้ันตอนวิธีเชิงพันธุกรรมเปนการคนหาผลเฉลยแบบสุม หรือเปนเทคนิคการหาผลเฉลยที่
เหมาะสมที่สุด ซึ่งกระบวนการคนหาจะอิงแนวคิดของดารวิน (Charles Darwin) ในเรื่องของการอยู
รอดของผูที่มีความเหาะสมหรือผูที่แข็งแรงที่สุดในสภาวะแวดลอมที่เหมือนกัน โดยคําตอบที่ไดรุน
หนึ่งจะผานการแปลงเพื่อนําไปสูคําตอบที่ดีข้ึนในรุนถัดไป ภายในประชากร 1 รุน จะมีการคัดเลือก
ประชากรที่มีลักษณะดีเพื่อเปนตนแบบสําหรับถายทอดคุณลักษณะที่ดีใหประชากรรุนตอๆ ไป เพื่อให
ไดสมาชิกของประชากรที่ดีที่สุดตอไป 
 
 กระบวนการออกแบบโดยอาศัยขั้นตอนวิธีเชิงพันธุกรรมนั้นสามารรถแบงเปน 3 สวน ไดแก 
การแปลงปญหาที่ตองการออกแบบเปนรหัสโครโมโซม จากนั้นจะเปนกระบวนการในการคัดเลือก
เพื่อหากลุมสมาชิกที่มีคุณสมบัติดี และขั้นตอนในการสลับสายพันธุเพื่อใหไดสมาชิกรุนใหมตอไป 
โดยแตละสวนมีรายละเอียดดังนี ้
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8.2.1 การเขารหสัโครโมโซม 
 
การเขารหัสโครโมโซมเปนข้ันตอนเริ่มตนของข้ันตอนเชิงพันธุกรรม การเขารหัสแบบ

เลขฐานสองเปนวิธีที่งายที่สุดในการเขารหัส โดยโครงสรางโครโมโซมประกอบดวยเลข 0 และ 1 

กลุมของเลขฐานสองจะถูกกําหนดขึ้นเพื่อแทนคาลักษณะของประชากร รูปแบบของโครโมโซมที่
เขารหัสแบบเลขฐานสองแสดงดังรูป 8.1 

 

0    1    1    1    1    0    1    0    0    0    1    1

1x 2x 3x  
 

รูป 8.1 รูปแบบโครโมโซมที่เขารหัสแบบเลขฐานสอง 
 

รูปแบบของโครโมโซมที่ไดจะแทนคุณสมบัติของประชากรนั้นๆ ขึ้นอยูกับวัตถุประสงคที่ตองการ 
เชน การออกแบบโครงสราง แตละโครโมโซมจะแทนแตละลักษณะของโครงสราง เปนตน  
 
8.2.2 การคัดเลือก 
 

เมื่อไดประชากรจากการเขารหัสโครโมโซมแลว ในสวนตอไปจะเปนการคัดเลือกเพื่อเก็บ
ประชากรที่มีลักษณะดีไว และคัดประชากรที่มีลักษณะที่ไมดีออกโดยมีเทคนิควิธีที่ตางกันหลายวิธี 
เชน วิธีการคัดเลือกอยางงายแบบวงลอ โดยจะมีลักษณะเปนการแบงวงลอออกเปนสวนๆ โดยมีขนาด
ตามอัตราสวนคุณสมบัติของสมาชิกแตละตัว ดังรูป 8.2 
   

1x

2x 3x

4x

5x
6x

 
 

รูป 8.2 การสุมเลือกประชากรที่มีคุณสมบัตดิี ดวยวีแบบวงลอ 
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จากลักษณะการคัดเลือกดวยวงลอดังที่แสดงในรูป 8.2 จะเห็นไดวาประชากรที่มีคุณสมบัติดี
จะมีโอกาสที่ถูกเลือกมากกวาประชากรที่มีคุณสมบัติไมดี จากนั้นกลุมของประชากรที่ถูกเลือกจะถูก
นําไปสลับสายพันธเพื่อใหไดประชากรรุนตอไป    
 
8.2.3 การสลับสายพันธุ 
 
 หลังจากทําการคัดเลือกประชากรที่ดีแลว ในสวนตอไปจะนําลักษณะโครโมโซมของ
ประชากรที่ไดมาทําการสลับสายพันธ โดยวิธีการสุมเลือกประชากรที่ถูกคัดเลือกแลวจํานวน 2 ตัว
และกําหนดใหเปนสมาชิกรุนพอแม (Parents) จากนั้นจะทําการแลกเปลี่ยนยีนระหวางพอและแม
เพื่อใหเกิดสมาชิกรุนลูก (Children) ข้ึนมา 2 ตัว ลักษณะดังรูป 8.3 
     
 

1 1 0 0 0
1 0 1 1 1 0 0

1 1 0
1 0 1

1 1
Parents Children  

 
รูป 8.3 การสลับสายพันธุ แบบ 1 จุดแลกเปล่ียน 

 
เทคนิคการสลับสายพันธมีอยูหลายวิธี เชน การสลับสายพันแบบ 1 จุดแลกเปล่ียน การสลับสายพัน
แบบ 2 จุดแลกเปล่ียน หรือการสลับสายพันธุแบบตอเนื่องเปนตน ซึ่งหลังจากทําการสลับสายพันธุ
แลวสิ่งที่คาดหวังจากประชากรรุนลูกคือประชากรที่ไดนั้น ควรจะเปนประชากรที่มีคุณสมบัติดี 
เนื่องจากประชากรรุนใหมที่ไดนี้เกิดมาจากประชากรรุนพอแมที่ผานการคัดเลือกมาแลว   
 
 กระบวนการขั้นตอนที่ไดกลาวมา เปนขั้นตอนเบื้องตนของการออกแบบโดยใชขั้นตอนวิธี
เชิงพันธุกรรม ซึ่งโปรแกรมการคํานวณไฟไนตวอลุมที่ไดพัฒนาข้ึนไดออกแบบไวเพื่อใหสามารถ
นํามาประยุกตออกแบบโครงสรางทอพอโลยีดวยวิธีขั้นตอนทางพันธุกรรมได ในสวนตอไปจะกลาว
การสรางปริมาตรควบคุมเมื่อรับคาโครโมโซม  
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8.3  การกําหนดลักษณะโครงสราง  
 
 การออกแบบทอพอโลยีแบบตอเนื่องดวยขั้นตอนวิธีเชิงพันธุกรรม จะมีการเขารหัสโครสราง
เปนโครโมโซมเลขฐานสอง โดยทําการสรางปริมาตรควบคุมดวยการแทนคาตัวเลขในแตละปริมาตร
ควบคุม กําหนดให 1 แทนบริเวณที่มีวัสดุ และ 0 แทนบริเวณที่ไมมีวัสดุ ซึ่งมีลักษณะการเก็บคา
ตัวเลขและลักษณะโครงสราง แสดงดังรูป 8.4 

 

 
 

รูป 8.4 ลักษณะโครงสรางตามตัวเลขที่เก็บในแตละปริมาตรควบคุม 
 
ลักษณะของโครงสรางจะเปลี่ยนแปลงตามลักษณะของโครโมโซมที่ไดรับคามา ภายในขอบเขตของ
โดเมนที่กําหนด โดยแตละโครงสรางจะมีคุณสมบัติและความสามารถในการการรับภาระที่แตกตาง
กัน ตามวัตถุประสงคที่ตองการของแตละปญหา  
 
 
8.4 การออกแบบปญหาการถายเทความรอน 
 

ในสวนนี้จะเปนการนําผลที่ไดจากการออกแบบทอพอโลยี ของปญหาการถายเทความรอน 
(Boonlong, K. and Maneeratana, K., 2003) เพื่อใหไดโครงสรางที่มีมวลนอยและสามารถถายเท
ความรอนไดดี โดยมีลักษณะของปญหาเปนการถายเทความรอนจากแหลงความรอนซึ่งมีการกระจาย
ตัวของอุณหภูมิแบบเชิงเสนบนผนังจาก 0°C  จนถึง 100°C โดยมีการถายเทความรอนใหแกวัตถุซึ่ง
สามารถเปลี่ยนแปลงรูปรางในลักษณะของการออกแบบทอพอโลยี ในชวงของโดเมนขนาด 5 4×  
เซนติเมตร และมีคาการนําความรอน (Thermal Conductivity, k ) 50Wm K⋅  กําหนดอุณหภูมิ
ของสภาพแวดลอมมีคา 0°C  และคาการพาความรอน (Convection Heat Transfer Coefficient, 

h ) 20Wm K⋅  ลักษณะของปญหาแสดงดังรูป 8.5 
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0 C° 100 C°

20 W/mKh =
50 W/mKk =

5 cm 4 cm Rectangle×
Ambient temp 0 C°

   
 

รูป 8.5 ลักษณะและเงื่อนไขของปญหาที่พิจารณา 
 
 
ในการออกแบบปญหาไดกําหนดวัตถุประสงค คือ หาโครงสรางที่สามารถถายเทความรอนออกจาก
ผนังไดมากที่สุด และใหจํานวนมวลที่ใชนั้นนอยที่สุด โดยกําหนดให 1 ชองแทนมวล 1 หนวย 
จากนั้นทําการหาโครงสรางที่นําความรอนไดดีที่สุด ในแตละชุดตามจํานวนมวลโดยเริ่มจากมวลเปน 
0 และเพิ่มขึ้นเปนมวล 1 หนวย เมื่อไดลักษณะที่ดีที่สุดแลว จะทําการหาโครงสรางที่ดีที่สุดเมื่อมวล
เปน 2 หนวย จากนั้นทําการเพิ่มมวลที่ละ 1 หนวยและทําลักษณะเดียวกันนี้จนมวลครบ 20 หนวย 
  
 จากผลการคํานวณในงานวิจัยนี้พบวา สามารถหาโครงสรางที่นําความรอนไดดีที่สุดของแต
ละชุดตามจํานวนมวล โดยในชวงแรกพบวาเมื่อเพิ่มจํานวนมวลเพิ่มข้ึนความสามารถในการนําความ
รอนของโครงสรางที่ดีที่สุดของแตละชุดจะเพิ่มขึ้นดวย จนกระทั้งทําการเพิ่มมวลของโครงสรางต้ังแต  
14 ข้ึนไป พบวาโครงสรางที่ดีที่สุดของแตละชุดสามารถถายเทความรอนไดนอยกวา โครงสรางที่ดี
ที่สุดของกรณีมวล 13 หนวย ดังนั้นโครงสรางที่ดีที่สุดของโครงสรางมวล 13 หนวยจึงเปนโครงสราง
ที่มีมวลมากที่สุดที่นําความรอนไดดีที่สุด ลักษณะของแตละโครงสรางตามจํานวนมวลและคาการ
ถายเทความรอนที่ได มีรายละเอียดดังรูป 8.6   
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( ) 62.5 kW0 ( ) 106.8 kWI ( ) 149.8 kWII ( ) 190.8 kWIII - i

( ) 190.8 kWIII - ii ( ) 230.7 kWIV ( )268 kWV - i ( )268 kWV - ii 

( )304.3 kWVI ( )337.7 kWVII - i ( )337.7 kWVII - iii ( )337.7 kWVII - ii 

( )370.3 kWVIII - ii ( )370.3 kWVIII - i ( )401.0 kWIX ( )428.9 kWX 

( )455.6 kWXI ( )479.9 kWXII ( )495.0 kWXIII  
 

 
รูป 8.6 ลักษณะโครงสรางและคาความสามารถการถายเทความรอน จากผลการออกแบบทอพอโลย ี
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จากผลการคํานวณพบวาในกรณีโครงสรางที่มีมวล 3 หนวย 5 หนวย 7 หนวย และ 8 หนวย 
ไดผลการออกแบบมากกวา 1 โครงสราง ซึ่งผลการวิจัยเดิมบงชี้ไดวาเปนโครงสรางมีคุณสมบัติดีที่สุด
เทาเทียมกัน แตเมื่อพิจารณาปริมาตรควบคุมที่ใชในการออกแบบ จะเห็นไดวาจํานวนปริมาตรควบคุม
ที่ใชอาจมีจํานวนนอยเกินไป แตหากใชปริมาตรควบคุมที่มีความละเอียดจะมีผลทําใหรูปแบบที่
เปลี่ยนแปลงไดเพิ่มข้ึนเปนจํานวนมากเชนกัน  

 
ดังนั้นเพื่อใหผลการประมาณคาที่ไดมีความถูกตองแมนยําขึ้น จึงไดนําวิธีการปรับขนาด

ปริมาตรควบคุมเฉพาะบริเวณเขามารวมในการออกแบบ เนื่องจากการแบงยอยปริมาตรควบคุมเฉพาะ
บริเวณทําใหไดปริมาตรควบคุมที่มีความละเอียด และจํานวนปริมาตรควบคุมที่เพิ่มมากขึ้น โดย
ลักษณะของโครงสรางไมเปล่ียนแปลง อีกทั้งในกรณีที่ลักษณะของโครงสรางที่ไดจากการออกแบบ
เมื่อมวลเทากันมีคําตอบมากกวา 1 โครงสราง เมื่อนํามาทําปรับขนาดอาจสามารถบงชี้เฉพาะไดวา
โครงสรางใดที่เปนโครงสรางที่ดีทีสุ่ดจริงๆ ได 
 
 ในการออกแบบทอพอโลยีดวยขั้นตอนวิธีเชิงพันธุกรรมนั้น จํานวนโครงสรางที่ถูกซุมมาทํา
การคํานวณนั้นจะมีจํานวนมาก  เชน  ในปญหาการนําความรอนที่นํามาพิจารณานี้รูปแบบที่
เปลี่ยนแปลงไดสามารถมีไดถึง 202  หรือ 1,048,576  ซึ่งหากทุกโครงสรางตองทําการปรับขนาดจะ
ทําใหภาระในการคํานวณเพิ่มขึ้นอยางมาก อีกทั้งยังตองทําการปรับขนาดโครงสรางไมมีคุณสมบัติ
ตามวัตถุประสงคที่ตองการอีกดวย 

 
ดังนั้นในการปรับขนาดปริมาตรควบคุมของโครงสรางทอพอโลยี จะทําการปรับขนาดโดยนํา

ผลจากการออกแบบดวยวิธีปกติแลวเลือกปรับเฉพาะปริมาตรควบคุมที่ตองการเทานั้น สําหรับ
โปรแกรมปรับขนาดปริมาตรควบคุมสําหรับการออกแบบทอพอโลยีที่สรางขึ้น จะรับคาโครโมโซม
ของโครงสรางและทําการคํานวณพรอมทั้งการปรับขนาดปริมาตร ในสวนตอไปจะแสดงการคํานวณ
การนําความรอนของโครงสรางจากคาโครโมโซมตัวอยาง 3 คา จากนั้นจะแสดงผลการเปลี่ยนแปลงที่
เกิดข้ึนเมื่อนําผลการออกแบบทอพอโลยีดวยวิธีปกติดังรูป 8.6 ไปทําการปรับขนาด โดยกําหนดเงื่อน
ทําการปรับขนาด 3 ครั้ง ผลที่ไดในแตละสวนตามลําดับเปนดังนี้ 
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8.4.1 การปรบัขนาดตัวอยางโครงสรางตวัอยางที่ 1 
 

โครงสรางตัวอยางที่ 1 เปนโครงสรางที่สามารถถายเทความรอนไดดีที่สุดเมื่อมวลเทา 5 

หนวย โดยมีลักษณะโครโมโซมเปน 00001 00111 00001 00000  เมื่อทําการคํานวณและปรับ
ขนาดปริมาตรควบคุม 3 ครั้ง ลักษณะของปริมาตรควบคุมที่ไดเปนดังรูป 8.7 และรายละเอียดตัวบงชี้
จากผลการคํานวณที่ไดของโครงสรางที่ 1 เปนดังตาราง 8.1 แสดงตามลําดับไดดังนี้ 
 

100 C°100 C°
0 C°0 C°

 
 

(ก) ปริมาตรควบคุมเริ่มตน                                          (ข) ปรับขนาดครั้งท่ี 1       
 

0 C°
100 C°

0 C°
100 C°  

 

 

(ค) ปรับขนาดครั้งที่ 2                              (ง) ปรับขนาดครั้งท่ี 3       
 

รูป 8.7 ลักษณะการปรับขนาดและปริมาตรควบคุมที่ใชคํานวณโครงสรางที ่1 

 
ตาราง 8.1 คาบงชี้จากการปรับขนาดโครงสรางตัวอยางท่ี 1 

 

ปริมาตรควบคุม จํานวนปริมาตร
ควบคุม 

การนําความ
รอน ( kW ) Mε  M

fε  
พืน้ที่ปรับ
ขนาด 

เริ่มตน 5 268 0.22635 0.85 - 

ปรับขนาดครั้งที ่1 8 267.02 0.15759 1 20 % 

ปรับขนาดครั้งที่ 2 17 265.58 0.07475 1.15 30 % 

ปรับขนาดครั้งที ่3 41 265.45 - - 77.5 % 
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8.4.2 การปรับขนาดโครงสรางตัวอยางที่ 2 
 

โครงสรางตัวอยางที่ 2 เปนโครงสรางที่มีมวลเทากับ 11 หนวย โดยกําหนดใหโปรแกรมรับ
คาโครโมโซม 00101 01111 01001 01101  เมื่อทําการคํานวณและปรับขนาดปริมาตรควบคุม 3 

ครั้ง ลักษณะของปริมาตรควบคุมที่ไดเปนดังรูป 8.8 และรายละเอียดตัวบงชี้จากผลการคํานวณที่ได
ของโครงสรางตัวอยางที ่2 เปนดังตาราง 8.2 

 

100 C°100 C°
0 C°0 C°

 
 

(a) ปริมาตรควบคุมเริ่มตน                                          (b) ปรับขนาดครั้งท่ี 1        
 

100 C°
0 C°

100 C°
0 C°

 
 

(c) ปรับขนาดครั้งที ่2                                            (d) ปรับขนาดครั้งที ่3        
 

รูป 8.8 ลักษณะการปรับขนาดและปริมาตรควบคุมที่ใชคํานวณโครงสรางที ่2 

 
ตาราง 8.2 คาบงชี้จากการปรับขนาดโครงสรางตัวอยางท่ี 2 

 

ปริมาตรควบคุม 
จํานวนปริมาตร

ควบคุม 
การนําความ
รอน ( kW ) Mε  M

fε  
พื้นที่ปรับ
ขนาด 

เริ่มตน 11 368.04 0.42721 0.85 - 

ปรับขนาดครัง้ที่ 1 20 365.07 0.32746 1 27.27 % 

ปรับขนาดครั้งที่ 2 44 357.42 0.17005 1.15 25 % 

ปรับขนาดครั้งที ่3 83 356.93 - - 44. 88% 
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8.4.3 การปรับขนาดตัวอยางโครงสรางที่ 3 
 

โครงสรางตัวอยางที่ 3 เปนโครงสรางที่มีมวลเทากับ 15 หนวย โดยกําหนดใหโปรแกรมรับ
คาโครโมโซม 00101 11111 10101 11111  เมื่อทําการคํานวณและปรับขนาดปริมาตรควบคุม 3 

ครั้ง ลักษณะของปริมาตรควบคุมที่ไดเปนดังรูป 8. และรายละเอียดตัวบงชี้จากผลการคํานวณที่ไดของ
โครงสรางตัวอยางที่ 3 เปนดังตาราง 8.3 

 

100 C°
0 C°

100 C°
0 C°

 
                            (ก) ปริมาตรควบคุมเริ่มตน                                 (ข) ปรับขนาดครั้งท่ี 1 
 

100 C°
0 C°

100 C°
0 C°

 
                              (ค) ปรับขนาดครั้งที ่2                                   (ง) ปรับขนาดครั้งที ่3        
 

รูป 8.9 ลักษณะการปรับขนาดและปริมาตรควบคุมที่ใชคํานวณโครงสรางที ่3 

 
ตาราง 8.3 คาบงชี้จากการปรับขนาดโครงสรางตัวอยางท่ี 3 

 

ปริมาตรควบคุม 
จํานวนปริมาตร

ควบคุม 
การนําความ
รอน ( kW ) Mε  M

fε  
พื้นที่ปรับ
ขนาด 

เริม่ตน 15 424.38 0.34785 0.85 - 

ปรับขนาดครั้งที ่1 20 418.31 0.32746 1 20 % 

ปรับขนาดครั้งที่ 2 44 411.58 0.17005 1.15 20 % 

ปรับขนาดครั้งที ่3 83 411.98 - - 42. 08% 
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8.4.4 การปรับขนาดโครงสรางจากการออกแบบทอพอโลยี 
  

ภายใตเงื่อนไขการปรับขนาดเดียวกันนี้ ไดนําไปปรับขนาดโครงสรางที่ไดจากการออกแบบ
ทอพอโลยีดวยวิธีขั้นตอนทางพันธุศาสตรตามโครงสรางในรูป 8.6 คาการถายเทความรอนของแตละ
โครงสรางที่ได แสดงดังตาราง 8.4  

 
ตาราง 8.4 การเปรียบเทียบคาการถายเทความรอน 

หลังปรับขนาดโครงสรางจากผลการออกแบบทอพอโลย ี
 

โครงสรางหมายเลข กอนปรับขนาด 
(kW) 

หลังปรับขนาด 
(kW) 

เปล่ียนแปลง 
(kW) 

0 62.50 62.50 0 

I 106.83 106.52 -0.31 

II 149.87 151.10 1.23 

III-i 190.86 190.75 -0.11 

III-ii 190.86 192.55 1.69 

IV 230.71 228.59 -2.12 

V-i 268.00 266.34 -2.55 

V-ii 268.00 265.45 -1.6 

VI 304.32 302.72 -2.55 

VII-i 337.73 335.98 -1.6 

VII-ii 337.73 334.58 -1.75 

VII-iii 337.73 335.84 -3.15 

VIII-i 370.36 368.84 -1.89 

VIII-ii 370.36 367.41 -1.52 

IX 401.05 399.47 -2.95 

X 428.91 426.63 -1.58 

XI 455.63 447.04 -2.28 

XII 479.96 479.55 -8.59 

XIII 495.07 497.80 2.73   
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 จากการเปรียบเทียบผลการปรับขนาดของโครงสรางตัวอยางทั้ง 3 โครงสราง และโครงสราง
จากการออกแบบทอพอโลยีที่อางอิง จะพบวาสวนใหญคาความสามารถการถายเทความรอนจะลดลง
เล็กนอย  
 

 จากตารางแสดงผลจะเห็นไดวา กรณีที่มวลเทากันมีคําตอบของโครงสรางมากกวา 1 คา หลัง
ทําการปรับขนาดแลวจะเห็นวามีการตัดคําตอบบางคาทิ้ง เราสามารถหาคําตอบที่ดีที่สุดของกรณีที่มี
โครงสรางมากกวา 1 แบบได ลักษณะปริมาตรควบคุมและการนําความรอนของกลุมคําตอบใหมที่ได
แสดงดังรูป 8.11  
 

( ) 62.5 kW0 ( ) 106.5 kWI ( ) 151.1 kWII ( ) 190.7 kWIII - i

( ) 192.5 kWIII - ii ( ) 228.5 kWIV ( )266.3 kWV - i ( )265.45 kWV - ii 

( )302.72 kWVI ( )335.9 kWVII - i ( )335.8 kWVII - iii ( )334.5 kWVII - ii 

( )367.4 kWVIII - ii ( )368.8 kWVIII - i ( )399.4 kWIX ( )426.6 kWX 

( )447.0 kWXI ( )479.5 kWXII ( )497.8 kWXIII  
 

รูป 8.11 ปริมาตรควบคุมและการนําความรอนของชุดคําตอบใหม หลังทําการปรับขนาด 
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8.5 การวิเคราะหโครงสรางหลังการปรับขนาด 
 
หลังจากทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุมโครงสรางที่ไดจากการออกแบบทอพอโลยีแลว จะ

เห็นไดวากรณีที่โครงสรางที่มีมวลเทากันและมีความสามารถในการถายเทความรอนเทากัน ซึ่ง
ประกอบดวยโครงสรางมวล 3 หนวย 5 หนวย 7 หนวย และ 8 หนวย ซึ่งหลังทําการปรับขนาดแลว
สามารถระบุโครงสรางที่ดีที่สุดของในแตละมวลได ซึ่งทําใหคําตอบบางโครงสรางไมอยูในชุด
คําตอบอีกตอไป ความสัมพันธระหวางการถายเทความรอนและโครงสรางที่นําความรอนดีที่สุดของ
แตละมวล แสดงไดดังรูป 8.12 

 

I

II

III - ii

IV

V - i

VI

VII - i

VIII - i

IX

X

XI

XII

XIII

 
 

รูป 8.12 ชุดคําตอบและการนําความรอนหลังปรับขนาดปริมาตรควบคุม 
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 แมวาหลังจากทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุมของโครงสรางจะใหคาการนําความรอนที่ไม
เปล่ียนแปลงจากคําตอบเดิมไมมากนัก แตหลังทําการปรับขนาดสามารถทําใหมองเห็นการกระจาย
ของอุณหภูมิไดดีข้ัน โดยเฉพาะบริเวณผิวสัมผัสระหวางโครงสรางและแหลงความรอนพบวาเมื่อทํา
การปรับขนาดจะสังเกตเห็นวาเกิดการถายเทความรอนยอนกลับไปยังแหลงความรอนดวย 
ตัวอยางเชนโครงสราง III - i  ลักษณะการถายเทความรอนบริเวณผิวสัมผัสที่เกิดข้ึนหลังการปรับ
ขนาดเปนดังรูป 8.12 

 
 

 

 
 

                    (ก) ปริมาตรควบคุมเริ่มตน                                (ข) ปรับขนาดครั้งท่ี 1 
 
 

 
 

(ค) ปรับขนาดครั้งที ่2                                (ง) ปรับขนาดครั้งท่ี 3 

 
รูป 8.12 การถายเทความรอนบริเวณผิวสัมผัสแหลงความรอนของโครงสราง III - i  
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 จากลักษณะการถายเทความรอนที่เกิดข้ึนนี้อาจเปนเหตุผลที่ทําใหหลังทําการปรับขนาด
ปริมาตรควบคุมแลวโดยสวนใหญความสามารถในการนําความรอนมีคาลดลง เนื่องจากกอนการ
คํานวณการถายเทความรอนจะมีเฉพาะทิศทางเดียวไมมีการถายเทความรอนยอนกลับ อีกทั้งลักษณะ
การถายเทความรอนที่ สังเกตไดดีข้ึน เชน ลักษณะการถายความรอน รูป 8.12 หากทําการออกแบบ
ลักษณะผิวสัมผัสเพื่อใหมีการถายเทความรอนยอนกลับมาใหนอยลง อาจสามารถถายเทความรอนได
มากข้ึน เปนตน 

 
 
8.5 สรุป 

 
จากที่ไดนําการปรับขนาดปริมาตรควบคุมมาใชรวมกับการออกแบบทอพอโลยี จะเห็นไดวา

สําหรับในกรณีปญหาที่ไดนํามาพิจารณา คาการถายเทความรอนที่ไดแมจะไมแตกตางกันมากนัก แต
ทําใหสามารถเห็นลักษณะการกระจายของอุณหภูมิ และลักษณะการถายความรอนระหวางผิวสัมผัส
ไดชัดเจนขึ้น  

 
ผลที่ไดเมื่อทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุม จะพบวาความสามารถในการถายเทความรอน

โดยสวนใหญจะใหคาลดลงเล็กนอย อาจเนื่องมาจากกอนทําการปรับขนาด การถายเทความรอนมี
เฉพาะในทิศทางเดียวเทานั้น แตเมื่อปรับขนาดจะพบพฤติกรรมของการถายเทความรอนยอนกลับมา
ซึ่งอาจมีผลทําใหความสามารถในการถายเทความรอนลดลง 

 
 ในการออกแบบทอพอโลยีนั้น เนื่องจากลักษณะรูปแบบของโครงสรางสามารถเปล่ียนแปลง
ไดมากมายหลายรูปแบบ หากนําการปรับขนาดปริมาตรควบคุมใชควบคูไปกับการออกแบบทอพอโล
ยีดวยวิธีทางพันธุศาสตรโดยตรง อาจทําใหตองทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุมที่ไมเปนไปตาม
วัตถุประสงคที่ตองการเปนจํานวนมาก และเนื่องจากกระบวนการในการปรับขนาดมีทั้งการหาคา
ความคลาดเคล่ือนตกคาง ตัวบงชี้การปรับขนาด และกระบวนการสรางปริมาตรควบคุมใหม ซึ่ง
กระบวนการตางๆ เหลานี้จะทําใหภาระในการคํานวณจะเพิ่มข้ึนเปนอยางมาก ดังนั้นในที่จึงไดเลือก
ลักษณะการออกแบบโดยเลือกจากกลุมของโครงสรางที่มีลักษณะตรงตามวัตถุประสงคที่ตองการ ที่ได
จากการออกแบบทอพอโลยีดวยวิธีปกติกอน เพื่อหลีกเลี่ยงการปรับขนาดปริมาตรควบคุมที่ไมพึง
ประสงค แลวจึงปรับขนาดปริมาตรควบคุมเฉพาะที่ตองการเทานั้น หลังปรับขนาดปริมาตรควบคุม
แลวสามารถนําผลที่ไดเปนแนวทางโดยสังเขป เพื่อสรางโครงสรางสําหรับการใชงานจริง  
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 นอกจากนี้พบวาในการออกแบบโดยใชวัตถุประสงคเปนคาคงที่ เชนใชคาการนําความรอน
คงที่คาหนึ่งเปนเกณฑ เมื่อทําการออกแบบทอพอโลยีโดยไมมีการปรับขนาดปริมาตรควบคุมจนไดชุด
คําตอบตามวัตถุประสงคที่ตองการแลว มีความเปนไปไดวาหากทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุมของ
ชุดคําตอบที่ไดอาจทําใหคําตอบบางคาไมเปนไปตามเกณฑที่กําหนด ทําใหคําตอบบางคาหายไป 
ดังนั้นจึงตองเพิ่มความระมัดระวังในการกําหนดวัตถุประสงคใหเหมาะสมเพื่อใชในการออกแบบ
ตอไป 
 



บทที่ 9 
 

สรุปผลการวิจัยและขอเสนอแนะ 
 
 

เนื่องจากไดมีการอภิปรายผลพรอมพรอมกับแสดงผลการเปรียบเทียบถึงกระบวนการ และผล
การคํานวณ ที่ไดกลาวมาแลวนั้น ในบทนี้จึงเปนการสรุปผลโดยรวมของผลการศึกษาที่ได และให
ขอเสนอแนะสําหรับขยายผลการศึกษาตอไป 
 
 
9.1  สรุปผลการวจิัย 
  
 ในการวิจัยนี้วัตถุประสงค คือ การทําการแบงยอยปริมาตรควบคุม เพื่อใหผลการคํานวณมีคา
ความถูกตองมากขึ้น และสามารถนํากระบวนการแบงยอยปริมาตรควบคุมมาใชในการออกแบบทอ
พอโลยีตอได   
 
 การประมาณคาสมการเชิงอนุพันธยอยในรูปสมการพีชคณิต ดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม
แบบ Structured Grids เปนระเบียบวิธีการประมาณคาที่มีประสิทธิภาพวิธีหนึ่ง โดยมีขอดีคือ ความ
งายในการแบงยอยปริมาตรควบคุมและการแปลงสมการเชิงอนุพันธยอย แตมีขอจํากัดโดยสามารถ
แกปญหาไดเฉพาะปริมาตรควบคุมรูปสี่เหล่ียมมุมฉากที่มีขนาดสม่ําเสมอ  
 

ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมแบบ Unstructured Grids แมจะมีการประมาณคาสมการเชิง
อนุพันธยอยที่ซับซอนกวา แตสามารถคํานวณคาเมื่อปริมาตรควบคุมที่ใชมีรูปรางใดๆ นอกเหนือจาก
ปริมาตรควบคุมสี่เหล่ียมแบบสม่ําเสมอได ซึ่งเมื่อทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุมแลวยังคงสามารถ
หาผลเฉลยดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมนี้ตอไปได ซึ่งจะเห็นไดวาในการทดสอบตัวบงชี้การปรับ
ขนาด ไดทําการคํานวณปญหาการถายเทความรอนดวยปริมาตรควบคุมรูปสามเหล่ียมมุมฉาก เพื่อ
แสดงใหเห็นความสามารถในการคํานวณเมื่อปริมาตรควบคุมไมเปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก และเมื่อนําไป
คํานวณคาหลังทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุมซึ่งปริมาตรควบคุมใหมจะมีลักษณะไมสม่ําเสมอ แต
ประสิทธิภาพในการคํานวณยังสามารถคํานวณคาไดเปนอยางดี เชนเดิม 
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 ตัวบงชี้การปรับขนาดที่ไดนํามาใชในวิทยานิพนธนี้ ใชหลักการคํานวณที่ไมซับซอนและ
สามารถเขาใจไดงาย เนื่องจากเปนการเปรียบเทียบคาที่งายและไมซับซอน อีกทั้งผลของการบงชี้การ
ปรับขนาดเมื่อพิจารณาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง จะเห็นไดวาบริเวณที่ถูกบงชี้นั้นเปนบริเวณที่
ควรทําการปรับขนาดจริง สําหรับในบางจุดตอที่ผลการคํานวณมีความถูกตองแลว แตยังคงถูกบงชี้ให
ปรับขนาดอยู เนื่องจากแมคาของตัวแปรนั้นจะถูกตองแตเมื่อพิจารณาคาอนุพันธของจุดตอนั้นยังคงไม
แมนยําพอ โดยสามารถสังเกตไดวาจุดตอที่เกิดลักษณะนี้ ปริมาตรควบคุมขางเคียงจะเปนปริมาตรที่มี
ความคลาดเคลื่อนสูง ดวยเหตุผลนี้ปริมาตรควบคุมนี้จึงถูกกําหนดใหทําการปรับขนาดดวย 
 
 ในสวนของโปรแกรมการแบงยอยปริมาตรควบคุม กระบวนการที่มีความซับซอนของสวนนี้
คือ การพิจารณาปริมาตรควบคุมขางเคียง เนื่องจากความไมแนนอนที่เกิดขึ้นหลังการปรับขนาด การ
พิจารณาปริมาตรควบคุมขางเคียงโดยใชเงื่อนไขของทิศทางเชื่อมตอและการเหล่ือมลํ้าของปริมาตร
ควบคุม มาพิจารณาการเชื่อมตอสามารถทําการปรับขนาดไดเปนอยางดี 
 
 การปรับขนาดปริมาตรควบคุมสําหรับปญหาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิ จะเห็นไดวาเงื่อนไข
ของการปรับขนาดนั้นจะพิจารณาจากเงื่อนไขของ อุณหภูมิ ระยะกระจัดแนวนอน และระยะกระจัด
แนวต้ัง โดยพิจารณาการปรับขนาดจากตัวแปรแตละตัว แลวนําผลที่ไดทั้งหมดมารวมกัน  ปริมาตร
ควบคุมใหมที่ไดหลังการคํานวณ จึงครอบคลุมทุกตัวแปร ผลการคํานวณและการปรับขนาดของ
ปญหาที่นํามาพิจารณา ใหผลการคํานวณและบงชี้บริเวณปรับขนาดไดเปนอยางดี โดยในตัวอยางที่
นํามาพิจารณาไดใหน้ําหนักของแตละตัวแปรในการปรับขนาดนั้นมีความสําคัญในระดับเดียวกัน ใน
การคํานวณนั้นหากมีความเขาใจถึงลักษณะของผลเฉลยที่จะได อาจกําหนดเงื่อนไขการปรับขนาดและ
เงื่อนไขการหยุดการปรับขนาดของแตละตัวแปรตอไปได ซึ่งจะเปนการควบคุมจํานวนปริมาตร
ควบคุมใหมีจํานวนนอยแตใหผลการคํานวณที่ถูกตอง ไดดีขึ้น 

 
 การนําวิธีแบงยอยปริมาตรควบคุม มาใชรวมกับการออกแบบทอพอโลยีสามารถนํามาใชงาน
รวมกันไดเปนสอดคลองกัน โดยโปรแกรมสรางปริมาตรควบคุมเริ่มตนออกแบบใหสามารถรองรับคา
โครงสรางที่เปลี่ยนแปลงตามที่กําหนดใหได ในสวนของการปรับขนาดนั้น ไดอางอิงผลที่ไดจากการ
ออกแบบของปญหาการนําความรอน โดยพิจารณาเงื่อนไขของมวลที่ใชและความสามารถการถายเท
ความรอน ซึ่งผลที่ไดสวนใหญจะมีคาลดลงเล็กนอย ในสวนของโครงสรางที่มีจํานวนมวลและ
ความสามารถในการถายเทความรอนเทากัน เมื่อทําการปรับขนาดปริมาตรควบคุม มีผลทําใหคาการ
นําความรอนไมเทากันได แมคาที่ไดหลังการปรับขนาดจะเปลี่ยนแปลงไมมากนัก แตหลังการแบงยอย
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แลวสามารถเห็นถึงการกระจายของภาระที่เกิดข้ึนไดอยางชัดเจนขึ้น เชน การถายเทความรอนที่บริเวณ
ฐานรอยตอ ที่เกิดลักษณะการถายเทความรอนยอนกลับ เปนตน นอกจากนี้พบวาการปรับขนาดยังทํา
เกิดการเปล่ียนแปลงของผลลัพธที่ไดดวย  
 
 
9.2  ขอเสนอแนะ 
 
 ขอเสนอแนะสําหรับการขยายผลของงานวิจัย แบงเปนหัวขอตามลําดับไดดังนี้ 
 
9.2.1 ตัวบงชี้การปรับขนาด 
 

ตัวบงชี้การปรับขนาดที่นํามาใชแมจะใหผลเปนที่นาพอใจ แตเมื่อพิจารณาถึงขนาดของ
ปริมาตรควบคุมซึ่งไมไดนํามาคํานวณรวมอยูดวย เมื่อนํามาพิจารณารวมกับคาความผิดพลาดตกคาง 
อาจทําใหผลการคํานวณที่ไดมีความถูกตองมากข้ึน 

 
ในสวนของตําแหนงที่พิจารณาคาความคลาดเคล่ือนตกคางที่เกิดข้ึนระหวางแตละจุดตอนั้น 

พิจารณาที่ตําแหนงกึ่งกลางระหวางทั้ง 2 จุดตอ ซึ่งระยะทางของจุดตอมีขนาดไมเทากัน เมื่อพิจารณา
ถึงระยะหางระหวางจุดตอ หากปริมาตรควบคุมที่ผลการคํานวณมีความถูกตองแตมีระยะหางกันมาก
จะทําใหคาความผิดพลาดสวนเกินของมาก แตในสวนของปริมาตรควบคุมที่อยูใกลกันแมมีความ
คลาดเคล่ือนมาก แตคาความคลาดเคล่ือนสวนเกินอาจมีคานอยกวาในกรณีแรกได ซึ่งหากนําระยะหาง
ของจุดตอมารวมพิจารณา ในลักษณะของผลหารระหวางคาความผิดพลาดตกคางและระยะหาง ซึ่งมี
ลักษณะเปนความชนัของคาความผิดพลาดตกคาง จะสามารถแกไขปญหาที่เกิดขึ้นดังที่กลาวมาได 
 
9.2.2 ลักษณะการปรับขนาด 

 
การแบงยอยปริมาตรควบคุมที่ใชในวิทยานิพนธนี้ เปนการแบงยอยปริมาตรควบคุมรูป

สี่เหลี่ยมออกเปน 4 สวนเทากัน ในการขยายผลการศึกษานั้นควรมีการปรับขนาดปริมาตรควบคุมใหมี
ลักษณะที่หลากหลายขึ้น เชน ปริมาตรควบคุมรูปสามเหลี่ยม เปนตน หรืออาจทําการแบงยอยปริมาตร
ควบคุมในลักษณะอื่น เชน การแบงทีละดาน การแบงยอยจากเสนทแยงมุม เปนตน โดยยังคงอาศัย
ทิศทางการเชื่อมตอและการเหล่ือมลํ้าของปริมาตรควบคุม มาพิจารณาปริมาตรควบคุมขางเคียงได 
เชนเดิม 
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9.2.3 โปรแกรมการปรับขนาดการออกแบบทอพอโลย ี
 

การปรับขนาดปริมาตรโครงสรางทอพอโลยี ที่ไดนํามาวิเคราะหนั้น เปนการนําผลในขั้น
สุดทายของการคํานวณมาทําการปรับขนาด ซึ่งเปนเพียงการเพิ่มความถูกตองของการคํานวณ
โครงสรางที่ไดแลวเทานั้น แตหากใชวิธีการปรับขนาดเขาไปใชในระหวางกระบวนการออกแบบทอ
พอโลยีดวยวิธีการคํานวณทางพันธุกรรมโดยตรง ลักษณะโครงสรางคําตอบอาจเปลี่ยนแปลงไปจาก
ผลที่ไดจากการคํานวณโดยไมทําการปรับขนาดได ดังจะเห็นไดจากในกรณีที่บางโครงสรางมีมวลและ
ความสามารถการนําความรอนเทากัน แตเมื่อทําการปรับขนาดใหมจะเห็นไดวาสามารถหาโครงสราง
ที่ถายเทความรอนไดดีที่สุดได 

 
เนื่องจากในการออกแบบทอพอโลยี มีการเปล่ียนแปลงลักษณะของโครงสรางในการคํานวณ

อยางมาก การปรับขนาดทุกปริมาตรควบคุมจะมีผลทําใหภาระการคํานวณทั้งหมดเพิ่มขึ้นสูงมาก 
ดังนั้นในการแบงยอยปริมาตรควบคุมนั้น ควรทําการปรับขนาดหลังจากไดกลุมของโครงสรางที่ตรง
ตามวัตถุประสงคในจํานวนโครงสรางที่เหมาะสมเทานั้น เพื่อเปนการหลีกเล่ียงการปรับขนาดปริมาตร
ควบคุมที่ไมจําเปน 
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