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A finite element method for two-dimensional crack problems under plane stress, 

plane strain and axisymmetric conditions is presented. A corresponding finite element 

computer program has been developed to estimate the J-integral parameter. 

The domain integral method, for which the J-integral expression has been 

changed from a line-integral expression into a domain form, is utilized as the J-integral 

solution scheme. The 6-node triangular element mesh is enhanced by 9-node 

degenerated elements as crack tip elements. The adaptive remeshing technique is 

implemented for automatically generating small elements in the regions where large 

changes in the von Mises stress gradients occur. At the same time, larger elements are 

generated in the other regions where the stress is nearly uniform. After the new refined 

mesh has been generated in a load level, a solution mapping scheme is employed to 

transfer the old-mesh displacement fields onto those of the new mesh to provide good 

initial fields for the new load level. 

The finite element computer program was verified by calculating the J-integral of 

many benchmark examples of which the solutions are presented in the literature. The 

results have demonstrated that the combined domain integral and finite element method 

with adaptive remeshing technique and solution mapping scheme is efficient in 

determining the J-integral. 
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สารบัญตาราง 
 

ตาราง  หนา 
ตารางที่ 6.1 คาเปอรเซ็นตการขึ้นอยูกับโดเมนของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่คาแรง

ดึงตาง ๆ สําหรับปญหาชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ CT                            c 
.

.102

ตารางที่ 6.2 คาเปอรเซ็นตการขึ้นอยูกับโดเมนของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่คาความ
เคนดึงระดับตาง ๆ สําหรับปญหาชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ DENT       c 

.
.108

ตารางที่ 6.3 คาเปอรเซ็นตการขึ้นอยูกับโดเมนของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลคํานวณที่
คาความดันระดับตาง ๆ สําหรับปญหาทอทรงกระบอกทีม่ีรอยราววางตวั
ตามแนวแกนที่ผิวดานในภายใตความดัน                                             c 

.

.
.115

ตารางที่ 6.4 คาเปอรเซ็นตการขึ้นอยูกับโดเมนของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่คาความ
เคนดึงระดับตาง ๆ สําหรับปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวเสน
รอบวงภายใตภาระความเคนดึงและคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากการ
กระจายตัวของสนามอุณหภมู ิ                                                           c 

.

.

.
.121

ตารางที่ 6.5 คาเปอรเซ็นตการขึ้นกับโดเมนของคาพารามิเตอรเจอินทกิรัลที่คาความ
เคนดึงรัดับตาง ๆ สําหรับปญหาแผนสี่เหล่ียมแบนที่มีรอยราวที่ขอบขาง
เดียวภายใตภาระความเคนดงึและการกระจายตวัของอุณหภูมิตามความ
กวางของแผน                                                                                  c 

.

.

.
.127

 



 ฎ 

สารบัญภาพ 
 

  หนา 
รูปที่ 2.1 กราฟเปรียบเทียบความสัมพันธระหวางคาความเคนกับคาความเครียดที่

เกิดขึ้นในชิ้นงานของวัตถุแบบอิลาสติก-พลาสติกและแบบยืดหยุนไมเชิงเสน
.

.10

รูปที่ 2.2 ปริมาตรควบคุมที่เปล่ียนแปลงตามเวลาเนื่องจากผิวดานนอกเคลื่อนที่ดวย
ความเร็ว jv                                                                                        c 

.
.13

รูปที่ 2.3 วัตถุที่มีรอยราววางตวัอยูในระนาบ                                                        c .14 
รูปที่ 2.4 ปริมาตรทรงกระบอกเล็ก ๆ รอบขอบรอยราว                                          c .14 
รูปที่ 2.5 ปริมาตรวงแหวนรอบขอบรอยราว                                                         c .18 
รูปที่ 2.6 การวิเคราะหรอยราวแบบระนาบสําหรับปญหาสองมิต ิ                            c .20 
รูปที่ 2.7 การวิเคราะหรอยราวแบบระนาบสําหรับปญหาสมมาตรรอบแกน              c .22 
รูปที่ 2.8 เอลิเมนตเล็ก ๆ ของวัตถุสมมาตรรอบแกน                                              c .23 
รูปที่ 2.9 บริเวณที่สนามเอกพันธของ HRR มีอิทธิพลสูงและบริเวณที่คาความเครียด

จํากัดมีอิทธิพลสูงที่บริเวณปลายรอยราว                                                 c 

.
.25

รูปที่ 2.10 นิยามของคาพารามิเตอรระยะการเคลื่อนตวัเปดที่ปลายรอยราว tδ              c .25 
รูปที่ 3.1 ไอโซพาราเมตริกซเอลิเมนตแบบสี่เหล่ียมเกาจุดตอซ่ึงใชเปนเอลิเมนตที่

ปลายรอยราว                                                                                      c 

.
.34

รูปที่ 3.2 ไอโซพาราเมตริกซเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยมหกจดุตอ                              c .36 
รูปที่ 3.3 ลักษณะการกระจายของคาฟงกชัน q ที่ใชในวิทยานพินธนี ้                      c 

 (ก) ฟงกชั่นรูปปรามิดฐานสี่เหล่ียมจตุรัส                                                c .65 
 (ข) ฟงกชั่นรูปกรวยฐานวงกลม                                                            c .65 
 (ค) ฟงกชั่นรูปปรามิดฐานสี่เหล่ียมผืนผา                                                c .66 
รูปที่ 4.1 พิกัด x-y และพิกัด X-Y                                                                      c .68 
รูปที่ 4.2 เปรียบเทียบคาความเคนกับอนุพันธอันดบัสองของผลเฉลยเทียบกับแกน

พิกัดตาง ๆ                                                                                          c 

.
.70

รูปที่ 4.3 สมการ (4.6) ซ่ึงถูกเขียนอยูในรูปความสมัพันธของสามเหลี่ยมมุมฉาก      c .71 
รูปที่ 4.4 การเรียงตัวของเอลิเมนตลอมรอบจุดตอ i                                               c .73 
รูปที่ 4.5 จุดตอของโครงตาขายใหม p บนเอลิเมนตในโครงตาขายเกา                     c  
 (ก) เอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอ                                                                 c .76 
 (ข) เอลิเมนตที่ปลายรอยราว                                                                     c .76 
รูปที่ 4.6 การถายทอดผลเฉลยที่ขอบเขตปญหาเปนเสนโคง                                    c .77 



 ฏ 

  หนา 
รูปที่ 4.7 การหาวาจุดตอที่ปลายรอยราวของเอลิเมนตในโครงตขายใหมอยูบนเอลิ

เมนตที่ปลายรอยราวใดในโครงตาขายเกา                                               c 

 

 (ก) เอลิเมนตที่ปลายรอยราวของโครงตาขายใหมและโครงตาขายเกา         c .78 
 (ข) นิยามของมุมตาง ๆ ที่ใชในการตรวจสอบ                                         c .78 
รูปที่ 4.8 เอลิเมนตที่ปลายรอยราวในโครงตาขายเกาที่บรรจุจุดตอ p                        c .80 
รูปที่ 5.1 ลําดับขั้นตอนการทํางานของโปรแกรม JFACTOR                                c .86 
รูปที่ 5.2 การกําหนดมมุของระนาบรอยราว รหัสตวัเลขผิวรอยราว และขนาดของ

โดเมน                                                                                               c 

.
.90

รูปที่ 5.3 การกําหนดแรงที่กระทํากับจดุตอที่ปลายรอยราวและจุดตอที่อยูไกลทีสุ่ดบน
ผิวรอยราวในโดเมนที่ทําการอินทิเกรตหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล           c 

.
.90

รูปที่ 5.4 การกําหนดขนาดของโดเมนรูปสี่เหล่ียมผืนผา                                         c .92 
รูปที่ 5.5 กําหนดขนาดโดเมนรูปสี่เหล่ียมผืนผาสําหรับปญหาสมมาตรบนระนาบรอย

ราว                                                                                                    c 

.
.93

รูปที่ 5.6 รูปแบบของไฟลผลลัพธที่ไดจากโปรแกรม JFACTOR เพื่อนําไปใช
สําหรับการปรับขนาดเอลิเมนต                                                             c 

.
.97

รูปที่ 5.7 รูปแบบของไฟลผลลัพธที่ไดจากโปรแกรม JFACTOR เพื่อนําไปใช
สําหรับการแสดงผลกราฟฟกบนจอคอมพวิเตอรดวยโปรแกรม Tecplot 9.0 

.
.97

รูปที่ 5.8 รูปแบบของไฟลที่นําไปใชเพื่อเริ่มตนการคํานวณที่สถานะการคํานวณกอน
หนานี้ที่ไดทําการวิเคราะหเสร็จเรียบรอยไปแลว                                      c 

.
.98

รูปที่ 6.1 รูปรางของปญหาชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ CT                                      c .100 
รูปที่ 6.2 รูปรางและรายละเอียดของปญหาชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ CT ที่นํามา

พิจารณา                                                                                                      c 

.
.100

รูปที่ 6.3 ลักษณะโครงตาขายเริ่มตนและโดเมนทีใ่ชในการคํานวณสําหรับปญหาชิ้น
ทดสอบมาตรฐานแบบ CT                                                                   c 

.
.103

รูปที่ 6.4 ลักษณะการกระจายตวัของสนามความเคนวอนมิสเซส, MPa บนโครงตา
ขายเริ่มตนสําหรับปญหาชิน้ทดสอบมาตรฐานแบบ CT ที่คาแรงดึง 
p 1100 N=                                                                                       c 

.

. 
.103 

รูปที่ 6.5 ลักษณะโครงตาขายที่มีการประยุกตใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติและโดเมนที่ใชในการคํานวณสําหรับปญหาชิน้ทดสอบมาตรฐาน
แบบ CT                                                                                            c 

.

. 
.103 

   



 ฐ 

  หนา 
รูปที่ 6.6 ลักษณะการกระจายตวัของสนามความเคนวอนมิสเซส, MPa สําหรับโครง

ตาขายที่มีการประยุกตใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมตัิ
สําหรับปญหาชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ CT ที่คาแรงดึง p 1100 N=       c 

.

. 
.104 

รูปที่ 6.7 คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลของชิ้นงานมาตรฐานแบบ CT สําหรับปญหา
ความเครียดในระนาบ                                                                          c 

 

 (ก) ที่คาระดับภาระสูง                                                                         c .105 
 (ข) ที่คาระดับภาระต่ําถึงปานกลาง                                                        c .105 
รูปที่ 6.8 รูปรางของปญหาชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ DENT                                 c .106 
รูปที่ 6.9 รูปรางและรายละเอียดของปญหาปญหาชิน้ทดสอบมาตรฐานแบบ DENT ที่

นํามาพิจารณา                                                                                     c 

.
.107

รูปที่ 6.10 ลักษณะโครงตาขายเริ่มตนของปญหาชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ DENT 
พรอมโดเมนที่ใชคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลและการกระจายตัว
ของสนามความเคนวอนมิสเซส, MPa ที่คาความเคนดึง 480 MPa∞σ = . c

.

. 
.109 

รูปที่ 6.11 ลักษณะโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนคิการปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติพรอมโดเมนที่ใชคาํนวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลและการ
กระจายตัวของสนามความเคนวอนมิสเซส, MPa สําหรับปญหาชิ้นทดสอบ
มาตรฐานแบบ DENT ที่คาความเคนดึง 480 MPa∞σ =                        c 

.

. 

.
.110 

รูปที่ 6.12 คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลของชิ้นงานมาตรฐานแบบ DENT สําหรับปญหา
ความเคนในระนาบ                                                                              c

 

 (ก) ที่คาระดับภาระสูง                                                                         c .111 
 (ข) ที่คาระดับภาระต่ําถึงปานกลาง                                                        c .111 
รูปที่ 6.13 รูปรางของปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวแกนที่ผิวดานใน

ภายใตความดนั                                                                                   c 

.
.112

รูปที่ 6.14 รูปรางและรายละเอียดของปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวแกนที่
ผิวดานในภายใตความดนัทีน่ํามาพิจารณา                                               c 

.
.113

รูปที่ 6.15 คาพารามิเตอรตัวประกอบความเขมของความเคนที่ระดบัความดันตาง ๆ 
สําหรับปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวแกนที่ผิวดานใน            c

.
.114

รูปที่ 6.16 ลักษณะของโครงตาขายเริ่มตนพรอมโดเมนที่ใชคํานวณหาคาพารามิเตอรเจ
อินทิกรัลสําหรับปญหาทอทรงกระบอกทีม่ีรอยราวตามแนวแกนที่ผิวดานใน
ภายใตความดนัภายใน                                                                          c 

.

. 
.116 

   



 ฑ 

  หนา 
รูปที่ 6.17 ลักษณะการกระจายตวัของคาความเคนวอนมิสเซส, MPa สําหรับโครงตา

ขายเริ่มตนที่คาความดัน p 10 MPa=  ของปญหาทอทรงกระบอกที่มรีอย
ราวตามแนวแกนที่ผิวดานในภายใตความดันภายใน                                 c 

.

. 
.116 

รูปที่ 6.18 ลักษณะของโครงตาขายที่มีการประยกุตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต
พรอมโดเมนที่ใชคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลโดยอัตโนมัติสําหรับ
ปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวแกนที่ผิวดานในภายใตความดัน
ภายใน                                                                                               c 

.

. 

.
.117 

รูปที่ 6.19 ลักษณะการกระจายตวัของคาความเคนวอนมิสเซส, MPa สําหรับโครงตา
ขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติที่คาความ
ดัน p 10 MPa=  สําหรับปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวแกนที่
ผิวดานในภายใตความดนัภายใน                                                           c 

.

.

. 
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รูปที่ 6.20 ลักษณะการกระจายตวัของคาความเคนตามแนวเสนรอบวง θθσ , MPa 
สําหรับโครงตาขายเริ่มตนและโครงตาขายที่มีการประยกุตเทคนิคการปรับ
ขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมตัิที่คาความดนั p 10 MPa=                           c 

.

. 
.118 

รูปที่ 6.21 รูปรางของปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวเสนรอบวงภายใต
ภาระความเคนดึงและคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากการกระจายตัวของ
สนามอุณหภูม ิ                                                                                    c

.

. 
.119 

รูปที่ 6.22 รูปรางและรายละเอียดของปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวเสนรอ
บวงภายใตภาระความเคนดงึและคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากการกระจาย
ตัวของสนามอุณหภูมิที่นํามาพิจารณา                                                    c 

.

. 
.120 

รูปที่ 6.23 ลักษณะโครงตาขายเริ่มตนพรอมโดเมนที่ใชคํานวณหาคาพารามิเตอรเจ
อินทิกรัลสําหรับปญหาทอทรงกระบอกทีม่ีรอยราวตามแนวเสนรอบวง
ภายใตภาระความเคนดึงและคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากการกระจายตัว
ของสนามอุณหภูม ิ                                                                                c 

.

.

. 
.122

รูปที่ 6.24 ลักษณะการกระจายตวัของสนามความเคนวอนมิสเซส, ksi สําหรับโครงตา
ขายเริ่มตนที่คาภาระความเคนดึง 90 ksi∞σ =  ของปญหาทอทรงกระบอก
ที่มีรอยราวตามแนวเสนรอบวง                                                              c

.

. 
.122 

รูปที่ 6.25 ลักษณะโครงตาขายที่มีการประยุกตใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติพรอมโดเมนที่ใชคาํนวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลสําหรับ
ปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวเสนรอบวงภายใตภาระความเคน
ดึงและคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากการกระจายตัวของสนามอุณหภูม ิ     c 

.

. 

.
.123 



 ฒ 

  หนา 
รูปที่ 6.26 ลักษณะการกระจายตวัของสนามความเคนวอนมิสเซส, ksi สําหรับโครงตา

ขายที่มีการประยุกตใชเทคนคิการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติที่คาภาระ
ความเคนดึง 90 ksi∞σ =  ของปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนว
เสนรอบวง                                                                                         c 

.

. 

.
.123 

รูปที่ 6.27 คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลของทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวเสนรอ
บวงภายใตภาระความเคนดงึและคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากการกระจาย
ตัวของสนามอุณหภูม ิ                                                                          c 

.

. 
.124 

รูปที่ 6.28 รูปรางของปญหาแผนสี่เหล่ียมแบนที่มีรอยราวที่ขอบขางเดียวภายใตภาระ
ความเคนดึงและการกระจายตัวของอณุหภูมิตามความกวางของแผน          c 

.
.125

รูปที่ 6.29 รูปรางและรายละเอียดของปญหาแผนสี่เหล่ียมแบนที่มีรอยราวที่ขอบขาง
เดียวภายใตภาระความเคนดงึและการกระจายตวัของอุณหภูมิตามความกวาง
ของแผนที่นํามาพิจารณา                                                                      c 

.

. 
.126 

รูปที่ 6.30 ลักษณะโครงตาขายเริ่มตนพรอมโดเมนที่ใชคํานวณหาคาพารามิเตอรเจ
อินทิกรัลสําหรับปญหาแผนสี่เหล่ียมแบนที่มีรอยราวที่ขอบขางเดียวและการ
กระจายตัวของสนามความเคนวอนมิสเซส, ksi ที่คาความเคนดึง 

79 ksi∞σ = .                                                                                    c 

.

. 

.
.128 

รูปที่ 6.31 ลักษณะโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนคิการปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติพรอมโดเมนที่ใชคาํนวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลและการ
กระจายตัวของสนามความเคนวอนมิสเซส, ksi ที่คาความเคนดึง 

79 ksi∞σ =  ของปญหาแผนสี่เหล่ียมแบนที่มีรอยราวที่ขอบขางเดียว       c 

.

. 

.
.129 

รูปที่ 6.32 คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลของปญหาแผนสีเ่หล่ียมแบนทีม่ีรอยราวที่ขอบขาง
เดียวภายใตภาระความเคนดงึและการกระจายตวัของอุณหภูมิตามความกวาง
ของแผนภายใตเงื่อนไขความเคนในระนาบ                                             c 

 

 (ก) ที่คาแรงดงึระดับสูง                                                                        c .130 
 (ข) ที่คาแรงดึงระดับต่ําถึงปานกลาง                                                      c .130 
รูปที่ ข.1 รอยราวที่วางตัวตามแนวแกน 1x  บนชิ้นงานสองมิต ิ                               c .144 
รูปที่ ง.1 กราฟคาความเคนและคาความเครียดของวสัดุที่คา 0 n≤ ≤ ∞                   c .151 
รูปที่ ง.2 แสดงเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจดุตอที่ดานหนึง่ถูกยุบมารวมกันเปนเอลิเมนต

สามเหลี่ยมและจุดตอกึ่งกลางดานและกึ่งกลางเอลิเมนตถูกเลื่อนมาอยูที่
ตําแหนงหนึ่งในสี ่                                                                               c 

.

. 
.153 
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บทที่ 1 
 

บทนํา 
 
 
1.1  ความสําคัญและที่มาของวิทยานิพนธ 
 

ช้ินสวนเครื่องจักรกลและโครงสรางโดยทั่วไปนั้นมักถูกกระทําดวยภาระที่มีขนาด
เปลี่ยนแปลงตามเวลาซึ่งอาจกอใหเกิดความเสียหายทางกลโดยปรากฎออกมาในรูปของรอยราว 
(Crack) ถาชิ้นสวนดังกลาวยังคงรับภาระตอไปจะทําใหเกิดการเติบของรอยราวจนกระทั่งชิ้นสวน
เกิดความเสียหายในที่สุด 

 
การทํานายคาภาระที่ทําใหรอยราวที่ความยาวตาง ๆ เกิดการเติบโตจึงเปนสิ่งจําเปนเพื่อชวย

ใหวิศวกรสามารถตัดสินใจไดวาจะใชช้ินงานนั้นตอไปไดอยางปลอดภัยหรือไมซ่ึงกอใหเกิด
ประโยชนเปนอยางมากเนื่องจากชวยลดความสูญเสียทั้งเวลาและคาใชจาย นอกจากนี้แลวยัง
สามารถทําใหเกิดความมั่นใจไดวาชิ้นงานที่ใชงานอยูนั้นจะมีความปลอดภัยไมกอใหเกิดความ
เสียหายอยางรุนแรงจนทําใหเกิดอันตรายตอชีวิตและทรัพยสิน 

 
แนวทางที่ใชในการเขาถึงปญหาชิ้นสวนที่มีรอยราวโดยทั่วไปนั้นมีอยูหลายแนวทาง โดย

แนวทางกลศาสตรการแตกหักแบบอิลาสติก-พลาสติก (Elastic-Plastic Fracture Mechanics, 

EPFM) เปนแนวทางทางวิศวกรรมหนึ่งที่เหมาะสมกับการวิเคราะหช้ินงานที่มีรอยราวที่การเสีย
รูปแบบไมเชิงเสนที่บริเวณปลายรอยราวมีขนาดใหญเมื่อเปรียบเทียบกับขนาดรูปรางของชิ้นงาน
เกินกวาที่จะประยุกตใชแนวทางกลศาสตรการแตกหักแบบยืดหยุนเชิงเสน (Linear-Elastic 

Fracture Mechanics, LEFM)  ได โดยในแนวทางกลศาสตรการแตกหักแบบอิลาสติก-พลาสติก
นี้จะอาศัยคาพารามิเตอรตาง ๆ ที่ไดถูกพัฒนาขึ้นเพื่อใชบงบอกสถานะความรุนแรงของสนามความ
เคนและความเครียดที่บริเวณปลายรอยราวซึ่งจะถูกนําไปใชในการทํานายขนาดของภาระที่มา
กระทํากับชิ้นงานที่ทําใหคาพารามิเตอรเหลานี้มีถึงคาวิกฤตที่ทําใหรอยราวเกิดการเติบโต 

 
เนื่องจากความซับซอนของปญหาตลอดจนการพัฒนาไปอยางมากของเครื่องคอมพิวเตอร

ในปจจุบัน การวิเคราะหปญหาตาง ๆ ทางวิศวกรรมศาสตรโดยทั่วไปนั้นจึงไดนําเอาระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลขเขามาใชเพื่อลดระยะเวลาและตนทุนในการทํางานลง โดยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเปน
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขหนึ่งที่ไดรับความนิยมเปนอยางมากสําหรับการวิเคราะหปญหาทางวิศวกรรม 
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หลักการของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตโดยทั่วไปนั้นจะเริ่มจากการแบงขอบเขตรูปราง
ลักษณะของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ ซ่ึงในแตละเอลิเมนตจะประกอบไปดวยจุดตอตาง ๆ 
ซ่ึงลักษณะการกระจายของตัวแปรใด ๆ บนเอลิเมนตจะเกิดขึ้นจากการประมาณโดยใชคาของตัว
แปรที่จุดตอและฟงกช่ันการประมาณภายในเอลิเมนต (Element Interpolation Function) ที่
สอดคลองกับจุดตอนั้น ๆ จากนั้นจะทําการสรางสมการไฟไนตเอลิเมนตจากเอลิเมนตทั้งหมดแลว
นําสมการที่ไดมาประกอบกันเปนสมการระบบรวม ทําการประยุกตเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 

Condition) ที่เหมาะสม จากนั้นจึงทําการแกระบบสมการเพื่อหาคาที่จุดตอของตัวแปรไมทราบคา
ตาง ๆ 

 
เนื่องจากความถูกตองของผลลัพธที่ไดจากการวิเคราะหดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต

นั้นจะขึ้นอยูกับขนาดของเอลิเมนตที่ใชในแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตนั้น ๆ อยางไรก็ตามการใช
เอลิเมนตขนาดเล็กเปนจํานวนมากแมจะทําใหผลลัพธที่ไดมีความถูกตองสูงแตก็ทําใหส้ินเปลือง
เวลาและหนวยความจํา (Ram) ที่ใหในการคํานวณดวยเครื่องคอมพิวเตอรสูงดวยเชนกัน ดวยเหตุนี้
จึงไดมีการนําเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ (Adaptive Rem eshing Technique) 

มาใชรวมกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเพื่อใหการแกปญหามีประสิทธิภาพมากยิ่งขึ้น โดยเทคนิค
การปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติจะทําการสรางเอลิเมนตขนาดเล็กในบริเวณที่การเปลี่ยนแปลง
ความชันของผลลัพธมีคาสูงและสรางเอลิเมนตขนาดใหญในบริเวณที่การเปลี่ยนแปลงความชันของ
ผลลัพธมีคาต่ําซึ่งทําใหแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่ไดประกอบดวยเอลิเมนตที่มีขนาดเล็กเฉพาะ
ในบริเวณที่จําเปนจริง ๆ 

 
งานวิทยานิพนธนี้ขอนําเสนอการนําระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตที่มีการประยุกตใชเทคนิค

การปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติในการวิเคราะหช้ินงานที่มีรอยราว โดยทําการคํานวณหา
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลซ่ึงเปนพารามิเตอรที่สําคัญพารามิเตอรหนึ่งในแนวทางกลศาสตรการ
แตกหักแบบอิลาสติก-พลาสติกที่ใชบงบอกระดับความรุนแรงของสนามความเครียดและสนาม
ความเคนที่บริเวณปลายรอยราวได โดยผลลัพธที่ไดจะถูกตรวจสอบโดยนําไปเปรียบเทียบกับ
ผลลัพธที่มีสําหรับปญหาเดียวกันในงานวิจัยอ่ืน ๆ 
 
 
1.2  วัตถุประสงคของวิทยานิพนธ 
 

1.2.1 เพื่อประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตที่สอดคลองกับปญหาของแข็งแบบอิลาสตกิ-
พลาสติกที่มีรอยราวได โดยสมการที่ไดนี้จะนําไปใชในการคํานวณคาพารามิเตอร
เจอินทิกรัลอีกทีหนึ่ง 
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1.2.2 เพื่อประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สอดคลองกับสมการไฟไนตเอลิเมนตที่ได
ประดิษฐขึ้นและโปรแกรมคอมพิวเตอรนี้สามารถทําการคํานวณบนเครื่อง
คอมพิวเตอรได 

1.2.3 เพื่อนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดประดิษฐขึ้นไปประยุกตใชในการคํานวณหา
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่เกิดขึ้นในชิ้นงานที่มีรอยราวได 

1.2.4 เพื่อศึกษาเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติและนําไปประยุกตใช
รวมกับโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดประดิษฐขึ้นอยางมีประสิทธิภาพได 

 
 
1.3  ขอบเขตของวิทยานิพนธ 
 

1.3.1 ประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตเพื่อนําไปประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอร
สําหรับวิเคราะหปญหาของแข็งแบบอิลาสติก-พลาสติกที่มีรอยราวได 

1.3.2 สามารถนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดประดิษฐขึ้นไปประยุกตใชในการ
คํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่เกิดขึ้นในชิ้นงานที่มีรอยราวได 

1.3.3 สามารถนําเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติมาประยุกตใชรวมกับ
โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดประดิษฐขึ้นอยางมีประสิทธิภาพได 

1.3.4 ตรวจสอบผลลัพธจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดประดิษฐขึ้นกับผลลัพธจาก
งานวิจัยอ่ืนที่มีสําหรับปญหาเดียวกัน  

 
 
1.4  ขั้นตอนการดําเนินงาน 
 

1.4.1 ศึกษาและทําความเขาใจในทฤษฎีกลศาสตรการการแตกหักแบบอิลาสติก-
พลาสติก 

1.4.2 ประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตเพื่อใชในวิเคราะหปญหาของแข็งแบบอิลาสติก-
พลาสติกที่มีรอยราว 

1.4.3 ประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สอดคลองกับสมการไฟไนตเอลิเมนตที่ได
ประดิษฐขึ้นดวยภาษาฟอรแทรน (Fortran) โดยที่โปรแกรมคอมพิวเตอรนี้
สามารถทําการคํานวณบนเครื่องคอมพิวเตอรสวนบุคคลได 

1.4.4 ตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมที่ไดประดิษฐขึ้นโดยนําผลลัพธที่ไดจากการ
คํานวณไปเปรียบเทียบกับผลลัพธที่มีในงานวิจัยอ่ืนสําหรับปญหาเดียวกัน 
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1.4.5 ศึกษาและทําความเขาใจเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติและนํามา
ประยุกตใชรวมกับโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดประดิษฐขึ้นเพื่อใหการวิเคราะห
รอยราวดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเปนไปอยางมีประสิทธิภาพ 

1.4.6 สรุปผลที่เกิดขึ้นรวมทั้งขอเสนอแนะ 

1.4.7 จัดพิมพวิทยานิพนธ 
 
 
1.5  ประโยชนท่ีไดรับจากวิทยานิพนธ 
 

1.5.1 กอใหเกิดความเขาใจพื้นฐานในการประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตเพื่อประดิษฐ
โปรแกรมคอมพิวเตอรที่สอดคลองกันตอไป 

1.5.2 สามารถนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดประดิษฐขึ้นไปใชในการคํานวณหา
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่เกิดขึ้นในชิ้นงานที่มีรอยราวเพื่อระบุความรุนแรงของ
สนามความเคนและสนามความเครียดที่บริเวณปลายรอยราวได 

1.5.3 สามารถใชเปนแนวทางเริ่มตนในการศึกษาและพัฒนาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต
บนแนวทางกลศาสตรการแตกหักแบบอิลาสติก-พลาสติกที่ใชพารามิเตอรอ่ืนใน
การวิเคราะหรอยราวที่มีลักษณะซับซอนได 

1.5.4 สามารถนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นมาไปประยุกตใชรวมกับเทคนิค
การปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเพื่อลดหนวยความจําและเวลาที่ตองใชใน
การคํานวณบนเครื่องคอมพิวเตอรสวนบุคคลได 

 
 
1.6  ปริทัศนวรรณกรรม 
 

Parks [1, 2] และ Hellen [3] ไดทําการศึกษาการหาคาอัตราการปลดปลอยพลังงาน 
(Energy Release Rate)  สําหรับวัสดุแบบยืดหยุนเชิงเสนดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตโดย
เปล่ียนวิธีการหาคาอัตราการปลดปลอยพลังงานซึ่งแตเดิมตองทําการวิเคราะหจากการแกปญหา
สองครั้งที่ความยาวรอยราวตางกันเพื่อหาคาผลตางของพลังงานศักยมาเปนการวิเคราะหปญหาเพียง
คร้ังเดียวที่คาความยาวรอยราวที่ตองการ โดยความยาวรอยราวที่เพิ่มขึ้นเกิดจากการเลื่อนจุดตอที่
ตําแหนงปลายรอยราวออกไปและทําการคํานวณหาคาอัตราการปลดปลอยพลังงานเฉพาะเอลิเมนต
ที่ไดรับผลกระทบจากการเลื่อนจุดตอที่ตําแหนงปลายรอยราวนี้เทานั้น นอกจากนั้น Parks ยังแสดง
ใหเห็นวาคาอัตราการปลดปลอยพลังงานที่ไดจากการวิเคราะหปญหาดวยวิธีนี้จะมีคาเทากับ
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัล (J-integral) ซ่ึง Parks ไดเรียกวิธีการหาคาอัตราการปลดปลอยพลังงาน
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นี้วา Virtual Crack Extension Method นอกจากนี้ Parks ยังไดประยุกตวิธีการแกปญหานี้เขา
กับวัสดุที่มีพฤติกรรมการเสียรูปแบบไมเชิงเสนที่บริเวณปลายรอยราวอีกดวย 
 

Henshell and Shaw [4] ไดทําการศึกษาการใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในการ
คํานวณหาคาพารามิเตอรตัวประกอบความเขมของความเคน (Stress Intensity Factor) ซ่ึงเปน
พารามิเตอรที่สําคัญพารามิเตอรหนึ่งสําหรับแนวทางกลศาสตรการแตกหักแบบยืดหยุนเชิงเสน 
โดยใชไอโซพาราเมตริกซเอลิเมนตแบบแปดจุดตอที่ทําการยายจุดตอกึ่งกลางดานที่อยูติดกับปลาย
รอยราวไปที่ตําแหนงหนึ่งในสี่ของความยาวดานใกลกับปลายรอยราวซึ่งเอลิเมนตชนิดนี้จะ
กอใหเกิดลักษณะการกระจายของคาสนามความเคนและสนามความเครียดที่บริเวณปลายรอยราว
เชนเดียวกับผลเฉลยที่ไดจากการวิเคราะหทางทฤษฎีทําใหสามารถใชคาผลเฉลยความเคนที่ไดจาก
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมาคํานวณหาคาพารามิเตอรตัวประกอบความเขมของความเคนได 
 

Barsoum [5, 6] ไดศึกษาการใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในการคํานวณหา
คาพารามิเตอรตัวประกอบความเขมของความเคนโดยใชไอโซพาราเมตริกซเอลิเมนตอันดับสองทั้ง
แบบสองและสามมิติซ่ึง Barsoum ไดแสดงใหเห็นวาความเปนซิงกิวลาริตี้ (Singularity) ซ่ึงแปร
ผันกับระยะจากปลายรอยราวแบบ 1 r  ของเอลิเมนตเหลานี้จะเกิดขึ้นเมื่อดานหนึ่งของเอลิเมนตถูก
ยุบมารวมกันที่ตําแหนงปลายรอยราวแลวปลอยใหจุดตอของดานที่ถูกยุบมารวมกันนี้สามารถ
เคล่ือนที่ไดเปนอิสระตอกัน ขณะที่ความเปนซิงกิวลาริตี้แบบ 1 r  จะเกิดขึ้นเมื่อจุดตอท่ีตําแหนง
กึ่งกลางของดานที่อยูติดกับปลายรอยราวถูกเล่ือนไปที่ตําแหนงหนึ่งในสี่ของความยาวดานใกลกับ
ปลายรอยราวซึ่งความเปนซิงกิวลาริตี้แบบ 1 r  นี้เหมาะสําหรับการวิเคราะหรอยราวในวัสดุแบบ
ยืดหยุนเชิงเสน ขณะที่ความเปนซิงกิวลาริตี้แบบ 1 r  เหมาะสําหรับการวิเคราะหรอยราวในวัสดุ
แบบพลาสติกสมบูรณ (Perfectly Plastic) นอกจากนั้น Barsoum ยังแสดงใหเห็นวาซิงกิวลาริตี้
เอลิเมนตตาง ๆ เหลานี้ยังสามารถนําไปประยุกตใชไดกับปญหาความเครียดเริ่มตนเนื่องจาก
อุณหภูมิอีกดวย 
 

deLorenzi [7, 8] ไดเปลี่ยนวิธี Virtual Crack Extension Method จากสมการไฟไนต
เอลิเมนตมาอยูในรูปสมการเชิงวิเคราะหของอัตราการปลดปลอยพลังงานโดยอาศัยหลักการ 
Mapping รูปรางปญหาที่ความยาวรอยราวหนึ่งไปเปนรูปรางปญหาที่มีความยาวรอยราวเพิ่มขึ้น
เพื่อหาคาผลตางของพลังงานศักยซ่ึงสมการเชิงวิเคราะหที่ไดนี้สามารถนําไปประยุกตใชไดกับ
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขแบบใดก็ได deLorenzi ไดนําวิธีที่ไดประดิษฐขึ้นนี้ไปประยุกตใชกับระเบียบ
วิธีไฟไนตเอลิเมนตโดยสมการอัตราการปลดปลอยพลังงานที่ไดจะถูกเขียนอยูในรูปการอินทิเกรต
บนพื้นที่สําหรับการวิเคราะหปญหาแบบสองมิติและอยูในรูปการอินทิเกรตบนปริมาตรสําหรับการ
วิเคราะหปญหาแบบสามมิติ 
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Li et al. [9] และ Shih et al. [10] ไดนําเสนอระเบียบวิธี Domain Integral Method 

ซ่ึงไดจากการเปลี่ยนสมการคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลซ่ึงแตเดิมอยูในรูปของการอินทิเกรตตามเสน
รอบปลายรอยราวใหอยูในรูปของการอินทิเกรตบนพื้นที่รอบปลายรอยราวใด ๆ สําหรับปญหาสอง
มิติและอยูในรูปของการอินทิเกรตบนปริมาตรใด ๆ รอบปลายรอยราวสําหรับปญหาสามมิติโดย
กําหนดฟงกช่ันตอเนื่องใด ๆ ขึ้นมาแลวทําการประยุกตทฤษฎีบทของเกาส (Gauss’s Theorem ) 
โดยสมการที่ไดนี้จะมีลักษณะคลายกับสมการของ deLorenzi ซ่ึงไดจากวิธี Virtual Crack 

Extension Method  นอกจากนี้ Li et al.  ยังไดทําการเปรียบเทียบผลคํานวณคาพารามิเตอรเจ
อินทิกรัลดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตจากวิธีดั้งเดิมซ่ึงอยูในรูปการอินทิเกรตตามเสนกับวิธีใหม
ซ่ึงอยูในรูปของการอินทิเกรตบนพื้นที่โดเมนรอบปลายรอยราว โดยผลการเปรียบเทียบนั้นปรากฎ
วาวิธีใหมใหผลการคํานวณที่มีความถูกตองดีกวามาก Shih et al.  ยังไดทําการทดสอบหา
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลซ่ึงเกิดจากผลของคาความเคนดึงที่ผิวรอยราวและคาความเครียดเริ่มตน
เนื่องจากการกระจายตัวของสนามอุณหภูมิดวยวิธีใหมนี้โดยผลลัพธที่ไดแสดงใหเห็นถึง
ประสิทธิภาพของระเบียบวิธีใหมนี้ในการคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลดวยระเบียบวิธีไฟ
ไนตเอลิเมนต 

 
Moran and Shih [11, 12] ไดแสดงใหเห็นวาสมการคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลหรือ

คาพารามิเตอรตาง ๆ ที่เขียนอยูในรูปการอินทิเกรตบนเสนหรือบนพื้นที่รอบปลายรอยราวนั้นคือ
รูป ๆ หนึ่งของสมการในรูปทั่วไปซึ่งสรางขึ้นจากสมการความสมดุลยของโมเมนตัม (Momentum 

Balance) โดยสมการในรูปทั่วไปนี้สามารถนําไปประยุกตใชไดกับวัสดุและรอยราวที่มีพฤติกรรม
ตาง ๆ ได Moran and Shih  ยังไดแสดงเงื่อนไขที่สมการเหลานี้จะไมขึ้นอยูกับการอินทิเกรตบน
เสนรอบปลายรอยราว ทั้งบนเสนที่มีขนาดเล็กเขาสูศูนยที่ปลายรอยราว (Local Path 

Independence) และบนเสนที่มีขนาดใหญซ่ึงอยูไกลออกไปจากปลายรอยราว (Global Path 

Independence) นอกจากนี้ยังแสดงวิธีการเปลี่ยนสมการเหลานี้ใหอยูในรูปของการอินทิเกรตบน
โดเมนเพื่อนําไปประยุกตใชกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตโดยเฉพาะ 

 
Omori et al. [13] ไดนําเสนอพารามิเตอร -integral∗Tε  เพื่อใชในการวิเคราะหรอยราวที่

เติบโตภายใตสถานะอยูตัว (Stable Crack Growth)  ซ่ึงนิยามดวยสมการเดียวกันกับสมการ
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลแตใชทฤษฎี Incremental Theory of Plasticity  ในการคํานวณหาคา
ความเคนและคาความเครียด โดยเสนรอบปลายรอยราวที่ใชในการอินทิเกรตคาพารามิเตอร 

-integral∗Tε  จะครอบคลุมรอยราวตั้งแตขนาดเริ่มตนกอนการเติบโตไปจนถึงความยาวรอยราว
ขนาดตาง ๆ เมื่อรอยราวไดเติบไปแลวและระยะหางจากรอยราวถึงเสนที่ทําการอินทิเกรตนี้จะมีคา
เทากับความหนาของชิ้นงาน โดย Omori et al. ไดทําการเปรียบเทียบคาพารามิเตอร -integral∗Tε  
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ที่ไดจากการทดลองและจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต นอกจากนี้ยังเปรียบเทียบคาที่ไดกับ
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่ไดจากการอินทิเกรตบนเสนใกลปลายรอยราวที่กําลังเติบโต (Near 

Field J-integral) กับคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลท่ีไดจากการอินทิเกรตบนเสนที่ไกลจากปลายรอย
ราว (Far Field J-integral) จากการทดลองพบวาคาพารามิเตอร -integral∗Tε  ที่ไดจากการ
ทดลองและระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมีความสอดคลองกัน สวนคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่ได
จากการอินทิเกรตบนเสนที่ใกลปลายรอยราวกับเสนที่ไกลจากปลายรอยราวนั้นมีคาแตกตางกนัมาก 
โดยคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่ไดจากเสนใกลปลายรอยราวนั้นจะมีคาเขาใกลศูนยเมื่อรอยราวมี
การเติบโต นอกจากนี้ Omori et al.  ยังไดทําการเปรียบเทียบคาที่ไดจากการทดลองกับคาที่ไดจาก
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับชิ้นทดสอบมาตรฐานรูปรางตาง ๆ ซ่ึงผลที่ไดแสดงใหเห็นวา
คาพารามิเตอร -integral∗Tε  ที่ไดมีความสอดคลองกันและคาที่ไดจะลูเขาสูคาเดียวกันสําหรับชิ้น
ทดสอบมาตรฐานตาง ๆ ซ่ึงแสดงใหเห็นถึงความเปนไปไดในการนําคาพารามิเตอร -integral∗Tε  
มาใชในการวิเคราะหรอยราวที่กําลังเติบโตภายใตสถานะอยูตัวแทนคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล 

 
Newman et al. [14] ไดสรุปความกาวหนาของการนําคาพารามิเตอร CTOA (Crack- 

Tip-Opening Angle) และคาพารามิเตอร CTOD (Crack-Tip-Opening Displacem ent) ซ่ึง
เปนคาพารามิเตอรมุมเปดที่ปลายรอยราวและคาพารามิเตอรระยะการเคลื่อนตัวของผิวรอยราวที่
บริเวณปลายรอยราวตามลําดับ ไปใชในการวิเคราะหรอยราวที่กําลังเติบโตภายใตสถานะอยูตัว 
ในชวงแรกของการนําคาพารามิเตอรทั้งสองนี้ไปใชนั้นยังไมเปนที่แพรหลายมากนักเนื่องจากการ
ทดลองหาคามุมเปดวิกฤตที่ปลายรอยราวที่คาความยาวรอยราวที่เพิ่มขึ้นตาง ๆ ดวยระเบียบวิธีไฟ
ไนตเอลิเมนตแบบสองมิติโดยใชเงื่อนไขการคํานวณแบบความเคนในระนาบหรือความเครียดใน
ระนาบอยางใดอยางหนึ่งนั้น ใหผลการคํานวณคามุมเปดวิกฤตที่ปลายรอยราวมีคาไมคงที่ใน
ชวงแรกของคาความยาวรอยราวที่เพิ่มขึ้น ภายหลัง Newman et al.  ไดทําการวิเคราะหแลวพบวา
พฤติกรรมของปลายรอยราวที่กําลังเติบโตนั้นเปนแบบสามมิติซ่ึงไมสามารถจําลองไดดวยเงื่อนไข
ความเคนหรือความเครียดในระนาบเพียงอยางใดอยางหนึ่งได เนื่องจากที่บริเวณปลายรอยราวดาน
ในของชิ้นงานนั้นสถานะความเคน (State of  Stress) จะมีลักษณะคลายกับกรณีเงื่อนไข
ความเครียดในระนาบ ขณะที่บริเวณปลายรอยราวที่ผิวของชิ้นงานนั้นสถานะความเคนจะเปนแบบ
ความเคนในระนาบ ดวยเหตุนี้จึงมีการนําเสนอการวิเคราะหแบบสองมิติที่เรียกวา Plane Strain 

Core ซ่ึงเปนการใชเอลิเมนตภายใตสถานะความเครียดในระนาบรวมกับเอลิเมนตภายใตสถานะ
ความเคนในระนาบ โดยเอลิเมนตแบบสถานะความเครียดในระนาบจะเรียงตัวกันอยูตามรอยราว
สวนเอลิเมนตแบบสถานะความเคนในระนาบจะกระจายตัวอยูในบริเวณอ่ืนซ่ึงผลการคํานวณที่ได
จากวิธีนี้นั้นมีความสอดคลองกับผลการวิเคราะหแบบสามมิติซ่ึงใหคามุมเปดวิกฤตที่ปลายรอยราว
มีคาคงที่ที่คาความยาวรอยราวที่เพิ่มขึ้นขนาดตาง ๆ นอกจากนี้ Newman et al.  ยังไดทําการ
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คํานวณคามุมเปดวิกฤตที่ปลายรอยราวจากชิ้นทดสอบมาตรฐานลักษณะตาง ๆ เทียบกับคาความ
ยาวรอยราวที่เพิ่มขึ้นแลวพบวาหากคาอัตราสวนความยาวรอยราวตอความหนา (Crack-Length-

to-Thickness Ratio)  และคาอัตราสวนความกวางที่เหลืออยูตอความหนา (Uncracked-

Ligament-to-Thickness Ratio) มีคามากกวาหรือเทากับส่ีแลวคามุมเปดวิกฤตที่ปลายรอยราวที่
ไดจะมีคาเทากันในทุกชิ้นทดสอบมาตรฐาน 
 



บทที่ 2 
 

กลศาสตรการแตกหักแบบอิลาสติก-พลาสติก 
 
 

แนวทางกลศาสตรการแตกหักแบบยืดหยุนเชิงเสน (Linear Elastic Fracture 

Mechanics, LEFM) สามารถประยุกตใชไดกับชิ้นงานที่มีรอยราวตราบเทาที่การเสียรูปแบบไม
เชิงเสนที่บริเวณปลายรอยราวถูกจํากัดอยูในบริเวณเล็ก ๆ รอบปลายรอยราว ในวัสดุหลาย ๆ ชนิด
โดยทั่วไปแลวการเสียรูปแบบไมเชิงเสนที่บริเวณปลายรอยราวจะมีขนาดใหญเมื่อเปรียบเทียบกับ
ขนาดรูปรางของชิ้นงานเกินกวาที่จะประยุกตใชแนวทางกลศาสตรการแตกหักแบบยืดหยุนเชิงเสน
ได ดวยเหตุนี้จึงตองมีการนําเอาทฤษฎีกลศาสตรการแตกหักอีกแขนงหนึ่งมาประยุกตใชซ่ึงก็คือ กล
ศาสตรการแตกหักแบบอิลาสติก-พลาสติก (Elastic-Plastic Fracture Mechanics, EPFM) โดย
งานในวิทยานิพนธนี้จะเนนไปที่การคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล (J-integral) ซ่ึงเปน
คาพารามิเตอรที่สําคัญคาหนึ่งที่ใชในการบงบอกความรุนแรงของคาสนามความเคนที่บริเวณปลาย
รอยราวได โดยในทฤษฎีกลศาสตรการแตกหักแบบอิลาสติก-พลาสติกนั้นยังมีคาพารามิเตอรอ่ืน ๆ 
ที่มีความสําคัญอีกเชน คาพารามิเตอร CTOD [15], คาพารามิเตอร CTOA [14] และ
คาพารามิเตอร -integral∗Tε  [13] เนื่องจากทฤษฎีที่ใชในการคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล
นั้นจริง ๆ แลวเปนทฤษฎีที่ใชกับวัตถุที่มีการเสียรูปแบบยืดหยุนไมเชิงเสน (Nonlinear Elastic 

Material) ซ่ึงเปนทฤษฎีที่ไมยากมากนัก ดังนั้นในวิทยานิพนธนี้จึงเลือกคํานวณคาพารามิเตอรเจ
อินทิกรัลนี้ตอจากคาตัวประกอบความเขมของความเคน (Stress Intensity Factor) ที่ใชในกล
ศาสตรการแตกหักแบบยืดหยุนเชิงเสนซึ่งไดทําการศึกษาไปแลวในงานวิทยานิพนธกอนหนานี้ 
[16] 
 
 
2.1  พารามิเตอรเจอินทิกรัล  
 

พารามิเตอรเจอินทิกรัลเปนพารามิเตอรที่ใชบงบอกความรุนแรงของสนามความเคนที่
บริเวณปลายรอยราวสําหรับวัตถุที่มีการเสียรูปแบบยืดหยุนไมเชิงเสน โดยความแตกตางระหวาง
การเสียรูปแบบยืดหยุนไมเชิงเสนกับการเสียรูปแบบอิลาสติก-พลาสติก  (Elastic-Plastic 

deformation) นั้นสามารถอธิบายไดดังแสดงในรูปที่ 2.1 
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รูปที่ 2.1  กราฟเปรียบเทยีบความสัมพันธระหวางคาความเคนกับคาความเครียดทีเ่กดิขึ้น 

                         ในชิ้นงานของวัตถุแบบอิลาสติก-พลาสติกและแบบยืดหยุนไมเชิงเสน 
 

ขณะที่วัตถุทั้งสองชนิดรับภาระ กราฟความสัมพันธระหวางคาความเคนและคาความเครยีด
ที่ไดของวัตถุทั้งสองชนิดจะเหมือนกันโดยความแตกตางจะเกิดขึ้นเมื่อมีการปลอยภาระที่กระทํากับ
ช้ินงาน (Unloading) ที่คาความเคนเกินคาความเคนคราก (Yield Stress) โดยวัตถุแบบยืดหยุนไม
เชิงเสนนั้นกราฟจะกลับมาที่สถานะเดิมกอนการรับภาระ ขณะที่วัตถุแบบบอิลาสติก-พลาสติกนั้น
กราฟจะลดลงดวยความชันเทากับคาคงที่ของการยืดหยุน (Modulus of Elasticity)  และเกิดคา
ความเครียดถาวรขึ้นในวัตถุทําใหสมการความสัมพันธระหวางคาความเคนและคาความเครียด
จะตองเขียนอยูในรูปความสัมพันธระหวางคาความเคนและคาความเครียดที่เพิ่มขึ้น (Incremental 

Form) แทนคาความเคนและคาความเครียดสุทธิ (Total Form ) ที่ใชกับวัตถุแบบยืดหยุนไมเชิง
เสน โดยจากความสัมพันธที่แตกตางกันนี้เราจึงเรียกทฤษฎีที่ใชกับวัตถุแบบบอิลาสติก-พลาสติกวา
ทฤษฎี Incremental Theory of Plasticity  และเรียกทฤษฎีที่ใชกับวัตถุแบบยืดหยุนไมเชิงเสนวา
ทฤษฎี Deformation Theory of  Plasticity  โดยทฤษฎีทั้งสองจะใหผลลัพธที่เทากันหากภาระ
ความเคนที่เกิดขึ้นในชิ้นงานมีคาเพิ่มขึ้นในอัตราสวนเดียวกันและไมเกิดการปลอยภาระขึ้นในชวง
ที่มีภาระมากระทํากับชิ้นงาน [15, 17] 

Shih et al. [12] สรางสมการคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลข้ึนจากกฎทรงพลังงาน (Energy 

Balance Law) โดยเริ่มจากสมการการเคลื่อนที่ (Equation of Motion) ซ่ึงเขียนอยูในรูป 
 
                                                  ji, jσ  i if   u= − + ρ&&  (2.1) 
 
โดยที ่ jiσ  แทนคาความเคนสุทธิ (Total Stress) 

 if  แทนคาแรงวัตถุ (Body Force) 

 ρ  แทนคาความหนาแนน (Density) 

 iu&&  แทนคาความเรง (Acceleration) 
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คูณสมการ (2.1) ดวยความเร็ว iu&  ทั้งสองขางแลวจัดรูปใหมจะได 
 
                                             ( )ji i , j

uσ &  ji i, j i i i iu   f u   u u= σ − + ρ& & && &  (2.2) 

 
ในกรณีที่คาความเครียดมีคานอย (Small Strain) สมการความสัมพันธระหวางคาความเครียดสุทธิ
และคาการเคลื่อนตัวสามารถเขียนแทนไดดังสมการ 
 

                                                     ijε  ( )i, j j,i
1 u u
2

= +  (2.3) 

 
โดยที ่ ijε  แทนคาความเครียดสุทธิ (Total Strain) 

 iu  แทนคาการเคลื่อนตัว (Displacement) 
 
พจนแรกทางดานขวาของสมการ (2.2) สามารถเขียนใหมไดเปน 
 

                                                 ji i, juσ &  ( )ji i, j ji i, j
1 u   u
2

= σ + σ& &  (2.4) 

 
สมการ (2.4) เมื่อกระจายออกใหอยูในรูปผลบวกที่คา i และ j 1,2,3=  เราสามารถรวมสมการที่
กระจายออกแลวเขียนใหมโดยใชคุณสมบัติความสมมาตรของเมตริกซความเคน ji ijσ = σ  ไดเปน 
 
                                                 ji i, juσ &  ij ij = σ ε&  (2.5) 
 
กําหนดใหคาความเครียดสุทธิประกอบดวยคาความเครียดตาง ๆ ดังนี้ 
 
                                                      ijε  m ther

ij ij  = ε + ε  (2.6) 
 
โดยที ่ m

ijε   แทนคาความเครียดทางกล (Mechanical Strain) 

          ther
ijε   แทนคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากอุณหภูมิ (Thermal Strain) 

 
เนื่องจากคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากอุณหภูมิมีคาคงที่ไมขึ้นกับเวลา ดังนั้นสมการ (2.5) จะลด
รูปลงเหลือ 
 
                                                 ji i, juσ &  m

ij ij = σ ε&  (2.7) 
 
จากภาคผนวก ก ในกรณีที่วัตถุเปนของแข็งแบบยืดหยุน (Elastic Solid)  คาความเคนสามารถ
เขียนอยูในรูปของคาพลังงานความเครียดหนาแนนและคาความเครียดทางกลไดเปน 
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                                                     ijσ  m
ij

W ∂=
∂ε

 (2.8) 

 

โดยที ่
m
ij

m
ij ij

0

W d
ε

= σ ε∫  แทนคาพลังงานความเครียดหนาแนน (Strain Energy Density) 

 
แทนสมการ (2.8) ลงในสมการ (2.7) จะไดความสัมพันธ 
 

                                                ji i, juσ &  
m
ij

m
ij

W   W
t

∂ε∂
= =

∂ε ∂
&  (2.9) 

 
ในทํานองเดียวกันจากพจนที่สองและสามทางดานขวาของสมการ (2.2) จะได 
 

 
t

i i
0

F  f u dt= ∫ &  (2.10) 

 

 
t

i i
0

L  u u dt= ρ∫ && &  (2.11) 

 
โดยที ่ F  แทนงานหนาแนนเนื่องจากแรงวัตถุ (Work Density due to Body Force) 

 L  แทนพลังงานจลนหนาแนน (Kinetic Energy Density) 
 
ในกรณีที่วัตถุมีคาความหนาแนนคงที่เราสามารถอินทิเกรตสมการ (2.11) ไดเทากับ 
  

                                                      L  2
i

1 u
2

= ρ&  (2.12) 

 
จากสมการ (2.9-11) สมการ (2.2) สามารถลดรูปใหอยูในรูปทั่วไปไดเปน 
 
                                                     j, jϕ  = ψ&  (2.13) 
 
โดยที ่                                          jϕ   ji iu= σ &  (2.14 ก) 

                                          ψ&   W  F  L= − +& & &  (2.14 ข) 
 
อินทิเกรตสมการ (2.13) บนปริมาตรใด ๆ แลวประยุกตทฤษฎีบทของเกาส (Gauss’s Theorem ) 
เขากับพจนแรกจะได 
 
                                            j, jd

Ω

ϕ Ω∫  j j
S

m dS= ϕ∫  (2.15) 
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โดยที ่ jm  แทนเวกเตอรหนึ่งหนวยตั้งฉากมีทิศพุงออกจากผิว S  ที่ลอมรอบปริมาตร Ω  
 
พิจารณาปริมาตร Ω  ใด ๆ ที่ผิวของปริมาตร S  เคล่ือนที่ดวยความเร็ว jv  ดังแสดงในรูปที่ 2.2  
 

 

jv

jm

Ω

S

 
 

 
รูปที่ 2.2  ปริมาตรควบคุมที่เปลี่ยนแปลงตามเวลาเนื่องจากผิวดานนอกเคลื่อนที่ดวยความเร็ว jv  

 
อัตราการเปลี่ยนแปลงของปริมาณ ψ  ทั้งหมดบนปริมาตรควบคุมนี้ที่เวลาใด ๆ สามารถหาไดจาก
ทฤษฎีบทการเคลื่อนตัวของเรยโนลด (Reynolds Transport Theorem) เปน 
 

                                         d d
dt Ω

ψ Ω∫  j j
S

d   v m dS
Ω

= ψ Ω + ψ∫ ∫&  (2.16)  

 
จากสมการ (2.13) และ (2.15) สมการ (2.16) สามารถเขียนไดใหมเปน 
 

                                        d d
dt Ω

ψ Ω∫  ( )j j j
S

v m dS= ϕ +ψ∫  (2.17) 

 
เพื่อหาคาอัตราพลังงานที่ถูกปลดปลอยออกจากวัตถุ (Energy Release Rate)  ที่ตําแหนง s  ใด ๆ 
บนขอบรอยราว (Crack Front)  เนื่องจากขอบรอยราวเติบโตออกไปดวยขนาดตอเนื่องใด ๆ 
( )l sδ  บนความยาวขอบรอยราว CL  ที่มีขนาดสูงสุดเทากับ aΔ  ที่ตําแหนง s ซ่ึงเปนคาที่ใชใน

การวิเคราะหความรุนแรงของรอยราวในปญหาสามมิติ พิจารณาวัตถุปริมาตร Ω  ซ่ึงมีรอยราว
วางตัวอยูในระนาบ 1 3x x−  (Planar Crack)  และขอบรอยราวมีลักษณะตอเนื่อง โดยรอยราวจะ
เติบโตอยูในระนาบในทิศตั้งฉากกับขอบรอยราว 1x  ดังแสดงในรูปที่ 2.3 
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aΔ

( )l sδ
CL

3x

1x
2x

 
 
 

รูปที่ 2.3  วัตถุที่มีรอยราววางตัวอยูในระนาบ 
 
แบงปริมาตรของวัตถุนี้ออกเปนสองสวน โดยสวนแรกเปนปริมาตรทรงกระบอกเล็ก ๆ ΓΩ  
ลอมรอบขอบรอยราวดวยเสน ( )sΓ  เปนระยะ CL  เคลื่อนที่ดวยความเร็วเดียวกับขอบรอยราว 

( )jv s  ที่ตําแหนงขอบรอยราว s  ตาง ๆ ตลอดทั้งปริมาตรและมีผิว SΓ  ลอมรอบปริมาตรนี้ โดยที่
ปลายทั้งสองของปริมาตรความเร็ว ( )jv s  มีคาเปนศูนยดังแสดงในรูปที่ 2.4 
 

( )sΓ

ΓΩ ( )jv s

 
 
 

รูปที่ 2.4  ปริมาตรทรงกระบอกเล็ก ๆ รอบขอบรอยราว 
 
สวนที่สองเปนปริมาตรที่เหลือทั้งหมดของวัตถุนี้ ΓΩ −Ω  ซ่ึงผิวของปริมาตรนี้ที่ไมสัมผัสกับผิว
ของปริมาตรทรงกระบอก S SΓ−  ถูกกําหนดใหไมมีการเคลื่อนที่ ดังนั้นทําการประยุกตสมการ 
(2.17) เขากับปริมาตร ΓΩ −Ω  จะได 
 

                             d d
dt

ΓΩ−Ω

ψ Ω∫  ( )j j j j j
S S S

m dS  v m dS
Γ Γ−

= ϕ + ϕ +ψ∫ ∫  (2.18) 
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โดยพจนทางซายของสมการ (2.18) แทนอัตราการเพิ่มขึ้นของพลังงานภายใน (Internal Energy) 
พจนแรกทางขวาแทนอัตราการไหลของพลังงานเขาสูปริมาตร ΓΩ −Ω  ผานผิว S SΓ−  ขณะที่
พจนสุดทายแทนอัตราการไหลของพลังงานผานเขาสู ผิว SΓ  เพื่อหาคาอัตราพลังงานที่ถูก
ปลดปลอยออกจากวัตถุปริมาตร Ω  เนื่องจากขอบรอยราวเติบโตออกดวยความเร็ว jv  เราจึง
กําหนดให 0ΓΩ →  หรือ 0Γ→  ดังนั้นจากสมการ (2.18)  อัตราพลังงานที่ถูกปลดปลอยออก
จากวัตถุเนื่องจากการเติบโตของขอบรอยราวตลอดขอบ sδ  จะมีคาเทากับ 
 
                                               ΓJ  ( )j j j0

S

lim  v m dS
Γ

Γ→
= − ϕ +ψ∫  (2.19) 

 
เนื่องจาก jm  ในสมการ (2.19) แทนเวกเตอรหนึ่งหนวยตั้งฉากมีทิศพุงออกจากผิวของปริมาตร 

ΓΩ −Ω  ซ่ึงมีทิศตรงขามกับเวกเตอรหนึ่งหนวยตั้งฉาก jn  ที่ผิวของปริมาตร ΓΩ  ดังนั้นสมการ 

(2.19) สามารถเขียนใหมในรูปอินทิเกรตบนผิวของปริมาตร ΓΩ  ไดเปน 
 
                                               ΓJ  ( )j j j0

S

lim  v n dS
Γ

Γ→
= ϕ +ψ∫  (2.20) 

 
พิจารณาระบบพิกัดฉากใด ๆ ที่เคล่ือนที่ไปพรอมกับขอบรอยราวที่ตําแหนง s  ดวยความเร็ว
เดียวกับขอบรอยราว ( )kv s  จากการกระจายอนุกรมเทยเลอร (Taylor’s Series)  จะได
ความสัมพันธ [18] 
 

                                idu
dt

  i i i i
1 2 3

1 2 3

u u u u   v   v   v
t x x x

∂ ∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
 (2.21) 

 

โดยที่ iu
t

∂
∂

 แทนอัตราการเปลี่ยนแปลงของการเคลื่อนตัวที่สังเกตุจากระบบพิกัดฉากที่อยูกับที่ซ่ึงก็

คือ iu&  ที่แสดงในสมการกอนหนานี้ idu
dt

 แทนอัตราการเปลี่ยนแปลงของการเคลื่อนตัวที่สังเกตุ

จากระบบพิกัดฉากที่เคลื่อนที่ดวยความเร็ว kv  ไปพรอมกับปลายรอยราว ในกรณีที่ขอบรอยราว
เติบโตภายใตสถานะอยูตัว (Steady State Crack Growth) พจนทางดานซายของสมการ (2.21) 

มีคาเทากับศูนยซ่ึงมีความหมายทางกายภาพวาการเคลื่อนตัวที่ตําแหนงเทียบจากขอบรอยราว
เดียวกันที่ความยาวรอยราวตาง ๆ จะมีคาเทากัน โดยทั่วไปแลวที่บริเวณขอบรอยราวสามพจน
สุดทายของสมการ (2.21) จะมีคามากกวาพจนแรกทางดานซายมากเนื่องจากที่บริเวณขอบรอยราว
การเปลี่ยนแปลงของการเคลื่อนตัวเทียบกับตําแหนงซึ่งแปรผันตรงกับคาความเครียดจะมีคาเขาสู
อนันตดังนั้นสมการ (2.21) เมื่อนํามาใชที่บริเวณขอบรอยราวสามารถลดรูปลงเหลือ 
 
                                                     iu&   i,k ku v= −  (2.22) 
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ดังนั้นสมการ (2.14ก) สามารถเขียนใหมไดเปน 
 
                                                     jϕ   ji i,k ku v= −σ  (2.23) 
 
เนื่องจากที่ผิว eS+  และ eS−  เวกเตอร jv  มีคาเปนศูนย ดังนั้นจากสมการ (2.14 ข) และ (2.23) เรา
สามารถเขียนสมการ (2.20) ไดใหมเปน 
 
                                                     ΓJ  

t

j jk k 0
S

lim  n H v dS
Γ→

= ∫  (2.24) 

 
เนื่องจากแรงวัตถุและการเคลื่อนตัวมีคาไมเขาสูอนันตที่บริเวณขอบรอยราว ดังนั้นเมื่อเสน 0Γ→  
อินทิเกรตพจนที่เกี่ยวของกับงานหนาแนนเนื่องจากแรงวัตถุจะมีคาเปนศูนยทําให jkH  ในสมการ 
(2.24) ลดรูปลงเหลือ 
 
                                                    jkH  ( ) jk ji i,kW L u= + δ − σ  (2.25) 
 
โดยที ่ jkH  แทนเทนเซอรโมเมนตัมเนื่องจากพจนพลังงานตาง ๆ 

 jkδ  แทนครอนเน็คเคอรเด็ลตา (Kronecker Delta) 
 
ในวิทยานิพนธฉบับนี้เราพิจารณาเฉพาะวัตถุยืดหยุนที่มีคุณสมบัติทางอุณหภูมิไมขึ้นกบัทศิทางและ
ภาระที่กระทํากับวัตถุเปนแบบคอย ๆ เพิ่มขึ้น (Elastic Solid under Quasistatic Isotherm al 

Conditions) ดังนั้นสมการ (2.25) สามารถเขียนใหมในกรณีนี้ไดเปน 
 
                                                    jkP  jk ji i,kW u= δ −σ  (2.26) 
 
โดยที ่ jkP  แทนเทนเซอรโมเมนตัมพลังงานยืดหยุนของเอสเชลบาย (Eshelby’s Elastic 
  Energy-Momentum Tensor) 
 

พิจารณารูปที่ 2.3 หากเรากําหนดให k
k

a l
v

dt
Δ

=  โดยท่ี aΔ  แทนขนาดที่ขอบรอยราวเติบโต

สูงสุดบนชวง CL  และ kl  แทนเวกเตอรการเติบโตของขอบรอยราวตอระยะการเติบโตสูงสุด 
ดังนั้นคาพลังงานที่ถูกปลดปลอยออกจากวัตถุเนื่องจากขอบรอยราวเติบโต ( )l sδ  ในชวงขอบรอย
ราว CL  ดังแสดงในรูปที่ 2.3 มีคาเทากับ 
 
                                               aJ Δ  

t

j jk k 0
S

a lim  n P l dS
Γ→

= Δ ∫  (2.27)  

โดยที ่ J  แทนคาพลังงานที่ถูกปลดปลอยออกจากวัตถุเฉล่ียตอความยาวรอยราว 
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เพื่อหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลซ่ึงก็คือคาพลังงานที่ถูกปลดปลอยออกจากวัตถุที่ตําแหนง s  ใด ๆ 
บนขอบรอยราวตอพื้นที่รอยราวที่เพิ่มขึ้น ( )sJ  สมการ (2.27) สามารถเขียนอยูในรูปใหมไดเปน 
 
                                               aJ Δ  ( ) ( )

CL

s l s ds= δ∫ J  (2.28)  

 
( )l sδ  แทนคาความยาวขอบรอยราวที่เพิ่มขึ้นที่ตําแหนงบนขอบรอยราว s  โดยมีคาเทากับ 

 
                                                ( )l sδ  ( ) ( )k ka l s s= Δ ν  (2.29)  
 
โดยที่   ( )k sν   แทนเวกเตอรหนึ่งหนวยตั้งฉากกับขอบรอยราววางตัวในระนาบรอยราว 
 
จากสมการ (2.27-29) จะไดความสัมพันธเพื่อหาคา ( )sJ  ซ่ึงสามารถนําไปประยุกตใชในระเบียบ
วิธีไฟไนตเอลิเมนตตอไปเปน 
 
                        ( ) ( ) ( )

C

k k
L

s l s s dsν∫ J  
t

j jk k 0
S

lim  n P l dS
Γ→

= ∫  (2.30) 

 
สําหรับปญหารอยราวสองมิติและสมมาตรรอบแกน คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลจะมีคาคงที่ตลอด
ความยาวขอบรอยราวดังนั้นสมการ (2.30) สามารถเขียนอยูในรูป 
 

                                                      J  
( ) ( )

t

C

j jk k0
S

k k
L

lim  n P l dS
 

l s s ds

Γ→

=
ν

∫

∫
 (2.31)  

 
โดยสมการทั้งหมดสามารถนําไปใชคํานวณไดในระบบพิกัดฉากใด ๆ 
 
 
2.2  พารามิเตอรเจอินทิกรัลในรูปอินทิเกรตบนโดเมน 
 
 ในการหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตจากสมการ (2.30) 
หรือ (2.31) ใหไดคาที่ถูกตองนั้นไมสามารถทําไดโดยงายเนื่องจากสมการอยูในรูปการอินทิเกรต
บนผิวทรงกระบอกเล็ก ๆ รอบขอบรอยราวทําใหเอลิเมนตที่ใชตองมีขนาดเล็กมากตามไปดวย จาก
ภาคผนวก ข เราทราบวาที่บริเวณขอบรอยราวคาความเคนและคาความเครียดมีคาเขาสูอนันต
เนื่องจากสนามเอกพันธของ HRR  (Hutchinson-Rice-Rosengren Singularity)  ทําใหผลเฉลย
คาความเคนและคาความเครียดที่ไดจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมีคาความผิดพลาดสูง ดังนั้น
เพื่อใหการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมีความถูกตองมากขึ้น Shih et al. [12]  จึงได



 18

เปล่ียนสมการที่ใชคํานวณคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลเสียใหมดังนี้ พิจารณาสมการ (2.27) ซ่ึงเขียน
ใหมอยูในรูป 
 
                                                      J  

t

j jk k 0
S

lim  n P l dS
Γ→

= ∫  (2.32) 

 
 

2S

tS
S+ S−

TV

 
 

รูปที่ 2.5  ปริมาตรวงแหวนรอบขอบรอยราว 
 
พิจารณารูปที่ 2.5 หากเรากําหนดใหเวกเตอร kq  มีคาเทากับเวกเตอร kl  บนผิว tS  มีคาเปนศูนย
บนผิว 2S  มีทิศทางตั้งฉากกับเวกเตอร km  บนผิว S+  และ S−  และมีคาใด ๆ ในปริมาตรวงแหวน 
สมการ (2.32) สามารถเขียนใหมในรูปเวกเตอร kq  และเวกเตอรหนึ่งหนวยตั้งฉากมีทิศพุงออก
จากผิวปริมาตรวงแหวน TS  ไดเปน 
 
                                        J  

T

j jk k i i,k k
S S S

m P q dS t u q dS
+ −+

= − −∫ ∫  (2.33)  

 
โดยที ่ i j jit m= σ   แทนคาความเคนที่ผิว (Surface Traction) 
 
ประยุกตทฤษฎีบทของเกาสเขากับพจนแรกทางดานขวาของสมการ (2.33) จะได 
 
                                        J  ( )

T

jk k i i,k k, j
V S S

P q dV t u q dS
+ −+

= − −∫ ∫  (2.34)  

 
แทนสมการ (2.26) ลงในพจนแรกทางดานขวาของสมการ (2.34) ได 
 
    ( )

T

jk k , j
V

P q dV− ∫  ( ) ( )
T T

ji i,k jk k, j ji i,k jk k, j
V V

 u W q dV  u W q dV= σ − δ + σ − δ∫ ∫  (2.35)  
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กระจายพจนที่สองดานขวามือของสมการ (2.35) ได 
 
           ( )

T

ji i,k jk k, j
V

u W q dVσ − δ∫  ( )
T

ji, j i,k ji i, j,k ,k k
V

u u W q dV= σ +σ −∫  (2.36)  

 
จากสมการ (2.1) พจนแรกทางดานขวาของสมการ (2.36) เมื่อไมพิจารณาผลของความเฉื่อย
สามารถเขียนไดใหมเปน 
 
                                             ji, j i,kuσ  i i,kf u= −  (2.37) 
 
ในทํานองเดียวกันกับสมการ (2.5) พจนที่สองทางขวาของสมการ (2.36) สามารถเขียนอยูในรูป 
 
                                             ji i, j,kuσ  ij ij,k = σ ε  (2.38) 
 
จากสมการ (2.8) คาอนุพันธของคาพลังงานความเครียดหนาแนนเทียบกับพิกัดฉากสามารถเขียน
ใหมได 
 

                                                   ,kW  m
ij ij,k

k explicit

W   
x
∂

= σ ε +
∂

 (2.39) 

 
พจนสุดทายของสมการ (2.39) เกิดขึ้นในกรณีที่คุณสมบัติของวัสดุ (Material Property) มีคาไม
คงที่ขึ้นอยูกับตําแหนงบนพิกัดฉาก หากกําหนดใหคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากอุณหภูมิดังแสดง
ในสมการ (2.6) มีคาเทากับ 
 
                                                   ther

ijε  ij = κΘδ  (2.40) 
 
โดยที ่ κ   แทนคาสัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากสนามอุณหภูมิ (Coefficient of Thermal  
                  Expansion) 
          Θ     แทนคาสนามอุณหภูมิ (Temperature) 
 
ดังนั้นจากสมการ (2.6) และ (2.40) สมการ (2.39) สามารถเขียนใหมไดในกรณีที่คุณสมบัติของ
วัสดุมีคาคงที่เปน 
 
                                                   ,kW  ij ij,k ii ,k = σ ε − κσ Θ  (2.41) 
 
แทนสมการ (2.35-38) และ (2.41) ลงในสมการ (2.34) จะได 
 
    J  ( ) ( )

T

ji i,k jk k, j ii ,k i i,k k i i,k k
V S S

 u W q f u q dV t u q dS
+ −+

⎡ ⎤= σ − δ + κσ Θ − −⎣ ⎦∫ ∫  (2.42)  
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ซ่ึงอยูในรูปที่เหมาะกับการประยุกตใชกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเพราะเปนการอินทิเกรตบน
ปริมาตรและพื้นผิวจํากัดตางจากสมการ (2.32) ซ่ึงอยูในรูปการอินทิเกรตบนผิวเล็ก ๆ เขาสูศูนย
รอบขอบรอยราว แทนสมการ (2.42) ลงในสมการ (2.30) จะไดสมการความสัมพันธของ
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลตามขอบรอยราว ( )sJ  เปน 
 
                                          ( ) ( ) ( )

C

k k
L

s l s s dsν∫ J  = J  (2.43) 

 
สําหรับปญหารอยราวสองมิติและสมมาตรรอบแกน คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลจะมีคาคงที่ตลอด
ความยาวขอบรอยราว ดังนั้นจากสมการ (2.43) จะไดความสัมพันธ 
 

                                                    J  
( ) ( )

C

k k
L

 
l s s ds

=
ν∫
J  (2.44)  

 
โดย J  มีคาดังแสดงในสมการ (2.42) 
 
 
2.2.1  พารามิเตอรเจอินทิกรัลสําหรับปญหาสองมิติ 
 
 พิจารณารอยราวแบบระนาบสําหรับปญหาสองมิติที่มีแกนพิกัดฉากแกนหนึ่งมีทิศทางตาม
ขอบรอยราวซึ่งวางตัวอยูตามความหนาของชิ้นงานและแกนที่เหลือวางตัวอยูบนระนาบของชิ้นงาน
โดยมีรอยราววางตัวทํามุมใด ๆ กับแกนทั้งสองบนระนาบนี้ดังแสดงในรูปที่ 2.6 
 
 

2x

1x

TA
C+

C−
Cθ

q̂

q̂ 0=

q̂ 1=

 
 
 

รูปที่ 2.6  การวิเคราะหรอยราวแบบระนาบสําหรับปญหาสองมิติ 
 
สําหรับปญหาสองมิติคาตัวแปรทั้งหมดไมขึ้นกับทิศทางตามความหนาดังนั้นสมการ (2.42) 
สามารถเขียนอยูในรูปการอินทิเกรตบนพื้นที่และบนเสนในระนาบไดเปน 
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                    J  ( ) ( )
T

ji i,k jk k, j ii ,k i i,k k
A

 L uW q f u q dA⎡ ⎤= σ − δ + κσ Θ −⎣ ⎦∫   

                              i i,k k
C C

 L tu q dC
+ −+

− ∫  (2.45)  

 
โดยที ่   L   แทนคาความหนาของชิ้นงาน 
 
เนื่องจาก  3 3 3 k,3 3, j 13 23q f t q q 0= = = = = σ = σ =  และ  ( ) ( )k kl s s 1ν =  ดังนั้นจากสมการ 
(2.44) และ (2.45) จะไดสมการคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลเปน 
 
    J  ( ) ( )

T

ji i,k jk k, j ,k i i,k k i i,k k
A C C

 u W q 3 f u q dA t u q d
+ −+

⎡ ⎤= σ − δ + κσΘ − − Γ⎣ ⎦∫ ∫  (2.46)  

 
โดยที่   i,  j,  k  1,  2=  แทนแกนพิกัดฉากทั้งสองบนระนาบของชิ้นงาน 

           ( )11 22 33  
3

σ +σ +σ
σ =  แทนคาความเคนตั้งฉากเฉลี่ย (Mean Stress) 

           C ,  C+ −  แทนเสนที่ตองทําการอินทิเกรตบนผิวรอยราวทั้งสอง 
 
ในกรณีปญหาสองมิติจะไดขนาดของเวกเตอร kq  มีคาเทากับหนึ่งที่ตําแหนงปลายรอยราวและมีคา
เทากับศูนยที่ขอบของพื้นที่ TA  ขณะที่มีคาอยูระหวางหนึ่งถึงศูนยบนพื้นที่ TA  โดยเวกเตอร kq  

เมื่อเขียนอยูในพิกัด 1 2x -x  ดังแสดงในรูปที่ 2.6 แลวสามารถเขียนแทนไดดังสมการ 
 
 1 Cˆq   q cos= θ  (2.47 ก) 

 2 Cˆq   q sin= θ  (2.47 ข) 
 
โดยที่   q̂  แทนขนาดของเวกเตอร kq  

           Cθ  แทนมุมที่ระนาบรอยราวกระทํากับแกน 1x  
 
 
2.2.2  พารามิเตอรเจอินทิกรัลสําหรับปญหาสมมาตรรอบแกน 
 
 พิจารณารอยราวแบบระนาบสําหรับปญหาสมมาตรรอบแกนที่มีระบบแกนพิกัดฉากและ
พิกัดทรงกระบอกดังแสดงในรูปที่ 2.7 
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z

C+

C− r
Crack

CR

TA

2x z

1x
r

q̂

q̂ 0=

q̂ 1=

 
 
 

รูปที่ 2.7  การวิเคราะหรอยราวแบบระนาบสําหรับปญหาสมมาตรรอบแกน 
 
สําหรับปญหาสมมาตรรอบแกนคาตัวแปรตางจะไมขึ้นอยูกับคามุม θ  ในพิกัดทรงกระบอกและ
รอยราวจะเติบโตออกในแนวรัศมีเทานั้น ดังนั้นสมการ (2.42) สามารถเขียนอยูในรูปอินทิเกรตบน
พื้นที่และบนเสนในระนาบหนาตัดไดเปน 
 
                    J  ( ) ( )

T

ji i,k jk k, j ii ,k i i,k k
A

 2 uW q f u q rdA⎡ ⎤= π σ − δ + κσ Θ −⎣ ⎦∫   

                              i i,k k
C C

 2 tu q rdC
+ −+

− π ∫  (2.48)  

 
บนระนาบนี้แกนพิกัด 1 r 2 z

ˆ ˆ ˆ ˆi i ,  i i= =  และ 3̂
ˆi iθ= −  ดังนั้นจะได 1 rq q 0= ≠  และ 3 3f t 0= =  

ซ่ึงทําใหสองพจนสุดทายของสมการ (2.48) ลดรูปลงเหลือ 
 
                     ( )

T

ii ,k i i,k k
A

f u q rdAκσ Θ +∫  ( )
T

,r ,r r
A

3 f u q rdAγ γ= κσΘ −∫  (2.49 ก) 

                                      i i,k k
C C

t u q rdC
+ −+
∫  ,r r

C C

t u q rdC
+ −

γ γ
+

= ∫  (2.49 ข) 

 
โดยที่   r,  zγ =                            แทนแกนพิกัดทรงกระบอกทั้งสองบนระนาบ 

      ( )rr zz  
3

θθσ + σ + σ
σ =     แทนคาความเคนตั้งฉากเฉลี่ย 

 
จากการสังเกตุจะได 1,1 r,r 1,2 r,z 2,1 2,2 2,3 3,1 3,2q q ,  q q ,  q q q q q 0= = = = = = =  บนระนาบนี้ 
พิจารณารูปที ่2.8 จะไดสมการความสัมพันธ 
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3x

1x

r

θ

rq

1q

3q−iθ
ri

1i

3i

 
 

รูปที่ 2.8  เอลิเมนตเล็ก ๆ ของวัตถุสมมาตรรอบแกน 
 
                                                                1q  rq cos= θ  (2.50 ก) 
 
                                                                3q  rq sin= θ  (2.50 ข) 
ดังนั้นคาอนุพันธ 1,3q  และ 3,3q  จะสามารถคํานวณไดเทากับ 
 

                                                    1,3q  ( )
( )

r r

0

q q cos
 li m  

0 rθ→

− θ
=

− − θ
 0=  (2.51 ก) 

 

                                                    3,3q  ( )
( )

r

0

0 q sin
 li m  

0 rθ→

− − θ
=

− − θ
  rq

r
=  (2.51 ข) 

 
ในทํานองเดียวกันบนระนาบนี้จะไดความสัมพันธของเมตริกซคาความเคนเปน 
 

                   
11 12 13 rr rz r rr rz

21 22 23 zr zz z rz zz

31 32 33 r z

0
    0

0 0

θ

θ

θ θ θθ θθ

σ σ σ σ σ σ σ σ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥σ σ σ = σ σ σ = σ σ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥σ σ σ σ σ σ σ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (2.52)  

 
ทําใหพจนแรกทางดานขวาของสมการ (2.48) สามารถเขียนอยูในรูปใหมไดเปน 
 
 ( ) ( ) ( )

T T

ji i,k jk k, j ,r r r , 3,3 r
A A

u W q rdA  u W q r u W q dAβγ γ β β θθ
⎡ ⎤σ − δ = σ − δ + σ −⎣ ⎦∫ ∫  (2.53) 

 
ในทํานองเดียวกันกับสมการ (2.50ข) และ (2.51ข) จะได 
 

                                                    3,3u  ( )
( )

r

0

0 u sin
 li m  

0 rθ→

− − θ
=

− − θ
  ru

r
=  (2.54)  
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เนื่องจากคาตัวแปรตางจะไมขึ้นอยูกับคามุม θ  ดังนั้น ( ) ( )k kl s s 1ν =  ทําให 
 
                                                  ( ) ( )

C

k k C
L

l s s ds  2 Rν = π∫  (2.55)  

 
ดังนั้นจากสมการ (2.44) (2.48-49ข) (2.53) (2.54) และ (2.55) จะได 
 

                 J  ( ) ( )
T

,r r r, ,r ,r r
C A

1 u W q 3 f u q rdA
R βγ γ β β γ γ

⎡ ⎤= σ − δ + κσΘ −⎣ ⎦∫  

                                 
T

r
r ,r r

C CA C C

1 u 1 W q dA t u q rdC
R r R

+ −

θθ γ γ
+

⎛ ⎞+ σ − −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫  (2.56) 

 
โดยที่ ,    r,  zγ β =  คิดจากแกนพิกัดทรงกระบอกดังแสดงในรูปที่ 2.7 
 
ในกรณีปญหาสมมาตรรอบแกนจะไดขนาดของเวกเตอร kq  มีคาเทากับหนึ่งที่ตําแหนงปลายรอย
ราวและมีคาเทากับศูนยที่ขอบของพื้นที่ TA  ขณะที่มีคาอยูระหวางหนึ่งถึงศูนยบนพื้นที่ TA  โดย
เวกเตอร kq  เมื่อเขียนอยูในพิกัด r-z  ดังแสดงในรูปที่ 2.7 แลวสามารถเขียนแทนไดดังสมการ 
 
 r ˆq   q=  (2.57 ก) 

 zq   0=  (2.57 ข) 
 
 
2.3  ขอจํากัดของพารามิเตอรเจอินทิกรัล 
 
 ขอจํากัดในการใชงานของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลนั้นจะขึ้นอยูกับวาคุณสมบัติของ
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลซ่ึงใชบงบอกความรุนแรงของสนามความเคนที่บริเวณปลายรอยราวดัง
ไดอธิบายไวในภาคผนวก ค นั้นยังสามารถใชงานไดเมื่อเปรียบเทียบกับสนามความเคนที่เกิดขึ้น
จริงที่บริเวณปลายรอยราว เนื่องจากสนามเอกพันธของ HRR (HRR Singularity) เกิดจากการนํา
เฉพาะพจนแรกของผลเฉลยฟงกช่ันความเคนซ่ึงเปนพจนที่มีคาเขาสูอนันตเมื่อระยะตามแนวรัศมี
จากปลายรอยราว r มีคาเขาสูศูนย ดังนั้นสนามเอกพันธของ HRR จึงไมสามารถอธิบายสนามความ
เคนที่เกิดขึ้นไกลจากปลายรอยราวได เนื่องจากผลเฉลยสนามเอกพันธของ HRR นั้นไดจากการ
วิเคราะหแบบความเครียดนอย (Small Strain) ขณะที่ความเครียดที่เกิดขึ้นจริงที่ปลายรอยราวเปน
แบบจํากัด (Finite Strain) ดังนั้นบริเวณที่สนามเอกพันธของ HRR มีอิทธิพลสูง (J-Dominance 

Zone) จะตองมีขนาดใหญกวาบริเวณท่ีคาความเครียดจํากัดมีอิทธิพลสูงที่บริเวณปลายรอยราว 

(Finite Def ormation Zone) ดังแสดงในรูปที่ 2.9 ซ่ึงมีขนาดประมาณสองถึงสามเทาของ
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คาพารามิเตอรระยะการเคลื่อนตัวเปดที่ปลายรอยราว tδ  (Crack Tip Opening Displacem ent) 

ซ่ึงนิยามดังแสดงในรูปที่ 2.10 
 
 

Finite deformation zone

J-dominance zone

tR 3≅ δ

 
 

รูปที่ 2.9  บริเวณที่สนามเอกพันธของ HRR มีอิทธิพลสูงและบริเวณที่คาความเครียดจํากัดม ี

                      อิทธิพลสูงที่บริเวณปลายรอยราว 
 
 

tδ

 
 

รูปที่ 2.10  นิยามของคาพารามิเตอรระยะการเคลื่อนตัวเปดที่ปลายรอยราว tδ  
 
ในกรณีที่พลาสติกโซนมีขนาดไมใหญมากนัก (Contained Plasticity Condition) ผลการ
คํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตไดแสดงใหเห็นวาบริเวณที่สนามเอกพันธของ HRR มี
อิทธิพลสูงจะมีขนาดใหญกวาบริเวณที่คาความเครียดจํากัดมีอิทธิพลสูงที่บริเวณปลายรอยราว
คอนขางมาก ในกรณีที่พลาสติกโซนมีขนาดใหญ (Large Scale Yielding Condition) บริเวณที่
สนามเอกพันธของ HRR มีอิทธิพลสูงจะขึ้นกับลักษณะของภาระที่มากระทํากับความกวางของ
ช้ินงานที่เหลืออยู (Uncracked Ligament) วาเปนภาระความเคนดึง (Tension) หรือโมเมนตดัด 
(Bending) โดย Shih and German [19] ไดทําการเปรียบเทียบผลการคํานวณคาความเคนที่ระยะ
ตาง ๆ จากปลายรอยราวดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเปรียบเทียบกับผลการคํานวณที่ไดจาก
สมการ (ค.17) ซ่ึงเปนสมการสนามเอกพันธของ HRR ที่คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลเดียวกันสําหรับ
ช้ินงานภายใตภาระความเคนดึงและโมเมนตดัด จากการทดลอง Shih and German พบวาในกรณี



 26

ที่พลาสติกโซนมีขนาดใหญ สําหรับชิ้นงานภายใตภาระความเคนดึง คาความกวางของชิ้นงานที่
เหลืออยูจะตองมีขนาดมากกวา o200 σJ  โดยที่ oσ  แทนคาความเคนที่จุดคราก (Yield Stress)  
และตองมีขนาดมากกวา o25 σJ  สําหรับชิ้นงานภายใตภาระโมเมนตดัด ในกรณีที่บริเวณที่สนาม
เอกพันธของ HRR มีอิทธิพลสูงมีขนาดเล็กกวาบริเวณที่คาความเครียดจํากัดมีอิทธิพลสูงที่บริเวณ
ปลายรอยราวคาความตานทานการแตกหัก (Fracture Toughness)  ซ่ึงไดจากการทดลองหา
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่ทําใหรอยราวเติบโต ICJ  จากชิ้นทดสอบลักษณะตาง ๆ สําหรับวัสดุ
ชนิดเดียวกันจะมีคาแตกตางกันซึ่งแสดงใหเห็นวาคา ICJ  ที่ไดไมสามารถนํามาใชงานในฐานะ
คุณสมบัติของวัสดุไดอีกตอไป เพื่อใหขอจํากัดในการใชงานของพารามิเตอรเจอินทิกรัลลดลงจึงมี
นักวิจัยเสนอปรับปรุงการใชงานใหมจากแตเดิมที่ใชเพียงพารามิเตอรเจอินทิกรัลเพียงพารามิเตอร
เดียวในการบงบอกความรุนแรงของสนามความเคนที่บริเวณปลายรอยราว (One Param eter 

Characterization of Crack Tip Fields)  มาเปนใชงานรวมกับพารามิเตอรอ่ืนอีกหนึ่ง
พารามิเตอร (Two Parameter Characterization of Crack Tip Fields)  เพื่อใหสามารถบงบอก
ความรุนแรงของสนามความเคนที่บริเวณปลายรอยราวไดในบริเวณที่มากขึ้น [20, 21, 22, 23] ใน
กรณีรอยราวที่กําลังเติบโต Omori et al. [13] ไดแสดงใหเห็นวาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลท่ีได
จากการอินทิเกรตบนเสนใกลปลายรอยราวที่กําลังเติบโตจะมีคาเขาใกลศูนยดวยเหตุนี้ Omori et 

al. จึงไดนําเสนอพารามิเตอร -i ntegral∗Tε  เพื่อใชในการวิเคราะหรอยราวที่เติบโตภายใตสถานะ
อยูตัวโดยผลการคํานวณที่ไดทั้งจากการทดลองและระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับชิ้นทดสอบ
มาตรฐานตาง ๆ แสดงใหเห็นวาคาพารามิเตอร -i ntegral∗Tε  ที่ไดมีความสอดคลองกันและลูเขาสู
คาเดียวกันสําหรับปญหาชิ้นทดสอบมาตรฐานตาง ๆ ซ่ึงแสดงใหเห็นวาพารามิเตอร -integral∗Tε  
สามารถนํามาใชในการวิเคราะหรอยราวที่กําลังเติบโตภายใตสถานะอยูตัวแทนคาพารามิเตอรเจ
อินทิกรัลได นอกจากนี้ Newman et al. [14] ยังแสดงใหเห็นวาพารามิเตอรมุมเปดที่ปลายรอยราว 
CTOA สามารถนําไปใชในการวิเคราะหรอยราวที่กําลังเติบโตภายใตสถานะอยูตัวไดเปนอยางดี 
 
 
2.4  บทสรุป 
 
 ในบทนี้สมการคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลสําหรับปญหาสามมิติทั้งที่อยูในรูปแบบดั้งเดิมซ่ึง
เกิดจากการอินทิเกรตบนพื้นที่ผิวทรงกระบอกเล็ก ๆ รอบปลายรอยราวและในรูปของการอินทิ
เกรตบนปริมาตรโดเมนไดถูกประดิษฐขึ้น จากนั้นสมการโดเมนเจอินทิกรัลในแบบสามมิติไดถูก
เปล่ียนใหอยูในรูปสองมิติและสมมาตรรอบแกน นอกจากนั้นขอจํากัดในการใชงานพารามิเตอรเจ
อินทิกรัลในทางปฏิบัติยังไดถูกอธิบายในบทนี้ สมการไฟไนตเอลิเมนตที่ใชในการวิเคราะหรอย
ราวในชิ้นงานพรอมทั้งสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับการคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลได
ถูกประดิษฐขึ้นในบทตอไป 



บทที่ 3 
 

การวิเคราะหปญหารอยราวดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
 
 

ในการวิเคราะหปญหารอยราวดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตนั้นจะเริ่มจากการวิเคราะห
ความเคนและการเสียรูปของของแข็งยืดหยุนไมเชิงเสน (Nonlinear Elastic Solid) ภายใตทฤษฎี
การเสียรูปแบบพลาสติก (Deformation Theory of Plasticity) ซ่ึงรวมผลของคาความเครียดที่
เกิดจากสนามอุณหภูมิเขาไปดวย โดยในวิทยานิพนธนี้จะทําการวิเคราะหทั้งปญหาความเคนและ
ความเครียดในระนาบ และปญหาสมมาตรรอบแกน โดยสมการไฟไนตเอลิเมนตจะถูกสรางจาก
ทฤษฎีงานเสมือน (Principle of Virtual Work) เมื่อทําการวิเคราะหปญหาเสร็จสิ้นแลวคาการ
เคล่ือนตัวที่จุดตอตาง ๆ (Nodal Displacements) จะถูกนํามาใชในการคํานวณหาคาพารามิเตอร
เจอินทิกรัลตอไป 
 
 
3.1  ความสัมพันธระหวางคาความเครียดและคาความเคน 
 
 ความสัมพันธระหวางคาความเครียดและคาความเคนในทิศทางเดียวตามแนวแกน 
(Uniaxial Loading) ของวัสดุที่มีพฤติกรรมแบบ Ramberg-Osgood สามารถแสดงไดดังสมการ 
 

                                             
o

ε
ε

 
n

o o o

    
⎛ ⎞σ σ κΘ

= + α +⎜ ⎟σ σ ε⎝ ⎠
 (3.1) 

 

                                              E  o

o

σ
=

ε
 (3.2) 

 
โดยที ่ oσ  แทนคาความเคนที่จุดคราก (Yield Stress) 

 oε  แทนคาความเครียดที่จุดคราก (Yield Strain) 

 α  แทนคาคงที่ของวัสด ุ(A Material Constant or Yield Offset) 

 n  แทนคายกกําลังของความเครียด (Strain Hardening Exponent) 

 κ  แทนคาสัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากสนามอุณหภูมิ (Coefficient of Thermal 
   Expansion) 
 Θ  แทนคาสนามอุณหภูมิ (Temperature) 

 E  แทนคาคงที่ของการยืดหยุน (Modulus of Elasticity) 
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ภายใตทฤษฎีการเสียรูปแบบพลาสติก ความสัมพันธระหวางคาความเคนและคาความเครียดที่รวม
คาความเครียดเนื่องจากสนามอุณหภูมิสามารถเขียนอยูในรูปสมการเทนเซอร (Tensor Notation) 

ไดเปน 
 
                                           ijε  e p ther

ij ij ij  e   = ε + + ε  (3.3) 

                                          e
ijε  kk ij ij

1 2 1  S
3E E
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               (3.5)                            

 
                                         ther

ijε  ij = κΘδ  (3.6) 
 

                                          eσ  ij ij
3 S S
2

=  (3.7) 

 
โดยที ่ ijε  แทนคาความเครียดสุทธิ (Total Strain) 

 e
ijε  แทนคาความเครียดยืดหยุน (Elastic Strain) 

 p
ije  แทนคาความเครียดพลาสติก (Plastic Strain) 

 ther
ijε  แทนคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากสนามอุณหภูมิ (Thermal Strain) 

 ijσ  แทนคาความเคนสุทธิ (Total Stress) 

 ijS  แทนคาความเคนดิเวียทอริก (Deviatoric Stress) 

 ijδ  แทนคาครอเน็คเคอรเด็ลตา (Kronecker Delta) 

 eσ  แทนคาความเคนประสิทธิผล (Effective Stress) 

 ν  แทนคาอัตราสวนปวสซง (Poisson’s Ratio) 
 
โดยความสัมพันธระหวางคาความเคนสุทธิและความเคนดิเวียทอริกมีคาเทากับ 
 
                                           ijσ  ij ij  S= σδ +  (3.8) 
 

โดยที ่ kk
1  
3

σ = σ  แทนคาความเคนตั้งฉากเฉลี่ย (Mean Stress) 

 
คาความเคนประสิทธิผลสามารถหาไดจากความสัมพันธในทิศทางเดียวตามแนวแกนของวัสดุแบบ 
Ramberg-Osgood ดังสมการ [24] 
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                                           ee  ij ij
2 e e
3

=  (3.10)                            

 
โดยที ่ ee  แทนคาความเครียดประสิทธิผล (Effective Strain) 

 ije  แทนคาความเครียดดิเวียทอริก (Deviatoric Strain) 
 
ความสัมพันธระหวางคาความเครียดสุทธิและความเครียดดิเวียทอริกมีคาเทากับ 
 
                                           ijε  ij ij  e= εδ +  (3.11) 
  

                                           ijε  ij
1 ,   i j
2

= γ ≠          (3.12) 

 

โดยที ่ kk
1  
3

ε = ε  แทนคาความเครียดตั้งฉากเฉลี่ย (Mean Strain) 

 ijγ  แทนคาความเครียดเฉือนทางวิศวกรรม (Engineering Shear Strain) 
 
จากการแทนสมการ (3.4) (3.5) และ (3.6) ลงในสมการ (3.3) จะไดความสัมพันธของคา
ความเครียดสุทธิเปน 
 

               ijε  
n-1

e
kk ij ij ij ij

o

1 2 1 3   S   S   
3E E 2 E

⎛ ⎞σ− ν + ν α⎛ ⎞ ⎛ ⎞= σ δ + + + κΘδ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ σ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (3.13) 

 
ซ่ึงสามารถจัดรูปใหมใหอยูในรูปความเคนสุทธิไดเปน 
 

               ijσ  
( ) ( ) e

kk ij ij kk ij
e

E 2 1 3   
3 1 2 3 e 3

σ ⎛ ⎞= ε − κΘ δ + ε − ε δ⎜ ⎟− ν ⎝ ⎠
 (3.14) 

 
เทียบสมการ (3.8) กับสมการ (3.14) และแทนสมการ (3.11) สําหรับคาความเครียดสุทธิจะได 
 

                                          kkσ  
( ) ( )kk

E 3
1 2

= ε − κΘ
− ν

 (3.15) 

 

                                           ijS  e
ij

e

2 e
3 e
σ

=  (3.16) 

 
สมการ (3.8) สามารถเขียนใหมในรูปผลบวกของเวกเตอรความเคนไดเปน 
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                                        { }σ  { } { }  S= σ +  (3.17) 
 
โดยที ่ { }σ  แทนเวกเตอรความเคนสุทธ ิ

 { }σ  แทนเวกเตอรความเคนตั้งฉากเฉลี่ย 

 { }S  แทนเวกเตอรความเคนดิเวียทอริก 
 
โดยลักษณะของเวกเตอรตาง ๆ จะขึ้นกับชนิดของปญหาวาเปนปญหาความเคนในระนาบ 
ความเครียดในระนาบหรือปญหาสมมาตรรอบแกน 

 
 

3.1.1  ปญหาความเคนในระนาบ (Plane Stress Condition) 
 

สําหรับปญหาความเคนในระนาบซึ่ง 33 31 23 31 23 0σ = σ = σ = γ = γ =  สมการ (3.14) 

สามารถเขียนอยูในรูปเวกเตอรความเคนดังสมการ (3.17) ในรูปความสัมพันธระหวางเวกเตอร
ความเคนและความเครียดไดเปน 
 

                                              { }σ  [ ]{ }o E= ε − ε  (3.18) 
 

                                               { }S  [ ]{ } [ ]{ }o G   H= ε − ε  (3.19) 
 

โดยกําหนดให 
 
                             { }Tσ  11 22 12 = σ σ σ⎢ ⎥⎣ ⎦   (3.20ก)   
 
                             { }Tσ   0= σ σ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.20ข) 
 
                             { }TS  11 22 12 S S S= ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.20ค) 
 
                             { }Tε  11 22 12 = ε ε γ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.20ง) 
 
                            { }T

oε   0= κΘ κΘ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.20จ) 
 

                             [ ]G  
( )( )

1 0
E 1 0

1 2 1 2
0 0 0.5

+β −β⎡ ⎤
β ⎢ ⎥= −β +β⎢ ⎥− ν + β

⎢ ⎥+β⎣ ⎦

 (3.20ฉ) 

 



 31

                             [ ]H  
( )( )

1 0 0
E 0 1 0

1 2 1 2
0 0 0

⎡ ⎤
β ⎢ ⎥= ⎢ ⎥− ν + β

⎢ ⎥⎣ ⎦

 (3.20ช) 

 

                              [ ]E  
( )( )

1 1 0
E 1 1 0

1 2 1 2
0 0 0

⎡ ⎤
β ⎢ ⎥= ⎢ ⎥− ν + β

⎢ ⎥⎣ ⎦

 (3.20ซ) 

 

                                β  e

e

2 1 2 
3 E e

⎛ ⎞σ− ν⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 (3.20ฌ) 

 

                               2
ee  

( )
( )

( )
2

2
11 22 11 222

14 4   
3 31 2

+β+β
= ε + ε − ε ε

+ β
  

                                           
( )

( )2
12 11 222

1 4   
3 1 2

κΘ
+ γ − ε + ε − κΘ

+ β
 (3.20ญ) 

 
โดยที ่ { }ε  แทนเวกเตอรความเครียดสุทธ ิ

 { }oε  แทนเวกเตอรความเครียดเนื่องจากอุณหภูมิ 
 
ในกรณีปญหาความเคนในระนาบคาความเครียดประสิทธิผลเมื่อเขียนอยูในรูปของคาความเครียด
บนพิกัดสองมิติ ( )11 22 12, , ε ε γ  แลวจะขึ้นอยูกับคาอุณหภูมิดวย ดังนั้นเมตริกซ [ ]G , [ ]H  และ 

[ ]E  จึงไมเพียงขึ้นกับคาความเครียดบนพิกัดสองมิติเทานั้นแตยังขึ้นกับคาอุณหภูมิดวย 
 
 
3.1.2  ปญหาความเครียดระนาบ (Plane Strain Condition) 
 

สําหรับปญหาความเครียดในระนาบซึ่ง 31 23 33 31 23 0σ = σ = ε = γ = γ =  สมการ (3.14) 

สามารถเขียนอยูในรูปเวกเตอรความเคนดังสมการ (3.17) ในรูปความสัมพันธระหวางเวกเตอร
ความเคนและความเครียดไดเปน 
 
                                              { }σ  [ ]{ }o E= ε − ε  (3.21) 
 
                                               { }S  [ ]{ } G= ε  (3.22) 
 
กําหนดให 
 
                             { }Tσ  11 22 12 = σ σ σ⎢ ⎥⎣ ⎦   (3.23ก)  
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                             { }Tσ   0= σ σ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.23ข) 
 
                             { }TS  11 22 12 S S S= ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.23ค) 
 
                             { }Tε  11 22 12 = ε ε γ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.23ง) 
 
                            { }T

oε   1.5 1.5 0= κΘ κΘ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.23จ) 
 

                             [ ]G  e

e

2 1 0
2 1 2 0
9 e

0 0 1.5

−⎡ ⎤
⎛ ⎞σ ⎢ ⎥= −⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦

 (3.23ฉ) 

 

                             [ ]E  
( )

1 1 0
E 1 1 0

3 1 2
0 0 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥− ν
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (3.23ช) 

 

                               2
ee  ( )2 2 2

11 22 11 22 12
4 1   
9 3

= ε + ε − ε ε + γ  (3.23ซ) 

 
ในกรณีปญหาความเครียดในระนาบคาความเครียดประสิทธิผลเมื่อเขียนอยูในรูปของคา
ความเครียดบนพิกัดสองมิติแลวจะไมขึ้นอยูกับคาอุณหภูมิดวย ดังนั้นเมตริกซ [ ]G  และ [ ]E  จึง
ขึ้นอยูกับคาความเครียดบนพิกัดสองมิติเทานั้นทําใหการสรางสมการเพื่อใชในการวิเคราะหทําได
งายกวาปญหาความเคนในระนาบมาก 
 
 
3.1.3  ปญหาสมมาตรรอบแกน (Axisymmetric Condition) 

 
สําหรับปญหาสมมาตรรอบแกนซึ่ง 31 23 31 23 0σ = σ = γ = γ =  สมการ (3.14) สามารถ

เขียนอยูในรูปเวกเตอรความเคนดังสมการ (3.17) ในรูปความสัมพันธระหวางเวกเตอรความเคน
และความเครียดไดเปน 
 
                                              { }σ  [ ]{ }o E= ε − ε  (3.24) 
 
                                               { }S  [ ]{ } G= ε  (3.25) 
 
กําหนดให 
 
                             { }Tσ  11 22 12 33 = σ σ σ σ⎢ ⎥⎣ ⎦   (3.26ก)  
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                             { }Tσ   0= σ σ σ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.26ข) 
 
                             { }TS  11 22 12 33 S S S S= ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.26ค) 
 
                             { }Tε  11 22 12 33 = ε ε γ ε⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.26ง) 
 
                            { }T

oε   0= κΘ κΘ κΘ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.26จ) 
 

                             [ ]G  e

e

2 1 0 1
1 2 0 12 

0 0 1.5 09 e
1 1 0 2

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎛ ⎞σ ⎢ ⎥= ⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

 (3.26ฉ) 

 

                             [ ]E  
( )

1 1 0 1
1 1 0 1E 
0 0 0 03 1 2
1 1 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥− ν
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (3.26ช) 

 

                    2
ee  ( )2 2 2 2

11 22 33 11 22 22 33 33 11 12
4 1   
9 3

= ε + ε + ε − ε ε − ε ε − ε ε + γ  (3.26ซ) 

 
ในกรณีปญหาสมมาตรรอบแกนคาความเครียด 33ε  ในทิศทางรอบแกนจะมีความสัมพันธกับระยะ
เคล่ือนตัวในแนวรัศมีดังสมการ 
 

                                                       33ε  u
r

=  (3.27) 

 
โดยที ่ u  แทนคาระยะเคลื่อนตัวในทิศทางตามแนวรัศม ี

 r  แทนระยะทางในแนวรัศมีวัดจากแกนสมมาตร 
 
ในกรณีสมมาตรรอบแกนนี้จะคลายกับกรณีปญหาความเครียดในระนาบคือเมตริกซ [ ]G  และ [ ]E  

จะขึ้นอยูกับคาความเครียดบนพิกัดสองมิติเทานั้นดังนั้นสมการที่ใชในการวิเคราะหจะสรางไดงาย
กวาปญหาความเคนในระนาบมาก 
 
 
3.2  ฟงกชั่นการประมาณภายในเอลิเมนต 
 
 ในวิทยานิพนธนี้ใชเอลิเมนตสองชนิดในการจําลองปญหา โดยเอลิเมนตที่ปลายรอยราว 
(Crack Tip Element) เปนไอโซพาราเมตริกซเอลิเมนต (Isoparametric Element) แบบ



 34

ส่ีเหล่ียมเกาจุดตอ (Lagrange Family) ที่จุดตอทั้งสามจุดของดานหนึ่งถูกยุบมารวมกันที่ปลาย
รอยราวโดยที่จุดตอทั้งสามยังสามารถเคลื่อนตัวไดเปนอิสระตอกันเมื่อเกิดการเสียรูปซึ่งทําใหผล

เฉลยคาความเครียดที่ไดแปรผันกับระยะตามแนวรัศมีจากปลายรอยราว r เปน 1
r

 ซ่ึงสอดคลองกับ

ผลเฉลยของคาความเครียดที่บริเวณปลายรอยราวสําหรับวัสดุที่มีพฤติกรรมแบบพลาสติกสมบูรณ 
(Perfectly Plastic) [6] ขณะที่เอลิเมนตที่บริเวณอื่นจะเปนไอโซพาราเมตริกซเอลิเมนตแบบ
สามเหลี่ยมหกจุดตอ 
 
 
3.2.1  เอลิเมนตสี่เหลี่ยมเกาจุดตอ (9-node Rectangular Element) 
 
 ไอโซพาราเมตริกซเอลิเมนตแบบสี่เหล่ียมเกาจุดตอดังแสดงในรูปที่ 3.1 ประกอบดวยจุด
ตอ (Node) ทั้งหมดเกาจุดโดยแตละจุดจะประกอบไปดวยตัวแปรไมทราบคาซ่ึงในกรณีปญหา
ของแข็งที่มีคาความเครียดเร่ิมตนเนื่องจากอุณหภูมินั้น ตัวแปรไมทราบคาเหลานี้ไดแก คาอุณหภูมิ
และระยะเคลื่อนตัวที่จุดตอเปนตน 

 

η

ξ

( )1, 1− − ( )0, 1− ( )1, 1−

( )1,0

( )1,1( )0,1( )1,1−

( )1,0−
( )0,0

y

x

 
 
รูปที่ 3.1  ไอโซพาราเมตริกซเอลิเมนตแบบสี่เหล่ียมเกาจุดตอซ่ึงใชเปนเอลิเมนตที่ปลายรอยราว 

 
ลักษณะการประมาณภายในเอลิเมนตชนิดนี้เปนแบบอันดับสอง (Quadratic Interpolation) ซ่ึง
ความสัมพันธระหวางพิกัด x y−  และพิกัดธรรมชาติ (Natural Coordinates) ξ − η  สามารถ
เขียนแทนไดดวยสมการ 
 
 ( ) { }x ,    N xξ η = ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.28ก) 

 ( ) { }y ,    N yξ η = ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.28ข) 
 
                    N⎢ ⎥⎣ ⎦  1 2 3 4 5 6 7 8 9 N N N N N N N N N= ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.29ก)  

                    { }Tx  1 2 3 4 5 6 7 8 x x x x x x x x= ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.29ข) 

                    { }Ty  1 2 3 4 5 6 7 8 y y y y y y y y= ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.29ค) 



 35

โดยที ่ iN  แทนฟงกชันการประมาณภายใน (Interpolation Function) ของจุดตอ i 
 ix  แทนคาพิกัดในแนวแกน x ของจุดตอ i 
 iy  แทนคาพิกัดในแนวแกน y ของจุดตอ i 
 
โดยฟงกชันการประมาณภายในซึ่งเขียนอยูในรูปพิกัดธรรมชาติมีคาเทากับ [25] 
 

                               ( )1N ,  ξ η  ( ) ( )1 1 1
4

= + ξ − ξ η − η  

                               ( )2N ,  ξ η  ( ) ( )1 1 1
4

= − ξ + ξ η − η  

                               ( )3N ,  ξ η  ( ) ( )1 1 1
4

= + ξ + ξ η + η  

                               ( )4N ,  ξ η  ( ) ( )1 1 1
4

= − ξ − ξ η + η   

                               ( )5N ,  ξ η  ( ) ( )21 1 1
2

= − − ξ η − η  (3.30) 

                               ( )6N ,  ξ η  ( )( )21 1 1
2

= + ξ + ξ − η  

                               ( )7N ,  ξ η  ( ) ( )21 1 1
2

= + − ξ η + η  

                               ( )8N ,  ξ η  ( )( )21 1 1
2

= − ξ − ξ − η  

                               ( )9N ,  ξ η  ( ) ( )2 2    1 1= − ξ − η  
 
โดยกําหนดใหการกระจายของตัวแปรไมทราบคาตาง ๆ ภายในเอลิเมนตมีคาดังสมการ 
 
 ( ) { },    NΦ ξ η = Φ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.31) 
 
                         { }TΦ  1 2 3 4 5 6 7 8 = Φ Φ Φ Φ Φ Φ Φ Φ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.32) 
 
โดยที ่ iΦ  แทนคาของตัวแปรไมทราบคาใด ๆ ที่จุดตอ i 
 
 
3.2.2  เอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอ (6-node Triangular Element) 
 
 สําหรับไอโซพาราเมตริกซเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยมหกจุดตอดังแสดงในรูปที่ 3.2 

ลักษณะการประมาณภายในเอลิเมนตจะเปนแบบอันดับสอง ความสัมพันธระหวางพิกัด x y−  กับ
พิกัดธรรมชาติ ξ − η  และลักษณะการกระจายของตัวแปรไมทราบคาใด ๆ บนเอลิเมนตสามารถ
เขียนแทนไดดังสมการ (3.28ก), (3.28ข) และ (3.31) ตามลําดับโดยเปลี่ยนจํานวนจุดตอจากเกา
จุดตอเปนหกจุดตอ 
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รูปที่ 3.2  ไอโซพาราเมตริกซเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยมหกจดุตอ 
 
โดยฟงกชันการประมาณภายในซึ่งเขียนอยูในรูปพิกัดธรรมชาติมีคาเทากับ [26] 
 
                               ( )1N ,  ξ η  ( )( )1 1 2 2= − ξ −η − ξ − η  

                               ( )2N ,  ξ η  ( ) 2 1= ξ ξ −  

                               ( )3N ,  ξ η  ( ) 2 1= η η−  

                               ( )4N ,  ξ η  ( )  4 1= ξ − ξ −η  (3.33) 

                               ( )5N ,  ξ η   4= ξη  

                               ( )6N ,  ξ η  ( )  4 1= η −ξ −η  
 
 
3.3  สมการไฟไนตเอลิเมนต 
 
 จากทฤษฎีงานเสมือน (Principle of Virtual Work) Crisfield [27] คางานที่เกิดจาก
ระยะเคลื่อนตัวเสมือนสามารถเขียนอยูในรูปผลคูณของเวกเตอรตาง ๆ ไดดังสมการ  
 

 { } { } { } { } { } { }TTT

S

V  d   T u dS  f u d
Ω Ω

δ = σ δ ε Ω − δ − δ Ω∫ ∫ ∫  (3.34) 

 
โดยที ่ δV  แทนคางานเสมือน (Virtual Work) 
 dΩ  แทนการอินทิเกรตบนปริมาตร 

 dS  แทนการอินทิเกรตบนพื้นที่ผิว 

 { }δ u  แทนเวกเตอรการเคลื่อนตัวเสมือน (Virtual Displacement Vector) 
 { }δ ε  แทนเวกเตอรความเครียดเสมือน (Virtual Strain Vector) 
 { }T  แทนเวกเตอรความเคนดึงที่ผิว (Surface Traction Vector) 
 { }f  แทนเวกเตอรแรงวัตถุ (Body Force Vector) 
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โดยเวกเตอรตาง ๆ มีรายละเอียดดังนี้ 
 

                                                    { }δ u    u
 

v
δ⎧ ⎫

= ⎨ ⎬δ⎩ ⎭
 { }N u⎡ ⎤= δ⎣ ⎦  (3.35ก) 

                                                      { }T  x

y

T
 

T
⎧ ⎫

= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

 { }N T⎡ ⎤= ⎣ ⎦  (3.35ข) 

                                                      { }f  x

y

f
 

f
⎧ ⎫

= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

 { }N f⎡ ⎤= ⎣ ⎦  (3.35ค) 

 

                                   N⎡ ⎤⎣ ⎦   1 2 n

1 2 n

N 0 N 0 N 0
 

0 N 0 N 0 N
…⎡ ⎤

= ⎢ ⎥…⎣ ⎦
 (3.36ก) 

                                 { }Tuδ  1 1 2 2 n n u v u v u v= δ δ δ δ δ δ⎢ ⎥⎣ ⎦L  (3.36ข) 
                                   { }TT  x1 y1 x 2 y2 xn yn T T T T T T⎢ ⎥= ⎣ ⎦L  (3.36ค) 

                                   { }Tf  x1 y1 x2 y2 xn yn f f f f f f⎢ ⎥= ⎣ ⎦L  (3.36ง) 
 
โดยที ่ δu  แทนสนามการเคลื่อนตัวเสมือนในแนวแกน x 

 δv  แทนสนามการเคลื่อนตัวเสมือนในแนวแกน y 

 xT  แทนสนามความเคนดึงที่ผิวในแนวแกน x 

 yT  แทนสนามความเคนดึงที่ผิวในแนวแกน y 

 xf  แทนสนามแรงวัตถุในแนวแกน x 

 yf  แทนสนามแรงวัตถุในแนวแกน y 

 iδu  แทนคาการเคลื่อนตัวเสมือนในแนวแกน x ที่จุดตอ i 
 iδv  แทนคาการเคลื่อนตัวเสมือนในแนวแกน y ที่จุดตอ i 
 xiT  แทนคาความเคนดึงที่ผิวในแนวแกน x ที่จุดตอ i 
 yiT  แทนคาความเคนดึงที่ผิวในแนวแกน y ที่จุดตอ i 
 xif  แทนคาแรงวัตถุในแนวแกน x ที่จุดตอ i 
 yif  แทนคาแรงวัตถุในแนวแกน x ที่จุดตอ i 
 n  แทนจํานวนจุดตอทั้งหมดบนเอลิเมนต 
 

แทนเวกเตอรความเคนสุทธิดวยผลบวกของเวกเตอรความเคนตั้งฉากเฉลี่ยและความเคนดิเวียทอริก
จากสมการ (3.17) จะไดสมการงานเสมือนเปน 
 

   Vδ  { } { } { } { } { } { } { } { }TTT T

S

 d   S d   T u dS  f u d
Ω Ω Ω

= σ δ ε Ω + δ ε Ω − δ − δ Ω∫ ∫ ∫ ∫  (3.37) 
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เวกเตอรความเครียดสามารถเขียนอยูในรูปความสัมพันธระหวางเมตริกซความสัมพันธระหวางคา
ความเครียดและระยะเคลื่อนตัว กับเวกเตอรคาการเคลื่อนตัวที่จุดตอไดดังสมการ  
 

 { } [ ]{ } B uε =  (3.38) 
 

ในกรณีปญหาความเคนและความเครียดในระนาบ เมตริกซและเวกเตอรดานบนมีรายละเอียดดังนี ้
 

 { }
11

22

12

u
x
v    
y

u v
y x

⎧ ⎫∂
⎪ ⎪

∂⎪ ⎪ε⎧ ⎫
⎪ ⎪∂⎪ ⎪ε = ε =⎨ ⎬ ⎨ ⎬∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪γ⎩ ⎭ ⎪ ⎪∂ ∂

+⎪ ⎪
∂ ∂⎩ ⎭

 (3.39ก) 

 

 [ ]

1 2 n

1 2 n

1 1 2 2 n n

N N N0 0 0
x x x

N N NB   0 0 0
y y y

N N N N N N
y x y x y x

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂

= ⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

L

L

L

 (3.39ข) 

 
สําหรับปญหาสมมาตรรอบแกนจะได [28] 
 

 { }

11

22

12

33

u
x
v
y

    
u v
y x

u
r

∂⎧ ⎫
⎪ ⎪∂⎪ ⎪ε⎧ ⎫ ∂⎪ ⎪

⎪ ⎪ ⎪ ⎪ε ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪ε = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬γ ∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪+
⎪ ⎪ ⎪ ⎪∂ ∂ε⎩ ⎭ ⎪ ⎪

⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

 (3.40ก) 

 

 [ ]

1 2 n

1 2 n

1 1 2 2 n n

1 2 n

N N N0 0 0
x x x

N N N0 0 0
y y y

B   
N N N N N N
y x y x y x

N N N0 0 0
r r r

∂ ∂ ∂⎡ ⎤
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥

∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂

= ⎢ ⎥
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

L

L

L

L

 (3.40ข) 
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                                      { }T
1 1 2 2 n nu   u v u v u v= ⎢ ⎥⎣ ⎦L  (3.41) 

 
โดยที ่ [ ]B  แทนเมตริกซความสัมพันธระหวางคาความเครียดและระยะเคลื่อนตัว 
  (Strain-Displacement Matrix) 
 { }u  แทนเวกเตอรการเคลื่อนที่จุดตอ (Nodal Displacement Vector) 

  iu  แทนคาการเคลื่อนตัวในแนวแกน x ที่จุดตอ i 
  iv  แทนคาการเคลื่อนตัวในแนวแกน y ที่จุดตอ i 
 
ในทํานองเดียวกันเวกเตอรความเครียดเสมือนสามารถเขียนแทนไดเปน 
 
 { } [ ] { } B uδ ε = δ  (3.42) 
 

แทนสมการ (3.35ก) และ (3.42) ลงในสมการ (3.37) จะไดสมการงานเสมือนเปน 
 

                          Vδ  { } [ ] { } { } [ ] { }T T B d u   S B d u
Ω Ω

= σ Ωδ + Ωδ∫ ∫  

 

 { } { } { } { }TT

S

 T N dS u   f N d u
Ω

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− δ − Ωδ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫  (3.43) 

 

ที่สภาวะสมดุลย (Equilibrium State) คางานเสมือนจะมีคาเปนศูนยและเนื่องจากคาการเคลือ่นตวั
เสมือนที่จุดตอเปนคาใด ๆ ก็ได ดังนั้นสมการไฟไนตเอลิเมนตที่สภาวะสมดุลยจะมีคาเทากับ 
 
                              { } { } { } { } { }vol dev trac bodyF   F   F   F   0+ − − =  (3.44) 
 
                                   { }volF  [ ] { }TB d

Ω

= σ Ω∫  (3.45ก) 

                                   { }devF  [ ] { }TB S d
Ω

= Ω∫  (3.45ข) 

                                   { }tracF  { }T

S

N T dS⎡ ⎤= ⎣ ⎦∫  (3.45ค) 

                                  { }bodyF  { }T
N f d

Ω

⎡ ⎤= Ω⎣ ⎦∫  (3.45ง) 

 
โดยที ่ { }volF  แทนโหลดเวกเตอรเนื่องจากคาความเคนตั้งฉากเฉลี่ย 

 { }devF  แทนโหลดเวกเตอรเนื่องจากคาความเคนดิเวียทอริก 

 { }tracF  แทนโหลดเวกเตอรเนื่องจากคาความเคนดึงที่ผิว 

 { }bodyF  แทนโหลดเวกเตอรเนื่องจากคาแรงวัตถุ 
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จากสมการ (3.18), (3.21), (3.24) และ (3.38) โหลดเวกเตอรเนื่องจากคาความเคนตั้งฉากเฉลี่ย
สามารถเขียนอยูในรูปเดียวกันไดทั้งหมดสําหรับปญหาความเคนและความเครียดในระนาบ และ
ปญหาสมมาตรรอบแกนไดเปน 
 
                        { } [ ] [ ][ ] { } [ ] [ ]{ }T Tvol

oF   B E B d u   B E d
Ω Ω

= Ω − ε Ω∫ ∫  (3.46) 

 
สําหรับโหลดเวกเตอรเนื่องจากคาความเคนดิเวียทอริกจะไมสามารถเขียนอยูในรูปที่เหมือนกนัได
ทั้งหมด โดยในกรณีปญหาความเคนในระนาบจากสมการ (3.19) และ (3.38) จะได 
 
                        { } [ ] [ ][ ] { } [ ] [ ]{ }T Tdev

oF   B G B d u   B H d
Ω Ω

= Ω − ε Ω∫ ∫  (3.47ก) 

 
สําหรับปญหาความเครียดในระนาบและปญหาสมมาตรรอบแกนจากสมการ (3.22), (3.25) และ 

(3.38) จะได 
 
                                        { } [ ] [ ][ ] { }TdevF   B G B d u

Ω

= Ω∫  (3.47ข) 

 
แทนสมการ (3.35ข) ลงในสมการ (3.45ค) จะไดโหลดเวกเตอรเนื่องจากคาความเคนดึงที่ผิวเปน 
 
                                                  { } { }Ttrac

S

F   N N dS T⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫  (3.48) 

 
ในทํานองเดียวกันแทนสมการ (3.35ค) ลงในสมการ (3.45ง) จะไดโหลดเวกเตอรเนื่องจากแรง
วัตถุมีคาเทากับ 
 
                                                { } { }TbodyF   N N d f

Ω

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= Ω⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫  (3.49) 

 
จากสมการ (3.20จ), (3.23จ) และ (3.26จ) ความสัมพันธระหวางเวกเตอรคาความเครียดเนื่องจาก
อุณหภูมิและคาสนามอุณหภูมิสามารถเขียนใหมไดเปน 
 
                                        { } { }o   ε = κ Θ  (3.50) 
 
โดยที ่ { }κ  แทนเวกเตอรสัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากความรอน 
 
กรณีความเคนในระนาบ 
 
                                        { }T  0κ = κ κ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.51ก) 
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กรณีความเครียดในระนาบ 
 
 { }T  1.5 1.5 0κ = κ κ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.51ข) 
 
กรณีสมมาตรรอบแกน 
 
 { }T   0κ = κ κ κ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.51ค) 
 
จากสมการ (3.31) และ (3.32) เราสามารถสรางสมการสนามอุณหภูมิไดเปน 
 
 { }  NΘ = Θ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.52) 
 
 { }T

1 2 n  Θ = Θ Θ Θ⎢ ⎥⎣ ⎦L  (3.53) 
 
โดยที ่ { }Θ  แทนเวกเตอรอุณหภูมิที่จุดตอ 

   iΘ  แทนคาอุณหภูมิที่จุดตอ i 
 
แทนสมการ (3.52) ลงในสมการ (3.50) จะไดสมการความสัมพันธระหวางเวกเตอรคาความเครยีด
เนื่องจากอุณหภูมิและคาอุณหภูมิที่จุดตอเปน 
 
                                                   { } { } { }o   Nε = κ Θ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.54) 
 
 
3.4  วิธีการทําซ้ํา 
 
 เนื่องจากสมการไฟไนตเอลิเมนตที่สภาวะสมดุลย (3.44) อยูในรูปของระบบสมการไมเชิง
เสน (Nonlinear System of Equations) ดังนั้นเราจึงตองประยุกตใชวิธีการทําซ้ําเพื่อหาผลเฉลย
ที่ทําใหระบบสมการอยูในสภาวะสมดุลย วิธีการทําซํ้าที่ใชในวิทยานิพนธนี้คือวิธีการทําซ้ําแบบนิว
ตัน-ราฟสัน (Newton-Raphson Iteration Scheme) [27] ซ่ึงสรางขึ้นจากการกระจายอนุกรม
เทยเลอร (Taylor’s Series) พิจารณาสมการสภาวะสมดุลย (3.44) ซ่ึงเขียนใหมในรูป 
 
                        { } { } { } { } { } { }vol dev trac bodyg   F   F   F   F   0= + − − =  (3.55) 
 
โดยที ่ { }g  แทนเวกเตอรความไมสมดุลของแรง (Out of Balance Force Vector) 
 
ตัวแปรอิสระทั้งหมดของสมการดานบนประกอบไปดวย คาเคลื่อนตัว อุณหภูมิ ความเคนดึงที่ผิว
และแรงวัตถุที่จุดตอ โดยหากคาตัวแปรอิสระทั้งหมดเปนผลเฉลยที่ถูกตองแลวเวกเตอรความไม
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สมดุลยของแรงจะมีคาเปนศูนย ประยุกตอนุกรมเทยเลอรอันดับที่หนึ่ง (1st Order Taylor’s 

Series) เขากับสมการ (3.55) จะไดสมการใหมซ่ึงเขียนอยูในรูปเทนเซอรเปน 
 

                        i i i i
i m n p q

m n p q

g g g gg   u     T   f
u T f
∂ ∂ ∂ ∂

Δ = Δ + ΔΘ − Δ − Δ
∂ ∂Θ ∂ ∂

 (3.56) 

 
โดยที ่ Δ  แทนผลตางของตัวแปรอิสระระหวางคาใหมและเกา 
 
เนื่องจากคาความเคนประสิทธิผลมีความสัมพันธโดยตรงกับคาความเครียดประสิทธิผลดังแสดงใน
สมการ (3.9) ดังนั้นจากสมการ (3.20ญ), (3.23ซ) และ (3.26ซ) จะไดอัตราสวนของคาความเคน
ประสิทธิผลตอคาความเครียดประสิทธิผลมีคาขึ้นอยูกับคาการเคลื่อนตัวที่จุดตอดวย นอกจากนั้น
ในกรณีปญหาความเคนในระนาบคาอัตราสวนนี้ยังขึ้นอยูกับคาอุณหภูมิที่จุดตออีกดวย ดังนั้น
สมการ (3.56) สามารถกระจายออกไดเปน 
 

                        
vol dev vol

i i i
i m m n

m m n

F F Fg   u   u   
u u

∂ ∂ ∂
Δ = Δ + Δ + ΔΘ

∂ ∂ ∂Θ
 

 

                                   
dev trac body
i i i

n p q
n p q

F F F   T   f
T f

∂ ∂ ∂
+ ΔΘ − Δ − Δ

∂Θ ∂ ∂
 (3.57) 

 
จากสมการ (3.35ข), (3.35ค) และ (3.36ก) เนื่องจากความสัมพันธระหวางโหลดเวกเตอร
เนื่องจากความเคนดึงที่ผิวและคาความเคนดึงที่ผิวที่จุดตอตาง ๆ เปนแบบเชิงเสน เชนเดียวกับ
ความสัมพันธระหวางโหลดเวกเตอรเนื่องจากแรงวัตถุและคาแรงวัตถุที่จุดตอตาง ๆ ดังนั้นสมการ 

(3.57) สามารถเขียนใหมไดเปน 
 

 
vol dev vol

i i i
i m m n

m m n

F F Fg   u   u   
u u

∂ ∂ ∂
Δ = Δ + Δ + ΔΘ

∂ ∂ ∂Θ
 

 

                                   
dev

trac bodyi
n i i

n

F   F   F∂
+ ΔΘ − Δ − Δ

∂Θ
 (3.58ก) 

 
ซ่ึงสามารถเขียนอยูในรูปเมตริกซไดเปน 
 

             { } { } { }
vol dev vol devF F F Fg   u   
u u

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
Δ = + Δ + + ΔΘ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂Θ ∂Θ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

  
                            { } { }trac body F   F− Δ − Δ  (3.58ข) 
 



 43

โดยที ่
volF
u

⎡ ⎤∂
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

 แทนเมตริกซความแข็งเกร็งสัมผัสเนื่องจากคาความเคนตั้งฉากเฉลี่ย 

 
devF
u

⎡ ⎤∂
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

 แทนเมตริกซความแข็งเกร็งสัมผัสเนื่องจากคาความเคนดิเวียทอริก 

 
ในการหาผลเฉลยของสมการ (3.58) นั้นจะประกอบดวยขั้นตอนสองขั้นตอน โดยในขั้นตอนแรก
จะทําการหาผลเฉลยโดยประมาณของคาตัวแปรอิสระจากการแทนคาเวกเตอร { } { }g 0Δ =  ลงใน
สมการ (3.58ข) ซ่ึงไดมาจากความเขาใจที่วาหากผลตางของคาตัวแปรอิสระมีคานอยมาก ๆ แลว
ผลเฉลยของคาตัวแปรอิสระที่ไดจากสมการอนุกรมเทยเลอรอันดับที่หนึ่งจะเปนผลเฉลยที่ใกลเคียง
กับผลเฉลยที่แทจริง โดยเรียกขั้นตอนการหาผลเฉลยในชวงนี้วา Incremental Solution Scheme 

ดังนั้นสมการ (3.58ข) สามารถเขียนไดใหมในขั้นตอนนี้เปน 
 

                    { } { } { }
vol dev

trac body

o

F F u   F   F
u u

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
+ Δ = Δ + Δ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 

 

                                                                   { }
vol dev

o

F F 
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂

− + ΔΘ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂Θ ∂Θ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
 (3.59) 

 
โดยสัญลักษณ [ ]o  หมายถึงเมตริกซถูกคํานวณโดยใชคาตัวแปรอิสระท่ีจุดตอตาง ๆ จาก
สถานะการวิเคราะห (Analysis State) กอนหนานี้ที่มีผลเฉลยที่อยูในสภาวะสมดุลแลว 
(Converged Solution) ในขั้นตอนตอไปจะใชวิธีการทําซํ้าเพื่อปรับปรุงผลเฉลยที่ไดในขั้นตอน
แรกใหเขาสูสภาวะสมดุลดวยการทําใหสมการสภาวะสมดุลย (3.55) มีคาเขาใกลศูนยใหมากที่สุด 
โดยเรียกขั้นตอนการหาผลเฉลยในชวงนี้วา Iterative Solution Scheme จัดรูปสมการ (3.58ข) 

ใหอยูในรูปใหมเปน 
 

            { } { } { }
vol dev

i 1 i
i

F Fg   g   u
u u+

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
= + + Δ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 

 

                                    { } { } { }
vol dev

trac trac

i 1 i
i

F F   F   F
+

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
+ + ΔΘ − +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂Θ ∂Θ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

  

 
                                    { } { }body body

i 1 i
 F   F

+
− +  (3.60) 

 
โดยที ่ i  แทนการคํานวณที่การทําซํ้าครั้งปจจุบัน 

 i 1+  แทนการคํานวณที่การทําซํ้าครั้งถัดไป 
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เนื่องจากในปญหาในวิทยานิพนธนี้ คาอุณหภูมิ คาความเคนดึงที่ผิวและคาแรงวัตถุที่จุดตอตาง ๆ 
เปนตัวแปรอิสระที่รูคาที่สถานะการวิเคราะหตาง ๆ ทั้งหมด ดังนั้นในชวงการทําซ้ํานี้สมการ 
(3.60) จะลดรูปลงเหลือ 
 

                               { } { } { }
vol dev

i 1 i
i

F Fg   g   u
u u+

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
= + + Δ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 (3.60) 

 
เพื่อที่จะหาผลเฉลยคาการเคลื่อนตัวที่จุดตอที่มีความถูกตองมากขึ้นซึ่งทําใหสมการสภาวะสมดุล 

(3.55) มีคาเขาใกลศูนย ดังนั้นเราจึงกําหนดใหเวกเตอรความไมสมดุลยของแรงที่การทําซํ้าครั้ง
ถัดไปมีคาเปนศูนย { } { }i 1

g 0
+
=  ลงในสมการ (3.60) แลวแทนสมการสภาวะสมดุลย (3.55) ที่

คํานวณในการทําซํ้าครั้งปจจุบันจะได 
 

                                    { } { }
vol dev

i
i

F F u   g
u u

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
+ Δ = −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 (3.61) 

โดยที่ 
                        { } { } { } { } { }trac body vol dev

i i i i i
g   F   F   F   F− = + − −  (3.62) 

 
สมการ (3.61) และ (3.62) เปนสมการที่ใชในชวงการทําซ้ํานี้ โดยรายละเอียดของเวกเตอรและ
เมตริกซตาง ๆ ที่ใชในขั้นตอนการคํานวณหาผลเฉลยทั้งหมดจะขึ้นอยูกับชนิดของปญหาวาเปน
ปญหาชนิดใดดังตอไปนี้ 
 
 
3.4.1  ปญหาความเคนในระนาบ 
 
 เนื่องจากคาความเครียดประสิทธิผล ee  เมื่อเขียนอยูในรูปของคาความเครียดในสองมิติ
แลวจะขึ้นอยูกับคาสนามอุณหภูมิดวยดังแสดงในสมการ (3.20ญ) ดังนั้นเมตริกซตาง ๆ ที่ใชใน
ขั้นตอนการหาผลเฉลยจึงมีความซับซอนมากกวากรณีปญหาความเครียดในระนาบและปญหา
สมมาตรรอบแกนมาก โดยคาอนุพันธของโหลดเวกเตอรตาง ๆ เทียบกับตัวแปรอิสระจะสามารถหา
ไดโดยงายเม่ือเขียนอยูในรูปเทนเซอร ดังนั้นจากสมการ (3.46) และ (3.54) คาโหลดเวกเตอร
เนื่องจากคาความเคนตั้งฉากเฉลี่ยจะมีคาเทากับ 
 
                               vol

i ji jk kl l ji jk k m mF   B E B d u   B E N d
Ω Ω

= Ω − κ ΩΘ∫ ∫  (3.63ก) 

หรือ 

                               ( )vol
i ji jk k okF   B E d

Ω

= ε − ε Ω∫  (3.63ข) 
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ดังนั้นคาอนุพันธของโหลดเวกเตอรนี้เทียบกับคาเคลื่อนตัวที่จุดตอจะมีคาเทากับ 
 

   
vol

i

n

F
u

∂
∂

 jk jkl
ji jk kl ji kl l ji k m m

n n n

E Eu B E B d   B B d u   B N d
u u uΩ Ω Ω

∂ ∂∂
= Ω + Ω − κ ΩΘ

∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫  

 ( )jk p
ji jk kl ln ji kl l k m m

p n

E
 B E B d   B B u N d

uΩ Ω

∂ ∂ε
= Ωδ + − κ Θ Ω

∂ε ∂∫ ∫  

 ( )jk
ji jk kn ji pn kl l k m m

p

E
 B E B d   B B B u N d
Ω Ω

∂
= Ω + − κ Θ Ω

∂ε∫ ∫  

 ( )jp
ji jk kn ji pl l p m m kn

k

E
 B E B d   B B u N B d
Ω Ω

∂
= Ω + − κ Θ Ω

∂ε∫ ∫  

 ( )jp
ji jk pl l p m m kn

k

E
 B E B u N B d
Ω

∂⎡ ⎤
= + − κ Θ Ω⎢ ⎥∂ε⎣ ⎦
∫   

 ( )jp
ji jk p p kn

k

E
 B E B d
Ω

∂⎡ ⎤
= + ε − κ Θ Ω⎢ ⎥∂ε⎣ ⎦
∫  (3.64) 

 
ในทํานองเดียวกันคาอนุพันธของโหลดเวกเตอรนี้เมื่อเทียบกับคาอุณหภูมิที่จุดตอจะมีคาเทากับ 
 

   
vol

i

q

F∂
∂Θ

 ( )jk m
ji kl l k m m ji jk k m

q q

E
 B B u N d   B E N d
Ω Ω

∂ ∂Θ
= − κ Θ Ω − κ Ω

∂Θ ∂Θ∫ ∫  

    ( )jk
ji kl l k m m ji jk k m mq

q

E
 B B u N d   B E N d
Ω Ω

∂ ∂Θ
= − κ Θ Ω − κ Ωδ

∂Θ ∂Θ∫ ∫  

    ( )jk
ji q kl l k m m ji jk k q

E
 B N B u N d   B E N d
Ω Ω

∂
= − κ Θ Ω − κ Ω

∂Θ∫ ∫  

    ( )jk
ji kl l k m m jk k q

E
 B B u N E N d
Ω

∂⎡ ⎤
= − κ Θ − κ Ω⎢ ⎥∂Θ⎣ ⎦
∫   

    ( )jk
ji k k jk k q

E
 B E N d
Ω

∂⎡ ⎤
= ε − κ Θ − κ Ω⎢ ⎥∂Θ⎣ ⎦
∫  (3.65) 

 
คาโหลดเวกเตอรเนื่องจากคาความเคนดิเวียทอริกสามารถหาไดจากสมการ (3.47ก) และ (3.54) มี
คาเทากับ 
 
                               dev

i ji jk kl l ji jk k m mF   B G B d u   B H N d
Ω Ω

= Ω − κ ΩΘ∫ ∫  (3.66ก) 

หรือ 

                               ( )dev
i ji jk k jk okF   B G H d

Ω

= ε − ε Ω∫  (3.66ข) 

 
ดังนั้นคาอนุพันธของโหลดเวกเตอรนี้เมื่อเทียบกับคาเคลื่อนตัวที่จุดตอจะมีคาเทากับ 
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dev
i

n

F
u

∂
∂

 jp jp
ji jk p p kn

k k

G H
 B G B d
Ω

∂ ∂⎡ ⎤
= + ε − κ Θ Ω⎢ ⎥∂ε ∂ε⎣ ⎦
∫  (3.67) 

 
ในทํานองเดียวกันเมื่อเทียบกับคาอุณหภูมิที่จุดตอจะได 
 

                          
dev
i

q

F∂
∂Θ

 jk jk
ji k k jk k q

G H
 B H N d
Ω

∂ ∂⎡ ⎤
= ε − κ Θ− κ Ω⎢ ⎥∂Θ ∂Θ⎣ ⎦
∫  (3.68) 

 
จากสมการ (3.48) คาโหลดเวกเตอรเนื่องจากความเคนดึงที่ผิวสามารถเขียนใหอยูในรูปเทนเซอร
ไดเปน 
 
                                                  trac

i ji jk k
S

F   N N dST= ∫  (3.69) 

 
ดังนั้นคาอนุพันธของโหลดเวกเตอรนี้เทียบกับคาความเคนดึงที่จุดตอจะมีคาเทากับ 
 

                      
trac

i k
ji jk ji jk km ji im

m mS S S

F T  N N dS   N N dS   N N dS
T T

∂ ∂
= = δ =

∂ ∂∫ ∫ ∫  (3.70) 

 
ในทํานองเดียวกันจากสมการ (3.49) คาโหลดเวกเตอรเนื่องจากคาแรงวัตถุจะมีคาเทากับ 
 
                                                  trac

i ji jk k
S

F   N N dSf= ∫  (3.71) 

 
ดังนั้นคาอนุพันธของโหลดเวกเตอรนี้เทียบกับคาแรงวัตถุที่จุดตอจะมีคาเทากับ 
 

                      
trac

i k
ji jk ji jk km ji im

m m

F f  N N d   N N d   N N d
f fΩ Ω Ω

∂ ∂
= Ω = Ωδ = Ω

∂ ∂∫ ∫ ∫  (3.72) 

 
จากสมการ (3.64), (3.65), (3.67) และ (3.68) คาเทนเซอรที่ตองทําการกระจายใหอยูในรูปที่งาย

ตอการคํานวณจะประกอบไปดวยพจน ( )jp
p p

k

E∂
ε − κ Θ

∂ε
, ( )jk

k k

E∂
ε − κ Θ

∂Θ
, jp

p
k

G∂
ε

∂ε
, 

jp
p

k

H∂
κ Θ

∂ε
, jk

k

G∂
ε

∂Θ
 และ jk

k

H∂
κ Θ

∂Θ
 เนื่องจากเมตริกซ [ ]G , [ ]H  และ [ ]E  ขึ้นอยูกับคา β  ซ่ึง

มีคาดังแสดงในสมการ (3.20ฌ) ดังนั้นคาอนุพันธของเมตริกซตาง ๆ เหลานี้สามารถเขียนใหมได
เทากับ 
 

                                    ( )jp
p p

k

E∂
ε − κ Θ

∂ε
 ( )jp

p p
k

E
 
∂ ∂β

= ε − κ Θ
∂β ∂ε

 (3.73ก) 
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                                    ( )jk
k k

E∂
ε − κ Θ

∂Θ
 ( )jk

k k

E
 
∂ ∂β

= ε − κ Θ
∂β ∂Θ

 (3.73ข) 

 

                                                   jp
p

k

G∂
ε

∂ε
 jp

p
k

G
 
∂ ∂β

= ε
∂β ∂ε

 (3.73ค) 

 

                                               jp
p

k

H∂
κ Θ

∂ε
 jp

p
k

H
 
∂ ∂β

= κ Θ
∂β ∂ε

 (3.73ง) 

 

                                                   jk
k

G∂
ε

∂Θ
 jk

k

G
 
∂ ∂β

= ε
∂β ∂Θ

 (3.73จ) 

 

                                               jk
k

H∂
κ Θ

∂Θ
 jk

k

H
 
∂ ∂β

= κ Θ
∂β ∂Θ

 (3.73ฉ) 

 
จากสมการ (3.20ง-ซ) และ (3.50-3.51ก) จะได 
 

       ( )jp
p p

E∂
ε − κ Θ

∂β
 

( )( )

11 22

11 222

0.5 0.5
2E 0.5 0.5

1 2 1 2 0

ε + ε − κΘ⎧ ⎫
⎪ ⎪= ε + ε − κΘ⎨ ⎬

− ν + β ⎪ ⎪
⎩ ⎭

 (3.74ก) 

 

                      jp
p

G∂
ε

∂β
 

( )( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

2
11 22

2
11 222

2
22

0.5 1
2E 1 0.5

1 2 1 2
0.25

⎧ ⎫+β+β ε −β +β ε
⎪ ⎪⎪ ⎪= −β +β ε + +β+β ε⎨ ⎬

− ν + β ⎪ ⎪
+β+β γ⎪ ⎪⎩ ⎭

 (3.74ข) 

 

                 jk
k

H∂
κ Θ

∂β
 

( )( )2

0.5
2E 0.5

1 2 1 2 0

κΘ⎧ ⎫
⎪ ⎪= κΘ⎨ ⎬

− ν + β ⎪ ⎪
⎩ ⎭

 (3.74ค) 

 

ดังนั้นจะเหลือพจนที่ตองกระจายใหอยูในรูปที่งายขึ้นตอไปคือ 
k

∂β
∂ε

 และ ∂β
∂Θ

 จากสมการ (3.9) 

และ (3.20ฌ) เราพบวา ( )ee f= β  ดังนั้นจะได 
 

                                            
( ) ( )2 2

e e e
e

k k k

e d e de    2e
d d

∂ ∂β ∂β
= =

∂ε β ∂ε β ∂ε
 (3.75) 

 
จากสมการ (3.20ฌ) และ (3.9) จะได 
 



 48

                                                e

e e e e

dd     
de de e

σβ ∂β ∂β
= +

∂σ ∂
 (3.76) 

 

คาอนุพันธ 
e

∂β
∂σ

 และ 
ee

∂β
∂

 สามารถหาไดโดยตรงจากสมการ (3.20ฌ) โดยเมื่อแทนกลับลงไปใน

สมการดานบนจะได 
 

                                               
( ) e e e

2
e e ee

1 2 e dd 2 1
de 3 E dee

− ν ⎡ ⎤σ σβ
= −⎢ ⎥σ⎣ ⎦

 (3.77) 

 

คาอนุพันธ e

e

d
de
σ  สามารถหาไดโดยตรงจากสมการ (3.9) เปน 

 

                                     

( )( )
e o o

e oe

e o

d   e 2de n   1 n 1
3

σ σ ε
=

ε
− + ν −

σ σ

 (3.78) 

 
หากเรากําหนดให 
 

                             
( )

( )

e o

e e e o

e oe e

e o

2 1   1
e d 3 eA  1   

2 nde 1   
3 e n 1

σ σ
+ ν −

⎡ ⎤σ ε
= − =⎢ ⎥ σ σσ⎣ ⎦ + ν −

ε −

  (3.79) 

 
จากสมการ (3.79) และ (3.20ฌ) ดังนัน้สมการ (3.77) สามารถเขียนไดใหมเปน 
 

                                                     
e e

d  A
de e
β β

= −  (3.80) 

 
แทนสมการ (3.80) ลงในสมการ (3.75) จะได 
 

                                       
( )2 2

e e
e

k k k

e

e e1  2e   2
Ad

de

∂ ∂β ∂β
= = −

∂ε ∂ε β ∂ε⎛ ⎞β
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (3.81) 

 

ในขณะเดียวกันคาอนุพันธ ( )2
e

k

e∂

∂ε
 เองก็สามารถหาไดจากการพิจารณาสมการ (3.20ญ) เปน 

 

                                     
( ) ( ) ( )2 2 2

e e e

k k k

e e e
    

β

∂ ∂ ∂∂β
= +

∂ε ∂β ∂ε ∂ε
 (3.82) 
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จากสมการ (3.20ญ) จะไดคาอนุพันธ 
 

                                     
( ) ( ) ( )

( )

22
e 11 22 11 22

3

e 4
  4

1 2

⎡ ⎤∂ ε + ε − κΘ ε + ε − κΘ
= − ⎢ ⎥

∂β + β⎢ ⎥⎣ ⎦
 (3.83ก) 

 

                                     
( )

( )
{ }

2
e T

2
k

e 8 1 C
3 1 2

β

∂
=

∂ε + β
 (3.83ข) 

 
โดยที ่
 

                         { }
( ) ( )
( ) ( )

( )

2 2
11 22

2 2
11 22

2
12

1 0.5 1.5

C   0.5 1 1.5

0.25

⎧ ⎫+β+β ε + −β−β ε − κΘ
⎪ ⎪⎪ ⎪= −β−β ε + +β+β ε − κΘ⎨ ⎬
⎪ ⎪

+β+β γ⎪ ⎪⎩ ⎭

 (3.84) 

 
จากสมการ (3.81-84) จะได 
 

   
( )

{ }

( )
( ) ( )

T

2 2 2
k e 11 22 11 22

3 2
e

A C4 1  
3 e1 2 42 A1

e1 2

∂β β
= −

∂ε ⎡ ⎤⎧ ⎫+ β ε + ε − κΘ ε + ε − κΘβ ⎪ ⎪⎢ ⎥− ⎨ ⎬
⎢ ⎥+ β ⎪ ⎪⎩ ⎭⎣ ⎦

 (3.85) 

 

คาอนุพันธ ( )2
ee∂

∂Θ
 สามารถหาไดในทํานองเดียวกันกับสมการ (3.75) และ (3.81) เทากับ 

   

                               
( ) ( )2 2 2

e e e e
e

e d e de e    2e   2
d d A

∂ ∂β ∂β ∂β
= = = −

∂Θ β ∂Θ β ∂Θ β ∂Θ
 (3.86) 

 
ในทํานองเดียวกันกับสมการ (3.82) จะได 
 

                                                    
( ) ( ) ( )2 2 2

e e ee e e
    

β

∂ ∂ ∂∂β
= +

∂Θ ∂β ∂Θ ∂Θ
 (3.87) 

 
จากสมการ (3.20ญ) จะไดพจนทางดานขวามือของสมการ (3.87) เทากับ 
 

                                                  
( ) ( )

( )

2
e 11 22

2

e 4 2
 

1 2
β

∂ κ ε + ε − κΘ
= −

∂Θ + β
 (3.88) 

 



 50

แทนสมการ (3.88) และ (3.83ก) ลงในสมการ (3.87) แลวแทนลงในสมการ (3.86) จะได 
 

       
( )

( )

( )
( ) ( )

11 22
2 2 2

e 11 22 11 22
3 2

e

2 A1  2
e1 2 42 A1

e1 2

ε + ε − κΘ κ∂β β
=

∂Θ ⎡ ⎤⎧ ⎫+ β ε + ε − κΘ ε + ε − κΘβ ⎪ ⎪⎢ ⎥− ⎨ ⎬
⎢ ⎥+ β ⎪ ⎪⎩ ⎭⎣ ⎦

 (3.89) 

 
เมื่อไดพจนตาง ๆ อยูในรูปที่สามารถทําการคํานวณหาไดโดยงายแลว เราจึงสามารถคํานวณหาคา
เมตริกซและเวกเตอรตาง ๆ ที่ใชในขั้นตอนการหาคาผลเฉลยได จากสมการ (3.40ก), (3.20ฉ-ซ), 

(3.74ก-ค) และ (3.85) ส่ิงที่ตองตระหนักถึงในการคํานวณเมตริกซความแข็งเกร็งสัมผัสเนื่องจาก
คาความเคนตั้งฉากเฉลี่ยและคาความเคนดิเวียทอริกสําหรับปญหาความเคนในระนาบก็คือเมตริกซ
ความแข็งเกร็งสัมผัสทั้งสองนี้ไมไดเปนเมตริกซสมมาตรอีกตอไปจนกวาเมตริกซทั้งสองจะถูก
นํามารวมกันเปนเมตริกซความแข็งเกร็งสัมผัส (Tangent Stiffness Matrix) 
 
 
3.4.2  ปญหาความเครียดในระนาบ 
 
 เนื่องจากคาความเครียดประสิทธิผล ee  เมื่อเขียนอยูในรูปของคาความเครียดในสองมิติ
แลวจะไมขึ้นอยูกับคาสนามอุณหภูมิดังแสดงในสมการ (3.23ซ) ขณะเดียวกันเมตริกซ [ ]E  ยังไม
ขึ้นกับคาอุณหภูมิและคาการเคลื่อนตัวที่จุดตอซ่ึงทําใหเวกเตอรและเมตริกซตาง ๆ ที่ใชในขั้นตอน
การหาผลเฉลยนั้นไมซับซอนเหมือนกับกรณีปญหาความเคนในระนาบ โดยคาอนุพันธของโหลด
เวกเตอรเนื่องจากคาความเคนตั้งฉากเฉลี่ยเมื่อเทียบกับคาการเคลื่อนตัวและอุณหภูมิที่จุดตอ
สามารถหาไดในทํานองเดียวกับกรณีปญหาความเคนในระนาบเทากับ 
 

                                              
vol

i

n

F
u

∂
∂

 ji jk knB E B d
Ω

= Ω∫  (3.90) 

 

                                              
vol

i

q

F∂
∂Θ

 ji jk k qB E N d
Ω

= − κ Ω∫  (3.91) 

 
ตามลําดับ ขณะที่คาอนุพันธของโหลดเวกเตอรเนื่องจากความเคนดิเวียทอริกเทียบกับคาการเคลื่อน
ตัวและอุณหภูมิที่จุดตอมีคาเทากับ 
 

                                      
dev
i

n

F
u

∂
∂

 jp
ji jk p kn

k

G
B G B d

Ω

∂⎡ ⎤
= + ε Ω⎢ ⎥∂ε⎣ ⎦
∫  (3.92) 

 

                                      
dev
i

q

F∂
∂Θ

 0=  (3.93) 
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ตามลําดับ ขณะที่คาอนุพันธของโหลดเวกเตอรเนื่องจากคาความเคนดึงที่ผิวและคาแรงวัตถุเมื่อ
เทียบกับคาความเคนที่ผิวและแรงวัตถุที่จุดตอจะมีคาเทากับสมการ (3.70) และ (3.72) ตามลําดับ 

คาเทนเซอร jp
p

k

G∂
ε

∂ε
 สามารถหาไดจากความสัมพันธ 

 

                                        
( )

( )jp jp e e
p p

k e e k

G G e
  

e
∂ ∂ ∂ σ

ε = ε
∂ε ∂ σ ∂ε

 (3.94) 

 
จากสมการ (3.23ง) และ (3.23ฉ) จะได 
 

                                                  
( ) { }jp

p
e e

G 2 C
e 9

∂
ε =

∂ σ
 (3.95) 

 
โดยที ่
 

                                                       { }
11 22

11 22

12

2
C   2

1.5

ε − ε⎧ ⎫
⎪ ⎪= −ε + ε⎨ ⎬
⎪ ⎪γ⎩ ⎭

 (3.96) 

 
จากสมการ (3.9) จะได ( )e ef eσ =  ดังนั้น 
 

                       
( )e e e e e e e e

2 2
k e e k k ke e

e d e e e1      A
e de e e

∂ σ σ ∂ σ ∂ σ ∂
= − = −

∂ε ∂ε ∂ε ∂ε
 (3.97) 

 
โดยที่ A  มีคาเทากับสมการ (3.79) จากสมการ (3.23ซ) จะไดคาอนพุันธ 
 

                                                       { }Te

k e

e 2 1 C
9 e
⎛ ⎞∂

= ⎜ ⎟∂ε ⎝ ⎠
 (3.98) 

 
ดังนั้นจากสมการ (3.96-98) จะได 
 

                                            
( ) { }Te e e

3
k e

e 2 A C
9 e

∂ σ ⎛ ⎞σ
= − ⎜ ⎟∂ε ⎝ ⎠

 (3.99) 

 
 
3.4.3  ปญหาสมมาตรรอบแกน 
 
 เนื่องจากคาความเครียดประสิทธิผล ee  เมื่อเขียนอยูในรูปของคาความเครียดดังแสดงใน
สมการ (3.26ง) แลวจะไมขึ้นอยูกับคาสนามอุณหภูมิดังแสดงในสมการ (3.26ซ) ในขณะเดียวกัน
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เมตริกซ [ ]E  ของกรณีปญหาสมมาตรรอบแกนยังไมขึ้นกับคาอุณหภูมิและการเคลื่อนตัวที่จุดตอ
ซ่ึงเหมือนกับกรณีปญหาความเครียดในระนาบ ดังนั้นสมการในรูปเทนเซอรตาง ๆ ที่ใชในขั้นตอน
การหาผลเฉลยจึงเหมือนกับกรณีปญหาความเครียดในระนาบ โดยในกรณีปญหาสมมาตรรอบแกน
นี้จะได 
    

                                                       { }

11 22 33

11 22 33

12

11 22 33

2
2

C   
1.5

2

ε − ε − ε⎧ ⎫
⎪ ⎪−ε + ε − ε⎪ ⎪= ⎨ ⎬γ⎪ ⎪
⎪ ⎪−ε − ε + ε⎩ ⎭

 (3.100) 

 
 ในขั้นตอนการหาผลเฉลยทั้งหมดนั้นเราจําเปนตองรูคาอัตราสวนของคาความเคน
ประสิทธิผลตอคาความเครียดประสิทธิผล ซ่ึงในกรณีปญหาความเครียดในระนาบและปญหา
สมมาตรรอบแกนนั้นเมื่อเราไดคาการเคลื่อนตัวที่จุดตอทั้งหมดจากการคํานวณที่สถานะการ
วิเคราะหกอนหนานี้ที่มีผลเฉลยอยูในสภาวะสมดุลแลวนั้นเราสามารถนําคาที่ไดมาคํานวณหาคา
ความเครียดสุทธิผานสมการ (3.38) จากนั้นนํามาหาคาความเครียดประสิทธิผลโดยใชสมการ 
(3.10) ซ่ึงไดจาการแทนความสัมพันธในสมการ (3.11-12) ลงไป จากนั้นจึงแกสมการ (3.9) ซ่ึง
เปนสมการไมเชิงเสนเพื่อหาคาความเคนประสิทธิผลตอไปโดยประยุกตระเบียบวิธีการทําซํ้าแบบ
วิธีนิวตัน-ราฟสันเขากับสมการ (3.9) จะไดผลตางของคาความเคนประสิทธิผลตอคาความเคนที่จุด
ครากสําหรับการทําซํ้าในแตละครั้งเปน 
 

                  
( )

( )

n

e e e

o o oe
n 1

o i e

o i

e2  1   
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2n   1
3

−

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞σ σ⎜ ⎟α + + ν −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟σ σ ε⎛ ⎞Δσ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟σ ⎛ ⎞⎝ ⎠ σ⎜ ⎟α + + ν⎜ ⎟⎜ ⎟σ⎝ ⎠⎝ ⎠

 (3.101) 

 
จากนั้นทําการเดาคาความเคนประสิทธิผลเร่ิมตนขึ้นมาหนึ่งคาแทนลงในสมการ (3.101) เพื่อใชหา
คาความเคนประสิทธิผลคาใหมในการทําซํ้าครั้งตอไปจากสมการ 
 
                                              ( ) ( ) ( )e e ei 1 i i

    
+

σ = σ + Δσ  (3.102) 
 
เมื่อไดคาความเคนประสิทธิผลคาใหมแลวจึงเริ่มกระบวนการทําซ้ําครั้งตอไปจนไดคําตอบอยู
ในชวงความเผื่อของการลูเขา (Convergence Tolerance) ที่ตองการ 

ในกรณีปญหาความเคนในระนาบ คาความเครียดประสิทธิผลดังแสดงในสมการ (3.20ญ) 
ขึ้นอยูกับคาความเคนประสิทธิผลและคาสนามอุณหภูมิ ดังนั้นทั้งคาความเครียดและคาความเคน
ประสิทธิผลทางดานขวาของสมการ (3.101) ตางก็เปนตัวแปรไมทราบคาทั้งคูทําใหตองแกสมการ
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หลายสมการไปพรอมกันโดยเริ่มจากการเดาคาความเคนประสิทธิผลขึ้นมาหนึ่งคาเปนคาเริ่มตน
เพื่อใชคํานวณหาคาอัตราสวนของคาความเคนประสิทธิผลตอคาความเครียดประสิทธิผลโดยจัดรูป
สมการ (3.9) ใหมเปน 

 

                                           

( )

e
n-1

e e

o

E  
e 2  1

3

σ
=

⎛ ⎞σ
α + + ν⎜ ⎟σ⎝ ⎠

 (3.103) 

 
จากนั้นนําคาที่ไดแทนลงในสมการ (3.20ฌ) จะไดคา β  เพื่อนําไปใชแทนในสมการ (3.20ญ) เพื่อ
หาคาความเครียดประสิทธิผลจากนั้นจึงแทนคาที่ไดลงในสมการ (3.101) พรอมกับคาความเคน
ประสิทธิผล จากนั้นหาคาความเคนประสิทธิผลในการทําซํ้าครั้งตอไปจากสมการ (3.102) แลวจึง
เร่ิมกระบวนการทําซํ้าครั้งใหมตอไปจนกระทั่งไดผลลัพธอยูในชวงพิกัดความเผื่อที่ตองการ 
 ในขั้นตอนการหาผลเฉลยทั้งสองขั้นตอนที่อธิบายไวขางตนนั้น หากเราใชเฉพาะคาการ
เคล่ือนตัวที่จุดตอซ่ึงคํานวณไดในชวง Incremental Solution Scheme มาใชในการคํานวณ
เมตริกซความแข็งเกร็งสัมผัสและเวกเตอรตาง ๆ ตลอดการคํานวณในชวง Iterative Solution 

Scheme แลวเราจะเรียกวิธีการทําซ้ํานี้วา Modified Newton-Raphson Method ในทางกลับกัน
หากเราใชคาการเคลื่อนตัวที่จุดตอที่คํานวณไดในแตละชวงมาคํานวณเมตริกซความแข็งเกร็งสัมผัส
และเวกเตอรตาง ๆ ในชวงนั้น ๆ แลวเราจะเรียกวิธีการทําซ้ําแบบนี้วา Full Newton-Raphson 

Method [27] ขอดีของวิธี Modified Newton-Raphson Method คือไมตองทําสรางเมตริกซ
ความแข็งเกร็งสัมผัสและแกระบบสมการใหมหมดทุกครั้งที่มีการทําซ้ําเนื่องจากเมตริกซความแข็ง
เกร็งสัมผัสที่ไดจากชวง Incremental Solution Scheme ไดถูกแยกตัวประกอบใหอยูในรูปที่งาย
แกการแกระบบสมการอยูกอนแลว สวนขอเสียของวิธีการทําซํ้านี้เมื่อเทียบกับวิธี Full Newton-

Raphson Method ก็คือวิธี Modified Newton-Raphson Method ใหอัตราการลูเขาของผลลัพธ
ที่ต่ํากวา ดังนั้นจึงตองใชจํานวนครั้งในการทําซํ้าที่สูงกวามาก 
 ในการตรวจสอบการลูเขาของผลลัพธเพื่อใชในการหยุดการทําซ้ํานั้นจะใชนอรมของ
เวกเตอรความไมสมดุลยของแรง (Norm of the Out of Balance Force Vector) เปนตัวกําหนด 
โดยนอรมนี้สามารถเขียนแทนไดเทากับ [25] 
 

                                                   { } { }Tg   g g=  (3.104) 
 
โดยการทําซํ้าจะหยุดลงเมื่อนอรมของเวกเตอรความไมสมดุลยของแรงที่คํานวณไดในชวง 
Iterative Solution Scheme เมื่อเทียบกับนอรมของเวกเตอรความไมสมดุลยของแรงที่คํานวณได



 54

ในชวง Incremental Solution Scheme มีคานอยกวา ε  (ปกติแลวกําหนดใหมีคาเทากับ 810−  
หรือต่ํากวาโดยประมาณ) ดังสมการ 
 
                                                      

i o
g   g≤ ε  (3.105) 

 
โดยที ่

o
g  แทนนอรมของเวกเตอรความไมสมดุลของแรงในชวง Incremental Solution 

  Scheme 
 

i
g  แทนนอรมของเวกเตอรความไมสมดุลของแรงในชวง Iterative Solution  

  Scheme ที่การทําซํ้าครั้งที่ i 
 ε  แทนคาความเผื่อของการลูเขาที่ตองการ 
 
 
3.5  การคํานวณคาความเคนท่ีจุดตอ 
 
 ในการคํานวณหาคาความเคนสุทธิที่จุดตอตาง ๆ นั้นจะแยกการคํานวณออกเปนสองสวน
โดยเริ่มจากคํานวณคาความเคนตั้งฉากเฉลี่ยที่จุดตอจากนั้นจึงคํานวณคาความเคนดิเวียทอริกที่จุด
ตอแลวนําคาที่ไดมารวมกันเพื่อหาคาความเคนสุทธิที่จุดตอโดยใชสมการ (3.8) ในการคํานวณจะ
เร่ิมจากคํานวณคาความเคนที่ตําแหนงจุดเกาส (Gauss’s Point) ที่ใชทั้งหมดในเอลิเมนตจากนั้น
จะทําการแปลงคาที่ไดไปที่ตําแหนงจุดตอตาง ๆ โดยใชเมตริกซความสัมพันธระหวางคาความเคน
ที่จุดเกาสและจุดตอ ในวิทยานิพนธฉบับนี้ผูวิจัยไดใชจํานวนจุดเกาสเทากับ 4 และ 9 จดุสําหรับเอลิ
เมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอ และใชจุดเกาสเทากับ 3 และ 7 จุดสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอ 
โดยเมตริกซที่ใชแปลงคาความเคนจากจุดเกาสไปที่จุดตอสําหรับเอลิเมนตทั้งสองชนิดนี้ที่จํานวน
จุดเกาสตาง ๆ สามารถหาไดดังนี ้[26] 
 
 
3.5.1  เอลิเมนตสี่เหลี่ยมเกาจุดตอ 
 
 สําหรับเอลิเมนตชนิดนี้ที่จํานวนจุดเกาสเทากับ 9 จุด ความสัมพันธระหวางคาความเคนที่
จุดตอและจุดเกาสสามารถเขียนอยูในรูปเมตริกซไดดังนี ้
 
                                              { } [ ]{ }e enodes opt

  TRτ = τ  (3.106) 

 
โดยที ่ { }e nodes

τ  แทนเวกเตอรคาความเคนที่จุดตอ 

 { }opteτ  แทนเวกเตอรคาความเคนที่จุดเกาส 

 [ ]TR  แทนเมตริกซความสัมพันธระหวางคาความเคนที่จุดเกาสและจุดตอ 
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โดยเมตริกซ [ ]TR  สามารถหาไดดังนี้ พิจารณาสมการสนามความเคนบนพิกัดธรรมชาติ ( ),  ξ η  
ของเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอ (Biquadratic Shape Function) 
 
     ( ) 2 2 2 2 2 2

s 1 2 3 4 5 6 7 8 9,    c c c c c c c c cτ ξ η = + ξ + η+ ξ + ξη+ η + ξ η+ ξη + ξ η  (3.107) 
 
โดยที ่ ( )s ,  τ ξ η  แทนสนามความเคนบนเอลิเมนต 
 1 2 9c ,  c ,  ,  c…  แทนคาคงที่ของสมการ 
 
เนื่องจากเราใชจํานวนจุดเกาสเทากับจํานวนคาคงที่ดังนั้นคาคงที่ 1 2 9c ,  c , ,  c…  จึงตองหาดวยการ
แกระบบสมการ (Interpolatory Fit) พิจารณาสมการ (3.107) เราสามารถเขียนความสัมพันธ
ระหวางเวกเตอรคาความเคนที่จุดเกาสกับเวกเตอรคาคงที่ไดเปน 
 
                                              { } [ ]{ }e opt

 R cτ =  (3.108) 

 
โดยที ่
 

         [ ]

2 2 2 2 2 2
I I I I I I I I I I I I

2 2 2 2 2 2
II II II II II II II II II II II II

2 2 2 2 2 2
IX IX IX IX IX IX IX IX IX IX IX IX

1
1

R   

1

⎡ ⎤ξ η ξ ξ η η ξ η ξ η ξ η
⎢ ⎥ξ η ξ ξ η η ξ η ξ η ξ η⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥

ξ η ξ ξ η η ξ η ξ η ξ η⎢ ⎥⎣ ⎦

M M M M M M M M M
 (3.109ก) 

 
         { }T

1 2 3 4 5 6 7 8 9c   c c c c c c c c c= ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.109ข) 
 
ดังนั้นเวกเตอรคาคงที่จะมีคาเทากับ 
 
                                              { } [ ] { }1

e opt
c   R −= τ  (3.110) 

 
โดยพิกัดธรรมชาติของจุดเกาสทั้ง 9 จุดมีคาดังนี้ 
 

           

I II III I IV VII

IV V VI II V VIII

VII VIII IX III VI XI

3
5

     0

3
5

ξ = ξ = ξ = η = η = η = −

ξ = ξ = ξ = η = η = η =

ξ = ξ = ξ = η = η = η = +

 (3.111) 

 
ในทํานองเดียวกันจากสมการ (3.107) เราสามารถเขียนสมการความสัมพันธระหวางเวกเตอรคา
ความเคนที่จุดตอกับเวกเตอรคาคงที่ไดเปน 
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                                                  { } [ ]{ }e nodes
 S cτ =  (3.112) 

 
โดยที ่
 

               [ ]

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9

1
1

S   

1

⎡ ⎤ξ η ξ ξ η η ξ η ξ η ξ η
⎢ ⎥ξ η ξ ξ η η ξ η ξ η ξ η⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥

ξ η ξ ξ η η ξ η ξ η ξ η⎢ ⎥⎣ ⎦

M M M M M M M M M
 (3.113) 

 
โดยพิกัดธรรมชาติของจุดตอทั้ง 9 จุดมีคาดังนี้ 
 

                                                     

1 4 8

5 7 9

2 3 6

1 2 5

6 8 9

3 4 7

1
 0
1
1

 0
1

ξ = ξ = ξ = +
ξ = ξ = ξ =
ξ = ξ = ξ = −
η = η = η = +
η = η = η =
η = η = η = −

 (3.114) 

 
แทนคาเวกเตอร { }c  จากสมการ (3.110) ลงในสมการ (3.112) จะไดสมการความสัมพันธ
ระหวางเวกเตอรคาความเคนที่จุดตอกับเวกเตอรคาความเคนที่จุดเกาสเปน 
 
                            { } [ ][ ] { } [ ]{ } 1

e e enodes opt opt
  S R   TR−τ = τ = τ  (3.115) 

 
แทนคาพิกัดธรรมชาติของจุดเกาสและจุดตอทั้งหมดลงในเมตริกซตาง  ๆ  จะไดเมตริกซ
ความสัมพันธระหวางเวกเตอรคาความเคนที่จุดเกาสและจุดตอสําหรับจํานวนจุดเกาสเทากับ 9 จุด
เปน 
 

    [ ]

11 12 13 12 15 16 13 16 19

13 16 19 12 15 16 11 12 13

19 16 13 16 15 12 13 12 11

13 12 11 16 15 12 19 16 13

5

  a   a   a   a   a   a   a   a   a   
  a   a   a   a   a   a   a   a   a
  a   a   a   a   a   a   a   a   a
  a   a   a   a   a   a   a   a   a

TR     0   0   0   a= 4 55 56

56 55 54

56 55 54

54 55 56

  a   a   0   0   0
  0   a   0   0   a   0   0   a   0
  0   0   0   a   a   a   0   0   0
  0   a   0   0   a   0   0   a   0
  0   0   0   0   1   0   0   0   0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (3.116) 
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โดยที ่
 

                   

11

12

13

15

16

19

54

55

56

a  2.186939818390950
a 0.985887038467491
a  0.277777777777777
a  0.444444444444445
a 0.125224072643620
a  0.035282403831273
a  1.478830557701236
a 0.666666666666666
a  0.187836108965430

=
= −
=
=
= −
=
=
= −
=

 

 
 ในกรณีที่จํานวนจุดเกาสมีคาเทากับ 4 จุดนั้น ความสัมพันธระหวางคาความเคนที่จุดตอ
และจุดเกาสยังคงเขียนอยูในรูปเมตริกซไดดังสมการ (3.106) สมการสนามความเคนบนพิกัด
ธรรมชาติซ่ึงมีจํานวนคาคงที่เทากับจํานวนจุดเกาสสําหรับเอลิเมนตส่ีเหล่ียมสี่จุดตอ (Bilinear 

Shape Function) จะมีคาเปน 
 
                                       ( )s 1 2 3 4,    c c c cτ ξ η = + ξ + η+ ξη  (3.117) 
 
ในทํานองเดียวกันจะไดเมตริกซตาง ๆ มีเทากับ 
 

                                       [ ]
I I I I

II II II II

III III III III

IV IV IV IV

1
1

R   
1
1

ξ η ξ η⎡ ⎤
⎢ ⎥ξ η ξ η⎢ ⎥=
⎢ ⎥ξ η ξ η
⎢ ⎥ξ η ξ η⎣ ⎦

 (3.118ก) 

 
                                       { }T

1 2 3 4c   c c c c= ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.118ข) 
 

                                       [ ]
1 1 1 1

2 2 2 2

9 9 9 9

1
1

S   

1

ξ η ξ η⎡ ⎤
⎢ ⎥ξ η ξ η⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥ξ η ξ η⎣ ⎦

M M M M
 (3.118ค) 

 
โดยพิกัดธรรมชาติของจุดเกาสทั้ง 4 จุดจะมีคาเทากับ 
 

                                    
I II I III

III IV II IV

1
3

1
3

ξ = ξ = η = η = −

ξ = ξ = η = η = +
 (3.119) 
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แทนคาพิกัดธรรมชาติของจุดเกาสและจุดตอทั้งหมดลงในเมตริกซตาง  ๆ  จะไดเมตริกซ
ความสัมพันธระหวางเวกเตอรคาความเคนที่จุดเกาสและจุดตอสําหรับจํานวนจุดเกาสเทากับ 4 จุด
เปน 
 

                                [ ]

11 12 12 14

12 14 11 12

14 12 12 11

12 11 14 12

51 52 51 52

52 52 51 51

52 51 52 51

51 51 52 52

91 91 91 91

b b b b
b b b b
b b b b
b b b b

TR   b b b b
b b b b
b b b b
b b b b
b b b b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (3.120) 

 
โดยที ่
 

                   

11

12

14

51

52

91

b   1.866025403784438
b 0.5
b   0.133974596215561
b   0.683012701892219
b   0.183012701892219
b   0.25

=
= −
=
=
=
=

 

 
 
3.5.2  เอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอ 
 
 สําหรับเอลิเมนตชนิดนี้ที่จํานวนจุดเกาสเทากับ 7 จุด ความสัมพันธระหวางคาความเคนที่
จุดตอและจุดเกาสยังคงเขียนอยูในรูปเมตริกซไดดังสมการ (3.106) สนามความเคนของเอลิเมนต
สามเหลี่ยมหกจุดตอ (Quadratic Shape Function) ซ่ึงมีการกระจายของฟงกช่ันยกกําลังอันดับ
สองสมบูรณ (Complete 2nd Degree Polynomial) สามารถเขียนอยูในรูปพิกัดธรรมชาติไดดัง
สมการ 
 
                            ( ) 2 2

s 1 2 3 4 5 6,    c c c c c cτ ξ η = + ξ + η+ ξ + ξη+ η  (3.121) 
 
เนื่องจากจํานวนจุดเกาสมีมากกวาจํานวนคาคงที่ดังนั้นคาคงที่ 1 2 6c ,  c , ,  c…  จึงตองหาดวยวิธียก
กําลังสองนอยที่สุด (Least Mean Square Method) ดังนี้ พิจารณาคาความผิดพลาด e ระหวางคา
ความเคนที่คํานวณไดโดยตรงจากจุดเกาสกับคาความเคนที่คํานวณไดจากสนามความเคนดังสมการ 
(3.121) 
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                                         ( )
2VII

s i i i
i I

e  ,  
=

⎡ ⎤= τ ξ η − τ⎣ ⎦∑  (3.122) 

 
จากนั้นหาคาคงที่ 1 2 6c ,  c , ,  c…  ที่ทําใหคาความผิดพลาด e มีคานอยที่สุดโดยการหาคาอนุพันธ
ของคาความผิดพลาดเทียบกับคาคงที่ตาง ๆ ดังสมการ 
 

                                        
i

e  0,     i  1,  2, ,  6
c
∂

= = …
∂

 (3.123) 

 
แทนสมการ (3.121) ลงในสมการ (3.122) แลวแทนลงในสมการดานบนจะได 
 

 
VII

2 2
1 2 i 3 i 4 i 5 i i 6 i i

i I
c c c c c c

=

⎡ ⎤+ ξ + η + ξ + ξ η + η − τ⎣ ⎦∑  0=  (3.124ก) 

 
VII

2 2
1 2 i 3 i 4 i 5 i i 6 i i i

i I
c c c c c c

=

⎡ ⎤+ ξ + η + ξ + ξ η + η − τ ξ⎣ ⎦∑  0=  (3.124ข) 

 
VII

2 2
1 2 i 3 i 4 i 5 i i 6 i i i

i I
c c c c c c

=

⎡ ⎤+ ξ + η + ξ + ξ η + η − τ η⎣ ⎦∑  0=  (3.124ค) 

 
VII

2 2 2
1 2 i 3 i 4 i 5 i i 6 i i i

i I
c c c c c c

=

⎡ ⎤+ ξ + η + ξ + ξ η + η − τ ξ⎣ ⎦∑  0=  (3.124ง) 

 
VII

2 2
1 2 i 3 i 4 i 5 i i 6 i i i i

i I
c c c c c c

=

⎡ ⎤+ ξ + η + ξ + ξ η + η − τ ξ η⎣ ⎦∑  0=  (3.124จ) 

 
VII

2 2 2
1 2 i 3 i 4 i 5 i i 6 i i i

i I
c c c c c c

=

⎡ ⎤+ ξ + η + ξ + ξ η + η − τ η⎣ ⎦∑  0=  (3.124ฉ) 

 
ซ่ึงสามารถเขียนใหอยูในรูปเมตริกซไดเปน 
 
                                              [ ]{ } [ ]{ }e opt

P c   Q= τ  (3.125) 

 
ดังนั้น 
 
                                              { } [ ] [ ]{ }1

e opt
c   P Q−= τ  (3.126) 

 
โดยที่เมตริกซ [ ]P  และ [ ]Q  มีรายละเอียดดังนี้ 
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                     [ ]

2 2
i i i i i i
2 3 2 2
i i i i i i i i

2 2 2 3VII
i i i i i i

4 3 2 2
i I i i i i i

2 2 3
i i i i

4
i

1

P   

Sym.
=

⎡ ⎤ξ η ξ ξ η η
⎢ ⎥ξ ξ η ξ ξ η ξ η⎢ ⎥
⎢ ⎥η ξ η ξ η η

= ⎢ ⎥
ξ ξ η ξ η⎢ ⎥

⎢ ⎥ξ η ξ η
⎢ ⎥

η⎢ ⎥⎣ ⎦

∑  (3.127ก) 

 

                               [ ]
I II VII

I II VII
2 2 2
I II VII

I I II II VII VII
2 2 2
I II VII

1 1 1

Q   

⎡ ⎤
⎢ ⎥ξ ξ ξ⎢ ⎥
⎢ ⎥η η η

= ⎢ ⎥
ξ ξ ξ⎢ ⎥

⎢ ⎥ξ η ξ η ξ η
⎢ ⎥
η η η⎢ ⎥⎣ ⎦

L

L

L

L

L

L

 (3.127ข) 

 
โดยพิกัดธรรมชาติของจุดเกาสทั้ง 7 จุดเทากับ 
 

            

I I

II II

III III

IV IV

V V

0.333333333333333 0.333333333333333
0.101286507323456 0.101286507323456
0.797426985353087 0.101286507323456
0.101286507323456 0.797426985353087
0.470142064105115 0.4701420

ξ = ξ =
ξ = ξ =
ξ = ξ =
ξ = ξ =
ξ = ξ =

VI VI

VII VII

64105115
0.059715871789770 0.470142064105115
0.470142064105115 0.059715871789770

ξ = ξ =
ξ = ξ =

 (3.128) 

 
ในทํานองเดียวกันกับกรณีเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอจะได 
 

                               [ ]

2 2
1 1 1 1 1 1

2 2
2 2 2 2 2 2

2 2
6 6 6 6 6 6

1
1

S   

1

⎡ ⎤ξ η ξ ξ η η
⎢ ⎥ξ η ξ ξ η η⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥

ξ η ξ ξ η η⎢ ⎥⎣ ⎦

M M M M M M
 (3.129) 

 
โดยพิกัดธรรมชาติของจุดตอทั้ง 6 จุดมีคาเทากับ 
 

                                           

1 1

2 2

3 3

4 4

5 5

6 6

0 0
1 0
0 1
0.5 0
0.5 0.5
0 0.5

ξ = η =
ξ = η =
ξ = η =
ξ = η =
ξ = η =
ξ = η =

 (3.130) 
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โดยเมื่อแทนคาพิกัดธรรมชาติของจุดเกาสและจุดตอทั้งหมดลงในเมตริกซตาง ๆ แลวจะได 
 

                      [ ]

11 12 13 13 15 16 16

11 13 12 13 16 15 16

11 13 13 12 16 16 15

41 42 42 44 45 45 47

41 44 42 42 47 45 45

41 42 44 42 45 47 45

c c c c c c c
c c c c c c c
c c c c c c c

TR   
c c c c c c c
c c c c c c c
c c c c c c c

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (3.131) 

 
โดยที ่
 

               

11

12

13

15

16

41

42

44

45

c 0.692307692307643
c   1.974392460120280
c   0.143444958189243
c   0.256376770648841
c 0.412675727419964
c   0.177514792899405
c   0.098125809310777
c   0.156266015552072
c 0.28229740694

= −
=
=
=
= −
=
=
=
= −

47

3914
c   1.034562386814788=

 

 
 ในกรณีจํานวนจุดเกาสเทากับ 3 จุด ความสัมพันธระหวางคาความเคนที่จุดตอและจุดเกาส
ยังคงเขียนอยูในรูปเมตริกซไดดังสมการ (3.106) สมการสนามความเคนบนพิกัดธรรมชาติสําหรับ
เอลิเมนตสามเหลี่ยมสามจุดตอ (Linear Shape Function) ซ่ึงมีการกระจายของฟงกช่ันยกกําลัง
อันดับหนึ่งสมบูรณ (Complete 1st Degree Polynomial) สามารถเขียนแทนไดดังสมการ 
 
                                           ( )s 1 2 3,    c c cτ ξ η = + ξ + η  (3.132) 
 
เนื่องจากจํานวนจุดเกาสเทากับจํานวนคาคงที่ ดังนั้นคาคงที ่ 1 2 3c ,  c ,  c  จึงตองหาดวยการแกระบบ
สมการ โดยเมตริกซตาง ๆ มีคาดังนี้ 
 

                                             [ ]
I I

II II

III III

1
R   1

1

ξ η⎡ ⎤
⎢ ⎥= ξ η⎢ ⎥
⎢ ⎥ξ η⎣ ⎦

 (3.133ก) 

 
                                            { }T

1 2 3c   c c c= ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.133ข) 
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                                              [ ]
1 1

2 2

6 6

1
1

S   

1

ξ η⎡ ⎤
⎢ ⎥ξ η⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥ξ η⎣ ⎦

M M M
 (3.133ค) 

 
โดยพิกัดธรรมชาติของจุดเกาสทั้ง 3 จุดสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมมีคาดังนี้ 
 

                                                  

I I

II II

III III

1 1
6 6
2 1
3 6
1 2
6 3

ξ = η =

ξ = η =

ξ = η =

 (3.134) 

 
โดยเมื่อแทนคาพิกัดธรรมชาติของจุดเกาสและจุดตอทั้งหมดลงในเมตริกซตาง ๆ แลวจะได 
 

                                         [ ]

5 1 1
1 5 1
1 1 51TR   

2 2 13
1 2 2

2 1 2

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −

= ⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎣ ⎦

 (3.135) 

 
 
3.6  สมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับคํานวณคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลในรูปโดเมน 
 

การหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตนั้นสามารถทําไดโดย
เปลี่ยนสมการ (2.46) และ (2.56) ใหอยูในรูปสมการไฟไนตเอลิเมนตโดยในกรณีปญหาความเคน
และความเครียดในระนาบจะได 
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สําหรับกรณีปญหาสมมาตรรอบแกนจะได 
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โดยที ่ NG  แทนจํานวนจุดเกาสที่ใชในการอินทิเกรต 

 [ ]J  แทนยาโคบีเมตริกซ (Jacobian Matrix) 

 pw  แทนน้ําหนักที่สอดคลองกับการอินทิเกรตบนพื้นที่ของจุดเกาสที่ p 

 pws  แทนน้ําหนักที่สอดคลองกับการอินทิเกรตตามเสนของจุดเกาสที่ p 

  r  แทนระยะทางในแนวรัศมีจากแกนสมมาตร 
  ar  แทนระยะทางในแนวรัศมีจากแกนสมมาตรถึงปลายรอยราว 
 
คาในวงเล็บปกกา { }p  จะตองคํานวณที่พิกัดของจุดเกาสที่สอดคลองกับการอินทิเกรตบนพื้นที่
โดเมนและตามเสนผิวรอยราว  

เนื่องจากในการสรางสมการความสมดุลยเราแบงคาความเคนสุทธิออกเปนผลบวกของคา
ความเคนตั้งฉากเฉลี่ยและคาความเคนดิเวียทอริกซึ่งในการคํานวณพจนตาง ๆ ที่เกี่ยวของนี้เราใช
จํานวนจุดเกาสในการอินทิ เกรตสมการความสมดุลยไม เทากันดังนั้นในการคํานวณหา
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลเราจึงสามารถแบงการคํานวณออกเปนพจนที่เกี่ยวของกับคาความเคนตั้ง
ฉากเฉลี่ย พจนที่เกี่ยวของกับคาความเคนดิเวียทอริกและพจนที่เกี่ยวของกับคาความเคนดึงที่ผิวรอย
ราวเปน [9] 
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โดยในกรณีปญหาความเคนและความเครียดในระนาบจะได 
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สําหรับกรณีปญหาสมมาตรรอบแกนได 
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โดยที ่
 
                W  W  = + Ψ  (3.141ก) 
 

                23 1 2W  
2 E

− ν⎛ ⎞= σ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (3.141ข) 
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โดยที ่ VNG  แทนจํานวนจุดเกาสทั้งหมดที่ใชในการอินทิเกรตพจนที่เกี่ยวของกับคาความเคน 

   ตั้งฉากเฉลี่ย 

 DNG  แทนจํานวนจุดเกาสทั้งหมดที่ใชในการอินทิเกรตพจนที่เกี่ยวของกับคาความเคน 

   ดิเวียทอริก 
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 CNG  แทนจํานวนจุดเกาสทั้งหมดที่ใชในการอินทิเกรตพจนที่เกี่ยวของกับคาความเคน 

   ดึงที่ผิวรอยราว 
 

ในการคํานวณคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลในรูปโดเมนดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตนั้น
เราจะตองกําหนดลักษณะการกระจายของคาเวกเตอร kq  ลงบนพื้นที่โดเมนที่ใชในการอินทิเกรต
หาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล Shih et al. [10] ไดทดลองใชการกระจายของคาเวกเตอร kq  ใน
ลักษณะตาง ๆ แลวพบวาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่ไดนั้นไมแตกตางกันมากนัก โดยใน
วิทยานิพนธนี้จะใชลักษณะการกระจายของคาเวกเตอร kq  ดวยกัน 3 แบบคือแบบปรามิดฐาน
ส่ีเหล่ียมจัตุรัส แบบกรวยฐานวงกลมและแบบปรามิดฐานสี่เหล่ียมผืนผาดังแสดงในรูปที่ 3.3 
 
 

( )1 2q̂ x ,x

1x

2x

q̂ 0=

q̂ 1=

 
 

(ก) ฟงกช่ันรปูปรามิดฐานสี่เหล่ียมจัตุรัส 
 

( )1 2q̂ x ,x

1x

2x
q̂ 1=

q̂ 0=

 
 

(ข) ฟงกช่ันรูปกรวยฐานวงกลม 
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( )1 2q̂ x ,x

1x

2x
q̂ 1=

q̂ 0=

 
 

(ค) ฟงกช่ันรูปปรามิดฐานสี่เหล่ียมผืนผา 
 

รูปที่ 3.3  ลักษณะการกระจายของเวกเตอร kq  ที่ใชในวิทยานิพนธนี ้
 
เวกเตอร kq  ที่กระจายบนเอลิเมนตสามารถเขียนใหอยูในรูปสมการไฟไนตเอลิเมนตไดเปน 
 

                                                   ( )
n

i i
i 1

q̂ ,    N q
=

ξ η = ∑  (3.142) 

 
โดยที ่ iq  แทนคาขนาดของเวกเตอร kq  ที่จุดตอ i 
 
 
3.7  บทสรุป 
 
 ในบทนี้สมการไฟไนตเอลิเมนตที่ใชในการวิเคราะหรอยราวในชิ้นงานสําหรับปญหาความ
เคนระนาบ ความเครียดระนาบและปญหาสมมาตรรอบแกนซึ่งผลของคาความเครียดเริ่มตน
เนื่องจากอุณหภูมิไดถูกประดิษฐขึ้นพรอมทั้งเมตริกซความสัมพันธระหวางคาความเคนที่จุดเกาส
และจุดตอสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอและเอลิเมนตที่ปลายรอยราวแบบสี่เหล่ียมเกาจุดตอ 
จากนั้นสมการคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลไดถูกเปลี่ยนใหอยูในรูปของสมการไฟไนตเอลิเมนตโดย
แบงการคํานวณออกเปนพจนตาง ๆ ที่เกี่ยวของกับความเคนตั้งฉากเฉลี่ย ความเคนดิเวียทอริกและ
ความเคนดึงที่ผิวรอยราว เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติพรอมทั้งเทคนิคการถายทอด
ผลเฉลยระยะการเคลื่อนตัวจากโครงตาขายกอนการปรับขนาดเอลิเมนตไปสูโครงตาขายที่ทําการ
ปรับขนาดเอลิเมนตแลวไดถูกอธิบายในบทตอไป 



บทที่ 4 
 

เทคนิคการปรับขนาดเอลเิมนตโดยอัตโนมัติและการถายทอดผลเฉลย 
 
 
 ในการวิเคราะหปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตนั้นขนาดของเอลิเมนตจะมีผลตอ
ความแมนยําของผลเฉลย โดยการใชเอลิเมนตที่มีขนาดเล็กจํานวนมากจะสงผลใหคําตอบที่ไดมี
ความถูกตองมากขึ้นในขณะเดียวกันระยะเวลาในการคํานวณตลอดจนหนวยความจําของเครื่อง
คอมพิวเตอร (Ram) ก็ตองใชมากขึ้นตามไปดวย เพื่อแกไขปญหาดังกลาวจึงมีการนําเอาเทคนคิการ
ปรับขนาดของเอลิเมนตโดยอัตโนมัติมาใชรวมกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต โดยในเทคนิคนี้
ขนาดของเอลิเมนตจะถูกปรับใหเหมาะสมตามลักษณะการกระจายตัวของผลเฉลยทําใหผลเฉลยที่
ไดมีความแมนยําโดยไมจําเปนตองใชเอลิเมนตจํานวนมาก เมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนตผลเฉลย
การเคลื่อนตัวที่จุดตอกอนการปรับขนาดเอลิเมนตจะถูกถายทอด (Mapping) ลงมาในโครงตาขาย 

(Mesh) ใหมหลังการปรับขนาดเอลิเมนตทําใหการคํานวณที่คาระดับภาระตาง ๆ สามารถดําเนิน
ตอเนื่องไปไดโดยไมตองเริ่มใหมที่ระดับภาระเริ่มตนทุกครั้งหลังการปรับขนาดเอลิเมนต โดย
เนื้อหาในบทนี้จะอธิบายถึงหลักการที่ใชในการปรับขนาดเอลิเมนตและการถายทอดผลเฉลยจาก
โครงตาขายเกามาสูโครงตาขายใหม 
 
 
4.1  เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 
 
 จากอนุกรมของเทยเลอร [25] คาความผิดพลาด (Error) ของผลเฉลยคาความเครียดหรือ
คาความเคนในเอลิเมนตใด ๆ จะแปรผันกับขนาดของเอลิเมนต h  เปน ( )p 1 mO h + −  โดยที่ p  แทน

อันดับของฟงกช่ันการประมาณภายในที่ใชในเอลิเมนตนั้น ๆ m  แทนอันดับของอนุพันธของคา
ระยะการเคลื่อนตัวที่ใชในการนิยามคาความเครียด เนื่องจากเอลิเมนตทั้งหมดที่ใชในวิทยานิพนธ
ฉบับนี้เปนแบบอันดับสอง (Quadratic Element) และคาความเครียดถูกนิยามดวยอนุพันธอันดับ
หนึ่งของระยะการเคลื่อนตัว ดังนั้นคาความผิดพลาดของผลเฉลยของคาความเครียดและคาความ
เคนในเอลิเมนตจะแปรผันกับขนาดของเอลิเมนตเปน ( )2O h  ซ่ึงจากอนุกรมของเทยเลอรคาความ

ผิดพลาดนี้ก็จะแปรผันกับคาอนุพันธอันดับสองของคาความเครียดและคาความเคนดวย ดังนั้น
หลักการของเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติจะทําการปรับขนาดเอลิเมนตใหมีขนาด
เล็กในบริเวณที่ขนาดของคาอนุพันธอันดับสองของผลเฉลยมีคาสูงขณะที่ใชเอลิเมนตขนาดใหญใน
บริเวณที่ขนาดของคาอนุพันธอันดับสองของผลเฉลยมีคาต่ําซึ่งหลักการที่ใชในการคํานวณขนาด
ของคาอนุพันธอันดับสองสามารถอธิบายไดดังนี้ พิจารณาพิกัด x-y และพิกัด X-Y ใด ๆ ดังแสดง
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ในรูปที่ 4.1 คาอนุพันธอันดับสองของผลเฉลย Φ  ซ่ึงเขียนอยูในรูปของฟงกช่ันพิกัด x-y เทียบกับ
พิกัด X-Y สามารถหาไดจากสมการ 
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+ + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

 (4.1 ข) 

 

                    
2

X Y
∂ Φ
∂ ∂

 
2 2 2

2

x x x y   
x X Y X x Y x y Y

⎡ ⎤∂Φ ∂ ∂ ∂ Φ ∂ ∂ Φ ∂
= + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

 

 
2 2 2

2

y y x y   
y X Y X x y Y y Y

⎡ ⎤∂Φ ∂ ∂ ∂ Φ ∂ ∂ Φ ∂
+ + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

 (4.1 ค) 

 

θ

XY

x

y

 
 

รูปที่ 4.1  พิกัด x-y และพิกดั X-Y 
 
โดยพิกัด x-y และพิกัด X-Y มีความสัมพันธกันดังสมการ 
 
                                                    x  Xcos Ysin= θ − θ  (4.2ก) 
 
                                                    y  Ycos Xsin= θ + θ  (4.2 ข) 
 
ดังนั้นจะไดคาอนุพันธของพิกัด x-y เทียบกับพิกัด X-Y เทากับ 
 

 x
X
∂
∂

  co s= θ  x
Y
∂
∂

 sin= − θ  (4.3 ก) 
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 y
X
∂
∂

  sin= θ  y
Y
∂
∂

 cos= θ  (4.3 ข) 

 

 
2

2

x
X
∂
∂

  0=  
2

2

y
X
∂
∂

 0=  (4.3ค) 

 
แทนสมการ (4.3) ลงในสมการ (4.1) จะได 
 

                          
2

2X
∂ Φ
∂

 
2 2 2

2 2
2 2 cos 2 sin cos sin

x x y y
∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ

= θ + θ θ + θ
∂ ∂ ∂ ∂

 (4.4ก) 

 

                          
2

2Y
∂ Φ
∂

 
2 2 2

2 2
2 2 si n 2 sin cos cos

x x y y
∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ

= θ − θ θ + θ
∂ ∂ ∂ ∂

 (4.4 ข) 

 

                      
2

X Y
∂ Φ
∂ ∂

 ( )
2 2 2

2 2
2 2 sin cos cos sin

x y x y
⎛ ⎞∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ

= − − θ θ + θ − θ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 (4.4ค) 

 
คาสูงสุดหรือคาต่ําสุดของอนุพันธอันดับสองของผลเฉลยเทียบกับพิกัด X และ Y ที่มุม θ  ใด ๆ 
สามารถหาไดจาก 
 

  
2

2  
X

⎛ ⎞∂ ∂ Φ
=⎜ ⎟∂θ ∂⎝ ⎠

( )
2 2 2

2 2
2 22 sin cos 2 cos sin   0

x y x y
⎛ ⎞∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ

− − θ θ + θ − θ =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 (4.5ก) 

 

  
2

2  
Y

⎛ ⎞∂ ∂ Φ
=⎜ ⎟∂θ ∂⎝ ⎠

 ( )
2 2 2

2 2
2 22 sin cos 2 cos sin   0

x y x y
⎛ ⎞∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ

− θ θ − θ − θ =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 (4.5ข) 

 
สมการ (4.5) สามารถจัดรูปใหมจากการประยุกตใชสมการตรีโกณมิติไดเปน 
 

 

2

2 2

2 2

x ytan 2   
1
2 x y

∂ Φ
∂ ∂θ =

⎛ ⎞∂ Φ ∂ Φ
−⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 (4.6) 

 
สมการ (4.6) แสดงใหเห็นวาคาสูงสุดหรือคาต่ําสุดของอนุพันธอันดับสองของผลเฉลยเทียบกับ
พิกัด X และ Y จะเกิดขึ้นที่มุม θ  คาเดียวกันและจากสมการ (4.5) และ (4.4) ยังทําใหเราทราบวา
ที่คาสูงสุดหรือคาต่ําสุดของอนุพันธอันดับสองของผลเฉลยเทียบกับพิกัด X หรือ Y นั้นคาอนุพันธ

อันดับสอง 
2

X Y
∂ Φ
∂ ∂

 จะมีคาเปนศูนยเสมอซึ่งเหมือนกับหลักการหาคาความเคนในแนวแกนหลัก 

(Principal Stress) ในวิชากลศาสตรของแข็ง (Solid Mechanics) ดังแสดงในรูปที่ 4.2  
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YY XX

yy

xx

xy

 
 

รูปที่ 4.2  เปรียบเทียบคาความเคนกับอนพุันธอันดับสองของผลเฉลยเทียบกับแกนพิกัดตาง ๆ 
 
ดังนั้นในทํานองเดียวกันเราสามารถเขียนสมการความสัมพันธไดเปน 
 

 

2 2 2

2 2

2 2 2

2 2

0x x y X  
0

x y y Y

⎡ ⎤∂ Φ ∂ Φ ⎡ ⎤∂ Φ
⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥→
⎢ ⎥∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦⎣ ⎦

 (4.7) 

 

คาอนุพันธอันดับสอง 
2

2X
∂ Φ
∂

 และ 
2

2Y
∂ Φ
∂

 ในสมการ (4.4 ก) และ (4.4ข) สามารถจัดรูปใหมไดจาก

การประยุกดใชสมการตรีโกณมิติไดเปน 
 

        
2

2X
∂ Φ
∂

 

2 2

2 2 22 2

2 2

1x y   cos2   sin 2
2 2 x y x y

∂ Φ ∂ Φ
+

⎛ ⎞∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ∂ ∂= + − θ + θ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 (4.8 ก) 

 

         
2

2Y
∂ Φ
∂

 

2 2

2 2 22 2

2 2

1x y   cos2   sin 2
2 2 x y x y

∂ Φ ∂ Φ
+

⎛ ⎞∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ∂ ∂= − − θ − θ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 (4.8ข) 

 
พิจารณาสองพจนสุดทายทางดานขวาของสมการ (4.8) และรูปที่ 4.3 ซ่ึงแสดงสมการ (4.6) ในรูป
สามเหลี่ยมมุมฉาก สมการ (4.8) สามารถเขียนใหมไดเปน 
 

                                                 
2

2X
∂ Φ
∂

 

2 2

2 2x y   R
2

∂ Φ ∂ Φ
+

∂ ∂= +  (4.9 ก) 
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2

2Y
∂ Φ
∂

 

2 2

2 2x y   R
2

∂ Φ ∂ Φ
+

∂ ∂= −  (4.9 ข) 

 

   
2 2 2

2 2

1R  cos 2 sin 2
2 x y x y
⎛ ⎞∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ

= − θ + θ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 (4.9 ค) 

 
 

            

2θ

2

x y
∂ Φ
∂ ∂

2 2

2 2

1
2 x y
⎛ ⎞∂ Φ ∂ Φ

−⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

R

 
 

รูปที่ 4.3  สมการ (4.6) ซ่ึงถูกเขียนอยูในรูปความสัมพันธของสามเหลี่ยมมุมฉาก 
 

ดังนั้นคาสูงสุดหรือคาต่ําสุดของอนุพันธอันดับสอง 
2

2X
∂ Φ
∂

 และ 
2

2Y
∂ Φ
∂

 สามารถเขียนอยูในรูปคา

เจาะจงไดเปน 
 

                   คาเจาะจง 

2 2

2 22 2 22 2

2 2

1x y  
2 4 x y x y

∂ Φ ∂ Φ
+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ∂ ∂= ± − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (4.10) 

 
เนื่องจากเอลิเมนตที่ใชในการแกปญหาในวิทยานิพนธนี้แบงออกเปนสองประเภทคือเอลิเมนตที่
ปลายรอยราวซึ่งเปนเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอท่ีดานหนึ่งถูกยุบมารวมกันที่ปลายรอยราวโดยเอลิ
เมนตเหลานี้จะเรียงตัวอยูรอบปลายรอยราว ถัดจากเอลิเมนตที่ปลายรอยราวจะเปนเอลิเมนต
สามเหลี่ยมหกจุดตอที่ไมมีการเปลี่ยนแปลงใด ๆ กับเอลิเมนต ในวิทยานิพนธฉบับนี้จะใชคา
อนุพันธอันดับสองของคาความเคนวอนมิสเซส (von Mises Stress) ซ่ึงมีคาเทากับคาความเคน
ประสิทธิผล (Effective Stress)  ในการกําหนดขนาดของเอลิเมนต จากสมการ (ค.17) ใน
ภาคผนวก ค คาความเคนวอนมิสเซสจะแปรผันกับระยะทางจากปลายรอยราวเปน 
 

 

1
n 1

e o e2
o n

EJ (n, )
I r

+⎛ ⎞
σ = σ σ θ⎜ ⎟ασ⎝ ⎠

%  (4.11) 
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ดังนั้นคาอนุพันธอันดับสองของคาความเคนวอนมิสเซสเทียบกับระยะทางจากปลายรอยราวจะแปร
ผันกับระยะทางจากปลายรอยราวเปน 
 

           
2n 3

2 n 1
e

2

1  
r r

+
+∂ σ ⎛ ⎞→ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

 (4.12) 

 
ดังนั้นจากสมการ (4.12) คาอนุพันธอันดับสองของคาความเคนวอนมิสเซสจะมีคาเขาสูอนันตที่
บริเวณปลายรอบราวทําใหในบริเวณนี้จะมีคาความผิดพลาดสูงที่สุด ดังนั้นเอลิเมนตที่ใชในบริเวณ
นี้จะตองมีขนาดเล็กที่สุดเสมอเมื่อเปรียบเทียบกับเอลิเมนตในบริเวณอ่ืนของปญหา ดังนั้นในการ
ปรับขนาดเอลิเมนตทั้งหมดเราจะพิจารณาเฉพาะเอลิเมนตสามเหล่ียมหกจุดตอซ่ึงอยูถัดจากเอลิ
เมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอรอบปลายรอยราวเทานั้นโดยกําหนดใหเอลิเมนตที่ปลายรอยราวเปนเอลิ
เมนตที่มีขนาดเล็กที่สุด เพื่อใหการคํานวณคาอนุพันธอันดับสองของคาความเคนวอนมิสเซสทําได
งายขึ้นเราจะใชเฉพาะคาของผลเฉลยความเคนวอนมิสเซสที่จุดตอหลัก (Main Node) ซ่ึงเปนจุด
ตอท่ีมุมของเอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอและใชการประมาณคาความเคนวอนมิสเซสบนเอลิเมนต
เปนแบบระนาบเชิงเสนสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมสามจุดตอ โดยคาความเคนที่จุดตอทั้งสามจะ
ไดจากคาความเคนที่จุดตอหลักของเอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอดังสมการ 
 
 ( ) 1 1 2 2 3 3x,  y   N   N   NΦ = Φ + Φ + Φ  (4.12) 
 
โดยที ่ iN  แทนคาฟงกช่ันการประมาณภายในเอลิเมนตของจุดตอที่ i 
 
สําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมสามจุดตอฟงกช่ันการประมาณภายในเอลิเมนตสามารถหาไดโดยงาย
จากความสัมพันธ 
 
 ( )i i i iN x,  y   a   b x  c y= + +  (4.13) 
 
โดยที ่
 
 1 2 3 3 2 ea (x y x y ) / 2A= −  1 2 3 eb (y y ) / 2A= −  1 3 2 ec (x x ) / 2A= −  (4.14ก) 
 
 2 3 1 1 3 ea (x y x y ) / 2A= −  2 3 1 eb (y y ) / 2A= −  2 1 3 ec (x x ) / 2A= −  (4.14ข) 
 
 3 1 2 2 1 ea (x y x y ) / 2A= −  3 1 2 eb (y y ) / 2A= −  3 2 1 ec (x x ) / 2A= −  (4.14ค) 
 
และ eA  คือพ้ืนที่ของเอลิเมนตที่พิจารณาโดยมีคาเทากับ 
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 e 1 2 3 2 3 1 3 1 2
1A   x (y y ) x (y y ) x (y y )
2

= − + − + −  (4.15) 

 
เนื่องจากฟงกช่ันการประมาณภายในเอลิเมนตดังแสดงในสมการ (4.13) เปนแบบระนาบเชิงเสน
ทําใหเราไมสามารถหาคาอนุพันธอันดับสองไดโดยตรง ดังนั้นในการหาคาตาง ๆ ของสมการที่ 
(4.9) ซ่ึงอยูในรูปอนุพันธอันดับสองนั้นสามารถหาไดโดยทางออม [16] โดยเริ่มจากการหาคา
อนุพันธอันดับหนึ่งของผลเฉลยเทียบกับแกน x และ y บนเอลิเมนตใด ๆ ไดเปน 
 

 e 1 2 3
1 2 3

N N N      
x x x x

∂Φ ∂ ∂ ∂
= Φ + Φ + Φ

∂ ∂ ∂ ∂
 (4.16ก) 

 

 e 1 2 3
1 2 3

N N N      
y y y y

∂Φ ∂ ∂ ∂
= Φ + Φ + Φ

∂ ∂ ∂ ∂
 (4.16ข) 

 
ซ่ึงสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมสามจุดตอคาที่ไดจะเทากันทั้งเอลิเมนตซ่ึงทําใหคาที่ไดที่จุดตอรวม
ของเอลิเมนตตาง ๆ มีคาไมเทากัน ดังนั้นเราจึงตองทําการหาคาอนุพันธนี้บนเอลิเมนตตาง ๆ แลว
ทําการเฉลี่ยคาที่จุดตอรวมโดยใชสมการ 
 

 

m
j
e

j  1
i

U
U   

m
==
∑

 (4.17) 

 
โดยที ่ iU  แทนคาเฉลี่ยของคาความเคนวอนมิสเซสที่จุดตอ i 
 j

eU  แทนคาความเคนวอนมิสเซสที่จุดตอ i ของเอลิเมนตที่ j ซ่ึงมีจุดตอ i เปนจุดตอรวม 

 m  แทนจํานวนเอลิเมนตทั้งหมดที่มีจุดตอ i เปนจุดตอรวม 
 

1

7
6

5

4
32

i

 
 

รูปที่ 4.4  การเรียงตัวของเอลิเมนตลอมรอบจุดตอ i 
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ตัวอยางเชน ผลเฉลยของคาอนุพันธอันดับหนึ่งที่จุดตอ i ซ่ึงเปนจุดตอรวมของเอลิเมนตทั้งหมด 6 
เอลิเมนตดังแสดงในรูปที่ 4.4 สามารถหาคาไดจาก 
 

 

e e e

i 1 2 6x x x  
x 6

∂Φ ∂Φ ∂Φ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂Φ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠=
∂

L

 (4.18) 

 
เมื่อทําการเฉลี่ยคาทั่วทั้งโดเมนแลวเราจะไดคาอนุพันธอันดับหนึ่งที่จุดตอทั่วทั้งโดเมนจากนั้นเรา
จะเริ่มทําการหาคาอนุพันธอันดับสองโดยทําการประยุกตการประมาณแบบระนาบเชิงเสนเขากับคา
อนุพันธอันดับหนึ่งที่ไดจากการเฉลี่ยบนจุดตอดังสมการเปน 
 

 ( ) 1 2 3
1 2 3x,  y   N   N   N

x x x x
∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ

= + +
∂ ∂ ∂ ∂

 (4.19 ก) 

 

 ( ) 1 2 3
1 2 3x,  y   N   N   N

y y y y
∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ

= + +
∂ ∂ ∂ ∂

 (4.19 ข) 

 
จะทําใหไดคาอนุพันธอันดับที่สองเทียบกับแกน x และ y เปน 
 

 
2

e 1 1 2 2 3 3
2

N N N      
x x x x x x x

∂ Φ ∂ ∂Φ ∂ ∂Φ ∂ ∂Φ
= + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (4.20ก) 

 

 
2

e 1 1 2 2 3 3
2

N N N      
y y y y y y y

∂ Φ ∂ ∂Φ ∂ ∂Φ ∂ ∂Φ
= + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (4.20ข) 

 

 
2

e 1 1 2 2 3 3N N N      
x y y x y x y x
∂ Φ ∂ ∂Φ ∂ ∂Φ ∂ ∂Φ

= + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

 1 1 2 2 3 3N N N               
x y x y x y

∂ ∂Φ ∂ ∂Φ ∂ ∂Φ
= + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (4.20ค) 

 
จากสมการที่ (4.13) คาอนุพันธอันดับหนึ่งของฟงกช่ันการประมาณภายในจะมีคาเปน 
 

 i
i

N  b
x

∂
=

∂
 (4.21ก) 

 

 i
i

N  c
y

∂
=

∂
 (4.21ข) 

 
ดังนั้นสมการ (4.16) และ (4.20) สามารถเขียนอยูในรูปอยางงายไดเปน 
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     e
1 1 3 2 3 3  b   b   b

x
∂Φ

= Φ + Φ + Φ
∂

 (4.22ก) 

 

     e
1 1 2 2 3 3  c   c   c

y
∂Φ

= Φ + Φ + Φ
∂

 (4.22ข) 

 

 
2

e 1 2 3
1 2 32   b   b   b

x x x x
∂ Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ

= + +
∂ ∂ ∂ ∂

 (4.22ค) 

 

 
2

e 1 2 3
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∂Φ ∂Φ ∂Φ

= + +
∂ ∂ ∂

 (4.22จ) 

 
จากนั้นทําการเฉลี่ยคาที่จุดตอรวมตาง ๆ โดยใชสมการที ่(4.17) ก็จะไดคาอนุพันธอันดับสองเทียบ
กับแกน x และ y ที่จุดตอตาง ๆ แทนคาอนุพันธอันดับสองที่ไดลงในสมการ (4.9) ก็จะไดคา
เจาะจงทั้งสองคาที่แตละจุดตอทั้งหมดบนโดเมน เลือกคาเจาะจงที่มีขนาดมากที่สุดเพื่อใชกําหนด
ขนาดเอลิเมนตโดยกําหนดให 
 

  
2 2

i i
2 2  max ,

X Y
⎛ ⎞∂ Φ ∂ Φ

λ = ⎜ ⎟
∂ ∂⎝ ⎠

 (4.23) 

 
จากอนุกรมของเทยเลอรเราทราบวาคาความผิดพลาดจะสัมพันธกับคาอนุพันธอันดับสองและขนาด
ของเอลิเมนตดังสมการ 
 

                   ( )2O h  ( ) ( )( )
2 2

2
i i i2

i i

1 x x   x x y y
2 x x y
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ Φ ∂ Φ

= − + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

      ( ) ( )
2

2 3
i2

i

1 y y   O h
2 y
⎛ ⎞∂ Φ

+ − +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 (4.24) 

 
เนื่องจาก ( )ix x−  และ ( )iy y−  แปรผันกับขนาดของเอลิเมนต h  ดังนั้นจะได 
 
 ( )2 2O h   h→ λ  (4.25) 
 
กําหนดใหคาความผิดพลาดในแตละเอลิเมนตมีคาคงที่ ดังนั้นเราสามารถคํานวณขนาดของเอลิ
เมนตเปรียบเทียบกันในแตละบริเวณของปญหาไดในทํานองเดียวกันกับสมการ (4.25) เปน 
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 2 2
max minh   h   constantλ = λ =  (4.26) 

 
โดยที ่ minh  แทนขนาดของเอลิเมนตที่เล็กที่สุดที่กําหนดโดยผูใช 
 maxλ  แทนขนาดของคาเจาะจงที่มีคามากที่สุดในโดเมนปญหา 
 
 
4.2  การถายทอดผลเฉลย 
 
 เพื่อใหการคํานวณสามารถดําเนินตอไปไดที่คาระดับภาระใดภาระหนึ่งหลังการปรับขนาด
เอลิเมนตเราจําเปนตองอาศัยการถายทอดผลเฉลยการเคลื่อนตัวที่จุดตอที่ไดจากโครงตาขายกอน
การปรับขนาดเอลิเมนตมาสูโครงตาขายใหมหลังการปรับขนาดเอลิเมนต โดยในการถายทอดผล
เฉลยจะเริ่มจากการหาวาจุดตอทั้งหมดบนโครงตาขายใหมอยูบนเอลิเมนตใดในโครงตาขายเกา
จากนั้นจะใชคาของผลเฉลยที่จุดตอและฟงกช่ันการประมาณภายในเอลิเมนตของเอลิเมนตนี้เพื่อ
ถายทอดคาผลเฉลยที่ไดไปไวที่จุดตอบนโครงตาขายใหม โดยในวิทยานิพนธฉบับนี้ไดแบงจุดตอที่
ตองทําการถายทอดผลเฉลยออกเปนสองสวนคือ จุดตอที่ปลายรอยราวและจุดตอที่บริเวณอื่นหรือ
จุดตอที่ไมซอนกันโดยขั้นตอนการถายทอดผลเฉลยมีรายละเอียดดังตอไปนี้ 
 ขั้นตอนแรกของการถายทอดผลเฉลยจะเริ่มจากการหาวาจุดตอบนโครงตาขายใหมอยูบน
เอลิเมนตใดในโครงตาขายเกา [29] พิจารณาจุดตอ p ใด ๆ ของโครงตาขายใหมที่ไมใชจุดตอที่
ปลายรอยราว โดยจุดตอ p นี้อยูบนพื้นที่สามเหลี่ยมใด ๆ ซ่ึงอาจเปนเอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอ
หรือเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอในโครงตาขายเกาที่ดาน ๆ หนึ่งของเอลิเมนตถูกยุบมารวมกันที่
ปลายรอยราวดังแสดงในรูปที่ 4.5 
 

3

p

7

8

1
2

3

1A

3A 2Ap
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1
4

 
 

(ก) เอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอ                           (ข) เอลิเมนตที่ปลายรอยราว 
 

รูปที่ 4.5  จุดตอของโครงตาขายใหม p บนเอลิเมนตในโครงตาขายเกา 
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พื้นที่สามเหลี่ยมยอย 1 2 3A ,  A,  A  ซ่ึงเกิดจากจุดตอ p กับดานตรงขามที่เหลือของสามเหลี่ยม และ
พื้นที่สามเหลี่ยม eA  สามารถคํานวณไดจากคาดีเทอรมิแนนท (Determinant) ดังสมการ 
 

1A  ( ) ( ){ }
p p

2 2 2 3 3 2 2 3 p 3 2 p

3 3

 1 x y
1 de t  1 x y   0.5 x y x y y y x x x y
2

 1 x y
= = − + − + −  (4.27 ก) 

 

2A  ( ) ( ){ }
p p

3 3 3 1 1 3 3 1 p 1 3 p

1 1

 1 x y
1 de t  1 x y   0.5 x y x y y y x x x y
2

 1 x y
= = − + − + −  (4.27 ข) 

 

3A  ( ) ( ){ }
p p

1 1 1 2 2 1 1 2 p 2 1 p

2 2

 1 x y
1 de t  1 x y   0.5 x y x y y y x x x y
2

 1 x y
= = − + − + −  (4.27 ค) 

 

eA  1 2 3 A   A   A= + +  (4.27 ง) 
 
โดยที ่ i ix ,  y ,   i 1,  2,  3=  แทนคาตําแหนงพิกัดที่ปลายยอดสามเหลี่ยม 
 
หากจุดตอ p อยูบนพื้นที่สามเหลี่ยมใดแลวพื้นที่สามเหลี่ยมยอย 1A , 2A  และ 3A  จะมีคามากกวา
หรือเทากับศูนยเสมอ ในกรณีที่จุดตอบนโครงตาขายใหมไมไดอยูบนเอลิเมนตใดเลยในโครงตา
ขายเกาซ่ึงเปนกรณีที่ เกิดขึ้นได เมื่อทําการสรางโครงตาขายบนโดเมนปญหาที่มีขอบเขต 
(Boundary) เปนเสนโคงดังแสดงในรูปที่ 4.6 
 

p

 
 

รูปที่ 4.6  การถายทอดผลเฉลยที่ขอบเขตปญหาเปนเสนโคง 
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การถายทอดผลเฉลยสําหรับกรณีนี้จะใชผลเฉลยที่ไดจากเอลิเมนตในโครงตาขายเกาที่อยูใกลกับจุด
ตอบนโครงตาขายใหมนี้มากที่สุด โดยใชอัตราสวนผลตางของพื้นที่ตอพ้ืนที่เอลิเมนตซ่ึงนิยามโดย 
 

 1 2 3 e

e e

A A A AA   
A 2A

+ + −Δ
=  (4.28) 

 
ในการตรวจสอบ หากเอลิเมนตใดในโครงตาขายเกามีคาอัตราสวนพื้นที่นี้ต่ําที่สุดแลวเอลิเมนตนั้น
ก็จะเปนเอลิเมนตที่อยูใกลจุดตอ p มากที่สุด 

 ในกรณีที่จุดตอ p เปนจุดตอท่ีปลายรอยราวนั้น วิธีการหาวาจุดตอ p อยูบนเอลิเมนตใดใน
โครงตาขายเกาอยางที่ผานมานั้นจะไมสามารถนํามาใชไดในกรณีนี้เนื่องจากมีจุดตอซอนกันอยู
หลายจุดที่ตําแหนงเดียวกันที่ปลายรอยราว ดังนั้นจึงตองหาวิธีใหมในการระบุเอลิเมนตที่จุดตอ p 

นั้นอยู พิจารณาเอลิเมนตที่ปลายรอยราวของโครงตาขายใหมและเกาดังแสดงในรูปที่ 4.7ก โดยท่ี
เสนประแสดงขอบของเอลิเมนตในโครงตาขายเกา ขณะที่เสนเต็มแสดงขอบของเอลิเมนตในโครง
ตาขายใหม 

aθ or

pθ

bθ

p

 
 
รูปที่ 4.7  การหาวาจดุตอทีป่ลายรอยราวของเอลิเมนตในโครงตขายใหมอยูบนเอลิเมนตที่ปลาย 

                    รอยราวใดในโครงตาขายเกา (ก) เอลิเมนตที่ปลายรอยราวของโครงตาขายใหมและ 

                   โครงตาขายเกาและ (ข) นิยามของมุมตาง ๆ ที่ใชในการตรวจสอบ 
 
จากรูปหากจุดตอทั้งหมดที่ถูกยุบมารวมกันที่ปลายรอยราวของเอลิเมนตทั้งจากโครงตาขายใหม
และเกาถูกเลื่อนออกจากตําแหนงปลายรอยราวเปนระยะ or  ตามแนวรัศมีแลว เราสามารถ
ตรวจสอบไดวาจุดตอ p อยูบนเอลิเมนตใดในโครงตาขายเกาโดยพิจารณามุมของจุดตอบนโครงตา
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ขายใหมที่กระทํากับระนาบรอยราว pθ  ดังแสดงในรูปที่ 4.7ข วาอยูระหวางมุมที่จุดตอหลักสองจุด
ของดานที่ถูกยุบมารวมกันที่ปลายรอยราวของเอลิเมนตใดในโครงตาขายเกาโดยใชสมการ 
 
 a p b   ⎡ ⎤θ ≤ θ ≤ θ⎣ ⎦  (4.29) 
 
โดยที ่ pθ  แทนมุมที่จุดตอ p บนโครงตาขายใหมวัดจากระนาบรอยราว 

 aθ  แทนมุมที่จุดตอหลักจุดแรกของดานที่ถูกยุบมารวมกันที่ปลายรอยราวของเอลิเมนตที ่
  ปลายรอยราวในโครงตาขายเกา 
 bθ  แทนมุมที่จุดตอหลักถัดไปของดานที่ถูกยุบมารวมกันที่ปลายรอยราวของเอลิเมนตที่ 
  ปลายรอยราวในโครงตาขายเกา 
 

เมื่อไดเอลิเมนตที่อยูใกลจุดตอ p มากที่สุดหรือเอลิเมนตที่จุดตอ p อยูขางในแลวขั้นตอน
ตอไปของการถายทอดผลเฉลยจะเปนการหาฟงกช่ันการประมาณภายในเอลิเมนตของเอลิเมนตที่
ไดที่สอดคลองกับจุดตอ p โดยหากเอลิเมนตที่ไดนั้นเปนเอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอแลว ฟงกช่ัน
การประมาณภายในเอลิเมนตที่สอดคลองกับจุดตอ p ของเอลิเมนตชนิดนี้จะสามารถหาไดโดยงาย
หากฟงกช่ันการประมาณภายในเอลิเมนตถูกเขียนอยูในรูปพิกัดพื้นที่ (Area Coordinates) เปน 
[25] 
 

 

( )
( )
( )

1 1 1

2 2 2

3 3 3

4 1 2

5 2 3

6 3 1

N 2L 1 L
N 2L 1 L
N 2L 1 L

  
N 4L L
N 4L L
N 4L L

= −
= −
= −
=
=
=

 (4.30) 

 
โดยนิยามของพิกัดพื้นที่มีดังนี้ 
 

 31 2
1 2 3

e e e

AA AL   ,     L   ,     L   
A A A

= = =  (4.31) 

 
ในกรณีที่เอลิเมนตที่ไดนั้นเปนเอลิเมนตที่ปลายรอยราวเราจะเริ่มจากการคํานวณหาคาพกิดั

ธรรมชาติของเอลิเมนตในโครงตาขายเกานี้ที่สอดคลองกับจุดตอ p พิจารณารูปที่ 4.8 ซ่ึงแสดง
ความสัมพันธระหวางคามุมและระยะจากปลายรอยราวของจุดตอ p ซ่ึงวัดเทียบกับเอลิเมนตที่ปลาย
รอยราวในโครงตาขายเกา 
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รูปที่ 4.8  เอลิเมนตที่ปลายรอยราวในโครงตาขายเกาที่บรรจุจุดตอ p (ก) บนพิกัด x-y  และ (ข)  

                 บนพิกัดธรรมชาติ -ξ η  
 
ในทํานองเดียวกันกับสมการ (ง.6) ในภาคผนวก ง ความสัมพันธระหวางระยะในแนวรัศมีจาก
ปลายรอยราว pr  และมุมที่วัดเทียบกับแกนกลางของเอลิเมนตที่ปลายรอยราวในโครงตาขายเกา pθ  
ดังแสดงในรูปที่ 4.8 กับพิกัดธรรมชาติ ( )p p,  ξ η  ที่สอดคลองกับจุดตอ p สําหรับเอลิเมนตที่ปลาย

รอยราวซึ่งจุดตอตรงกลางดานและจุดตอตรงกลางเอลิเมนตยังคงอยูที่ตําแหนงกึ่งกลางนั้นจะเทากับ 
 

 

p
p

2
p

p p

r
   1a 1 tan

2
a  tan
b

ξ = −
+ θ

η = θ

 (4.32) 

 
ในกรณีที่จุดตอ p เปนจุดตอที่ปลายรอยราวซึ่งคาระยะในแนวรัศมีจากปลายรอยราว pr  มีคาเทากับ
ศูนยแลว พิกัดธรรมชาติที่สอดคลองกับจุดตอ p จะสามารถหาไดจากการพิจารณารูปที่ 4.7ข และ
สมการ (4.32) เปน 
 

 

p

b a
p

p
b a

  1

tan
2

  
tan

2

ξ = −

⎡ ⎤θ + θ⎛ ⎞θ − ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦η =
θ −θ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (4.33) 
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เมื่อไดคาพิกดัธรรมชาติที่สอดคลองกับจดุตอ p สําหรับเอลิเมนตที่ปลายรอยราวในโครงตาขายเกา
แลว ฟงกช่ันการประมาณภายในเอลิเมนตที่สอดคลองกับจุดตอนี้จะสามารถหาไดโดยการแทนคา
พิกัดธรรมชาติที่ไดนี้ลงในสมการ (3.30) 

เมื่อไดคาฟงกช่ันการประมาณภายในของเอลิเมนตที่ตองการแลว ขั้นตอนตอไปจะเปนการ
คํานวณคาการเคลื่อนตัวของเอลิเมนตในโครงตาขายเกาที่สอดคลองกับจุดตอ p เพื่อใชถายทอด
กลับไปยังจุดตอ p ในโครงตาขายใหมโดยใชสมการ 
 

 
n

p i i
i 1

  N
=

Φ = Φ∑  (4.34) 

 
โดยที ่ n 6=  สําหรับเอลิเมนตในโครงตาขายเกาแบบสามเหลี่ยมหกจุดตอ 

 n 9=  สําหรับเอลิเมนตที่ปลายรอยราวในโครงตาขายเกา 
 pΦ  แทนคาการเคลื่อนตัวของจุดตอ p บนโครงตาขายใหม 
 iΦ  แทนคาการเคลื่อนตัวของจุดตอตาง ๆ สําหรับเอลิเมนตในโครงตาขายเกา 
 iN  แทนคาฟงกช่ันการประมาณภายในเอลิเมนตที่สอดคลองกับจุดตอ p ของเอลิเมนต 
  ในโครงตาขายเกา 
 
 
4.3  บทสรุป 
 
 ในบทนี้หลักการของเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติและเทคนิคการถายทอด
ผลเฉลยระยะการเคลื่อนตัวจากโครงตาขายกอนการปรับขนาดเอลิเมนตไปสูโครงตาขายที่ทําการ
ปรับขนาดเอลิเมนตแลวพรอมทั้งการนําไปประยุกตเขากับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตไดถูกอธิบาย
อยางละเอียดโดยเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติจะใชคาอนุพันธอันดับสองของคา
ความเคนวอนมิสเซสในการปรับขนาด เทคนิคการถายทอดผลเฉลยระยะการเคลื่อนตัวใชการ
ถายทอดผลเฉลยโดยใชฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตและผลเฉลยที่จุดตอจากโครงตาขาย
กอนการปรับขนาดเอลิเมนตไปสูจุดตอบนโครงตาขายที่ทําการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ
แลว ขั้นตอนการทํางานและลักษณะโครงสรางของไฟลนําเขาเพื่อใชกับโปรแกรม JFACTOR ที่
ไดประดิษฐขึ้นไดถูกอธิบายอยางละเอียดในบทตอไป 
 



บทที่ 5 
 

โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับคํานวณคาพารามิเตอรเจอินทิกรลั 
 
 
 ในบทนี้จะกลาวถึงขั้นตอนการทํางานของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดประดิษฐขึ้นจาก
สมการไฟไนตเอลิเมนตดังที่ไดอธิบายไปแลวในบทที่ผานมา โดยตัวโปรแกรมคอมพิวเตอรจะถูก
เขียนขึ้นจากภาษาฟอรแทรน (FORTRAN) โดยสามารถนําไปใชงานไดโดยตรงกับเครื่อง
คอมพิวเตอรสวนบุคคล โปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นนี้มีช่ือวา JFACTOR โดยมีรายละเอียดดังตอไปนี้ 
 
 
5.1  ลักษณะของโปรแกรม JFACTOR 
 
 โปรแกรมคอมพิวเตอร JFACTOR ประกอบดวยโปรแกรมหลัก (Main Program ) และ 
27 โปรแกรมยอย (Subroutine) โดยมีขั้นตอนการทํางานของโปรแกรมดังนี ้
 

5.1.1 เร่ิมตนการทํางานโดยอานไฟลขอมูลนําเขาของปญหา (Input File)  ซ่ึง
ประกอบดวยขอมูลที่จําเปนตาง ๆ ที่ตองใชในการคํานวณหาคาพารามิเตอรเจ
อินทิกรัลโดยเรียกโปรแกรมยอย [SUBROUTINE INPUT] ซ่ึงในโปรแกรม
ยอยนี้ยังประกอบดวยโปรแกรมยอย [SUBROUTINE CRACKFACE]  ซ่ึงทํา
หนาที่แปลงเอลิเมนตรอบปลายรอยราวจากเอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอไปเปน
เอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอ โดยในโปรแกรมยอยนี้ยังประกอบดวยโปรแกรมยอย 
[SUBROUTINE CENTER]  ซ่ึงทําหนาที่หาการเรียงตัวของเอลิเมนตรอบ
ปลายรอยราวเพื่อใชในการถายทอดผลเฉลยของจุดตอที่ปลายรอยราวและหาการ
เรียงตัวของจุดตอที่ผิวรอยราวเพื่อใชในการคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล
ซ่ึงเกิดจากพจนคาความเคนดึงที่ ผิวรอยราว  นอกจากนี้ในโปรแกรมยอย 
[SUBROUTINE INPUT] ยังประกอบดวยโปรแกรมยอย [SUBROUTINE 

FTHETA] และ [SUBROUTINE XYLOCAL]  ซ่ึงทําหนาที่คํานวณคามุม
ของจุดตอที่ขอบนอกของเอลิเมนตที่ปลายรอยราวทั้งหมดเทียบกับระนาบรอยราว
เพื่อใชในการถายทอดผลเฉลยคาการเคลื่อนตัวของจุดตอที่ปลายรอยราว และ 

[SUBROUTINE TemBDfFUNC] ซ่ึงใชในการกําหนดคาอุณหภูมิและคาแรง
วัตถุที่จุดตอในกรณีที่ผูใชไมตองการจะกําหนดโดยตรงลงในไฟลขอมูลนําเขา 
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5.1.2 คํานวณเอลิเมนตเมตริกซตาง ๆ โดยเรียกโปรแกรมยอย [SUBROUTINE LST] 
ซ่ึงประกอบไปดวยโปรแกรมยอย [SUBROUTINE VOLUMETRIC]  และ 
[SUBROUTINE DEVIATORIC]  ซ่ึงทําหนาที่คํานวณเอลิเมนตเมตริกซตาง 
ๆ ที่ เกี่ยวของกับพจนความเคนตั้งฉากเฉลี่ยและพจนความเคนดิ เวียทอริก
ตามลําดับโดยใชจํานวนจุดเกาสที่แตกตางกัน โปรแกรมยอยทั้งสองนี้ยังประกอบ
ไปดวยโปรแกรมยอยตาง ๆ ซ่ึงมีหนาที่ดังนี้ โปรแกรมยอย [SUBROUTINE 

BJ9] ทําหนาที่คํานวณเมตริกซความสัมพันธระหวางคาความเครียดและคาการ
เคล่ือนตัวที่จุดตอและคาดีเทอรมิแนนทของจาโคเบียนเมตริกซ โปรแกรมยอย 
[SUBROUTINE GVALUE] ทําหนาที่คํานวณคาของตัวแปรใด ๆ ณ ตําแหนง
ที่กําหนดในเอลิเมนต โปรแกรมยอย [SUBROUTINE FINDSTRSS] ทํา
หนาที่คํานวณคาความเคนประสิทธิผลจากคาความเครียดและคาอุณหภูมิที่จุดเกาส 
และโปรแกรมยอย [SUBROUTINE ASSMBLE] ทําหนาที่ประกอบเมตริกซ
ตาง ๆ ที่คํานวณไดในแตละเอลิเมนตเขาเปนเมตริกซระบบรวม 

 
5.1.3 กําหนดเงื่อนไขขอบเขตของปญหา เชน บางจุดตออาจถูกกําหนดใหไมมีการ

เคล่ือนที่หรือถูกกําหนดใหมีคาระยะการเคลื่อนตัวเทากับคาใดคาหนึ่ง หรือบางจุด
ตออาจถูกกํ าหนดใหมีแรงภายนอกมากระทํ า  โดยเรี ยกโปรแกรมยอย 
[SUBROUTINE APPLYBC] 

 
5.1.4 แกระบบสมการรวมเพื่อหาคาระยะการเคลื่อนตัวที่เพิ่มขึ้นจากคาภาระที่เพิ่มขึ้น

โดยเริ่มจากการประยุกตการแยกตัวประกอบแบบเคราท (Crout Factorization) 

เขากับระบบสมการเพื่อใหไดเมตริกซสามเหลี่ยมดานลางและเมตริกซในแนว
ทแยงมุมโดยใชโปรแกรมยอย [SUBROUTINE CROUT] จากนั้นแกระบบ
สมการโดยเรียกโปรแกรมยอย [SUBROUTINE SOLVE] 

 
5.1.5 ประยุกตวิธีการทําซ้ําเขากับระบบสมการจนกระทั่งไดคาการเคลื่อนตัวที่จุดตอซ่ึง

มีความถูกตองอยูในระดับที่กําหนดดวยโปรแกรมยอย [SUBROUTINE ITER] 
 

5.1.6 คํ านวณค าความ เคนที่ จุ ดตอโดย เ รียกโปรแกรมยอย  [SUBROUTINE 

GAUSSNODE] ซ่ึงคาความเคนที่ไดจะแยกการคํานวณออกเปนสองสวนโดยคา
ความ เคนตั้ งฉาก เฉลี่ ยจะคํ านวณดวยโปรแกรมยอย  [SUBROUTINE 

VOLSTRESS] และคาความเคนดิ เวียทอริกจะคํานวณดวยโปรแกรมยอย 
[SUBROUTINE DEVSTRESS] โดยเริ่มคํานวณคาความเคนบนเอลิเมนตที่
จุดเกาสตาง ๆ จากนั้นจึงแปลงคาความเคนที่ไดไปอยูที่จุดตอโดยใชโปรแกรมยอย 
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[SUBROUTINE TRMAT] ในการกําหนดเมตริกซที่ใชแปลงคาความเคนจาก
จุดเกาสไปที่จุดตอ 

 
5.1.7 คํานวณคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลบนโดเมนตาง ๆ โดยเรียกโปรแกรมยอย 

[SUBROUTINE CJINT] โดยแยกการคํานวณออกเปนสามสวนคือคํานวณ
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลจากพจนที่เกี่ยวของกับคาความเคนตั้งฉากเฉลี่ยดวย
โปรแกรมยอย [SUBROUTINE CJVOL] คํานวณคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล
จ ากพจน ที่ เ กี่ ย ว ข อ งกั บค า ค ว าม เ ค นดิ เ วี ยทอริ กด ว ย โปรแกรมย อ ย 
[SUBROUTINE CJDEV] และคํานวณคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลจากพจนที่
เกี่ยวของกับคาความเคนดึงที่ผิวดวยโปรแกรมยอย [SUBROUTINE CFACE] 

 
5.1.8 พิมพคาระยะการเคลื่อนตัวที่จุดตอ คาความเคนที่จุดตอ และคาพารามิเตอรเจ

อินทิกรัลที่คํานวณได ณ สถานะการคํานวณตาง ๆ ลงในไฟลผลลัพธเพื่อใชใน
การปรับขนาดเอลิ เมนตหรือแสดงผลดวยโปรแกรมกราฟฟกตาง  ๆ  บน
จอคอมพิวเตอร [MAIN PROGRAM] โดยโปรแกรมยอย [SUBROUTINE 

GETSTRING] ทําหนาที่แปลงตัวเลขแสดงครั้งที่ทําการคํานวณเปนตัวอักษร
เพื่อใชในการตั้งชื่อไฟลผลลัพธ 

  
5.1.9 ในกรณีที่มีการปรับขนาดเอลิเมนตโปรแกรมจะอานขอมูลตาง ๆ ของแบบจําลอง

ไฟไนตเอลิเมนตที่ทําการปรับขนาดเอลิเมนตแลวดวยโปรแกรม FEMESH 

v2.1.152 โดยเรียกโปรแกรมยอย [SUBROUTINE INPUT] ขึ้นมาอีกครั้ง
หนึ่ง จากนั้นทําการถายทอดผลเฉลยของคาการเคลื่อนตัวที่จุดตอตาง ๆ ที่ไดจาก
การคํานวณในโครงตาขายเกาไปสูจุดตอตาง ๆ ในโครงตาขายใหมโดยเรียก
โปรแกรมยอย [SUBROUTINE MAPPING] ซ่ึงในโปรแกรมยอยนี้ยัง
ประกอบไปดวยโปรแกรมยอย 

 
5.1.10 ประยุกตวิธีการทําซ้ําเขากับผลเฉลยคาการเคลื่อนตัวที่จุดตอที่ถูกถายทอดมา

เพื่อใหไดผลเฉลยใหมที่ทําใหระบบสมการของแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่ทํา
การปรับขนาดแลวนี้สมดุลยโดยเรียกโปรแกรมยอย [SUBROUTINE ITER] 

 
5.1.11 คํานวณคาความเคนที่จุดตอและคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลบนโดเมนตาง ๆ 

สําหรับแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่ทําการปรับขนาดเอลิเมนตแลวนี้โดยเรียก
โปรแกรมยอย [SUBROUTINE GAUSSNODE] และ [SUBROUTINE 

CJINT] ตามลําดับ 
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5.1.12 เมื่อไดผลเฉลยคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลท่ีลูเขาแลวจึงเริ่มกระบวนการทั้งหมด
ใหมที่คาระดับภาระหรือคาระยะการเคลื่อนตัวที่ถูกกําหนดในสถานะการคํานวณ
ถัดไป 

 
ลําดับขั้นตอนการทํางานทั้งหมดของโปรแกรม JFACTOR สามารถสรุปไดดังแสดงในรูปที่ 5.1 
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เริ่มการทํางาน [MAIN]

กําหนดเงื่อนไขขอบเขต [APPLYBC]

คํานวณเมตริกซระบบรวม [LST]

ตรวจสอบ
การลูเขาของคาพารามิเตอร

เจอินทิกรัล

อานขอมูลของปญหา [INPUT]

ประยุกตวิธีการทําซ้ํา [ITER]

คํานวณคาความเคนท่ีจุดตอ [GAUSSNODE]

คํานวณคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล [CJINT]

พิมพผลเฉลยคาระยะการเคลื่อนตัว
และคาความเคนท่ีจุดตอ [MAIN]

สถานะ
การคํานวณสุดทาย

?

ถายทอดผลเฉลยคา
ระยะการเคลื่อนตัว

[MAPPING]

ประยุกตเทคนิคการ
ปรับขนาดเอลิเมนต

โดยอัตโนมัติ
[FEMESH v2.1.152]

หยุดการคํานวณ

อานขอมูลของปญหา
ที่ทําการปรับขนาดเอ
ลิเมนตแลว [INPUT]

ประยุกตการแยกตัวประกอบแบบเคราท [CROUT]

แกระบบสมการ [SOLVE]

คํานวณปญหาที่
ระดับภาระถัดไป

ใช

ไมใช

ไมใช

ใช

 
 

รูปที ่5.1  ลําดับขั้นตอนการทํางานของโปรแกรม JFACTOR 
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5.2  รายละเอียดของโปรแกรม JFACTOR 
 

รายละเอียดทั้งหมดของโปรแกรมคอมพิวเตอร JFACTOR ไดแสดงไวในภาคผนวก จ 
ตอนทายของวิทยานิพนธนี ้
 
 
5.3  ลักษณะของไฟลขอมูลนําเขา 
 

ลักษณะของไฟลขอมูลนําเขาที่ใชกับโปรแกรม JFACTOR จะประกอบไปดวยสวนตาง 
ๆ ทั้งหมด 6 สวนดังนี้ 
 
สวนที่ 1  ประโยคอธิบายกํากับลักษณะของไฟล 

บรรทัดแรก ตัวเลขระบุจํานวนบรรทัดที่ใชอธิบายลักษณะของไฟล 
บรรทัดตอไป ประโยคอธิบายลักษณะของไฟลขอมูลนําเขาจํานวนบรรทัดเทากับที่ระบุไว

ในบรรทัดแรก 

ตัวอยางเชน 3 
 Single Edge Notched Tension specimen, SENT 
 Crack length per width ratio is 0.5 
 Incremental load factor is 0.25 

 
สวนที่ 2  ความตองการการปรับขนาดเอลิเมนตและชนิดของปญหา 

บรรทัดแรก คําระบุรหัสความตองการการปรับขนาดเอลิเมนต ชนิดของปญหา และ
ตําแหนงแกนสมมาตร 

บรรทัดที่สอง รหัสตัวเลขแสดงความตองการการปรับขนาดเอลิเมนตสําหรับไฟลขอมูล
นําเขานี้ รหัสตัวเลขระบุชนิดของปญหา และตําแหนงที่แกนสมมาตรตัดกับ
แกน x เฉพาะในกรณีชนิดของปญหาเปนปญหาสมมาตรรอบแกน 

ตัวอยางเชน INOADAPT       IPLANE       XSHIFT 
 1 3 30.0 
 
หมายเหตุ : รหัสตัวเลขตาง ๆ มีความหมายดังนี้ 
 INOADAPT  1=  ไมมีการปรับขนาดเอลิเมนตในการวิเคราะหปญหา

นี้ ดังนั้นใชเฉพาะไฟลขอมูลนําเขานี้ตลอดการ
คํานวณในทุกสถานะการคํานวณ 

 INOADAPT  0=  มีการปรับขนาดเอลิเมนตในการวิเคราะหปญหานี้ 
ดังนั้นในระหวางการวิเคราะหปญหานี้อาจตองมี
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การอานไฟลขอมูลนําเขาที่ทําการปรับขนาดเอลิ
เมนตแลวใหม  

 IPLANE  1=  ปญหาความเคนในระนาบ 
 IPLANE  2=  ปญหาความเครียดในระนาบ 

 IPLANE  3=  ปญหาสมมาตรรอบแกน ในกรณีนี้ตองกําหนดคา 
XSHIFT ซ่ึงเปนคาพิกัดในแนวแกน x ที่แกน
สมมาตรตัดกับแกน x ดวย  

 
สวนที่ 3  ขนาดของปญหา 

บรรทัดแรก คําระบุจํานวนจุดตอ เอลิเมนตและจุดตอที่มีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต 
บรรทัดที่สอง ตัวเลขระบุจํานวนจุดตอ เอลิเมนตและจุดตอที่มีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต 

ตัวอยางเชน NPOIN NELEM NPBC 
 720 331 25 

 
สวนที่ 4  วิธีการทําซํ้าและคาความผิดพลาดที่ยอมรับได 

บรรทัดแรก คําระบุรหัสวิธีการทําซํ้าและคาความผิดพลาดที่ยอมรับได 
บรรทัดที่สอง รหัสตัวเลขระบุวิธีการทําซํ้าและตัวเลขระบุคาความผิดพลาดที่ยอมรับได 
ตัวอยางเชน ITERTY BETOK 
 1 5.E-8 
 
หมายเหตุ : รหัสตัวเลขระบุวิธีการทําซํ้ามีความหมายดังนี้ 
 ITERTY  1=  ใชวิธีการทําซํ้าแบบนิวตัน-ราฟสัน (Full Newton-

Raphson Method) 
 IT ERTY  2=  ใชวิธีการทําซ้ําแบบนิวตัน-ราฟสันที่ถูกดัดแปลง 

(Modified Newton-Raphson Method) 
 
สวนที่ 5  ลักษณะของรอยราวและเอลิเมนตที่รอบปลายรอยราว 

บรรทัดแรก คําระบุลักษณะของรอยราวและเอลิเมนตที่ปลายรอยราว 
บรรทัดที่สอง หมายเลขจุดตอที่ปลายรอยราว ตัวเลขระบุคามุมที่ระนาบรอยราวกระทํากับ

แกน x รหัสตัวเลขระบุความตองการใหโปรแกรมเปลี่ยนขอมูลนําเขาของ
เอลิเมนตที่ปลายรอยราวจากเอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอไปเปนเอลิเมนต
ส่ีเหล่ียมเกาจุดตอ รหัสตัวเลขระบุวาที่ผิวรอยราวมีคาความเคนดึงมากระทํา
ที่ผิวหรือไมและจํานวนผิวรอยราวที่มีในแบบจําลอง 

บรรทัดที่สาม คําระบุลักษณะของแรงที่กระทํากับจุดตอบนผิวรอยราว (เฉพาะกรณีที่ผิว
ของรอยราวมีคาความเคนดึงมากระทําเทานั้น) 
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บรรทัดตอไป (เฉพาะกรณีที่ผิวของรอยราวมีคาความเคนดึงมากระทําเทานั้น) รหัสตัวเลข
ผิวรอยราว แรงที่กระทํากับจุดตอท่ีปลายรอยราวในทิศ x และ y ซ่ึงไดจาก
การอินทิเกรตคาความเคนดึงที่ผิวซ่ึงกระทํากับผิวรอยราวของเอลิเมนตที่
ปลายรอยราวที่สอดคลองกับผิวรอยราวนั้น ๆ และแรงที่กระทํากับจุดตอที่
อยูไกลที่สุดบนผิวรอยราวในทิศ x และ y ซ่ึงไดจากการอินทิเกรตคาความ
เคนดึงที่ผิวซ่ึงกระทํากับเอลิเมนตที่ผิวรอยราวที่อยูไกลที่สุดซึ่งอยูในโดเมน
ที่ทําการอินทิเกรตหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล (แรงที่ไดนี้ไมใชแรงลัพธที่
ไดจากการรวมแรงทั้งหมดที่กระทํากับจุดตอทั้งสองนี้จากเอลิเมนตตาง ๆ ที่
มีจุดตอทั้งสองเปนจุดตอรวม แตเปนแรงที่คิดจากคาความเคนดึงที่ผิว
เฉพาะที่กระทํากับเอลิเมนตที่ผิวรอยราวทั้งสองที่กลาวถึงขางตนนี้เทานั้น 

โดยแรงที่ตองกําหนดในไฟลขอมูลนําเขานี้จะถูกนํามาใชในการแปลงแรง
ที่จุดตอบนผิวรอยราวกลับเปนคาความเคนดึงที่ผิวเพื่อใชในการคํานวณหา
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่เกิดจากพจนคาความเคนดึงที่ผิวอีกทีหนึ่ง) 

ตัวอยางเชน NODEK1 CANGLE ICTETRAN ICFLOAD NFACE 
 287 25.0 1 1 2 
 IFACE CTQFIX CTQFIY FDQFIX FDQFIY 
 1 0.0 10.0+  0.0 10.0+  
 2 0.0 10.0−  0.0 10.0−  
 
หมายเหตุ : รหัสตัวเลขตาง ๆ มีความหมายดังนี้ 
 ICTETRAN  1=  แปลงขอมูลนําเขาของเอลิเมนตที่ปลายรอยราวจาก

เอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอไปเปนเอลิเมนต
ส่ีเหล่ียมเกาจุดตอ 

 ICTETRAN  0=  ไมตองแปลงขอมูลนําเขา ในกรณีนี้จะใชขอมูล
นําเขาเดิมสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอ 

 ICFLOAD  1=  ผิวรอยราวมีคาความเคนดึงมากระทํา 
 ICFLOAD  0=  ไมมีคาความเคนดึงมากระทําที่ผิวรอยราว 

 IFACE  1=  ผิวรอยราวที่มี เวกตอรตั้งฉากกับผิวรอยราวใน
ทิศทางเปดรอยราว In̂  ดังแสดงในรูปที่ 5.3 กระทํา
กับระยะจากปลายรอยราวถึงเวกเตอรนั้นในทิศทาง
ตามเข็มนาฬิกา 

 IFACE  2=  ผิวรอยราวที่มีเวกตอร In̂  กระทํากับระยะจากปลาย
รอยราวถึงเวกเตอรนั้นในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 
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 โดยคามุมที่ระนาบรอยราวกระทํากับแกน x และรหัสตัวเลขผิวรอยราวได
ถูกนิยามไวเปนตัวอยางดังแสดงในรูปที่ 5.2 ในทํานองเดียวกันรูปที่ 5.3 

แสดงการกําหนดแรงที่กระทํากับจุดตอที่ปลายรอยราวและจุดตอที่อยูไกล
ที่สุดบนผิวรอยราวในทิศ x และ y เนื่องจากคาความเคนดึงที่ผิว T̂  สําหรับ
เอลิเมนตที่ผิวรอยราวซึ่งอยูในโดเมนที่ใชคํานวณหาคาพารามิเตอรเจ
อินทิกรัล 

 
 

0.2

0.4

CANGLE

IFACE  1=

IFACE  2= ROR

25o

In̂

In̂

 
 

รูปที่ 5.2  การกําหนดมุมของระนาบรอยราว รหัสตัวเลขผิวรอยราว และขนาดของโดเมน 
 
 

FDQFIX

FDQFIY

FDQFIY CTQFIY

CTQFIXCTQFIY

T̂

T̂

 
 

รูปที่ 5.3  การกําหนดแรงทีก่ระทํากับจุดตอที่ปลายรอยราวและจุดตอทีอ่ยูไกลที่สุดบนผิวรอย 

                 ราวในโดเมนที่ทําการอินทิเกรตหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล 
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สวนที่ 6  ชนิด จํานวนและขนาดของโดเมนที่ใชอินทิเกรตหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล 
บรรทัดแรก คําระบุชนิดและจํานวนโดเมน 

บรรทัดที่สอง รหัสตัวเลขระบุชนิดของโดเมนและตัวเลขแสดงจํานวนโดเมน 

บรรทัดที่สาม คําระบุขนาดของโดเมน 
บรรทัดตอไป ตัวเลขแสดงขนาดของโดเมน ในกรณีโดเมนรูปสี่เหล่ียมผืนผาดังแสดงใน

ตัวอยางขางลางนี้ ผูใชจะตองกําหนดคาสี่คาเพื่อใชในการกําหนดขนาดของ
โดเมนแตละโดเมน ขณะที่ในกรณีโดเมนรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสและโดเมนรูป
วงกลมคาขนาดที่ตองกําหนดจะมีเพียงคาเดียวตอโดเมน 

ตัวอยางเชน IDOMTY NDOM 
 3 2 
 ROR1    ROR2    ROR3    ROR4 
 0.20 0.25 0.18  1.00−  
 0.20 0.45 1.00−  1.00−  
 
หมายเหตุ : รหัสตัวเลขระบุชนิดของโดเมนมีความหมายดังนี ้
 IDOMTY  1=  โดเมนรูปสี่เหล่ียมจตุรัส 
 IDOMTY  2=  โดเมนรูปวงกลม 

 IDOMTY  3=  โดเมนรูปสี่เหล่ียมผืนผา 
โดยขนาดของโดเมนรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสที่ตองกําหนดจะมีคาเทากับความยาว
คร่ึงหนึ่งของดานสี่เหล่ียมจัตุรัสดังแสดงในรูปที่ 5.2 ในทํานองเดียวกัน
ขนาดของโดเมนรูปวงกลมที่ตองกําหนดจะมีคาเทากับระยะรัศมีของรูป
วงกลม สําหรับโดเมนรูปส่ีเหล่ียมผืนผานั้นการกําหนดขนาดในแตละ
โดเมนจะเริ่มจากระยะจากปลายรอยราวถึงขอบทางดานซาย (ROR1),  
ดานบน (ROR2), ดานขวา (ROR3) และดานลาง (ROR4) ของโดเมนดัง
แสดงในรูปที่ 5.4 
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ROR3ROR1

ROR2

ROR4

 
 

รูปที่ 5.4  การกําหนดขนาดของโดเมนรูปสี่เหล่ียมผืนผา 
 

ในกรณีที่ปญหามีลักษณะสมมาตรบนระนาบรอยราวดังแสดงในรูปที่ 5.5 

การกําหนดขนาดของโดเมนจะแตกตางจากกรณีที่ผานมาโดยหากขอบของ
โดเมนดานใดไมอยูในแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตแลว ระยะจากปลายรอย
ราวถึงขอบโดเมนดานนั้นจะถูกกําหนดใหมีคาเทากับลบหนึ่ง โดยโดเมน
ในรูปที่ 5.5 นี้จะใชการกําหนดขนาดดังแสดงในตัวอยางการกําหนดขนาด
ของโดเมนในสวนที่ 6 นี้ ในการกําหนดขอบของโดเมนตาง ๆ ใหถูกตอง
นั้นมีความสําคัญกับการคํานวณคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลใหถูกตองเปน
อยางมากเนื่องจากที่ขอบของโดเมนตาง ๆ นั้นคาเวกเตอร kq  ดังแสดงใน
สมการ (2.46)  และ (2.55) ตองถูกกําหนดใหมีคาเทากับศูนยเสมอ ในการ
กําหนดขนาดของโดเมนตาง ๆ นั้นยังมีเงื่อนไขเพิ่มเติมอีกขอหนึ่งวาขนาด
ของโดเมนจะตองเรียงลําดับจากนอยไปหามากเสมอซึ่งหมายความวา
โดเมนสุดทายจะตองเปนโดเมนที่บรรจุโดเมนตาง ๆ ไวทั้งหมดและมีขนาด
ใหญที่สุดเสมอ 
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0.45

0.25

0.20

0.18

 
 

รูปที่ 5.5  การกําหนดขนาดโดเมนรูปสี่เหล่ียมผืนผาสําหรับปญหาสมมาตรบนระนาบรอยราว 
 
สวนที่ 7  สถานะการคํานวณทั้งหมดและตัวคูณที่สอดคลองกับสถานะการคํานวณตาง ๆ 

บรรทัดแรก คําระบุจํานวนสถานะการคํานวณ 

บรรทัดที่สอง ตัวเลขระบุจํานวนสถานะการคํานวณทั้งหมด 

บรรทัดที่สาม คําระบุคาตัวคูณภาระ ระยะเคลื่อนตัว อุณหภูมิ และแรงวัตถุที่สอดคลองกับ
สถานะการคํานวณตาง ๆ 

บรรทัดตอไป ตัวเลขระบุคาตัวคูณภาระ  ระยะเคลื่อนตัว  อุณหภูมิ  และแรงวัตถุที่
สอดคลองกับสถานะการคํานวณตาง ๆ 

ตัวอยางเชน NSTATE 
 6 
 ForcFAC      DispFAC      TempFAC      BodyFAC 
 0.00               0.00              0.00                0.00 
 0.00               0.00              1.00                0.00 
 0.25               0.00              1.00                0.00 
 0.50               0.00              1.00                0.00 
 0.75               0.00              1.00                0.00 
 1.00               0.00              1.00                0.00 
 
หมายเหต ุ: ตัวเลขระบุคาตัวคูณภาระ ระยะเคลื่อนตัว อุณหภูมิ และแรงวัตถุที่

สถานะการคํานวณแรกตองมีคาเปนศูนยทัง้หมดเสมอ 
 
สวนที่ 8  จํานวนวัสดุที่ใชและคุณสมบัติตาง ๆ 

บรรทัดแรก คําระบุจํานวนวัสดุที่ใชในแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 
บรรทัดที่สอง ตัวเลขแสดงจํานวนวัสดุที่ใช 
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บรรทัดที่สาม คําระบุคุณสมบัติตาง ๆ ของวัสดุ  
บรรทัดตอไป ตัวเลขแสดงคาโมดูลัสของความยืดหยุน อัตราสวนปวสซง ความเคนที่จุด

คราก ตัวเลขยกกําลังของความเครียด คาคงที่ของวัสดุ สัมประสิทธิ์การ
ขยายตัวเนื่องจากอุณหภูมิ และคาความหนาของชิ้นงาน (เฉพาะกรณีปญหา
ความเคนหรือความเครียดในระนาบ) เรียงตามลําดับจากวัสดุที่หนึ่งถึงวัสดุ
สุดทายที่กําหนดไวในบรรทัดที่สอง “ตัวเลขแสดงจํานวนวัสดุที่ใช” 

ตัวอยางเชน NMAT 
 2 
 ELAS      PR    YSTRSS   AHARD   ALPHA   COTHR   THICK 
 3.0E+4     0.3    60.0          5.0            0.5           7.3E-6 
 3.0E+4     0.3    60.0          5.0            0.1E-60    7.3E-6 

 
สวนที่ 9  ตําแหนงพิกัดของจุดตอ 

บรรทัดแรก คําระบุหมายเลขจุดตอ พิกัด x และ y 

บรรทัดตอไป ตัวเลขแสดงหมายเลขจุดตอเรียงตามลําดับ พิกัดในแนวแกน x และ y 
ตัวอยางเชน NODE X Y 
 1 0.0 0.0 
 2 0.212657 0.002507 
 3 0.5 0.5 
 4 1.0 1.0 

    
 720 42.5 50.0 

 
สวนที่ 10  ลักษณะการเรียงตัวของจุดตอภายในเอลิเมนตและวัสดุที่ใชในเอลิเมนต 

บรรทัดแรก คําระบุลักษณะการเรียงตัวของจุดตอภายในเอลิเมนตและรหัสหมายเลข
วัสดุที่ใชในเอลิเมนตที่สอดคลองกับคุณสมบัติของวัสดุดังแสดงในสวนที่ 8 

บรรทัดตอไป ตัวเลขแสดงหมายเลขของเอลิเมนตเรียงตามลําดับ หมายเลขของจุดตอทั้ง
หกที่ประกอบกันขึ้นเปนเอลิเมนตและหมายเลขวัสดุที่ใชในเอลิเมนต 

ตัวอยางเชน ELEMENT NODAL CONNECTIVITY  IEMAT 
 1 1 2 3 4 5 6 2 
 2 2 31 4 32 204 10 1 
 3 10 30 40 35 210 20 2 

         
 331 147 146 149 616 617 619 1 

 
สวนที่ 11  การกําหนดเงื่อนไขขอบเขตที่จุดตอ 

บรรทัดแรก คําระบุการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตที่จุดตอ 
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บรรทัดตอไป ตัวเลขแสดงหมายเลขจุดตอที่มีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต รหัสเงื่อนไข
ขอบเขตในทิศทาง x และ y และคาเงื่อนไขขอบเขตที่สอดคลองกับรหัส
เงื่อนไขขอบเขตในแนวแกน x และ y ที่สถานะการคํานวณสุดทาย 

ตัวอยางเชน NODE IBCX IBCY QFIX QFIY 
 1 0  1+  0.0 0.0 
 3 1−  1+  0.01 0.0 
 7 0  0  50.0 100.0 

      
 10 1+  1−  0.0 0.005 
 
หมายเหตุ : รหัสเงื่อนไขขอบเขตทั้งหมดมีความหมายดังนี ้
 IBC 1= +  จุดตอนั้นถูกตรึงใหไมมีการเคลื่อนที่ในทิศนั้น 

  ในกรณีนี้ QFI แทนคาการเคลื่อนตัวในทิศนั้น ดังนั้นจึงตอง
กําหนดให QFI มีคาเทากัยศูนย 

 IBC    0=  มีการกําหนดคาแรงภายนอกที่มากระทํากับจุดตอในทิศนั้น 

  ในกรณีนี้ QFI แทนคาแรงภายนอกสุทธิที่มากระทําโดยอาจ
มีคาเทากับศูนยก็ได 

 IBC 1= −  มีการกําหนดคาการเคลื่อนตัวในทิศนั้น 

  ในกรณีนี้ QFI แทนคาการเคลื่อนตัวสุทธิที่สถานะการ
คํานวณสุดทาย 

 
สวนที่ 12  วิธีการอานคาอุณหภูมิและแรงวัตถุที่จุดตอ 

บรรทัดแรก คําระบุวิธีการอานคาอุณหภูมิและแรงวัตถุที่จุดตอ 

บรรทัดที่สอง รหัสตัวเลขแสดงวิธีการอานคาอุณหภูมิและแรงวัตถุที่จุดตอ 

บรรทัดที่สาม คําระบุหมายเลขจุดตอ คาอุณหภูมิและแรงวัตถุที่จุดตอ 
บรรทัดตอไป ตัวเลขแสดงหมายเลขจุดตอเรียงตามลําดับ คาอุณหภูมิและคาแรงวัตถุใน 

 ทิศทาง x และ y 
ตัวอยางเชน IRTemp      IRBody 
 1+  0 
 NODE TEMP BDFX BDFY 
 1 0.0000 
 2 20.000 
 3 21.125 

   
 720 100.00 
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หมายเหตุ : รหัสตัวเลขทั้งหมดของ IRTemp และ IRBody มีความหมายดังนี้ 
  1+  หมายถึงอานคาทั้งหมดจากไฟลนําเขานี้ 
  0 หมายถึงใหโปรแกรมกําหนดคาเปนศูนยทั้งหมด 

  1−  หมายถึงผูใชกําหนดคาเองเปนสมการโดยตรงลงในโปรแกรมยอย 

   [SUBROUTINE TemBDfFUNC] ของโปรแกรม JFACTOR 
 
 
5.4  ลักษณะของไฟลผลลัพธ 
 

ไฟลผลลัพธที่ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอร JFACTOR จะถูกบรรจุอยุในไฟลช่ือเดียวกัน
กับไฟลขอมูลนําเขาตามดวย “_**” โดยที่ ** แทนเลขจํานวนเต็มหนึ่งหรือสองตําแหนงแสดงครั้ง
ที่ทําการคํานวณซึ่งสอดคลองกับสถานะการคํานวณของไฟลผลลัพธที่ไดยกตัวอยางเชน 
SingleEPS_1 แสดงผลการคํานวณครั้งแรกซึ่งสอดคลองกับคาภาระตาง ๆ ที่สถานะการคํานวณที่
สอง (สถานะการคํานวณแรกคาภาระตาง ๆ ตองเปนศูนยเสมอสอดคลองกับคาตัวคูณภาระตาง ๆ ที่
สถานะการคํานวณนี้ที่มีคาเทากับศูนยทั้งหมด) โดยไฟลผลลัพธที่ไดนี้ยังแบงออกเปน 3 ชนิด
ขึ้นอยูกับลักษณะการใชงานดังนี้ 
 
 
5.4.1  ไฟลท่ีนําไปใชสําหรับการปรับขนาดเอลิเมนต 
 

ไฟลชนิดนี้จะมีนามสกุล “.out” โดยจะนําไปใชรวมกับสวนหัวของไฟลผลลัพธที่ไดจาก
การวิเคราะหปญหาเดียวกันของโปรแกรม FEMESH v2.1.152 ( ซ่ึงมีนามสกุล “.out” 

เชนเดียวกัน) เพื่อใหโปรแกรม FEMESH v2.1.152 ยอมรับผลการคํานวณคาความเคนวอนมิส
เซสที่จุดตอซ่ึงคํานวณไดจากโปรแกรม JFACTOR เพื่อนําไปปรับขนาดเอลิเมนต โดยรายละเอียด
ของขอมูลผลลัพธที่ไดประกอบไปดวย หมายเลขจุดตอ คาการเคลื่อนตัวในแนวแกน x และ y ของ
จุดตอตาง ๆ คาความเคนตั้งฉากในแนวแกน x และ y คาความเคนเฉือนและคาความเคนวอนมิสซิส 
และขนาดของเอลิเมนตที่จุดตอ H ซ่ึงกําหนดใหมีคาเปนศูนยเนื่องจากโปรแกรม FEMESH 

v2.1.152 จะใชเฉพาะคาความเคนวอนมิสเซสที่จุดตอเทานั้นในการปรับขนาดเอลิเมนต โดยขนาด
ของเอลิเมนตที่เล็กที่สุดผูใชจะตองกําหนดผานโปรแกรม FEMESH v2.1.152 ดวยตัวเอง 
นอกจากนี้ยังพิมพผลการคํานวณคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลจากโดเมนตาง ๆ และคาเฉลี่ยของทุก
โดเมน พรอมกับคาเปอรเซ็นตความแตกตางระหวางคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่คํานวณไดเมื่อ
เปรียบเทียบกับโดเมนถัดไป และคาเปอรเซ็นตความแตกตางระหวางคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่
คํานวณไดเมื่อเปรียบเทียบกับคาเฉลี่ยดังแสดงในตัวอยางตอไปนี้ 
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 NODE  U V Sxx K  H 
 1  -.32039880E-02 .00000000E+00 -.83045497E+00 K  .00 000000E+00 
 2 -.28969745E-02 .00000000E+00 .83712706E+01 K  .00 000000E+00 
 3 -.24634279E-02 .00000000E+00 .29093107E+02 K  .00 000000E+00 
 4 -.12257961E-02 .00000000E+00 .96909592E+02 K  .00 000000E+00 
 5 -.13524844E-02 .36024768E-03 .72654596E+02 K  .00 000000E+00 
 M  M  M  M   M  
 7 19 -.47451004E-03 .17200855E-02 .11552974E+03 K  .0 0000000E+00  
 7 20 -.98853774E-05 .18630842E-02 .35488095E+02 K  .00 000000E+00 
 
 [DOMAIN]   [J-INTEGRAL]    [ER. from pDOM]    [ER. from AVG] 
       1            .17440980E+03       .00000000E+00       .71652313E-02 
       2            .17441759E+03       .44644754E-02        .27008764E-02 
       3            .17443951E+03       .12565744E-01        .98661077E-02 
[AVERAGE J-INTEGRAL]   =   .17442230E+03        
 
รูปที่ 5.6  รูปแบบของไฟลผลลัพธที่ไดจากโปรแกรม JFACTOR เพื่อนําไปใชสําหรับการปรับ 

                    ขนาดเอลิเมนต 
 
 
5.4.2  ไฟลท่ีนําไปใชสําหรับการแสดงผลกราฟฟกบนจอคอมพิวเตอร 
 

ไฟลชนิดนี้จะมีนามสกุล “.plt” โดยจะนําไปใชแสดงผลดวยโปรแกรมกราฟฟก โดย
รายละเอียดของขอมูลผลลัพธที่ไดจะประกอบไปดวยคาพิกัดในแนวแกน x และ y ของจุดตอบวก
กับคาระยะการเคลื่อนตัวที่สอดคลองกันคูณดวยคาตัวคูณขนาด (Scaling Factor)  เพื่อใหไดคา
พิกัดในแนวแกน x และ y ของจุดตอท่ีเกิดการเสียรูปแลวที่สามารถมองเห็นไดชัดเจนขึ้น คาความ
เคนตั้งฉากในแนวแกน x และ y คาความเคนเฉือนและคาความเคนวอนมิสซิสที่จุดตอ การเรียงตัว
ของจุดตอหลักภายในเอลิเมนตสามเหลี่ยมและสี่เหล่ียมดังแสดงในตัวอยางตอไปนี ้
 
VARIABLES = "X-CO","Y-CO","SXX","SYY","SXY","SVM" 
ZONE N=720, E=331, F=FEPOINT, ET=QUADRILATERAL 
 -.411 39880E-02 .00000000E+00 -.83045497E+00 K  .45 809938E+02 
 -.3 7059745E-02 .00000000E+00 .83712706E+01 K  .99 231532E+01 
 -.3 3724279E-02 .00000000E+00 .29093107E+02 K  .29 641552E+02 
 M  M  M                          M  
 -.5 8551004E-03 .18320065E-02 .11552974E+03 K  .14 189829E+03 
 -.9 8443784E-05 .19680942E-02 .35488095E+02 K  .41 717930E+02 
 M  M  M                          M  
 -.9 2755984E-03 .88898923E-03 .99076349E+02 K  .32 785618E+03 
 1 2 3 1 
 2 31 4 2 
 10  30  40  10 
 M  M  M  M  
 1 01 1 02 7 23 724 
 

รูปที่ 5.7  รูปแบบของไฟลผลลัพธที่ไดจากโปรแกรม JFACTOR เพื่อนําไปใชสําหรับการ 

                        แสดงผลกราฟฟกบนจอคอมพิวเตอร 
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5.4.3  ไฟลท่ีนําไปใชเพื่อเร่ิมตนการคํานวณที่สถานะการคํานวณที่ไดทําการวิเคราะหไปแลว 
 

ไฟลชนิดนี้จะมีนามสกุล “.res” โดยจะนําไปใชเพื่อใหสามารถเริ่มตนการคํานวณที่
สถานะการคํานวณกอนหนานี้ที่ไดทําการวิเคราะหเสร็จเรียบรอยไปแลว โดยรายละเอียดขอมูลของ
ไฟลชนิดนี้จะประกอบไปดวย หมายเลขสมการ คาการเคลื่อนตัวที่จุดตอและคาเวกเตอรความไม
สมดุลยของแรง (Out of Balance Force Vector) ที่สอดคลองกับหมายเลขสมการ ดังแสดงใน
ตัวอยางตอไปนี ้
 
           1        2.309754444693246E-003       3.568269036175319E-013 
           2        0.000000000000000E+000      0.000000000000000E+000 
           3        2.488180544459391E-003      -2.398081733190338E-014 
           4        0.000000000000000E+000      0.000000000000000E+000 
           5        2.698702326306068E-003      -1.612261092526706E-013 
           6        0.000000000000000E+000      0.000000000000000E+000 
           7        2.959227277028109E-003       2.947531543712411E-013 
           8        0.000000000000000E+000      0.000000000000000E+000 
           9        3.111815926301099E-003      -3.801403636316536E-013 
          10       0.000000000000000E+000      0.000000000000000E+000 
 
รูปที่ 5.8  รูปแบบของไฟลที่นําไปใชเพื่อเร่ิมตนการคํานวณที่สถานะการคํานวณกอนหนานี้ทีไ่ดทํา 
                 การวิเคราะหเสร็จเรียบรอยไปแลว 
 
 
5.5  บทสรุป 
 
 ในบทนี้ขั้นตอนการทํางานและลักษณะโครงสรางของไฟลนําเขาเพื่อใชกับโปรแกรม 
JFACTOR ไดถูกอธิบายโดยละเอียด ลักษณะและหนาที่การทํางานของไฟลผลลัพธซ่ึงไดจาก
โปรแกรม JFACTOR ซ่ึงประกอบไปดวยไฟลที่นําไปใชสําหรับการปรับขนาดเอลิเมนต ไฟลที่
นําไปใชสําหรับการแสดงผลกราฟฟกบนจอคอมพิวเตอรและไฟลที่นําไปใชเพื่อเร่ิมตนการคํานวณ
ที่สถานะการคํานวณที่ไดทําการวิเคราะหไปแลวไดถูกอธิบายอยางละเอียด ในบทตอไปโปรแกรม 
JFACTOR ที่ไดประดิษฐขึ้นไดถูกตรวจสอบโดยนําไปวิเคราะหปญหาชิ้นงานที่มีรอยราว
มาตรฐานตาง ๆ โดยทําการเปรียบเทียบคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่คํานวณไดจากโปรแกรม 
JFACTOR กับผลการคํานวณที่มีในงานวิจัยอ่ืน ๆ 



บทที่ 6 
 

การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร 
 
 
 ในบทนี้จะเปนการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร JFACTOR ที่ได
ประดิษฐขึ้นโดยนําโปรแกรมคอมพิวเตอรนี้ไปแกปญหาพื้นฐานตาง  ๆ  แลวนําผลลัพธ
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่ไดไปเปรียบเทียบกับผลลัพธจากการคํานวณดวยวิธีอ่ืน ๆ ที่มีอยูสําหรับ
ปญหาเดียวกัน โดยปญหาพื้นฐานที่นํามาใชในการตรวจสอบความถูกตองจะเปนปญหาของชิ้นงาน
ที่มีรอยราวในรูปแบบตาง ๆ ดังนี้ 
 

(1) ช้ินทดสอบมาตรฐานแบบ CT (Compact Tension Specimen) 

(2) ช้ินทดสอบมาตรฐานแบบ DENT (Double Edge Notched Tension Specimen) 

(3) ทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวแกนที่ผิวดานในภายใตแรงดันภายใน (Axially 
Internal Cracked Cylinder under Internal Pressure) 

(4) ทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวเสนรอบวงภายใตภาระความเคนดึงและการ
กระจายตัวของอุณหภูมิตามความหนาของทอ (Circumferentially Cracked 
Cylinder under Remote Uniform Tension and Thermal Gradient across 
Cylinder Wall) 

(5) แผนสี่เหล่ียมแบนที่มีรอยราวที่ขอบขางเดียวภายใตภาระความเคนดึงและการกระจาย
ตัวของอุณหภูมิตามความกวางของแผน (Single-Edge Cracked Plate subject to 
Remote Uniform Tension and Thermal Gradient across the Plate Width) 

 
 
6.1  ชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ CT 
 
 ปญหาที่นํามาใชตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรนี้ เปนปญหาชิ้น
ทดสอบมาตรฐานแบบ CT ภายใตเงื่อนไขความเครียดในระนาบ (Plane Strain) ซ่ึงถูกกระทําดวย
แรงดึง P  โดยมีรายละเอียดดังแสดงในรูปที่ 6.1 กําหนดใหช้ินงานมีความกวาง W 51 mm=  

อัตราสวนความยาวรอยราวตอความกวาง a W 0.75=  และความหนา t 1 mm=  คาโมดูลัสของ
ความยืดหยุน E 202 GPa=  อัตราสวนปวซงส 0.3ν =  คาความเคนที่จุดคราก o 414 MPaσ =  

คาคงที่ของวัสดุ 0.05α =  และคายกกําลังของความเครียด n 10=  ใชจํานวนจุดเกาสเทากับ 3 

และ 2 2×  จุดในการอินทิเกรตเชิงตัวเลขพจนที่เกี่ยวของกับคาความเคนตั้งฉากเฉลี่ยสําหรับเอลิ
เมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอและเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอตามลําดับ และใชจํานวนจุดเกาสเทากับ 7 

และ 3 3×  จุดในการอินทิเกรตพจนที่เกี่ยวของกับคาเคนดิเวียทอริกสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยม
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และส่ีเหล่ียมตามลําดับ (Reduced and Selective Integration) เอลิเมนตที่ปลายรอยราวที่ใชใน
การคํานวณเปนเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอที่จุดตอทั้งสามของดานที่ถูกยุบมารวมกันที่ตําแหนง
ปลายรอยราวและสามารถเคลื่อนตัวไดเปนอิสระตอกัน ขณะที่จุดตอกลางดานทั้งสองที่อยูติดกับ
ปลายรอยราวและจุดตอกลางเอลิเมนตยังคงอยูที่ตําแหนงกึ่งกลาง โดยขนาดของเอลิเมนตที่ปลาย
รอยราวที่ใชมีคาเทากับ ( )0.01 W a 0.1275 mm− =  พื้นที่โดเมนรูปสี่เหล่ียมจัตุรัส 3 โดเมน 
ขนาดกําหนดในไฟลขอมูลนําเขา (ROR1) เทากับ 2.125, 6.375 และ 12.75 mm ตามลําดับถูก
ใชในการคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล 
 

1.25W

a
W

P

0.275W

0.6W

0.25Wφ

P

0.275W

0.6W

 
 

รูปที่ 6.1  รูปรางของปญหาชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ CT 
 

63.750 mm

19.125 mm
51.000 mm

1.50 mm

12.525 mm

29.10 mm

13.00 mmφ

P

 
 

รูปที่ 6.2  รูปรางและรายละเอียดของปญหาชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ CT ที่นํามาพจิารณา 
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เนื่องจากปญหามีลักษณะสมมาตรดังนั้นเราจึงใชเฉพาะครึ่งหนึ่งของชิ้นทดสอบดานบนดังแสดงใน
รูปที่ 6.2 เปนแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต ตารางที่ 6.1 แสดงคาเปอรเซ็นตการขึ้นอยูกับโดเมน 
(Domain Dependence) ของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลท่ีคํานวณไดจากโปรแกรม JFACTOR 
ซ่ึงถูกนิยามใหมีคาเทากับเปอรเซ็นตผลตางของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลสูงสุดที่คํานวณไดจาก
โดเมนตาง ๆ เปรียบเทียบกับคาเฉลี่ย โดยเปอรเซ็นตการขึ้นอยูกับโดเมนของคาพารามิเตอรเจ
อินทิกรัลนี้จะถูกใชเพื่อบงบอกถึงความถูกตองของผลลัพธที่คํานวณไดเนื่องจากเราทราบจาก
สมการ (2.46) และ (2.56) วาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลเมื่อเขียนอยูในรูปของการอินทิเกรตบน
พื้นที่แลวจะไมขึ้นกับขนาดของพื้นที่ที่ใชทําการอินทิเกรตหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลตราบใดที่
ขนาดของเวกเตอร kq  มีคาเทากับหนึ่งที่ตําแหนงปลายรอยราวและมีคาเทากับศูนยที่ขอบของพื้นที่
ที่ใชทําการอินทิเกรตหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลและมีคาอยูระหวางหนึ่งถึงศูนยบนพื้นที่นี้ โดย
ในวิทยานิพนธนี้ใชจํานวนพื้นที่โดเมนทั้งหมด 3 โดเมนในการอินทิเกรตหาคาพารามิเตอรเจ
อินทิกรัล ดังนั้นคาเปอรเซ็นตการขึ้นอยูกับโดเมนของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลสามารถเขียนอยูใน
รูปสมการไดเปน 
 

 ( )
th

avg

avg

Domain Dependence %   Max 100 ,   = 1, 2, 3
iJ J

i
J

⎛ ⎞−
⎜ ⎟= ×
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (8.1) 

 
โดยที ่ th ,    1,  2,  3=iJ i  แทนคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่คํานวณจากโดเมนที่ ith 

 
1th 2th 3th

avg 3
+ +

=
J J JJ  แทนคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลเฉลี่ย 

 
จากตารางพบวาผลการคํานวณที่ไดจากโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต
โดยอัตโนมัตินั้นจะใหผลลัพธที่ขึ้นกับโดเมนนอยกวาผลการคํานวณที่ไดจากโครงตาขายเริ่มตน 

(Initial Mesh) ดังนั้นคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่คํานวณไดจากโครงตาขายที่มีการประยุกต
เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัตินั้นจะใหผลการคํานวณที่มีความถูกตองสูงกวาผลการ
คํานวณที่ไดจากโครงตาขายเริ่มตน เนื่องจากคาอนุพันธอันดับสองของคาความเคนวอนมิสเซสที่
ไดจากการวิเคราะหโดยใชโครงตาขายเริ่มตนที่คาแรงดึง P 55 N=  นั้นมีคายังไมสูงมากนักและ
เพื่อไมใหตองทําการประยุกตใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติบอยครั้งจนเกินไป
ดังนั้นโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโครงตาขายแรกที่ทําการวิเคราะห
ที่คาแรงดึง P 55 N=  ซ่ึงประกอบดวยจํานวนจุดตอและเอลิเมนตทั้งหมดเทากับ 1940 จุดตอและ 

909 เอลิเมนตตามลําดับนั้นผูวิจัยจึงไดจากการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติเขากับโครงตาขายเริ่มตนโดยใชผลการคํานวณที่คาแรงดึง P 550 N=  ซ่ึงไดจากการ
วิเคราะหโดยใชโครงตาขายเร่ิมตนนี้แทน จากนั้นทําการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต
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โดยอัตโนมัติอีกในการวิเคราะหที่คาแรงดึงเทากับ 880 และ 1100 N ตามลําดับโดยในการ
ประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตแตละครั้งจะพยายามปรับปรุงใหผลการคํานวณคาการ
กระจายตัวของสนามความเคนวอนมิสเซสมีความตอเนื่องมากขึ้นและคาเปอรเซ็นตการขึ้นอยูกับ
โดเมนของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลมีคาต่ํากวา 0.1% 
 
ตารางที่ 6.1  คาเปอรเซ็นตการขึ้นอยูกับโดเมนของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่คาแรงดึงตาง ๆ 

สําหรับปญหาชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ CT 
 

Initial Mesh Adaptive Mesh 
Load 
(N) Nodes Elements

Domain 
Dependence 

(%) 
Nodes Elements 

Domain 
Dependence 

(%) 
0055 653 293 2.55E-01 1940 909 6.41E-02 
0110   2.44E-01   3.36E-02 
0165   2.39E-01   1.89E-02 
0220   2.35E-01   1.31E-02 
0275   2.42E-01   1.09E-02 
0330   2.43E-01   9.98E-03 
0385   2.34E-01   9.22E-03 
0440   2.23E-01   8.36E-03 
0495   2.12E-01   7.34E-03 
0550   1.97E-01   6.43E-03 
0605   1.78E-01   5.90E-03 
0660   1.53E-01   6.16E-03 
0715   1.17E-01   7.81E-03 
0770   5.59E-02   8.57E-03 
0825   5.92E-02   7.75E-03 
0880   2.44E-01 2435 1150 4.76E-03 
0935   4.83E-01   6.59E-03 
0990   7.38E-01   8.71E-03 
1045   9.74E-01   1.10E-02 
1100   1.17E+00 3383 1610 2.18E-02 

 
 
รูปที่ 6.3 และ 6.4 แสดงลักษณะของโครงตาขายเร่ิมตนพรอมกับโดเมนที่ใชในการอินทิเกรตหา
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลทั้ง 3 โดเมนโดยโครงตาขายเร่ิมตนนี้ประกอบดวย 653 จุดตอ 293 เอลิ
เมนตและลักษณะการกระจายตัวของสนามความเคนวอนมิสเซสที่คาแรงดึง p 1100 N=  

ตามลําดับเปรียบเทียบกับรูปที่ 6.5 และ 6.6 ซ่ึงแสดงลักษณะของโครงตาขายที่มีการประยุกต
เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติพรอมกับโดเมนที่ใชในการอินทิเกรตหาคาพารามิเตอร
เจอินทิกรัลโดยโครงตาขายนี้ประกอบไปดวย 3383 จุดตอ 1610 เอลิเมนตและลักษณะการกระจาย
ตัวของสนามความเคนวอนมิสเซสที่คาแรงดึงเดียวกัน 
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รูปที่ 6.3  ลักษณะโครงตาขายเริ่มตนและโดเมนที่ใชในการคํานวณสําหรับปญหาชิน้ทดสอบ 

                     มาตรฐานแบบ CT 
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รูปที่ 6.4  ลักษณะการกระจายตัวของสนามความเคนวอนมิสเซส, MPa บนโครงตาขายเริ่มตน 

                  สําหรับปญหาชิน้ทดสอบมาตรฐานแบบ CT ที่คาแรงดึง p 1100 N=  
 
 

1st Domain
2nd Domain
3rd Domain

 
 

รูปที่ 6.5  ลักษณะโครงตาขายที่มีการประยุกตใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัต ิ

                   และโดเมนทีใ่ชในการคํานวณสําหรับปญหาชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ CT 
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รูปที่ 6.6  ลักษณะการกระจายตัวของสนามความเคนวอนมิสเซส, MPa สําหรับโครงตาขายที่มีการ 

              ประยุกตใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติสําหรับปญหาชิ้นทดสอบ 

              มาตรฐานแบบ CT ที่คาแรงดึง p 1100 N=  
 

จากรูปจะพบวาโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติจะมีเอลิ
เมนตขนาดเล็กจํานวนมากเรียงตัวกันอยูที่บริเวณปลายรอยราวซึ่งสอดคลองกับผลลัพธที่ไดจากวิธี
เชิงวิเคราะหวาที่บริเวณปลายรอยราวจะมีคาการเปลี่ยนแปลงความชันของสนามความเคนวอนมิส
เซสเขาสูอนันตซ่ึงทําใหลักษณะการกระจายตัวของสนามความเคนวอนมิสเซสที่ไดจากการคํานวณ
โดยใชโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัตินี้มีความตอเนื่อง
มากกวาโครงตาขายเริ่มตน ในการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม JFACTOR นั้นจะทําการ
เปรียบเทียบคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลท่ีคํานวณไดจากโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับ
ขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติกับผลลัพธที่ไดจากวิธีการคํานวณของ Electric Power Research 

Institute (EPRI) ซ่ึงวิธีการคํานวณนี้ถูกเรียกวา EPRI J Estimation Scheme [15] รูปที่ 6.7 
แสดงผลการคํานวณคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลเฉลี่ยจากทั้ง 3 โดเมนที่คาแรงดึงระดับตาง ๆ 
เปรียบเทียบกับผลการคํานวณของ EPRI โดยผลลัพธที่ไดนั้นแสดงใหเห็นถึงความสอดคลองกัน
เปนอยางดี 
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รูปที่ 6.7  คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลของชิ้นงานมาตรฐานแบบ CT สําหรับปญหาความเครียดใน 

                   ระนาบ (ก) ที่คาระดับภาระสูงและ (ข) ที่คาระดับภาระต่ําถึงปานกลาง 
 



 106

6.2  ชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ DENT 
 
 ปญหาที่นํามาตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรนี้เปนปญหาชิ้นทดสอบ
มาตรฐานแบบ DENT ภายใตเงื่อนไขความเคนในระนาบ (Plane Stress) ซ่ึงถูกกระทําดวยคา
ความเคนดึง ∞σ  ที่ปลายทั้งสองขางดังแสดงในรูปที่ 6.8 กําหนดใหช้ินงานมีความกวาง 
2W 1000 mm=  อัตราสวนความยาวรอยราวตอความกวาง a W 0.5=  และความหนา 
t 1 mm=  โดยคาคุณสมบัติของวัสดุมีคาเทากับกรณีช้ินทดสอบมาตรฐานแบบ CT ทุกประการ 
เนื่องจากความซับซอนของสมการไฟไนตเอลิเมนตภายใตเงื่อนไขความเคนในระนาบ ดังนั้นจึงใช
ทั้งจํานวนจุดเกาสเทากับ 7 และ 3 3×  จุดในการอินทิเกรตเชิงตัวเลขพจนที่เกี่ยวของกับคาความ
เคนตั้งฉากเฉลี่ยและคาเคนดิเวียทอริกสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอและเอลิเมนตส่ีเหล่ียม
เกาจุดตอตามลําดับ (Full Integration) กําหนดใหขนาดของเอลิเมนตที่ปลายรอยราวมีคาเทากับ 
0.01b 2.5 mm=  โดยใชโดเมนรูปสี่เหล่ียมผืนผา 3 โดเมนในการคํานวณหาคาพารามิเตอรเจ
อินทิกรัลโดยโดเมนแรกมีขนาด (ROR1, ROR2, ROR3, ROR4) เทากับ 31.25, 31.25, 

31.25, -1.0 mm โดเมนที่สองมีขนาดเทากับ 31.25, 156.25, 125.0, -1.0  mm และโดเมน
สุดทายมีขนาดเทากับ 31.25, 375.0, 250.0, -1.0 mm 
 

2L

2ba

2W

∞σ

∞σ  
 

รูปที่ 6.8  รูปรางของปญหาชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ DENT 
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250 mm

2500 mm

500 mm

∞σ

 
 

รูปที่ 6.9  รูปรางและรายละเอียดของปญหาชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ DENT ที่นํามาพิจารณา 
 
เนื่องจากปญหามีลักษณะสมมาตรเราจึงใชเฉพาะหนึ่งในสี่ของชิ้นงานดานบนขวาดังแสดงในรูปที่ 
6.9 เปนแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต ตารางที่ 6.2 แสดงคาเปอรเซ็นตการขึ้นกับโดเมนของ
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่คํานวณไดจากโปรแกรม JFACTOR เปรียบเทียบกันระหวางผลลัพธ
จากโครงตาขายเริ่มตนกับผลลัพธจากโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต
โดยอัตโนมัติที่คาความเคนดึงระดับตาง ๆ โดยเอลิเมนตที่ปลายรอยราวที่ใชในโครงตาขายทั้งสอง
ยังคงเปนเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอซึ่งจุดตอทั้งสามของดานที่ถูกยุบมารวมกันที่ตําแหนงปลาย
รอยราวสามารถเคลื่อนตัวไดเปนอิสระตอกันขณะที่จุดตอกลางดานทั้งสองที่อยูติดกับปลายรอยราว
และจุดตอกลางเอลิเมนตยังคงอยูที่ตําแหนงกึ่งกลาง 
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ตารางที่ 6.2  คาเปอรเซ็นตการขึ้นอยูกับโดเมนของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่คาความเคนดึง
ระดับตาง ๆ สําหรับปญหาชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ DENT 

 
Initial Mesh Adaptive Mesh 

Applied 
Stress (MPa) Nodes Elements

Domain 
Dependence 

(%) 
Nodes Elements 

Domain 
Dependence 

(%) 
024 447 195 1.91E-01 1362 635 1.47E-02 
048   1.80E-01   8.83E-03 
072   1.64E-01   8.62E-03 
096   1.42E-01   8.50E-03 
120   1.23E-01   8.45E-03 
144   1.14E-01   8.46E-03 
168   1.16E-01   8.47E-03 
192   1.28E-01   8.48E-03 
216   1.46E-01   8.49E-03 
240   1.65E-01   8.63E-03 
264   1.88E-01 1750 825 1.15E-02 
288   2.17E-01   1.43E-02 
312   2.58E-01   1.75E-02 
336   3.13E-01   2.08E-02 
360   3.78E-01 2114 1007 3.10E-02 
384   4.35E-01   3.49E-02 
408   4.74E-01   3.86E-02 
432   4.99E-01 2204 1046 7.77E-02 
456   5.22E-01   8.17E-02 
480   5.38E-01 2649 1268 7.74E-02 

 
 
จากตาราง 6.2 พบวาโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติให
ผลลัพธที่ขึ้นกับโดเมนนอยกวาผลลัพธที่ไดจากโครงตาขายเริ่มตนซึ่งแสดงใหเห็นวาคาพารามิเตอร
เจอินทิกรัลที่คํานวณไดจากโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัติ
โนมัตินั้นจะมีความถูกตองมากกวา ในทํานองเดียวกันกับปญหาที่ผานมาโครงตาขายที่มีการ
ประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโครงตาขายแรกที่ทําการวิเคราะหที่คาความเคนดึง 

24 MPa∞σ =  ซ่ึงประกอบดวยจํานวนจุดตอและเอลิเมนตทั้งหมดเทากับ 1362 จุดตอและ 635 

เอลิเมนตตามลําดับนั้นไดจากการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับโครง
ตาขายเริ่มตนโดยใชผลการคํานวณที่คาความเคนดึง 144 MPa∞σ =  ซ่ึงไดจากการวิเคราะหโดย
ใชโครงตาขายเริ่มตนนี้ จากนั้นทําการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับ
การวิเคราะหที่คาความเคนดึงเทากับ 264, 360, 432 และ 480 MPa ตามลําดับเพื่อใหการกระจาย
ตัวของสนามความเคนวอนมิสเซสที่ไดมีความตอเนื่องมากขึ้นและผลการคํานวณที่ไดขึ้นอยูกับ
โดเมนนอยลง รูปที่ 6.10 แสดงลักษณะของโครงตาขายเร่ิมตนที่ไดทําการคํานวณไวในตาราง 6.2 
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ซ่ึงประกอบไปดวย 447 จุดตอ 195 เอลิเมนตพรอมกับโดเมนที่ใชคํานวณหาคาพารามิเตอรเจ
อินทิกรัลทั้ง 3 โดเมนและลักษณะการกระจายตัวของสนามความเคนวอนมิสเซสที่คาความเคนดึง 

480 MPa∞σ =  เปรียบเทียบกับรูปที่ 6.11 ซ่ึงแสดงลักษณะของโครงตาขายที่มีการประยุกต
เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติซ่ึงประกอบไปดวย 2649 จุดตอ 1268 เอลิเมนตพรอม
กับลักษณะการกระจายตัวของสนามความเคนวอนมิสเซสที่คาความเคนดึงเดียวกัน โดยโครงตา
ขายที่มีการประยุกตใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติจะมีเอลิเมนตขนาดเล็กจํานวน
มากเรียงตัวกันอยูที่บริเวณปลายรอยราวเชนเดียวกับในปญหาที่ผานมาและลักษณะการกระจายตัว
ของสนามความเคนวอนมิสเซสที่ไดยังมีความตอเนื่องมากกวาผลที่ไดจากการคํานวณโดยใชโครง
ตาขายเริ่มตนอีกดวย 
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รูปที่ 6.10  ลักษณะโครงตาขายเริ่มตนของปญหาชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ DENT พรอมโดเมนที่ 
                   ใชคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลและการกระจายตัวของสนามความเคนวอนมิส 

                   เซส, MPa ที่ 480 MPa∞σ =  
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รูปที่ 6.11  ลักษณะโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัติโนมัติพรอม 

                   โดเมนที่ใชคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทกิรัลและการกระจายตวัของสนามความเคน 

                   วอนมิสเซส, MPa สําหรับปญหาชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ DENT ที่  
                  480 MPa∞σ =  
 
รูปที่ 6.12 แสดงผลการคํานวณคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลเฉลี่ยที่คาระดับภาระความเคนดึงตาง ๆ 
เปรียบเทียบกันระหวางผลลัพธที่ไดจากโปรแกรม JFACTOR ที่มีการประยุกตใชเทคนิคการปรับ
ขนาดเอลิเมนตโดยอัติโนมัติกับผลลัพธของ EPRI ซ่ึงผลลัพธที่ไดแสดงใหเห็นถึงความสอดคลอง
กันเปนอยางดี 
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รูปที่ 6.12  คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลของชิ้นงานมาตรฐานแบบ DENT สําหรับปญหาความเคนใน 

                 ระนาบ (ก) ที่คาระดับภาระสูงและ (ข) ที่คาระดับภาระต่ําถึงปานกลาง 
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6.3  ทอทรงกระบอกที่มีรอยราววางตัวตามแนวแกนที่ผิวดานในภายใตความดัน 

 
 ปญหาที่นํามาใชตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรปญหาตอไปเปนปญหา
ทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวแกนที่ผิวดานในภายใตเงื่อนไขความเครียดระนาบซึ่งถูก
กระทําดวยแรงดันภายใน p  ที่ผิวดานในของทอและที่ผิวรอยราวดังแสดงในรูปที่ 6.13 กําหนดให
ทอมีความหนา b 4.2 mm=  อัตราสวนความยาวรอยราวตอความหนา a b 0.75=  และ
อัตราสวนระยะรัศมีภายในทอตอระยะรัศมีภายนอกทอเทากับ i oR R 0.925=  คาโมดูลัสของ
ความยืดหยุน E 121.955 GPa=  อัตราสวนปวซงส ν 0.3=  คาความเคนที่จุดคราก 

o 463.367 MPaσ =  คาคงที่ของวัสดุ 0.06α =  และคายกกําลังของความเครียด n 10.4=  
จํานวนจุดเกาสที่ใชในการอินทิเกรตเชิงตัวเลขพจนที่เกี่ยวของกับคาความเคนตั้งฉากเฉลี่ยสําหรับเอ
ลิเมนตสามเหลี่ยมและเอลิเมนตส่ีเหล่ียมที่ปลายรอยราวจะเทากับ 3 และ 2 2×  จุดตามลําดับ 
ขณะที่การอินทิเกรตพจนที่เกี่ยวของกับคาความเคนดิเวียทอริกสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมและเอลิ
เมนตที่ปลายรอยราวจะใชจํานวนจุดเกาสเทากับ 7 และ 3 3×  จุดตามลําดับ กําหนดใหขนาดของเอ
ลิเมนตรอบปลายรอยราวมีคาเทากับ 0.01c 0.0105 mm=  โดยใชโดเมนสี่เหล่ียมผืนผาทั้งหมด 3 
โดเมนในการคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล ขนาดของโดเมน (ROR1, ROR2, ROR3, 

ROR4) ที่หนึ่งมีคาเทากับ 0.2625, 0.2625, 0.2625, -1.0 mm โดเมนที่สองมีขนาดเทากับ 1.05, 

0.7875, 0.2625, -1.0 mm โดเมนสุดทายมีขนาดเทากับ 2.1, 1.8375, 0.2625, -1.0 mm 
เนื่องจากปญหามีความสมมาตรเราจึงพิจารณาเฉพาะพื้นที่หนึ่งในสี่ของทอดานบนขวาดังแสดงใน
รูปที่ 6.14 เปนแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 

 
 

p

a c

b

oR
iR

 
 

รูปที่ 6.13  รูปรางของปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวแกนที่ผิวดานในภายใตความดนั 
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3.15 mm

4.2 mm
51.8 mm

p

 
 

รูปที่ 6.14  รูปรางและรายละเอียดของปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวแกนที่ผิวดานใน 

                 ภายใตความดันที่นํามาพิจารณา 
 
สําหรับปญหานี้ Leitch [30] ไดทําการวิเคราะหไว โดยในการคํานวณของ Leitch นั้นผลลัพธที่
ไดจะถูกเขียนอยูในรูปคาพารามิเตอรตัวประกอบความเขมของความเคน (Stress Intensity 

Factor) ซ่ึงเขียนอยูในรูปความสัมพันธกับคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลสําหรับปญหาความเครียด
ระนาบดังสมการ 
 

 I 2
EK   

1
=

−ν
J  (8.2) 

 
โดยที ่ IK  แทนคาพารามิเตอรตัวประกอบความเขมของความเคน 

 J  แทนคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล 

 E  แทนคาโมดูลัสของความยืดหยุน 
 ν  แทนคาอัตราสวนปวซงส 
 
รูปที่ 6.15 แสดงผลการคํานวณที่คาความดันภายในระดับตาง ๆ เปรียบเทียบกันระหวางผลการ
คํานวณของ Leitch กับผลการคํานวณที่ไดจากโปรแกรม JFACTOR ซ่ึงประกอบไปดวยผลลัพธ
ที่ไดจากโครงตาขายเร่ิมตนกับผลลัพธที่ไดจากการคํานวณโดยใชโครงตาขายที่มีการประยุกตใช
เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัติโนมัติ เอลิเมนตที่ปลายรอยราวที่ใชในการคํานวณดวย
โปรแกรม JFACTOR เปนเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอท่ีจุดตอท้ังสามของดานที่ถูกยุบมารวมกันที่
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ปลายรอยราวสามารถเคลื่อนตัวไดเปนอิสระตอกันขณะที่จุดตอกลางดานทั้งสองที่อยูติดกับปลาย
รอยราวและจุดตอกลางเอลิเมนตยังคงอยูที่ตําแหนงกึ่งกลาง 
 

Leitch [25]
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รูปที่ 6.15  คาพารามิเตอรตัวประกอบความเขมของความเคนที่ระดับความดันตาง ๆ สําหรับปญหา 
                   ทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวแกนที่ผิวดานใน 
 
โดยผลการคํานวณของ Leitch จะใกลเคียงกับผลการคํานวณที่ไดจากโครงตาขายเริ่มตนมากกวา
ผลการคํานวณที่ไดจากโครงตาขายที่มีการปรับขนาดเอลิเมนต เนื่องจากโครงตาขายที่ใชในการ
คํานวณของ Leitch นั้นมีลักษณะที่คอนขางหยาบเมื่อเปรียบเทียบกับโครงตาขายที่มีการ
ประยุกตใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัติโนมัติ นอกจากนี้คาคุณสมบัติของวัสดุที่ผูวิจัยใช
ในบางคานั้นไดจากการทํา Curve Fitting จากกราฟความสัมพันธระหวางคาความเคนและคา
ความเครียดที่ใหไวในงานวิจัยของ Leitch ซ่ึงอาจทําใหคาคุณสมบัติที่ไดมีความแตกตางจากคาที่ 
Leitch ใชในการคํานวณอยูบาง ตารางที่ 6.3 แสดงคาเปอรเซ็นตการขึ้นอยูกับโดเมนของ
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่คํานวณไดจากโปรแกรม JFACTOR ที่คาระดับความดันตาง ๆ จาก
ตารางพบวาผลการคํานวณคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่ไดจากโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิค
การปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัติโนมัติจะใหผลการคํานวณที่ขึ้นอยูกับโดเมนนอยกวาแมวาผลการ
คํานวณที่ไดจากโครงตาขายเริ่มตนนั้นจะใหเปอรเซ็นตการขึ้นอยูกับโดเมนที่ไมมากนักก็ตาม ส่ิงที่
ผูวิจัยพบในการวิเคราะหปญหานี้อีกอยางหนึ่งก็คือ แมวาโครงตาขายเริ่มตนจะใหผลการคาํนวณทีม่ี
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คาเปอรเซ็นตการขึ้นอยูกับโดเมนที่คอนขางต่ําแตผลลัพธคาตัวประกอบความเขมของความเคนที่
ไดเมื่อเปรียบเทียบกับผลลัพธที่ไดจากโครงตาขายที่มีการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัติโนมัติแลวมี
ความแตกตางกันคอนขางมากที่คาระดับภาระสูง ๆ ดังนั้นนอกจากจะตองตรวจสอบคาเปอรเซ็นต
การขึ้นอยูกับโดเมนของผลลัพธคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลท่ีคํานวณไดใหมีคาที่ต่ําแลวเพื่อใหไดผล
การคํานวณที่มีความถูกตองแมนยําเราจึงจําเปนตองทําการตรวจสอบลักษณะการกระจายตัวของคา
ความเคนวอนมิสเซสวามีลักษณะตอเนื่องดีหรือไมควบคูกันไปอีกดวย (หากโดเมนที่ใชในการ
อินทิเกรตหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลมีขนาดใกลเคียงกันมากไมวาโครงตาขายที่ใชในการคํานวณ
จะมีความละเอียดหรือหยาบคาเปอรเซ็นตการขึ้นอยูกับโดเมนที่ไดจะมีคาคอนขางต่ําเสมอ) 
 
ตารางที่ 6.3  คาเปอรเซ็นตการขึ้นอยูกับโดเมนของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลคํานวณที่คาความดัน

ระดับตาง ๆ สําหรับปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราววางตัวตามแนวแกนที่ผิวดาน
ในภายใตความดัน 

 
Initial Mesh Adaptive Mesh Internal 

Pressure 
(MPa) Nodes Elements

Domain 
Dependence 

(%) 
Nodes Elements 

Domain 
Dependence 

(%) 
00.50 622 270 2.76E-01 1788 810 1.80E-02 
02.00   2.50E-01   1.42E-02 
04.00   4.11E-01   2.91E-02 
06.00   5.57E-01 2606 1210 3.91E-02 
08.00   7.51E-01   5.56E-02 
10.00   9.15E-01   6.51E-02 

 
 
รูปที่ 6.16 และ 6.17 แสดงลักษณะของโครงตาขายเร่ิมตนซึ่งประกอบดวย 622 จุดตอ 270 เอลิ
เมนตพรอมกับโดเมนที่ใชในการอินทิเกรตหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลและลักษณะการกระจายตัว
ของสนามความเคนวอนมิสเซสที่ไดจากการคํานวณที่คาความดันภายใน p 10 MPa=  ตามลําดับ
เปรียบเทียบกับรูปที่ 6.18 และ 6.19 ซ่ึงแสดงลักษณะของโครงตาขายที่มีการประยุกตใชเทคนิค
การปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัติโนมัติซ่ึงประกอบดวย 2606 จุดตอ 1210 เอลิเมนตและลักษณะการ
กระจายตัวของสนามความเคนวอนมิสเซสตามลําดับที่ระดับความดันเดียวกัน ในทํานองเดียวกัน
รูปที่ 6.20 แสดงการเปรียบเทียบสนามความเคนตามแนวเสนรอบวง (Hoop Stress) ที่เกิดขึ้นบน
โครงตาขายทั้งสอง โดยเอลิเมนตขนาดเล็กจะเรียงตัวกันอยูที่บริเวณปลายรอยราวเชนเดียวกับใน
ปญหาที่ผานมา ในขณะเดียวกันการกระจายตัวของสนามความเคนที่เกิดขึ้นบนโครงตาขายที่มีการ
ประยุกตใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัติโนมัติจะมีความตอเนื่องมากกวาโครงตาขาย
เร่ิมตนอีกดวย 
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1st Domain
2nd Domain
3rd Domain

 
 

รูปที่ 6.16  ลักษณะของโครงตาขายเริ่มตนพรอมโดเมนที่ใชคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล 

                   สําหรับปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวแกนที่ผิวดานในภายใตความดัน 

                   ภายใน 
 
 

309

410

512

614
715
817

105

207

 
 

รูปที่ 6.17  ลักษณะการกระจายตัวของคาความเคนวอนมิสเซส, MPa สําหรับโครงตาขายเริ่มตนที ่
                    คาความดัน p 10 MPa=  ของปญหาทอทรงกระบอกที่มรีอยราวตามแนวแกนที่ผิว 

                    ดานในภายใตความดันภายใน 
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รูปที่ 6.18  ลักษณะของโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมตั ิ

                   พรอมโดเมนที่ใชคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลสําหรับปญหาทอทรงกระบอกที ่
                   มีรอยราวตามแนวแกนที่ผิวดานในภายใตความดันภายใน 
 
 

105

207

406

309

512

614
715
817

 
 

รูปที่ 6.19  ลักษณะการกระจายตัวของคาความเคนวอนมิสเซส, MPa สําหรับโครงตาขายที่มีการ 

                  ประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัติโนมัติที่คาความดัน p 10 MPa=  

                  สําหรับปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวแกนที่ผิวดานในภายใตความดัน 

              ภายใน 
 
 
 



 118

θθσ

θθσ

80

0

160

240
θ

θθσ

θθσ

80

0

160

240
θ

Adaptive MeshInitial Mesh

 
 

รูปที่ 6.20  ลักษณะการกระจายตัวของคาความเคนตามแนวเสนรอบวง θθσ , MPa สําหรับโครงตา 
                   ขายเริ่มตนและโครงตาขายที่มีการประยกุตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดย 

                   อัตโนมัติที่คาความดัน p 10 MPa=  
 
 
6.4  ทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวเสนรอบวงภายใตภาระความเคนดึงและการกระจายตัว
ของอุณหภูมิตามความหนาของทอ 
 
 รูปที่ 6.21 แสดงรายละเอียดของปญหาที่นํามาตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม
คอมพิวเตอรซ่ึงเปนทอทรงกระบอกกลวงที่มีรอยราวตามแนวเสนรอบวงถูกกระทําดวยภาระความ
เคนดึง ∞σ  และมีคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากการกระจายตัวของสนามอุณหภูมิดังสมการ 

 
 ( ) ( ) ( )2

i ir   125 100 r R 6.25 r R⎡ ⎤Θ = + − − −⎣ ⎦  (8.3) 

 
โดยที ่ Θ  แทนคาสนามอุณหภูมิ 
 r  แทนคาระยะตามแนวรัศมีจากแกนสมมาตร 

 iR  แทนคาระยะรัศมีภายในของทอทรงกระบอก 
 

กําหนดใหทอมีความหนา b 8 in=  อัตราสวนความยาวรอยราวตอความหนา a b 0.25=  

อัตราสวนระยะรัศมีภายในของทอตอความหนา iR b 10=  และอัตราสวนครึ่งความยาวของทอตอ
ความหนา L b 15=  คาโมดูลัสของความยืดหยุน 3E 30 10  ksi= ×  อัตราสวนปวซงส 0.3ν =  
คาความเคนที่จุดคราก o 60 ksiσ =  คาคงที่ของวัสดุ 0.5α =  คาสัมประสิทธิ์การขยายตัว
เนื่องจากสนามอุณหภูมิ 67.3 10  in/in/ F−κ = × o  และคายกกําลังของความเครียด n 5=  เนื่องจาก
การกระจายตัวของสนามอุณหภูมิในทอเปนแบบอันดับสอง (Quadratic) ดังนั้นจึงใชทั้งจํานวนจุด
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เกาสเทากับ 7 และ 3 3×  จุดในการอินทิเกรตเชิงตัวเลขพจนที่เกี่ยวของกับคาความเคนตั้งฉากเฉลี่ย
และคาเคนดิเวียทอริกสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอและเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอ
ตามลําดับ เอลิเมนตที่ปลายรอยราวที่ใชในการคํานวณเปนเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอที่จุดตอทั้ง
สามของดานที่ถูกยุบมารวมกันที่ตําแหนงปลายรอยราวสามารถเคลื่อนตัวไดเปนอิสระตอกัน 
ขณะที่จุดตอกลางดานทั้งสองที่อยูติดกับปลายรอยราวและจุดตอกลางเอลิเมนตยังคงอยูที่ตําแหนง
กึ่งกลาง โดยขนาดของเอลิเมนตที่ปลายรอยราวที่ใชมีคาเทากับ 0.01c 0.06 in=  โดยท่ี c  แทน
ความหนาที่เหลือของทอ (Ligament Length) โดเมนรูปส่ีเหล่ียมผืนผา 3 โดเมนซึ่งโดเมนแรกมี
ขนาด (ROR1, ROR2, ROR3, ROR4) เทากับ 31.25, 31.25, 31.25, -1.0 in โดเมนที่สองมี
ขนาดเทากับ 31.25, 156.25, 125.0, -1.0 in และโดเมนสุดทายมีขนาดเทากับ 31.25, 375.0, 

250.0, -1.0 in ถูกใชในการคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล 
 
 

b

a c

oR
iR

∞σ

∞σ

2L

( )rΘ

r

 
 

รูปที่ 6.21  รูปรางของปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวเสนรอบวงภายใตภาระความเคน 

                  ดึงและคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากการกระจายตวัของสนามอุณหภูม ิ
 
เนื่องจากปญหามีลักษณะสมมาตรรอบแกน (Axisymmetric Condition) ดังนั้นเราจึงใชเฉพาะ
หนึ่งในสี่ของพื้นที่หนาตัดดานบนขวาของทอดังแสดงในรูปที่ 6.22 เปนแบบจําลองไฟไนตเอลิ
เมนต ตารางที ่6.4 แสดงคาเปอรเซ็นตการขึ้นอยูกับโดเมนของคาพารามิเตอรเจอินทกิรัลที่คํานวณ
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ไดจากโปรแกรม JFACTOR เปรียบเทียบกันระหวางผลลัพธที่ไดจากโครงตาขายเริ่มตนกับ
ผลลัพธที่ไดจากโครงตาขายที่มีการประยกุตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติที่คาความ
เคนดึงระดับตาง ๆ 

2 in

120 in

8 in

∞σ

( )rΘ

 
 

รูปที่ 6.22  รูปรางและรายละเอียดของปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวเสนรอบวงภายใต 
                ภาระความเคนดงึและคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากการกระจายตวัของสนามอุณหภูมทิี่ 
                นํามาพิจารณา 
 
จากตารางพบวาโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัตินั้นจะให
ผลลัพธที่ขึ้นกับโดเมนนอยกวาโครงตาขายเริ่มตน โครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับ
ขนาดเอลิเมนตโครงตาขายแรกซึ่งทําการวิเคราะหที่คาความเคนดึง 0 ksi∞σ =  สอดคลองกับ
ภาระที่มากระทํากับชิ้นงานเฉพาะคาความเคนเนื่องมาจากการกระจายตัวของสนามอุณหภูมิตาม
ความหนาของทอเทานั้นไดจากการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับ
โครงตาขายเร่ิมตนโดยใชผลการคํานวณที่คาความเคนดึง 9 ksi∞σ =  จากนั้นทําการประยุกต
เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติในการคํานวณที่คาความเคนดึงเทากับ 18, 40.5, 63 

และ 90 ksi ตามลําดับโดยในการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตแตละครั้งจะพยายาม
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ปรับปรุงใหการกระจายตัวของสนามความเคนวอนมิสเซสมีความตอเนื่องมากขึ้นและคาเปอรเซ็นต
การขึ้นอยูกับโดเมนของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลมีคาไมเกิน 0.1% 
 
ตารางที่ 6.4  คาเปอรเซ็นตการขึ้นกับโดเมนของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่คาความเคนดึงระดับ

ตาง ๆ สําหรับปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวเสนรอบวงภายใตภาระความ
เคนดึงและคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากการกระจายตัวของสนามอุณหภูมิ 

 
Initial Mesh Adaptive Mesh 

Applied 
Stress (ksi) Nodes Elements

Domain 
Dependence 

(%) 
Nodes Elements 

Domain 
Dependence 

(%) 
00.00 677 295 2.96E-01 1481 670 6.04E-02 
04.50   3.15E-01   6.49E-02 
09.00   3.38E-01   6.93E-02 
13.50   3.64E-01   7.35E-02 
18.00   3.92E-01 1971 908 7.04E-02 
22.50   4.22E-01   7.58E-02 
27.00   4.54E-01   8.13E-02 
31.50   4.87E-01   8.68E-02 
36.00   5.21E-01   9.24E-02 
40.50   5.58E-01 2223 1029 4.49E-02 
45.00   5.97E-01   4.73E-02 
49.50   6.37E-01   4.98E-02 
54.00   7.00E-01   5.24E-02 
58.50   7.77E-01   5.51E-02 
63.00   8.59E-01 2712 1269 2.96E-02 
67.50   9.45E-01   3.10E-02 
72.00   1.03E+00   3.25E-02 
76.50   1.13E+00   3.39E-02 
81.00   1.22E+00   3.52E-02 
85.50   1.30E+00   2.96E-02 
90.00   1.39E+00 3021 1426 1.44E-02 

 
 
รูปที่ 6.23 และ 6.24 แสดงลักษณะของโครงตาขายเริ่มตนซ่ึงประกอบดวย 677 จุดตอ 295 เอลิ
เมนตพรอมทั้งโดเมนที่ใชในการอินทิเกรตหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลและลักษณะการกระจายตัว
ของสนามความเคนวอนมิสเซสที่คาภาระความเคนดึง 90 ksi∞σ =  ตามลําดับเปรียบเทียบกับรูป
ที่ 6.25 และ 6.26 ซ่ึงแสดงลักษณะของโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต
โดยอัตโนมัติซ่ึงประกอบดวย 3021 จุดตอ 1426 เอลิเมนตและลักษณะการกระจายตัวของสนาม
ความเคนวอนมิสเซสที่คาภาระความเคนดึงเดียวกันตามลําดับ 
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รูปที่ 6.23  ลักษณะโครงตาขายเริ่มตนพรอมโดเมนที่ใชคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล 

                สําหรับปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวเสนรอบวงภายใตภาระความเคนดงึ 
                และคาความเครียดเร่ิมตนเนื่องจากการกระจายตัวของสนามอุณหภูม ิ
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รูปที่ 6.24  ลักษณะการกระจายตัวของสนามความเคนวอนมิสเซส, ksi สําหรับโครงตาขายเริ่มตน 

                   ที่คาภาระความเคนดึง 90 ksi∞σ =  ของปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนว 

                   เสนรอบวง 
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1st Domain
2nd Domain

3rd Domain

 
 

รูปที่ 6.25  ลักษณะโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติพรอม 

                โดเมนที่ใชคํานวณหาคาพารามเิตอรเจอินทิกรัลสําหรับปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอย 

                 ราวตามแนวเสนรอบวงภายใตภาระความเคนดึงและคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากการ 

                 กระจายตวัของสนามอุณหภูม ิ
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รูปที่ 6.26  ลักษณะการกระจายตัวของสนามความเคนวอนมิสเซส, ksi สําหรับโครงตาขายที่มีการ 

                 ประยุกตใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัตทิี่คาภาระความเคนดึง 
                 90 ksi∞σ =  ของปญหาทอทรงกระบอกทีม่ีรอยราวตามแนวเสนรอบวง 
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โครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติจะมีเอลิเมนตขนาดเล็ก
จํานวนมากเรียงตัวกันอยูที่บริเวณปลายรอยราวเชนเดียวกับในปญหาที่ผานมาและลักษณะการ
กระจายตัวของสนามความเคนวอนมิสเซสที่ไดก็มีความตอเนื่องมากกวาโครงตาขายเริ่มตนอีกดวย 

รูปที่ 6.27 แสดงผลการคํานวณคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลเฉลี่ยที่คาระดับภาระความเคนดึงตาง ๆ 
เปรียบเทียบระหวางผลลัพธที่คํานวณไดจากโปรแกรม JFACTOR ที่มีการประยุกตเทคนิคการ
ปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัติโนมัติกับผลลัพธที่ไดจากการคํานวณของ Kumar et al. [31] ซ่ึง
ผลลัพธที่ไดนั้นมีความสอดคลองกันเปนอยางดี 
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รูปที่ 6.27  คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลสําหรับปญหาทอทรงกระบอกทีม่ีรอยราวตามแนวเสนรอบวง 
                   ภายใตภาระความเคนดึงและคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากการกระจายตัวของสนาม 

                   อุณหภูม ิ
 
 
6.5  แผนสี่เหล่ียมแบนที่มีรอยราวท่ีขอบขางเดียวภายใตภาระความเคนดึงและการกระจายตัวของ
อุณหภูมิตามความกวางของแผน 
 
 รูปที่ 6.28 แสดงรายละเอียดของปญหาที่นํามาตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม
คอมพิวเตอรซ่ึงเปนแผนสี่เหล่ียมแบนที่มีรอยราวที่ขอบขางเดียวภายใตเงื่อนไขความเคนในระนาบ



 125

ซ่ึงถูกกระทําดวยภาระความเคนดึง ∞σ  ที่ปลายทั้งสองขางและมีคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากการ
กระจายตัวของสนามอุณหภูมิดังสมการ 

 
 ( ) 2x   250 800x 200x⎡ ⎤Θ = + −⎣ ⎦  (8.4) 
 
กําหนดใหช้ินงานมีความกวาง b 2 in=  อัตราสวนความยาวรอยราวตอความกวาง a b 0.25=  

อัตราสวนครึ่งความยาวของชิ้นงานตอความกวาง L b 4=  และความหนาของแผน t 1 in=  โดย
คาคุณสมบัติของวัสดุทั้งหมดมีคาเทากับกรณีทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวเสนรอบวง
ภายใตภาระความเคนดึงและการกระจายตัวของอุณหภูมิตามความหนาของทอทุกประการ เนือ่งจาก
ความซับซอนของสมการไฟไนตเอลิเมนตภายใตเงื่อนไขความเคนในระนาบและความเครียด
เร่ิมตนเนื่องจากการกระจายตัวของสนามอุณหภูมิแบบอันดับสองเกิดขึ้นในชิ้นงาน ดังนั้นจึงใชทั้ง
จํานวนจุดเกาสเทากับ 7 และ 3 3×  จุดในการอินทิเกรตเชิงตัวเลขพจนที่เกี่ยวของกับคาความเคน
ตั้งฉากเฉลี่ยและคาเคนดิเวียทอริกสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอและเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจดุ
ตอตามลําดับ กําหนดใหขนาดของเอลิเมนตที่ปลายรอยราวมีคาเทากับ 0.01c 0.015 in=  โดยที่ c  
แทนความกวางที่เหลือของแผนสี่เหล่ียม 
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รูปที่ 6.28  รูปรางของปญหาแผนสี่เหล่ียมแบนที่มีรอยราวที่ขอบขางเดียวภายใตภาระความเคนดงึ 
                  และการกระจายตัวของอณุหภูมิตามความกวางของแผน 
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โดเมนรูปสี่เหล่ียมผืนผา 3 โดเมนถูกใชในการคํานวณคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล โดยโดเมนแรกมี
ขนาด (ROR1, ROR2, ROR3, ROR4) เทากับ 0.25, 0.25, 0.25, -1.0 in โดเมนที่สองมีขนาด
เทากับ 0.5, 0.5, 0.25, -1.0 in และโดเมนสุดทายมีขนาดเทากับ 0.5, 0.75, 0.5, -1.0 in เนื่องจาก
ปญหามีลักษณะสมมาตรจึงใชเฉพาะครึ่งหนึ่งของชิ้นงานดานบนดังแสดงในรูปที่ 6.29 เปน
แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 

0.5 in

8 in

2 in

∞σ

( )xΘ

 
 

รูปที่ 6.29  รูปรางและรายละเอียดของปญหาแผนสี่เหล่ียมแบนที่มีรอยราวที่ขอบขางเดียวภายใต 
                  ภาระความเคนดึงและการกระจายตัวของอณุหภูมิตามความกวางของแผนที่นํามา 
                  พิจารณา 

 
ตารางที่ 6.5 แสดงคาเปอรเซ็นตการขึ้นกับโดเมนของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลท่ีคํานวณไดจาก
โปรแกรม JFACTOR เปรียบเทียบกันระหวางผลลัพธจากโครงตาขายเริ่มตนกับผลลัพธจากโครง
ตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัติโนมัติที่คาความเคนดึงระดับตาง ๆ 
โดยเอลิเมนตที่ปลายรอยราวที่ใชในโครงตาขายทั้งสองยังคงเปนเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอซ่ึงจุด
ตอท้ังสามของดานที่ถูกยุบมารวมกันที่ตําแหนงปลายรอยราวสามารถเคลื่อนตัวไดเปนอิสระตอกัน
ขณะที่จุดตอกลางดานทั้งสองที่อยูติดกับปลายรอยราวและจุดตอกลางเอลิเมนตยังคงอยูที่ตําแหนง
กึ่งกลาง 
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ตารางที่ 6.5  คาเปอรเซ็นตการขึ้นกับโดเมนของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่คาความเคนดึงระดับ
ตาง ๆ สําหรับปญหาแผนส่ีเหล่ียมแบนที่มีรอยราวที่ขอบขางเดียวภายใตภาระความ
เคนดึงและการกระจายตัวของอุณหภูมิตามความกวางของแผน 

 
Initial Mesh Adaptive Mesh 

Applied 
Stress (ksi) Nodes Elements

Domain 
Dependence 

(%) 
Nodes Elements 

Domain 
Dependence 

(%) 
000.00 736 337 6.35E-01 1749 815 1.08E-02 
007.90   3.54E-01   6.75E-03 
015.80   2.32E-01   1.04E-02 
023.70   1.61E-01   1.25E-02 
031.60   1.11E-01   1.40E-02 
039.50   1.04E-01   1.53E-02 
047.40   9.82E-02   1.64E-02 
055.30   9.39E-02   1.73E-02 
063.20   9.09E-02   1.78E-02 
071.10   9.78E-02   1.82E-02 
079.00   1.11E-01   1.85E-02 
086.90   1.23E-01   1.86E-02 
094.80   1.35E-01   1.88E-02 
102.70   1.45E-01   1.89E-02 
110.60   1.54E-01   1.91E-02 
118.50   1.63E-01 2427 1149 1.92E-02 
126.40   1.70E-01   1.93E-02 
134.30   1.76E-01   1.93E-02 
142.20   1.82E-01   1.94E-02 
150.10   1.87E-01   1.94E-02 
158.00   1.91E-01 3304 1577 2.07E-02 

 
 
จากตารางที่ 6.5 เราพบวาโครงตาขายที่มีการประยุกตใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติจะใหผลลัพธคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่ขึ้นกับโดเมนนอยกวาผลลัพธที่ไดจากโครงตา
ขายเริ่มตนซึ่งแสดงใหเห็นวาผลลัพธคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่คํานวณไดนั้นมีความถูกตอง
มากกวาตามไปดวย 
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รูปที่ 6.30  ลักษณะโครงตาขายเริ่มตนพรอมโดเมนที่ใชคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล 

                   สําหรับปญหาแผนสี่เหล่ียมแบนที่มีรอยราวที่ขอบขางเดยีวและการกระจายตัวของ 
                   สนามความเคนวอนมิสเซส, ksi ที่คาความเคนดึง 79 ksi∞σ =  
 
รูปที่ 6.30 แสดงลักษณะของโครงตาขายเร่ิมตนที่ไดทําการคํานวณไวในตารางที่ 6.5 ซ่ึงประกอบ
ไปดวย 736 จุดตอ 337 เอลิเมนตพรอมกับโดเมนที่ใชในการอินทิเกรตหาคาพารามิเตอรเจ
อินทิกรัลและลักษณะการกระจายตัวของสนามความเคนวอนมิสเซสที่ค าความเคนดึง 

79 ksi∞σ =  เปรียบเทียบกับรูปที่ 6.31 ซ่ึงแสดงลักษณะของโครงตาขายที่มีการประยุกตใช
เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติซ่ึงประกอบไปดวย 3304 จุดตอ 1577 เอลิเมนตพรอม
กับลักษณะการกระจายตัวของสนามความเคนวอนมิสเซสที่คาความเคนดึงระดับเดียวกัน 
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รูปที่ 6.31  ลักษณะโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัติโนมัติพรอม 

                   โดเมนที่ใชคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทกิรัลและการกระจายตวัของสนามความเคน 

                   วอนมิสเซส, ksi ที่คาความเคนดึง 79 ksi∞σ =  ของปญหาแผนสี่เหล่ียมแบนที่มีรอย 

                   ราวที่ขอบขางเดยีว 
 
จากรูปพบวาโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติจะมีเอลิเมนต
ขนาดเล็กจํานวนมากเรียงตัวกันอยูที่บริเวณปลายรอยราวและบริเวณอ่ืนที่มีคาอนุพันธอันดับสอง
ของคาความเคนวอนมิสเซสขนาดสูงเชนเดียวกับปญหาที่ผานมา นอกจากนั้นลักษณะการกระจาย
ตัวของสนามความเคนวอนมิสเซสที่ไดยังมีความตอเนื่องมากกวาผลลัพธที่ไดจากโครงตาขาย
เร่ิมตนอีกดวย รูปที่ 6.32 แสดงผลการคํานวณคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลเฉลี่ยที่ระดับภาระความ
เคนดึงตาง ๆ เปรียบเทียบกันระหวางผลลัพธที่คํานวณไดจากโปรแกรม JFACTOR ที่มีการ
ประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัติโนมัติกับผลลัพธที่ไดจากการคํานวณของ Kumar 

et al. [31] ซ่ึงผลลัพธที่ไดนั้นมีความสอดคลองกันเปนอยางดี 
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รูปที่ 6.32  คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลของปญหาแผนสี่เหล่ียมแบนที่มรีอยราวที่ขอบขางเดียว 

                        ภายใตภาระความเคนดึงและการกระจายตัวของอุณหภมูิตามความกวางของแผน 

                        ภายใตเงื่อนไขความเคนในระนาบ (ก) ที่คาแรงดึงระดบัสูง และ (ข) ที่คาแรงดึง 
                        ระดับต่ําถึงปานกลาง 
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6.6  บทสรุป 
 
 ในบทนี้โปรแกรม JFACTOR ที่ไดประดิษฐขึ้นไดถูกตรวจสอบโดยนําไปวิเคราะห
ปญหาชิ้นงานที่มีรอยราวมาตรฐานตาง ๆ ภายใตเงื่อนไขความเคนระนาบ ความเครียดระนาบและ
สมมาตรรอบแกนโดยภาระที่มากระทํากับชิ้นงานนั้นประกอบดวยภาระความเคนดึง ภาระความ
เคนที่ผิวรอยราวและภาระความเคนเนื่องจากการกระจายตัวของสนามอุณหภูมิ โดยเริ่มจากการ
เปรียบเทียบความถูกตองของผลการคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลจากโครงตาขายเริ่มตนและโครงตา
ขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติโดยอาศัยคุณสมบัติความไมขึ้นกับ
โดเมนของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่ เขียนอยูในรูปอินทิเกรตบนพื้นที่โดเมน  จากนั้นจึง
เปรียบเทียบผลการคํานวณคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่ไดจากโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิค
การปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติกับผลการคํานวณที่มีในงานวิจัยอ่ืน ๆ ซ่ึงผลการเปรียบเทียบ
แสดงใหเห็นถึงความสอดคลองกันเปนอยางด ี



บทที่ 7 
 

บทสรุป ปญหาที่พบและขอเสนอแนะ 
 
 

7.1  บทสรุปรวม 
 
 วิทยานิพนธนี้ไดแสดงวิธีการประยุกตใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในการแกปญหารอย
ราวในวัตถุแบบอิลาสติก-พลาสติกสําหรับปญหาสองมิติและสมมาตรรอบแกนซึ่งรวมผลที่เกิดจาก
ภาระทั้งความเคนดึง ความเครียดเริ่มตนเนื่องจากอุณหภูมิและแรงวัตถุ โดยในบทที่ 2 ไดกลาวถึง
ความรูพื้นฐานและทฤษฎีกลศาสตรการแตกหักแบบอิลาสติก-พลาสติกซึ่งเนนไปที่การคํานวณหา
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลเปนพารามิเตอรหลักที่ใชในการตรวจสอบความรุนแรงของสนามความ
เคนและสนามความเครียดที่บริเวณปลายรอยราว โดยภายในบทนี้ไดอธิบายถึงความหมายทาง
กายภาพ ความเปนมา ตลอดจนวิธีการประดิษฐสมการที่ใชหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลอยาง
ละเอียด บทที่ 3 ไดอธิบายถึงการประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตเพื่อใชวิเคราะหความรุนแรงของ
สนามความเคนและความเครียดที่เกิดขึ้นกับชิ้นงานที่มีรอยราวโดยใชทฤษฎีงานเสมือน จากนั้นได
แสดงการสรางสมการเพื่อใชคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลจากสมการไฟไนตเอลิเมนตที่ได
ประดิษฐขึ้นโดยแบงการคํานวณออกเปนพจนตาง ๆ ที่เกี่ยวของกับคาความเคนตั้งฉากเฉลี่ย คา
ความเคนดิเวียทอริกและคาความเคนดึงที่ผิวรอยราว บทที่ 4 ไดอธิบายถึงหลักการพื้นฐานของ
เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติตลอดจนการนําไปประยุกตใชรวมกับระเบียบวิธีไฟ
ไนตเอลิเมนตที่ไดประดิษฐขึ้นเพื่อปรับปรุงผลการคํานวณใหมีความถูกตองมากขึ้นโดยใชเอลิเมนต
ขนาดเล็กเฉพาะในบริเวณที่ผลเฉลยมีความผิดพลาดสูงในขณะเดียวกันจะใชเอลิเมนตขนาดใหญ
ในบริเวณที่ผลเฉลยมีความผิดพลาดต่ําทําใหประหยัดหนวยความจําและระยะเวลาในการคํานวณลง
เนื่องจากไมจําเปนตองใชเอลิเมนตขนาดเล็กเปนจํานวนมากในการแกปญหา นอกจากนั้นหลักการ
ของเทคนิคการถายทอดผลเฉลยระยะการเคลื่อนตัวจากโครงตาขายกอนการปรับขนาดเอลิเมนต
ไปสูโครงตาขายที่ทําการปรับขนาดเอลิเมนตแลวเพื่อใหการคํานวณสามารถดําเนินตอเนื่องไปได
โดยไมตองเริ่มตนการคํานวณใหมที่คาภาระเริ่มตนทุกครั้งหลังการปรับขนาดเอลิเมนตยังไดถูก
อธิบายอยางละเอียดในบทนี้ บทที่ 5 ไดอธิบายหลักการทํางานของโปรแกรม JFACTOR ที่ไดถูก
ประดิษฐขึ้นตลอดจนหนาที่การทํางานของโปรแกรมยอยตาง ๆ ที่ประกอบกันขึ้นเปนโปรแกรม 
JFACTOR นอกจากนี้ยังไดอธิบายการสรางไฟลขอมูลนําเขาเพื่อใชงานกับโปรแกรม JFACTOR 
ตลอดจนลักษณะของไฟลที่ไดหลังการคํานวณซึ่งประกอบไปดวยไฟลที่นําไปใชสําหรับการปรับ
ขนาดเอลิเมนตดวยโปรแกรม FEMESH v2.1.152 ซ่ึงมีนามสกุล “.out” ไฟลที่นําไปใชสําหรับ
การแสดงผลกราฟฟกบนจอคอมพิวเตอรซ่ึงมีนามสกุล “.plt” และไฟลที่นําไปใชเพื่อเริ่มตนการ
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คํานวณที่สถานะการคํานวณที่ไดทําการวิเคราะหไปแลวซ่ึงมีนามสกุล “.res” ในบทที่ 6 ไดทําการ
ตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม JFACTOR ที่ไดประดิษฐขึ้น ในขั้นแรกไดทําการ
เปรียบเทียบความถูกตองของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่คํานวณไดจากโปรแกรม JFACTOR นี้
ระหวางการคํานวณปกติซ่ึงไมมีการประยุกตใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติกับการ
คํานวณที่มีการประยุกตใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติโดยใชคาเปอรเซ็นการ
ขึ้นอยูกับโดเมนของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลในการเปรียบเทียบความผิดพลาดระหวางการ
คํานวณทั้งสองแบบ โดยผลการคํานวณที่ไดแสดงใหเห็นวาเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติสามารถชวยปรับปรุงผลการคํานวณใหมีความถูกตองเพิ่มสูงขึ้นได ในขั้นตอนตอไปไดทาํ
การเปรียบเทียบคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลท่ีคํานวณไดจากโปรแกรม JFACTOR โดยประยุกตใช
เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติกับผลการคํานวณที่มีในงานวิจัยอ่ืน ๆ โดยปญหาที่ใช
ในการตรวจสอบความถูกตองนั้นครอบคลุมถึงปญหาความเคนในระนาบ ปญหาความเครียดใน
ระนาบและปญหาสมมาตรรอบแกนซึ่งภาระที่มากระทํานั้นมีความหลากหลายทั้ง ภาระความเครียด
เร่ิมตนเนื่องจากการกระจายตัวของสนามอุณหภูมิ ภาระความเคนดึงที่ผิวรอยราวและแรงวัตถุ โดย
ผลการเปรียบเทียบนั้นแสดงใหเห็นถึงความสอดคลองกันเปนอยางดี 
 
 
7.2  ปญหาที่พบในขณะทําวิทยานิพนธ 
 

(1) ปญหาการเรียงตัวของเอลิเมนตในโดเมนที่ใชอินทิเกรตคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล 

 เนื่องจากในการคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลนั้นเราจําเปนตองสรางโดเมนขนาด
ตาง ๆ ลอมรอบปลายรอยราวไว ซ่ึงในการสรางโครงตาขายที่ประกอบดวยโดเมนตาง ๆ เหลานี้
หลาย ๆ โดเมนรวมกันจะทําใหการเรียงตัวของเอลิเมนตในโดเมนเหลานั้นมีการเรียงตัวที่ไมเปน
ระเบียบมากนัก โดยการเรียงตัวของเอลิเมนตในโดเมนสามารถถูกปรับปรุงใหดีขึ้นไดหากขนาด
ของโดเมนที่ใชมีความแตกตางกันมาก ดวยเหตุนี้ผูวิจัยจึงไดปรับปรุงใหโปรแกรม JFACTOR 

สามารถใชงานไดกับโดเมนรูปส่ีเหล่ียมผืนผานอกเหนือจากโดเมนรูปส่ีเหล่ียมจัตุรัสและโดเมนรูป
วงกลมซึ่งขนาดของโดเมนจะถูกจํากัดดวยขนาดของรอยราวหรือขนาดความกวางของชิ้นงานสวน
ที่เหลือจากรอยราว (Uncracked Ligament) 
 

(2) ปญหาความคลาดเคลื่อนของผลลัพธที่ไดจากงานวิจับอ่ืน 

 ในวิทยานิพนธนี้ผลลัพธคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่ใชเปรียบเทียบความถูกตองกับ
ผลลัพธที่คํานวณไดจากโปรแกรม JFACTOR นั้นสวนใหญแลวเปนผลลัพธที่ไดจากวิธีการ
คํานวณของ EPRI ซ่ึงเขียนอยูในรูปสมการผลบวกของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลซ่ึงคํานวณได
ในชวงยืดหยุนเชิงเสนและชวง Fully Plastic  โดยผูวิจัยไดนํามาจากหนังสือของ Anderson [15] 
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ซ่ึงเปนฉบับปรับปรุงแกไขใหมในป 1995 อีกทีหนึ่ง ผูวิจัยไดคนพบในภายหลังวาผลลัพธที่ได
สําหรับบางปญหานั้น Shih and Needleman [32, 33] ไดนํามาวิเคราะหใหมและพบวาผลลัพธที่
ไดในชวง Fully Plastic  ของ EPRI นั้นมีความคลาดเคลื่อนมากถึง 30% และสําหรับในบาง
ปญหานั้นผูวิจัยยังพบอีกดวยวาผลลัพธที่ไดในชวง Fully Plastic  ซ่ึงพิมพอยูในหนังสือของ 
Anderson นั้นมีความถูกตองดีอยูแลวเพียงแตสมการที่พิมพในหนังสือนั้นไมถูกตองซึ่งกวาที่ผูวิจัย
จะคนพบความจริงตาง ๆ เหลานี้นั้นผูวิจัยตองเสียเวลาในการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม 
JFACTOR อยูนานพรอมกับความสงสัยวาทําไมผลลัพธที่ไดถึงมีความคลาดเคลื่อนจากผลลัพธ
ของ EPRI อยูสูงถึงเกือบ 30% ทั้ง ๆ ที่โปรแกรม JFACTOR เองนั้นใหผลลัพธที่มีความถูกตองดี
อยูแลว 
 

(3) ปญหาการเสียรูปที่บริเวณปลายรอบราวสําหรับเอลิเมนตที่ปลายรอยราวซ่ึงดานหนึ่ง
ของเอลิเมนตถูกยุบมารวมกันที่ตําแหนงปลายรอยราว 

 ในชวงแรกของการคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลนั้น ผูวิจัยไดทดลองใชเอลิเมนต
ส่ีเหล่ียมเกาจุดตอที่ดานหนึ่งของเอลิเมนตถูกยุบมารวมกันที่ตําแหนงปลายรอยราวขณะที่จุดตอ
กึ่งกลางเอลิเมนตและกึ่งกลางดานที่อยูถัดจากปลายรอยราวถูกเลื่อนมาที่ตําแหนงหนึ่งในสี่เปนเอลิ
เมนตที่ปลายรอยราวเปรียบเทียบกับเอลิเมนตรอบปลายรอยราวชนิดเดียวกันที่จุดตอกลางเอลิเมนต
และกึ่งกลางดานยังคงอยูที่ตําแหนงกึ่งกลาง จากการทดลองผูวิจัยพบวาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่
คํานวณไดโดยใชเอลิเมนตรอบปลายรอยราวที่ถูกเลื่อนจุดตอมาที่ตําแหนงหนึ่งในสี่นั้นจะใหผล
การคํานวณที่ขึ้นกับโดเมนนอยกวาเล็กนอยเนื่องจากเอลิเมนตชนิดนี้มีผลเฉลยที่ปลายรอยราว
สอดคลองกับวัสดุแบบพลาสติกสมบูรณ (Perfectly Plastic Material)  และวัสดุแบบยืดหยุนเชิง
เสนพรอมกัน ขณะที่เอลิเมนตที่ไมถูกเลื่อนจุดตอมาที่ตําแหนงหนึ่งในสี่นั้นใหผลเฉลยที่ปลายรอย
ราวสอดคลองกับวัสดุแบบพลาสติกสมบูรณเพียงอยางเดียว เมื่อผูวิจัยตรวจสอบการเสียรูปที่บริเวณ
ปลายรอยราวของเอลิเมนตทั้งสอง ผูวิจัยพบวาการเสียรูปที่บริเวณปลายรอยราวของเอลิเมนตที่ไม
ถูกเล่ือนจุดตอมาที่ตําแหนงหนึ่งในสี่นั้นมีการเสียรูปที่เรียกวา Crack Tip Blunting  ไดดีกวาเอลิ
เมนตที่ถูกเลื่อนจุดตอมาที่ตําแหนงหนึ่งในสี่เนื่องจากการเสียรูปที่บริเวณปลายรอยราวของเอลิ
เมนตชนิดนี้สอดคลองกับวัสดุแบบพลาสติกสมบูรณเพียงอยางเดียวซ่ึงตางจากเอลิเมนตรอบปลาย
รอยราวที่ถูกเล่ือนจุดตอมาที่ตําแหนงหนึ่งในสี่ที่มีการเสียรูปที่ปลายรอยราวผสมกันระหวางวัสดุ
แบบพลาสติกสมบูรณกับวัสดุแบบยืดหยุนเชิงเสน ดวยเหตุนี้ผูวิจัยจึงไดเลือกใชเอลิเมนตที่จุดตอ
กึ่งกลางเอลิเมนตและกึ่งกลางดานทั้งหมดยังคงอยูที่ตําแหนงกึ่งกลางเปนเอลิเมนตที่ปลายรอยราว
นอกเหนือจากเหตุผลเร่ืองความสะดวกที่ไมตองเล่ือนจุดตอมาที่ตําแหนงหนึ่งในสี่ของดานดังที่ได
กลาวไวในภาคผนวก ง 
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(4) ปญหาระยะเวลาที่ใชในการคํานวณเมื่อแบบจําลองมีจํานวนจุดตอเพิ่มสูงขึ้น 

 ในชวงหลังของการทําวิทยานิพนธ เมื่อผูวิจัยไดทําการตรวจสอบความถูกตองของ
โปรแกรม JFACTOR เขากับปญหาตาง ๆ แลว ผูวิจัยพบวาเมื่อแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตมี
จํานวนจุดตอมากกวา 2,000 จุดขึ้นไปแลว โปรแกรม JFACTOR  จะใชเวลาในการแกปญหาแต
ละครั้งเปนระยะเวลาที่คอนขางสูงมาก ในตอนแรกผูวิจัยคาดวาปญหาอาจเกิดขึ้นจากวิธีที่ผูวิจัยใช
ในขั้นตอนการแกระบบสมการ แตเมื่อผูวิจัยไดตรวจสอบสาเหตุของปญหาอยางละเอียดแลวกลับ
พบวาสาเหตุที่แทจริงของปญหานั้นเกิดขึ้นจากการสรางและการเตรียมเมตริกซสมการระบบรวม 
(System Matrix) ตาง ๆ ที่ใชในโปรแกรมยอย [SUBROUTINE LST],  [SUBROUTINE 

VOLUMETRIC] และ [SUBROUTINE DEVIATORIC]  ซ่ึงถูกเขียนขึ้นอยางไมมี
ประสิทธิภาพ ดังนั้นผูวิจัยจึงไดปรับปรุงแกไขใหการสรางและการเตรียมเมตริกซระบบรวมตาง ๆ 
นั้นมีประสิทธิภาพมากยิ่งขึ้น 
 

(5) ปญหาการหาเอลิเมนตในโครงตาขายเกาที่อยูใกลกับจุดตอบนโครงตาขายใหม 
 ในการหาเอลิเมนตในโครงตาขายเกาที่อยูใกลกับจุดตอบนโครงตาขายใหมมากที่สุดเพื่อใช
ในการถายทอดผลเฉลยนั้นในตอนแรกผูวิจัยไดใชคาความผิดพลาดของพื้นที่ซ่ึงคํานวณจากผลตาง
ระหวางผลบวกของคาสัมบูรณของพื้นที่สามเหลี่ยมยอย 1A , 2A  และ 3A  ดังแสดงในสมการ 
(4.27ก-ค) กับพื้นที่สามเหลี่ยม eA  ซ่ึงคํานวณจากสมการ (4.27ง) เมื่อผูวิจัยไดนําไปประยุกตใช
กับปญหาที่มีขอบเขต (Boundary) เปนเสนโคงแลว เชน ปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราววางตัว
ตามแนวแกน การหาเอลิเมนตในโครงตาขายเกาที่อยูใกลกับจุดตอบนโครงตาขายใหมมากที่สุดนั้น
จะใหผลลัพธที่ผิดไปมาก เมื่อผูวิจัยไดตรวจสอบดูแลวพบวาคาความผิดพลาดของพื้นที่ที่ผูวิจัยใช
ในตอนแรกนั้นจะตองทําการเปรียบเทียบกับพื้นที่สามเหล่ียม eA  ของเอลิเมนตที่กําลังทําการ
ตรวจสอบอยูนั้น ๆ ดวยดังสมการ (4.28) เนื่องจากเมื่อมีการประยุกตใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิ
เมนตโดยอัตโนมัติแลวเอลิเมนตในบางพื้นที่ของปญหาจะมีขนาดแตกตางจากเอลิเมนตที่บริเวณ
ปลายรอยราวมากทําใหเอลิเมนตที่หาไดอาจไมใชเอลิเมนตที่เราตองการนําไปใชจริง ๆ 
 
 
7.3  ขอเสนอแนะสําหรับงานวิจัยในอนาคต 
 
 งานในวิทยานิพนธฉบับนี้ถือเปนงานวิจัยขั้นพื้นฐานในดานการวิเคราะหปญหารอยราว
ดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตที่สําคัญตอจากงานของ ธนวัช ศรีเจริญชัย [16] จากงานวิจัยที่ผาน
มาจนกระทั่งถึงงานวิจัยนี้นั้นการนําไปประยุกตใชกับวัสดุและรอยราวที่มีพฤติกรรมตาง ๆ ยังทําได
คอนขางจํากัดอยูมาก ดังนั้นนักวิจัยรุนใหมที่สนใจสามารถศึกษาและพัฒนาไปสูงานวิจัยใหมที่
ตอเนื่องไดในหลายแนวทางดวยกันดังนี ้
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 1. พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรใหสามารถประยุกตใชไดกับวัสดุที่มีความสัมพันธ
ระหวางคาความเคนและคาความเครียดอ่ืนนอกจากแบบ Ramberg-Osgood เพื่อใหสามารถ
จําลองพฤติกรรมของวัสดุตาง ๆ ไดถูกตองมากขึ้น เชน แบบ Bilinear หรือแบบ Piecewise 
Power Hardening 
 2. พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สามารถหาคาพารามิเตอรที่สําคัญอื่น ๆ ที่กําลังไดรับ
การยอมรับและมีความสําคัญในปจจุบัน เชน พารามิเตอร CTOA และพารามิเตอร -integral∗Tε  
ซ่ึงสามารถใชไดกับการวิเคราะหแบบอิลาสติก-พลาสติกที่รอยราวมีการเติบโตภายใตสถานะอยูตัว
ได 
 3. พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อใหสามารถใชไดกับการวิเคราะหปญหารอยราวที่รอย
ราวมีลักษณะไมเปนเสนตรงอยูในระนาบรอบราว 
 4. พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรใหสามารถประยุกตใชไดกับปญหาสามมิติเพื่อใหสามารถ
นําไปประยุกตใชไดกับปญหาในการทํางานจริง 
 5. ปรับปรุงโปรแกรม JFACTOR ใหสามารถเก็บและแกเมตริกซสมการระบบรวมตาง ๆ 
ในแบบ Element by Elem ent [34] เพื่อประหยัดเนื้อที่หนวยความจําและลดระยะเวลาในการ
คํานวณของเครื่องคอมพิวเตอรลงใหไดมากที่สุด 
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ภาคผนวก ก 
 

คุณสมบัติของวัสดุยืดหยุนและพลังงานความเครียดหนาแนน 
 
 
 สําหรับวัสดุยืดหยุน (Elastic Solid)  คาพลังงานความเครียดหนาแนน (Strain Energy 

Density) จะมีคาเทากับงานจากความเคนซึ่งเขียนแทนไดดังสมการ 
 

 
m
ijW

m
ij ij

0 0

W  dW  d
ε

= = σ ε∫ ∫  (ก.1) 

 
เนื่องจากปรากฏการณทางกลทั้งหมดที่เกิดขึ้นในวัสดุยืดหยุนสามารถยอนกลับได (Reversible 

Process) และความสัมพันธระหวางคาความเคนและคาความเครียดถูกเขียนอยูในรูปสุทธ ิ ดังนั้น
ในทํานองเดียวกันคาพลังงานความเครียดหนาแนนสามารถเขียนอยูในรูปฟงกช่ันของคาความเคน 
คาความเครียดทางกลและคุณสมบัติของวัสดุได หากเรากําหนดใหคาพลังงานความเครียดหนาแนน
ถูกเขียนอยูในรูปฟงกช่ันของคาความเครียดทางกลและคุณสมบัติของวัสดุแลว คาพลังงาน
ความเครียดหนาแนนที่เพิ่มขึ้นเนื่องจากคาความเครยีดทางกลสามารถเขียนแทนไดดวยสมการ 
 

 m
ijm

ij

WdW  d∂
= ε

∂ε
 (ก.2) 

 
แทนสมการ (ก.2) ลงในสมการ (ก.1) จะไดสมการคาพลังงานความเครียดหนาแนนเปน 
 

 
m m
ij ij

m m
ij ij ijm

ij0 0

WW  d   d
ε ε
∂

= ε = σ ε
∂ε∫ ∫  (ก.3) 

 
จากสมการ (ก.3) เราสามารถสรุปไดวา 
 

 ijm
ij

W  ∂
= σ

∂ε
 (ก.4) 

 
ซ่ึงเปนคุณสมบัติของวัสดุแบบยืดหยุน (Property of Elastic Potential) 
 พิจารณาวัสดุที่มีพฤติกรรมแบบ Ramberg-Osgood เราสามารถหาคาพลังงาน
ความเครียดหนาแนนไดจากสมการ (ก.1) โดยแบงคาความเครียดทางกลออกเปนพจนยืดหยุนเชิง
เสนและพลาสติกดังสมการ 
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 m e p
ij ij ij   eε = ε +  (ก.5) 

 
โดยที ่ e

ijε  แทนคาความเครียดยืดหยุนเชิงเสน (Linear Elastic Strain) 

 p
ije  แทนคาความเครียดพลาสติก (Plastic Strain) 

 
ในทํานองเดียวกันจากสมการดานบนเราสามารถแบงคาพลังงานความเครียดหนาแนนออกเปนพจน
ที่เกิดจากความเครียดยืดหยุนเชิงเสนและพจนที่เกิดจากความเครียดพลาสติกเปน 
 

 
pe

ij ije
e p e p
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โดยที ่ eW  แทนคาพลังงานความเครียดหนาแนนเนื่องจากคาความเครียดยืดหยุนเชิงเสน 
 pW  แทนคาพลังงานความเครียดหนาแนนเนื่องจากคาความเครียดพลาสติก 
 
คาพลังงานความเครียดหนาแนนเนื่องจากคาความเครียดพลาสติกสามารถคํานวณหาไดโดยงายเมื่อ
เขียนสมการอยูในรูปประสิทธิผล [17] เปน 
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e p
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ε

= σ ε∫  (ก.7) 

 
โดยที ่ eσ  แทนคาความเคนประสิทธิผล (Effective Stress) 

 pε  แทนคาความเครียดพลาสติกประสิทธิผล (Effective Plastic Strain) 
 
ความสัมพันธระหวางคาความเคนประสิทธิผลและคาความเครียดพลาสติกประสิทธิผลสามารถหา
ไดจากการทดสอบชิ้นงานภายใตการทดลองในทิศทางเดียว (Uniaxial Test)  โดยสําหรับวัสดุที่มี
พฤติกรรมแบบ Ramberg-Osgood แลวจะไดความสัมพันธเปน 
 

 
1
n

p
e o
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ε⎛ ⎞

σ = σ ⎜ ⎟αε⎝ ⎠
 (ก.8) 

 
โดยที ่ oσ  แทนคาความเคนที่จุดคราก (Yield Stress) 

 oε  แทนคาความเครียดที่จุดคราก (Yield Strain) 

 α  แทนคาคงที่ของวัสด ุ

 n  แทนคายกกําลังของความเครียด (Strain Hardening Exponent) 
 



 143

แทนสมการ (ก.8) ลงในสมการ (ก.7) จากนั้นทําการอินทิเกรตแลวเปลี่ยนใหอยูในรูปของคาความ
เคนประสิทธิผลโดยใชสมการ (ก.8) จะได 
 

 
n 1

p e
o o

o

nW   
n 1

+
⎛ ⎞σ⎛ ⎞= αε σ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ σ⎝ ⎠⎝ ⎠

 (ก.9) 

 
คาพลังงานความเครียดหนาแนนเนื่องจากคาความเครียดยืดหยุนเชิงเสนจะมีคาเทากับคาพลังงาน
ความเครียดหนาแนนของวัตถุแบบยืดหยุนเชิงเสนดังสมการ 
 

 e e 2 2
ij ij e

1 3 1 2 1 1W       
2 2 E 3 E

− ν + ν⎛ ⎞ ⎛ ⎞= σ ε = σ + σ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (ก.10) 

 
โดยที ่ σ  แทนคาความเคนตั้งฉากเฉลี่ย (Mean Stress) 
 
แทนสมการ (ก.9-10) ลงในสมการ (ก.6) จะไดคาพลังงานความเครียดหนาแนนมีคาเทากับ 
 

 
n 1

2 2 e
e o o

o

3 1 2 1 1 nW      
2 E 3 E n 1

+
⎛ ⎞− ν + ν σ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= σ + σ + αε σ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ σ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 (ก.11) 

 
โดยสมการ (ก.11) ถูกเขียนอยูในรูปฟงกช่ันของคาความเคนตาง ๆ และคาคุณสมบัติของวัสดุ
เทานั้นเพื่อใหสามารถประยุกตใชไดแมในกรณีที่วตัถุมีคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากอุณหภูม ิ
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ภาคผนวก ข 
 

คุณสมบัติที่พารามิเตอรเจอินทิกรัลไมขึ้นกบัเสนทางเดิน 
 
 

พิจารณาสมการ (2.44)  ที่เขียนขึ้นใหมจากการแทนคาสมการ (2.26) สําหรับปญหาสอง
มิติที่มีรอยราววางตัวตามแนวแกน 1x  ดังแสดงในรูปที่ ข.1 เปน 
 
                                           J  ( )j j1 ji i,1 0

lim  n W u d
Γ→

Γ

= δ − σ Γ∫  (ข.1) 

 
 

2x

1x
1Γ

2Γ

12A

1r

2r

jn

jn

 
 

รูปที่ ข.1  รอยราวที่วางตวัตามแนวแกน 1x  บนชิ้นงานสองมิติ 
 
พิจารณาเสนทางเดินปดซึ่งเกิดจากเสนทางเดิน 1Γ  และ 2Γ  กับสวนของผิวรอยราวที่เชื่อมเสนทาง
เดินทั้งสองดังแสดงในรูปที่ ข.1 เนื่องจากไมมีคาความเคนดึงมากระทําที่ผิวรอยราว ดังนั้นประยุกต
ทฤษฎีบทของเกาสเขากับเสนทางเดินปดนี้จะได 
 
                                   ( ) ( )2 1Γ − ΓJ J  ( )

12

j1 ji i,1 , j
A

W u dA= δ − σ∫  (ข.2) 

 
โดยที่ 12A     แทนพื้นที่ที่ถูกปดลอมดวยเสนทางเดินปดดังแสดงในรูปที่ ข.1 
 
กระจายสมการ (ข.2) แลวใชสมการ (2.38) จะได 
 
                                   ( ) ( )2 1Γ − ΓJ J  ( )

12

,1 ji, j i,1 ij ij,1
A

W u dA= − σ − σ ε∫  (ข.3) 
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พจนแรกในวงเล็บทางดานขวาของสมการ (ข.3) สามารถกระจายออกไดในทํานองเดียวกันกับ
สมการ (2.39) สําหรับวัตถุที่ไมมีคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากอุณหภูมิและคุณสมบัติของวัตถุไม
ขึ้นอยูกับตําแหนงบนพิกัด 1x  เปน 
 
                                                    ,1W  ij ij,1 = σ ε  (ข.4) 
 
จากสมการ (2.1) เมื่อไมพิจารณาแรงวัตถุและพจนความเรงจะได 
 
                                                    ji, jσ  0=  (ข.5) 
 
แทนสมการ (ข.4-5) ลงในสมการ (ข.3) จะได 
 
                                                ( )2ΓJ  ( )1 = ΓJ  (ข.6) 
 
สมการ (ข.6) บอกเราวาในกรณีนี้คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลจะไมขึ้นกับเสนทางเดิน (Path-

Independence) ดังนั้นสมการ (ข.1) สามารถเขียนใหมในกรณีนี้ไดเปน 
 
                                           J  ( )j1 ji i,1 jW u n d

Γ

= δ − σ Γ∫  (ข.7) 

 
สมการ (ข.7) และคุณสมบัติที่คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลจะไมขึ้นกับเสนทางเดินภายใตสมมุติฐาน
ที่กลาวถึงทั้งหมดขางตนนี้ไดถูกนําเสนอเปนครั้งโดย Rice [15]  ซ่ึงตอมาไดถูกนําไปประยุกตใช
เพื่อใหการคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในระยะเริ่มแรกมี
ความแมนยํามากขึ้นโดยใชเสนทางเดินที่อยูหางจากปลายรอยราวแทนเสนทางเดินที่อยูใกลกับ
ตําแหนงปลายรอยราว 
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ภาคผนวก ค 
 

พารามิเตอรเจอินทิกรัลในฐานะพารามิเตอรตัวประกอบความเขมของความเคน 
 
 
 Hutchinson [15]  ไดสมมุติใหผลเฉลยของฟงกช่ันความเคน Airy’s Stress Function  
สําหรับปญหารอยราวสองมิติสามารถเขียนอยูในรูปอนุกรมของฟงกช่ันที่ขึ้นอยูกับมุม θ  และระยะ
ตามแนวรัศมีจากปลายรอยราว r  ดังสมการ 
 
 s t

1 2(r, )  C ( )r   C ( )r   ...Φ θ = θ + θ +  (ค.1) 
 
โดยกําหนดให s t<  และ t  นอยกวาเลขยกกําลังที่เหลือทั้งหมดของ r  ในอนุกรม ดังนั้นเมื่อ 

r 0→  พจนแรกทางดานขวาของฟงกช่ันความเคนจะมีคามากเมื่อเทียบกับพจนที่เหลือทั้งหมด
เสมอ ดังนั้นเมื่อพิจารณาเฉพาะที่บริเวณปลายรอยราวฟงกช่ันความเคนสามารถเขียนใหมโดย
พิจารณาเพียงพจนแรกของสมการ (ค.1) ไดเปน 
 
 s

o(r, )  k r ( )Φ θ = σ Φ θ%  (ค.2) 
 
โดยที ่ k  แทนขนาดของฟงกช่ันความเคน 

 Φ%  แทนฟงกชันไรหนวยที่ขึ้นกับคามุม θ  

 oσ  แทนคาความเคนที่จุดคราก 
 
โดยคาความเคนที่จุดคราก oσ  ถูกกําหนดลงในสมการ (ค.2) เพื่อใหสอดคลองกับผลลัพธที่จะได
ในภายหลัง คาความเคนในระบบพิกัดทรงกระบอกสามารถหาไดจากฟงกช่ันความเคนดังสมการ 
 

 ( )
2

s 2 s 2
rr o o rr2 2

1 1      k r s      k r (s, )
r r r

− −∂ Φ ∂Φ ′′σ = + = σ Φ + Φ = σ σ θ
∂θ ∂

% % %  (ค.3ก) 

 

 ( )
2

s 2 s 2
o o2    k r s s 1   k r (s, )

r
− −

θθ θθ
∂ Φ

σ = = σ − Φ = σ σ θ
∂

% %  (ค.3ข) 

 

 ( )
2

s 2 s 2
r o o r2

1 1      k r 1 s   k r (s, )
r r r

− −
θ θ

∂ Φ ∂Φ ′τ = − + = σ − Φ = σ σ θ
∂ ∂θ ∂θ

% %  (ค.3ค) 

 
 ( ) 1/ 2s 2 2 2 2 s 2

e o rr rr r o e  k r 3  k r (s, )− −
θθ θθ θσ = σ σ + σ − σ σ + σ = σ σ θ% % % % % %  (ค.3ง) 
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จากภาคผนวก ข สมการ (ข.7) คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลเมื่อเขียนอยูในรูปการอินทิเกรตบน
เสนทางเดินวงกลมรอบปลายรอยราวและคาความเคนที่ผิวจากสมการ i j jit n= σ  จะเทากับ 
 

                                           J  ( )i i,1W cos t u rd
+π

−π

= θ − θ∫  (ค.4) 

 
จากภาคผนวก ก เนื่องจากคาพลังงานความเครียดหนาแนนที่เกิดจากคาความเครียดยืดหยุนเชิงเสน
จะมีคานอยกวาคาพลังงานความเครียดหนาแนนที่เกิดจากคาความเครียดพลาสติกที่บริเวณปลาย
รอยราว ดังนั้นเราจึงพิจารณาเฉพาะคาพลังงานความเครียดหนาแนนที่เกิดจากคาความเครียด
พลาสติกเทานั้นโดยแทนคาสมการ (ค.3ง) ลงในสมการ (ก.9) จะได 
 

 ( )( )n 1 s 2n 1 n 1
o o e

nW  k r
n 1

+ −+ += ασ ε σ
+

%  (ค.5) 

 
แทนคาความเคนที่ไดจากสมการ (ค.3) ทั้งหมดลงในสมการความสัมพันธระหวางคาความเครียด
และคาความเคน (3.13) โดยในกรณีปญหาความเคนในระนาบที่ไมพิจารณาคาความเครียดเริ่มตน
เนื่องจากอุณหภูมิจะไดคาความเครียดในระบบพิกัดทรงกระบอกที่บริเวณปลายรอยราวมีคาเปน 
 

 ( ) ( )
n 1

n s 2ne
rr rr o rr

o

1 2   k r (s, )
2 E

−
−

θθ

⎛ ⎞σα
ε = σ − σ = αε ε θ⎜ ⎟σ⎝ ⎠

%  (ค.6ก) 

 

 ( ) ( )
n 1

n s 2ne
rr o

o

1 2   k r (s, )
2 E

−
−

θθ θθ θθ

⎛ ⎞σα
ε = σ − σ = αε ε θ⎜ ⎟σ⎝ ⎠

%  (ค.6ข) 

 

 ( ) ( )
n 1

n s 2ne
r r o r

o

3   k r (s, )
E

−
−

θ θ θ

⎛ ⎞σα
γ = τ = αε γ θ⎜ ⎟σ⎝ ⎠

%  (ค.6ค) 

 
โดยสมการความสัมพันธระหวางคาความเครียดและการเคลื่อนตัวในพิกัดทรงกระบอกจะเทากับ 
 

 r
rr

u  
r

∂
ε =

∂
 (ค.7ก) 

 

 r uu 1    
r r

θ
θθ

∂
ε = +

∂θ
 (ค.7ข) 

 

 r
r

uu 1    
r r

θ
θ

∂
γ = +

∂θ
 (ค.7ค) 

 
อินทิเกรตสมการ (ค.7) จะไดคาการเคลื่อนตัวที่บริเวณปลายรอยราวเปน 
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 ( )n s 2 1n
r o ru   k r u (n, )− += αε θ%  (ค.8ก) 

 
 ( )n s 2 1n

ou   k r u (n, )− +
θ θ= αε θ%  (ค.8ข) 

 
จากนั้นแปลงคาการเคลื่อนตัวในพิกัดทรงกระบอกมาอยูในพิกัด 1x  และ 2x  โดยใชความสัมพันธ 
 
 1 ru   ucos   u sinθ= θ − θ  (ค.9ก) 
 
 2 ru    u sin   u cosθ= θ + θ  (ค.9ข) 
 
ในทํานองเดียวกันคาความเคนดึงสามารถเปลี่ยนใหอยูในพิกัด 1 2x x−  จะไดจากความสัมพันธ 
 
 1 r r rr rt   tcos   t sin   cos   sinθ θ= θ − θ = σ θ − σ θ  (ค.10ก) 
 
 2 r r rr rt   tsin   t cos   sin   cosθ θ= θ + θ = σ θ + σ θ  (ค.10ข) 
 
จากนั้นหาคาอนุพันธของการเคลื่อนตัวในระบบพิกัด 1 2x x−  โดยใชความสัมพันธ 
 

 1 1 1 1 1

1 1 1

u u r u u u sin      cos   
x r x x r r r
∂ ∂ ∂ ∂ ∂θ ∂ ∂ θ

= + = θ −
∂ ∂ ∂ ∂θ ∂ ∂ ∂

 (ค.11ก) 

 

 2 2 2 2 2

1 1 1

u u r u u u sin      cos   
x r x x r r r
∂ ∂ ∂ ∂ ∂θ ∂ ∂ θ

= + = θ −
∂ ∂ ∂ ∂θ ∂ ∂ ∂

 (ค.11ข) 

 
แทนสมการ (ค.8) ลงในสมการ (ค.9) จากนั้นหาคาอนุพันธของการเคลื่อนตัวจากสมการ (ค.11) 
และใชสมการ (ค.10) จะได 
 

      1 2
i i,1 1 2

1 1

u ut u   t   t
x x
∂ ∂

= +
∂ ∂

 

          ( )( ) ( ) ( ){n 1 s 2n 1
o o rr r r r k r sin u u u u+ −+

θ θ θ′ ′⎡ ⎤= ασ ε θ σ − − σ −⎣ ⎦% % % % % %   

                                             ( ) ( )}rr r rcos n s 2 1 u uθ θ⎡ ⎤+ θ − + σ + σ⎣ ⎦ % % % %  (ค.12) 

 
แทนสมการ (ค.5) และ (ค.12) ลงในสมการ (ค.4) เพื่อหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลบนเสนทางเดิน
วงกลมนี้โดยกําหนดใหรัศมีของเสนทางเดินมีคาเทากับ 2r  เปน 
 
 ( )( )n 1 s 2 1n 1

o o 2 n  k r I+ − ++= αε σJ  (ค.13) 
 
โดย nI  มีคาดังนี้ 
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       ( ){ ( )}n 1
n e rr r r r

nI   cos sin u u u u
n 1

+π
+

θ θ θ
−π

⎧ ⎡ ′ ′= σ θ− θ σ − −σ −⎨ ⎣+⎩∫
% % % % % % %  

                                                ( ){ }( )rr r rcos n s 2 1 u u dθ θ
⎫⎤+ θ − + σ +σ θ⎬⎦ ⎭

% % % %  (ค.14) 

 
เนื่องจากคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลไมขึ้นกับเสนทางเดิน ดังนั้นจากสมการ (ค.13) คาพารามิเตอรเจ
อินทิกรัลที่ไดจึงไมขึ้นกับคาระยะรัศมีของเสนทางเดิน 2r  ดวย จากความเขาใจนี้จะไดสมการ
ความสัมพันธระหวางคา n  และ s  เปน 
 

 2n 1s  
n 1
+

=
+

 (ค.15) 

 
แทนสมการ (ค.15) กลับลงไปในสมการ (ค.13) แลวจัดรูปใหมจะได 
 

 

1
n 1

o o n

k  
I

+⎛ ⎞
= ⎜ ⎟ασ ε⎝ ⎠

J  (ค.16) 

 
แทนสมการ (ค.15-16) ลงในสมการ (ค.3) จะไดสมการความสัมพันธของคาความเคนที่บริเวณ
ปลายรอยราวเปน 
 

 

1
n 1

ij o ij2
o n

E (n, )
I r

+⎛ ⎞
σ = σ σ θ⎜ ⎟ασ⎝ ⎠

%
J  (ค.17) 

 
ในทํานองเดียวกันจะไดสมการความสัมพันธของคาความเครียดที่บริเวณปลายรอยราวเทากับ 
 

 

n
n 1

o
ij ij2

o n

E (n, )
E I r

+⎛ ⎞ασ
ε = ε θ⎜ ⎟ασ⎝ ⎠

%
J  (ค.18) 

 
สมการความสัมพันธของคาระยะเคลื่อนตัวที่บริเวณปลายรอยราวเปน 
 

 

n
n 1

o
i i2

o n

Eu   ru (n, )
E I r

+⎛ ⎞ασ
= θ⎜ ⎟ασ⎝ ⎠

%
J  (ค.19) 

 
และคาพลังงานความเครียดหนาแนนเปน 
 

 n 1
e

n

nW  
n 1 I r

+⎛ ⎞
= σ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

%
J  (ค.20) 
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สมการ (ค.17-19) ถูกเรียกวาสนามเอกพันธของ HRR (HRR Singularity)  ซ่ึงตั้งตามชื่อของ
นักวิจัยผูคนพบทั้งสามคนคือ Hutchinson, Rice และ Rosengren โดยคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล
จะทําหนาที่เปนตัวกําหนดขนาดของสนามเอกพันธนี้ ดวยเหตุนี้คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลจึง
สามารถใชบอกความรุนแรงของสนามความเคน ความเครียดและระยะการเคลื่อนตัวที่บริเวณปลาย
รอยราวไดซ่ึงเปนหลักการเดียวกันกับคาพารามิเตอรตัวประกอบความเขมของความเคน (Stress 

Intensity Factor) ที่ใชในการวิเคราะหรอยราวสําหรับวัสดุยืดหยุนเชิงเสนนั่นเอง 
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ภาคผนวก ง 
 

เอลิเมนตที่ปลายรอยราว  
 
  

จากภาคผนวก ค สมการ (ค.18) เราทราบวาการกระจายของผลเฉลยคาความเครียดที่
บริเวณปลายรอยราวแปรผันกับระยะจากปลายรอยราวดวยความสัมพันธ 
 

 
n

n 1

ij
1
r

+⎛ ⎞ε → ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (ง.1) 

 
ในกรณีวัสดุยืดหยุนเชิงเสน n 1=  จะไดคาความเครียดที่บริเวณปลายรอยราวแปรผันกับระยะจาก
ปลายรอยราวเปน 1 r  สวนกรณีวัสดุแบบพลาสติกสมบูรณ (Perfectly Plastic Material) 
n = ∞  คาความเครียดจะแปรผันกับระยะจากปลายรอยราวเปน 1 r  ซ่ึงพฤติกรรมของวัสดุทั้งสอง
ชนิดนี้จะทําหนาที่เปนเหมือนขีดจํากัดบนและลางของวัสดุที่มีคา 1 n< < ∞  ดังแสดงในกราฟ
ความสัมพันธระหวางคาความเคนและคาความเครียดในรูปที่ ง.1 
 

Stress

Strain

n 1=
1 n< < ∞

n = ∞

 
 

รูปที่ ง.1  กราฟคาความเคนและคาความเครียดของวัสดุทีค่า 0 n≤ ≤ ∞  
 
เพื่อใหผลเฉลยคาความเครียดในเอลิเมนตสอดคลองกับผลเฉลยที่ไดจากวิธีเชิงวิเคราะหของ HRR 
ดังแสดงในสมการ (ง.1) แลว Barsoum [6] ไดแสดงใหเห็นวาการแปรผันแบบ 1 r  ของคา
ความเครียดที่บริเวณปลายรอยราวนั้นสามารถเกิดขึ้นไดกับเอลิเมนตส่ีเหล่ียมแปดจุดตอแบบไอโซ
พาราเมตริกซเมื่อจุดตอทั้งสามจุดของดานใดดานหนึ่งถูกยุบมารวมกันที่ตําแหนงปลายรอยราวโดย
ที่จุดตอทั้งสามจุดนี้ยังคงสามารถเคลื่อนตัวไดเปนอิสระตอกัน ขณะที่การแปรผันแบบ 1 r  นั้น
จะเกิดขึ้นเมื่อจุดตอตรงกลางดานทั้งสองที่อยูติดกับปลายรอยราวถูกเลื่อนมาที่ตําแหนงหนึ่งในสี่
ของดาน Shih and Needleman [32, 33] และ Li et al. [9] ไดประยุกตเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุด
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ตอซ่ึงมีคุณสมบัติเชนเดียวกับเอลิเมนตส่ีเหล่ียมแปดจุดตอของ Barsoum เขากับปญหารอยราว
สําหรับวัสดุที่พิจารณาเฉพาะความสัมพันธแบบพลาสติกเพียงอยางเดียว (Fully Plastic Material) 
เนื่องจากเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอใหผลเฉลยที่ดีกวาเอลิเมนตส่ีเหล่ียมแปดจุดตอเมื่อใชกับปญหา
แบบอัดตัวไมได (Incompressible Solid) [25] เนื่องจากเอลิเมนตส่ีเหล่ียมถูกใชเฉพาะเปนเอลิ
เมนตที่ปลายรอยราวเทานั้น ดังนั้นในการใชเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอแทนเอลิเมนตส่ีเหล่ียมแปด
จุดตอจึงไมทําใหจํานวนจุดตอเพิ่มขึ้นมากนัก ดวยเหตุผลตาง ๆ เหลานี้ผูวิจัยจึงไดเลือกใชเอลิเมนต
สี่เหล่ียมเกาจุดตอเปนเอลิเมนตที่ปลายรอยราว ในการพิสูจนคุณสมบัติตาง ๆ ที่ไดกลาวถึงของตน
นั้นผูวิจัยจะดําเนินตามงานวิจัยของ Barsoum [6] ทุกอยางแตจะใชเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอ
แทนเอลิเมนตส่ีเหล่ียมแปดจุดตอโดยมีรายละเอียดดังตอไปนี้ 

พิจารณาเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอ (Lagrange Element) แบบไอโซพาราเมตริกซซ่ึง
ความสัมพันธระหวางพิกัด x-y กับพิกัดธรรมชาติ (Natural Coordinate) ξ -η  สามารถเขียน
แทนไดดวยสมการ 
 

 
9

i i
i 1

x  N x
=

= ∑  (ง.2ก) 

 

 
9

i i
i 1

y  N y
=

= ∑  (ง.2ข) 

 
โดยที ่  iN  แทนฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตที่จุดตอ i 
           ix    แทนพิกัดในแนวแกน x ของจุดตอ i 
           iy  แทนพิกัดในแนวแกน y ของจุดตอ i 
 
โดยฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตสามารถเขียนอยูในรูปฟงกช่ันของพิกัดธรรมชาติไดดัง
สมการ (3.30) พิจารณาเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอท่ีจุดตอ 1, 4 และ 8 ถูกยุบมารวมกันอยูที่
ตําแหนงปลายรอยราวและจุดตอ 7, 5 และ 9 ถูกเล่ือนมาอยูที่ตําแหนงหนึ่งในสี่ของดานใกลกับ
ปลายรอยราวดังแสดงในรูปที ่ง.2 โดยที่ตําแหนงบนพิกัด x-y ของจุดตอตาง ๆ มีคาดังนี้ 
 

   1 4 8 5 7 9 2 3 6
ax   x   x   0,  x   x   x  ,  x   x   x   a
4

= = = = = = = = =  (ง.3ก) 

  

  1 4 6 8 9 5 7 2 3
by   y   y   y   y   0,  y   y   ,  y   y   b
4

= = = = = = − = − = − = −  (ง.3ข) 
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η

ξ

θ
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4

const.θ =
x const.=
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const.θ =
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รูปที่ ง.2  แสดงเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอที่ดานหนึง่ถูกยุบมารวมกนัเปนเอลิเมนตสามเหลี่ยมและ 

               จุดตอกึ่งกลางดานและกึ่งกลางเอลิเมนตถูกเลื่อนมาอยูที่ตําแหนงหนึ่งในสี ่
 
แทนสมการ (ง.3ก) และ (ง.3ข) ลงในสมการ (ง.2ก) และ (ง.2ข) จะไดพิกัด x และ y ซ่ึงเขียนอยู
ในรูปฟงกช่ันพิกัดธรรมชาติเปน 
 

                x =  ( )( )2 a1 1  
2

ξ + ξ − η +  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 a1 1 1 1 1 1  
4

⎡ ⎤ξ + ξ η + η − ξ + ξ η − η + − ξ − η +⎣ ⎦  

  ( ) ( ) ( ) ( )2 2 a1 1 1 1
8

⎡ ⎤− ξ η + η − − ξ η − η⎣ ⎦  (ง.4ก) 

 

                y =  ( ) ( ) ( ) ( )2 2 b1 1 1 1  
8

⎡ ⎤− ξ η − η + − ξ η + η +⎣ ⎦  

 ( ) ( ) ( ) ( ) b1 1 1 1
4

ξ + ξ η − η + ξ + ξ η + η⎡ ⎤⎣ ⎦  (ง.4ข) 

 
ซ่ึงเมื่อกระจายแลวรวมพจนตาง ๆ แลวจะได 
 

                                                     x =  ( )2 a1
4

+ ξ  (ง.5ก) 

 

                                                     y =  ( )2 b1
4

+ ξ η  (ง.5ข) 

 
โดยสัมพันธกับระยะในแนวรัศมีจากปลายรอยราวและมุมดังแสดงในรูป ง.3 เปน 
 

                           r  2 2 x y= +   ( )
2

2 2b a 1
4 b

⎛ ⎞= + ξ + η⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (ง.6ก) 
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                          θ  -1 y tan
x

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  -1 b tan
a
η⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (ง.6ข) 

 
จากสมการ (ง.5) เราสามารถคํานวณหาเมตริกซยาโคบี (Jacobian Matrix) ไดเทากับ 
 

 [ ]
( ) ( )

( )2

x y a b1 1
2 2J     

x y b0 1
4

∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ ξ η + ξ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ξ ∂ξ⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ ξ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂η ∂η ⎣ ⎦⎣ ⎦

 (ง.7) 

 
ดังนั้นคาดีเทอรมิแนนท (Determinant) และอินเวอรส (Inverse) ของเมตริกซยาโคบีจะเทากับ 
 

                                      det J  ( )3ab 1
8

= + ξ  (ง.8ก) 

  

                                        [ ] 1J −  
( ) ( )

( )

2

2

2 4
a 1 a 1x x   

40
y y b 1

− η⎡ ⎤∂ξ ∂η⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ + ξ + ξ∂ ∂ ⎢ ⎥⎢ ⎥= = ⎢ ⎥∂ξ ∂η⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ + ξ⎢ ⎥⎣ ⎦

 (ง.8ข) 

 
โดยคาการเคลื่อนตัวที่เกิดในเอลิเมนตสามารถหาไดจากสมการ 
 

 
9

i i
i 1

u  N u
=

= ∑  (ง.9ก) 

 

 
9

i i
i 1

v  N v
=

= ∑  (ง.9ข) 

 
โดยที ่  iu  แทนการเคลื่อนตัวในแนวแกน x ของจุดตอ i 
           iv    แทนการเคลื่อนตัวในแนวแกน y ของจุดตอ i 
 
ในทํานองเดียวกันคาอนุพันธของการเคลื่อนตัวเทียบกับพิกัดธรรมชาติสามารถหาไดจากสมการ  
 

 
9 9

i i
i i

i 1 i 1

N Nu u  u ,    u
= =

∂ ∂∂ ∂
= =

∂ξ ∂ξ ∂η ∂η∑ ∑  (ง.10ก) 

 

 
9 9

i i
i i

i 1 i 1

N Nv v  v ,    v
= =

∂ ∂∂ ∂
= =

∂ξ ∂ξ ∂η ∂η∑ ∑  (ง.10ข) 

 
โดยคาอนุพันธของฟงกช่ันการประมาณภายในเทียบกับพิกัดธรรมชาติมีคาเทากับ 
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     1N∂
∂ξ

 ( ) ( )1 1 2 1
4

= + − ξ η − η          1N∂
∂η

 ( )( )1 1 1 2
4

= + ξ − ξ − η  

     2N∂
∂ξ

 ( ) ( )1 1 2 1
4

= − + ξ η − η          2N∂
∂η

 ( )( )1 1 1 2
4

= − ξ + ξ − η  

     3N∂
∂ξ

 ( ) ( )1 1 2 1
4

= + + ξ η + η          3N∂
∂η

 ( )( )1 1 1 2
4

= + ξ + ξ + η  

     4N∂
∂ξ

 ( ) ( )1 1 2 1
4

= − − ξ η + η          4N∂
∂η

 ( )( )1 1 1 2
4

= − ξ − ξ + η  

     5N∂
∂ξ

 ( ) 1= + ξη − η                       5N∂
∂η

 ( )( )21 1 1 2
2

= − − ξ − η  (ง.11) 

     6N∂
∂ξ

 ( )( )21 1 2 1
2

= + + ξ − η           6N∂
∂η

 ( ) 1= − ξ + ξ η  

     7N∂
∂ξ

 ( ) 1= − ξη + η                       7N∂
∂η

 ( )( )21 1 1 2
2

= + − ξ + η  

     8N∂
∂ξ

 ( )( )21 1 2 1
2

= − − ξ − η           8N∂
∂η

 ( ) 1= + ξ − ξ η  

     9N∂
∂ξ

 ( )2 2 1= − ξ − η                      9N∂
∂η

 ( )2 2 1= − η − ξ  

 
แทนคาสมการ (ง.11) ลงในสมการ (ง.10) จะได 
 

  u  ∂
=

∂ξ
 ( ) ( ) ( )2 2 231 2 u3u u

4 4 4
⎡ η − η + η− η − η+ η⎢⎣

 

     ( ) ( ) ( )2 2 264
5

u3u
   u 1

4 2
− η+ η − η− η − − η  

     ( ) ( ) ( )2 2 28
7 9

3u
   u 1 2u 1

2
⎤− −η− η − − η − − + η ⎥⎦

 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 231 2 uu u
1

2 2 2
⎡+ + ξ −η+ η + −η+ η + η+ η⎢⎣

 

 ( ) ( ) ( )2 2 24
5 6

u
               u u 1

2
+ η+ η + η− η + − η  

 ( ) ( ) ( )2 2 2
7 8 9            u u 1 2u 1 ⎤+ −η− η + − η + − + η ⎥⎦

 (ง.12ก) 

 
u  ∂

=
∂η

 ( ) ( )1 4
8

u u
1 2 1 2 2u

2 2
⎡ ⎤− + η + + η − η⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )31 2 4u3u u 3u
1 1 2 1 2 1 2 1 2

4 4 4 4
⎡+ + ξ − η + − η + − − η + − − η⎢⎣

 

 ( ) ( )5 6 7 8 9                         u 1 2 u u 1 2 3u 4u ⎤+ − + η + η+ + η + η− η⎥⎦
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 31 2 4uu u u
1 2 1 1 2 1 2 1 2

4 4 4 4
⎡+ + ξ η− + − + η + + η + + η⎢⎣

 

 ( ) ( )5 7
6 8 9

u u
                             1 2 u 1 2 u 2u

2 2
⎤+ − η − η+ − − η − η+ η⎥⎦

 (ง.12ข) 

 

ในทํานองเดียวกันคาอนุพันธ v∂
∂ξ

 และ v∂
∂η

 สามารถหาไดโดยแทนคาการเคลื่อนตัวที่จดุตอ iu  ใน

สมการ (ง.12) ดวยคาการเคลื่อนตัวที่จุดตอ iv  จากการสังเกตเราพบวาหากกําหนดใหจดุตอทั้ง
สามที่ถูกยุบมารวมกันที่ตําแหนงปลายรอยราวเคลื่อนที่ไปพรอมกัน 
 

 1 4 8

1 4 8

u   u   u
v   v   v

= =
= =

 (ง.13) 

 
จะทําใหพจนแรกทางดานขวาของสมการ (ง.12ข) มีคาเปนศูนย จากสมการ (ง.6ข) ที่มุม θ  คงที่
ใด ๆ จะได η  มีคาคงที่ ดังนั้นคาอนุพันธของฟงกช่ันการประมาณภายในเทียบกับพกิัดธรรมชาติที่
ตําแหนงใด ๆ ตามแนวรัศมีจะมีคาเทากับ 
 

 ( )o 1
u   a   a 1∂

= + + ξ
∂ξ

 (ง.14ก) 

 

 ( ) ( )2
o 1 2

u   b   b 1   b 1∂
= + + ξ + + ξ

∂η
 (ง.14ข) 

 

 ( )o 1
v   c   c 1∂

= + + ξ
∂ξ

 (ง.14ค) 

 

 ( ) ( )2
o 1 2

v   d   d 1   d 1∂
= + + ξ + + ξ

∂η
 (ง.14ง) 

 
โดยที่ o 1 o 1 2 o 1 o 1 2a ,  a ,  b ,  b ,  b ,  c ,  c ,  d ,  d ,  d  แทนคาคงที่ใด ๆ ขึ้นกับคาการเคลื่อนตัวที่จุดตอ
และคาพิกัดธรรมชาติ η  ที่สอดคลองกับมุม θ  นั้น ๆ เนื่องจากสมการความสัมพันธระหวางคา
ความเครียดกับการเคลื่อนตัวมีคาเปน 
 

 
xx
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xy
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y
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y x

⎧ ⎫∂
⎪ ⎪

∂⎪ ⎪⎧ ⎫ε
⎪ ⎪∂⎪ ⎪ε =⎨ ⎬ ⎨ ⎬∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪γ⎩ ⎭ ⎪ ⎪∂ ∂

+⎪ ⎪
∂ ∂⎩ ⎭

 (ง.15) 
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จากสมการ (ง.14) และสมการ (ง.8ข) จะไดคาอนุพันธของการเคลื่อนตัวเทียบกับพกิัด x-y ที่
ตําแหนงใด ๆ ตามแนวรัศมีเปน 
 

          u
x
∂
∂

 u u   
x x

∂ ∂ξ ∂ ∂η
= +

∂ξ ∂ ∂η ∂
 

 
( ) ( ) ( )

o o1 1 2
2

2a 4 b2a 4 b 4 b
         
a 1 a a 1 aa 1

η η η
= + − − −

+ ξ + ξ+ ξ
 (ง.16ก) 

 

          u
y
∂
∂

 u u   
y y

∂ ∂ξ ∂ ∂η
= +

∂ξ ∂ ∂η ∂
 

 
( ) ( )

o 1 2
2

4b 4b 4b
     

b 1 bb 1
= + +

+ ξ+ ξ
 (ง.16ข) 

 

          v
x
∂
∂

 v v   
x x

∂ ∂ξ ∂ ∂η
= +

∂ξ ∂ ∂η ∂
 

 
( ) ( ) ( )

o o1 1 2
2

2c 4 d2c 4 d 4 d
         
a 1 a a 1 aa 1

η η η
= + − − −

+ ξ + ξ+ ξ
 (ง.16ค) 

 

          v
y
∂
∂

 v v   
y y

∂ ∂ξ ∂ ∂η
= +

∂ξ ∂ ∂η ∂
 

 
( ) ( )

o 1 2
2

4d 4d 4d
     

b 1 bb 1
= + +

+ ξ+ ξ
 (ง.16ง) 

 
โดยสมการดานบนสามารถเขียนอยูในรูประยะตามแนวรัศมีจากปลายรอยราว r  ที่มุม θ  ใด ๆ ได
โดยแทนความสัมพันธระหวางคาระยะตามแนวรัศมี r  และ ( )1+ ξ  ดังแสดงในสมการ (ง.6ก) ลง
ในสมการ (ง.16) เปน 
 

 o o
1

A bu      A
x rr

′∂
= + +

∂
 (ง.17ก) 

 

 o o
1

B bu      B
y rr

′′∂
= + +

∂
 (ง.17ข) 

 

 o o
1

C dv      C
x rr

′∂
= + +

∂
 (ง.17ค) 

 

 o o
1

D dv      D
y rr

′′∂
= + +

∂
 (ง.17ง) 
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โดยที่ o 1 o o o 1 o 1 o o o 1A ,  A ,  b ,  b ,  B ,  B ,  C ,  C ,  d ,  d ,  D ,  D′ ′′ ′ ′′  แทนคาคงที่ใด ๆ ที่ไมขึ้นกับระยะ
ตามแนวรัศมี r  ดังนั้นจากสมการ (ง.15) และสมการ (ง.17) จะไดคาความเครียดแปรผันกับระยะ
ตามแนวรัศมีจากปลายรอยราวเปน 1 r  และ 1 r  ซ่ึงเปนผลเฉลยของคาความเครียดที่ปลายรอย
ราวสําหรับวัตถุแบบยืดหยุนเชิงเสนและแบบพลาสติกสมบูรณตามลําดับ นอกจากนี้คาคงที่ 

1 1 1 1A ,  B ,  C ,  D  ยังแสดงใหเห็นวาเอลิเมนตชนิดนี้สามารถใชไดกับการวิเคราะหซ่ึงรวมผลของ
คาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากอุณหภูมิอีกดวย ในกรณีที่จุดตอที่ปลายรอยราวทั้งสามเคลื่อนที่ไป
พรอมกันดังแสดงในสมการ (ง.13) คาคงที่ ob  และ od  จะมีคาเปนศูนยซ่ึงทําใหคาคงที่ 

o o o ob ,  b ,  d ,  d′ ′′ ′ ′′  มีคาเปนศูนย ดังนั้นคาความเครียดจะแปรผันกับระยะตามแนวรัศมีเปน 1 r  

ซ่ึงใชไดกับการวิเคราะหรอยราวสําหรับวัสดุแบบยืดหยุนเชิงเสนเทานั้น พิจารณาสมการ (ง.17) 

เมื่อ r 0→  เราพบวาพจนที่แปรผันตาม 1 r  จะมีคามากเมื่อเปรียบเทียบกับพจนอ่ืน ๆ ดังนั้นใน
การวิเคราะหรอยราวสําหรับวัสดุแบบอิลาสติก-พลาสติกนั้นเราอาจใชเฉพาะเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกา
จุดตอแบบไอโซพาราเมตริกซ (หรือเอลิเมนตส่ีเหล่ียมแปดจุดตอ) ซ่ึงจุดตอท้ังสามของดานที่ถูกยุบ
มารวมกันที่ปลายรอยราวสามารถเคลื่อนตัวไดเปนอิสระตอกันและจุดตอกลางดานทั้งสองที่อยูติด
กับปลายรอยราวและจุดตอกลางเอลิเมนตยังคงอยูที่ตําแหนงกึ่งกลางเปนเอลิเมนตที่ปลายรอยราวก็
ได โดยคาความเครียดของเอลิเมนตชนิดนี้ยังคงแปรผันกับระยะทางตามแนวรัศมีจากปลายรอยราว
เปน 1 r  Li et al. [9] และ Banthia [35] เนื่องจากจุดตอท่ีตําแหนงกึ่งกลางดานและกึ่งกลางเอลิ
เมนตไมไดถูกเลื่อนมาที่ตําแหนงหนึ่งในส่ีของดานเชนเดียวกับเอลิเมนตที่ใชในบริเวณอื่นของ
ปญหา ดังนั้นเอลิเมนตรอบปลายรอยราวชนิดนี้จึงใชงานไดสะดวกกวาเพราะไมจําเปนตองเล่ือน
ตําแหนงจุดตอมาที่ตําแหนงหนึ่งในสี่ 
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ภาคผนวก จ 
 

รายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอร JFACTOR 
 
 
 โปรแกรมคอมพิวเตอร JFACTOR ที่ไดประดิษฐขึ้นมีรายละเอียดดังตอไปนี ้
 
C******************************************************************************* 
C     A NON-LINEAR ELASTIC FINITE ELEMENT CRACK ANALYSIS PROGRAM               * 
C     FOR TWO-DIMENSIONAL PLANE PROBLEMS AND AXISYMMETRIC CASE                 * 
C******************************************************************************* 
C     This program computes a parameter, J-integral for Ramberg-Osgood         * 
C     material behavior including thermal strains, crack face tractions        * 
C     and body forces. The solver used is a full-matrix Crout factorisation    * 
C     in which a system matrix is seperated into L, U, and transversed L       * 
C     matrices. This program must be compiled on Microsoft Developer Studio    * 
C     only.                                                                    * 
C                                                      Kobsak Potjananapasiri  * 
C                                                      Date:29/AUGUST/2005     * 
C                                                                              * 
C******************************************************************************* 
C     The values declared in the parameter statement below should be assigned  * 
C     according to the size of the problem.                                    * 
C******************************************************************************* 
C       MXPOI    = maximum number of nodes in your model.                      * 
C       MXELE    = maximum number of elements.                                 * 
C       MXDOM    = maximum number of J-integrated domains.                     * 
C       MXEDOM   = maximum number of elements in the last integrated domain.   * 
C       MXCTE    = maximum number of crack tip elements.                       * 
C       MXCFNODE = maximum number of crack face nodes on the largest integrated* 
C                  domain(odd number only).                                    * 
C       MXNAME   = maximum number of input file names used in this model.      * 
C       MXMAT    = maximum number of materials used in this model.             * 
C       MXSTATE  = maximum number of analysis states.                          * 
C       MXFIG    = maximum significant numbers of analysis state increment for * 
C                  file names.                                                 * 
C       SCALE    = scaling factor for output results.                          * 
C       SCALEmap = scaling factor for mapping results.                         * 
C******************************************************************************* 
 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      PARAMETER (PI = 3.1415926535897932384626433832795_8) 
      PARAMETER (SCALE=1._8,SCALEmap=1._8) 
      PARAMETER (MXPOI=3500,MXELE=1650,MXEDOM=1200,MXDOM=6) 
      PARAMETER (MXSTATE=30,MXCTE=50,MXCFNODE=201,MXNAME=40) 
      PARAMETER (MXMAT=5,MXFIG=6) 
C 
      DIMENSION ROR(MXDOM,4) 
      DIMENSION STSM(MXPOI*2,MXPOI*2) 
      DIMENSION QFI(MXPOI*2),QEX(MXPOI*2) 
      DIMENSION PIVOT(MXPOI*2),GM(MXPOI*2) 
      DIMENSION FIMECH(MXPOI*2),FITHER(MXPOI*2) 
      DIMENSION FIBODY(MXPOI*2),FISURF(MXPOI*2) 
      DIMENSION DFITHER(MXPOI*2),DFIBODY(MXPOI*2) 
      DIMENSION QFINC(MXPOI*2),QINC(MXPOI*2) 
      DIMENSION BDfF(MXPOI*2),TEMPF(MXPOI) 
      DIMENSION BDf(MXPOI*2,MXSTATE),TEMP(MXPOI,MXSTATE) 
      DIMENSION ForcFAC(MXSTATE),DispFAC(MXSTATE) 
      DIMENSION TempFAC(MXSTATE),BodyFAC(MXSTATE) 
      DIMENSION ForcFACp(MXSTATE),DispFACp(MXSTATE) 
      DIMENSION TempFACp(MXSTATE),BodyFACp(MXSTATE) 
      DIMENSION PROP(MXMAT,7),PROPp(MXMAT,7) 
      DIMENSION CTQFI(4),CTQEX(4),FDQFI(4),FDQEX(4) 
      DIMENSION COORD(MXPOI,2),COORDp(MXPOI,2) 
      DIMENSION PT(MXPOI*2),PTp(MXPOI*2) 
      DIMENSION SXX(MXPOI),SXXp(MXPOI) 
      DIMENSION SXY(MXPOI),SXYp(MXPOI) 
      DIMENSION SYY(MXPOI),SYYp(MXPOI) 
      DIMENSION SVM(MXPOI),SVMp(MXPOI) 
      DIMENSION RTHETA(MXCTE*2+1),RTHETAp(MXCTE*2+1) 



 160

      DIMENSION AJdom(MXDOM),AJface(MXDOM),AJint(MXDOM) 
      DIMENSION ErrJ(MXDOM),ErrAVJ(MXDOM) 
C 
      INTEGER IBC(MXPOI*2) 
      INTEGER IFACEN(2,MXCFNODE,MXDOM),NFACEN(2,MXDOM)  
      INTEGER IFACEE(2,(MXCFNODE-1)/2,MXDOM) 
      INTEGER NEIND(MXDOM),IEIND(MXEDOM,MXDOM) 
      INTEGER INTMAT9(MXELE,9),INTMAT9p(MXELE,9),INTMAT(MXELE,6) 
      INTEGER IETIP(MXELE),IETIPp(MXELE),IEMAT(MXELE) 
      INTEGER ICTEBN(MXCTE*2+1),ICTEBNp(MXCTE*2+1) 
      INTEGER ICTN(MXCTE*2+1),ICTNp(MXCTE*2+1) 
      INTEGER IOCTE(MXCTE),IOCTEp(MXCTE)  
C 
      CHARACTER(30) NAME(MXNAME) 
      CHARACTER(MXFIG) INCstr,LINCstr,INCRESstr 
 
C     Input file name index. 
      INAME  = 1  !First input file name. 
C     Adaptive number index. 
      IADAPT = 0  !Mesh in this input file is not the adaptive remeshing one. 
C=============================================================================== 
C     Print the title and description of the program on screen. 
C=============================================================================== 
      WRITE(*,15) 
   15 FORMAT(' =======================================================', 
     *       '===',/,' A NON-LINEAR ELASTIC FINITE ELEMENT CRACK ', 
     *       'ANALYSIS PROGRAM',/,' FOR TWO-DIMENSIONAL PLANE PROBLEMS', 
     *       ' AND AXISYMMETRIC CASE',/,' ============================', 
     *       '==============================',/,1X,'This program ', 
     *       'computes the parameter J-integral for',/,1X, 
     *       'Ramberg-Osgood material behavior including thermal',/,1X, 
     *       'strains, crack face tractions and body forces.',2/,37X, 
     *       'Kobsak Potjananapasiri',/,' ============================', 
     *       '==============================')  
C=============================================================================== 
C     Read input data from the first input file. 
C=============================================================================== 
      CALL INPUT(CANGLE,MXNAME,MXPOI,MXELE,MXDOM,MXEDOM,MXCTE, 
     *           MXCFNODE,NAME,INAME,IPLANE,NODEK1old,NPOIN, 
     *           COORD,NELEM,INTMAT9,IBC,QFI,NDOM,ROR,NEIND, 
     *           IEIND,IFACEN,IFACEE,NFACEN,NFACE,IFACE,IETIP, 
     *           PROP,TEMPF,BDfF,NODEK1new,ICTEBN,ICTN,NCTN, 
     *           RTHETA,IOCTE,NCTELE,ICFLOAD,NSTATE,MXSTATE, 
     *           ForcFAC,DispFAC,TempFAC,BodyFAC,ICTETRAN, 
     *           INTMAT,NPOINold,CTQFI,FDQFI,INOADAPT,XSHIFT, 
     *           ITERTY,BETOK,IDOMTY,IREDSEL,THETA0,IEMAT, 
     *           MXMAT,NMAT,IRTemp,IRBody) 
C     Number of degrees of freedom. 
      NDF = 2 
C     Number of equations after crack tip element transformation. 
      NEQ = NPOIN*NDF 
C     In case of axisymmetric problem, then edit new X coordinates.  
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      DO 220 IP = 1, NPOIN 
      COORD(IP,1) = COORD(IP,1) - XSHIFT     
  220 CONTINUE 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Resume analysis if required. 
C=============================================================================== 
      IRESUME = 0 
      INCstart = 1 
      CALL GETSTRING(NSTATE-1,LINCstr,MXFIG) 
      L1 = LEN_TRIM(NAME(INAME)) 
      L4 = LEN_TRIM(LINCstr) 
      OPEN(UNIT=18, FILE=NAME(INAME)(1:L1)//'_'//LINCstr(1:L4)//'.res', 
     *     ERR=3005, STATUS='OLD') 
      CLOSE(UNIT=18 ,STATUS='KEEP') 
      GOTO 3300 
 3005 WRITE(*,3010) 
 3010 FORMAT(/,' THE PROGRAM HAS DETECTED THAT ALL THE ANALYZES USING' 
     *        ,' THIS',/,' INPUT FILE HAS NOT COMPLETED YET',/, 
     *       /,' WHAT DO YOU WANT TO DO NEXT ?', 
     *       /,' 1 = RESUME ANALYSIS FROM THE PREVIOUS INCREMENT', 
     *       /,' 0 = START NEW ANALYSIS FROM THE 1ST INCREMENT') 
      READ(*,*,ERR=3005) IRESUME 
      IF(IRESUME.EQ.1) THEN 
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 3030 WRITE(*,3020) 
 3020 FORMAT(/,' PLEASE ENTER THE INCREMENT NUMBER OF THE PREVIOUS', 
     *         ' ANALYSIS:') 
      READ(*,*,ERR=3030) INCRES 
      INCstart = INCRES + 1 
      CALL GETSTRING(INCRES,INCRESstr,MXFIG) 
      L5 = LEN_TRIM(INCRESstr) 
      OPEN(UNIT=19, FILE=NAME(INAME)(1:L1)//'_'//INCRESstr(1:L5)//'.res' 
     *            , ERR=3030, STATUS='OLD') 
      ENDIF 
C     Store iterative solution type for use again after solution mapping.  
 3300 ITERTYp = ITERTY  
C     Set total nodal displacement and out of balance force vector according to 
C     analysis state. 
      IF(IRESUME.NE.1) THEN 
      DO 250 IEQ = 1, NEQ 
      PT(IEQ) = 0._8        
      GM(IEQ) = 0._8    
  250 CONTINUE 
      ELSE 
      DO 255 IEQ = 1, NEQ 
      READ(19,*) I, PT(I), GM(I)  
      IF(I.NE.IEQ) WRITE(*,265) IEQ 
  265 FORMAT(/,' EQUATION NO. ',I5,' IN RESUMED FILE IS MISSING') 
      IF(I.NE.IEQ) GOTO 3030 
  255 CONTINUE 
      CLOSE(UNIT=19 ,STATUS='KEEP') 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Begin loop through all increments. 
C=============================================================================== 
      DO 1000 INC = INCstart, NSTATE-1 
C     Print increment number that is being solved. 
      WRITE(*,270) INC, IADAPT 
  270 FORMAT(/,' INCREMENT NUMBER =',I3, 
     *       /,' ADAPTIVE  NUMBER =',I3) 
C     Print input file name that is being solved. 
      L1 = LEN_TRIM(NAME(INAME)) 
      WRITE(*,*)  
      WRITE(*,*)'INPUT FILE  = [',NAME(INAME)(1:L1),'.dat]'       
C     Print number of nodes, elements and equations being solved. 
      WRITE(*,261) NPOIN, NELEM, NEQ 
  261 FORMAT(  ' THE FINITE ELEMENT MODEL CONSISTS OF', 
     *       /,' NUMBER OF NODES          =',I5, 
     *       /,' NUMBER OF ELEMENTS       =',I5, 
     *       /,' NUMBER OF EQUATIONS      =',I5) 
C     Set total and incremental load and displacement vectors ,and set body  
C     force vector at present and next analysis state.   
      DO 280 IEQ = 1, NEQ 
      IF(IBC(IEQ).EQ.0) THEN   !Nodal force is known. 
      QEX(IEQ)  = QFI(IEQ)*ForcFAC(INC+1) 
      QINC(IEQ) = QFI(IEQ)*(ForcFAC(INC+1)-ForcFAC(INC)) + GM(IEQ)  
      ELSE                     !Nodal displacement is known. 
      QEX(IEQ)  = QFI(IEQ)*DispFAC(INC+1) 
      QINC(IEQ) = QFI(IEQ)*(DispFAC(INC+1)-DispFAC(INC)) + GM(IEQ)  
      ENDIF 
      BDf(IEQ,INC)   = BDfF(IEQ)*BodyFAC(INC)  
      BDf(IEQ,INC+1) = BDfF(IEQ)*BodyFAC(INC+1)  
  280 CONTINUE 
C     Set total temperature vector at present and next analysis state.   
      DO 285 IN = 1, NPOIN 
      TEMP(IN,INC)   = TEMPF(IN)*TempFAC(INC) 
      TEMP(IN,INC+1) = TEMPF(IN)*TempFAC(INC+1) 
  285 CONTINUE 
C     Set contributions of total nodal forces for transforming nodal crack face 
C     forces to nodal crack face tractions. 
      IF(ICFLOAD.EQ.1) THEN 
       DO 286 ICFACE = 1, NFACE 
        IF(NFACE.EQ.2) IFACE = ICFACE 
        CTQEX(2*IFACE-1) = CTQFI(2*IFACE-1)*ForcFAC(INC+1) 
        CTQEX(2*IFACE)   = CTQFI(2*IFACE)*ForcFAC(INC+1) 
        FDQEX(2*IFACE-1) = FDQFI(2*IFACE-1)*ForcFAC(INC+1) 
        FDQEX(2*IFACE)   = FDQFI(2*IFACE)*ForcFAC(INC+1) 
  286  CONTINUE 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Compute system tangent stiffness matrix, incremental thermal and body 
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C     force vectors (in the incremental part). 
C     IMOD = 1, compute all load vectors. 
C          = 2, compute tangent stiffness matrix and incremental load vectors.  
C          = 3, compute both load vectors and tangent stiffness matrix. 
C=============================================================================== 
      IMOD = 2       !Incremental part. 
      WRITE(*,290) 
  290 FORMAT(/,' *** ESTABLISHING ELEMENT TANGENT', 
     *         ' STIFFNESS MATRICES AND', 
     *       /,'     ASSEMBLING THEM FOR SYSTEM', 
     *         ' TANGENT STIFFNESS MATRIX')  
      CALL LST(NPOIN,MXPOI,NELEM,MXELE,INC,MXSTATE,IPLANE, 
     *         NDF,PI,IMOD,INTMAT9,IETIP,COORD,PT,TEMP,BDf, 
     *         STSM,DFITHER,DFIBODY,FIMECH,FITHER,FIBODY, 
     *         PROP,IREDSEL,IEMAT,MXMAT,IRTemp,IRBody) 
C     Sum all incremental load vectors. 
      DO 300 IEQ = 1, NEQ 
       IF(IBC(IEQ).EQ.0) THEN 
        QFINC(IEQ) = QINC(IEQ) + DFITHER(IEQ) + DFIBODY(IEQ) 
       ELSE 
        QFINC(IEQ) = QINC(IEQ) 
       ENDIF  
  300 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Apply boundary conditions. 
C=============================================================================== 
      WRITE(*,310) 
  310 FORMAT(' *** APPLYING BOUNDARY CONDITIONS') 
      CALL APPLYBC(NEQ,IBC,STSM,QFINC,MXPOI) 
C=============================================================================== 
C     Change the system tangent stiffness matrix to multiplication of L, U and  
C     transveresed L matrices. 
C=============================================================================== 
      WRITE(*,320) 
  320 FORMAT(' *** APPLYING CROUT FACTORISATION') 
      CALL CROUT(STSM,PIVOT,NEQ,MXPOI) 
C=============================================================================== 
C     Solve a set of simultaneous equations. 
C=============================================================================== 
      WRITE(*,330) 
  330 FORMAT(' *** SOLVING A SET OF SIMULTANEOUS EQUATIONS') 
      CALL SOLVE(NEQ,STSM,PIVOT,QFINC,MXPOI) 
C=============================================================================== 
C     Obtain new total displacement predictors. 
C=============================================================================== 
      DO 340 IEQ = 1, NEQ 
       IF(IBC(IEQ).EQ.0) THEN 
        PT(IEQ) = PT(IEQ) + QFINC(IEQ) 
       ELSE 
        PT(IEQ) = QEX(IEQ) 
       ENDIF 
  340 CONTINUE 
C     Change iterative solution type back after solution mapping.  
      ITERTY = ITERTYp 
      IREMESH = 0 
 9000 CONTINUE    !This 9000 CONTINUE line is from mapping solution scheme. 
C=============================================================================== 
C     Iterates solutions to equilibrium. 
C=============================================================================== 
      WRITE(*,331) 
  331 FORMAT(' *** ITERATING SOLUTIONS TO EQUILIBRIUM') 
      CALL ITER(PT,BETOK,QEX,IBC,STSM,ITERTY,GM,NPOIN,MXPOI, 
     *          MXELE,COORD,INTMAT9,PIVOT,NDF,NELEM,IETIP, 
     *          TEMP,MXSTATE,INC,IPLANE,PI,BDf,PROP,FISURF, 
     *          BET,ICFLOAD,IREDSEL,IREMESH,BAS,IEMAT,MXMAT, 
     *          IRTemp,IRBody) 
C=============================================================================== 
C     Compute nodal stresses. 
C=============================================================================== 
      WRITE(*,332) 
  332 FORMAT(/,' *** COMPUTING NODAL STRESSES') 
      CALL GAUSSNODE(IPLANE,NDF,NPOIN,MXPOI,INC,MXSTATE,NELEM, 
     *               MXELE,IETIP,INTMAT9,COORD,PT,TEMP,SXX,SYY, 
     *               SXY,SVM,PROP,MXCTE,ICTN,NCTN,SIGXXMAX, 
     *               SIGYYMAX,SIGXYMAX,SIGVMMAX,IREDSEL,IEMAT, 
     *               MXMAT) 
C=============================================================================== 
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C     Compute J-integral from domain integral method. 
C=============================================================================== 
      WRITE(*,333) 
  333 FORMAT(' *** COMPUTING J-INTEGRAL') 
      CALL CJINT(IPLANE,NDF,NDOM,MXDOM,MXEDOM,NEIND,IEIND, 
     *           MXCFNODE,IFACEN,IFACEE,NFACEN,NFACE,IFACE, 
     *           NPOIN,MXPOI,INC,MXSTATE,MXELE,IETIP,INTMAT9, 
     *           COORD,PT,TEMP,BDf,NODEK1new,CANGLE,ROR,PI, 
     *           PROP,AJdom,AJface,AJint,FISURF,CTQEX,FDQEX, 
     *           ICFLOAD,IDOMTY,IREDSEL,IEMAT,MXMAT) 
C=============================================================================== 
C     Print output results for showing in Tecplot. 
C=============================================================================== 
      CALL GETSTRING(INC,INCstr,MXFIG) 
      L1 = LEN_TRIM(NAME(INAME)) 
      L3 = LEN_TRIM(INCstr) 
C     Open Tecplot's output file. 
      OPEN(UNIT=16, FILE=NAME(INAME)(1:L1)//'_'//INCstr(1:L3)//'.plt', 
     *     STATUS='REPLACE') 
C     Write deformed model and nodal stresses. 
      WRITE(16,5190) 
 5190 FORMAT('VARIABLES = "X-CO","Y-CO","SXX","SYY","SXY","SVM"') 
      WRITE(16,5200) NPOIN, NELEM  
 5200 FORMAT('ZONE N=',I6,', E=',I6,', F=FEPOINT, ET=QUADRILATERAL') 
      DO 5210 IP = 1, NPOIN 
      Xnew = COORD(IP,1) + SCALE*PT(2*IP-1)  
      Ynew = COORD(IP,2) + SCALE*PT(2*IP) 
      IF(IPLANE.EQ.3) Xnew = Xnew + XSHIFT 
      WRITE(16,5220)  Xnew,Ynew,SXX(IP),SYY(IP),SXY(IP),SVM(IP)  
 5220 FORMAT(6E16.8)     
 5210 CONTINUE 
C     Write nodal connectivities for each element type. 
      DO 5230 IE = 1, NELEM 
      IF(IETIP(IE).EQ.1)THEN 
      WRITE(16,5240) (INTMAT9(IE,J),J=1,4) 
      ELSE 
      WRITE(16,5240) (INTMAT9(IE,J),J=1,3), INTMAT9(IE,3) 
      ENDIF 
 5240 FORMAT(4I6)     
 5230 CONTINUE 
C     Close this output file. 
      CLOSE(UNIT=16 ,STATUS='KEEP') 
C=============================================================================== 
C     Print resuming file. 
C=============================================================================== 
      OPEN(UNIT=20, FILE=NAME(INAME)(1:L1)//'_'//INCstr(1:L3)//'.res', 
     *     STATUS='REPLACE') 
      DO 3500 IEQ = 1, NEQ 
      WRITE(20,*) IEQ, PT(IEQ), GM(IEQ) 
 3500 CONTINUE 
      CLOSE(UNIT=20 ,STATUS='KEEP') 
C=============================================================================== 
C     Print results on output file for adaptive remeshing in FEMESH v2.1.152 
C=============================================================================== 
      WRITE(*,*) 
      WRITE(*,*)'OUTPUT FILE = [', 
     *           NAME(INAME)(1:L1)//'_'//INCstr(1:L3)//'.out',']'       
C     Open output file. 
      OPEN(UNIT=8, FILE=NAME(INAME)(1:L1)//'_'//INCstr(1:L3)//'.out', 
     *     STATUS='REPLACE') 
C     Write titles of each result. 
      WRITE(8,4092)   
 4092 FORMAT(2X,'NODE',15X,'U',15X,'V',13X,'Sxx',13X,'Syy' 
     *                ,13X,'Sxy',13X,'Svm',15X,'H') 
C     Transform new crack tip nodal quantities to the old one for showing and  
C     refining in 6-node element mesh of FEMESH v2.1. 
      DO 4000 IP = 1, NPOINold 
      IF(ICTETRAN.EQ.1 .AND. IP.EQ.NODEK1old) THEN 
      WRITE(8,4100) IP,PT(NODEK1new*2-1),PT(NODEK1new*2), 
     *              SIGXXMAX,SIGYYMAX,SIGXYMAX,SIGVMMAX,0._8 
      ELSE 
      WRITE(8,4100) IP,PT(IP*2-1),PT(IP*2),SXX(IP),SYY(IP),SXY(IP), 
     *              SVM(IP),0._8 
      ENDIF 
 4100 FORMAT(I6,7E16.8)     
 4000 CONTINUE 
C     Compute average J-integral. 
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      AvgJ = 0._8 
      DO 4120 IDOM = 1, NDOM 
      AvgJ = AvgJ + AJint(IDOM) 
 4120 CONTINUE 
      AvgJ = AvgJ/NDOM 
C     Compute relative error between two adjacent domains. 
      ErrJ(1) = 0._8 
      DO 4140 IDOM = 2, NDOM 
      ErrJ(IDOM) = DABS((AJint(IDOM)-AJint(IDOM-1))/AJint(IDOM)*100._8) 
 4140 CONTINUE 
C     Compute relative errors compared with average J-integral. 
      DO 4145 IDOM = 1, NDOM 
      ErrAVJ(IDOM) = DABS((AJint(IDOM)-AvgJ)/AvgJ*100._8) 
 4145 CONTINUE 
C     Write increment number and adaptive remeshing number. 
      WRITE(8,4090) INC, IADAPT   
 4090 FORMAT(/,' INCREMENT NUMBER   =',I3,3X,'ADAPTIVE NUMBER   =',I3)     
C     Print convergence factor and the title of J-integral result. 
      WRITE(8,*) 'CONVERGENCE FACTOR =',BET 
      WRITE(*,4110) 
      WRITE(8,4110) 
 4110 FORMAT(/,1X,'[DOMAIN]',3X,'[J-INTEGRAL]', 
     *         3X,'[ER. from pDOM]',3X,'[ER. from AVG]') 
C     Print J-integral and relative error on each integrated domain. 
      DO 4500 IDOM = 1, NDOM   
      WRITE(*,4130) IDOM, AJint(IDOM), ErrJ(IDOM), ErrAVJ(IDOM)  
      WRITE(8,4130) IDOM, AJint(IDOM), ErrJ(IDOM), ErrAVJ(IDOM) 
 4130 FORMAT(2X,I3,3X,E16.8,2(1X,E16.8)) 
 4500 CONTINUE 
C     Print average J-integral. 
      WRITE(*,4150) AvgJ 
      WRITE(8,4150) AvgJ 
 4150 FORMAT(1X,'[AVERAGE J-INTEGRAL]   =',E16.8) 
C     Close output file. 
      CLOSE(UNIT=8, STATUS='KEEP') 
C=============================================================================== 
C     Print average J-integral results 
C=============================================================================== 
      OPEN(UNIT=17, FILE=NAME(INAME)(1:L1)//'.Jint', STATUS='REPLACE') 
      WRITE(17,4091) INC, IADAPT   
 4091 FORMAT(/,' INCREMENT NUMBER   =',I3,3X,'ADAPTIVE NUMBER   =',I3)     
      WRITE(17,4151) AvgJ 
 4151 FORMAT(1X,'[AVERAGE J-INTEGRAL]   =',E16.8) 
C=============================================================================== 
C     Map displacement solutions from previous mesh to the new refined one. 
C=============================================================================== 
      IF(INOADAPT.NE.1) THEN !Your model needs to be refined at some increments. 
   10  WRITE(*,334) 
  334  FORMAT(/,' DO YOU WANT TO READ NEW REFINED MESH INPUT FILE', 
     *          ' FOR THIS INCREMENT ?', 
     *        /,' 1 = YES', 
     *        /,' 0 = NO') 
       READ(*,*,ERR=10) IREMESH 
       IF(IREMESH.EQ.1) THEN 
        IADAPT = IADAPT + 1 
C=============================================================================== 
C       Store old mesh input and output necessary variables for mapping labeled  
C       after as 'p' which means 'from previous mesh'. 
C=============================================================================== 
        IPLANEp = IPLANE 
        CANGLEp = CANGLE        
        ICTETRANp = ICTETRAN 
        ICFLOADp  = ICFLOAD 
        NFACEp  = NFACE 
        XSHIFTp = XSHIFT 
        NPOINp  = NPOIN 
        NELEMp  = NELEM 
        NCTNp   = NCTN 
        NCTELEp = NCTELE 
        NMATp   = NMAT 
        NSTATEp = NSTATE 
        THETA0p = THETA0 
        NODEK1oldP = NODEK1old 
        NODEK1newP = NODEK1new 
C       Store crack tip element index and nodal connectivites. 
        DO 1010 IE = 1, NELEM 
         IETIPp(IE) = IETIP(IE) 
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        DO 1010 IN = 1, 9 
         INTMAT9p(IE,IN) = INTMAT9(IE,IN)   
 1010   CONTINUE 
C       Store nodal stresses, coordinates and displacements. 
        DO 1020 IP = 1, NPOIN 
         SXXp(IP) = SXX(IP) 
         SXYp(IP) = SXY(IP) 
         SYYp(IP) = SYY(IP) 
         SVMp(IP) = SVM(IP) 
         PTp(2*IP-1) = PT(2*IP-1) 
         PTp(2*IP)   = PT(2*IP) 
         COORDp(IP,1) = COORD(IP,1) 
         COORDp(IP,2) = COORD(IP,2) 
 1020   CONTINUE 
C       Store all crack tip element ordered in C.W. direction. 
        DO 1025 I  = 1, NCTELE 
         IOCTEp(I) = IOCTE(I)    
 1025   CONTINUE 
C       Store all crack tip nodes, crack tip element boundary nodes 
C       and their relative angles w.r.t. the 1st one. 
        DO 1030 I = 1, NCTN 
         ICTNp(I)   = ICTN(I)    
         ICTEBNp(I) = ICTEBN(I)  
         RTHETAp(I) = RTHETA(I) 
 1030   CONTINUE 
C       Store all material properties. 
        NPROP = 7 
        IF(IPLANE.EQ.3) NPROP = 6  
        DO 1031 IMAT  = 1, NMAT 
        DO 1031 IPROP = 1, NPROP 
        PROPp(IMAT,IPROP) = PROP(IMAT,IPROP) 
 1031   CONTINUE 
C       Store factors at each analysis state. 
        DO 1032  ISTATE  = 1, NSTATE 
        ForcFACp(ISTATE) = ForcFAC(ISTATE) 
        DispFACp(ISTATE) = DispFAC(ISTATE) 
        TempFACp(ISTATE) = TempFAC(ISTATE) 
        BodyFACp(ISTATE) = BodyFAC(ISTATE) 
 1032   CONTINUE 
C       Store new crack tip boundary conditions. 
        IBCCTXp = IBC(2*NODEK1new-1) 
        IBCCTYp = IBC(2*NODEK1new) 
C=============================================================================== 
C       Read new refined mesh input file. 
C=============================================================================== 
        CALL INPUT(CANGLE,MXNAME,MXPOI,MXELE,MXDOM,MXEDOM,MXCTE, 
     *             MXCFNODE,NAME,INAME+1,IPLANE,NODEK1old,NPOIN, 
     *             COORD,NELEM,INTMAT9,IBC,QFI,NDOM,ROR,NEIND, 
     *             IEIND,IFACEN,IFACEE,NFACEN,NFACE,IFACE,IETIP, 
     *             PROP,TEMPF,BDfF,NODEK1new,ICTEBN,ICTN,NCTN, 
     *             RTHETA,IOCTE,NCTELE,ICFLOAD,NSTATE,MXSTATE, 
     *             ForcFAC,DispFAC,TempFAC,BodyFAC,ICTETRAN, 
     *             INTMAT,NPOINold,CTQFI,FDQFI,INOADAPT,XSHIFT, 
     *             ITERTY,BETOK,IDOMTY,IREDSEL,THETA0,IEMAT, 
     *             MXMAT,NMAT,IRTemp,IRBody) 
C       Set new number of equations for new refined mesh input data. 
        NEQ = NPOIN*NDF 
C       In case of axisymmetric problem, then edit new X coordinates.  
        IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
         DO 372 IP = 1, NPOIN 
          COORD(IP,1) = COORD(IP,1) - XSHIFT     
  372    CONTINUE 
        ENDIF 
C=============================================================================== 
C       Check consistency between two input files. 
C=============================================================================== 
C       Check problem case. 
        IF(IPLANEp.NE.IPLANE) THEN 
        WRITE(*,370)         
  370   FORMAT(/,' PROBLEM CASE OF THE NEW INPUT FILE' 
     *          ,' IS NOT EQUAL WITH THAT OF THE PREVIOUS ONE') 
        ENDIF 
C       Check axis of rotation. 
        IF(IPLANEp.EQ.3 .AND. XSHIFTp.NE.XSHIFT) THEN 
        WRITE(*,371)         
  371   FORMAT(/,' AXIS OF ROTATION OF BOTH INPUT FILES' 
     *          ,' DO NOT PASS THE SAME POINT') 
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        ENDIF 
C       Check crack angle. 
        IF(CANGLEp.NE.CANGLE) THEN 
        WRITE(*,375)         
  375   FORMAT(/,' CRACK ANGLE OF THE NEW INPUT FILE' 
     *          ,' IS NOT EQUAL WITH THAT OF THE PREVIOUS ONE') 
        ENDIF 
C       Check crack tip element type. 
        IF(ICTETRANp.NE.ICTETRAN) THEN 
        WRITE(*,380)         
  380   FORMAT(/,' THE CRACK TIP ELEMENT TYPE OF BOTH INPUT FILES' 
     *          ,' ARE NOT EQUAL') 
        ENDIF 
C       Check crack face traction. 
        IF(ICFLOADp.NE.ICFLOAD) THEN 
        WRITE(*,385)         
  385   FORMAT(/,' THE CRACK FACE TRACTION OF BOTH INPUT FILES' 
     *          ,' ARE NOT CONSISTENCY') 
        ENDIF 
C       Check number of crack faces. 
        IF(NFACEp.NE.NFACE) THEN 
        WRITE(*,390)         
  390   FORMAT(/,' NUMBER OF CRACK FACES OF BOTH INPUT FILES' 
     *          ,' ARE NOT EQUAL') 
        ENDIF 
C       Check material properties. 
        IF(NMAT.NE.NMATp) WRITE(*,353) NMATp, NMAT  
  353   FORMAT(/,' NUMBER OF MATERIALS IN PREVIOUS INPUT FILE =',I3, 
     *         /,' NUMBER OF MATERIALS IN THIS NEW MESH FILE  =',I3, 
     *         /,' PLEASE MAKE THEM EQUAL') 
C       Check material properties. 
        NPROP = 7 
        IF(IPLANE.EQ.3) NPROP = 6  
        DO 354 IMAT  = 1, NMAT 
        DO 354 IPROP = 1, NPROP 
        IF(PROP(IMAT,IPROP).NE.PROPp(IMAT,IPROP)) THEN 
        WRITE(*,356) IPROP, IMAT         
  356   FORMAT(/,' PROPERTY NUMBER',I3,' OF MATERIAL NUMBER',I3, 
     *           ' IS NOT EQUAL WITH THAT OF THE PREVIOUS INPUT FILE') 
        ENDIF 
  354   CONTINUE 
C       Check number of analysis states. 
        IF(NSTATE.NE.NSTATEp) WRITE(*,357) NSTATEp, NSTATE  
  357   FORMAT(/,' NUMBER OF ANALYSIS STATES IN PREVIOUS INPUT FILE =' 
     *          ,I3, 
     *         /,' NUMBER OF ANALYSIS STATES IN THIS NEW MESH FILE  =' 
     *          ,I3, 
     *         /,' PLEASE MAKE THEM EQUAL') 
C       Check factors at each analysis state. 
        DO 358 ISTATE = 1, NSTATE 
        IF(ForcFAC(ISTATE).NE.ForcFACp(ISTATE)) WRITE(*,359) ISTATE 
        IF(DispFAC(ISTATE).NE.DispFACp(ISTATE)) WRITE(*,361) ISTATE 
        IF(TempFAC(ISTATE).NE.TempFACp(ISTATE)) WRITE(*,362) ISTATE 
        IF(BodyFAC(ISTATE).NE.BodyFACp(ISTATE)) WRITE(*,363) ISTATE 
  359   FORMAT(/,' LOAD FACTOR AT ANALYSIS STATE NUMBER',I3, 
     *           ' IS NOT EQUAL WITH THAT OF THE PREVIOUS INPUT FILE') 
  361   FORMAT(/,' DISPLACEMENT FACTOR AT ANALYSIS STATE NUMBER',I3, 
     *           ' IS NOT EQUAL WITH THAT OF THE PREVIOUS INPUT FILE') 
  362   FORMAT(/,' TEMPERATURE FACTOR AT ANALYSIS STATE NUMBER',I3, 
     *           ' IS NOT EQUAL WITH THAT OF THE PREVIOUS INPUT FILE') 
  363   FORMAT(/,' BODY FORCE FACTOR AT ANALYSIS STATE NUMBER',I3, 
     *           ' IS NOT EQUAL WITH THAT OF THE PREVIOUS INPUT FILE') 
  358   CONTINUE 
C       Check crack tip coordinates and B.C.s. 
        IF(COORD(NODEK1new,1).NE.COORDp(NODEK1newP,1) .OR.  
     *          COORD(NODEK1new,2).NE.COORDp(NODEK1newP,2)) WRITE(*,364) 
  364   FORMAT(/,' CRACK TIP COORDINATES OF TWO MODELS MUST BE EQUAL') 
        IF(IBC(2*NODEK1new-1).NE.IBCCTXp 
     *     .OR. IBC(2*NODEK1new).NE.IBCCTYp) WRITE(*,365) 
  365   FORMAT(/,' CRACK TIP B.C.s OF TWO MODELS MUST BE EQUAL') 
C=============================================================================== 
C       Print increment number that is being solved. 
C=============================================================================== 
        WRITE(*,351) INC, IADAPT 
  351   FORMAT(/,' INCREMENT NUMBER =',I3, 
     *         /,' ADAPTIVE  NUMBER =',I3) 
C       Print file name that is being solved. 
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        L2 = LEN_TRIM(NAME(INAME+1)) 
        WRITE(*,*)  
        WRITE(*,*)'INPUT FILE  = [',NAME(INAME+1)(1:L2),'.dat]'       
C       Print number of nodes and elements being solved on screen. 
        WRITE(*,352) NPOIN, NELEM, NEQ 
  352   FORMAT(  ' THE FINITE ELEMENT MODEL CONSISTS OF', 
     *         /,' NUMBER OF NODES          =',I5, 
     *         /,' NUMBER OF ELEMENTS       =',I5, 
     *         /,' NUMBER OF EQUATIONS      =',I5) 
C=============================================================================== 
C       Set total load and displacement vector ,and set body and temperature  
C       force vector at present and next state for this new input file.   
C=============================================================================== 
        DO 1040 IEQ = 1, NEQ 
        IF(IBC(IEQ).EQ.0) THEN !Nodal force is known. 
        QEX(IEQ) = ForcFAC(INC+1)*QFI(IEQ) 
        ELSE                   !Nodal displacement is known. 
        QEX(IEQ) = DispFAC(INC+1)*QFI(IEQ) 
        ENDIF 
        BDf(IEQ,INC)   = BodyFAC(INC)*BDfF(IEQ)  
        BDf(IEQ,INC+1) = BodyFAC(INC+1)*BDfF(IEQ)  
 1040   CONTINUE 
        DO 1045 IN = 1, NPOIN  
        TEMP(IN,INC)   = TempFAC(INC)*TEMPF(IN) 
        TEMP(IN,INC+1) = TempFAC(INC+1)*TEMPF(IN) 
 1045   CONTINUE 
C       Set contributions of total nodal forces for transforming nodal crack 
C       face forces to nodal crack face tractions. 
        IF(ICFLOAD.EQ.1) THEN 
         DO 1050 ICFACE = 1, NFACE 
          IF(NFACE.EQ.2) IFACE = ICFACE 
          CTQEX(2*IFACE-1) = CTQFI(2*IFACE-1)*ForcFAC(INC+1) 
          CTQEX(2*IFACE)   = CTQFI(2*IFACE)*ForcFAC(INC+1) 
          FDQEX(2*IFACE-1) = FDQFI(2*IFACE-1)*ForcFAC(INC+1) 
          FDQEX(2*IFACE)   = FDQFI(2*IFACE)*ForcFAC(INC+1) 
 1050    CONTINUE 
        ENDIF 
C       Compute tangent stiffness matrix for this new model 
        ITERTY = 1 
C=============================================================================== 
C       Map all nodal displacements from the old mesh into the new refined one. 
C=============================================================================== 
        CALL MAPPING(MXPOI,MXELE,MXCTE,NDF,IBC,QEX,NPOIN,NELEMp, 
     *               PT,PTp,COORD,COORDp,INTMAT9p,IETIPp,ICTN, 
     *               ICTNp,NCTN,RTHETA,RTHETAp,SXX,SXXp,SXY,SXYp, 
     *               SYY,SYYp,SVM,SVMp,IOCTEp,NCTELEp,ICTETRAN, 
     *               THETA0p,ICTEBNp) 
C=============================================================================== 
C       Print results after mapping for showing in Tecplot.  
C=============================================================================== 
        WRITE(*,*) NAME(INAME) 
        L1 = LEN_TRIM(NAME(INAME)) 
        WRITE(*,*) NAME(INAME+1) 
        L2 = LEN_TRIM(NAME(INAME+1)) 
        WRITE(*,*) 
        WRITE(*,*)'MAPPING FILE = [', 
     *             NAME(INAME)(1:L1)//'_to_'//NAME(INAME+1)(1:L2), 
     *            '.plt]' 
C       Open Tecplot's mapping file. 
        OPEN(UNIT=17,  
     *       FILE=NAME(INAME)(1:L1)//'_to_'//NAME(INAME+1)(1:L2)// 
     *       '.plt',STATUS='REPLACE') 
C       Write deformed model and nodal stresses after mapping. 
        WRITE(17,5190) 
        WRITE(17,5200)  NPOIN, NELEM  
        DO 6210 IP = 1, NPOIN 
        Xnew = COORD(IP,1) + SCALEmap*PT(2*IP-1)  
        Ynew = COORD(IP,2) + SCALEmap*PT(2*IP) 
        IF(IPLANE.EQ.3) Xnew = Xnew + XSHIFT   
        WRITE(17,5220)  Xnew,Ynew,SXX(IP),SYY(IP),SXY(IP),SVM(IP)  
 6210   CONTINUE 
C       Write nodal connectivities according to element type. 
        DO 6230 IE = 1, NELEM 
        IF(IETIP(IE).EQ.1)THEN 
        WRITE(17,5240) (INTMAT9(IE,J),J=1,4) 
        ELSE 
        WRITE(17,5240) (INTMAT9(IE,J),J=1,3), INTMAT9(IE,3) 
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        ENDIF 
 6230   CONTINUE 
C       Close this Tecplot's mapping file. 
        CLOSE(UNIT=17, STATUS='KEEP') 
C       Change input file name. 
        INAME = INAME + 1 
        WRITE(*,*) 
C       Iterate new mesh solution to equilibrium. 
        GOTO 9000 
       ELSE  
        IADAPT = 0 
       ENDIF 
      ENDIF 
C     End each increment. 
 1000 CONTINUE 
C 
      STOP 
      END 
C ============= THE END OF MAIN PROGRAM ======================================== 
 
 
C=============================================================================== 
C         SUBROUTINES USED IN THIS PROGRAM.              
C=============================================================================== 
C          1. SUBROUTINE INPUT                        ! 
C          2. SUBROUTINE CRACKFACE                    ! 
C          3. SUBROUTINE CENTER                       ! 
C          4. SUBROUTINE FTHETA                       ! 
C          5. SUBROUTINE XYLOCAL                      ! 
C          6. SUBROUTINE LST                          ! 
C          7. SUBROUTINE VOLUMETRIC                   ! 
C          8. SUBROUTINE DEVIATORIC                   ! 
C          9. SUBROUTINE BJ9                          ! 
C         10. SUBROUTINE GVALUE                       ! 
C         11. SUBROUTINE FINDSTRSS                    ! 
C         12. SUBROUTINE ASSEMBLE                     ! 
C         13. SUBROUTINE APPLYBC                      ! 
C         14. SUBROUTINE CROUT                        ! 
C         15. SUBROUTINE SOLVE                        ! 
C         16. SUBROUTINE ITER                         ! 
C         17. SUBROUTINE GAUSSNODE                    ! 
C         18. SUBROUTINE VOLSTRESS                    ! 
C         19. SUBROUTINE DEVSTRESS                    ! 
C         20. SUBROUTINE TRMAT                        ! 
C         21. SUBROUTINE CJINT                        ! 
C         22. SUBROUTINE CJVOL                        ! 
C         23. SUBROUTINE CJDEV                        ! 
C         24. SUBROUTINE CJFACE                       ! 
C         25. SUBROUTINE GETSTRING                    ! 
C         26. SUBROUTINE MAPPING                      ! 
C         27. SUBROUTINE TemBDfFUNC                   ! 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE INPUT(CANGLE,MXNAME,MXPOI,MXELE,MXDOM,MXEDOM,MXCTE, 
     *                 MXCFNODE,NAME,INAME,IPLANE,NODEK1old,NPOIN, 
     *                 COORD,NELEM,INTMAT9,IBC,QFI,NDOM,ROR,NEIND, 
     *                 IEIND,IFACEN,IFACEE,NFACEN,NFACE,IFACE,IETIP, 
     *                 PROP,TEMPF,BDfF,NODEK1new,ICTEBN,ICTN,NCTN, 
     *                 RTHETA,IOCTE,NCTELE,ICFLOAD,NSTATE,MXSTATE, 
     *                 ForcFAC,DispFAC,TempFAC,BodyFAC,ICTETRAN, 
     *                 INTMAT,NPOINold,CTQFI,FDQFI,INOADAPT,XSHIFT, 
     *                 ITERTY,BETOK,IDOMTY,IREDSEL,THETA0,IEMAT, 
     *                 MXMAT,NMAT,IRTemp,IRBody) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE READS THE INPUT FILE AND GENERATES ALL ADDITIONAL DATA  
C     NECESSARY FOR ANALYZING MODEL. 
C=============================================================================== 
C     ICASE = 1, SINGLE EDGE CRACKED PANEL (SECP) WITH T0 = 1 AND 
C                T(X) = T0*[125+400*X-100X*X]*2. 
C     ICASE = 2, AXIALLY CRACKED CYLINDER (ACC) WITH T0 = 0.25, Ri = 20, AND  
C                T(r) = T0*[250+800*(r-Ri)-200(r-Ri)**2]. 
C     ICASE = 3, CIRCUMFERENTIALLY CRACKED CYLINDER (CCC) WITH T0 = 1, Ri = 80, 
C                AND T(r) = T0*[125+100*(r-Ri)-6.25(r-Ri)**2]. 
C     ICASE = 4, CENTER CRACKED PANEL (CCP) WITH T0 = 1 AND T(X) = T0*[100X*X]. 
C     ICASE = 5, DISC ROTATING WITH A CENTRIFUGAL FORCE, OMEGA = 0.25, 
C                BDfFX = 10*OMEGA*OMEGA*X, AND BDfFY = 10*OMEGA*OMEGA*Y. 



 169

C=============================================================================== 
 
      PARAMETER (ICASETemp=3, ICASEBDf=5) 
      IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
      DIMENSION COORD(MXPOI,2),ROR(MXDOM,4) 
      DIMENSION QFI(MXPOI*2),PROP(MXMAT,7) 
      DIMENSION BDfF(MXPOI*2),TEMPF(MXPOI) 
      DIMENSION RTHETA(MXCTE*2+1) 
      DIMENSION ForcFAC(MXSTATE),DispFAC(MXSTATE) 
      DIMENSION TempFAC(MXSTATE),BodyFAC(MXSTATE) 
      DIMENSION ANVALTemp(6),ANVALBDfX(6),ANVALBDfY(6)   
      DIMENSION CTQFI(4),FDQFI(4),Xp(3),Yp(3)   
      INTEGER INTMAT(MXELE,6),INTMAT9(MXELE,9) 
      INTEGER IETIP(MXELE),IEMAT(MXELE),IBC(MXPOI*2) 
      INTEGER IFACEN(2,MXCFNODE,MXDOM),NFACEN(2,MXDOM)  
      INTEGER IFACEE(2,(MXCFNODE-1)/2,MXDOM) 
      INTEGER NEIND(MXDOM),IEIND(MXEDOM,MXDOM) 
      INTEGER ICTEBN(MXCTE*2+1),ICTN(MXCTE*2+1) 
      INTEGER IOCTE(MXCTE)  
      CHARACTER*30 NAME(MXNAME),TEXT,XORY 
 
C=============================================================================== 
C     Read input data from the input file. 
C=============================================================================== 
      GOTO 8 
C     Close this input file after finding an error before open it again. 
    9 CLOSE(UNIT=7 , STATUS='KEEP') 
      WRITE(*,*) 
      WRITE(*,*)'!!!YOUR INPUT FILE HAS AN ERROR, '  
      WRITE(*,*)'   PLEASE CORRECT IT BEFORE PROCEEDING!!!' 
    8 CONTINUE 
C     Read input file name. 
    5 WRITE(*,15) 
   15 FORMAT(/, ' PLEASE ENTER THE INPUT FILE NAME:') 
      READ(*,'(A)', ERR=5) NAME(INAME) 
      L1 = LEN_TRIM(NAME(INAME)) 
C     Open input file. 
      OPEN(UNIT=7 , FILE=NAME(INAME)(1:L1)//'.dat', STATUS='OLD') 
C=============================================================================== 
C     PART  1: Input file notes. 
C=============================================================================== 
      READ(7,*,ERR=9) NLINE 
      DO 2 ILINE = 1, NLINE 
      READ(7,*,ERR=9) TEXT 
    2 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     PART  2: The need for adaptive remeshing and problem case. 
C=============================================================================== 
      READ(7,*,ERR=9) TEXT 
      IREDSEL = 0 
      READ(7,*,ERR=9) INOADAPT, IPLANE,  
     *                (IREDSEL,I=1,IPLANE,3), (XSHIFT,I=3,IPLANE,1)  
C=============================================================================== 
C     PART  3: How large the model is ? 
C=============================================================================== 
      READ(7,*,ERR=9) TEXT 
      READ(7,*,ERR=9) NPOIN, NELEM, NPBC 
      IF(NPOIN.GT.MXPOI) WRITE(*,10) NPOIN 
   10 FORMAT(/,' PLEASE INCREASE THE PARAMETER MXPOI TO ', I5) 
      IF(NPOIN.GT.MXPOI) STOP 
      IF(NELEM.GT.MXELE) WRITE(*,40) NELEM 
   40 FORMAT(/,' PLEASE INCREASE THE PARAMETER MXELE TO ', I5) 
      IF(NELEM.GT.MXELE) STOP 
C     Store number of nodes before element transforming. 
      NPOINold = NPOIN   
C     Degrees of freedom on a node (u,v).    
      NDF = 2 
C     Number of equations in 6-node element mesh. 
      NEQ = NPOIN*NDF 
C=============================================================================== 
C     PART  4: Iterative type and convergence tolerance factor. 
C=============================================================================== 
      READ(7,*,ERR=9) TEXT 
      READ(7,*,ERR=9) ITERTY, BETOK 
C=============================================================================== 
C     PART  5: Description of the crack in your FEM model. 
C=============================================================================== 
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      READ(7,*,ERR=9) TEXT 
      READ(7,*,ERR=9) NODEK1old, CANGLE, ICTETRAN, ICFLOAD, NFACE     
      IF(ICFLOAD.EQ.1) THEN 
      READ(7,*,ERR=9) TEXT 
      DO 11 I = 1, NFACE 
      READ(7,*,ERR=9) IFACE, CTQFI(2*IFACE-1), CTQFI(2*IFACE) 
     *                     , FDQFI(2*IFACE-1), FDQFI(2*IFACE) 
   11 CONTINUE 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     PART  6: Domain type, number of domain integrals and its characteristic 
C              length. 
C=============================================================================== 
      READ(7,*,ERR=9) TEXT 
      READ(7,*,ERR=9) IDOMTY, NDOM 
      IF(IDOMTY.NE.1 .AND. IDOMTY.NE.2 .AND. IDOMTY.NE.3) WRITE(*,123) 
  123 FORMAT(/,' INCORRECT DOMAIN TYPE !')   
      IF(NDOM.GT.MXDOM) WRITE(*,122) NDOM 
  122 FORMAT(/,' PLEASE INCREASE THE PARAMETER MXDOM TO ', I5) 
      IF(NDOM.GT.MXDOM) STOP 
      READ(7,*,ERR=9) TEXT 
      DO 124 ID = 1, NDOM 
      IF(IDOMTY.NE.3) THEN 
       READ(7,*,ERR=9)  ROR(ID,1) 
      ELSE 
       READ(7,*,ERR=9) (ROR(ID,I),I=1,4) 
      ENDIF 
  124 CONTINUE 
      IF(IDOMTY.NE.3) THEN 
      DO 120 ID = 1, NDOM 
      IF(ROR(ID,1).LE.0._8) WRITE(*,121) ID 
      IF(ID.GE.2 .AND. ROR(ID,1).LE.ROR(ID-1,1)) WRITE(*,121) ID 
  121 FORMAT(/,' CHARACTERISTIC LENGTH OF DOMAIN NO. ',I5,' IS WRONG', 
     *       /,' FOR THIS DOMAIN TYPE, IT MUST BE POSITIVE RANGING', 
     *       /,' FROM MINIMUM TO MAXIMUM') 
  120 CONTINUE 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     PART  7: Analysis states and its corresponding factors. 
C=============================================================================== 
      READ(7,*,ERR=9) TEXT 
      READ(7,*,ERR=9) NSTATE 
      IF(NSTATE.GT.MXSTATE) WRITE(*,38) NSTATE 
   38 FORMAT(/,' PLEASE INCREASE THE PARAMETER MXSTATE TO ', I5) 
      IF(NSTATE.GT.MXSTATE) STOP 
      READ(7,*,ERR=9) TEXT 
      DO 37 ISTATE = 1, NSTATE  
      READ(7,*,ERR=9) ForcFAC(ISTATE), DispFAC(ISTATE),  
     *                TempFAC(ISTATE), BodyFAC(ISTATE) 
   37 CONTINUE 
      IF(ForcFAC(1).NE.0._8 .OR. DispFAC(1).NE.0._8 .OR. 
     *   TempFAC(1).NE.0._8 .OR. BodyFAC(1).NE.0._8) WRITE(*,39)  
   39 FORMAT(/,' AT THE 1ST ANALYSIS STATE ALL FACTORS MUST BE ZEROS') 
      IF(ForcFAC(1).NE.0._8 .OR. DispFAC(1).NE.0._8 .OR. 
     *   TempFAC(1).NE.0._8 .OR. BodyFAC(1).NE.0._8) STOP 
C=============================================================================== 
C     PART  8: Number of materials and their properties. 
C=============================================================================== 
C     PROP(1) = ELAS   = Young's modulus. 
C     PROP(2) = PR     = Poisson's ratio. 
C     PROP(3) = YSTRSS = yield stress. 
C     PROP(4) = AHARD  = strain hardening exponent. 
C     PROP(5) = ALPHA  = yield offset. 
C     PROP(6) = COTHR  = coeficient of thermal expansion. 
C     PROP(7) = THICK  = thinkness. 
C=============================================================================== 
      READ(7,*,ERR=9) TEXT 
      READ(7,*,ERR=9) NMAT 
      IF(NMAT.GT.MXMAT) WRITE(*,115) NMAT 
  115 FORMAT(/,' PLEASE INCREASE THE PARAMETER MXMAT TO ', I5) 
      IF(NMAT.GT.MXMAT) STOP 
      READ(7,*,ERR=9) TEXT 
      DO 116 IMAT = 1, NMAT   
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
       READ(7,*,ERR=9) (PROP(IMAT,IPROP),IPROP=1,6) 
      ELSE   
       READ(7,*,ERR=9) (PROP(IMAT,IPROP),IPROP=1,7) 
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      ENDIF 
  116 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     PART  9: Nodal coordinates. 
C=============================================================================== 
      READ(7,*,ERR=9) TEXT 
      DO 20 IP = 1, NPOIN 
      READ(7,*,ERR=9) I, COORD(I,1), COORD(I,2) 
   20 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     PART 10: Nodal connectivity and material code for each element.. 
C=============================================================================== 
      READ(7,*,ERR=9) TEXT 
      DO 50 IE = 1, NELEM 
      READ(7,*,ERR=9) I, (INTMAT(I,J),J=1,6), IEMAT(I) 
      IF(IE.NE.I)  WRITE(*,60) IE 
   60 FORMAT(/,' ELEMENT NO. ',I5,' IN DATA FILE IS MISSING') 
      IF(IE.NE.I) STOP   
      IF(IEMAT(I).GT.NMAT .OR. IEMAT(I).LT.1)  WRITE(*,65) I 
   65 FORMAT(/,' ELEMENT NO. ',I5,' HAS WRONG MATERIAL CODE') 
      IF(IEMAT(I).GT.NMAT .OR. IEMAT(I).LT.1)  STOP 
   50 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     PART 11: BC's. 
C=============================================================================== 
C     IBC(I) = +1, constraint displacement to zero. 
C     IBC(I) =  0, free (external force is known, possibly zero). 
C     IBC(I) = -1, displacement is prescribed (to be increment). 
C     QFI(I) =  0. (displacement is zero)          , if IBC(I) = +1 
C     QFI(I) =  fixed nodal force                  , if IBC(I) =  0 
C     QFI(I) =  fixed displacement(to be increment), if IBC(I) = -1  
C=============================================================================== 
      DO 70 IEQ = 1, NEQ 
      IBC(IEQ) = 0 
      QFI(IEQ) = 0._8 
   70 CONTINUE 
      READ(7,*,ERR=9) TEXT 
      DO 80 IPBC = 1, NPBC 
      READ(7,*,ERR=9) I, IBC(2*I-1), IBC(2*I), QFI(2*I-1), QFI(2*I)    
   80 CONTINUE 
      DO 100 INODE = 1, NPOIN 
      DO 100 IDF = 1, NDF 
      IEQ = (INODE-1)*2 + IDF 
      IF(IDF.EQ.1) XorY = 'X' 
      IF(IDF.EQ.2) XorY = 'Y' 
      IF(IBC(IEQ).NE.1 .AND. IBC(IEQ).NE.0 .AND. IBC(IEQ).NE.-1) 
     *                                          WRITE(*,110) INODE, XorY        
      IF(IBC(IEQ).EQ. 1 .AND. QFI(IEQ).NE.0._8) WRITE(*,110) INODE, XorY  
      IF(IBC(IEQ).EQ.-1 .AND. QFI(IEQ).EQ.0._8) WRITE(*,110) INODE, XorY  
  110 FORMAT(' !!B.C. AT NODE',I5,' IN ', A1,' DIRECTION IS INCORECT') 
  100 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     PART 12: Nodal temperatures and body forces. 
C=============================================================================== 
C     IRTemp,IRBody = +1, read them through this input file. 
C     IRTemp,IRBody =  0, set them all to zeros. 
C     IRTemp,IRBody = -1, set them according to equations by creating them in 
C                         the subroutine TemBDfFUNC by yourself. 
C=============================================================================== 
      READ(7,*,ERR=9) TEXT 
      READ(7,*,ERR=9) IRTemp, IRBody     
      IF(IRTemp.EQ.1 .OR. IRBody.EQ.1) THEN 
      READ(7,*,ERR=9) TEXT 
      DO 160 IP = 1, NPOIN 
      IF(IRTemp.EQ.1 .OR. IRBody.EQ.1) 
     *READ(7,*,ERR=9) IN, TEMPF(IN), BDfF(2*IN-1), BDfF(2*IN) 
      IF(IRTemp.EQ.1 .OR. IRBody.NE.1) 
     *READ(7,*,ERR=9) IN, TEMPF(IN) 
      IF(IRTemp.NE.1 .OR. IRBody.EQ.1) 
     *READ(7,*,ERR=9) IN, BDfF(2*IN-1), BDfF(2*IN) 
      IF(IP.NE.IN) WRITE(*,170) IP 
  170 FORMAT(/,' TEMPERATURE OR BODY FORCES AT NODE NO. ',I5, 
     *         ' IS MISSING') 
      IF(IP.NE.IN) STOP   
  160 CONTINUE 
      ENDIF 
C     In case of IRTemp = 0 
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      IF(IRTemp.EQ.0) THEN 
      DO 165 I = 1, NPOIN 
      TEMPF(I) = 0._8 
  165 CONTINUE 
      ENDIF 
C     In case of IRBody = 0 
      IF(IRBody.EQ.0) THEN 
      DO 175 I = 1, NPOIN 
      BDfF(2*I-1) = 0._8 
      BDfF(2*I)   = 0._8 
  175 CONTINUE 
      ENDIF 
C     In case of IRTemp = -1 
      IF(IRTemp.EQ.-1) THEN 
      ICASE = ICASETemp 
      DO 166 INODE = 1, NPOIN 
      X = COORD(INODE,1) 
      Y = COORD(INODE,2) 
      CALL TemBDfFUNC(ICASE,X,Y,TEMP,BDfFX,BDfFY) 
      TEMPF(INODE) = TEMP  
  166 CONTINUE 
      ENDIF 
C     In case of IRBody = -1 
      IF(IRBody.EQ.-1) THEN 
      ICASE = ICASEBDf  
      DO 167 INODE = 1, NPOIN 
      X = COORD(INODE,1) 
      Y = COORD(INODE,2) 
      CALL TemBDfFUNC(ICASE,X,Y,TEMP,BDfFX,BDfFY) 
      BDfF(2*INODE-1) = BDfFX 
      BDfF(2*INODE)   = BDfFY 
  167 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Close this input file. 
      CLOSE(UNIT=7 , STATUS='KEEP') 
C=============================================================================== 
C     Find elements and number of elements in each integrated domain. 
C=============================================================================== 
      DO 180 ID = 1, NDOM 
      NEIND(ID) = 0   
  180 CONTINUE 
      DO 190 IE = 1, NELEM 
      DO 200 ID = 1, NDOM 
      DO 210 IN = 1, 3 
      NODE = INTMAT(IE,IN) 
      DX   = COORD(NODE,1)-COORD(NODEK1old,1) 
      DY   = COORD(NODE,2)-COORD(NODEK1old,2) 
      IF(IDOMTY.EQ.1) THEN  !Square domain. 
       AR = MAX(DABS(DX),DABS(DY))/ROR(ID,1) 
      ENDIF 
C 
      IF(IDOMTY.EQ.2) THEN  !Circular domain. 
       AR = DSQRT(DX*DX+DY*DY)/ROR(ID,1) 
      ENDIF 
C 
      IF(IDOMTY.EQ.3) THEN  !Rectangular domain. 
       IF(DX.LE.0._8) THEN 
        IF(ROR(ID,1).GT.0._8) THEN 
         AX = -DX/ROR(ID,1) 
        ELSE 
         AX = -1._8  
        ENDIF 
       ELSE 
        IF(ROR(ID,3).GT.0._8) THEN 
         AX =  DX/ROR(ID,3) 
        ELSE 
         AX = -1._8  
        ENDIF 
       ENDIF 
C 
       IF(DY.LE.0._8) THEN 
        IF(ROR(ID,4).GT.0._8) THEN 
         AY = -DY/ROR(ID,4) 
        ELSE 
         AY = -1._8  
        ENDIF 
       ELSE 
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        IF(ROR(ID,2).GT.0._8) THEN 
         AY =  DY/ROR(ID,2) 
        ELSE 
         AY = -1._8  
        ENDIF 
       ENDIF 
       AR = MAX(AX,AY)  
      ENDIF 
C     Protect round-off error from transforming FLOAT to EXPONENTIAL number. 
      IF(AR.GT.1.000000000010000_8)  GOTO 200 
  210 CONTINUE 
      DO 195 IDHE = ID, NDOM 
      NEIND(IDHE) = NEIND(IDHE) + 1 
      IEIND(NEIND(IDHE),IDHE) = IE  !Element's number in each integrated domain. 
  195 CONTINUE 
      GOTO 190 
  200 CONTINUE 
  190 CONTINUE 
C     Check whether number of elements in each integrated domain exceed the  
C     maximum. 
      DO 205 ID = 1, NDOM 
      IF(NEIND(ID).GT.MXEDOM) WRITE(*,206) NEIND(ID)      
  206 FORMAT(/,' PLEASE INCREASE THE PARAMETER MXEDOM TO ', I5) 
      IF(NEIND(ID).GT.MXEDOM) STOP 
  205 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Find crack face nodes and elements on each integrated domain and transform 
C     all crack tip elements to 9-node rectangular collapsed elements. 
C=============================================================================== 
      CALL CRACKFACE(NPOIN,MXPOI,COORD,NELEM,MXELE,INTMAT,NDOM, 
     *               MXDOM,ROR,NODEK1old,MXCTE,MXCFNODE,IFACEN, 
     *               IFACEE,NFACEN,NFACE,IFACE,INTMAT9,IETIP, 
     *               NCTELE,ICTEBN,IOCTE,ICTETRAN,ICFLOAD,CANGLE, 
     *               IDOMTY) 
C     Set number of crack tip element boundary nodes. 
      NCTEBN = 2*NCTELE + 1 
C     Set new nodes' coordinates, body forces and temperatures. 
      IF(ICTETRAN.EQ.1) THEN 
C     For new crack tip nodes, set all quantities as the old crack tip ones.      
      DO 215 IP = NPOIN + 1, NPOIN + 2*NCTELE 
      COORD(IP,1)  = COORD(NODEK1old,1) 
      COORD(IP,2)  = COORD(NODEK1old,2) 
      TEMPF(IP)    = TEMPF(NODEK1old) 
      BDfF(IP*2-1) = BDfF(NODEK1old*2-1) 
      BDfF(IP*2)   = BDfF(NODEK1old*2) 
  215 CONTINUE 
C     For new 9th nodes of 9-node rectangular crack tip elements. 
      DO 218 IE = 1, NCTELE 
      IP = NPOIN + 2*NCTELE + IE 
      X5 = COORD(INTMAT9(IOCTE(IE),5),1) 
      Y5 = COORD(INTMAT9(IOCTE(IE),5),2) 
      X6 = COORD(INTMAT9(IOCTE(IE),6),1) 
      Y6 = COORD(INTMAT9(IOCTE(IE),6),2) 
      X7 = COORD(INTMAT9(IOCTE(IE),7),1) 
      Y7 = COORD(INTMAT9(IOCTE(IE),7),2) 
      X8 = COORD(INTMAT9(IOCTE(IE),8),1) 
      Y8 = COORD(INTMAT9(IOCTE(IE),8),2) 
      upX9 = (X7*Y5-X5*Y7)*(X8-X6) - (X8*Y6-X6*Y8)*(X7-X5) 
      beX9 = (Y8-Y6)*(X7-X5) - (Y7-Y5)*(X8-X6) 
      upY9 = (X8*Y6-X6*Y8)*(Y7-Y5) - (X7*Y5-X5*Y7)*(Y8-Y6) 
      beY9 = (X8-X6)*(Y7-Y5) - (X7-X5)*(Y8-Y6) 
      COORD(IP,1) = upX9/beX9 
      COORD(IP,2) = upY9/beY9 
C     Set X and Y coordinates of the 9th node of colapsed crack tip elements. 
      X = COORD(IP,1) 
      Y = COORD(IP,2) 
      DO 140 I = 1, 3 
      Xp(I) = COORD(INTMAT(IOCTE(IE),I),1) 
      Yp(I) = COORD(INTMAT(IOCTE(IE),I),2) 
  140 CONTINUE 
C     Calculate each area for computing area coordinates.      
      Atot = 0.5_8*( Xp(2)*Yp(3)-Xp(3)*Yp(2)+ 
     *               (Yp(2)-Yp(3))*Xp(1)+(Xp(3)-Xp(2))*Yp(1) )  
      A1   = 0.5_8*( Xp(2)*Yp(3)-Xp(3)*Yp(2)+ 
     *               (Yp(2)-Yp(3))*X+(Xp(3)-Xp(2))*Y )  
      A2   = 0.5_8*( Xp(3)*Yp(1)-Xp(1)*Yp(3)+ 
     *               (Yp(3)-Yp(1))*X+(Xp(1)-Xp(3))*Y )  
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      A3   = 0.5_8*( Xp(1)*Yp(2)-Xp(2)*Yp(1)+ 
     *               (Yp(1)-Yp(2))*X+(Xp(2)-Xp(1))*Y )  
C     Compute area coordinates of the 9th node. 
      AL1 = A1/Atot 
      AL2 = A2/Atot 
      AL3 = A3/Atot 
C     Compute interpolation functions of triangular crack tip elements. 
      AN1 = 2._8*AL1*AL1-AL1 
      AN2 = 2._8*AL2*AL2-AL2 
      AN3 = 2._8*AL3*AL3-AL3 
      AN4 = 4._8*AL1*AL2 
      AN5 = 4._8*AL2*AL3 
      AN6 = 4._8*AL3*AL1 
C     In case of IRTemp = +1, 
C     Get approximate quantities from triangular element before transformation. 
      IF(IRTemp.EQ.1) THEN 
      DO 220 IN = 1, 6 
      INODE = INTMAT(IOCTE(IE),IN) 
      ANVALTemp(IN) = TEMPF(INODE)   
  220 CONTINUE 
      TEMPF(IP) = AN1*ANVALTemp(1) + AN2*ANVALTemp(2) + 
     *            AN3*ANVALTemp(3) + AN4*ANVALTemp(4) + 
     *            AN5*ANVALTemp(5) + AN6*ANVALTemp(6)  
      ENDIF 
C     In case of IRBody = +1, 
C     Get approximate quantities from triangular element before transformation. 
      IF(IRBody.EQ.1) THEN 
      DO 221 IN = 1, 6 
      INODE = INTMAT(IOCTE(IE),IN) 
      ANVALBDfX(IN) = BDfF(INODE*2-1)   
      ANVALBDfY(IN) = BDfF(INODE*2)   
  221 CONTINUE 
      BDfF(IP*2-1) = AN1*ANVALBDfX(1) + AN2*ANVALBDfX(2) + 
     *               AN3*ANVALBDfX(3) + AN4*ANVALBDfX(4) + 
     *               AN5*ANVALBDfX(5) + AN6*ANVALBDfX(6) 
      BDfF(IP*2)   = AN1*ANVALBDfY(1) + AN2*ANVALBDfY(2) + 
     *               AN3*ANVALBDfY(3) + AN4*ANVALBDfY(4) + 
     *               AN5*ANVALBDfY(5) + AN6*ANVALBDfY(6) 
      ENDIF 
C     In case of IRTemp = 0, 
C     Set 9th nodal temperatures to zeros. 
      IF(IRTemp.EQ.0) THEN 
      TEMPF(IP) = 0._8 
      ENDIF 
C     In case of IRBody = 0, 
C     Set 9th nodal body forces to zeros. 
      IF(IRBody.EQ.0) THEN 
      BDfF(IP*2-1) = 0._8 
      BDfF(IP*2)   = 0._8 
      ENDIF 
C     In case of IRTemp = -1, 
C     Set 9th nodal temperatures according to equation. 
      IF(IRTemp.EQ.-1) THEN 
      X = COORD(IP,1) 
      Y = COORD(IP,2) 
      ICASE = ICASETemp 
      CALL TemBDfFUNC(ICASE,X,Y,TEMP,BDfFX,BDfFY) 
      TEMPF(IP) = TEMP  
      ENDIF 
C     In case of IRBody = -1, 
C     Set 9th nodal body forces according to equation. 
      IF(IRBody.EQ.-1) THEN 
      X = COORD(IP,1) 
      Y = COORD(IP,2) 
      ICASE = ICASEBDf 
      CALL TemBDfFUNC(ICASE,X,Y,TEMP,BDfFX,BDfFY) 
      BDfF(2*IP-1) = BDfFX 
      BDfF(2*IP)   = BDfFY 
      ENDIF 
C     End each 9th node. 
  218 CONTINUE 
C     Set their B.C.s free and have zero nodal forces. 
      DO 219 IP = NPOIN+1, NPOIN+3*NCTELE 
      IBC(IP*2-1)  = 0 
      IBC(IP*2)    = 0 
      QFI(IP*2-1)  = 0._8 
      QFI(IP*2)    = 0._8 
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  219 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Store old crack tip node B.C.s and its corresponding known values. 
      IBCKX = IBC(NODEK1old*2-1)  
      IBCKY = IBC(NODEK1old*2) 
      QFIKX = QFI(NODEK1old*2-1)  
      QFIKY = QFI(NODEK1old*2) 
      IF(IBCKX.EQ.-1 .OR. IBCKY.EQ.-1) WRITE(*,216) 
  216 FORMAT(/,' THE CRACK TIP NODE DISPLACEMENTS CANNOT BE PRESCRIBED', 
     *         ' TO BE INCREMENT') 
      IF(IBCKX.EQ.-1 .OR. IBCKY.EQ.-1) STOP 
      IF(NFACE.EQ.1 .AND. IBCKX.EQ.0 .AND. IBCKY.EQ.0) WRITE(*,217) 
  217 FORMAT(/,' YOU ARE TAKING ADVANTAGE OF MODEL SYMMETRY', 
     *       /,' BOTH CRACK TIP NODE B.C.s CANNOT BE FREE') 
      IF(NFACE.EQ.1 .AND. IBCKX.EQ.0 .AND. IBCKY.EQ.0) STOP 
C     Transform only fixed displacement B.C.s of the old crack tip node to the   
C     new equivalent 6-node element crack tip node of 9-node collapsed crack tip 
C     elements. 
      IF(ICTETRAN.EQ.1) THEN  
       IF(NFACE.EQ.2) THEN 
        NODEK1new = NPOIN + NCTELE 
       ELSE 
        IF(IFACE.EQ.1) THEN  !Model has only   C.W. face. 
         NODEK1new = NPOIN + 2*NCTELE 
        ELSE                 !Model has only C.C.W. face. 
         NODEK1new = NODEK1old 
        ENDIF 
       ENDIF 
C      In X direction. 
       IF(IBCKX.EQ.1) THEN 
        IBC(2*NODEK1new-1) = 1 
        QFI(2*NODEK1new-1) = 0._8 
       ELSE 
        IBC(2*NODEK1new-1) = 0 
        QFI(2*NODEK1new-1) = 0._8 
       ENDIF 
C      In Y direction. 
       IF(IBCKY.EQ.1) THEN 
        IBC(2*NODEK1new) = 1 
        QFI(2*NODEK1new) = 0._8 
       ELSE 
        IBC(2*NODEK1new) = 0 
        QFI(2*NODEK1new) = 0._8 
       ENDIF 
      ELSE                   !No crack tip element transformation. 
      NODEK1new = NODEK1old 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Edit 9-node crack tip nodal forces 
C     *Remember that this program read only the input file containing only  
C      6-node element mesh input data and will automatically transform these  
C      data to the mixed 6 and 9-node elemet mesh data (only 9-node elements as 
C      crack tip elements), but this process cannot automatically generate  
C      correct nodal forces at the tip because after crack tip element  
C      transformation there are several crack tip nodes located at the same  
C      position. Therefore user must manually input these nodal loads at crack  
C      tip nodes ,but for very small crack tip elements these nodal loads can be 
C      approximately negligible.          
C=============================================================================== 
      IF(ICFLOAD.EQ.1 .AND. ICTETRAN.EQ.1) THEN  
C      Edit loads on the crack tip node of the C.W. crack face. 
       IF(NFACE.EQ.2 .OR. IFACE.EQ.1) THEN 
        QFI(2*NODEK1old-1) = CTQFI(1) 
        QFI(2*NODEK1old)   = CTQFI(2) 
        IBC(2*NODEK1old-1) = 0 
        IBC(2*NODEK1old)   = 0 
       ENDIF 
C      Edit loads on the crack tip node of the C.C.W. crack face. 
       IF(NFACE.EQ.2 .OR. IFACE.EQ.2) THEN 
        QFI(2*(NPOIN+2*NCTELE)-1) = CTQFI(3)  
        QFI(2*(NPOIN+2*NCTELE))   = CTQFI(4) 
        IBC(2*(NPOIN+2*NCTELE)-1) = 0 
        IBC(2*(NPOIN+2*NCTELE))   = 0 
       ENDIF 
      ENDIF 
C     Change old crack tip node B.C.s free only for C.W. crack face. 
      IF(ICFLOAD.NE.1 .AND. ICTETRAN.EQ.1  
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     *                .AND. (NFACE.EQ.2 .OR. IFACE.EQ.1)) THEN 
       QFI(2*NODEK1old-1) = 0._8 
       QFI(2*NODEK1old)   = 0._8 
       IBC(2*NODEK1old-1) = 0 
       IBC(2*NODEK1old)   = 0 
      ENDIF 
C     Set number of crack tip nodes and their corresponding nodal numbers. 
      IF(ICTETRAN.EQ.1) THEN  
      NCTN = 2*NCTELE + 1 
      ICTN(1) = NODEK1old 
      DO 250 IC = 2, NCTN 
      ICTN(IC) = NPOIN + IC - 1 
  250 CONTINUE 
      ELSE 
      NCTN = 1 
      ICTN(1) = NODEK1old 
      ENDIF 
C     Find the angle formed by X axis, old crack tip node and the 1st crack tip 
C     element boundary node. 
      DX = COORD(ICTEBN(1),1) - COORD(NODEK1old,1) 
      DY = COORD(ICTEBN(1),2) - COORD(NODEK1old,2) 
      CALL FTHETA(DX,DY,THETA0) 
C     Find angle of each crack tip element boundary node with respect to the 1st 
C     crack tip element boundary node one. 
      RTHETA(1) = 0._8 
      DO 260 I = 2, NCTEBN 
      DX = COORD(ICTEBN(I),1) - COORD(NODEK1old,1) 
      DY = COORD(ICTEBN(I),2) - COORD(NODEK1old,2) 
      CALL XYLOCAL(DX,DY,DXL,DYL,THETA0) 
      CALL FTHETA(DXL,DYL,THETA) 
      RTHETA(I) = THETA 
  260 CONTINUE 
C     Show crack tip element boundary nodes and their relative angles. 
      WRITE(*,320) 
  320 FORMAT(/,' CRACK TIP ELEMENT BOUNDARY NODES AND', 
     *         ' THEIR RELATIVE ANGLES') 
      WRITE(*,330) 
  330 FORMAT(4X,'NO.',4X,'NODE',8X,'RELATIVE ANGLE') 
      DO 340 I = 1, NCTEBN 
      WRITE(*,350) I, ICTEBN(I), RTHETA(I) 
  350 FORMAT(2X,I4,4X,I5,4X,E21.16) 
  340 CONTINUE       
C     Edit new number of nodes after crack tip element transformation. 
      IF(ICTETRAN.EQ.1) THEN 
       NPOIN = NPOIN+3*NCTELE 
       IF(NPOIN.GT.MXPOI) WRITE(*,10) NPOIN 
       IF(NPOIN.GT.MXPOI) STOP 
      ENDIF 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE CRACKFACE(NPOIN,MXPOI,COORD,NELEM,MXELE,INTMAT,NDOM, 
     *                     MXDOM,ROR,NODEK1old,MXCTE,MXCFNODE,IFACEN, 
     *                     IFACEE,NFACEN,NFACE,IFACE,INTMAT9,IETIP, 
     *                     NCTELE,ICTEBN,IOCTE,ICTETRAN,ICFLOAD,CANGLE, 
     *                     IDOMTY) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE SEARCHES CRACK FACE NODES AND ELEMENTS WITHIN EACH   
C     INTEGRATED DOMAIN AND CREATES CRACK TIP ELEMENT INDEX AND NEW NODAL  
C     CONNECTIVITY FOR MIXED 6 AND 9-NODE ELEMENT MESH. 
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION ROR(MXDOM,4),COORD(MXPOI,2)  
      INTEGER ICWCFN(MXCFNODE),ICCWCFN(MXCFNODE) 
      INTEGER IFACEN(2,MXCFNODE,MXDOM),NFACEN(2,MXDOM)  
      INTEGER IOCTE(MXCTE),IETIP(MXELE)  
      INTEGER ICWCFE((MXCFNODE-1)/2),ICCWCFE((MXCFNODE-1)/2) 
      INTEGER IFACEE(2,(MXCFNODE-1)/2,MXDOM) 
      INTEGER INTMAT(MXELE,6),INTMAT9(MXELE,9) 
      INTEGER ICTEBN(MXCTE*2+1) 
  
C     Search 1st and 2nd C.W. and C.C.W. crack face nodes which are middle and  
C     corner nodes respectively in 6-node element mesh. The clockwise and  
C     counter clockwise crack face is defined below. The C.W. and C.C.W. nodes 
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C     are the nodes on that corresponding face. 
C 
C 
C        *-*-* - * - * - * - * - * - * - * - * 
C        I  / \     / \     / \     / \     / 
C        * *   *   *   *   *   *   *   *   * 
C        I/  E  \ /  E  \ /  E  \ /  E  \ / 
C        * - * - * - * - * - * - * - * - *  <-- 2nd   C.W. crack face node   
C                                          \  E  
C                           C.W. crack face  *  <-- 1st   C.W. crack face node 
C                                              \ 
C             crack growth direction ---->       *  <-- crack tip node 
C                                              / 
C                         C.C.W. crack face  *  <-- 1st C.C.W. crack face node 
C                                          /  B 
C        * - * - * - * - * - * - * - * - *  <-- 2nd C.C.W. crack face node 
C        I\  B  / \  B  / \  B  / \  B  / \ 
C        * *   *   *   *   *   *   *   *   * 
C        I  \ /     \ /     \ /     \ /     \ 
C        *-*-* - * - * - * - * - * - * - * - * 
C 
C     Note:  E =   C.W. crack face elements  
C            B = C.C.W. crack face elements   
      
C     Set the crack tip node in 6-node element mesh as a center node of  
C     surrounding crack tip elements to find the other four nodes 
C     (1st and 2nd C.W. and C.C.W. crack face nodes) on the crack faces.  
      NODEC = NODEK1old 
      CALL CENTER(NODEC,NODEK1old,NELEM,MXELE,INTMAT,MXCTE,ICWELEM, 
     *            NODECW,MNODECW,ICCWELEM,NODECCW,MNODECCW,IOCTE,NEHCN) 
C     Set number of elements having this center node in common as number of  
C     crack tip elements.  
      NCTELE = NEHCN 
C     Store these corner and middle crack face nodes. 
        NODECW1ST =  MNODECW 
        NODECW2ND =   NODECW 
       IELEMCW1ST =  ICWELEM 
       NODECCW1ST = MNODECCW 
       NODECCW2ND =  NODECCW 
      IELEMCCW1ST = ICCWELEM 
C     In case of no information of what crack face the model has, Search it by 
C     using available information.     
      IF(NFACE.NE.2 .AND. ICFLOAD.NE.1) THEN 
       VX = COORD(NODECW2ND,1) - COORD(NODEK1old,1)  
       VY = COORD(NODECW2ND,2) - COORD(NODEK1old,2)  
       QX = DCOSD(CANGLE) 
       QY = DSIND(CANGLE) 
       DOT = VX*QX + VY*QY 
       IF(DOT.GT.0._8) THEN 
        IFACE = 2 
       ELSE 
        IFACE = 1 
       ENDIF 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Transform all 6-node triangular crack tip elements into 9-node collapsed 
C     rectangular elements and create crack tip element index, new nodal  
C     connectivity and number of nodes.  
C=============================================================================== 
      DO 90 IE = 1, NELEM 
      DO 90 IN = 1, 9 
      INTMAT9(IE,IN) = 0 
   90 CONTINUE 
C     Create new nodal connectivity for mixed 6-node and 9-node element mesh. 
      DO 100 IE = 1, NELEM 
      DO 100 IN = 1, 6 
      INTMAT9(IE,IN) = INTMAT(IE,IN) 
  100 CONTINUE 
C     Set all elements as 6-node elements through the crack tip element index. 
C     IETIP(IE) = 0, 6-node element. 
C     IETIP(IE) = 1, 9-node crack tip element. 
      DO 110 IE = 1, NELEM 
      IETIP(IE) = 0 
  110 CONTINUE 
      IF(ICTETRAN.EQ.1) THEN 
C     Add 2 new nodes in each old 6-node crack tip element and create new nodal 
C     connectivity for these crack tip elements, also find crack tip element  
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C     boundary nodes which are nodes on the outer ring of crack tip elements. 
C     *Note: IOCTE(I) are crack tip element's numbers ordered in C.W. direction  
C            where IOCTE(1) is the 1st crack tip element's number on the C.W. 
C            crack face.  
      DO 120 I = 1, NCTELE 
      IEM  = IOCTE(I) 
      NADD = NPOIN + (I-1)*2 
      DO 130 II = 1, 3 
      IF(INTMAT(IEM,II).EQ.NODEK1old) THEN 
       IF(I.EQ.1) THEN 
        INTMAT9(IEM,II) = NODEK1old 
C       Find the first crack tip element boundary node. 
        I1 = II + 2 
        IF(I1.GT.3) I1 = I1 - 3 
        ICTEBN(1) = INTMAT(IEM,I1) 
       ELSE 
        INTMAT9(IEM,II) = NADD 
       ENDIF 
C      Find next (middle) crack tip element boundary node. 
       I2 = II + 4 
       IF(II.EQ.3) I2 = 4 
       ICTEBN(I*2) = INTMAT(IEM,I2) 
C      Find next (corner) crack tip element boundary node. 
       I3 = II + 1 
       IF(II.EQ.3) I3 = 1 
       ICTEBN(I*2+1) = INTMAT(IEM,I3) 
C      Arrange new middle nodes of new nodal connectivity 
       INTMAT9(IEM,4+II) = NADD + 1 
       DO 140 III = 4+II+1, 8 
       INTMAT9(IEM,III) = INTMAT(IEM,III-2) 
  140  CONTINUE 
C      Arrange new corner nodes of new nodal connectivity 
       INTMAT9(IEM,1+II) = NADD + 2 
       DO 150 III = 1+II+1, 4, 1 
       INTMAT9(IEM,III) = INTMAT(IEM,III-1) 
  150  CONTINUE 
       GOTO 160 
      ELSE 
       INTMAT9(IEM,II)   = INTMAT(IEM,II) 
       INTMAT9(IEM,4+II) = INTMAT(IEM,3+II) 
      ENDIF       
  130 CONTINUE 
C     Set this element as crack tip element. 
  160 IETIP(IEM) = 1 
  120 CONTINUE 
C     Add a new node (9th node of 9-node quadrilateral crack tip element) on   
C     each crack tip element nodal connectivity.  
      DO 125 I = 1, NCTELE 
      INTMAT9(IOCTE(I),9) = NPOIN + 2*NCTELE + I 
  125 CONTINUE 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Find crack face nodes and elements in each integrated domain. 
C=============================================================================== 
      IF(ICFLOAD.EQ.1) THEN 
      DO 9000 IDOM = 1, NDOM 
C=============================================================================== 
C     In C.W. crack face. 
C=============================================================================== 
      IF( NFACE.EQ.2 .OR. IFACE.EQ.1 ) THEN 
C     Set 1st and 2nd node and 1st element of C.W. crack face. 
      NCWCFN = 2 
      ICWCFE(1) = IELEMCW1ST 
      ICWCFN(1) =  NODECW1ST 
      ICWCFN(2) =  NODECW2ND 
      DO 230 IH = 1, (MXCFNODE-1)/2-1 
      NODEC = ICWCFN(IH*2) 
      CALL CENTER(NODEC,NODEK1old,NELEM,MXELE,INTMAT,MXCTE,ICWELEM, 
     *            NODECW,MNODECW,ICCWELEM,NODECCW,MNODECCW,IOCTE,NEHCN) 
C 
      DCWX  = COORD(NODECW,1)-COORD(NODEK1old,1) 
      DCWY  = COORD(NODECW,2)-COORD(NODEK1old,2) 
      IF(IDOMTY.EQ.1) THEN  !Square domain. 
       ACWR = MAX(DABS(DCWX),DABS(DCWY))/ROR(IDOM,1) 
      ENDIF 
C 
      IF(IDOMTY.EQ.2) THEN  !Circular domain. 
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       ACWR = DSQRT(DCWX*DCWX+DCWY*DCWY)/ROR(IDOM,1) 
      ENDIF 
C 
      IF(IDOMTY.EQ.3) THEN  !Rectangular domain. 
       IF(DCWX.LE.0._8) THEN 
        IF(ROR(IDOM,1).GT.0._8) THEN 
         ACWX = -DCWX/ROR(IDOM,1) 
        ELSE 
         ACWX = -1._8  
        ENDIF 
       ELSE 
        IF(ROR(IDOM,3).GT.0._8) THEN 
         ACWX =  DCWX/ROR(IDOM,3) 
        ELSE 
         ACWX = -1._8  
        ENDIF 
       ENDIF 
C 
       IF(DCWY.LE.0._8) THEN 
        IF(ROR(IDOM,4).GT.0._8) THEN 
         ACWY = -DCWY/ROR(IDOM,4) 
        ELSE 
         ACWY = -1._8  
        ENDIF 
       ELSE 
        IF(ROR(IDOM,2).GT.0._8) THEN 
         ACWY =  DCWY/ROR(IDOM,2) 
        ELSE 
         ACWY = -1._8  
        ENDIF 
       ENDIF 
       ACWR = MAX(ACWX,ACWY)  
      ENDIF 
C     Protect round-off error when transforming FLOAT to EXPONENTIAL number. 
      IF(ACWR.LE.1.000000000010000_8) THEN 
      ICWCFN(IH*2+1) = MNODECW 
      ICWCFN(IH*2+2) =  NODECW 
      ICWCFE(IH+1)   = ICWELEM 
      NCWCFN = NCWCFN + 2 
      IF(DABS(ACWR-1._8).LE.1.E-12) GOTO 235 
      ELSE 
      GOTO 235 
      ENDIF 
  230 CONTINUE 
      WRITE(*,*)'PLEASE INCREASE PARAMETER MXCFNODE' 
      STOP 
  235 CONTINUE 
C     Arrange C.W. crack face nodes and elements according to crack face  
C     expression of J-integral. 
      IFACEN(1,NCWCFN+1,IDOM) = NODEK1old 
      DO 250 I = 1, NCWCFN 
      IFACEN(1,I,IDOM) = ICWCFN(NCWCFN+1-I) 
  250 CONTINUE 
      DO 255 I = 1, NCWCFN/2 
      IFACEE(1,I,IDOM) = ICWCFE(NCWCFN/2+1-I) 
  255 CONTINUE 
      NFACEN(1,IDOM) = NCWCFN + 1      
C     End C.W. crack face. 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     In C.C.W. crack face. 
C=============================================================================== 
      IF( NFACE.EQ.2 .OR. IFACE.EQ.2 ) THEN 
C     Set 1st and 2nd node and 1st element of C.C.W. crack face. 
      NCCWCFN = 2 
      ICCWCFE(1) = IELEMCCW1ST 
      ICCWCFN(1) =  NODECCW1ST 
      ICCWCFN(2) =  NODECCW2ND 
      DO 240  IH = 1, (MXCFNODE-1)/2-1 
      NODEC = ICCWCFN(IH*2) 
      CALL CENTER(NODEC,NODEK1old,NELEM,MXELE,INTMAT,MXCTE,ICWELEM, 
     *            NODECW,MNODECW,ICCWELEM,NODECCW,MNODECCW,IOCTE,NEHCN) 
C 
      DCCWX  = COORD(NODECCW,1)-COORD(NODEK1old,1) 
      DCCWY  = COORD(NODECCW,2)-COORD(NODEK1old,2) 
      IF(IDOMTY.EQ.1) THEN  !Square domain. 
       ACCWR = MAX(DABS(DCCWX),DABS(DCCWY))/ROR(IDOM,1) 
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      ENDIF 
C 
      IF(IDOMTY.EQ.2) THEN  !Circular domain. 
       ACCWR = DSQRT(DCCWX*DCCWX+DCCWY*DCCWY)/ROR(IDOM,1) 
      ENDIF 
C 
      IF(IDOMTY.EQ.3) THEN  !Rectangular domain. 
       IF(DCCWX.LE.0._8) THEN 
        IF(ROR(IDOM,1).GT.0._8) THEN 
         ACCWX = -DCCWX/ROR(IDOM,1) 
        ELSE 
         ACCWX = -1._8  
        ENDIF 
       ELSE 
        IF(ROR(IDOM,3).GT.0._8) THEN 
         ACCWX =  DCCWX/ROR(IDOM,3) 
        ELSE 
         ACCWX = -1._8  
        ENDIF 
       ENDIF 
C 
       IF(DCCWY.LE.0._8) THEN 
        IF(ROR(IDOM,4).GT.0._8) THEN 
         ACCWY = -DCCWY/ROR(IDOM,4) 
        ELSE 
         ACCWY = -1._8  
        ENDIF 
       ELSE 
        IF(ROR(IDOM,2).GT.0._8) THEN 
         ACCWY =  DCCWY/ROR(IDOM,2) 
        ELSE 
         ACCWY = -1._8  
        ENDIF 
       ENDIF 
       ACCWR = MAX(ACCWX,ACCWY)  
      ENDIF 
C     Protect round-off error when transforming FLOAT to EXPONENTIAL number. 
      IF(ACCWR.LE.1.000000000010000_8) THEN 
      ICCWCFN(IH*2+1) = MNODECCW 
      ICCWCFN(IH*2+2) =  NODECCW 
      ICCWCFE(IH+1)   = ICCWELEM 
      NCCWCFN = NCCWCFN + 2 
      IF(DABS(ACCWR-1._8).LE.1.E-12) GOTO 245 
      ELSE 
      GOTO 245 
      ENDIF 
  240 CONTINUE 
      WRITE(*,*)'PLEASE INCREASE PARAMETER MXCFNODE' 
      STOP 
  245 CONTINUE 
C     Arrange C.C.W. crack face nodes and elements according to crack face  
C     expression of J-integral. 
      IF(ICTETRAN.EQ.1) THEN 
      IFACEN(2,1,IDOM) = NPOIN + 2*NCTELE 
      ELSE 
      IFACEN(2,1,IDOM) = NODEK1old 
      ENDIF 
      DO 280 I = 1, NCCWCFN 
      IFACEN(2,I+1,IDOM) = ICCWCFN(I) 
  280 CONTINUE 
      DO 285 I = 1, NCCWCFN/2 
      IFACEE(2,I,IDOM) = ICCWCFE(I) 
  285 CONTINUE 
      NFACEN(2,IDOM) = NCCWCFN + 1      
C     End C.C.W. crack face. 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Check whether number of crack face nodes in each integrated domain exceeds 
C     its maximum. 
C=============================================================================== 
      DO 300 ICFACE = 1, NFACE 
      IF(NFACE.EQ.2) IFACE = ICFACE 
      IF(NFACEN(IFACE,IDOM).GT.MXCFNODE) WRITE(*,310) NFACEN(IFACE,IDOM) 
  310 FORMAT(/,'PLEASE INCREASE PARAMETER MXCFNODE TO',I4) 
      IF(NFACEN(IFACE,IDOM).GT.MXCFNODE) STOP 
  300 CONTINUE 
C=============================================================================== 
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C     Show results on screen. 
C=============================================================================== 
      WRITE(*,*)  
      WRITE(*,1003) IDOM 
 1003 FORMAT(' [INTEGRATED DOMAIN NUMBER ',I3,']') 
      IF(NFACE.EQ.2) THEN    !The crack has two faces. 
C      Show   C.W. crack face nodes on an integrated domain. 
       WRITE(*,1004) NFACEN(1,IDOM) 
 1004  FORMAT('   C.W. FACE HAS',I3,' NODES WHICH ARE') 
       WRITE(*,*) (IFACEN(1,I,IDOM),I=1,NFACEN(1,IDOM)) 
C      Show   C.W. crack face elements on an integrated domain. 
       WRITE(*,1020) (NFACEN(1,IDOM)-1)/2 
 1020  FORMAT('   C.W. FACE HAS',I3,' ELEMENTS WHICH ARE') 
       WRITE(*,*) (IFACEE(1,I,IDOM),I=1,(NFACEN(1,IDOM)-1)/2) 
C      Show C.C.W. crack face nodes on an integrated domain. 
       WRITE(*,1005) NFACEN(2,IDOM)  
 1005  FORMAT(' C.C.W. FACE HAS',I3,' NODES WHICH ARE') 
       WRITE(*,*) (IFACEN(2,I,IDOM),I=1,NFACEN(2,IDOM)) 
C      Show C.C.W. crack face elements on an integrated domain. 
       WRITE(*,1030) (NFACEN(2,IDOM)-1)/2 
 1030  FORMAT(' C.C.W. FACE HAS',I3,' ELEMENTS WHICH ARE') 
       WRITE(*,*) (IFACEE(2,I,IDOM),I=1,(NFACEN(2,IDOM)-1)/2) 
      ELSE    !The crack has only one face. 
       IF(IFACE.EQ.1) THEN   !The crack has only   C.W. face. 
        WRITE(*,1004) NFACEN(1,IDOM) 
        WRITE(*,*) (IFACEN(1,I,IDOM),I=1,NFACEN(1,IDOM)) 
        WRITE(*,1020) (NFACEN(1,IDOM)-1)/2 
        WRITE(*,*) (IFACEE(1,I,IDOM),I=1,(NFACEN(1,IDOM)-1)/2) 
       ELSE                  !The crack has only C.C.W. face. 
        WRITE(*,1005) NFACEN(2,IDOM)  
        WRITE(*,*) (IFACEN(2,I,IDOM),I=1,NFACEN(2,IDOM)) 
        WRITE(*,1030) (NFACEN(2,IDOM)-1)/2 
        WRITE(*,*) (IFACEE(2,I,IDOM),I=1,(NFACEN(2,IDOM)-1)/2) 
       ENDIF       
      ENDIF       
C     End an integrated domain. 
 9000 CONTINUE 
      ENDIF 
C  
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE CENTER(NODEC,NODEK1old,NELEM,MXELE,INTMAT,MXCTE, 
     *                  ICWELEM,NODECW,MNODECW,ICCWELEM,NODECCW, 
     *                  MNODECCW,IOCTE,NEHCN) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE FINDS CRACK FACE NODES NEXT TO A SPECIFIC KNOWN CRACK FACE 
C     NODE CALLED THE CENTER NODE AND CRACK FACE ELEMENTS CONTAINING THESE  
C     NODES. IF A SPECIFIC KNOWN CRACK FACE NODE IS THE OLD CRACK TIP NODE, THE 
C     SUBROUTINE ALSO FINDS CRACK TIP ELEMENTS ORDERED IN CLOCKWISE DIRECTION. 
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      INTEGER INTMAT(MXELE,6), IOCTE(MXCTE) 
      INTEGER IEHCN(MXCTE), ICPOS(MXCTE) 
      INTEGER ICWPOS(MXCTE) , ICWMPOS(MXCTE) 
      INTEGER ICCWPOS(MXCTE), ICCWMPOS(MXCTE) 
      INTEGER NCWNI(MXCTE), ICWEI(MXCTE)  
      INTEGER NCCWNI(MXCTE), ICCWEI(MXCTE) 
 
C     Number of elements having a center node in common. 
      NEHCN = 0    
C     Find all elements having this center node in common. 
C     Find C.W. and C.C.W. position of corner and middle nodes in INTMAT 
      DO 10 IE  = 1, NELEM 
      DO 20 ICN = 1, 3   !Loop over corner nodes. 
C     NODEC is the center node. 
      IF(INTMAT(IE,ICN).EQ.NODEC) THEN 
      NEHCN = NEHCN + 1 
C     IEHCN(I)    is the element having this center node. 
      IEHCN(NEHCN) = IE 
C     ICPOS(I)    is the position in INTMAT of this center node. 
      ICPOS(NEHCN) = ICN 
C     ICCWPOS(I)  is the position in INTMAT of the corner node next to this  
C     center node in C.C.W. direction.  
      ICCWPOS(NEHCN)  = ICN + 1 
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      IF(ICCWPOS(NEHCN).GT.3) ICCWPOS(NEHCN) = 1 
C     ICWPOS(I)   is the position in INTMAT of the corner node next to this   
C     center node in   C.W. direction.  
      ICWPOS(NEHCN)   = ICN - 1 
      IF(ICWPOS(NEHCN).LT.1)  ICWPOS(NEHCN)  = 3 
C     ICCWMPOS(I) is the position in INTMAT of the middle node next to this  
C     center node in C.C.W. direction.  
      ICCWMPOS(NEHCN) = ICN + 3 
C     ICWMPOS(I)  is the position in INTMAT of the middle node next to this  
C     center node in   C.W. direction.  
      ICWMPOS(NEHCN)  = ICN + 2 
      IF(ICWMPOS(NEHCN).LT.4) ICWMPOS(NEHCN) = 6 
      GOTO 10 
      ENDIF 
   20 CONTINUE 
   10 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Find intersection between each element that has this center node. 
C=============================================================================== 
      DO 40 IE = 1, NEHCN 
C     NCWNI(I)  is number of   C.W. corner node intersections of IEHCN(I) element  
C     with elements that have this center node in common. 
      NCWNI(IE)  = 0 
C     ICWEI(I)  is the element that intersects above   C.W. corner node. 
      ICWEI(IE)  = 0  
C     NCCWNI(I) is number of C.C.W. corner node intersections of IEHCN(I) element 
C     with elements that have this center node in common. 
      NCCWNI(IE) = 0         
C     ICCWEI(I) is the element that intersects above C.C.W. corner node. 
      ICCWEI(IE) = 0  
      DO 50  ICHECK = 1, NEHCN 
      IF(INTMAT(IEHCN(IE),ICWPOS(IE)).EQ.  
     *   INTMAT(IEHCN(ICHECK),ICCWPOS(ICHECK))) THEN 
      NCWNI(IE) = NCWNI(IE) + 1 
      ICWEI(IE) = IEHCN(ICHECK)  
      GOTO 50 
      ENDIF 
      IF(INTMAT(IEHCN(IE),ICCWPOS(IE)).EQ.  
     *   INTMAT(IEHCN(ICHECK),ICWPOS(ICHECK))) THEN 
      NCCWNI(IE) = NCCWNI(IE) + 1 
      ICCWEI(IE) = IEHCN(ICHECK)  
      GOTO 50 
      ENDIF 
   50 CONTINUE 
   40 CONTINUE  
C=============================================================================== 
C     Find C.W. and C.C.W. crack face elements and nodes. 
C=============================================================================== 
      DO 60 IE = 1, NEHCN 
      IF(NCWNI(IE).EQ.0) THEN !No intersection, so this is the edge element.  
C     ICWELEM is the C.W. edge element. 
      ICWELEM = IEHCN(IE) 
       IF(NODEC.EQ.NODEK1old) THEN 
C      IOCTE(I) is the crack tip elements ordered in C.W. direction.  
       IOCTE(1) = IEHCN(IE) 
       IOCTE(2) = ICCWEI(IE) 
       ENDIF 
C     MNODECW is the middle node of the above C.W. edge element. 
      MNODECW = INTMAT(IEHCN(IE),ICWMPOS(IE)) 
C     NODECW  is the corner node of the above C.W. edge element. 
      NODECW  = INTMAT(IEHCN(IE),ICWPOS(IE)) 
      ENDIF          
      IF(NCCWNI(IE).EQ.0) THEN !No intersection, so this is the edge element. 
C     ICCWELEM is the C.C.W. edge element. 
      ICCWELEM = IEHCN(IE) 
C     MNODECCW is the middle node of the above C.C.W. edge element. 
      MNODECCW = INTMAT(IEHCN(IE),ICCWMPOS(IE)) 
C     NODECCW  is the corner node of the above C.C.W. edge element. 
      NODECCW  = INTMAT(IEHCN(IE),ICCWPOS(IE)) 
      ENDIF 
   60 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Arrange remaining crack tip elements in clockwise order.  
C=============================================================================== 
      IF(NODEC.EQ.NODEK1old) THEN 
      DO 70 IB = 3, NEHCN 
      DO 80 IC = 1, NEHCN 
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       IF(IOCTE(IB-1).EQ.IEHCN(IC)) THEN 
       IOCTE(IB) = ICCWEI(IC) 
       GOTO 70 
       ENDIF 
   80 CONTINUE 
   70 CONTINUE 
      ENDIF 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE FTHETA(DX,DY,THETA) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE COMPUTES THE ANGLE IN (0.- 359.9999...) DEGREES OF A POINT  
C     WITH RESPECT TO ANY CARTESIAN COORDINATE SYSTEM. 
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
C 
      AL = DSQRT(DX*DX+DY*DY) 
      THETA = DASIND(DY/AL) 
C     2nd Quadrant. 
      IF(THETA.GE.0._8 .AND. DX.LE.0._8) THETA = 180._8 - THETA 
      IF(THETA.LT.0._8) THEN  
C      3rd Quadrant. 
       IF(DX.LE.0._8) THETA = 180._8 - THETA 
C      4th Quadrant. 
       IF(DX.GT.0._8) THETA = 360._8 + THETA 
      ENDIF 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE XYLOCAL(DX,DY,DXL,DYL,THETA0) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE COMPUTES X'-Y' COORDINATE DIFFERENCES OF A POINT. THE   
C     X'-Y' CARTESIAN COORDINATE SYSTEM HAS X' AND Y' AXIS MAKING AN ANGLE OF  
C     THETA0 AND THETA0-90 DEGREES WITH RESPECT TO X AND Y AXIS RESPECTIVELY.  
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
C 
      DXL = DX*DCOSD(THETA0) + DY*DSIND(THETA0)  
      DYL = DX*DSIND(THETA0) - DY*DCOSD(THETA0)  
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE LST(NPOIN,MXPOI,NELEM,MXELE,INC,MXSTATE,IPLANE, 
     *               NDF,PI,IMOD,INTMAT9,IETIP,COORD,PT,TEMP,BDf, 
     *               STSM,DFITHER,DFIBODY,FIMECH,FITHER,FIBODY, 
     *               PROP,IREDSEL,IEMAT,MXMAT,IRTemp,IRBody) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE COMPUTES TANGENT STIFFNESS MATRIX, INTERNAL, THERMAL AND 
C     BODY FORCE VECTORS ,AND INCREMENTAL THERMAL AND BODY FORCE VECTORS.   
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION PROP(MXMAT,7) 
      DIMENSION COORD(MXPOI,2) 
      DIMENSION PT(MXPOI*2) 
      DIMENSION TEMP(MXPOI,MXSTATE) 
      DIMENSION BDf(MXPOI*2,MXSTATE) 
      DIMENSION STSM(MXPOI*2,MXPOI*2),SKM(MXPOI*2,MXPOI*2) 
      DIMENSION FIMECH(MXPOI*2),FITHER(MXPOI*2),DFITHER(MXPOI*2) 
      DIMENSION FIBODY(MXPOI*2),DFIBODY(MXPOI*2) 
      INTEGER INTMAT9(MXELE,9),IETIP(MXELE),IEMAT(MXELE) 
 
C     Set number of equations. 
      NEQ = NPOIN*NDF 
C=============================================================================== 
C     Compute matrices with lower number of Gauss's points. 
C=============================================================================== 
      CALL VOLUMETRIC(NPOIN,MXPOI,NELEM,MXELE,INC,MXSTATE,IPLANE, 
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     *                NDF,PI,IMOD,INTMAT9,IETIP,COORD,PT,TEMP, 
     *                STSM,DFITHER,FITHER,PROP,IREDSEL,IEMAT, 
     *                MXMAT,IRTemp,SKM) 
C=============================================================================== 
C     Compute matrices with higher number of Gauss's points. 
C=============================================================================== 
      CALL DEVIATORIC(NPOIN,MXPOI,NELEM,MXELE,INC,MXSTATE,IPLANE, 
     *                NDF,PI,IMOD,INTMAT9,IETIP,COORD,PT,TEMP, 
     *                BDf,STSM,DFITHER,DFIBODY,FITHER,FIBODY, 
     *                PROP,IEMAT,MXMAT,IRTemp,IRBody,SKM) 
C     Compute mechanical force vector. 
      IF(IMOD.NE.2) THEN 
      DO 380 I  = 1, NEQ 
      FIMECH(I) = 0._8 
      DO 380 J  = 1, NEQ          
      FIMECH(I) = FIMECH(I) + SKM(I,J)*PT(J) 
  380 CONTINUE 
      ENDIF 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE VOLUMETRIC(NPOIN,MXPOI,NELEM,MXELE,INC,MXSTATE,IPLANE, 
     *                      NDF,PI,IMOD,INTMAT9,IETIP,COORD,PT,TEMP, 
     *                      STSMv,DFIvolT,FIvolT,PROP,IREDSEL,IEMAT, 
     *                      MXMAT,IRTemp,SKMv) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE COMPUTES MATRICES AND VECTORS CORRESPONDING TO VOLUMETRIC  
C     STRESS VECTORS BY USING LOWER NUMBER OF GAUSS'S POINTS.   
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION COORD(MXPOI,2) 
      DIMENSION X(9),Y(9),XG(9),YG(9),WG(9) 
      DIMENSION BMAT(4,9*2),DNDA(9),DNDB(9),AJ(2,2),AJI(2,2) 
      DIMENSION PT(MXPOI*2),EDISP(9*2) 
      DIMENSION EMAT(4,4),DMAT(4,4),CVEC(4),AVEC(4) 
      DIMENSION STSMv(MXPOI*2,MXPOI*2),ETSMv(9*2,9*2) 
      DIMENSION SKMv(MXPOI*2,MXPOI*2),EKMv(9*2,9*2) 
      DIMENSION EKBG(9*2,9*2) 
      DIMENSION STRAIN(4),THETA(4) 
      DIMENSION TEMP(MXPOI,MXSTATE),ETEMP(9),DETEMP(9) 
      DIMENSION FIvolT(MXPOI*2),DFIvolT(MXPOI*2) 
      DIMENSION EFIvolT(9*2),DEFIvolT(9*2) 
      DIMENSION PROP(MXMAT,7) 
      INTEGER INTMAT9(MXELE,9),IETIP(MXELE),IEMAT(MXELE) 
 
C     Number of equations. 
      NEQ = NPOIN*NDF 
C     Set element matrix dimensions for analyzed problem. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      NDIM = 4  !Axisymmetric case. 
      ELSE 
      NDIM = 3  !Plane stress or plane strain case. 
      ENDIF 
C     Set consistent analysis state. 
C     IMOD = 1 ,compute load vectors. 
C          = 2 ,compute tangent stiffness matrix and incremental load vectors. 
C          = 3 ,compute both load vectors and tangent stiffness matrix. 
      IF(IMOD.EQ.2) IPOS = INC      !Incremental part. 
      IF(IMOD.NE.2) IPOS = INC + 1  !Iterative part. 
C     Set initial system tangent stiffness matrix to zero. 
      IF(IMOD.NE.1) THEN 
      DO 299  I  = 1, NEQ       
      DO 299  J  = 1, NEQ 
      STSMv(I,J) = 0._8 
  299 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Set initial system stiffness matrix to zero. 
      IF(IMOD.NE.2) THEN     
      DO 298 I  = 1, NEQ      
      DO 298 J  = 1, NEQ 
      SKMv(I,J) = 0._8 
  298 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Set initial system load vectors to zero. 
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      IF(IMOD.EQ.2) THEN 
      DO 297  I  = 1, NEQ 
      DFIvolT(I) = 0._8   !Incremental thermal force vector.    
  297 CONTINUE 
      ELSE 
      DO 296 I  = 1, NEQ 
      FIvolT(I) = 0._8    !Thermal force vector. 
  296 CONTINUE 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Loop over all elements. 
C=============================================================================== 
      DO 5000 IE = 1, NELEM 
C     Read material properties of each element. 
      ELAS   = PROP(IEMAT(IE),1) 
      PR     = PROP(IEMAT(IE),2) 
      YSTRSS = PROP(IEMAT(IE),3) 
      AHARD  = PROP(IEMAT(IE),4) 
      ALPHA  = PROP(IEMAT(IE),5) 
      COTHR  = PROP(IEMAT(IE),6) 
      IF(IPLANE.NE.3) THICK = PROP(IEMAT(IE),7) 
C     9-node rectangular crack tip element. 
      IF(IETIP(IE).EQ.1) THEN   
      NN   =  9         !Number of nodes. 
      NDOF =  NDF*NN    !Number of element degrees of freedom. 
C      Set number of Gauss's points, its coordinates and weights. 
       IF(IREDSEL.NE.1) THEN 
       NG    =  9 
       XG(1) = -DSQRT(3._8)/DSQRT(5._8) 
       XG(2) =  XG(1) 
       XG(3) =  XG(1) 
       XG(4) =  0._8 
       XG(5) =  XG(4) 
       XG(6) =  XG(4) 
       XG(7) = -XG(1)         
       XG(8) =  XG(7) 
       XG(9) =  XG(7) 
C 
       YG(1) =  XG(1) 
       YG(2) =  XG(4) 
       YG(3) =  XG(7) 
       YG(4) =  XG(1) 
       YG(5) =  XG(4) 
       YG(6) =  XG(7) 
       YG(7) =  XG(1) 
       YG(8) =  XG(4) 
       YG(9) =  XG(7) 
C 
       WG(1) =  25._8/81._8 
       WG(2) =  40._8/81._8 
       WG(3) =  WG(1) 
       WG(4) =  WG(2) 
       WG(5) =  64._8/81._8 
       WG(6) =  WG(2) 
       WG(7) =  WG(1) 
       WG(8) =  WG(2) 
       WG(9) =  WG(1)       
       ELSE 
       NG    =  4 
       XG(1) = -1._8/DSQRT(3._8) 
       XG(2) = -1._8/DSQRT(3._8) 
       XG(3) =  1._8/DSQRT(3._8) 
       XG(4) =  1._8/DSQRT(3._8) 
C 
       YG(1) = -1._8/DSQRT(3._8) 
       YG(2) =  1._8/DSQRT(3._8) 
       YG(3) = -1._8/DSQRT(3._8) 
       YG(4) =  1._8/DSQRT(3._8) 
C 
       WG(1) =  1._8 
       WG(2) =  1._8 
       WG(3) =  1._8 
       WG(4) =  1._8 
       ENDIF 
C     6-node triangular element. 
      ELSE 
      NN   =  6         !Number of nodes. 
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      NDOF =  NDF*NN    !Number of element degrees of freedom. 
C      Set number of Gauss's points, its coordinates and weights. 
       IF(IREDSEL.NE.1) THEN 
       NG    =  7 
       XG(1) =  1._8/3._8 
       XG(2) =  0.101286507323456_8 
       XG(3) =  0.797426985353087_8 
       XG(4) =  XG(2) 
       XG(5) =  0.470142064105115_8 
       XG(6) =  0.059715871789770_8 
       XG(7) =  XG(5) 
C 
       YG(1) =  XG(1) 
       YG(2) =  XG(2) 
       YG(3) =  XG(2) 
       YG(4) =  XG(3) 
       YG(5) =  XG(5) 
       YG(6) =  XG(5) 
       YG(7) =  XG(6) 
C 
       WG(1) =  0.225_8 
       WG(2) =  0.125939180544827_8 
       WG(3) =  WG(2) 
       WG(4) =  WG(2) 
       WG(5) =  0.132394152788506_8 
       WG(6) =  WG(5) 
       WG(7) =  WG(5) 
C 
       WG(1) =  WG(1)/2._8 
       WG(2) =  WG(2)/2._8 
       WG(3) =  WG(3)/2._8 
       WG(4) =  WG(4)/2._8 
       WG(5) =  WG(5)/2._8 
       WG(6) =  WG(6)/2._8 
       WG(7) =  WG(7)/2._8 
       ELSE 
       NG    =  3 
       XG(1) =  1._8/6._8 
       XG(2) =  2._8/3._8 
       XG(3) =  1._8/6._8 
C 
       YG(1) =  1._8/6._8 
       YG(2) =  1._8/6._8 
       YG(3) =  2._8/3._8 
C 
       WG(1) =  1._8/3._8 
       WG(2) =  1._8/3._8 
       WG(3) =  1._8/3._8 
C 
       WG(1) =  WG(1)/2._8 
       WG(2) =  WG(2)/2._8 
       WG(3) =  WG(3)/2._8 
       ENDIF 
      ENDIF 
C     Create elemant nodal displacement and temperature vector. 
      DO 100 I = 1, NN    
      II           = INTMAT9(IE,I) 
      X(I)         = COORD(II,1) 
      Y(I)         = COORD(II,2) 
      ETEMP(I)     = TEMP(II,IPOS) 
      DETEMP(I)    = TEMP(II,INC+1) - TEMP(II,INC)   
      EDISP(2*I-1) = PT(2*II-1) 
      EDISP(2*I)   = PT(2*II) 
  100 CONTINUE 
C     Set initial element tangent stiffness matrix to zero. 
      IF(IMOD.NE.1) THEN       
      DO 300  I  = 1, NDOF     
      DO 300  J  = 1, NDOF 
      ETSMv(I,J) = 0._8 
  300 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Set initial element stiffness matrix to zero. 
      IF(IMOD.NE.2) THEN 
      DO 301 I  = 1, NDOF    
      DO 301 J  = 1, NDOF 
      EKMv(I,J) = 0._8 
  301 CONTINUE 
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      ENDIF 
C     Set initial element thermal load vector to zero.      
      IF(IMOD.NE.2 .AND. IRTemp.NE.0) THEN 
      DO 303  I  = 1, NDOF 
      EFIvolT(I) = 0._8 
  303 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Set initial element incremental thermal load vector to zero.      
      IF(IMOD.EQ.2 .AND. IRTemp.NE.0) THEN 
      DO 304   I  = 1, NDOF       
      DEFIvolT(I) = 0._8 
  304 CONTINUE 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Loop over each Gauss's point on an element. 
C=============================================================================== 
      DO 336 K = 1, NG 
C     Compute strain-displacement matrix.           
      A = XG(K) 
      B = YG(K) 
      CALL BJ9(X,Y,A,B,BMAT,EKBG,AJ,AJI,DETJAC,DNDA,DNDB, 
     *         NN,NDF,IPLANE) 
C     Compute temperature and temperature increment at a Gauss's point.   
      IF(IRTemp.NE.0) THEN 
       CALL GVALUE(A,B,ETEMP,T,NN) 
       CALL GVALUE(A,B,DETEMP,DT,NN) 
      ELSE 
       T  = 0._8 
       DT = 0._8 
      ENDIF 
C     Compute radius from the axis of rotation of a Gauss's point.  
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      CALL GVALUE(A,B,X,R,NN) 
      ENDIF 
C     Set initial strain vector to zero. 
      DO 331 I  = 1, NDIM 
      STRAIN(I) = 0._8 
  331 CONTINUE 
C     Compute strain vector. 
      DO 332 I  = 1, NDIM 
      DO 332 J  = 1, NDOF 
      STRAIN(I) = STRAIN(I) + BMAT(I,J)*EDISP(J) 
  332 CONTINUE 
C     Set coefficient of thermal expansion vector. 
      IF(IPLANE.EQ.1) THEN  !Plane stress case. 
      THETA(1) = COTHR  
      THETA(2) = COTHR 
      THETA(3) = 0._8 
      ENDIF 
      IF(IPLANE.EQ.2) THEN  !Plane strain case. 
      THETA(1) = 1.5_8*COTHR  
      THETA(2) = 1.5_8*COTHR 
      THETA(3) = 0.0_8 
      ENDIF 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN  !Axisymmetric case. 
      THETA(1) = COTHR  
      THETA(2) = COTHR 
      THETA(3) = 0._8 
      THETA(4) = COTHR 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Find effective stress. 
C=============================================================================== 
      CALL FINDSTRSS(EFSTRSS,STRAIN,YSTRSS,AHARD,ALPHA,PR, 
     *               ELAS,AMOD,EFRATIO,IPLANE,T,COTHR,BETA)  
C=============================================================================== 
C     Plane stress case. 
C=============================================================================== 
C     {STRESSvol} = [EMAT]{ STRAIN-STRAIN0 } 
C 
C                                                [  1.  1.  0. ] 
C     [EMAT] = BETA*ELAS/(1.-2.*PR)/(1.+2.*BETA)*[  1.  1.  0. ] 
C                                                [  0.  0.  0. ] 
C 
C     BETA = 2./3.*(1.-2.*PR)*EFRATIO/ELAS 
C 
C     EFRATIO = EFSTRSS/EFSTRAN 
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C=============================================================================== 
      IF(IPLANE.EQ.1) THEN 
      EMAT(1,1) =  BETA*ELAS/(1._8-2._8*PR)/(1._8+2._8*BETA)  
      EMAT(1,2) =  EMAT(1,1) 
      EMAT(1,3) =  0._8 
      EMAT(2,1) =  EMAT(1,1) 
      EMAT(2,2) =  EMAT(1,1) 
      EMAT(2,3) =  0._8 
      EMAT(3,1) =  0._8 
      EMAT(3,2) =  0._8 
      EMAT(3,3) =  0._8 
C 
      DMAT(1,1) =  0.5_8  
      DMAT(1,2) =  DMAT(1,1) 
      DMAT(1,3) =  0._8 
      DMAT(2,1) =  DMAT(1,1) 
      DMAT(2,2) =  DMAT(1,1) 
      DMAT(2,3) =  0._8 
      DMAT(3,1) =  0._8 
      DMAT(3,2) =  0._8 
      DMAT(3,3) =  0._8 
C 
      CVEC(1) = ( 1.00_8+BETA+BETA*BETA )*STRAIN(1) + 
     *          ( 0.50_8-BETA-BETA*BETA )*STRAIN(2) - 1.5_8*COTHR*T 
      CVEC(2) = ( 0.50_8-BETA-BETA*BETA )*STRAIN(1) + 
     *          ( 1.00_8+BETA+BETA*BETA )*STRAIN(2) - 1.5_8*COTHR*T           
      CVEC(3) = ( 0.25_8+BETA+BETA*BETA )*STRAIN(3)  
C 
      AVEC(1) = ( STRAIN(1)+STRAIN(2) )*0.5_8 - COTHR*T 
      AVEC(2) = AVEC(1) 
      AVEC(3) = 0._8  
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Plane strain case. 
C=============================================================================== 
C     {STRESSvol} = [EMAT]{ STRAIN-STRAIN0 } 
C 
C                                   [  1.  1.  0. ] 
C     [EMAT] = ELAS/(3.*(1.-2.*PR))*[  1.  1.  0. ] 
C                                   [  0.  0.  0. ] 
C=============================================================================== 
      IF(IPLANE.EQ.2) THEN 
      EMAT(1,1) = ELAS/( 3._8*(1._8-2._8*PR) )  
      EMAT(1,2) = EMAT(1,1) 
      EMAT(1,3) = 0._8 
      EMAT(2,1) = EMAT(1,1) 
      EMAT(2,2) = EMAT(1,1) 
      EMAT(2,3) = 0._8 
      EMAT(3,1) = 0._8 
      EMAT(3,2) = 0._8 
      EMAT(3,3) = 0._8 
C 
      CVEC(1) = 2.0_8*STRAIN(1) - STRAIN(2) 
      CVEC(2) = 2.0_8*STRAIN(2) - STRAIN(1) 
      CVEC(3) = 1.5_8*STRAIN(3) 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Axisymmetric case. 
C=============================================================================== 
C     {STRESSvol} = [EMAT]{ STRAIN-STRAIN0 } 
C 
C                                   [  1.  1.  0.  1. ] 
C     [EMAT] = ELAS/(3.*(1.-2.*PR))*[  1.  1.  0.  1. ] 
C                                   [  0.  0.  0.  0. ] 
C                                   [  1.  1.  0.  1. ] 
C=============================================================================== 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      EMAT(1,1) = ELAS/( 3._8*(1._8-2._8*PR) )  
      EMAT(1,2) = EMAT(1,1) 
      EMAT(1,3) = 0._8 
      EMAT(1,4) = EMAT(1,1) 
      EMAT(2,1) = EMAT(1,1) 
      EMAT(2,2) = EMAT(1,1) 
      EMAT(2,3) = 0._8 
      EMAT(2,4) = EMAT(1,1) 
      EMAT(3,1) = 0._8 
      EMAT(3,2) = 0._8 
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      EMAT(3,3) = 0._8 
      EMAT(3,4) = 0._8 
      EMAT(4,1) = EMAT(1,1) 
      EMAT(4,2) = EMAT(1,1) 
      EMAT(4,3) = 0._8 
      EMAT(4,4) = EMAT(1,1) 
C 
      CVEC(1) = 2.0_8*STRAIN(1) - STRAIN(2) - STRAIN(4) 
      CVEC(2) = 2.0_8*STRAIN(2) - STRAIN(4) - STRAIN(1) 
      CVEC(3) = 1.5_8*STRAIN(3) 
      CVEC(4) = 2.0_8*STRAIN(4) - STRAIN(1) - STRAIN(2) 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Compute element tangent stiffness matrix.      
C=============================================================================== 
      IF(IMOD.NE.1) THEN 
      DO 330 I = 1, NDOF 
      DO 330 J = 1, NDOF 
      DO 330 L = 1, NDIM 
      DO 330 M = 1, NDIM 
C     Plane stress case. 
      IF(IPLANE.EQ.1) THEN 
      BELOW1 = STRAIN(1)*STRAIN(1) + 2._8*STRAIN(1)*STRAIN(2) + 
     *         STRAIN(2)*STRAIN(2) -  
     *         4._8*COTHR*T*( STRAIN(1)+STRAIN(2)-COTHR*T ) 
      BELOW2 = 1._8 + 27._8*AMOD/ELAS*(1._8-2._8*PR)*BELOW1/ 
     *                (1._8+2._8*BETA)**3._8 
      COTANG = 36._8*AMOD/(1._8+2._8*BETA)**4._8/BELOW2 
      ETSMv(I,J) = ETSMv(I,J) + WG(K)*BMAT(L,I)*( EMAT(L,M)+ 
     *             COTANG*AVEC(L)*CVEC(M) )*BMAT(M,J)*DETJAC*THICK 
      ENDIF 
C     Plane strain case. 
      IF(IPLANE.EQ.2) THEN 
      ETSMv(I,J) = ETSMv(I,J) +  
     *             WG(K)*BMAT(L,I)*EMAT(L,M)*BMAT(M,J)*DETJAC*THICK 
      ENDIF 
C     Axisymmetric case. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      ETSMv(I,J) = ETSMv(I,J) +  
     *             WG(K)*BMAT(L,I)*EMAT(L,M)*BMAT(M,J)*DETJAC*2._8*PI*R 
      ENDIF 
  330 CONTINUE 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Compute element stiffness matrix.      
C=============================================================================== 
      IF(IMOD.NE.2) THEN 
      DO 360 I = 1, NDOF  
      DO 360 J = 1, NDOF 
      DO 360 L = 1, NDIM 
      DO 360 M = 1, NDIM 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      EKMv(I,J) = EKMv(I,J) +  
     *            WG(K)*BMAT(L,I)*EMAT(L,M)*BMAT(M,J)*DETJAC*2._8*PI*R 
      ELSE 
      EKMv(I,J) = EKMv(I,J) +  
     *            WG(K)*BMAT(L,I)*EMAT(L,M)*BMAT(M,J)*DETJAC*THICK 
      ENDIF 
  360 CONTINUE 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Compute element thermal force vector. 
C=============================================================================== 
      IF(IRTemp.NE.0) THEN 
      IF(IMOD.NE.2) THEN 
      DO 335 I = 1, NDOF           
      DO 335 L = 1, NDIM 
      DO 335 M = 1, NDIM 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      EFIvolT(I) = EFIvolT(I) + WG(K)*BMAT(L,I)*EMAT(L,M)*THETA(M)*T* 
     *                          DETJAC*2._8*PI*R 
      ELSE 
      EFIvolT(I) = EFIvolT(I) + WG(K)*BMAT(L,I)*EMAT(L,M)*THETA(M)*T* 
     *                          DETJAC*THICK 
      ENDIF 
  335 CONTINUE 
C=============================================================================== 
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C     Compute element incremental thermal force vector. 
C=============================================================================== 
      ELSE 
      DO 365 I = 1, NDOF           
      DO 365 L = 1, NDIM 
      DO 365 M = 1, NDIM 
C     Plane stress case. 
      IF(IPLANE.EQ.1) THEN 
      BELOW1 = STRAIN(1)*STRAIN(1) + 2._8*STRAIN(1)*STRAIN(2) + 
     *         STRAIN(2)*STRAIN(2) -  
     *         4._8*COTHR*T*( STRAIN(1)+STRAIN(2)-COTHR*T ) 
      BELOW2 = 1._8 + 27._8*AMOD/ELAS*(1._8-2._8*PR)*BELOW1/ 
     *                (1._8+2._8*BETA)**3._8 
      COTHER = 54._8*AMOD*( STRAIN(1)+STRAIN(2)-2._8*COTHR*T )*COTHR/ 
     *         (1._8+2._8*BETA)**4._8/BELOW2 
      DEFIvolT(I) = DEFIvolT(I) +  
     *              WG(K)*BMAT(L,I)*( EMAT(L,M)*THETA(M)+ 
     *              DMAT(L,M)*(STRAIN(M)-THETA(M)*T)*COTHER )*DT* 
     *              DETJAC*THICK 
      ENDIF       
C     Plane strain case. 
      IF(IPLANE.EQ.2) THEN 
      DEFIvolT(I) = DEFIvolT(I) +  
     *              WG(K)*BMAT(L,I)*EMAT(L,M)*THETA(M)*DT*DETJAC*THICK 
      ENDIF 
C     Axisymmetric case. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      DEFIvolT(I) = DEFIvolT(I) + WG(K)*BMAT(L,I)*EMAT(L,M)*THETA(M)* 
     *                            DT*DETJAC*2._8*PI*R 
      ENDIF 
  365 CONTINUE 
      ENDIF       
      ENDIF 
C     End each Gauss's point. 
  336 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Assemble element matrices and vectors to the system matrices and vectors.  
C=============================================================================== 
C     Form system tangent stiffness matrix. 
      IF(IMOD.NE.1) THEN  
      CALL ASSMBLE(IE,INTMAT9,ETSMv,STSMv,MXPOI,MXELE,NN,NDF) 
      ENDIF 
C     Form system stiffness matrix. 
      IF(IMOD.NE.2) THEN 
      CALL ASSMBLE(IE,INTMAT9,EKMv,SKMv,MXPOI,MXELE,NN,NDF) 
      ENDIF 
C     Form system (incremental) thermal force vector. 
      IF(IRTemp.NE.0)THEN 
      DO 351 I  = 1, NN 
      DO 351 ID = 1, NDF 
      INODE = INTMAT9(IE,I) 
      IEQ   = (INODE-1)*NDF + ID 
      IEE   = (I-1)*NDF +ID 
      IF(IMOD.NE.2) THEN   !Thermal force vector. 
      FIvolT(IEQ)  = FIvolT(IEQ)  + EFIvolT(IEE) 
      ELSE                 !Incremental thermal force vector. 
      DFIvolT(IEQ) = DFIvolT(IEQ) + DEFIvolT(IEE) 
      ENDIF 
  351 CONTINUE 
      ENDIF 
C     End each element. 
 5000 CONTINUE 
C   
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE DEVIATORIC(NPOIN,MXPOI,NELEM,MXELE,INC,MXSTATE,IPLANE, 
     *                      NDF,PI,IMOD,INTMAT9,IETIP,COORD,PT,TEMP, 
     *                      BDf,STSMd,DFIdevT,DFIBODY,FIdevT,FIBODY, 
     *                      PROP,IEMAT,MXMAT,IRTemp,IRBody,SKMd) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE COMPUTES ALL MATRICES AND VECTORS CORRESPONDING TO  
C     DEVIATORIC STRESSES AND BODY FORCEES BY USING HIGHER NUMBER OF GAUSS'S  
C     POINTS.   
C=============================================================================== 
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      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION COORD(MXPOI,2) 
      DIMENSION X(9),Y(9),XG(9),YG(9),WG(9) 
      DIMENSION BMAT(4,9*2),DNDA(9),DNDB(9),AJ(2,2),AJI(2,2) 
      DIMENSION PT(MXPOI*2),EDISP(9*2) 
      DIMENSION GMAT(4,4),PMAT(4,4),HMAT(4,4),DMAT(4,4),CVEC(4),AVEC(4) 
      DIMENSION STSMd(MXPOI*2,MXPOI*2),ETSMd(9*2,9*2) 
      DIMENSION SKMd(MXPOI*2,MXPOI*2),EKMd(9*2,9*2) 
      DIMENSION SKB(MXPOI*2,MXPOI*2),EKB(9*2,9*2),EKBG(9*2,9*2) 
      DIMENSION STRAIN(4),THETA(4) 
      DIMENSION TEMP(MXPOI,MXSTATE),ETEMP(9),DETEMP(9) 
      DIMENSION BDf(MXPOI*2,MXSTATE) 
      DIMENSION FIdevT(MXPOI*2),DFIdevT(MXPOI*2) 
      DIMENSION FIBODY(MXPOI*2),DFIBODY(MXPOI*2) 
      DIMENSION EFIdevT(9*2),DEFIdevT(9*2) 
      DIMENSION PROP(MXMAT,7) 
      INTEGER INTMAT9(MXELE,9),IETIP(MXELE),IEMAT(MXELE) 
 
C     Number of equations. 
      NEQ = NPOIN*NDF 
C     Set element matrix dimensions for analyzed problem. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      NDIM = 4  !Axisymmetric case. 
      ELSE 
      NDIM = 3  !Plane stress or plane strain case. 
      ENDIF 
C     Set consistent analysis state. 
C     IMOD = 1 ,compute load vectors. 
C          = 2 ,compute tangent stiffness matrix and incremental load vector. 
C          = 3 ,compute both load vectors and tangent stiffness matrix. 
      IF(IMOD.EQ.2) IPOS = INC      !Incremental part. 
      IF(IMOD.NE.2) IPOS = INC + 1  !Iterative part. 
C     Set initial system body force stiffness matrix to zero (This matrix used 
C     in both incremental and iterative solution part. 
      IF(IRBody.NE.0) THEN 
      DO 297 I = 1, NEQ      
      DO 297 J = 1, NEQ 
      SKB(I,J) = 0._8 
  297 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Set initial system load vectors to zeros. 
      IF(IMOD.EQ.2) THEN 
      DO 302  I  = 1, NEQ 
      DFIBODY(I) = 0._8   !Incremental body force vector.   
  302 CONTINUE 
      ELSE 
      DO 307 I  = 1, NEQ 
      FIBODY(I) = 0._8 !Body force vector.  
  307 CONTINUE 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Loop over all elements. 
C=============================================================================== 
      DO 5000 IE = 1, NELEM 
C     Read material properties of each element. 
      ELAS   = PROP(IEMAT(IE),1) 
      PR     = PROP(IEMAT(IE),2) 
      YSTRSS = PROP(IEMAT(IE),3)       
      AHARD  = PROP(IEMAT(IE),4) 
      ALPHA  = PROP(IEMAT(IE),5) 
      COTHR  = PROP(IEMAT(IE),6) 
      IF(IPLANE.NE.3) THICK = PROP(IEMAT(IE),7) 
C     9-node rectangular crack tip element. 
      IF(IETIP(IE).EQ.1) THEN   
      NN    =  9         !Number of nodes. 
      NG    =  9         !Number of Gauss's points. 
      NDOF  =  NDF*NN    !Number of element degrees of freedom. 
C     X coordinate at each Gauss's point for this element. 
      XG(1) = -DSQRT(3._8)/DSQRT(5._8) 
      XG(2) =  XG(1) 
      XG(3) =  XG(1) 
      XG(4) =  0._8 
      XG(5) =  XG(4) 
      XG(6) =  XG(4) 
      XG(7) = -XG(1)         
      XG(8) =  XG(7) 
      XG(9) =  XG(7) 
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C     Y coordinate at each Gauss's point.  
      YG(1) =  XG(1) 
      YG(2) =  XG(4) 
      YG(3) =  XG(7) 
      YG(4) =  XG(1) 
      YG(5) =  XG(4) 
      YG(6) =  XG(7) 
      YG(7) =  XG(1) 
      YG(8) =  XG(4) 
      YG(9) =  XG(7) 
C     Weight at each Gauss's point.  
      WG(1) =  25._8/81._8 
      WG(2) =  40._8/81._8 
      WG(3) =  WG(1) 
      WG(4) =  WG(2) 
      WG(5) =  64._8/81._8 
      WG(6) =  WG(2) 
      WG(7) =  WG(1) 
      WG(8) =  WG(2) 
      WG(9) =  WG(1)       
      ELSE 
C     6-node triangular element. 
      NN    =  6         !Number of nodes. 
      NG    =  7         !Number of Gauss's points. 
      NDOF  =  NDF*NN    !Number of element degrees of freedom. 
C     X coordinate at each Gauss's point for this element. 
      XG(1) =  1._8/3._8 
      XG(2) =  0.101286507323456_8 
      XG(3) =  0.797426985353087_8 
      XG(4) =  XG(2) 
      XG(5) =  0.470142064105115_8 
      XG(6) =  0.059715871789770_8 
      XG(7) =  XG(5) 
C     Y coordinate at each Gauss's point for this element. 
      YG(1) =  XG(1) 
      YG(2) =  XG(2) 
      YG(3) =  XG(2) 
      YG(4) =  XG(3) 
      YG(5) =  XG(5) 
      YG(6) =  XG(5) 
      YG(7) =  XG(6) 
C     Weight at each Gauss's point.  
      WG(1) =  0.225_8 
      WG(2) =  0.125939180544827_8 
      WG(3) =  WG(2) 
      WG(4) =  WG(2) 
      WG(5) =  0.132394152788506_8 
      WG(6) =  WG(5) 
      WG(7) =  WG(5) 
C     Area of triangle must be devided by two. 
      WG(1) =  WG(1)/2._8 
      WG(2) =  WG(2)/2._8 
      WG(3) =  WG(3)/2._8 
      WG(4) =  WG(4)/2._8 
      WG(5) =  WG(5)/2._8 
      WG(6) =  WG(6)/2._8 
      WG(7) =  WG(7)/2._8 
      ENDIF 
C     Create elemant nodal displacement and temperature vectors. 
      DO 100 I = 1, NN    
      II           = INTMAT9(IE,I) 
      X(I)         = COORD(II,1) 
      Y(I)         = COORD(II,2) 
      ETEMP(I)     = TEMP(II,IPOS) 
      DETEMP(I)    = TEMP(II,INC+1) - TEMP(II,INC)   
      EDISP(2*I-1) = PT(2*II-1) 
      EDISP(2*I)   = PT(2*II) 
  100 CONTINUE 
C     Set initial element tangent stiffness matrix to zero. 
      IF(IMOD.NE.1) THEN       
      DO 300  I  = 1, NDOF     
      DO 300  J  = 1, NDOF 
      ETSMd(I,J) = 0._8 
  300 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Set initial element stiffness matrix to zero. 
      IF(IMOD.NE.2) THEN 
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      DO 301 I  = 1, NDOF    
      DO 301 J  = 1, NDOF 
      EKMd(I,J) = 0._8 
  301 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Set initial element body force stiffness matrix to zero. 
      IF(IRBody.NE.0) THEN    
      DO 305 I = 1, NDOF    
      DO 305 J = 1, NDOF 
      EKB(I,J) = 0._8 
  305 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Set initial element thermal load vector to zero.      
      IF(IMOD.NE.2 .AND. IRTemp.NE.0) THEN    
      DO 303 I = 1, NDOF 
      EFIdevT(I)  = 0._8 
  303 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Set initial element incremental thermal load vector to zero.      
      IF(IMOD.EQ.2 .AND. IRTemp.NE.0) THEN 
      DO 304 I = 1, NDOF       
      DEFIdevT(I) = 0._8 
  304 CONTINUE 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Loop over each Gauss's point on an element. 
C=============================================================================== 
      DO 336 K = 1, NG 
C     Compute strain-displacement matrix.           
      A = XG(K) 
      B = YG(K) 
      CALL BJ9(X,Y,A,B,BMAT,EKBG,AJ,AJI,DETJAC,DNDA,DNDB, 
     *         NN,NDF,IPLANE) 
C     Compute temperature and temperature increment at a Gauss's point.   
      IF(IRTemp.NE.0) THEN 
       CALL GVALUE(A,B,ETEMP,T,NN) 
       CALL GVALUE(A,B,DETEMP,DT,NN) 
      ELSE 
       T  = 0._8       
       DT = 0._8       
      ENDIF 
C     Compute radius from the axis of rotation of a Gauss's point.  
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      CALL GVALUE(A,B,X,R,NN) 
      ENDIF 
C     Set initial strain vector to zero. 
      DO 331 I  = 1, NDIM 
      STRAIN(I) = 0._8 
  331 CONTINUE 
C     Compute strain vector. 
      DO 332 I  = 1, NDIM 
      DO 332 J  = 1, NDOF 
      STRAIN(I) = STRAIN(I) + BMAT(I,J)*EDISP(J) 
  332 CONTINUE 
C     Set coefficient of thermal expansion vector. 
      IF(IPLANE.EQ.1) THEN  !Plane stress case. 
      THETA(1) = COTHR  
      THETA(2) = COTHR 
      THETA(3) = 0._8 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Find effective stress. 
C=============================================================================== 
      CALL FINDSTRSS(EFSTRSS,STRAIN,YSTRSS,AHARD,ALPHA,PR, 
     *               ELAS,AMOD,EFRATIO,IPLANE,T,COTHR,BETA)  
C=============================================================================== 
C     Plane stress case. 
C=============================================================================== 
C     {STRESSdev} = [GMAT]{STRAIN} - [HMAT]{STRAIN0} 
C 
C                                                [ 1.+BETA    -BETA  0.       ] 
C     [GMAT] = BETA*ELAS/(1.-2.*PR)/(1.+2.*BETA)*[   -BETA  1.+BETA  0.       ] 
C                                                [ 0.       0.       0.5+BETA ] 
C 
C                                                [ 1.       0.       0.       ] 
C     [HMAT] = BETA*ELAS/(1.-2.*PR)/(1.+2.*BETA)*[ 0.       1.       0.       ] 
C                                                [ 0.       0.       0.       ] 
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C 
C     BETA = 2./3.*(1.-2.*PR)*EFRATIO/ELAS 
C 
C     EFRATIO = EFSTRSS/EFSTRAN 
C=============================================================================== 
      IF(IPLANE.EQ.1) THEN 
      COND = BETA*ELAS/(1._8-2._8*PR)/(1._8+2._8*BETA) 
      GMAT(1,1) =  COND*(1._8+BETA) 
      GMAT(1,2) = -COND*BETA 
      GMAT(1,3) =  0._8 
      GMAT(2,1) =  GMAT(1,2) 
      GMAT(2,2) =  GMAT(1,1) 
      GMAT(2,3) =  0._8 
      GMAT(3,1) =  0._8 
      GMAT(3,2) =  0._8 
      GMAT(3,3) =  COND*(0.5_8+BETA) 
C 
      PMAT(1,1) =  0.50_8+BETA+BETA*BETA 
      PMAT(1,2) =        -BETA-BETA*BETA 
      PMAT(1,3) =  0._8 
      PMAT(2,1) =  PMAT(1,2) 
      PMAT(2,2) =  PMAT(1,1) 
      PMAT(2,3) =  0._8 
      PMAT(3,1) =  0._8 
      PMAT(3,2) =  0._8 
      PMAT(3,3) =  0.25_8+BETA+BETA*BETA 
C 
      HMAT(1,1) =  COND  
      HMAT(1,2) =  0._8 
      HMAT(1,3) =  0._8 
      HMAT(2,1) =  0._8 
      HMAT(2,2) =  HMAT(1,1) 
      HMAT(2,3) =  0._8 
      HMAT(3,1) =  0._8 
      HMAT(3,2) =  0._8 
      HMAT(3,3) =  0._8 
C 
      DMAT(1,1) =  0.5_8  
      DMAT(1,2) =  0.0_8 
      DMAT(1,3) =  0.0_8 
      DMAT(2,1) =  0.0_8 
      DMAT(2,2) =  DMAT(1,1) 
      DMAT(2,3) =  0.0_8 
      DMAT(3,1) =  0.0_8 
      DMAT(3,2) =  0.0_8 
      DMAT(3,3) =  0.0_8 
C 
      CVEC(1) = ( 1.00_8+BETA+BETA*BETA )*STRAIN(1) + 
     *          ( 0.50_8-BETA-BETA*BETA )*STRAIN(2) - 1.5_8*COTHR*T 
      CVEC(2) = ( 0.50_8-BETA-BETA*BETA )*STRAIN(1) + 
     *          ( 1.00_8+BETA+BETA*BETA )*STRAIN(2) - 1.5_8*COTHR*T           
      CVEC(3) = ( 0.25_8+BETA+BETA*BETA )*STRAIN(3)  
C 
      AVEC(1) = ( 0.50_8+BETA+BETA*BETA )*STRAIN(1) +  
     *          (       -BETA-BETA*BETA )*STRAIN(2) 
      AVEC(2) = (       -BETA-BETA*BETA )*STRAIN(1) + 
     *          ( 0.50_8+BETA+BETA*BETA )*STRAIN(2)           
      AVEC(3) = ( 0.25_8+BETA+BETA*BETA )*STRAIN(3)  
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Plane strain case. 
C=============================================================================== 
C     {STRESSdev} = [GMAT]{STRAIN} 
C 
C                            [  2.  -1.   0. ] 
C     [GMAT] = 2./9.*EFRATIO*[ -1.   2.   0. ] 
C                            [  0.   0.   1.5] 
C=============================================================================== 
      IF(IPLANE.EQ.2) THEN 
      GMAT(1,1) =  2._8/9._8*EFRATIO*2._8 
      GMAT(1,2) = -2._8/9._8*EFRATIO 
      GMAT(1,3) =  0._8 
      GMAT(2,1) =  GMAT(1,2) 
      GMAT(2,2) =  GMAT(1,1) 
      GMAT(2,3) =  0._8 
      GMAT(3,1) =  0._8 
      GMAT(3,2) =  0._8 



 195

      GMAT(3,3) =  2._8/9._8*EFRATIO*1.5_8 
C 
      CVEC(1) = 2.0_8*STRAIN(1)-STRAIN(2) 
      CVEC(2) = 2.0_8*STRAIN(2)-STRAIN(1) 
      CVEC(3) = 1.5_8*STRAIN(3) 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Axisymmetric case. 
C=============================================================================== 
C     {STRESSdev} = [GMAT]{STRAIN} 
C 
C                            [  2. -1.  0.  -1. ] 
C     [GMAT] = 2./9.*EFRATIO*[ -1.  2.  0.  -1. ] 
C                            [  0.  0.  1.5  0. ] 
C                            [ -1. -1.  0.   2. ] 
C=============================================================================== 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      GMAT(1,1) =  2._8/9._8*EFRATIO*2._8 
      GMAT(1,2) = -2._8/9._8*EFRATIO 
      GMAT(1,3) =  0._8 
      GMAT(1,4) =  GMAT(1,2)       
      GMAT(2,1) =  GMAT(1,2) 
      GMAT(2,2) =  GMAT(1,1) 
      GMAT(2,3) =  0._8 
      GMAT(2,4) =  GMAT(1,2) 
      GMAT(3,1) =  GMAT(1,3) 
      GMAT(3,2) =  GMAT(2,3) 
      GMAT(3,3) =  2._8/9._8*EFRATIO*1.5_8 
      GMAT(3,4) =  0._8 
      GMAT(4,1) =  GMAT(1,4) 
      GMAT(4,2) =  GMAT(2,4) 
      GMAT(4,3) =  GMAT(3,4) 
      GMAT(4,4) =  GMAT(1,1) 
C 
      CVEC(1) = 2.0_8*STRAIN(1)-STRAIN(2)-STRAIN(4) 
      CVEC(2) = 2.0_8*STRAIN(2)-STRAIN(4)-STRAIN(1) 
      CVEC(3) = 1.5_8*STRAIN(3) 
      CVEC(4) = 2.0_8*STRAIN(4)-STRAIN(1)-STRAIN(2) 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Compute element body force stiffness matrix. 
C=============================================================================== 
      IF(IRBody.NE.0) THEN 
      DO 330 I = 1, NDOF 
      DO 330 J = 1, NDOF 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      EKB(I,J) = EKB(I,J) + WG(K)*EKBG(I,J)*DETJAC*2._8*PI*R 
      ELSE 
      EKB(I,J) = EKB(I,J) + WG(K)*EKBG(I,J)*DETJAC*THICK 
      ENDIF 
  330 CONTINUE 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Compute element tangent stiffness matrix.      
C=============================================================================== 
      IF(IMOD.NE.1) THEN 
      DO 350 I = 1, NDOF 
      DO 350 J = 1, NDOF 
      DO 350 L = 1, NDIM 
      DO 350 M = 1, NDIM 
C     Plane stress case. 
      IF(IPLANE.EQ.1) THEN 
      BELOW1 = STRAIN(1)*STRAIN(1) + 2._8*STRAIN(1)*STRAIN(2) + 
     *         STRAIN(2)*STRAIN(2) -  
     *         4._8*COTHR*T*( STRAIN(1)+STRAIN(2)-COTHR*T ) 
      BELOW2 = 1._8 + 27._8*AMOD/ELAS*(1._8-2._8*PR)*BELOW1/ 
     *                (1._8+2._8*BETA)**3._8 
      COTANG = 36._8*AMOD/(1._8+2._8*BETA)**4._8/BELOW2 
      ETSMd(I,J) = ETSMd(I,J) + WG(K)*BMAT(L,I)*( GMAT(L,M)+ 
     *             COTANG*(AVEC(L)-THETA(L)*T/2._8)*CVEC(M) )* 
     *             BMAT(M,J)*DETJAC*THICK 
      ENDIF 
C     Plane strain case. 
      IF(IPLANE.EQ.2) THEN 
      ETSMd(I,J) = ETSMd(I,J) + WG(K)*BMAT(L,I)*( GMAT(L,M)+AMOD* 
     *             CVEC(L)*CVEC(M) )*BMAT(M,J)*DETJAC*THICK 
      ENDIF 
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C     Axisymmetric case. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      ETSMd(I,J) = ETSMd(I,J) + WG(K)*BMAT(L,I)*( GMAT(L,M)+AMOD* 
     *             CVEC(L)*CVEC(M) )*BMAT(M,J)*DETJAC*2._8*PI*R 
      ENDIF 
  350 CONTINUE       
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Compute element stiffness matrix.      
C=============================================================================== 
      IF(IMOD.NE.2) THEN 
      DO 355 I = 1, NDOF 
      DO 355 J = 1, NDOF 
      DO 355 L = 1, NDIM 
      DO 355 M = 1, NDIM 
      IF(IPLANE.EQ.3)THEN 
      EKMd(I,J) = EKMd(I,J) +  
     *            WG(K)*BMAT(L,I)*GMAT(L,M)*BMAT(M,J)*DETJAC*2._8*PI*R 
      ELSE 
      EKMd(I,J) = EKMd(I,J) +  
     *            WG(K)*BMAT(L,I)*GMAT(L,M)*BMAT(M,J)*DETJAC*THICK 
      ENDIF 
  355 CONTINUE       
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Compute element thermal force vector. 
C=============================================================================== 
      IF(IMOD.NE.2 .AND. IPLANE.EQ.1 .AND. IRTemp.NE.0) THEN 
      DO 335 I = 1, NDOF           
      DO 335 L = 1, NDIM 
      DO 335 M = 1, NDIM 
      EFIdevT(I) = EFIdevT(I) + WG(K)*BMAT(L,I)*HMAT(L,M)*THETA(M)*T* 
     *                          DETJAC*THICK 
  335 CONTINUE 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Compute element incremental thermal force vector. 
C=============================================================================== 
      IF(IMOD.EQ.2 .AND. IPLANE.EQ.1 .AND. IRTemp.NE.0) THEN 
      DO 340 I = 1, NDOF           
      DO 340 L = 1, NDIM 
      DO 340 M = 1, NDIM 
      BELOW1 = STRAIN(1)*STRAIN(1) + 2._8*STRAIN(1)*STRAIN(2) + 
     *         STRAIN(2)*STRAIN(2) -  
     *         4._8*COTHR*T*( STRAIN(1)+STRAIN(2)-COTHR*T ) 
      BELOW2 = 1._8 + 27._8*AMOD/ELAS*(1._8-2._8*PR)*BELOW1/ 
     *                (1._8+2._8*BETA)**3._8 
      COTHER = 54._8*AMOD*( STRAIN(1)+STRAIN(2)-2._8*COTHR*T )*COTHR/ 
     *         (1._8+2._8*BETA)**4._8/BELOW2 
      DEFIdevT(I) = DEFIdevT(I) +  
     *              WG(K)*BMAT(L,I)*( HMAT(L,M)*THETA(M)+ 
     *              (PMAT(L,M)*STRAIN(M)-DMAT(L,M)*THETA(M)*T)*COTHER )* 
     *              DT*DETJAC*THICK 
  340 CONTINUE 
      ENDIF       
C     End each Gauss's point. 
  336 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Assemble element matrices and vectors to the system matrices and vectors.  
C=============================================================================== 
C     Form system tangent stiffness matrix. 
      IF(IMOD.NE.1) THEN 
      CALL ASSMBLE(IE,INTMAT9,ETSMd,STSMd,MXPOI,MXELE,NN,NDF) 
      ENDIF 
C     Form system stiffness matrix. 
      IF(IMOD.NE.2) THEN 
      CALL ASSMBLE(IE,INTMAT9,EKMd,SKMd,MXPOI,MXELE,NN,NDF) 
      ENDIF 
C     Form system body force stiffness matrix. 
      IF(IRBody.NE.0) THEN 
      CALL ASSMBLE(IE,INTMAT9,EKB,SKB,MXPOI,MXELE,NN,NDF) 
      ENDIF 
C     Form system (incremental) thermal force vector. 
      IF(IPLANE.EQ.1 .AND. IRTemp.NE.0) THEN 
      DO 351 IN = 1, NN 
      DO 351 ID = 1, NDF 
      INODE = INTMAT9(IE,IN) 
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      IEQ   = (INODE-1)*NDF + ID 
      IEE   = (IN-1)*NDF +ID 
      IF(IMOD.NE.2) THEN   !Thermal force vector. 
      FIdevT(IEQ)  = FIdevT(IEQ)  + EFIdevT(IEE) 
      ELSE                 !Incremental thermal force vector. 
      DFIdevT(IEQ) = DFIdevT(IEQ) + DEFIdevT(IEE) 
      ENDIF 
  351 CONTINUE 
      ENDIF       
C     End each element. 
 5000 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Compute system incremental body force vector and body force vector. 
C=============================================================================== 
      IF(IMOD.EQ.2 .AND. IRBody.NE.0) THEN 
       DO 380  I  = 1, NEQ 
       DO 380  J  = 1, NEQ 
       DFIBODY(I) = DFIBODY(I) + SKB(I,J)*(BDf(J,INC+1)-BDf(J,INC)) 
  380  CONTINUE 
      ENDIF 
C 
      IF(IMOD.NE.2 .AND. IRBody.NE.0) THEN    
       DO 361 I  = 1, NEQ 
       DO 361 J  = 1, NEQ          
       FIBODY(I) = FIBODY(I) + SKB(I,J)*BDf(J,INC+1) 
  361  CONTINUE 
      ENDIF 
C   
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE BJ9(X,Y,A,B,BMAT,EKBG,AJ,AJI,DETJAC,DNDA,DNDB, 
     *               NN,NDF,IPLANE) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE COMPUTES STRAIN-DISPLACEMENT,GAUSS'S POINT ELEMENT BODY  
C     FORCE STIFFNESS, JACOBIAN, INVERSE JACOBIAN'S MATRIX AND ITS DETERMINANT  
C     ,AND DERIVATIVES OF SHAPE FUNCTIONS.    
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION BMAT(4,9*2),X(9),Y(9) 
      DIMENSION DNDA(9),DNDB(9),AJ(2,2),AJI(2,2) 
      DIMENSION AN(9),ANBAR(2,9*2),EKBG(9*2,9*2) 
 
      NDOF = NN*NDF 
C     Set matrix dimensions for this problem. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN  !Axisymmetric case. 
      NDIM = 4 
      ELSE                  !Plane stress or plane strain case. 
      NDIM = 3 
      ENDIF 
C     Find shape function values at a Gauss's point.   
      SELECT CASE(NN) 
C     6-node triangular element. 
      CASE(6) 
C     Shape functions at a Gauss's point. 
      AN(1)   =  (1._8-(A+B))*(1._8-2._8*(A+B)) 
      AN(2)   =  A*(2._8*A-1._8) 
      AN(3)   =  B*(2._8*B-1._8) 
      AN(4)   =  4._8*A*(1._8-(A+B)) 
      AN(5)   =  4._8*A*B 
      AN(6)   =  4._8*B*(1._8-(A+B)) 
C     Derivative of shape functions w.r.t. an elemental coordinate. 
      DNDA(1) =  4._8*A - 3._8   + 4._8*B 
      DNDA(2) =  4._8*A - 1._8 
      DNDA(3) =  0._8 
      DNDA(4) =  4._8   - 8._8*A - 4._8*B 
      DNDA(5) =  4._8*B 
      DNDA(6) = -4._8*B 
C     Derivative of shape functions w.r.t. an elemental coordinate. 
      DNDB(1) =  4._8*B - 3._8   + 4._8*A 
      DNDB(2) =  0._8 
      DNDB(3) =  4._8*B - 1._8 
      DNDB(4) = -4._8*A 
      DNDB(5) =  4._8*A 
      DNDB(6) =  4._8   - 4._8*A - 8._8*B 
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C     9-node quadrilateral crack tip element. 
      CASE(9) 
C     Shape functions at a Gauss's point. 
      AN(1)   =  A*(1._8-A)*B*(1._8-B)/4._8  
      AN(2)   = -A*(1._8+A)*B*(1._8-B)/4._8  
      AN(3)   =  A*(1._8+A)*B*(1._8+B)/4._8  
      AN(4)   = -A*(1._8-A)*B*(1._8+B)/4._8  
      AN(5)   = -(1._8-A*A)*B*(1._8-B)/2._8  
      AN(6)   =  A*(1._8+A)*(1._8-B*B)/2._8 
      AN(7)   =  (1._8-A*A)*B*(1._8+B)/2._8 
      AN(8)   = -A*(1._8-A)*(1._8-B*B)/2._8 
      AN(9)   =  (1._8-A*A)*(1._8-B*B) 
C     Derivative of shape functions w.r.t. an elemental coordinate. 
      DNDA(1) =  B*(1._8-B)*(1._8-2._8*A)/4._8 
      DNDA(2) = -B*(1._8-B)*(1._8+2._8*A)/4._8 
      DNDA(3) =  B*(1._8+B)*(1._8+2._8*A)/4._8 
      DNDA(4) = -B*(1._8+B)*(1._8-2._8*A)/4._8 
      DNDA(5) =  B*(1._8-B)*A 
      DNDA(6) =  (1._8-B*B)*(1._8+2._8*A)/2._8 
      DNDA(7) = -B*(1._8+B)*A 
      DNDA(8) = -(1._8-B*B)*(1._8-2._8*A)/2._8 
      DNDA(9) = -2._8*A*(1._8-B*B) 
C     Derivative of shape functions w.r.t. an elemental coordinate. 
      DNDB(1) =  A*(1._8-A)*(1._8-2._8*B)/4._8 
      DNDB(2) = -A*(1._8+A)*(1._8-2._8*B)/4._8 
      DNDB(3) =  A*(1._8+A)*(1._8+2._8*B)/4._8 
      DNDB(4) = -A*(1._8-A)*(1._8+2._8*B)/4._8 
      DNDB(5) = -(1._8-A*A)*(1._8-2._8*B)/2._8 
      DNDB(6) = -A*(1._8+A)*B 
      DNDB(7) =  (1._8-A*A)*(1._8+2._8*B)/2._8 
      DNDB(8) =  A*(1._8-A)*B 
      DNDB(9) = -2._8*B*(1._8-A*A) 
C     Wrong number of nodes in an element. 
      CASE DEFAULT 
      WRITE(*,*) 'WRONG NUMBER OF NODES IN THE ELEMENT' 
      STOP 
      END SELECT 
C     Compute Gauss's point radius from axis of rotation. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN   
      R = 0._8 
      DO 80 I = 1, NN 
      R = R + AN(I)*X(I) 
   80 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Set shape function matrix to zero. 
      DO 90 I = 1, NDF 
      DO 90 J = 1, NDOF 
      ANBAR(I,J) = 0._8 
   90 CONTINUE 
C     Compute [ANBAR]. 
      DO 100 I = 1, NN 
      ANBAR(1,2*I-1) = AN(I) 
      ANBAR(2,2*I)   = AN(I) 
  100 CONTINUE 
C     Set Gauss's point element body force stiffness matrix to zero. 
      DO 110 I  = 1, NDOF 
      DO 110 J  = 1, NDOF 
      EKBG(I,J) = 0._8 
  110 CONTINUE 
C     [EKBG] = tran[ANBAR][ANBAR]. 
      DO 120 I  = 1, NDOF 
      DO 120 J  = 1, NDOF 
      DO 120 L  = 1, NDF    
      EKBG(I,J) = EKBG(I,J) + ANBAR(L,I)*ANBAR(L,J) 
  120 CONTINUE 
C     Set Jacobian's matrix to zero. 
      AJ(1,1) = 0._8 
      AJ(1,2) = 0._8 
      AJ(2,1) = 0._8 
      AJ(2,2) = 0._8 
C     Compute Jacobian's matrix. 
      DO 5 IN = 1, NN 
      AJ(1,1) = AJ(1,1) + DNDA(IN)*X(IN) 
      AJ(1,2) = AJ(1,2) + DNDA(IN)*Y(IN) 
      AJ(2,1) = AJ(2,1) + DNDB(IN)*X(IN) 
      AJ(2,2) = AJ(2,2) + DNDB(IN)*Y(IN) 
    5 CONTINUE 
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C     Compute determinant of Jacobian's matrix. 
      DETJAC  = AJ(1,1)*AJ(2,2) - AJ(2,1)*AJ(1,2) 
C     Compute inverse Jacobian's matrix. 
      AJI(1,1) =  AJ(2,2)/DETJAC 
      AJI(1,2) = -AJ(1,2)/DETJAC 
      AJI(2,1) = -AJ(2,1)/DETJAC 
      AJI(2,2) =  AJ(1,1)/DETJAC 
C     Set strain-displacement matrix to zero. 
      DO 10 I = 1, NDIM 
      DO 10 J = 1, NDOF 
      BMAT(I,J) = 0._8 
   10 CONTINUE 
C     Compute strain-displacement matrix. 
      DO 50 J = 1, NN 
      BMAT(1,2*J-1) = AJI(1,1)*DNDA(J) + AJI(1,2)*DNDB(J) 
      BMAT(2,2*J  ) = AJI(2,1)*DNDA(J) + AJI(2,2)*DNDB(J) 
      BMAT(3,2*J-1) = BMAT(2,2*J  ) 
      BMAT(3,2*J  ) = BMAT(1,2*J-1) 
   50 CONTINUE 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN  !For axisymmetric case. 
      DO 60 J = 1, NN 
      BMAT(4,2*J-1) = AN(J)/R 
   60 CONTINUE 
      ENDIF 
C 
      RETURN   
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE GVALUE(A,B,ANVAL,GVAL,NN) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE COMPUTES QUANTITY AT ANY POINT IN THE ELEMENT. 
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION AN(9),ANVAL(9) 
C     Choose which element to interpolate.  
      SELECT CASE(NN) 
C     6-node triangular element. 
      CASE(6) 
      AN(1) = (1._8-(A+B))*(1._8-2._8*(A+B)) 
      AN(2) = A*(2._8*A-1._8) 
      AN(3) = B*(2._8*B-1._8) 
      AN(4) = 4._8*A*(1._8-(A+B)) 
      AN(5) = 4._8*A*B 
      AN(6) = 4._8*B*(1._8-(A+B)) 
C     9-node rectangular crack tip element. 
      CASE(9) 
      AN(1) =  A*(1._8-A)*B*(1._8-B)/4._8  
      AN(2) = -A*(1._8+A)*B*(1._8-B)/4._8  
      AN(3) =  A*(1._8+A)*B*(1._8+B)/4._8  
      AN(4) = -A*(1._8-A)*B*(1._8+B)/4._8  
      AN(5) = -(1._8-A*A)*B*(1._8-B)/2._8  
      AN(6) =  A*(1._8+A)*(1._8-B*B)/2._8 
      AN(7) =  (1._8-A*A)*B*(1._8+B)/2._8 
      AN(8) = -A*(1._8-A)*(1._8-B*B)/2._8 
      AN(9) =  (1._8-A*A)*(1._8-B*B) 
C     Wrong number of nodes in an element. 
      CASE DEFAULT 
      WRITE(*,*) 'WRONG NUMBER OF NODES IN THE ELEMENT' 
      STOP 
      END SELECT 
C     Compute Gauss's point value. 
      GVAL = 0._8 
      DO 10 IN = 1, NN 
      GVAL = GVAL + AN(IN)*ANVAL(IN)        
   10 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE FINDSTRSS(EFSTRSS,STRAIN,YSTRSS,AHARD,ALPHA,PR, 
     *                     ELAS,AMOD,EFRATIO,IPLANE,T,COTHR,BETA)  
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE COMPUTES EFFECTIVE STRESS, STRAIN AND THEIR RATIO AT A  
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C     GAUESS'S POINT. 
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION STRAIN(4) 
 
C     Set tolerance number and maximum number of iterations for computing 
C     effective stress. 
      TOR = 1.E-12_8 
      MXITER = 150 
C     Compute the effective strain. 
      IF(IPLANE.EQ.2) THEN  !Plane strain case. 
      BEsqrt  = ( 2._8*STRAIN(1)-STRAIN(2)-   0._8   )**2._8 + 
     *          ( 2._8*STRAIN(2)-   0._8  -STRAIN(1) )**2._8 + 
     *          (        0._8   -STRAIN(1)-STRAIN(2) )**2._8 
      BEsqrt  =  BEsqrt/9._8 + STRAIN(3)*STRAIN(3)/2._8 
      BEsqrt  =  BEsqrt*2._8/3._8  
      EFSTRAN =  DSQRT(BEsqrt) 
      ENDIF 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN  !Axisymmetric case. 
      BEsqrt  = ( 2._8*STRAIN(1)-STRAIN(2)-STRAIN(4) )**2._8 + 
     *          ( 2._8*STRAIN(2)-STRAIN(4)-STRAIN(1) )**2._8 + 
     *          ( 2._8*STRAIN(4)-STRAIN(1)-STRAIN(2) )**2._8 
      BEsqrt  =  BEsqrt/9._8 + STRAIN(3)*STRAIN(3)/2._8 
      BEsqrt  =  BEsqrt*2._8/3._8  
      EFSTRAN =  DSQRT(BEsqrt) 
      ENDIF 
C     Compute effective strain per yield strain.  
      EFSTRAN0 = EFSTRAN*ELAS/YSTRSS 
C=============================================================================== 
C     Use Newton-Raphson iteration scheme to find the effective stress. 
C=============================================================================== 
      IF(IPLANE.NE.1) THEN  !Plane strain or axisymmetric case.     
       IF(EFSTRAN0.GT.(ALPHA+2._8/3._8*(1._8+PR))) THEN    !Plastic state.  
       EFSTRSS0 = (EFSTRAN0/ALPHA)**(1._8/AHARD)        
       ELSE    !Elastic state. 
       EFSTRSS0 = 3._8/(2._8*(1._8+PR))*EFSTRAN0 
       ENDIF 
      ELSE                  !Plane stress case. 
       EFSTRSS0 = 0._8 
      ENDIF   
C=============================================================================== 
C     Begin iterative loop. 
C=============================================================================== 
      DO 150 I = 1, MXITER   
      IF(IPLANE.EQ.1) THEN  !Plane stress case. 
      B = ALPHA*EFSTRSS0**(AHARD-1._8)+2._8/3._8*(1._8+PR) 
      EFRATIO = ELAS/B 
      BETA = 2._8/3._8*(1._8-2._8*PR)/ELAS*EFRATIO 
      EPS33 = (3._8*COTHR*T+(BETA-1._8)*(STRAIN(1)+STRAIN(2)))/ 
     *        (1._8+2._8*BETA) 
      BEsqrt  = ( 2._8*STRAIN(1)-STRAIN(2)-EPS33     )**2._8 + 
     *          ( 2._8*STRAIN(2)-EPS33    -STRAIN(1) )**2._8 + 
     *          ( 2._8*EPS33    -STRAIN(1)-STRAIN(2) )**2._8 
      BEsqrt  =  BEsqrt/9._8 + STRAIN(3)*STRAIN(3)/2._8 
      BEsqrt  =  BEsqrt*2._8/3._8  
      EFSTRAN =  DSQRT(BEsqrt) 
C     Compute effective strain per yield strain.  
      EFSTRAN0 = EFSTRAN/YSTRSS*ELAS 
      ENDIF      
C     Compute increment of effective stress per yield stress.  
      DEFSTRSS0 = -(ALPHA*EFSTRSS0**AHARD+2._8/3._8*(1._8+PR)*EFSTRSS0 
     *               -EFSTRAN0)/(ALPHA*AHARD*EFSTRSS0**(AHARD-1._8)+ 
     *                            2._8/3._8*(1._8+PR))  
C     Compute new effective stress per yield stress predictor.  
      EFSTRSS0  = EFSTRSS0 + DEFSTRSS0 
C     Check solution convergence. 
      IF(DABS(DEFSTRSS0).LE.TOR) GOTO 160 
C     End each iteration. 
  150 CONTINUE 
      WRITE(*,155)       
  155 FORMAT(/,' !!! CANNOT FIND EFFECTIVE STRESS WITHIN A SPECIFIED', 
     *       /,'     TOLERANCE LIMIT AND NUMBER OF ITERATIONS')  
C     Compute effective stress. 
  160 EFSTRSS = EFSTRSS0*YSTRSS 
C     Check negative effective stress. 
      IF(EFSTRSS.LT.0._8) WRITE(*,170)  
  170 FORMAT(/,' *** THE EFFECTIVE STRESS IS NEGATIVE *** ')  
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C     Compute necessary variables for LST subroutine. 
      B = ALPHA*EFSTRSS0**(AHARD-1._8)+2._8/3._8*(1._8+PR) 
      EFRATIO = ELAS/B 
      BETA = 2._8/3._8*(1._8-2._8*PR)/ELAS*EFRATIO 
      IF(EFSTRSS0.EQ.0._8 .AND. AHARD.LT.3._8) THEN  
      AMOD = 0._8 
      ELSE 
      AMOD = -4._8/81._8*ALPHA*(AHARD-1._8)/(YSTRSS**2._8)*ELAS**3._8 
     *        *EFSTRSS0**(AHARD-3._8)/(B**3._8*(AHARD*B-2._8/3._8 
     *        *(1._8+PR)*(AHARD-1._8))) 
      ENDIF 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE ASSMBLE(IE,INTMAT9,ELEMAT,SYSMAT,MXPOI,MXELE,NN,NDF)    
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE ASSEMBLES ELEMENT MATRICES INTO A SYSTEM MATRIX. 
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION SYSMAT(MXPOI*2,MXPOI*2),ELEMAT(9*2,9*2) 
      INTEGER INTMAT9(MXELE,9) 
C 
      DO 100 INR  = 1, NN 
      INODER = INTMAT9(IE,INR) 
      DO 100 IDFR = 1, NDF 
C     ISR = row position in a system matrix. 
C     IER = row position in an element matrix. 
      ISR = (INODER-1)*NDF + IDFR 
      IER = (INR   -1)*NDF + IDFR 
      DO 200 INC  = 1, NN 
      INODEC = INTMAT9(IE,INC) 
      DO 200 IDFC = 1, NDF 
C     ISC = collumn position in a system matrix. 
C     IEC = collumn position in an element matrix. 
      ISC = (INODEC-1)*NDF + IDFC  
      IEC = (INC   -1)*NDF + IDFC       
      SYSMAT(ISR,ISC) = SYSMAT(ISR,ISC) + ELEMAT(IER,IEC) 
  200 CONTINUE 
  100 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE APPLYBC(NEQ,IBC,STSM,QFINC,MXPOI) 
C=============================================================================== 
C     APPLY DISPLACEMENT BOUNDARY CONDITIONS WITH CONDITION CODES OF 
C        0 = free to move (force is known). 
C       +1 = fixed (displacement is zero). 
C       -1 = prescribed displacement to be increment 
C            (displacement is non-zero). 
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION STSM(MXPOI*2,MXPOI*2),QFINC(MXPOI*2) 
      INTEGER IBC(MXPOI*2) 
C 
      DO 10 I = 1, NEQ 
      II = IBC(I) 
      IF(II.NE.0) STSM(I,I) = 1._8 
      IF(I.EQ.NEQ) GOTO 10 
      DO 20 J = I+1, NEQ 
      JJ = IBC(J) 
C     Both free. 
      IF(II.EQ.0.AND.JJ.EQ.0) GOTO 20 
C     Both restraint. 
      IF(II.NE.0.AND.JJ.NE.0) GOTO 25 
C     I restraint or prescribed. 
      IF(II.NE.0) THEN 
      QFINC(J) = QFINC(J) - STSM(I,J)*QFINC(I) 
C     J restraint or prescribed. 
      ELSE 
      QFINC(I) = QFINC(I) - STSM(I,J)*QFINC(J) 
      ENDIF 
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   25 STSM(I,J)= 0._8 
   20 CONTINUE 
   10 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE CROUT(STSM,PIVOT,NEQ,MXPOI) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE APPLIES CROUT'S FACTORISATION TO CHANGE SYSTEM TANGENT  
C     STIFFNESS MATRIX INTO THE MULTIPLICATION OF L, T AND TRANSVERSED L  
C     MATRICES. 
C     *The input matrix is the system tangent stiffness matrix, STSM(NEQ,NEQ). 
C      The output matrices are the upper triangle matrix, STSM(NEQ,NEQ) and   
C      diagonal pivots, PIVOT(NEQ). 
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
      DIMENSION STSM(MXPOI*2,MXPOI*2),PIVOT(MXPOI*2) 
C 
      PIVOT(1) = STSM(1,1) 
      DO 1 J = 2, NEQ 
      DO 2 I = 1, J-1 
      A = STSM(I,J) 
      IF(I.EQ.1) GOTO 2 
      DO 3 L = 1, I-1 
    3 A = A - STSM(L,J)*STSM(L,I) 
    2 STSM(I,J) = A 
      DO 4 I = 1, J-1 
    4 STSM(I,J) = STSM(I,J)/STSM(I,I) 
      DO 5 L = 1, J-1 
    5 STSM(J,J) = STSM(J,J) - STSM(L,L)*STSM(L,J)*STSM(L,J) 
    1 PIVOT(J) = STSM(J,J) 
C     Check negative pivots. 
      NEG = 0 
      DO 30 IEQ = 1, NEQ 
      IF(PIVOT(IEQ).LT.0._8) NEG = NEG + 1 
   30 CONTINUE 
      IF(NEG.GT.0) WRITE(*,100) NEG 
  100 FORMAT(/,' *** WARNING NO. OF NEGATIVE PIVOTS = ',I5) 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE SOLVE(NEQ,STSM,PIVOT,QFINC,MXPOI) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE SOLVES A SET OF SIMULTANEOUS EQUATIONS.  
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
      DIMENSION STSM(MXPOI*2,MXPOI*2),QFINC(MXPOI*2),PIVOT(MXPOI*2) 
 
C     Apply forward and backward Crout's substitutions on the QFINC vector. 
      DO 1 J = 2, NEQ  !Forward substitutions. 
      DO 2 L = 1, J-1 
    2 QFINC(J) = QFINC(J) - STSM(L,J)*QFINC(L) 
    1 CONTINUE       
      DO 3 I = 1, NEQ  !Backward substitutions. 
    3 QFINC(I) = QFINC(I)/PIVOT(I) 
      DO 4 JJ = 2, NEQ 
      J = NEQ + 2 - JJ 
      DO 5 L = 1, J-1 
    5 QFINC(L) = QFINC(L) - STSM(L,J)*QFINC(J) 
    4 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE ITER(PT,BETOK,QEX,IBC,STSM,ITERTY,GM,NPOIN,MXPOI, 
     *                MXELE,COORD,INTMAT9,PIVOT,NDF,NELEM,IETIP, 
     *                TEMP,MXSTATE,INC,IPLANE,PI,BDf,PROP,FISURF, 
     *                BET,ICFLOAD,IREDSEL,IREMESH,BAS,IEMAT,MXMAT, 
     *                IRTemp,IRBody) 
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C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE ITERATES SOLUTIONS TO EQUILIBRIUM USING NEWTON-RAPHSON AND 
C     MODIFIED NEWTON-RAPHSON METHOD.     
C     *In Newton-Raphson method, the tangent stiffness matrix must be computed  
C      at every iteration loop but in modified Newton-Raphson method only  
C      tangent stiffness matrix computed at the incremtal solution part is used         
C      for all remaining number of iterations. 
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION COORD(MXPOI,2) 
      DIMENSION PT(MXPOI*2),QEX(MXPOI*2),GM(MXPOI*2) 
      DIMENSION STSM(MXPOI*2,MXPOI*2),PIVOT(MXPOI*2) 
      DIMENSION TEMP(MXPOI,MXSTATE),BDf(MXPOI*2,MXSTATE) 
      DIMENSION FIMECH(MXPOI*2),FITHER(MXPOI*2) 
      DIMENSION FIBODY(MXPOI*2),FISURF(MXPOI*2) 
      DIMENSION DFITHER(MXPOI*2),DFIBODY(MXPOI*2),PROP(MXMAT,7) 
      INTEGER INTMAT9(MXELE,9),IETIP(MXELE),IEMAT(MXELE),IBC(MXPOI*2) 
 
C     SMALL  is the convergence tolerance limit. 
C     NITMAX is maximum number of iterations. 
C     IMOD   = 1 compute all load vectors. 
C            = 2 compute tangent stiffness matrix and incremtal load vectors. 
C            = 3 compute both load vectors and tangent stiffness matrix. 
      NEQ    = NPOIN*NDF 
      SMALL  = 0.0001_8 
      NITMAX = 20 
      IMOD   = 1 
      IF(ITERTY.EQ.1) THEN 
      IMOD = 3 
      NITMAX = 10 
      ENDIF       
C=============================================================================== 
C     Begin iteration loops. 
C=============================================================================== 
      DO 1000 ITE = 1, NITMAX 
      WRITE(*,110) ITE 
  110 FORMAT(/,5X,'ITERATIVE LOOP WITH ITE =',I3) 
      CALL LST(NPOIN,MXPOI,NELEM,MXELE,INC,MXSTATE,IPLANE, 
     *         NDF,PI,IMOD,INTMAT9,IETIP,COORD,PT,TEMP,BDf, 
     *         STSM,DFITHER,DFIBODY,FIMECH,FITHER,FIBODY, 
     *         PROP,IREDSEL,IEMAT,MXMAT,IRTemp,IRBody) 
C     GM(NEQ) is the out-of-balance force vector. 
C     FISURF(NEQ) is the nodal force vector due to surface tractions.  
      DO 120 IEQ  = 1, NEQ 
      IF(IBC(IEQ).EQ.0) THEN 
      GM(IEQ)     = QEX(IEQ) + FITHER(IEQ) + FIBODY(IEQ) - FIMECH(IEQ) 
      FISURF(IEQ) = QEX(IEQ) 
      ELSE 
      GM(IEQ)     = 0._8 
      FISURF(IEQ) = FIMECH(IEQ) - FITHER(IEQ) - FIBODY(IEQ) 
      ENDIF 
      IF(ICFLOAD.NE.1) FISURF(IEQ) = 0._8 
  120 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Check solution's convergence. 
C=============================================================================== 
      GNORM = 0._8   !GNORM is the out-of-balance force vector norm. 
      DO 130 IEQ = 1, NEQ 
      GNORM = GNORM + GM(IEQ)*GM(IEQ) 
  130 CONTINUE 
      GNORM = DSQRT(GNORM) 
C     Set the norm from incremental part as the based norm. 
      IF(ITE.EQ.1 .AND. IREMESH.EQ.0)  BAS = MAX(GNORM,SMALL)   
      BET = GNORM/BAS 
C     Show iteration number and its corresponding convergence factor. Note that 
C     the CON. FAC. at ITERATION NO. = 0 is the convergence factor computed from 
C     the out-of-balance force vector in the incremental solution part. 
      WRITE(*,140) ITE-1, BET 
  140 FORMAT(5X,'ITERATION NO. =',I3,' CONV. FAC. =',G13.5) 
C     Use convergence tolerance factor as iterative stopping criteria. 
      IF(BET.LE.BETOK) GOTO 2000 
C     Full Newton-Raphson method. 
      IF(ITERTY.EQ.1) THEN 
      CALL APPLYBC(NEQ,IBC,STSM,GM,MXPOI) 
      CALL CROUT(STSM,PIVOT,NEQ,MXPOI) 
      ENDIF 
C     Modified Newton-Raphson method.         
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      CALL SOLVE(NEQ,STSM,PIVOT,GM,MXPOI) 
C     Update displacements. 
      DO 150 IEQ = 1, NEQ 
      IF(IBC(IEQ).EQ.0) THEN 
      PT(IEQ) = PT(IEQ) + GM(IEQ) 
      ELSE 
      PT(IEQ) = QEX(IEQ) 
      ENDIF 
  150 CONTINUE 
C     End each iteration. 
 1000 CONTINUE 
C     Solutions failed to converge over this number of iterations 
C     and tolerance limit. 
      WRITE(*,1010) 
 1010 FORMAT(/,' *** FAILED TO CONVERGE ***', 
     *       /,' WHAT DO YOU WANT TO DO NEXT ?', 
     *       /,' 1 = PROCEED', 
     *       /,' 0 = STOP') 
      READ(*,*) IDECISION 
      IF(IDECISION.EQ.0) STOP 
C     Solutions has converged.      
 2000 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE GAUSSNODE(IPLANE,NDF,NPOIN,MXPOI,INC,MXSTATE,NELEM, 
     *                     MXELE,IETIP,INTMAT9,COORD,PT,TEMP,SIGXX, 
     *                     SIGYY,SIGXY,SIGVM,PROP,MXCTE,ICTN,NCTN, 
     *                     SIGXXMAX,SIGYYMAX,SIGXYMAX,SIGVMMAX, 
     *                     IREDSEL,IEMAT,MXMAT) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE COMPUTES NODAL STRESSES FROM GAUSS'S POINT VALUES AND  
C     NODAL CHARACTERISTIC ELEMENT SIZES.  
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION COORD(MXPOI,2),PT(MXPOI*2) 
      DIMENSION TEMP(MXPOI,MXSTATE),PROP(MXMAT,7) 
      DIMENSION SIGXX(MXPOI),SIGYY(MXPOI),SIGXY(MXPOI) 
      DIMENSION SIGZZ(MXPOI),SIGVM(MXPOI) 
      DIMENSION SXX(MXPOI),SYY(MXPOI),SXY(MXPOI) 
      DIMENSION SZZ(MXPOI),SMM(MXPOI) 
      INTEGER INTMAT9(MXELE,9),IETIP(MXELE),IEMAT(MXELE),ICTN(MXCTE*2+1) 
 
C     Number of equations. 
      NEQ = NPOIN*NDF 
C=============================================================================== 
C     Calculate nodal volumetric stresses. 
C=============================================================================== 
      CALL VOLSTRESS(NPOIN,MXPOI,NELEM,MXELE,INC,MXSTATE,IPLANE, 
     *               NDF,INTMAT9,IETIP,COORD,PT,TEMP,PROP,SMM, 
     *               IREDSEL,IEMAT,MXMAT) 
C=============================================================================== 
C     Calculate nodal deviatoric stresses. 
C=============================================================================== 
      CALL DEVSTRESS(NPOIN,MXPOI,NELEM,MXELE,INC,MXSTATE,IPLANE, 
     *               NDF,INTMAT9,IETIP,COORD,PT,TEMP,PROP,SXX, 
     *               SYY,SXY,SZZ,IEMAT,MXMAT) 
C=============================================================================== 
C     Calculate nodal total stresses. 
C=============================================================================== 
      DO 1100 I = 1, NPOIN 
      SIGXX(I) = SMM(I) + SXX(I) 
      SIGYY(I) = SMM(I) + SYY(I) 
      SIGXY(I) = SXY(I) 
      SIGZZ(I) = SMM(I) + SZZ(I) 
      SIGVM(I) = DSQRT( (2._8*SIGXX(I)-SIGYY(I)-SIGZZ(I))**2._8/6._8 + 
     *                  (2._8*SIGYY(I)-SIGZZ(I)-SIGXX(I))**2._8/6._8 + 
     *                  (2._8*SIGZZ(I)-SIGXX(I)-SIGYY(I))**2._8/6._8 + 
     *                   3._8*SIGXY(I)*SIGXY(I) ) 
 1100 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Find the maximum von Mises stress of all crack tip nodes in 9-node  
C     degenerated crack tip elements. 
C=============================================================================== 
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      SIGXXMAX = 0._8 
      SIGYYMAX = 0._8 
      SIGXYMAX = 0._8 
      SIGVMMAX = 0._8 
      DO 1105 I = 1, NCTN 
      IF( DABS(SIGXXMAX) .LT. DABS(SIGXX(ICTN(I))) )  
     *    SIGXXMAX = SIGXX(ICTN(I)) 
      IF( DABS(SIGYYMAX) .LT. DABS(SIGYY(ICTN(I))) ) 
     *    SIGYYMAX = SIGYY(ICTN(I)) 
      IF( DABS(SIGXYMAX) .LT. DABS(SIGXY(ICTN(I))) ) 
     *    SIGXYMAX = SIGXY(ICTN(I)) 
      IF( DABS(SIGVMMAX) .LT. DABS(SIGVM(ICTN(I))) ) 
     *    SIGVMMAX = SIGVM(ICTN(I)) 
 1105 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE VOLSTRESS(NPOIN,MXPOI,NELEM,MXELE,INC,MXSTATE,IPLANE, 
     *                     NDF,INTMAT9,IETIP,COORD,PT,TEMP,PROP,SMM, 
     *                     IREDSEL,IEMAT,MXMAT) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE COMPUTES NODAL VOLUMETRIC STRESSES BY TRANSFORMING THEIR  
C     GAUSS'S POINT VALUES TO NODES.   
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION COORD(MXPOI,2) 
      DIMENSION X(9),Y(9),XG(9),YG(9),SGMM(9) 
      DIMENSION BMAT(4,9*2),DNDA(9),DNDB(9),AJ(2,2),AJI(2,2) 
      DIMENSION PT(MXPOI*2),EDISP(9*2),EKBG(9*2,9*2) 
      DIMENSION STRAIN(4),PROP(MXMAT,7),TR(9,9) 
      DIMENSION TEMP(MXPOI,MXSTATE),ETEMP(9) 
      DIMENSION SMM(MXPOI),ONE(MXPOI) 
      INTEGER INTMAT9(MXELE,9),IETIP(MXELE),IEMAT(MXELE) 
 
C     Number of equations. 
      NEQ = NPOIN*NDF 
C     Set element matrix dimensions for analyzed problem. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      NDIM = 4  !Axisymmetric case. 
      ELSE 
      NDIM = 3  !Plane stress or plane strain case. 
      ENDIF 
C     Set initial nodal quantities to zero. 
      DO 10 I = 1, NPOIN 
      SMM(I)  = 0._8 
      ONE(I)  = 0._8 
   10 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Loop over all elements. 
C=============================================================================== 
      DO 5000 IE = 1, NELEM 
C     Read material properties of each element. 
      ELAS   = PROP(IEMAT(IE),1) 
      PR     = PROP(IEMAT(IE),2) 
      YSTRSS = PROP(IEMAT(IE),3)       
      AHARD  = PROP(IEMAT(IE),4) 
      ALPHA  = PROP(IEMAT(IE),5) 
      COTHR  = PROP(IEMAT(IE),6) 
C     9-node rectangular crack tip element. 
      IF(IETIP(IE).EQ.1) THEN   
      NN   =  9         !Number of nodes. 
      NDOF =  NDF*NN    !Number of element degrees of freedom. 
C      Set number of Gauss's points, its coordinates and weights. 
       IF(IREDSEL.NE.1) THEN 
       NG    =  9 
       XG(1) = -DSQRT(3._8)/DSQRT(5._8) 
       XG(2) =  XG(1) 
       XG(3) =  XG(1) 
       XG(4) =  0._8 
       XG(5) =  XG(4) 
       XG(6) =  XG(4) 
       XG(7) = -XG(1)         
       XG(8) =  XG(7) 
       XG(9) =  XG(7) 
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C 
       YG(1) =  XG(1) 
       YG(2) =  XG(4) 
       YG(3) =  XG(7) 
       YG(4) =  XG(1) 
       YG(5) =  XG(4) 
       YG(6) =  XG(7) 
       YG(7) =  XG(1) 
       YG(8) =  XG(4) 
       YG(9) =  XG(7) 
       ELSE 
       NG    =  4 
       XG(1) = -1._8/DSQRT(3._8) 
       XG(2) = -1._8/DSQRT(3._8) 
       XG(3) =  1._8/DSQRT(3._8) 
       XG(4) =  1._8/DSQRT(3._8) 
C 
       YG(1) = -1._8/DSQRT(3._8) 
       YG(2) =  1._8/DSQRT(3._8) 
       YG(3) = -1._8/DSQRT(3._8) 
       YG(4) =  1._8/DSQRT(3._8) 
       ENDIF 
C     6-node triangular element. 
      ELSE 
      NN   =  6         !Number of nodes. 
      NDOF =  NDF*NN    !Number of element degrees of freedom. 
C      Set number of Gauss's points, its coordinates and weights. 
       IF(IREDSEL.NE.1) THEN 
       NG    =  7 
       XG(1) =  1._8/3._8 
       XG(2) =  0.101286507323456_8 
       XG(3) =  0.797426985353087_8 
       XG(4) =  XG(2) 
       XG(5) =  0.470142064105115_8 
       XG(6) =  0.059715871789770_8 
       XG(7) =  XG(5) 
C 
       YG(1) =  XG(1) 
       YG(2) =  XG(2) 
       YG(3) =  XG(2) 
       YG(4) =  XG(3) 
       YG(5) =  XG(5) 
       YG(6) =  XG(5) 
       YG(7) =  XG(6) 
       ELSE 
       NG    =  3 
       XG(1) =  1._8/6._8 
       XG(2) =  2._8/3._8 
       XG(3) =  1._8/6._8 
C 
       YG(1) =  1._8/6._8 
       YG(2) =  1._8/6._8 
       YG(3) =  2._8/3._8 
       ENDIF 
      ENDIF 
C     Set initial Gauss's point quantities to zeros in each element. 
      DO 5 I  = 1, NG 
      SGMM(I) = 0._8 
    5 CONTINUE 
C     Create elemant nodal displacement and temperature vector. 
      DO 100 I = 1, NN    
      II           = INTMAT9(IE,I) 
      X(I)         = COORD(II,1) 
      Y(I)         = COORD(II,2) 
      ETEMP(I)     = TEMP(II,INC+1) 
      EDISP(2*I-1) = PT(2*II-1) 
      EDISP(2*I)   = PT(2*II) 
  100 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Loop over each Gauss's point on an element. 
C=============================================================================== 
      DO 336 K = 1, NG 
C     Compute strain-displacement matrix.           
      A = XG(K) 
      B = YG(K) 
      CALL BJ9(X,Y,A,B,BMAT,EKBG,AJ,AJI,DETJAC,DNDA,DNDB, 
     *         NN,NDF,IPLANE) 



 207

C     Compute temperature at a Gauss's point.   
      CALL GVALUE(A,B,ETEMP,T,NN) 
C     Set initial strain vector to zero. 
      DO 331 I  = 1, NDIM 
      STRAIN(I) = 0._8 
  331 CONTINUE 
C     Compute strain vector. 
      DO 332 I  = 1, NDIM 
      DO 332 J  = 1, NDOF 
      STRAIN(I) = STRAIN(I) + BMAT(I,J)*EDISP(J) 
  332 CONTINUE 
C     Find effective stress. 
      CALL FINDSTRSS(EFSTRSS,STRAIN,YSTRSS,AHARD,ALPHA,PR, 
     *               ELAS,AMOD,EFRATIO,IPLANE,T,COTHR,BETA)  
C     Plane stress case. 
      IF(IPLANE.EQ.1) THEN 
      COND = BETA*ELAS/(1._8-2._8*PR)/(1._8+2._8*BETA) 
      SGMM(K) = COND*( STRAIN(1)+STRAIN(2)-2._8*COTHR*T )  
      ENDIF 
C     Plane strain case. 
      IF(IPLANE.EQ.2) THEN 
      SGMM(K) = ELAS/(3._8*(1._8-2._8*PR))* 
     *          ( STRAIN(1)+STRAIN(2)-3._8*COTHR*T )  
      ENDIF 
C     Axisymmetric case. 
      IF(IPLANE.EQ.3)THEN 
      SGMM(K) = ELAS/(3._8*(1._8-2._8*PR))* 
     *          ( STRAIN(1)+STRAIN(2)+STRAIN(4)-3._8*COTHR*T )  
      ENDIF 
C     End each Gauss's point. 
  336 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Transform all Gauss's point stress to nodes. 
C=============================================================================== 
      CALL TRMAT(NN,NG,TR) 
C     Sum all nodal stress in the entire model before nodal averaging. 
      DO 655 I = 1, NN 
      II = INTMAT9(IE,I) 
      DO 650 J = 1, NG 
      SMM(II)  = SMM(II) + TR(I,J)*SGMM(J) 
  650 CONTINUE 
      ONE(II)  = ONE(II) + 1._8 
  655 CONTINUE 
C     End each element. 
 5000 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Calculate nodal stresses. 
C=============================================================================== 
      DO 1100 I = 1, NPOIN 
      IF(ONE(I).LE.0._8) WRITE(*,1200) I 
 1200 FORMAT(' *** WARNING ***  NO CONTRIBUTION AT NODE', I5) 
      IF(ONE(I).LE.0._8) STOP 
      SMM(I) = SMM(I)/ONE(I) 
 1100 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE DEVSTRESS(NPOIN,MXPOI,NELEM,MXELE,INC,MXSTATE,IPLANE, 
     *                     NDF,INTMAT9,IETIP,COORD,PT,TEMP,PROP,SXX, 
     *                     SYY,SXY,SZZ,IEMAT,MXMAT) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE COMPUTES NODAL DEVIATORIC STRESSES BY TRANSFORMING THEIR  
C     GAUSS'S POINT VALUES TO NODES.   
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION COORD(MXPOI,2) 
      DIMENSION X(9),Y(9),XG(9),YG(9) 
      DIMENSION ONE(MXPOI),SXX(MXPOI),SYY(MXPOI),SXY(MXPOI),SZZ(MXPOI) 
      DIMENSION SGXX(9),SGYY(9),SGXY(9),SGZZ(9)  
      DIMENSION BMAT(4,9*2),DNDA(9),DNDB(9),AJ(2,2),AJI(2,2) 
      DIMENSION PT(MXPOI*2),EDISP(9*2),EKBG(9*2,9*2) 
      DIMENSION GMAT(4,4),HMAT(4,4),STRAIN(4),STRAIN0(4) 
      DIMENSION TEMP(MXPOI,MXSTATE),ETEMP(9) 
      DIMENSION PROP(MXMAT,7),TR(9,9) 
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      INTEGER INTMAT9(MXELE,9),IETIP(MXELE),IEMAT(MXELE) 
 
C     Number of equations. 
      NEQ = NPOIN*NDF 
C     Set element matrix dimensions for analyzed problem. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      NDIM = 4  !Axisymmetric case. 
      ELSE 
      NDIM = 3  !Plane stress or plane strain case. 
      ENDIF 
C     Set initial nodal quantities to zero. 
      DO 10 I = 1, NPOIN 
      SXX(I) = 0._8 
      SYY(I) = 0._8 
      SXY(I) = 0._8 
      SZZ(I) = 0._8 
      ONE(I) = 0._8 
   10 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Loop over all elements. 
C=============================================================================== 
      DO 5000 IE = 1, NELEM 
C     Read material properties of each element. 
      ELAS   = PROP(IEMAT(IE),1) 
      PR     = PROP(IEMAT(IE),2) 
      YSTRSS = PROP(IEMAT(IE),3)       
      AHARD  = PROP(IEMAT(IE),4) 
      ALPHA  = PROP(IEMAT(IE),5) 
      COTHR  = PROP(IEMAT(IE),6) 
C     9-node rectangular crack tip element. 
      IF(IETIP(IE).EQ.1) THEN   
      NN    =  9         !Number of nodes. 
      NG    =  9         !Number of Gauss's points. 
      NDOF  =  NDF*NN    !Number of element degrees of freedom. 
C     X coordinate at each Gauss's point for this element. 
      XG(1) = -DSQRT(3._8)/DSQRT(5._8) 
      XG(2) =  XG(1) 
      XG(3) =  XG(1) 
      XG(4) =  0._8 
      XG(5) =  XG(4) 
      XG(6) =  XG(4) 
      XG(7) = -XG(1)         
      XG(8) =  XG(7) 
      XG(9) =  XG(7) 
C     Y coordinate at each Gauss's point.  
      YG(1) =  XG(1) 
      YG(2) =  XG(4) 
      YG(3) =  XG(7) 
      YG(4) =  XG(1) 
      YG(5) =  XG(4) 
      YG(6) =  XG(7) 
      YG(7) =  XG(1) 
      YG(8) =  XG(4) 
      YG(9) =  XG(7) 
      ELSE 
C     6-node triangular element. 
      NN    =  6         !Number of nodes. 
      NG    =  7         !Number of Gauss's points. 
      NDOF  =  NDF*NN    !Number of element degrees of freedom. 
C     X coordinate at each Gauss's point for this element. 
      XG(1) =  1._8/3._8 
      XG(2) =  0.101286507323456_8 
      XG(3) =  0.797426985353087_8 
      XG(4) =  XG(2) 
      XG(5) =  0.470142064105115_8 
      XG(6) =  0.059715871789770_8 
      XG(7) =  XG(5) 
C     Y coordinate at each Gauss's point for this element. 
      YG(1) =  XG(1) 
      YG(2) =  XG(2) 
      YG(3) =  XG(2) 
      YG(4) =  XG(3) 
      YG(5) =  XG(5) 
      YG(6) =  XG(5) 
      YG(7) =  XG(6) 
      ENDIF 
C     Set initial Gauss's point quantities to zeros in each element. 
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      DO 5 I  = 1, NG 
      SGXX(I) = 0._8 
      SGYY(I) = 0._8 
      SGXY(I) = 0._8 
      SGZZ(I) = 0._8 
    5 CONTINUE 
C     Create elemant nodal displacement and temperature vector. 
      DO 100 I = 1, NN    
      II           = INTMAT9(IE,I) 
      X(I)         = COORD(II,1) 
      Y(I)         = COORD(II,2) 
      ETEMP(I)     = TEMP(II,INC+1) 
      EDISP(2*I-1) = PT(2*II-1) 
      EDISP(2*I)   = PT(2*II) 
  100 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Loop over each Gauss's point on an element. 
C=============================================================================== 
      DO 336 K = 1, NG 
C     Compute strain-displacement matrix.           
      A = XG(K) 
      B = YG(K) 
      CALL BJ9(X,Y,A,B,BMAT,EKBG,AJ,AJI,DETJAC,DNDA,DNDB, 
     *         NN,NDF,IPLANE) 
C     Compute temperature at a Gauss's point.   
      CALL GVALUE(A,B,ETEMP,T,NN) 
C     Set initial strain vector to zero. 
      DO 331 I  = 1, NDIM 
      STRAIN(I) = 0._8 
  331 CONTINUE 
C     Compute strain vector. 
      DO 332 I  = 1, NDIM 
      DO 332 J  = 1, NDOF 
      STRAIN(I) = STRAIN(I) + BMAT(I,J)*EDISP(J) 
  332 CONTINUE 
C     Set coefficient of thermal expansion vector. 
      IF(IPLANE.EQ.1) THEN  !Plane stress case. 
      STRAIN0(1) = COTHR*T  
      STRAIN0(2) = COTHR*T 
      STRAIN0(3) = 0._8 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Find effective stress. 
C=============================================================================== 
      CALL FINDSTRSS(EFSTRSS,STRAIN,YSTRSS,AHARD,ALPHA,PR, 
     *               ELAS,AMOD,EFRATIO,IPLANE,T,COTHR,BETA)  
C=============================================================================== 
C     Plane stress case. 
C=============================================================================== 
C     {STRESSdev} = [GMAT]{STRAIN} - [HMAT]{STRAIN0} 
C=============================================================================== 
      IF(IPLANE.EQ.1) THEN 
      COND = BETA*ELAS/(1._8-2._8*PR)/(1._8+2._8*BETA) 
      GMAT(1,1) =  COND*(1._8+BETA) 
      GMAT(1,2) = -COND*BETA 
      GMAT(1,3) =  0._8 
      GMAT(2,1) =  GMAT(1,2) 
      GMAT(2,2) =  GMAT(1,1) 
      GMAT(2,3) =  0._8 
      GMAT(3,1) =  0._8 
      GMAT(3,2) =  0._8 
      GMAT(3,3) =  COND*(0.5_8+BETA) 
C 
      HMAT(1,1) =  COND  
      HMAT(1,2) =  0._8 
      HMAT(1,3) =  0._8 
      HMAT(2,1) =  0._8 
      HMAT(2,2) =  HMAT(1,1) 
      HMAT(2,3) =  0._8 
      HMAT(3,1) =  0._8 
      HMAT(3,2) =  0._8 
      HMAT(3,3) =  0._8 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Plane strain case. 
C=============================================================================== 
C     {STRESSdev} = [GMAT]{STRAIN} 
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C=============================================================================== 
      IF(IPLANE.EQ.2) THEN 
      GMAT(1,1) =  2._8/9._8*EFRATIO*2._8 
      GMAT(1,2) = -2._8/9._8*EFRATIO 
      GMAT(1,3) =  0._8 
      GMAT(2,1) =  GMAT(1,2) 
      GMAT(2,2) =  GMAT(1,1) 
      GMAT(2,3) =  0._8 
      GMAT(3,1) =  0._8 
      GMAT(3,2) =  0._8 
      GMAT(3,3) =  2._8/9._8*EFRATIO*1.5_8 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Axisymmetric case. 
C=============================================================================== 
C     {STRESSdev} = [GMAT]{STRAIN} 
C=============================================================================== 
      IF(IPLANE.EQ.3)THEN 
      GMAT(1,1) =  2._8/9._8*EFRATIO*2._8 
      GMAT(1,2) = -2._8/9._8*EFRATIO 
      GMAT(1,3) =  0._8 
      GMAT(1,4) =  GMAT(1,2)       
      GMAT(2,1) =  GMAT(1,2) 
      GMAT(2,2) =  GMAT(1,1) 
      GMAT(2,3) =  0._8 
      GMAT(2,4) =  GMAT(1,2) 
      GMAT(3,1) =  GMAT(1,3) 
      GMAT(3,2) =  GMAT(2,3) 
      GMAT(3,3) =  2._8/9._8*EFRATIO*1.5_8 
      GMAT(3,4) =  0._8 
      GMAT(4,1) =  GMAT(1,4) 
      GMAT(4,2) =  GMAT(2,4) 
      GMAT(4,3) =  GMAT(3,4) 
      GMAT(4,4) =  GMAT(1,1) 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Compute stresses at a Gauss's point. 
C=============================================================================== 
      IF(IPLANE.EQ.1) THEN   !Plane stress case. 
      DO 500 I = 1, NDIM 
      SGXX(K)  = SGXX(K) + GMAT(1,I)*STRAIN(I) - HMAT(1,I)*STRAIN0(I) 
      SGYY(K)  = SGYY(K) + GMAT(2,I)*STRAIN(I) - HMAT(2,I)*STRAIN0(I) 
      SGXY(K)  = SGXY(K) + GMAT(3,I)*STRAIN(I) - HMAT(3,I)*STRAIN0(I) 
  500 CONTINUE 
      ELSE   !Plane strain or axisymmetric case. 
      DO 550 I = 1, NDIM 
      SGXX(K)  = SGXX(K) + GMAT(1,I)*STRAIN(I) 
      SGYY(K)  = SGYY(K) + GMAT(2,I)*STRAIN(I) 
      SGXY(K)  = SGXY(K) + GMAT(3,I)*STRAIN(I) 
  550 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Compute deviatoric stress in z direction. 
      IF(IPLANE.EQ.1) THEN  !Plane stress case. 
      EPS33   = ( 3._8*COTHR*T+(BETA-1._8)*(STRAIN(1)+STRAIN(2)) )/ 
     *          (1._8+2._8*BETA) 
      SGZZ(K) = 2._8/9._8*EFRATIO*( 2._8*EPS33-STRAIN(1)-STRAIN(2) ) 
      ENDIF 
      IF(IPLANE.EQ.2) THEN  !Plane strain case. 
      SGZZ(K) = 2._8/9._8*EFRATIO*( -STRAIN(1)-STRAIN(2) ) 
      ENDIF 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN  !Axisymmetric case. 
      SGZZ(K) = 2._8/9._8*EFRATIO*( 2._8*STRAIN(4)-STRAIN(1)-STRAIN(2) ) 
      ENDIF 
C     End each Gauss's point. 
  336 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Transform all Gauss's point stress to nodes. 
C=============================================================================== 
      CALL TRMAT(NN,NG,TR)                    
C     Sum all nodal stress in the entire model before nodal averaging. 
      DO 655 I = 1, NN 
      II = INTMAT9(IE,I) 
      DO 650 J = 1, NG 
      SXX(II)  = SXX(II) + TR(I,J)*SGXX(J) 
      SYY(II)  = SYY(II) + TR(I,J)*SGYY(J) 
      SXY(II)  = SXY(II) + TR(I,J)*SGXY(J) 
      SZZ(II)  = SZZ(II) + TR(I,J)*SGZZ(J) 
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  650 CONTINUE 
      ONE(II)  = ONE(II) + 1._8 
  655 CONTINUE 
C     End each element. 
 5000 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Calculate nodal stresses. 
C=============================================================================== 
      DO 1100 I = 1, NPOIN 
      IF(ONE(I).LE.0._8) WRITE(*,1200) I 
 1200 FORMAT(' *** WARNING ***  NO CONTRIBUTION AT NODE', I5) 
      IF(ONE(I).LE.0._8) STOP 
      SXX(I) = SXX(I)/ONE(I) 
      SYY(I) = SYY(I)/ONE(I) 
      SXY(I) = SXY(I)/ONE(I) 
      SZZ(I) = SZZ(I)/ONE(I) 
 1100 CONTINUE 
C   
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE TRMAT(NN,NG,TR)                    
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE RETURNS ANY GAUSS'S POINT-TO-NODE TRANSFORMATION MATRIX.  
C=============================================================================== 
 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION TR(9,9) 
 
C=============================================================================== 
C     9-node rectangular element with 9 Gauss's points. 
C=============================================================================== 
      IF(NN.EQ.9 .AND. NG.EQ.9) THEN 
C 
      TR(1,1) =  .21869398183909500E+01_8 
      TR(1,2) = -.98588703846749160E+00_8 
      TR(1,3) =  .27777777777777800E+00_8 
      TR(1,4) = -.98588703846749160E+00_8 
      TR(1,5) =  .44444444444444510E+00_8 
      TR(1,6) = -.12522407264362050E+00_8 
      TR(1,7) =  .27777777777777800E+00_8 
      TR(1,8) = -.12522407264362050E+00_8 
      TR(1,9) =  .35282403831273010E-01_8 
C 
      TR(2,1) =  .27777777777777840E+00_8 
      TR(2,2) = -.12522407264362070E+00_8 
      TR(2,3) =  .35282403831273120E-01_8 
      TR(2,4) = -.98588703846749160E+00_8 
      TR(2,5) =  .44444444444444510E+00_8 
      TR(2,6) = -.12522407264362050E+00_8 
      TR(2,7) =  .21869398183909500E+01_8 
      TR(2,8) = -.98588703846749120E+00_8 
      TR(2,9) =  .27777777777777790E+00_8 
C 
      TR(3,1) =  .35282403831273350E-01_8 
      TR(3,2) = -.12522407264362070E+00_8 
      TR(3,3) =  .27777777777777800E+00_8 
      TR(3,4) = -.12522407264362050E+00_8 
      TR(3,5) =  .44444444444444510E+00_8 
      TR(3,6) = -.98588703846749120E+00_8 
      TR(3,7) =  .27777777777777800E+00_8 
      TR(3,8) = -.98588703846749120E+00_8 
      TR(3,9) =  .21869398183909490E+01_8 
C 
      TR(4,1) =  .27777777777777800E+00_8 
      TR(4,2) = -.98588703846749160E+00_8 
      TR(4,3) =  .21869398183909500E+01_8 
      TR(4,4) = -.12522407264362050E+00_8 
      TR(4,5) =  .44444444444444510E+00_8 
      TR(4,6) = -.98588703846749120E+00_8 
      TR(4,7) =  .35282403831273120E-01_8 
      TR(4,8) = -.12522407264362050E+00_8 
      TR(4,9) =  .27777777777777790E+00_8 
C 
      TR(5,1) =  .13877787807814460E-15_8 
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      TR(5,2) = -.11102230246251570E-15_8 
      TR(5,3) =  .55511151231257830E-16_8 
      TR(5,4) =  .14788305577012360E+01_8 
      TR(5,5) = -.66666666666666690E+00_8 
      TR(5,6) =  .18783610896543060E+00_8 
      TR(5,7) =  .55511151231257830E-16_8 
      TR(5,8) = -.55511151231257830E-16_8 
      TR(5,9) =  .27755575615628910E-16_8 
C 
      TR(6,1) =  .83266726846886740E-16_8 
      TR(6,2) =  .18783610896543080E+00_8 
      TR(6,3) = -.11102230246251570E-15_8 
      TR(6,4) = -.55511151231257830E-16_8 
      TR(6,5) = -.66666666666666690E+00_8 
      TR(6,6) = -.55511151231257830E-16_8 
      TR(6,7) =  .16653345369377350E-15_8 
      TR(6,8) =  .14788305577012360E+01_8 
      TR(6,9) =  .13877787807814460E-15_8 
C 
      TR(7,1) = -.83266726846886740E-16_8 
      TR(7,2) = -.11102230246251570E-15_8 
      TR(7,3) =  .16653345369377350E-15_8 
      TR(7,4) =  .18783610896543080E+00_8 
      TR(7,5) = -.66666666666666690E+00_8 
      TR(7,6) =  .14788305577012360E+01_8 
      TR(7,7) = -.55511151231257830E-16_8 
      TR(7,8) = -.55511151231257830E-16_8 
      TR(7,9) =  .13877787807814460E-15_8 
C 
      TR(8,1) = -.27755575615628910E-16_8 
      TR(8,2) =  .14788305577012360E+01_8 
      TR(8,3) =  .00000000000000000E+00_8 
      TR(8,4) = -.55511151231257830E-16_8 
      TR(8,5) = -.66666666666666690E+00_8 
      TR(8,6) = -.55511151231257830E-16_8 
      TR(8,7) =  .55511151231257830E-16_8 
      TR(8,8) =  .18783610896543060E+00_8 
      TR(8,9) =  .27755575615628910E-16_8 
C 
      TR(9,1) =  .27755575615628910E-16_8 
      TR(9,2) =  .11102230246251570E-15_8 
      TR(9,3) = -.55511151231257830E-16_8 
      TR(9,4) =  .55511151231257830E-16_8 
      TR(9,5) =  .99999999999999990E+00_8 
      TR(9,6) =  .55511151231257830E-16_8 
      TR(9,7) =  .00000000000000000E+00_8 
      TR(9,8) =  .55511151231257830E-16_8 
      TR(9,9) = -.27755575615628910E-16_8 
      GOTO 100 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     9-node rectangular element with 4 Gauss's points. 
C=============================================================================== 
      IF(NN.EQ.9 .AND. NG.EQ.4) THEN 
C 
      TR(1,1) =  .18660254037844380E+01_8 
      TR(1,2) = -.49999999999999980E+00_8 
      TR(1,3) = -.49999999999999980E+00_8 
      TR(1,4) =  .13397459621556130E+00_8 
C 
      TR(2,1) = -.49999999999999980E+00_8 
      TR(2,2) =  .13397459621556130E+00_8 
      TR(2,3) =  .18660254037844380E+01_8 
      TR(2,4) = -.49999999999999980E+00_8 
C 
      TR(3,1) =  .13397459621556130E+00_8 
      TR(3,2) = -.49999999999999980E+00_8 
      TR(3,3) = -.49999999999999980E+00_8 
      TR(3,4) =  .18660254037844380E+01_8 
C 
      TR(4,1) = -.49999999999999980E+00_8 
      TR(4,2) =  .18660254037844380E+01_8 
      TR(4,3) =  .13397459621556130E+00_8 
      TR(4,4) = -.49999999999999980E+00_8 
C 
      TR(5,1) =  .68301270189221920E+00_8 
      TR(5,2) = -.18301270189221920E+00_8 
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      TR(5,3) =  .68301270189221920E+00_8 
      TR(5,4) = -.18301270189221920E+00_8 
C 
      TR(6,1) = -.18301270189221920E+00_8 
      TR(6,2) = -.18301270189221920E+00_8 
      TR(6,3) =  .68301270189221920E+00_8 
      TR(6,4) =  .68301270189221920E+00_8 
C 
      TR(7,1) = -.18301270189221920E+00_8 
      TR(7,2) =  .68301270189221920E+00_8 
      TR(7,3) = -.18301270189221920E+00_8 
      TR(7,4) =  .68301270189221920E+00_8 
C 
      TR(8,1) =  .68301270189221920E+00_8 
      TR(8,2) =  .68301270189221920E+00_8 
      TR(8,3) = -.18301270189221920E+00_8 
      TR(8,4) = -.18301270189221920E+00_8 
C 
      TR(9,1) =  .25000000000000000E+00_8 
      TR(9,2) =  .25000000000000000E+00_8 
      TR(9,3) =  .25000000000000000E+00_8 
      TR(9,4) =  .25000000000000000E+00_8 
      GOTO 100 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     6-node triangular element with 7 Gauss's points. 
C=============================================================================== 
      IF(NN.EQ.6 .AND. NG.EQ.7) THEN 
C 
      TR(1,1) = -.69230769230764320E+00_8 
      TR(1,2) =  .19743924601202800E+01_8 
      TR(1,3) =  .14344495818924320E+00_8 
      TR(1,4) =  .14344495818922900E+00_8 
      TR(1,5) =  .25637677064884160E+00_8 
      TR(1,6) = -.41267572741996480E+00_8 
      TR(1,7) = -.41267572741999300E+00_8 
C 
      TR(2,1) = -.69230769230768990E+00_8 
      TR(2,2) =  .14344495818923650E+00_8 
      TR(2,3) =  .19743924601203660E+01_8 
      TR(2,4) =  .14344495818923960E+00_8 
      TR(2,5) = -.41267572742002570E+00_8 
      TR(2,6) =  .25637677064887310E+00_8 
      TR(2,7) = -.41267572742003100E+00_8 
C 
      TR(3,1) = -.69230769230768410E+00_8 
      TR(3,2) =  .14344495818920590E+00_8 
      TR(3,3) =  .14344495818923220E+00_8 
      TR(3,4) =  .19743924601203570E+01_8 
      TR(3,5) = -.41267572742002700E+00_8 
      TR(3,6) = -.41267572742000700E+00_8 
      TR(3,7) =  .25637677064886730E+00_8 
C 
      TR(4,1) =  .17751479289940540E+00_8 
      TR(4,2) =  .98125809310777970E-01_8 
      TR(4,3) =  .98125809310778190E-01_8 
      TR(4,4) =  .15626601555207210E+00_8 
      TR(4,5) = -.28229740694391450E+00_8 
      TR(4,6) = -.28229740694392030E+00_8 
      TR(4,7) =  .10345623868147880E+01_8 
C 
      TR(5,1) =  .17751479289941500E+00_8 
      TR(5,2) =  .15626601555204820E+00_8 
      TR(5,3) =  .98125809310774580E-01_8 
      TR(5,4) =  .98125809310770860E-01_8 
      TR(5,5) =  .10345623868147820E+01_8 
      TR(5,6) = -.28229740694390500E+00_8 
      TR(5,7) = -.28229740694391580E+00_8 
C 
      TR(6,1) =  .17751479289939320E+00_8 
      TR(6,2) =  .98125809310794290E-01_8 
      TR(6,3) =  .15626601555207180E+00_8 
      TR(6,4) =  .98125809310782410E-01_8 
      TR(6,5) = -.28229740694390900E+00_8 
      TR(6,6) =  .10345623868147800E+01_8 
      TR(6,7) = -.28229740694392950E+00_8 
      GOTO 100 
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      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     6-node triangular element with 3 Gauss's points. 
C=============================================================================== 
      IF(NN.EQ.6 .AND. NG.EQ.3) THEN 
C 
      TR(1,1) =  .16666666666666665E+01_8 
      TR(1,2) = -.33333333333333331E+00_8 
      TR(1,3) = -.33333333333333331E+00_8 
C 
      TR(2,1) = -.33333333333333348E+00_8 
      TR(2,2) =  .16666666666666667E+01_8 
      TR(2,3) = -.33333333333333331E+00_8 
C 
      TR(3,1) = -.33333333333333348E+00_8 
      TR(3,2) = -.33333333333333331E+00_8 
      TR(3,3) =  .16666666666666667E+01_8 
C 
      TR(4,1) =  .66666666666666652E+00_8 
      TR(4,2) =  .66666666666666674E+00_8 
      TR(4,3) = -.33333333333333331E+00_8 
C 
      TR(5,1) = -.33333333333333348E+00_8 
      TR(5,2) =  .66666666666666674E+00_8 
      TR(5,3) =  .66666666666666674E+00_8 
C 
      TR(6,1) =  .66666666666666652E+00_8 
      TR(6,2) = -.33333333333333331E+00_8 
      TR(6,3) =  .66666666666666674E+00_8 
      GOTO 100 
      ENDIF 
C     Incorrect number of nodes or Gauss's points. 
      WRITE(*,200) NN, NG 
  200 FORMAT(/,' *** NO TRANSFORMATION MATRIX FOR THIS ELEMENT WITH', 
     *       /,' NN = ',I2,' NG = ',I2,' ***') 
C 
  100 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE CJINT(IPLANE,NDF,NDOM,MXDOM,MXEDOM,NEIND,IEIND, 
     *                 MXCFNODE,IFACEN,IFACEE,NFACEN,NFACE,IFACE, 
     *                 NPOIN,MXPOI,INC,MXSTATE,MXELE,IETIP,INTMAT9, 
     *                 COORD,PT,TEMP,BDf,NODEK1new,CANGLE,ROR,PI, 
     *                 PROP,AJdom,AJface,AJint,FISURF,CTQEX,FDQEX, 
     *                 ICFLOAD,IDOMTY,IREDSEL,IEMAT,MXMAT) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE CALCULATES PARAMETER J-INTEGRAL USING DOMAIN INTEGRAL  
C     METHOD BASED ON DELORENZI'S PAPER, 'ENERGY RELEASE RATE CALCULATIONS BY  
C     FINITE ELEMENT METHOD' AND SHIH'S PAPER, 'ENERGY RELEASE RATE ALONG THREE- 
C     DIMENTIONAL CRACK FRONT IN A THERMALLY STRESSED BODY'. 
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION COORD(MXPOI,2),PT(MXPOI*2),ROR(MXDOM,4) 
      DIMENSION TEMP(MXPOI,MXSTATE),BDf(MXPOI*2,MXSTATE) 
      DIMENSION PROP(MXMAT,7),FISURF(MXPOI*2) 
      DIMENSION CTQEX(4),FDQEX(4) 
      DIMENSION AJvol(MXDOM),AJdev(MXDOM),AJdom(MXDOM) 
      DIMENSION AJface(MXDOM),AJint(MXDOM) 
      INTEGER INTMAT9(MXELE,9),IETIP(MXELE),IEMAT(MXELE) 
      INTEGER NEIND(MXDOM),IEIND(MXEDOM,MXDOM) 
      INTEGER IFACEN(2,MXCFNODE,MXDOM),NFACEN(2,MXDOM)  
      INTEGER IFACEE(2,(MXCFNODE-1)/2,MXDOM) 
 
C=============================================================================== 
C     Compute J-integral parameter from volumetric stress expression.  
C=============================================================================== 
      CALL CJVOL(IPLANE,NDF,NDOM,MXDOM,MXEDOM,NEIND,IEIND, 
     *           NPOIN,MXPOI,INC,MXSTATE,MXELE,IETIP,INTMAT9, 
     *           COORD,PT,TEMP,NODEK1new,CANGLE,ROR,PROP,AJvol, 
     *           IDOMTY,IREDSEL,IEMAT,MXMAT) 
C=============================================================================== 
C     Compute J-integral parameter from deviatoric stress expression.  
C=============================================================================== 
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      CALL CJDEV(IPLANE,NDF,NDOM,MXDOM,MXEDOM,NEIND,IEIND, 
     *           NPOIN,MXPOI,INC,MXSTATE,MXELE,IETIP,INTMAT9, 
     *           COORD,PT,TEMP,BDf,NODEK1new,CANGLE,ROR,PROP, 
     *           AJdev,IDOMTY,IEMAT,MXMAT) 
C=============================================================================== 
C     Compute J-integral parameter from crack face expression.  
C=============================================================================== 
      IF(ICFLOAD.EQ.1) THEN 
       CALL CJFACE(IPLANE,NDF,NDOM,MXDOM,MXCFNODE,IFACEN, 
     *             IFACEE,NFACEN,NFACE,IFACE,NPOIN,MXPOI, 
     *             MXELE,IETIP,INTMAT9,COORD,PT,NODEK1new, 
     *             CANGLE,ROR,PI,PROP,AJface,FISURF,CTQEX, 
     *             FDQEX,IDOMTY,IEMAT,MXMAT) 
      ELSE 
       DO 10 IDOM = 1, NDOM 
        AJface(IDOM) = 0._8 
   10  CONTINUE 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Compute total J-integral parameter of each integrated domain.  
C=============================================================================== 
      DO 3000 IDOM = 1, NDOM 
      AJdom(IDOM)  = AJvol(IDOM) + AJdev(IDOM) 
      AJint(IDOM)  = AJdom(IDOM) - AJface(IDOM) 
      WRITE(*,3001) IDOM 
 3001 FORMAT(/,' DOMAIN [',I2,']')  
      WRITE(*,*) ' J-DOMAIN     =', AJdom(IDOM) 
      WRITE(*,*) ' J-CRACK FACE =', AJface(IDOM) 
      WRITE(*,*) ' J-INTEGRAL   =', AJint(IDOM) 
 3000 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE CJVOL(IPLANE,NDF,NDOM,MXDOM,MXEDOM,NEIND,IEIND, 
     *                 NPOIN,MXPOI,INC,MXSTATE,MXELE,IETIP,INTMAT9, 
     *                 COORD,PT,TEMP,NODEK1new,CANGLE,ROR,PROP,AJvol, 
     *                 IDOMTY,IREDSEL,IEMAT,MXMAT) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE CALCULATES J-INTEGRAL PARAMETER ACCORDING TO VOLUMETRIC  
C     STRESS EXPRESSION USING DOMAIN INTEGRAL METHOD. 
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION COORD(MXPOI,2),PT(MXPOI*2),ROR(MXDOM,4) 
      DIMENSION TEMP(MXPOI,MXSTATE),PROP(MXMAT,7) 
      DIMENSION EDISP(9*2),ETEMP(9),STRAIN(4) 
      DIMENSION BMAT(4,9*2),EKBG(9*2,9*2) 
      DIMENSION AJ(2,2),AJI(2,2),AJID(2,2) 
      DIMENSION EUr(9),EQ1(9),EQ2(9) 
      DIMENSION DNDA(9),DNDB(9),P(9,2),PJID(9,2) 
      DIMENSION dUdXMat(2,2),dTdXMat(1,2) 
      DIMENSION QMat(2,1),dQdXMat(2,2) 
      DIMENSION X(9),Y(9),XG(9),YG(9),WG(9),Q(9) 
      DIMENSION AJvol(MXDOM) 
      INTEGER INTMAT9(MXELE,9),IETIP(MXELE),IEMAT(MXELE) 
      INTEGER NEIND(MXDOM),IEIND(MXEDOM,MXDOM) 
 
C     Number of equations. 
      NEQ = NPOIN*NDF 
C     Set matrix dimensions according to the analyzed problem. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN !Axisymmetric case. 
      NDIM = 4   
      Rtip = COORD(NODEK1new,1) !Compute crack tip radius from axis of rotation. 
      ELSE !Plane stress or plane strain case. 
      NDIM = 3   
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Compute J-integral from volumetric stress expression. 
C=============================================================================== 
C     Loop over each integrated domain. 
      DO 100 IDOM = 1, NDOM 
      AJvol(IDOM) = 0._8 
C     Loop over each element in this integrated domain. 
      DO 120 IED  = 1, NEIND(IDOM) 
C     Read material properties of each element. 
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      ELAS   = PROP(IEMAT(IEIND(IED,IDOM)),1) 
      PR     = PROP(IEMAT(IEIND(IED,IDOM)),2) 
      YSTRSS = PROP(IEMAT(IEIND(IED,IDOM)),3)       
      AHARD  = PROP(IEMAT(IEIND(IED,IDOM)),4) 
      ALPHA  = PROP(IEMAT(IEIND(IED,IDOM)),5) 
      COTHR  = PROP(IEMAT(IEIND(IED,IDOM)),6) 
C     9-node rectangular crack tip element. 
      IF(IETIP(IEIND(IED,IDOM)).EQ.1) THEN   
      NN   =  9         !Number of nodes. 
      NMN  =  4         !Number of main (corner) nodes. 
      NDOF =  NDF*NN    !Number of element degrees of freedom. 
C      Set number of Gauss's points, its coordinates and weights. 
       IF(IREDSEL.NE.1) THEN 
       NG    =  9 
       XG(1) = -DSQRT(3._8)/DSQRT(5._8) 
       XG(2) =  XG(1) 
       XG(3) =  XG(1) 
       XG(4) =  0._8 
       XG(5) =  XG(4) 
       XG(6) =  XG(4) 
       XG(7) = -XG(1)         
       XG(8) =  XG(7) 
       XG(9) =  XG(7) 
C 
       YG(1) =  XG(1) 
       YG(2) =  XG(4) 
       YG(3) =  XG(7) 
       YG(4) =  XG(1) 
       YG(5) =  XG(4) 
       YG(6) =  XG(7) 
       YG(7) =  XG(1) 
       YG(8) =  XG(4) 
       YG(9) =  XG(7) 
C 
       WG(1) =  25._8/81._8 
       WG(2) =  40._8/81._8 
       WG(3) =  WG(1) 
       WG(4) =  WG(2) 
       WG(5) =  64._8/81._8 
       WG(6) =  WG(2) 
       WG(7) =  WG(1) 
       WG(8) =  WG(2) 
       WG(9) =  WG(1)       
       ELSE 
       NG    =  4 
       XG(1) = -1._8/DSQRT(3._8) 
       XG(2) = -1._8/DSQRT(3._8) 
       XG(3) =  1._8/DSQRT(3._8) 
       XG(4) =  1._8/DSQRT(3._8) 
C 
       YG(1) = -1._8/DSQRT(3._8) 
       YG(2) =  1._8/DSQRT(3._8) 
       YG(3) = -1._8/DSQRT(3._8) 
       YG(4) =  1._8/DSQRT(3._8) 
C 
       WG(1) =  1._8 
       WG(2) =  1._8 
       WG(3) =  1._8 
       WG(4) =  1._8 
       ENDIF 
C     6-node triangular element. 
      ELSE 
      NN   =  6         !Number of nodes. 
      NMN  =  3         !Number of main (corner) nodes. 
      NDOF =  NDF*NN    !Number of element degrees of freedom. 
C      Set number of Gauss's points, its coordinates and weights. 
       IF(IREDSEL.NE.1) THEN 
       NG    =  7 
       XG(1) =  1._8/3._8 
       XG(2) =  0.101286507323456_8 
       XG(3) =  0.797426985353087_8 
       XG(4) =  XG(2) 
       XG(5) =  0.470142064105115_8 
       XG(6) =  0.059715871789770_8 
       XG(7) =  XG(5) 
C 
       YG(1) =  XG(1) 
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       YG(2) =  XG(2) 
       YG(3) =  XG(2) 
       YG(4) =  XG(3) 
       YG(5) =  XG(5) 
       YG(6) =  XG(5) 
       YG(7) =  XG(6) 
C 
       WG(1) =  0.225_8 
       WG(2) =  0.125939180544827_8 
       WG(3) =  WG(2) 
       WG(4) =  WG(2) 
       WG(5) =  0.132394152788506_8 
       WG(6) =  WG(5) 
       WG(7) =  WG(5) 
C 
       WG(1) =  WG(1)/2._8 
       WG(2) =  WG(2)/2._8 
       WG(3) =  WG(3)/2._8 
       WG(4) =  WG(4)/2._8 
       WG(5) =  WG(5)/2._8 
       WG(6) =  WG(6)/2._8 
       WG(7) =  WG(7)/2._8 
       ELSE 
       NG    =  3 
       XG(1) =  1._8/6._8 
       XG(2) =  2._8/3._8 
       XG(3) =  1._8/6._8 
C 
       YG(1) =  1._8/6._8 
       YG(2) =  1._8/6._8 
       YG(3) =  2._8/3._8 
C 
       WG(1) =  1._8/3._8 
       WG(2) =  1._8/3._8 
       WG(3) =  1._8/3._8 
C 
       WG(1) =  WG(1)/2._8 
       WG(2) =  WG(2)/2._8 
       WG(3) =  WG(3)/2._8 
       ENDIF 
      ENDIF 
C     Compute the magnitude of shift function. 
      DO 135 I = 1, NN    
      II = INTMAT9(IEIND(IED,IDOM),I) 
      DX = COORD(II,1)-COORD(NODEK1new,1) 
      DY = COORD(II,2)-COORD(NODEK1new,2) 
      IF(IDOMTY.EQ.1) THEN  !Square domain. 
       AR = MAX(DABS(DX),DABS(DY))/ROR(IDOM,1) 
      ENDIF 
C 
      IF(IDOMTY.EQ.2) THEN  !Circular domain. 
       AR = DSQRT(DX*DX+DY*DY)/ROR(IDOM,1) 
      ENDIF 
C 
      IF(IDOMTY.EQ.3) THEN  !Rectangular domain. 
       IF(DX.LE.0._8) THEN 
        IF(ROR(IDOM,1).GT.0._8) THEN 
         AX = -DX/ROR(IDOM,1) 
        ELSE 
         AX = -1._8  
        ENDIF 
       ELSE 
        IF(ROR(IDOM,3).GT.0._8) THEN 
         AX =  DX/ROR(IDOM,3) 
        ELSE 
         AX = -1._8  
        ENDIF 
       ENDIF 
C 
       IF(DY.LE.0._8) THEN 
        IF(ROR(IDOM,4).GT.0._8) THEN 
         AY = -DY/ROR(IDOM,4) 
        ELSE 
         AY = -1._8  
        ENDIF 
       ELSE 
        IF(ROR(IDOM,2).GT.0._8) THEN 
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         AY =  DY/ROR(IDOM,2) 
        ELSE 
         AY = -1._8  
        ENDIF 
       ENDIF 
       AR = MAX(AX,AY)  
      ENDIF 
C 
      Q(I) = 1._8 - AR 
      IF(Q(I).LE.1.0E-12_8) Q(I) = 0._8 
  135 CONTINUE 
C     Make the magnitude of shift function zero at circular domain boundary. 
      IF(IDOMTY.EQ.2) THEN 
      DO 145 I = 1, NMN 
      I2ND = I + 1 
      IF(I.EQ.NMN) I2ND = 1 
      IF(Q(I).EQ.0._8 .AND. Q(I2ND).EQ.0._8) Q(I+NMN) = 0._8 
  145 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Create element nodal quantities. 
      DO 130 I = 1, NN    
      II           = INTMAT9(IEIND(IED,IDOM),I) 
      X(I)         = COORD(II,1) 
      Y(I)         = COORD(II,2) 
      EQ1(I)       = Q(I)*DCOSD(CANGLE) 
      EQ2(I)       = Q(I)*DSIND(CANGLE) 
      EUr(I)       = PT(2*II-1) 
      ETEMP(I)     = TEMP(II,INC+1) 
      EDISP(2*I-1) = PT(2*II-1) 
      EDISP(2*I)   = PT(2*II) 
  130 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Loop over each Gauss's point on this element. 
C=============================================================================== 
      DO 1000 K = 1, NG  
      A = XG(K) 
      B = YG(K) 
      CALL BJ9(X,Y,A,B,BMAT,EKBG,AJ,AJI,DETJAC,DNDA,DNDB, 
     *         NN,NDF,IPLANE) 
C     Compute all Gauss's point quantities. 
      CALL GVALUE(A,B,EQ1,Q1G,NN) 
      CALL GVALUE(A,B,EQ2,Q2G,NN) 
      CALL GVALUE(A,B,ETEMP,T,NN) 
C     For axisymmetric case. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      CALL GVALUE(A,B,X,RG,NN) 
      CALL GVALUE(A,B,EUr,UrG,NN) 
      ENDIF 
C     Set initial strain vector to zero. 
      DO 200 I  = 1, NDIM 
      STRAIN(I) = 0._8 
  200 CONTINUE 
C     Compute strain vector. 
      DO 210 I  = 1, NDIM 
      DO 210 J  = 1, NDOF 
      STRAIN(I) = STRAIN(I) + BMAT(I,J)*EDISP(J) 
  210 CONTINUE 
C     Find effective stress. 
      CALL FINDSTRSS(EFSTRSS,STRAIN,YSTRSS,AHARD,ALPHA,PR, 
     *               ELAS,AMOD,EFRATIO,IPLANE,T,COTHR,BETA)  
C     Plane stress case. 
      IF(IPLANE.EQ.1) THEN 
      COND = BETA*ELAS/(1._8-2._8*PR)/(1._8+2._8*BETA) 
      SGMM = COND*(STRAIN(1)+STRAIN(2)-2._8*COTHR*T)  
      ENDIF 
C     Plane strain case. 
      IF(IPLANE.EQ.2) THEN 
      SGMM = ELAS/(3._8*(1._8-2._8*PR))* 
     *       (STRAIN(1)+STRAIN(2)-3._8*COTHR*T)  
      ENDIF 
C     Axisymmetric case. 
      IF(IPLANE.EQ.3)THEN 
      SGMM = ELAS/(3._8*(1._8-2._8*PR))* 
     *       (STRAIN(1)+STRAIN(2)+STRAIN(4)-3._8*COTHR*T)  
      ENDIF 
C     Compute strain energy density at each Gauss's point. 
      Wvol = (1.5_8-3._8*PR)/ELAS*SGMM*SGMM 
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C     Form shape function derivative matrix. 
      DO 140 I = 1, NN 
      P(I,1) = DNDA(I) 
      P(I,2) = DNDB(I) 
  140 CONTINUE 
C     Form inverse Jacobian's matrix in deLorenzi's form. 
      AJID(1,1) = AJI(1,1) 
      AJID(1,2) = AJI(2,1) 
      AJID(2,1) = AJI(1,2) 
      AJID(2,2) = AJI(2,2) 
C     [PJID] = [P][AJID]. 
      DO 150 I  = 1, NN 
      DO 150 J  = 1, NDF 
      PJID(I,J) = P(I,1)*AJID(1,J) + P(I,2)*AJID(2,J) 
  150 CONTINUE 
C     Set initial matrices to zeros. 
      DO 160 I = 1, NDF 
      DO 170 J = 1, NDF 
      dUdXMat(I,J) = 0._8 
      dQdXMat(I,J) = 0._8 
  170 CONTINUE 
      dTdXMat(1,I) = 0._8 
  160 CONTINUE 
C     Compute all derivative matrices at each Gauss's point. 
      DO 180 I = 1, NN 
C     Form displacement derivative matrix. 
      dUdXMat(1,1) = dUdXMat(1,1) + EDISP(2*I-1)*PJID(I,1) 
      dUdXMat(1,2) = dUdXMat(1,2) + EDISP(2*I-1)*PJID(I,2) 
      dUdXMat(2,1) = dUdXMat(2,1) + EDISP(2*I  )*PJID(I,1) 
      dUdXMat(2,2) = dUdXMat(2,2) + EDISP(2*I  )*PJID(I,2) 
C     Form shift function derivative matrix. 
      dQdXMat(1,1) = dQdXMat(1,1) + EQ1(I)*PJID(I,1) 
      dQdXMat(1,2) = dQdXMat(1,2) + EQ1(I)*PJID(I,2) 
      dQdXMat(2,1) = dQdXMat(2,1) + EQ2(I)*PJID(I,1) 
      dQdXMat(2,2) = dQdXMat(2,2) + EQ2(I)*PJID(I,2) 
C     Form temperature derivative matrix. 
      dTdXMat(1,1) = dTdXMat(1,1) + ETEMP(I)*PJID(I,1) 
      dTdXMat(1,2) = dTdXMat(1,2) + ETEMP(I)*PJID(I,2) 
  180 CONTINUE 
C     Form shift function matrix. 
      QMat(1,1) = Q1G 
      QMat(2,1) = Q2G 
C     Compute J-integral in volumetric stress expression. 
      AJvolSUM = 0._8 
      DO 190 I = 1, NDF 
      AJvolSUM = AJvolSUM - Wvol*dQdXMat(I,I)  
     *                    + 3._8*COTHR*SGMM*dTdXMat(1,I)*QMat(I,1)  
      DO 190 J = 1, NDF 
      AJvolSUM = AJvolSUM + SGMM*dUdXMat(I,J)*dQdXMat(J,I)           
  190 CONTINUE 
C     Check problem case. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN  !Axisymmetric case. 
      AJvol(IDOM) = AJvol(IDOM) + WG(K)*AJvolSUM*RG*DETJAC + 
     *              WG(K)*(SGMM*UrG/RG-Wvol)*QMat(1,1)*DETJAC     
      ELSE                  !Plane stress or plane strain case. 
      AJvol(IDOM) = AJvol(IDOM) + WG(K)*AJvolSUM*DETJAC 
      ENDIF 
C     End each Gauss's point. 
 1000 CONTINUE 
C     End each element in the integrated domain. 
  120 CONTINUE 
      IF(IPLANE.EQ.3)THEN 
      AJvol(IDOM) = AJvol(IDOM)/Rtip 
      ENDIF       
C     End each integrated domain. 
  100 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE CJDEV(IPLANE,NDF,NDOM,MXDOM,MXEDOM,NEIND,IEIND, 
     *                 NPOIN,MXPOI,INC,MXSTATE,MXELE,IETIP,INTMAT9, 
     *                 COORD,PT,TEMP,BDf,NODEK1new,CANGLE,ROR,PROP, 
     *                 AJdev,IDOMTY,IEMAT,MXMAT) 
C=============================================================================== 
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C     THIS SUBROUTINE CALCULATES J-INTEGRAL PARAMETER ACCORDING TO DEVIATORIC  
C     STRESS EXPRESSION USING DOMAIN INTEGRAL METHOD. 
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION COORD(MXPOI,2),PT(MXPOI*2),ROR(MXDOM,4) 
      DIMENSION TEMP(MXPOI,MXSTATE),BDf(MXPOI*2,MXSTATE) 
      DIMENSION PROP(MXMAT,7) 
      DIMENSION EDISP(9*2),ETEMP(9),STRAIN(4),STRAIN0(4) 
      DIMENSION BMAT(4,9*2),EKBG(9*2,9*2) 
      DIMENSION AJ(2,2),AJI(2,2),AJID(2,2) 
      DIMENSION EUr(9),EBDf1(9),EBDf2(9),EQ1(9),EQ2(9) 
      DIMENSION DNDA(9),DNDB(9),P(9,2),PJID(9,2) 
      DIMENSION GMAT(4,4),HMAT(4,4) 
      DIMENSION SMat(2,2),dUdXMat(2,2) 
      DIMENSION QMat(2,1),dQdXMat(2,2),fMat(2,1) 
      DIMENSION X(9),Y(9),XG(9),YG(9),WG(9),Q(9) 
      DIMENSION AJdev(MXDOM) 
      INTEGER INTMAT9(MXELE,9),IETIP(MXELE),IEMAT(MXELE) 
      INTEGER NEIND(MXDOM),IEIND(MXEDOM,MXDOM) 
 
C     Number of equations. 
      NEQ = NPOIN*NDF 
C     Set matrix dimensions according to the analyzed problem. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN !Axisymmetric case. 
      NDIM = 4   
      Rtip = COORD(NODEK1new,1) !Compute crack tip radius from axis of rotation. 
      ELSE !Plane stress or plane strain case. 
      NDIM = 3   
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Compute J-integral from deviatoric stress expression. 
C=============================================================================== 
C     Loop over each integrated domain. 
      DO 100 IDOM = 1, NDOM 
      AJdev(IDOM) = 0._8 
C     Loop each element in integrated domain. 
      DO 120 IED  = 1, NEIND(IDOM) 
C     Read material properties of each element. 
      ELAS   = PROP(IEMAT(IEIND(IED,IDOM)),1) 
      PR     = PROP(IEMAT(IEIND(IED,IDOM)),2) 
      YSTRSS = PROP(IEMAT(IEIND(IED,IDOM)),3)       
      AHARD  = PROP(IEMAT(IEIND(IED,IDOM)),4) 
      ALPHA  = PROP(IEMAT(IEIND(IED,IDOM)),5) 
      COTHR  = PROP(IEMAT(IEIND(IED,IDOM)),6) 
C     9-node rectangular crack tip element. 
      IF(IETIP(IEIND(IED,IDOM)).EQ.1) THEN   
      NN    =  9        !Number of nodes. 
      NG    =  9        !Number of Gauss's points. 
      NMN   =  4        !Number of main (corner) nodes. 
      NDOF  =  NDF*NN   !Number of element degrees of freedom. 
C     X coordinate at each Gauss's point for this element. 
      XG(1) = -DSQRT(3._8)/DSQRT(5._8) 
      XG(2) =  XG(1) 
      XG(3) =  XG(1) 
      XG(4) =  0._8 
      XG(5) =  XG(4) 
      XG(6) =  XG(4) 
      XG(7) = -XG(1)         
      XG(8) =  XG(7) 
      XG(9) =  XG(7) 
C     Y coordinate at each Gauss's point for this element.  
      YG(1) =  XG(1) 
      YG(2) =  XG(4) 
      YG(3) =  XG(7) 
      YG(4) =  XG(1) 
      YG(5) =  XG(4) 
      YG(6) =  XG(7) 
      YG(7) =  XG(1) 
      YG(8) =  XG(4) 
      YG(9) =  XG(7) 
C     Gauss's point weights. 
      WG(1) =  25._8/81._8 
      WG(2) =  40._8/81._8 
      WG(3) =  WG(1) 
      WG(4) =  WG(2) 
      WG(5) =  64._8/81._8 
      WG(6) =  WG(2) 
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      WG(7) =  WG(1) 
      WG(8) =  WG(2) 
      WG(9) =  WG(1)       
C     6-node triangular element. 
      ELSE 
      NN    =  6        !Number of nodes. 
      NG    =  7        !Number of Gauss's points. 
      NMN   =  3        !Number of main (corner) nodes. 
      NDOF  =  NDF*NN   !Number of element degrees of freedom. 
C     X coordinate at each Gauss's point for this element. 
      XG(1) =  1._8/3._8 
      XG(2) =  0.101286507323456_8 
      XG(3) =  0.797426985353087_8 
      XG(4) =  XG(2) 
      XG(5) =  0.470142064105115_8 
      XG(6) =  0.059715871789770_8 
      XG(7) =  XG(5) 
C     Y coordinate at each Gauss's point for this element. 
      YG(1) =  XG(1) 
      YG(2) =  XG(2) 
      YG(3) =  XG(2) 
      YG(4) =  XG(3) 
      YG(5) =  XG(5) 
      YG(6) =  XG(5) 
      YG(7) =  XG(6) 
C     Gauss's point weights. 
      WG(1) =  0.225_8 
      WG(2) =  0.125939180544827_8 
      WG(3) =  WG(2) 
      WG(4) =  WG(2) 
      WG(5) =  0.132394152788506_8 
      WG(6) =  WG(5) 
      WG(7) =  WG(5) 
C     Area of a triangle must be devided by two. 
      WG(1) =  WG(1)/2._8 
      WG(2) =  WG(2)/2._8 
      WG(3) =  WG(3)/2._8 
      WG(4) =  WG(4)/2._8 
      WG(5) =  WG(5)/2._8 
      WG(6) =  WG(6)/2._8 
      WG(7) =  WG(7)/2._8 
      ENDIF 
C     Compute the magnitude of shift function. 
      DO 135 I = 1, NN    
      II = INTMAT9(IEIND(IED,IDOM),I) 
      DX = COORD(II,1)-COORD(NODEK1new,1) 
      DY = COORD(II,2)-COORD(NODEK1new,2) 
      IF(IDOMTY.EQ.1) THEN  !Square domain. 
       AR = MAX(DABS(DX),DABS(DY))/ROR(IDOM,1) 
      ENDIF 
C 
      IF(IDOMTY.EQ.2) THEN  !Circular domain. 
       AR = DSQRT(DX*DX+DY*DY)/ROR(IDOM,1) 
      ENDIF 
C 
      IF(IDOMTY.EQ.3) THEN  !Rectangular domain. 
       IF(DX.LE.0._8) THEN 
        IF(ROR(IDOM,1).GT.0._8) THEN 
         AX = -DX/ROR(IDOM,1) 
        ELSE 
         AX = -1._8  
        ENDIF 
       ELSE 
        IF(ROR(IDOM,3).GT.0._8) THEN 
         AX =  DX/ROR(IDOM,3) 
        ELSE 
         AX = -1._8  
        ENDIF 
       ENDIF 
C 
       IF(DY.LE.0._8) THEN 
        IF(ROR(IDOM,4).GT.0._8) THEN 
         AY = -DY/ROR(IDOM,4) 
        ELSE 
         AY = -1._8  
        ENDIF 
       ELSE 
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        IF(ROR(IDOM,2).GT.0._8) THEN 
         AY =  DY/ROR(IDOM,2) 
        ELSE 
         AY = -1._8  
        ENDIF 
       ENDIF 
       AR = MAX(AX,AY)  
      ENDIF 
C 
      Q(I) = 1._8 - AR 
      IF(Q(I).LE.1.0E-12_8) Q(I) = 0._8 
  135 CONTINUE 
C     Make the magnitude of shift function zero at circular domain boundary. 
      IF(IDOMTY.EQ.2) THEN 
      DO 145 I = 1, NMN 
      I2ND = I + 1 
      IF(I.EQ.NMN) I2ND = 1 
      IF(Q(I).EQ.0._8 .AND. Q(I2ND).EQ.0._8) Q(I+NMN) = 0._8 
  145 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Create element nodal quantities. 
      DO 130 I = 1, NN    
      II           = INTMAT9(IEIND(IED,IDOM),I) 
      X(I)         = COORD(II,1) 
      Y(I)         = COORD(II,2) 
      EQ1(I)       = Q(I)*DCOSD(CANGLE) 
      EQ2(I)       = Q(I)*DSIND(CANGLE) 
      EUr(I)       = PT(2*II-1) 
      ETEMP(I)     = TEMP(II,INC+1)    
      EBDf1(I)     = BDf(2*II-1,INC+1) 
      EBDf2(I)     = BDf(2*II  ,INC+1) 
      EDISP(2*I-1) = PT(2*II-1) 
      EDISP(2*I)   = PT(2*II) 
  130 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Loop over each Gauss's point on this element. 
C=============================================================================== 
      DO 1000 K = 1, NG  
      A = XG(K) 
      B = YG(K) 
      CALL BJ9(X,Y,A,B,BMAT,EKBG,AJ,AJI,DETJAC,DNDA,DNDB, 
     *         NN,NDF,IPLANE) 
C     Compute all Gauss's point quantities. 
      CALL GVALUE(A,B,EQ1,Q1G,NN) 
      CALL GVALUE(A,B,EQ2,Q2G,NN) 
      CALL GVALUE(A,B,ETEMP,T,NN) 
      CALL GVALUE(A,B,EBDf1,BDf1G,NN) 
      CALL GVALUE(A,B,EBDf2,BDf2G,NN) 
C     For axisymmetric case. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      CALL GVALUE(A,B,X,RG,NN) 
      CALL GVALUE(A,B,EUr,UrG,NN) 
      ENDIF 
C     Set initial strain vector to zero. 
      DO 200 I  = 1, NDIM 
      STRAIN(I) = 0._8 
  200 CONTINUE 
C     Compute strain vector. 
      DO 210 I  = 1, NDIM 
      DO 210 J  = 1, NDOF 
      STRAIN(I) = STRAIN(I) + BMAT(I,J)*EDISP(J) 
  210 CONTINUE 
C     Compute thermal strain vector. 
      IF(IPLANE.EQ.1) THEN  !Plane stress case. 
      STRAIN0(1) = COTHR*T  
      STRAIN0(2) = COTHR*T 
      STRAIN0(3) = 0._8 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Find effective stress. 
C=============================================================================== 
      CALL FINDSTRSS(EFSTRSS,STRAIN,YSTRSS,AHARD,ALPHA,PR, 
     *               ELAS,AMOD,EFRATIO,IPLANE,T,COTHR,BETA)  
C=============================================================================== 
C     Plane stress case. 
C=============================================================================== 
C     {STRESSdev} = [GMAT]{STRAIN} - [HMAT]{STRAIN0} 
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C=============================================================================== 
      IF(IPLANE.EQ.1) THEN 
      COND = BETA*ELAS/(1._8-2._8*PR)/(1._8+2._8*BETA) 
      GMAT(1,1) =  COND*(1._8+BETA) 
      GMAT(1,2) = -COND*BETA 
      GMAT(1,3) =  0._8 
      GMAT(2,1) =  GMAT(1,2) 
      GMAT(2,2) =  GMAT(1,1) 
      GMAT(2,3) =  0._8 
      GMAT(3,1) =  0._8 
      GMAT(3,2) =  0._8 
      GMAT(3,3) =  COND*(0.5_8+BETA) 
C 
      HMAT(1,1) =  COND  
      HMAT(1,2) =  0._8 
      HMAT(1,3) =  0._8 
      HMAT(2,1) =  0._8 
      HMAT(2,2) =  HMAT(1,1) 
      HMAT(2,3) =  0._8 
      HMAT(3,1) =  0._8 
      HMAT(3,2) =  0._8 
      HMAT(3,3) =  0._8 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Plane strain case. 
C=============================================================================== 
C     {STRESSdev} = [GMAT]{STRAIN} 
C=============================================================================== 
      IF(IPLANE.EQ.2) THEN 
      GMAT(1,1) =  2._8/9._8*EFRATIO*2._8 
      GMAT(1,2) = -2._8/9._8*EFRATIO 
      GMAT(1,3) =  0._8 
      GMAT(2,1) =  GMAT(1,2) 
      GMAT(2,2) =  GMAT(1,1) 
      GMAT(2,3) =  0._8 
      GMAT(3,1) =  0._8 
      GMAT(3,2) =  0._8 
      GMAT(3,3) =  2._8/9._8*EFRATIO*1.5_8 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Axisymmetric case. 
C=============================================================================== 
C     {STRESSdev} = [GMAT]{STRAIN} 
C=============================================================================== 
      IF(IPLANE.EQ.3)THEN 
      GMAT(1,1) =  2._8/9._8*EFRATIO*2._8 
      GMAT(1,2) = -2._8/9._8*EFRATIO 
      GMAT(1,3) =  0._8 
      GMAT(1,4) =  GMAT(1,2)       
      GMAT(2,1) =  GMAT(1,2) 
      GMAT(2,2) =  GMAT(1,1) 
      GMAT(2,3) =  0._8 
      GMAT(2,4) =  GMAT(1,2) 
      GMAT(3,1) =  GMAT(1,3) 
      GMAT(3,2) =  GMAT(2,3) 
      GMAT(3,3) =  2._8/9._8*EFRATIO*1.5_8 
      GMAT(3,4) =  0._8 
      GMAT(4,1) =  GMAT(1,4) 
      GMAT(4,2) =  GMAT(2,4) 
      GMAT(4,3) =  GMAT(3,4) 
      GMAT(4,4) =  GMAT(1,1) 
      ENDIF 
C     Set stresses to be zeros before summing. 
      SGXX = 0._8 
      SGYY = 0._8 
      SGXY = 0._8 
C     Compute deviatoric stresses. 
      IF(IPLANE.EQ.1) THEN   !Plane stress case. 
      DO 220 I = 1, NDIM 
      SGXX = SGXX + GMAT(1,I)*STRAIN(I) - HMAT(1,I)*STRAIN0(I) 
      SGYY = SGYY + GMAT(2,I)*STRAIN(I) - HMAT(2,I)*STRAIN0(I) 
      SGXY = SGXY + GMAT(3,I)*STRAIN(I) - HMAT(3,I)*STRAIN0(I) 
  220 CONTINUE 
      ELSE   !Plane strain or axisymmetric case. 
      DO 230 I = 1, NDIM 
      SGXX = SGXX + GMAT(1,I)*STRAIN(I) 
      SGYY = SGYY + GMAT(2,I)*STRAIN(I) 



 224

      SGXY = SGXY + GMAT(3,I)*STRAIN(I) 
  230 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Compute deviatoric stress in z direction. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN  !Axisymmetric case. 
      SGZZ = 2._8/9._8*EFRATIO*( 2._8*STRAIN(4)-STRAIN(1)-STRAIN(2) ) 
      ENDIF 
C     Compute strain energy density at each Gauss's point. 
      Wdev = (1._8+PR)/ELAS/3._8*EFSTRSS*EFSTRSS + 
     *       AHARD/(AHARD+1._8)*ALPHA*YSTRSS*YSTRSS/ELAS* 
     *       (EFSTRSS/YSTRSS)**(AHARD+1._8) 
C     Form shape function derivative matrix. 
      DO 140 I = 1, NN 
      P(I,1) = DNDA(I) 
      P(I,2) = DNDB(I) 
  140 CONTINUE 
C     Form inverse Jacobian's matrix in deLorenzi's form. 
      AJID(1,1) = AJI(1,1) 
      AJID(1,2) = AJI(2,1) 
      AJID(2,1) = AJI(1,2) 
      AJID(2,2) = AJI(2,2) 
C     [PJID] = [P][AJID]. 
      DO 150 I  = 1, NN 
      DO 150 J  = 1, NDF 
      PJID(I,J) = P(I,1)*AJID(1,J) + P(I,2)*AJID(2,J) 
  150 CONTINUE 
C     Set initial matrices to zeros. 
      DO 160 I = 1, NDF 
      DO 160 J = 1, NDF 
      dUdXMat(I,J) = 0._8 
      dQdXMat(I,J) = 0._8 
  160 CONTINUE 
C     Compute all derivative matrices at each Gauss's point. 
      DO 180 I = 1, NN 
C     Form displacement derivative matrix. 
      dUdXMat(1,1) = dUdXMat(1,1) + EDISP(2*I-1)*PJID(I,1) 
      dUdXMat(1,2) = dUdXMat(1,2) + EDISP(2*I-1)*PJID(I,2) 
      dUdXMat(2,1) = dUdXMat(2,1) + EDISP(2*I  )*PJID(I,1) 
      dUdXMat(2,2) = dUdXMat(2,2) + EDISP(2*I  )*PJID(I,2) 
C     Form shift function derivative matrix. 
      dQdXMat(1,1) = dQdXMat(1,1) + EQ1(I)*PJID(I,1) 
      dQdXMat(1,2) = dQdXMat(1,2) + EQ1(I)*PJID(I,2) 
      dQdXMat(2,1) = dQdXMat(2,1) + EQ2(I)*PJID(I,1) 
      dQdXMat(2,2) = dQdXMat(2,2) + EQ2(I)*PJID(I,2) 
  180 CONTINUE 
C     Form stress matrix. 
      SMat(1,1) = SGXX  
      SMat(1,2) = SGXY 
      SMat(2,1) = SMat(1,2) 
      SMat(2,2) = SGYY  
C     Form shift function matrix. 
      QMat(1,1) = Q1G 
      QMat(2,1) = Q2G 
C     Form body force matrix. 
      fMat(1,1) = BDf1G 
      fMat(2,1) = BDf2G 
C     Compute J-integral in deviatoric stress expression. 
      AJdevSUM = 0._8 
      DO 190 I = 1, NDF 
      AJdevSUM = AJdevSUM - Wdev*dQdXMat(I,I)  
      DO 190 J = 1, NDF 
      AJdevSUM = AJdevSUM - fMat(I,1)*dUdXMat(I,J)*QMat(J,1)           
      DO 190 L = 1, NDF 
      AJdevSUM = AJdevSUM + SMat(I,J)*dUdXMat(J,L)*dQdXMat(L,I)           
  190 CONTINUE 
C     Check problem case. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN  !Axisymmetric case. 
      AJdev(IDOM) = AJdev(IDOM) + WG(K)*AJdevSUM*RG*DETJAC + 
     *              WG(K)*(SGZZ*UrG/RG-Wdev)*QMat(1,1)*DETJAC     
      ELSE                  !Plane stress or plane strain case. 
      AJdev(IDOM) = AJdev(IDOM) + WG(K)*AJdevSUM*DETJAC 
      ENDIF 
C     End each Gauss's point. 
 1000 CONTINUE 
C     End each element in the integrated domain. 
  120 CONTINUE 
      IF(IPLANE.EQ.3)THEN 
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      AJdev(IDOM) = AJdev(IDOM)/Rtip 
      ENDIF       
C     End each integrated domain. 
  100 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE CJFACE(IPLANE,NDF,NDOM,MXDOM,MXCFNODE,IFACEN, 
     *                  IFACEE,NFACEN,NFACE,IFACE,NPOIN,MXPOI, 
     *                  MXELE,IETIP,INTMAT9,COORD,PT,NODEK1new, 
     *                  CANGLE,ROR,PI,PROP,AJface,FISURF,CTQEX, 
     *                  FDQEX,IDOMTY,IEMAT,MXMAT) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE CALCULATES J-INTEGRAL PARAMETER ACCORDING TO CRACK FACE  
C     EXPRESSION. 
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION COORD(MXPOI,2),PT(MXPOI*2) 
      DIMENSION PROP(MXMAT,7),ROR(MXDOM,4) 
      DIMENSION X(9),Y(9),Q(9) 
      DIMENSION BMAT(4,9*2),EKBG(9*2,9*2) 
      DIMENSION AJ(2,2),AJI(2,2),AJID(2,2) 
      DIMENSION EQ1(9),EQ2(9),EDISP(9*2) 
      DIMENSION DNDA(9),DNDB(9),P(9,2),PJID(9,2) 
      DIMENSION SNODE(3),ANF(3),DNDAF(3),Tx(3),Ty(3) 
      DIMENSION CTQEX(4),FDQEX(4) 
      DIMENSION dUdXMatF(2,2),QMatF(2,1),TMatF(2,1) 
      DIMENSION XGF(5),WGF(5) 
      DIMENSION ETFMat(3,3),STFMat(MXPOI*2,MXPOI*2),PIVOTF(MXPOI*2) 
      DIMENSION CFLVec(MXPOI*2),TractN(2,MXPOI*2,2),FISURF(MXPOI*2) 
      DIMENSION AJface(MXDOM) 
      INTEGER INTMAT9(MXELE,9),IETIP(MXELE),IEMAT(MXELE) 
      INTEGER IFACEN(2,MXCFNODE,MXDOM),NFACEN(2,MXDOM)  
      INTEGER IFACEE(2,(MXCFNODE-1)/2,MXDOM) 
      INTEGER INODE(3) 
 
C     Number of equations. 
      NEQ = NPOIN*NDF 
C     Compute crack tip radius from axis of rotation. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      Rtip = COORD(NODEK1new,1) 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Transform crack face nodal loads to nodal crack face tractions. 
C     *In this subroutine, nodal crack face tractions are computed from nodal 
C      loads along crack face elements within the last integrated domain which  
C      is the biggest one. The subroutine also requires you to input the nodal 
C      load contributions of the farthest crack face element nodes in the last   
C      integrated domain for accurate crack face nodal load-to-traction  
C      transformation.  
C=============================================================================== 
C     Number of Gauss's points for integration over a crack face. 
      NGF    =  5 
C     Gauss's point coordinates for one dimensional integration. 
      XGF(1) =  0.0000000000_8 
      XGF(2) =  0.5384693101_8 
      XGF(3) = -0.5384693101_8 
      XGF(4) =  0.9061798459_8 
      XGF(5) = -0.9061798459_8 
C     Its corresponding weights. 
      WGF(1) =  0.5688888889_8 
      WGF(2) =  0.4786286705_8 
      WGF(3) =  0.4786286705_8 
      WGF(4) =  0.2369268850_8 
      WGF(5) =  0.2369268850_8 
C     Loop over each crack face in the last integrated domain. 
      DO 2100 ICFACE = 1, NFACE 
      IF(NFACE.EQ.2) IFACE = ICFACE 
C     Number of nodes on each crack face within the biggest domain.  
      NFNODE = NFACEN(IFACE,NDOM) 
C     Set system crack face traction-to-load transformation matrix to be zero.        
      DO 2105  I  = 1, NFNODE 
      DO 2105  J  = 1, NFNODE 
      STFMat(I,J) = 0._8 
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 2105 CONTINUE 
C     Loop over each crack face element. 
      DO 2110 IEF = 1, (NFNODE-3)/2+1 
C     Set element thickness. 
      IF(IPLANE.NE.3) THICK = PROP(IEMAT(IFACEE(IFACE,IEF,NDOM)),7) 
C     Find nodal numbers for this element. 
      INODE(1) = IFACEN(IFACE,1+2*(IEF-1),NDOM) 
      INODE(2) = IFACEN(IFACE,3+2*(IEF-1),NDOM) 
      INODE(3) = IFACEN(IFACE,2+2*(IEF-1),NDOM) 
C     Find crack face local coordinates for each node. 
      SNODE(1) = 0._8 
      SNODE(2) = DSQRT( (COORD(INODE(2),1)-COORD(INODE(1),1))**2._8 + 
     *                  (COORD(INODE(2),2)-COORD(INODE(1),2))**2._8 ) 
      SNODE(3) = DSQRT( (COORD(INODE(3),1)-COORD(INODE(1),1))**2._8 + 
     *                  (COORD(INODE(3),2)-COORD(INODE(1),2))**2._8 ) 
C     Set element crack face traction-to-load transformation matrix to zero.        
      DO 2120  I  = 1, 3 
      DO 2120  J  = 1, 3 
      ETFMat(I,J) = 0._8 
 2120 CONTINUE 
C     Loop over each Gauss's point on a crack face element. 
      DO 2130 IG = 1 ,NGF 
      AF = XGF(IG) 
      ANF(1)   =  0.5_8*AF*(AF-1._8) 
      ANF(2)   =  0.5_8*AF*(AF+1._8) 
      ANF(3)   =  1.0_8 - AF*AF 
      DNDAF(1) =  AF - 0.5_8 
      DNDAF(2) =  AF + 0.5_8 
      DNDAF(3) = -2.0_8*AF 
      DETJACF  =  DNDAF(1)*SNODE(1) +  
     *            DNDAF(2)*SNODE(2) + DNDAF(3)*SNODE(3) 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN  !Axisymmetric case. 
      RGF = ANF(1)*COORD(INODE(1),1) + ANF(2)*COORD(INODE(2),1) + 
     *      ANF(3)*COORD(INODE(3),1) 
      ENDIF 
C     Compute element crack face traction-to-load transformation matrix.        
      DO 2140 I = 1, 3 
      DO 2140 J = 1, 3 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      ETFMat(I,J) = ETFMat(I,J) +  
     *              WGF(IG)*ANF(I)*ANF(J)*2._8*PI*RGF*DETJACF 
      ELSE 
      ETFMat(I,J) = ETFMat(I,J) +  
     *              WGF(IG)*ANF(I)*ANF(J)*THICK*DETJACF 
      ENDIF 
 2140 CONTINUE 
C     End each crack face Gauss's point. 
 2130 CONTINUE 
C     Assemble element matrices into a system matrix. 
      DO 2150 IER = 1, 3 
      IF(IER.EQ.1) IR = 1 
      IF(IER.EQ.2) IR = 3 
      IF(IER.EQ.3) IR = 2 
      ISR = 2*(IEF-1) + IR 
      DO 2150 IEC = 1, 3 
      IF(IEC.EQ.1) IC = 1 
      IF(IEC.EQ.2) IC = 3 
      IF(IEC.EQ.3) IC = 2 
      ISC = 2*(IEF-1) + IC 
      STFMat(ISR,ISC) = STFMat(ISR,ISC) + ETFMat(IER,IEC)  
 2150 CONTINUE 
C     End each crack face element. 
 2110 CONTINUE 
C     Apply Crout's factorization. 
      CALL CROUT(STFMat,PIVOTF,NFNODE,MXPOI) 
C     Loop over nodal crack face tractions in X and Y direction.  
      DO 2160 I = 1, NDF 
C     Form crack face nodal load vector in a direction.  
      DO 2170 INF = 1, NFNODE 
      CFLVec(INF) = FISURF(2*IFACEN(IFACE,INF,NDOM)+I-2) 
C      The farthest node on C.W. crack face in the last integrated domain. 
       IF(IFACE.EQ.1 .AND. INF.EQ.1) THEN 
        CFLVec(INF) = FDQEX(2*(IFACE-1)+I)  
       ENDIF 
C      The crack tip node on C.W. crack face in the last integrated domain. 
       IF(IFACE.EQ.1 .AND. INF.EQ.NFNODE) THEN 
        CFLVec(INF) = CTQEX(2*(IFACE-1)+I)  
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       ENDIF 
C      The farthest node on C.C.W. crack face in the last integrated domain. 
       IF(IFACE.EQ.2 .AND. INF.EQ.NFNODE) THEN 
        CFLVec(INF) = FDQEX(2*(IFACE-1)+I)  
       ENDIF 
C      The crack tip node on C.C.W. crack face in the last integrated domain. 
       IF(IFACE.EQ.2 .AND. INF.EQ.1) THEN 
        CFLVec(INF) = CTQEX(2*(IFACE-1)+I)  
       ENDIF 
 2170 CONTINUE 
C     Solve a set of simultaneous equations. 
      CALL SOLVE(NFNODE,STFMat,PIVOTF,CFLVec,MXPOI) 
      DO 2180 INF = 1, NFNODE 
      TractN(IFACE,INF,I) = CFLVec(INF)  
 2180 CONTINUE 
C     End each direction. 
 2160 CONTINUE 
C     End each crack face in the last integrated domain. 
 2100 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Print nodal tractions on screen. 
C=============================================================================== 
      DO 2200 ICFACE = 1, NFACE 
      IF(NFACE.EQ.2) IFACE = ICFACE 
      WRITE(*,*) 
      IF(IFACE.EQ.1) WRITE(*,*) '[CLOCKWISE FACE]' 
      IF(IFACE.EQ.2) WRITE(*,*) '[COUNTER CLOCKWISE FACE]'        
      WRITE(*,2211) 
 2211 FORMAT(4X,'NO.',4X,'NODE',14X,'Tx',24X,'Ty') 
      DO 2210 INF = 1, NFNODE  
      WRITE(*,2212) INF, IFACEN(IFACE,INF,NDOM), 
     *              TractN(IFACE,INF,1), TractN(IFACE,INF,2) 
 2212 FORMAT(2X,I4,4X,I5,4X,E22.16,4X,E22.16) 
 2210 CONTINUE 
 2200 CONTINUE       
C=============================================================================== 
C     Compute J-integral from crack face expression. 
C=============================================================================== 
C     Loop over each integrated domain. 
      DO 1100 IDOM = 1, NDOM 
      AJface(IDOM) = 0._8 
C     Loop over each crack face. 
      DO 1200 ICFACE = 1, NFACE 
      IF(NFACE.EQ.2) IFACE = ICFACE 
C     Loop over each crack face element. 
      DO 1300 IEF = 1, (NFACEN(IFACE,IDOM)-3)/2+1 
C     Set nodal number along three crack face nodes of this element. 
      INODE(1) = IFACEN(IFACE,2*(IEF-1)+1,IDOM) 
      INODE(2) = IFACEN(IFACE,2*(IEF-1)+3,IDOM) 
      INODE(3) = IFACEN(IFACE,2*(IEF-1)+2,IDOM) 
C     Search crack face tractions at nodes on this crack face element from nodes 
C     on the largest integrated domain. 
      DO 1405 I = 1, 3 
      DO 1405 J = 1, NFACEN(IFACE,NDOM) 
      IF(INODE(I).EQ.IFACEN(IFACE,J,NDOM)) THEN 
      Tx(I) = TractN(IFACE,J,1)    
      Ty(I) = TractN(IFACE,J,2) 
      ENDIF 
 1405 CONTINUE 
C     Find crack face element coordinate at each crack face node. 
      SNODE(1) = 0._8 
      SNODE(2) = DSQRT( (COORD(INODE(2),1)-COORD(INODE(1),1))**2._8 + 
     *                  (COORD(INODE(2),2)-COORD(INODE(1),2))**2._8 ) 
      SNODE(3) = DSQRT( (COORD(INODE(3),1)-COORD(INODE(1),1))**2._8 + 
     *                  (COORD(INODE(3),2)-COORD(INODE(1),2))**2._8 ) 
C     Set number of nodes and degrees of freedom for this crack face element. 
      IF(IETIP(IFACEE(IFACE,IEF,IDOM)).EQ.1) THEN !9-node rectangular element. 
      NN   = 9        !Number of nodes. 
      NMN  = 4        !Number of main (corner) nodes. 
      NDOF = NDF*NN   !Number of element degrees of freedom. 
      ELSE            !6-node triangular element. 
      NN   = 6        !Number of nodes. 
      NMN  = 3        !Number of main (corner) nodes. 
      NDOF = NDF*NN   !Number of element degrees of freedom. 
      ENDIF 
C     Compute the magnitude of shift function. 
      DO 135 I = 1, NN    
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      II = INTMAT9(IFACEE(IFACE,IEF,IDOM),I) 
      DX = COORD(II,1)-COORD(NODEK1new,1) 
      DY = COORD(II,2)-COORD(NODEK1new,2) 
      IF(IDOMTY.EQ.1) THEN  !Square domain. 
       AR = MAX(DABS(DX),DABS(DY))/ROR(IDOM,1) 
      ENDIF 
C 
      IF(IDOMTY.EQ.2) THEN  !Circular domain. 
       AR = DSQRT(DX*DX+DY*DY)/ROR(IDOM,1) 
      ENDIF 
C 
      IF(IDOMTY.EQ.3) THEN  !Rectangular domain. 
       IF(DX.LE.0._8) THEN 
        IF(ROR(IDOM,1).GT.0._8) THEN 
         AX = -DX/ROR(IDOM,1) 
        ELSE 
         AX = -1._8  
        ENDIF 
       ELSE 
        IF(ROR(IDOM,3).GT.0._8) THEN 
         AX =  DX/ROR(IDOM,3) 
        ELSE 
         AX = -1._8  
        ENDIF 
       ENDIF 
C 
       IF(DY.LE.0._8) THEN 
        IF(ROR(IDOM,4).GT.0._8) THEN 
         AY = -DY/ROR(IDOM,4) 
        ELSE 
         AY = -1._8  
        ENDIF 
       ELSE 
        IF(ROR(IDOM,2).GT.0._8) THEN 
         AY =  DY/ROR(IDOM,2) 
        ELSE 
         AY = -1._8  
        ENDIF 
       ENDIF 
       AR = MAX(AX,AY)  
      ENDIF 
C 
      Q(I) = 1._8 - AR 
      IF(Q(I).LE.1.0E-12_8) Q(I) = 0._8 
  135 CONTINUE 
C     Make the magnitude of shift function zero at circular domain boundary. 
      IF(IDOMTY.EQ.2) THEN 
      DO 145 I = 1, NMN 
      I2ND = I + 1 
      IF(I.EQ.NMN) I2ND = 1 
      IF(Q(I).EQ.0._8 .AND. Q(I2ND).EQ.0._8) Q(I+NMN) = 0._8 
  145 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Create element nodal temperatures, coordinates, displacements and shift 
C     functions. 
      DO 1315 I = 1, NN    
      II           = INTMAT9(IFACEE(IFACE,IEF,IDOM),I) 
      X(I)         = COORD(II,1) 
      Y(I)         = COORD(II,2) 
      EQ1(I)       = Q(I)*DCOSD(CANGLE) 
      EQ2(I)       = Q(I)*DSIND(CANGLE) 
      EDISP(2*I-1) = PT(2*II-1) 
      EDISP(2*I)   = PT(2*II) 
 1315 CONTINUE 
C     Loop over each Gauss's point along a crack face element. 
      DO 2000 IG = 1, NGF 
C     Shape functions and their derivatives of crack face local coordinates. 
      AF = XGF(IG) 
      ANF(1)   =  0.5_8*AF*(AF-1._8) 
      ANF(2)   =  0.5_8*AF*(AF+1._8) 
      ANF(3)   =  1.0_8 - AF*AF 
      DNDAF(1) =  AF - 0.5_8 
      DNDAF(2) =  AF + 0.5_8 
      DNDAF(3) = -2.0_8*AF 
      DETJACF  =  DNDAF(1)*SNODE(1) +  
     *            DNDAF(2)*SNODE(2) + DNDAF(3)*SNODE(3) 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN  !Axisymmetric case. 
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      RGF = ANF(1)*COORD(INODE(1),1) + ANF(2)*COORD(INODE(2),1) + 
     *      ANF(3)*COORD(INODE(3),1) 
      ENDIF 
C     Compute crack face traction matrix at a Gauss's point. 
      TMatF(1,1) = ANF(1)*Tx(1) + ANF(2)*Tx(2) + ANF(3)*Tx(3)    
      TMatF(2,1) = ANF(1)*Ty(1) + ANF(2)*Ty(2) + ANF(3)*Ty(3)    
C=============================================================================== 
C     Find element coordinates in 2D from a Gauss's point on a crack face   
C     coordinate in 1D and calculate all quantities according to this element  
C     coordinates. 
C=============================================================================== 
      IF(IETIP(IFACEE(IFACE,IEF,IDOM)).EQ.1) THEN  !9-node rectangular element. 
      NMN = 4     !Number of main (corner) nodes. 
      DO 1410 I = 1, NMN 
      IF(INTMAT9(IFACEE(IFACE,IEF,IDOM),I).EQ.INODE(1)) THEN 
C     Crack face is the lower edge in a mapped rectangular element.  
      IF(I.EQ.1) THEN   
      A =  XGF(IG) 
      B = -1._8 
      ENDIF 
C     Crack face is the right edge in a mapped rectangular element.  
      IF(I.EQ.2) THEN 
      A =  1._8 
      B =  XGF(IG) 
      ENDIF 
C     Crack face is the upper edge in a mapped rectangular element.  
      IF(I.EQ.3) THEN  
      A = -XGF(IG) 
      B =  1._8 
      ENDIF 
C     Crack face is the left edge in a mapped rectangular element.  
      IF(I.EQ.4) THEN  
      A = -1._8 
      B = -XGF(IG) 
      ENDIF 
      GOTO 1450 
      ENDIF 
 1410 CONTINUE 
      ELSE        !6-node triangular element. 
      NMN = 3     !Number of main (corner) nodes. 
      DO 1420 I = 1, NMN 
      IF(INTMAT9(IFACEE(IFACE,IEF,IDOM),I).EQ.INODE(1)) THEN 
C     Crack face is the lower edge in a mapped triangular element.  
      IF(I.EQ.1) THEN   
      A = 0.5_8*(XGF(IG)+1._8) 
      B = 0._8 
      ENDIF 
C     Crack face is the right edge in a mapped triangular element.  
      IF(I.EQ.2) THEN 
      A = 0.5_8*(1._8-XGF(IG)) 
      B = 0.5_8*(XGF(IG)+1._8) 
      ENDIF 
C     Crack face is the left edge in a mapped triangular element.  
      IF(I.EQ.3) THEN  
      A = 0._8 
      B = 0.5_8*(1._8-XGF(IG)) 
      ENDIF 
      GOTO 1450 
      ENDIF 
 1420 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Exit searching coordinate loop. 
 1450 CONTINUE 
C     Compute Gauss's point radius. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      CALL GVALUE(A,B,X,RGF,NN) 
      ENDIF       
C     Compute strain-displacement matrix.           
      CALL BJ9(X,Y,A,B,BMAT,EKBG,AJ,AJI,DETJAC,DNDA,DNDB, 
     *         NN,NDF,IPLANE) 
C     Form shape function derivative matrix. 
      DO 1500 I = 1, NN 
      P(I,1) = DNDA(I) 
      P(I,2) = DNDB(I) 
 1500 CONTINUE 
C     Form inverse Jacobian matrix according to deLorenzi's paper. 
      AJID(1,1) = AJI(1,1) 
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      AJID(1,2) = AJI(2,1) 
      AJID(2,1) = AJI(1,2) 
      AJID(2,2) = AJI(2,2) 
C     [PJID] = [P][AJID]. 
      DO 1510 I = 1, NN 
      DO 1510 J = 1, NDF 
      PJID(I,J) = P(I,1)*AJID(1,J) + P(I,2)*AJID(2,J) 
 1510 CONTINUE 
C     Set displacement derivative matrix to zero. 
      DO 1520 I = 1, NDF 
      DO 1520 J = 1, NDF 
      dUdXMatF(I,J) = 0._8 
 1520 CONTINUE 
C     Form displacement derivative matrix. 
      DO 1530 I = 1, NN 
      dUdXMatF(1,1) = dUdXMatF(1,1) + EDISP(2*I-1)*PJID(I,1) 
      dUdXMatF(1,2) = dUdXMatF(1,2) + EDISP(2*I-1)*PJID(I,2) 
      dUdXMatF(2,1) = dUdXMatF(2,1) + EDISP(2*I  )*PJID(I,1) 
      dUdXMatF(2,2) = dUdXMatF(2,2) + EDISP(2*I  )*PJID(I,2) 
 1530 CONTINUE 
C     Form shift function matrix. 
      CALL GVALUE(A,B,EQ1,GQ1,NN) 
      CALL GVALUE(A,B,EQ2,GQ2,NN) 
      QMatF(1,1) = GQ1                                    
      QMatF(2,1) = GQ2  
C     Compute J-integral from crack face expression. 
      AJfaceSUM = 0._8 
      DO 1400 I = 1, NDF 
      DO 1400 J = 1, NDF 
      AJfaceSUM = AJfaceSUM + TMatF(I,1)*dUdXMatF(I,J)*QMatF(J,1) 
 1400 CONTINUE 
C     Check problem case. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN  !Axisymmetric case. 
      AJface(IDOM) = AJface(IDOM) + WGF(IG)*AJfaceSUM*RGF*DETJACF 
      ELSE                  !Plane stress or plane strain case. 
      AJface(IDOM) = AJface(IDOM) + WGF(IG)*AJfaceSUM*DETJACF 
      ENDIF 
C     End each crack face Gauss's point. 
 2000 CONTINUE 
C     End each crack face element. 
 1300 CONTINUE 
C     End each crack face. 
 1200 CONTINUE 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      AJface(IDOM) = AJface(IDOM)/Rtip 
      ENDIF       
C     End each integrated domain. 
 1100 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE GETSTRING(NUMint,NUMstr,MXFIG) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE CHANGES INTEGER NUMBERS TO INTEGER STRINGS. 
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
      INTEGER NUMint,NUMfig(MXFIG)  
      CHARACTER(1) STRfig(MXFIG) 
      CHARACTER(MXFIG) NUMstr 
 
C     Check whether number of figures exceed its maximum. 
      IF(NUMint.GE.10**MXFIG) WRITE(*,1000) 
 1000 FORMAT(/,' PLEASE INCREASE THE PARAMETER MXFIG IN' 
     *        ,' GETSTRING SUBROUTINE') 
      IF(NUMint.GE.10**MXFIG) STOP 
C     Check number of figures. 
      DO 5 IFIG = MXFIG, 1, -1  
      IF(NUMint.LT.10**IFIG) THEN 
      NFIG = IFIG 
      ELSE 
      GOTO 15 
      ENDIF 
    5 CONTINUE 
C     Find string of each figure. 
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   15 NUMBER = NUMint 
      DO 10 IFIG = NFIG, 1, -1 
      NUMfig(IFIG) = INT(NUMBER/10**(IFIG-1)) 
      NUMBER = NUMBER - NUMfig(IFIG)*10**(IFIG-1) 
      SELECT CASE(NUMfig(IFIG)) 
      CASE(0)  
      STRfig(IFIG) = '0' 
      CASE(1)  
      STRfig(IFIG) = '1' 
      CASE(2)  
      STRfig(IFIG) = '2' 
      CASE(3)  
      STRfig(IFIG) = '3' 
      CASE(4)  
      STRfig(IFIG) = '4' 
      CASE(5)  
      STRfig(IFIG) = '5' 
      CASE(6)  
      STRfig(IFIG) = '6' 
      CASE(7)  
      STRfig(IFIG) = '7' 
      CASE(8)  
      STRfig(IFIG) = '8' 
      CASE(9)  
      STRfig(IFIG) = '9' 
      END SELECT 
   10 CONTINUE 
C     Combine all strings. 
      NUMstr = '' 
      NUMstr(1:1) = STRfig(NFIG)  
      DO 20 IFIG  = NFIG-1, 1, -1 
      LEN = LEN_TRIM(NUMstr) 
      NUMstr(1:LEN+1) = NUMstr(1:LEN)//STRfig(IFIG) 
   20 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE MAPPING(MXPOI,MXELE,MXCTE,NDF,IBC,QEX,NPOIN,NELEMp, 
     *                   PT,PTp,COORD,COORDp,INTMAT9p,IETIPp,ICTN, 
     *                   ICTNp,NCTN,RTHETA,RTHETAp,SXX,SXXp,SXY,SXYp, 
     *                   SYY,SYYp,SVM,SVMp,IOCTEp,NCTELEp,ICTETRAN, 
     *                   THETA0p,ICTEBNp) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE MAPS ALL NODAL DISPLACEMETS FROM THE OLD MESH INTO THE NEW 
C     REFINED ONE. 
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION QEX(MXPOI*2),AL(3),ALmin(3),ALRec(4) 
      DIMENSION COORD(MXPOI,2),COORDp(MXPOI,2) 
      DIMENSION PT(MXPOI*2),PTp(MXPOI*2) 
      DIMENSION SXX(MXPOI),SXXp(MXPOI) 
      DIMENSION SXY(MXPOI),SXYp(MXPOI) 
      DIMENSION SYY(MXPOI),SYYp(MXPOI) 
      DIMENSION SVM(MXPOI),SVMp(MXPOI) 
      DIMENSION RTHETA(MXCTE*2+1),RTHETAp(MXCTE*2+1) 
      DIMENSION Xp(9),Yp(9),EUp(9),EVp(9)  
      DIMENSION ESXXp(9),ESXYp(9),ESYYp(9),ESVMp(9)  
      INTEGER IBC(MXPOI*2),INTMAT9p(MXELE,9) 
      INTEGER IETIPp(MXELE),IOCTEp(MXCTE) 
      INTEGER ICTN(MXCTE*2+1),ICTNp(MXCTE*2+1),ICTEBNp(MXCTE*2+1) 
 
C=============================================================================== 
C     Loop over all nodes in new refined mesh model except its crack tip nodes 
C     to find what element in the old mesh model this node is on and map  
C     displacement solutions to this new mesh node. 
C=============================================================================== 
      DO 100 IP = 1, NPOIN 
C      Check that this node is not one of 9-node element crack tip nodes. 
       IF(ICTETRAN.EQ.1) THEN 
       DO 110 I = 1, NCTN 
        IF(IP.EQ.ICTN(I)) GOTO 100 
  110  CONTINUE 
       ENDIF 
C      Find its coordinates. 
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       X = COORD(IP,1) 
       Y = COORD(IP,2) 
C      Search all old mesh elements. 
       DO 120 IEp = 1, NELEMp 
C       9-node rectangular crack tip element. 
        IF(IETIPp(IEp).EQ.1) THEN   
         NMNp = 4 
         DO 130 I = 1, NMNp 
          Xp(I) = COORDp(INTMAT9p(IEp,I),1) 
          Yp(I) = COORDp(INTMAT9p(IEp,I),2) 
  130    CONTINUE 
         Atot1 = 0.5_8*( Xp(2)*Yp(3)-Xp(3)*Yp(2)+ 
     *                  (Yp(2)-Yp(3))*Xp(1)+(Xp(3)-Xp(2))*Yp(1) )  
         Atot2 = 0.5_8*( Xp(3)*Yp(4)-Xp(4)*Yp(3)+ 
     *                  (Yp(3)-Yp(4))*Xp(1)+(Xp(4)-Xp(3))*Yp(1) )  
         ARec1 = 0.5_8*( Xp(2)*Yp(3)-Xp(3)*Yp(2)+ 
     *                  (Yp(2)-Yp(3))*X+(Xp(3)-Xp(2))*Y )  
         ARec2 = 0.5_8*( Xp(3)*Yp(4)-Xp(4)*Yp(3)+ 
     *                  (Yp(3)-Yp(4))*X+(Xp(4)-Xp(3))*Y )  
         ARec3 = 0.5_8*( Xp(1)*Yp(2)-Xp(2)*Yp(1)+ 
     *                  (Yp(1)-Yp(2))*X+(Xp(2)-Xp(1))*Y )  
         ARec4 = 0.5_8*( Xp(4)*Yp(1)-Xp(1)*Yp(4)+ 
     *                  (Yp(4)-Yp(1))*X+(Xp(1)-Xp(4))*Y )  
         Atot  = Atot1 + Atot2 
         ALRec(1) = ARec1/Atot 
         ALRec(2) = ARec2/Atot 
         ALRec(3) = ARec3/Atot 
         ALRec(4) = ARec4/Atot 
C        Compute the relative difference of the two area to check whether this  
C        new mesh node is in the old mesh element. 
         DA = 0._8 
         DO 147 I = 1, 4 
          IF(ALRec(I).LT.0._8) DA = DA + DABS(ALRec(I)) 
  147    CONTINUE 
C       6-node triangular element. 
        ELSE 
         NMNp = 3 
         DO 140 I = 1, NMNp 
          Xp(I) = COORDp(INTMAT9p(IEp,I),1) 
          Yp(I) = COORDp(INTMAT9p(IEp,I),2) 
  140    CONTINUE 
         Atot = 0.5_8*( Xp(2)*Yp(3)-Xp(3)*Yp(2)+ 
     *                 (Yp(2)-Yp(3))*Xp(1)+(Xp(3)-Xp(2))*Yp(1) )  
         A1   = 0.5_8*( Xp(2)*Yp(3)-Xp(3)*Yp(2)+ 
     *                 (Yp(2)-Yp(3))*X+(Xp(3)-Xp(2))*Y )  
         A2   = 0.5_8*( Xp(3)*Yp(1)-Xp(1)*Yp(3)+ 
     *                 (Yp(3)-Yp(1))*X+(Xp(1)-Xp(3))*Y )  
         A3   = 0.5_8*( Xp(1)*Yp(2)-Xp(2)*Yp(1)+ 
     *                 (Yp(1)-Yp(2))*X+(Xp(2)-Xp(1))*Y )  
C        Calculate local area coordinates for triangle. 
         AL(1) = A1/Atot 
         AL(2) = A2/Atot 
         AL(3) = A3/Atot 
C        Compute the relative difference of the two area to check whether this  
C        new mesh node is in the old mesh element. 
         DA = 0._8 
         DO 144 I = 1, 3 
          IF(AL(I).LT.0._8) DA = DA + DABS(AL(I)) 
  144    CONTINUE 
        ENDIF 
C      In case the new mesh node is the node on its model boundary, it may not 
C      be in the old element mesh so we have to search for the nearest element 
C      of this new mesh node in the old mesh element and project displacement 
C      solutions to this node. 
       IF(IEp.EQ.1) THEN     
        DAmin = DA  !Set 1st element as the nearest element. 
        IEmin = 1 
       ENDIF  
C      Find the nearest element.  
       IF(DA.LE.DAmin) THEN 
        DAmin = DA 
        IEmin = IEp 
        IF(IETIPp(IEp).NE.1) THEN   
         ALmin(1) = AL(1) 
         ALmin(2) = AL(2) 
         ALmin(3) = AL(3) 
        ENDIF  
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       ENDIF  
C      End searching in each element in old model. 
  120  CONTINUE 
C=============================================================================== 
C      Calculate natural coordinates of this node in this nearest element of the 
C      old mesh model and transfer displacement solutions to this new mesh node. 
C=============================================================================== 
       IF(IETIPp(IEmin).EQ.1) THEN   
       NNp = 9 
       DX = X - COORDp(ICTNp(1),1) 
       DY = Y - COORDp(ICTNp(1),2) 
       AR = DSQRT(DX*DX + DY*DY) 
       CALL XYLOCAL(DX,DY,DXL,DYL,THETA0p) 
       CALL FTHETA(DXL,DYL,THETA) 
       DO 300 ICEp = 1, NCTELEp 
        IF(IEmin.EQ.IOCTEp(ICEp)) THEN 
         DS = RTHETAp(2*ICEp+1) - RTHETAp(2*ICEp-1) 
         DP = THETA - RTHETAp(2*ICEp-1)  
         DXH = COORDp(ICTEBNp(2*ICEp),1) - COORDp(ICTNp(1),1) 
         DYH = COORDp(ICTEBNp(2*ICEp),2) - COORDp(ICTNp(1),2) 
         AH = DSQRT(DXH*DXH + DYH*DYH) 
         ABAR = AR/( 0.5_8*AH*DSQRT(1._8 + 
     *               DTAND(DS/2._8-DP)*DTAND(DS/2._8-DP)) ) - 1._8  
         BBAR = DTAND(DS/2._8-DP)/DTAND(DS/2._8) 
         DO 310 IN = 1, 4 
          IF(ICTNp(2*ICEp-1).EQ.INTMAT9p(IOCTEp(ICEp),IN)) THEN 
           IF(IN.EQ.1) THEN 
            Ap = -BBAR 
            Bp =  ABAR 
           ENDIF  
           IF(IN.EQ.2) THEN 
            Ap = -ABAR 
            Bp = -BBAR 
           ENDIF  
           IF(IN.EQ.3) THEN 
            Ap =  BBAR 
            Bp = -ABAR 
           ENDIF  
           IF(IN.EQ.4) THEN 
            Ap =  ABAR 
            Bp =  BBAR 
           ENDIF 
           GOTO 320  
          ENDIF  
  310    CONTINUE 
        ENDIF 
  300  CONTINUE 
       ELSE 
C       Calculate shape functions according to this point. 
        NNp = 6 
        AN1 = 2._8*ALmin(1)*ALmin(1) - ALmin(1) 
        AN2 = 2._8*ALmin(2)*ALmin(2) - ALmin(2) 
        AN3 = 2._8*ALmin(3)*ALmin(3) - ALmin(3) 
        AN4 = 4._8*ALmin(1)*ALmin(2) 
        AN5 = 4._8*ALmin(2)*ALmin(3) 
        AN6 = 4._8*ALmin(3)*ALmin(1) 
       ENDIF 
  320  CONTINUE 
C      Get nodal soluions of this nearest element. 
       DO 190 I = 1, NNp    
        II = INTMAT9p(IEmin,I) 
        EUp(I)   = PTp(2*II-1) 
        EVp(I)   = PTp(2*II) 
        ESXXp(I) = SXXp(II) 
        ESXYp(I) = SXYp(II) 
        ESYYp(I) = SYYp(II) 
        ESVMp(I) = SVMp(II) 
  190  CONTINUE 
C      Map soluions to this new node according to an element type. 
       IF(IETIPp(IEmin).EQ.1) THEN   
        CALL GVALUE(Ap,Bp,EUp  ,GEUp  ,NNp) 
        CALL GVALUE(Ap,Bp,EVp  ,GEVp  ,NNp) 
        CALL GVALUE(Ap,Bp,ESXXp,GESXXp,NNp) 
        CALL GVALUE(Ap,Bp,ESXYp,GESXYp,NNp) 
        CALL GVALUE(Ap,Bp,ESYYp,GESYYp,NNp) 
        CALL GVALUE(Ap,Bp,ESVMp,GESVMp,NNp) 
       ELSE 
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        GEUp   = AN1*EUp(1) + AN2*EUp(2) + AN3*EUp(3) + 
     *           AN4*EUp(4) + AN5*EUp(5) + AN6*EUp(6)  
        GEVp   = AN1*EVp(1) + AN2*EVp(2) + AN3*EVp(3) + 
     *           AN4*EVp(4) + AN5*EVp(5) + AN6*EVp(6)  
        GESXXp = AN1*ESXXp(1) + AN2*ESXXp(2) + AN3*ESXXp(3) + 
     *           AN4*ESXXp(4) + AN5*ESXXp(5) + AN6*ESXXp(6)  
        GESXYp = AN1*ESXYp(1) + AN2*ESXYp(2) + AN3*ESXYp(3) + 
     *           AN4*ESXYp(4) + AN5*ESXYp(5) + AN6*ESXYp(6)  
        GESYYp = AN1*ESYYp(1) + AN2*ESYYp(2) + AN3*ESYYp(3) + 
     *           AN4*ESYYp(4) + AN5*ESYYp(5) + AN6*ESYYp(6)  
        GESVMp = AN1*ESVMp(1) + AN2*ESVMp(2) + AN3*ESVMp(3) + 
     *           AN4*ESVMp(4) + AN5*ESVMp(5) + AN6*ESVMp(6)  
       ENDIF 
       PT(2*IP-1) = GEUp  
       PT(2*IP)   = GEVp  
        SXX(IP)   = GESXXp  
        SXY(IP)   = GESXYp  
        SYY(IP)   = GESYYp  
        SVM(IP)   = GESVMp  
C     End each node in new model except crack tip nodes. 
  100 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Map all crack tip nodal displacements from the old mesh into the new one.  
C=============================================================================== 
      IF(ICTETRAN.EQ.1) THEN 
C     Transfer the first crack tip node solutions. 
      PT(2*ICTN(1)-1) = PTp(2*ICTNp(1)-1)  
      PT(2*ICTN(1))   = PTp(2*ICTNp(1))  
       SXX(ICTN(1))   =  SXXp(ICTNp(1))  
       SXY(ICTN(1))   =  SXYp(ICTNp(1))  
       SYY(ICTN(1))   =  SYYp(ICTNp(1))  
       SVM(ICTN(1))   =  SVMp(ICTNp(1))  
C     Transfer the last crack tip node solutions. 
      PT(2*ICTN(NCTN)-1) = PTp(2*ICTNp(2*NCTELEp+1)-1)  
      PT(2*ICTN(NCTN))   = PTp(2*ICTNp(2*NCTELEp+1))  
       SXX(ICTN(NCTN))   =  SXXp(ICTNp(2*NCTELEp+1))  
       SXY(ICTN(NCTN))   =  SXYp(ICTNp(2*NCTELEp+1))  
       SYY(ICTN(NCTN))   =  SYYp(ICTNp(2*NCTELEp+1))  
       SVM(ICTN(NCTN))   =  SVMp(ICTNp(2*NCTELEp+1))  
C     Map all remaining crack tip nodes. 
      DO 200 IC = 2, NCTN-1 
C      Search in old mesh crack tip elements. 
       DO 210 ICEp = 1, NCTELEp 
        IF(RTHETAp(2*ICEp-1).LE.RTHETA(IC) .AND. 
     *                    RTHETA(IC).LE.RTHETAp(2*ICEp+1)) THEN  
         DP = RTHETA(IC) - RTHETAp(2*ICEp-1)  
         DS = RTHETAp(2*ICEp+1) - RTHETAp(2*ICEp-1) 
         DO 220 IN = 1, 4 
          IF(ICTNp(2*ICEp-1).EQ.INTMAT9p(IOCTEp(ICEp),IN)) THEN 
           IF(IN.EQ.1) THEN 
            Ap =  DTAND(DP-DS/2._8)/DTAND(DS/2._8) 
            Bp = -1._8 
           ENDIF  
           IF(IN.EQ.2) THEN 
            Ap =  1._8 
            Bp =  DTAND(DP-DS/2._8)/DTAND(DS/2._8) 
           ENDIF  
           IF(IN.EQ.3) THEN 
            Ap = -DTAND(DP-DS/2._8)/DTAND(DS/2._8) 
            Bp =  1._8 
           ENDIF  
           IF(IN.EQ.4) THEN 
            Ap = -1._8 
            Bp = -DTAND(DP-DS/2._8)/DTAND(DS/2._8) 
           ENDIF 
           GOTO 230  
          ENDIF  
C        End searching each corner position of the old mesh crack tip element. 
  220    CONTINUE 
        ENDIF  
C      End searching in each old mesh crack tip elements. 
  210  CONTINUE 
       WRITE(*,225) IC 
  225  FORMAT(/,' CRACK TIP NODE NO.',I3,' HAS NOT BEEN MAPPED') 
  230  CONTINUE   !Natural coordinates have been found. 
C      Transfer crack tip nodal solutions. 
       NNp = 9 
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       DO 240 I = 1, NNp    
        II = INTMAT9p(IOCTEp(ICEp),I) 
        EUp(I)   = PTp(2*II-1) 
        EVp(I)   = PTp(2*II  ) 
        ESXXp(I) = SXXp(II) 
        ESXYp(I) = SXYp(II) 
        ESYYp(I) = SYYp(II) 
        ESVMp(I) = SVMp(II) 
  240  CONTINUE 
C 
       CALL GVALUE(Ap,Bp,EUp  ,GEUp  ,NNp) 
       CALL GVALUE(Ap,Bp,EVp  ,GEVp  ,NNp) 
       CALL GVALUE(Ap,Bp,ESXXp,GESXXp,NNp) 
       CALL GVALUE(Ap,Bp,ESXYp,GESXYp,NNp) 
       CALL GVALUE(Ap,Bp,ESYYp,GESYYp,NNp) 
       CALL GVALUE(Ap,Bp,ESVMp,GESVMp,NNp) 
       PT(2*ICTN(IC)-1) = GEUp  
       PT(2*ICTN(IC))   = GEVp  
        SXX(ICTN(IC))   = GESXXp  
        SXY(ICTN(IC))   = GESXYp  
        SYY(ICTN(IC))   = GESYYp  
        SVM(ICTN(IC))   = GESVMp 
C     End each new model crack tip node 
  200 CONTINUE 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Change nodal displacements to the prescribed ones. 
C=============================================================================== 
      NEQ = NPOIN*NDF 
      DO 250 IEQ = 1, NEQ 
      IF(IBC(IEQ).NE.0) THEN  
      PT(IEQ) = QEX(IEQ) 
      ENDIF 
  250 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE TemBDfFUNC(ICASE,X,Y,TEMP,BDfFX,BDfFY) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE COMPUTES FIXED NODAL TEMPERATURE AND BODY FORCES ACCORDING 
C     TO NODAL COORDINATES. 
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
C 
      SELECT CASE(ICASE) 
      CASE(1) !Single edge crack panel, SECP. 
      TEMP = 125._8 + 400._8*X - 100._8*X*X 
      TEMP = TEMP*2._8 
      CASE(2) !Axially crack cylinder, ACC. 
      T0 = 0.25_8 
      Ri = 20._8   
      r  = DSQRT(X*X+Y*Y) 
      TEMP = 250._8 + 800._8*(r-Ri) - 200._8*(r-Ri)*(r-Ri) 
      TEMP = TEMP*T0 
      CASE(3) !Circumferentially crack cylinder, CCC. 
      Ri = 80._8 
      r  = X 
      TEMP = 125._8 + 100._8*(r-Ri) - 6.25_8*(r-Ri)*(r-Ri) 
      CASE(4) !Center cracked panel, CCP. 
      TEMP = 100._8*X*X 
      CASE(5) !Centrifugal force. 
      OMEGA = 0.25_8 
      BDfFX = 10._8*OMEGA*OMEGA*X 
      BDfFY = 10._8*OMEGA*OMEGA*Y 
      CASE DEFAULT !No temperature gradient and body forces. 
      TEMP  = 0._8 
      BDfFX = 0._8 
      BDfFY = 0._8 
      END SELECT 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
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Abstract 
This paper presents a finite element method for analyzing 

two-dimensional linear elastic fracture mechanics problems with 
cracks presented in material bodies.  Stress intensity factor is 
used as the parameter to characterize the severity of the stresses 
near the crack tip.  The domain integral method, for which all 
relevant quantities are integrated over any arbitrary element area 
around the crack tip, is utilized as the stress intensity factor 
solution scheme.  The six-node triangular elements are placed 
around the crack tip.  An adaptive remeshing technique is 
implemented for automatically generating small elements in the 
regions with high stress gradients to improve solution accuracy.  
Many benchmark problems are analyzed to demonstrate the 
efficiency of the numerical solution scheme.  
 

1. Introduction 

In linear elastic material behavior, Stress Intensity Factor, 
SIF, is the most widely used parameter characterizing the 
intensity of stresses near a crack tip.  Many numerical 
procedures have been developed to estimate the SIF such as 
stress and displacement matching, contour integration and virtual 
crack extension [1], etc.  One efficient method that has many 
advantages is the energy domain integral.  Originally formulated 
by Shih, et. al. [2], this approach is remarkably versatile because 
it can be applied to both quasistatic and dynamic problems with 
elastic, plastic, or viscoplastic material responses, as well as 
thermal loading.  Moreover, it can numerically be employed to 
efficiently calculate the other two important elastoplastic crack tip 
parameters; J and T*-integral which based respectively on the 
deformation and incremental theory of plasticity [3].     

In this paper, the domain integral method is used to 
calculate the energy release when a crack grows and convert it 

to the SIF by relations between stresses and energy.  Adaptive 
remeshing technique and crack tip element in which mid-side 
nodes near the tip displaced from its nominal positions to quarter 
points [4] are also implemented to enhance the solution accuracy.  
Several problems have been analyzed to demonstrate the 
algorithm.    
 
2. The energy domain integral 

For stable crack growth in a two-dimensional body having a 
line crack along the 1x  axis, the energy release per unit crack 
advance is, 

 

               ( ) dCn uWlimJ ij,1ij1i
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Γ

Γ
σδ                      (1) 

 
where W  is the stress work density, ijσ  and iu  are 

components of the stress and displacement along the ix  axis, in  

is the unit vector normal to Γ  contour and dC  is the 
infinitetesimal arc length as depicted in Fig. 1. 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

Fig. 1. Closed contour −+ ++−= CCCC 1 Γ  enclosing a 
simply connected region A  
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In the absence of thermal strain, body force and crack face 
t r a c t i o n ,  E q .  ( 1 )  c a n  b e  r e w r i t t e n  i n  t h e  f o r m , 
 

[ ] dCqm WuJ 1i

C

1ij1ij∫ −= δσ                       (2) 

 

where Γ−++= −+ CCCC 1  is the closed curve, 1q  is a 
sufficiently smooth function in the area enclosed by C  which is 
unity on Γ  and zero on 1C , and jm  is the components of 

outward normal unit vector as shown in Fig. 1.  By applying the 
divergence theorem to (2), 
 

( )[ ]∫ −=
A

,111j,1ij dAq WuJ ιδσ                     (3) 

 
where A  is the area enclosed by C .  Invoking the equilibrium 
equation, the domain expression for the energy release rate is, 
 

[ ] dAq WuJ i1,

A

1ij,1ij∫ −= δσ                       (4) 

 
The function 1q  can be interpreted as a unit translation on Γ  in 
the 1x  direction while keeping the material points on 1C  fixed.  
According to the vanishing of Γ around the tip, this can be 
viewed as the growing of the crack. 
 
3.  Stress intensity factor 

In linear elastic material response, the stress intensity factor 
in opening mode can be computed from the energy release rate 
by the expression [1], 

 

EJKI ′=                               (5) 
 

where 
ν-1

E
 E,E =′  for plane strain and plane stress case 

respectively, E is the modulus of elasticity, and ν  is the 
Poisson’s ratio. 

 
4. Finite element formulation for the domain integral method 

For the six-node isoparametric element, the coordinates, 
displacements, and a smooth function are, 
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where KN  are the shape functions, iKX  are the nodal 
coordinates, iKU  are the nodal displacements and 1IQ  are the 
nodal values of the smooth function varying between 1 and 0.  
Using Eq. (6) and (8) and the chain rule, the spatial gradient of 

1q  is, 
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where 
j

k

x∂
∂η

 is the inverse Jacobian matrix.  

For 22×  Gaussian integration, the energy release rate 
expression in Eq. (4) is, 
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where all quantities are calculated at the 4 Gauss points with pw  

as their respective weights and t is the specimen thickness.  
 
5. Crack tip elements and the smooth function 

Fig. 2 shows elements and finite element mesh on the 
domain used in this scheme.  In this paper, the six-node rosette 
elements which the mid-side nodes near a tip located on the one-
fourth of their sides from the tip are placed around the crack tip.  
These element can improve the solution because they have the 

same r1  singularity of displacement solutions as the exact 

solution does at the tip.  The other elements out of this rosette 
are standard six-node isoparametric triangular elements. 
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Fig. 2. Finite element mesh and the  
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 According to Shih, et. al. [2], the simple pyramid function as 
depicted in Fig. 3 is utilized as the smooth function which is unity 
at the crack tip and varies to zero on the edges of the domain.  
The base of this pyramid smooth fuction which coincides with the 
square mesh surrounding the tip is also shown in the figure.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 3. A smooth function on integrated domain 
 
6.  Adaptive remeshing technique 

The adaptive remeshing technique generates an entirely 
new mesh based on the solution obtained from the previous 
mesh. The technique generates small elements in the regions 
with large change in the stress gradients to increase the analysis 
solution accuracy.  At the same time, larger elements are 
generated in the other regions where the stress is nearly uniform 
to reduce the computational time and the computer memory.  The 
adaptive remeshing procedure thus consists of two main steps: 
the computation of proper element sizes and the generation of a 
new mesh for the entire domain.  

 
6.1 Element sizes   

To determine proper element sizes at different locations in 
the domain, the solid mechanics concept for determining the 
principal stresses from a given state of stresses at a point is 
employed.  Because small elements must be placed in the region 
where large changes in the stress gradients, such as the von 
Mises stress σ , occur.  Thus the second derivatives of the von 
Mises stress at a point with respect to global coordinates 1x  and 

2x  are needed to compute.  Then the principal quantities in the 
principal directions 1X  and 2X  where the cross derivatives 
vanish are determined, 
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The maximum principal quantities are then used to compute the 
proper element size, ,hi  by requiring  that the error should be 
uniform for all elements, 
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maxλ  is the maximum principal quantity for all elements and  

minh  is the minimum element size specified by users.  
 
6.2 Mesh regeneration   

The mesh regeneration with adaptive remeshing technique 
is implemented based on the Delaunay triangulation and mesh 
refinement [5].  The main idea is to construct a new mesh over 
the background mesh (mesh from the previous step).  Therefore, 
the new mesh consists of small elements in the regions with 
large change in solution gradients and large elements in the other 
regions where the change in solution gradients in small.  The 
capability of such adaptive remeshing technique will be  
demonstrated by benchmark examples.  

 
7.  Algorithm evaluation 

Several examples have been used to demonstrate the 
efficiency of the combined domain integral, the finite element 
method, and the adaptive remeshing technique.  The examples of 
a single edge cracked plate, a compact tension specimen and a 
center cracked plate are used to determine the stress intensity 
factor in the opening mode under the plane strain condition.   

 
7.1 The single edge cracked plate   

The geometry of the single edge cracked plate and its final 
adaptive mesh are shown in Fig. 4.  The stress intensity factor 
can be calculated from [6], 
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The final adaptive mesh consists of 444 triangles and 931 nodes.  
The computed stress intensity factor from this adaptive mesh is 
2.366 comparing to 2.363 from Eq. (13) with the difference of 
0.127% 
 
 
 

 
 
 
 

 
 

Fig. 4. Problem statement and the final mesh of the single edge 
cracked plate. 

 
7.2 The compact tension specimen    

The geometry of the compact tension specimen and its final 
adaptive mesh are shown in Fig. 5.  The final adaptive mesh 
consists of 1,396 triangles and 2,939 nodes.  The stress intensity 
factor can be calculated from [7],  
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where the thickness 25.4t =  mm.  The computed stress 
intensity factor from the adaptive mesh is 28.599 comparing to 
27.804 from Eq. (14) with the difference of 2.859% 
 
 
 

 
 
 
 

 
 

Fig. 5. Problem statement and the final mesh of the compact 
tension specimen. 

 
7.3 The center cracked plate  

The geometry of the center cracked plate and its final 
adaptive mesh are shown in Fig. 6.  The plate has an initial crack 
length 1002a =  units, and the thickness 1t =  unit.  The stress 
intensity factor for this problem was derived [8] in closed-form as, 
 

a1.334KI πσ=                          (15) 

 
The final adaptive mesh consists of 1,254 triangles and 2,580 
nodes.  The computed stress intensity factor from this adaptive 
mesh is 16.7133 comparing to 16.7192 from Eq. (15) with the 
difference of 0.04% 
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Fig. 6. Problem statement and the final mesh of the center 
cracked plate. 

 
7.4 Conclusions 

Domain integral was combined with the finite element 
method and the adaptive remeshing technique for analysis of 
linear elastic fracture mechanics problems.  The concept of the 
domain integral and its smooth function for two-dimensional 
geometry were explained.  The finite element method using the 
six-node triangular elements was described.  These triangular 
elements with mid-side nodes displaced from their nominal 
position to a quarter point of the crack tip were employed to form 
up a circular zone surrounding the crack tip for providing accurate 
solution.  The solution accuracy was further enhanced by 
incorporating an adaptive remeshing technique.  The technique 
places small elements around the crack tips and in the regions 
with large change of stress gradients for solution accuracy.  At 
the same, larger elements are generated in the other regions to 

minimize the total number of unknowns and the computational 
time.  

The efficiency of the combined procedure was demonstrated 
by examples for determining the stress intensity factor.  These 
examples demonstrate the capability of the combined adaptive 
remeshing technique with domain integral method for analysis of 
fracture mechanics problems effectively.   
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