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บทที� 1 

บทนํา 

1.1 ปัญหาและความสําคญัของปัญหา 

 ในสังคมปัจจุบนัมีแนวโนม้ที"จะนาํการประมวลผลของคอมพิวเตอร์ที"รวดเร็วและรองรับ
ปริมาณขอ้มูลมากๆได ้มาใชก้บังานต่างๆในชีวิตประจาํวนัมากขึ2น เพื"อการอาํนวยความสะดวกใน
การคิดและตรวจสอบทางวิชาการต่างๆ รวมถึงใชท้าํงานแทนมนุษย ์อยา่งไรก็ตามคอมพิวเตอร์ใน
ปัจจุบนัยงัมีความเร็วในการประมวลผลที"จาํกดัไม่สามารถรับงานที"เป็นขอ้มูลขนาดใหญ่ (Massive 
Data) ที"มีจาํนวนขอ้มูลหรือมีมิติมากๆ อนัเป็นผลจากความสามารถในการเก็บขอ้มูลไดอ้ย่างมี
ประสิทธิภาพ ในงานวิจยันี2 จะเนน้ศึกษาวิธีที"ช่วยให้คอมพิวเตอร์สามารถประมวลผลขอ้มูลที"มีมิติ
มากๆไดดี้ขึ2น 

 ขอ้มูลมิติสูงๆนั2นสามารถพบไดม้ากในชีวิตประจาํวนั ยกตวัอยา่งเช่นขอ้มูลรูปภาพ ขอ้มูล
ของยีน ขอ้มูลจากตวัรับรู้ (Sensor Data) ขอ้มูลทางการเงิน ขอ้มูลเสียงพูด เป็นตน้ ขอ้มูลเหล่านี2
มกัจะมีจาํนวนขอ้มูลไม่เพียงพอต่อจาํนวนมิติ ทาํให้ขอ้มูลมีความห่างมาก (Sparsity) และเมื"อเพิ"ม
มิติปริมาตรของขอ้มูลจะเพิ"มขึ2นแบบชี2กาํลงั เป็นเหตุให้การวิเคราะห์ความสัมพนัธ์ระหวา่งขอ้มูล
ทาํไดย้าก ใชเ้วลานาน และไม่มีประสิทธิภาพหากมีจาํนวนมิติมากเกินไป ปัญหานี2 เรียกวา่ปัญหาคาํ
สาปของมิติ (Curse of Dimensionality)  

 การลดมิติ (Dimensional Reduction) ช่วยแกปั้ญหาคาํสาปของมิติ โดยจะลดจาํนวนมิติ
หรือตวัแปรที"ซํ2 าซอ้นที"ไม่จาํเป็นต่อการวจิยัทั2งเนื"องจากสัญญาณรบกวน (noise) หรือตวัแปรนั2นไม่
มีนัยสําคญั ทาํให้เกิดการลดรูปของปัญหาจากขอ้มูลที"เล็กลง และยงัคงความแม่นจากตวัแปรที"
จาํเป็นต่อการวเิคราะห์อยา่งครบถว้น ทาํให้ประสิทธิภาพสูงขึ2นทั2งดา้นความเร็วในการประมวลผล
และความแม่นในการวเิคราะห์เมื"อเทียบกบัชุดขอ้มูลเดิม แต่มีจาํนวนมิติหรืออาจเรียกวา่คุณลกัษณะ 
(Feature) นอ้ยลง 

 ตวัอย่างของงานที"การลดมิติช่วยในการประมวลผล ในที"นี2 ขอยกตวัอย่างในปัญหาการ
จาํแนก สมมติวา่มีฟาง 2 สี สีดาํกบัสีขาวที"นาํมามดัรวมกนัและมีความตอ้งการจาํแนกฟาง 2 สีออก
จากกนัโดยให้ชี2 สีของฟางให้ถูกตอ้ง การจาํแนกจะทาํไดย้ากใน 3 มิติที"จะชี2 ว่าฟางชิ2นไหนเป็นสี
อะไร แต่หากมองที"ปลายดา้นหนึ" งที"มี 2 มิติโดยจะเห็นแต่ปลายฟาง จะสามารถจาํแนกไดง่้ายขึ2น
มาก ในกรณีนี2 ทาํให้เห็นว่าการเปลี"ยนมุมมองมาที"มิติที"เล็กลงสามารถช่วยให้เกิดการลดรูปของ
ปัญหาไดจ้ริง 
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อีกตวัอย่างหนึ"งดงัรูปที" 1 มีขอ้มูลหลายตวัแปร (Multivariate) ที"อยู่ในปริภูมิ 3 มิติและมี
ลกัษณะคลา้ยกลุ่มเมฆของจุด (Point Cloud) โดยมี 2 ประเภท (Class) ไดแ้ก่สีแดงและสีนํ2 าเงิน โดย
จะเห็นวา่ขอ้มูลแต่ละจุดมีความห่างมาก และเป็นการยากที"แบ่งขอ้มูลเป็น 2 ประเภทใหช้ดัเจนได ้

 

รูปที"  1 ขอ้มูลหลายตวัแปร 3 มิติที"ตอ้งการจาํแนก 

 แต่เมื"อเราลดมิติแลว้ จะเห็นว่าขอ้มูลนั2นสามารถจาํแนกไดง่้ายแมด้ว้ยตาเปล่า ดงัรูปที" 2 
แสดงว่าแทจ้ริงแล้วเราสามารถวิเคราะห์ขอ้มูลได้ใน 1 มิติ ไม่มีความจาํเป็นที"จะตอ้งสิ2นเปลือง
ปริมาณการคาํนวณไปกบัขอ้มูลที"มีมิติสูงกวา่เลย 

 

รูปที"  2 ตวัอยา่งการลดมิติขอ้มูลหลายตวัแปรจาก 3 มิติลงมาเป็น 1 มิติ 
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การลดมิตินั2นได้รับการพิสูจน์ว่าช่วยในการเรียนรู้ของเครื"องและการประยุกต์ใช้หลาย
อยา่งเช่น ปัญหาการจาํแนกประเภท (Classification) การสร้างจินตทศัน์ (Visualization) การบีบอดั
ขอ้มูล (Data Compression) เป็นตน้ 

ทั2งนี2การลดมิติมกัจะถูกกล่าวถึงควบคู่ไปกบัการเรียนรู้ขอ้มูลท่อร่วม (Manifold Learning) 
ซึ" งเป็นการเรียนรู้ขอ้มูลที"แทจ้ริงที"อยูใ่นรูปของรูปแบบที"ซ่อนอยู่ (Hidden Pattern) ในมิติในตวั 
(Intrinsic Dimension) แนวคิดนี2สามารถยกตวัอยา่งไดจ้ากกระดาษทั"วไป โดยที"กระดาษนั2นจะอยู่
ในโลกจริงที"มี 3 มิติประกอบด้วยความกวา้ง ความยาว และความหนา ทาํให้เมื"อเราเก็บขอ้มูล
กระดาษมาจากโลกจริงขอ้มูลที"ไดจ้ะมีลกัษณะเป็น 3 มิติไปดว้ย โดยจะเกิดกรณีพิเศษเป็นกรณีที"ไม่
เป็นเชิงเส้นไดเ้ช่นกระดาษมว้นหรือกระดาษเป็นคลื"นซึ" งไม่ใช่รูปร่างแทจ้ริงของกระดาษที"แทจ้ริง
แล้วกระดาษมีมิติเพียง 2 มิติเท่านั2นคือความกวา้งและความยาว การเรียนรู้รูปร่างแท้จริงของ
กระดาษก็เปรียบไดก้บัการเรียนรู้ขอ้มูลท่อร่วมนั"นเอง ทั2งนี2 จะถือวา่มิติที"เกินมาเป็นมิติที"ไม่จาํเป็น
ต่อการวิเคราะห์สามารถตดัทิ2งไปได ้ทาํให้เหลือแต่มิติที"เป็นตวัแปรที"จาํเป็นต่อการวิเคราะห์จริงๆ
เท่านั2น ซึ" งโดยทั"วไปมิติดงักล่าวจะอยู่บนขอ้มูลท่อร่วมจึงเป็นจุดร่วมของการเรียนรู้ขอ้มูลท่อร่วม
และการลดมิตินั"นเอง 

การลดมิติทั"วไปจะมีสัญกรณ์ดงันี2  กาํหนดใหมี้ชุดขอ้มูล X ประกอบดว้ยเวกเตอร์ x
i ตาม

แนวแถวหรือแนวสดมภ ์[x
1
,x

2
,…,x

n
] อยูใ่นมิติขนาด D ซึ"ง D มีค่ามากๆ ตอ้งการหาเมตริกซ์การฉาย 

(Projection Matrix) P ที"จะส่งชุดขอ้มูล X ไปยงัชุดขอ้มูลใหม่ซึ" งอยูบ่นขอ้มูลท่อร่วม Z ที"มีมิติตํ"าๆ d 
โดยทั"วไปมกัใชส้มมติฐานวา่ d มีค่านอ้ยกวา่ D มากๆ (d << D) ในการลดมิตินั2นจะใชห้ลกัการของ
การฉาย โดยทั"วไปจะลดมิติดว้ยสมการ Z = P

T
X  อยา่งไรก็ตามการลดมิตินั2นเราไม่ทราบวา่ค่า d ที"

ควรจะเป็นนั2นมีค่าเท่าใดและเราก็ไม่ทราบลกัษณะของขอ้มูลท่อร่วมที"จะเกิดขึ2นมาก่อนเช่นกนั 

1.2 วตัถุประสงค์ 

• เพื"อศึกษาแนวคิดและเทคนิคการลดมิติซึ" งเป็นหวัขอ้ที"น่าสนใจในปัจจุบนัเพื"อนาํไปใช้
ใหเ้กิดประโยชน์ 

• เพื"อปรับปรุงเทคนิคประเภทสองมิติสองทิศทางใหมี้ประสิทธิภาพอยา่งที"ควรจะเป็น 

• เพื"อปรับปรุงเทคนิคสาํหรับการลดมิติที"ยงัคงมีขอ้จาํกดับางประการให้มีประสิทธิภาพ
สูงขึ2นเช่น ทาํงานไดร้วดเร็วขึ2น มีความแม่นมากขึ2น เหมาะสมต่อการใชง้านจริง  
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1.3 ขอบเขตการดําเนินงาน 

• ศึกษาและทาํการปรับปรุงเทคนิคแบบไม่สอนหรือแบบสอน 

• ในการทดสอบเทคนิคการลดมิติสําหรับการประมวลผลภาพจะทดสอบบนชุดขอ้มูล
ใบหนา้เป็นหลกั และใชว้ธีิการตรวจสอบไขว ้10 พบั (10-Fold Cross Validation) 

• จะใชชุ้ดขอ้มูลใบหนา้ในการทดสอบโดยจะใชอ้ยา่งนอ้ย 2 ชุดขอ้มูลไดแ้ก่ ฐานขอ้มูล
ใบหนา้ของมหาวทิยาลยัเยล และฐานขอ้มูลใบหนา้เพิ"มเติมบีของมหาวทิยาลยัเยล 

1.4 ขั'นตอนการดําเนินงาน 

1. ศึกษาปัญหาและเทคนิคการลดมิติที$มีผูไ้ดน้าํเสนอมาแลว้ 
2. ศึกษาความรู้ทางคณิตศาสตร์และการหาค่าเหมาะที$สุดที$เกี$ยวขอ้ง 
3. ศึกษาการเรียนรู้ของเครื$อง 
4. ปรับปรุงและพฒันาเทคนิคการลดมิติ 
5. ทาํการทดลองแนวคิดและสมมติฐานกบัชุดขอ้มูลต่างๆ 
6. จดัทาํบทความวชิาการ 
7. จดัทาํวทิยานิพนธ์ 

 

รูปที"  3 แผนภาพขั2นตอนการดาํเนินงาน 

1.5 ประโยชน์ที�คาดว่าจะได้รับ 

• ไดศึ้กษาเทคนิคสําหรับการลดมิติซึ$ งเป็นหัวขอ้วิจยัที$เป็นที$สนใจอย่างกวา้งขวางใน
ปัจจุบนั และเป็นการเผยแพร่ความรู้เหล่านีA สู่สังคมไทยผ่านทางวิทยานิพนธ์และสิ$ง
ตีพิมพ ์

• เป็นการศึกษาการประมวลผลขอ้มูลขนาดใหญ่ซึ$ งเหมาะสมในยุดปัจจุบนัที$เป็นยุคของ
ขอ้มูล 
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• เ ป็นการขยายขอบเขตของการใช้ เทคนิคสําหรับการลดมิติให้ใช้ได้อย่าง มี
ประสิทธิภาพสูงขึAนทัAงชุดขอ้มูลที$มีขนาดเล็กและใหญ่ 

• เป็นการปรับปรุงเทคนิคสําหรับการรู้จาํใบหนา้ซึ$ งมีความจาํเป็นในระบบรักษาความ
ปลอดภยัในปัจจุบนัใหมี้ประสิทธิภาพสูงขึAน 

1.6 ผลงานตีพมิพ์จากวทิยานิพนธ์ 

 ส่วนหนึ"งของวิทยานิพนธ์นี2 ไดรั้บการตีพิมพเ์ป็นบทความทางวิชาการจาํนวน 2 บทความ
ดงันี2  

- บทความในงานประชุมวชิาการระดบันานาชาติ 

 P. Wiriyathammabhum and B. Kijsirikul. Basis selection for 2DLDA-based face 
recognition using fisher score. In Proc. International Conference on Neural Information 
Processing. (2009) 

- บทความในงานประชุมวชิาการระดบัชาติ 

 พีรธรรม วิริยธรรมภูมิ และ บุญเสริม กิจศิริกุล. การเลือกฐานหลกัสําหรับเทคนิคในกลุ่ม
การวิเคราะห์ดิสคริมิแนนต์เชิงเส้นแบบสองมิติสําหรับการรู้จาํใบหน้าดว้ยคะแนนของฟิชเชอร์. 
การประชุมวชิาการวทิยาการคอมพิวเตอร์และวศิวกรรมคอมพิวเตอร์แห่งชาติ. (2009) 
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บทที� 2 

ทฤษฎทีี�เกี�ยวข้อง 

 เทคนิคสําหรับการลดมิตินั2นสามารถแบ่งได้เป็น 2 ประเภทใหญ่ๆ คือเทคนิคประเภท
คดัเลือกคุณลกัษณะ (Feature Selection) และเทคนิคประเภทสกดัคุณลกัษณะ (Feature Extraction) 

2.1 เทคนิคประเภทคดัเลอืกคุณลกัษณะ (Feature Selection) 

 เทคนิคประเภทคดัเลือกคุณลกัษณะนั2นเป็นที"ไดรั้บการสนใจมาก่อนเทคนิคประเภทสกดั
คุณลกัษณะ และได้รับการพิสูจน์ว่าทาํให้ตวัจาํแนกใช้งานได้ดีขึ2นโดยทาํให้เร็วขึ2 นและมีความ
แม่นยาํสูงขึ2นเมื"อใช้ในการประมวลผลก่อน (Preprocessing) เทคนิคประเภทนี2 ช่วยในงานที"สําคญั
ต่างๆ เช่น การจาํแนกเวบ็ไซต ์การทาํเหมืองขอ้ความ (Text Mining) และการรู้จาํเสียงพูด (Speech 
Recognition) นอกจากนี2 ยงัมีการนาํไปประยุกตใ์ชจ้นไดผ้ลดีในศาสตร์อีกหลายแขนงเช่น ในดา้น
ดาราศาสตร์ (Astronomy)[1] ชีวสารสนเทศศาสตร์ (Bioinformatics)[2] และการตรวจจบัการบุกรุก 
(Intrusion Detection)[3] อีกดว้ย 

เทคนิคประเภทคดัเลือกลกัษณะจะเลือกคุณลกัษณะ (Feature) ใหไ้ดเ้ซตยอ่ยที"เล็กที"สุดและ
ตดัคุณลกัษณะที"ซํ2 าซ้อน (Redundant Feature) ออกให้เหลือแต่คุณลกัษณะที"จาํเป็น เนื"องจาก
คุณลกัษณะที"ซํ2 าซอ้นไม่ไดใ้หแ้นวคิดการเรียนรู้เพิ"มเติม สามารถตดัทิ2งไปไดเ้พื"อให้เวลาการทาํงาน
ลดลง เทคนิคประเภทนี2 ยงัสามารถแบ่งย่อยไดอี้ก 3 ประเภท[4]ตามลกัษณะของการเลือกเซตย่อย
ไดแ้ก่ประเภทตวักรอง (Filter) ประเภทตวัหุม้ (Wrapper) และประเภทผสม (Hybrid) 

ทั2งนี2 เราสามารถเขียนสรุปเทคนิคประเภทคดัเลือกคุณลกัษณะออกมาเป็นอนุกรมวิธานของ
ไดด้งัรูปที" 4 

2.1.1 เทคนิคประเภทตัวกรอง (Filter) 

เทคนิคประเภทตวักรองนั2นจะกรองคุณลกัษณะที"ไม่จาํเป็นออกไปโดยจะใชม้าตรวดัที"เป็น
อิสระต่อตวัเรียนรู้เช่น มาตรวดัระยะทาง (Distance Measure) มาตรวดัสหสัมพนัธ์ (Correlation 
Measure) มาตรวดัความตอ้งกนั (Consistency Measure) เป็นตน้ เพื"อวดัค่าความเหมาะสมของ
คุณลกัษณะที"ควรจะเก็บไว ้ตวัอยา่งเทคนิคประเภทตวักรองเช่น รีลีฟ (Relief)[5] รีลีฟเอ็ฟ (Relief-
F)[6] โฟกสั (FOCUS)[7] ฟังก์ชนัเกน (Information Gain) คะแนนลาปลาเชียน (Laplacian 
Score)[8] ตวักรองผา้ห่มมาร์คอฟ (Markov Blanket Filter)[9] เอ็มอาร์เอ็มอาร์ (mRMR: minimum-
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Redundancy-Maximum-Relevance)[10] เป็นตน้ เทคนิคประเภทนี2 มกัจะเร็ว รองรับขอ้มูลขนาด
ใหญ่ๆ คาํนวณครั2 งเดียวและไม่ซับซ้อนในการคาํนวณ นอกจากนี2 ยงัเป็นเทคนิคที"ไม่ขึ2นกบัตวั
เรียนรู้อีกดว้ย แต่ก็นบัเป็นขอ้เสียเช่นกนัที"อาจทาํใหข้าดการปฏิสัมพนัธ์กบัตวัเรียนรู้ไป 

 

รูปที"  4 อนุกรมวธิานของเทคนิคประเภทคดัเลือกคุณลกัษณะ 

2.1.2 เทคนิคประเภทตัวหุ้ม (Wrapper) 

เทคนิคประเภทตวัหุม้จะใชแ้นวคิดการเลือกตวัแบบ (Model Selection) และการตรวจสอบ
สมมติฐาน (Hypothesis Testing) โดยจะนาํมาใชใ้นการหาเซตยอ่ยของคุณลกัษณะในลกัษณะของ
การแบ่งชุดขอ้มูลเป็นชุดฝึกและชุดทดสอบสําหรับการตรวจสอบสมมติฐานดว้ยวิธีต่างๆเช่น การ
ตรวจสอบไขว ้k พบั (K-Fold Cross Validation) การตรวจสอบไขวแ้บบดึงออกหนึ"งตวั (Leave-
one-out Cross Validation) แลว้จึงให้คะแนนตามค่าความแม่น (Accuracy) ต่อไป ทั2งนี2มกัจะใช้
เทคนิคการคน้หาเขา้ร่วมดว้ยเพื"อหาค่าความแม่นที"เหมาะที"สุดเช่น การคน้หาแบบแนวกวา้งก่อน 
(Breadth First Search) การคน้หาเชิงละโมบ (Greedy Search) การคน้หาดว้ยขั2นตอนวิธีอบเหนียว
จาํลอง (Simulated Annealing) การคน้หาแบบสุ่ม (Randomized Search) เป็นตน้ เทคนิคประเภทนี2
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จะให้เซตย่อยที"น่าเชื"อถือที"สุดในดา้นของความแม่นที"พึงจะมีได ้ไม่ขึ2นกบัลกัษณะพิเศษใดๆของ
คุณลกัษณะ รวมถึงมีปฏิสัมพนัธ์กบัตวัเรียนรู้แต่ก็เป็นขอ้เสียที"อาจทาํให้ขึ2นกบัตวัเรียนรู้เกินไป
เช่นกนั อีกทั2งยงัมีความเสี"ยงที"จะปรับเหมาะเกินไปกบัชุดฝึก (Overfit) และเทคนิคนี2 มีขอ้เสียที"ช้า
เนื"องจากการตรวจสอบสมมติฐานอีกดว้ย ตวัอยา่งของเทคนิคประเภทตวัหุ้มเช่น การคน้หาลาํดบั 
(Sequential Search) การคน้หาสมบูรณ์ (Complete Search) ขั2นตอนวิธีเชิงพนัธุกรรม (Genetic 
Algorithm) เป็นตน้ 

2.1.3 เทคนิคประเภทผสม (Hybrid) 

เทคนิคประเภทผสมจะรวมเทคนิคประเภทตวักรองและตวัหุ้มเขา้ดว้ยกนัโดยจะนาํลาํดบั
คะแนนที"ไดจ้ากตวักรองมาลดสเปซคน้หาของเทคนิคประเภทตวัหุ้มลง มีขอ้ดีคือจะเร็วกวา่เทคนิค
ประเภทตวัหุ้มและให้ผลลพัธ์ที"น่าพอใจมากกว่าเทคนิคประเภทตวักรอง แต่อยา่งไรก็ตามยงัคงมี
ขอ้เสียที"ขึ2นกบัตวัเรียนรู้ที"ใชใ้นการตรวจสอบสมมติฐานเหลืออยู ่ตวัอยา่งของเทคนิคประเภทผสม
เช่น บีบีเอชเอฟเอส (BBHFS: Boosting-Based Hybrid Feature Selection)[11] เป็นตน้ 

2.1.4 เทคนิคประเภทฝังตัว (Embedded) 

เทคนิคประเภทฝังตัวจะมีลักษณะคล้ายกับเทคนิคประเภทตัวหุ้มโดยจะหาเซตย่อย
คุณลกัษณะที"ดีที"สุดเช่นกนั แต่จะใช้แนวคิดของตวัเรียนรู้ซึ" งอาจเป็นตวัจาํแนกเขา้ร่วมในการหา
เซตยอ่ยที"เหมาะที"สุด ทาํให้สเปซการคน้หาไม่มากเท่าเทคนิคประเภทตวัหุ้ม อย่างไรก็ตามยงัคงมี
การแบ่งชุดขอ้มูลเป็นชุดฝึกและชุดทดสอบสาํหรับการตรวจสอบสมมติฐานอยู ่มีขอ้ดีคือจะเร็วกวา่
เทคนิคประเภทตวัหุ้ม แต่ยงัคงขอ้เสียที"ประสิทธิภาพจะขึ2นกบัตวัเรียนรู้ที"ใชใ้นกระบวนการคน้หา
เช่นกนั ตวัอยา่งของเทคนิคประเภทฝังตวัเช่น การใชเ้วกเตอร์นํ2าหนกัของซพัพอร์ตเวกเตอร์แมชชีน 
(Support Vector Machine) ขั2นตอนวธีิป่าไมเ้ชิงสุ่ม (Random Forest) เป็นตน้ 

2.1.5 ขั'นตอนร่วมในเทคนิคประเภทคัดเลือกคุณลักษณะ (General Procedure for 

Feature Selection) 

อยา่งไรก็ตามเทคนิคทั2ง 3 ประเภทขา้งตน้ก็ยงัคงมีขั2นตอนร่วม[12]ที"สามารถอธิบายไดด้งั
รูปที" 5 โดยจะเริ"มจากการสร้างเซตยอ่ยของคุณลกัษณะ (Subset Generation) ซึ" งจะแจกแจงเซตยอ่ย
ที"เป็นไปไดอ้อกมาโดยทั"วไปจะใชว้ธีิการคน้หา (Searching Strategy) ซึ" งจะประกอบดว้ย 2 ขั2นตอน
คือการกาํหนดจุดเริ"มตน้และการกาํหนดวธีิการคน้หา จากนั2นจะนาํเซตยอ่ยที"ไดม้าประเมิน (Subset 
Evaluation) โดยจะใช้เกณฑ์ให้สามารถวดัค่าความเหมาะสมของเซตย่อยได ้ในขั2นตอนนี2อาจใช้
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มาตรวดัที"เป็นอิสระต่อตวัเรียนรู้แบบที"ใชใ้นเทคนิคประเภทตวักรอง หรือจะใชม้าตรวดัที"ขึ2นกบัตวั
เรียนรู้แบบเทคนิคประเภทตวัหุม้ก็ได ้จากนั2นจึงจะนาํค่าความเหมะสมของเซตยอ่ยมาตรวจสอบกบั
เกณฑ์การหยุด (Stopping Criteria) เพื"อยบัย ั2งกระบวนการ ทั2งนี2 เกณฑ์การหยุดสามารถนิยามได้
หลายแบบเช่น กระบวนการคน้หาเสร็จสิ2น กระบวนการครบจาํนวนรอบ ค่าความเหมาะสมไม่
เปลี"ยนแปลงเป็นระยะเวลานานเมื"อเทียบกบัจาํนวนคุณลกัษณะ เป็นตน้ จากนั2นจึงนาํเซตย่อยของ
คุณลกัษณะที"ไดม้าตรวจสอบอีกครั2 งวา่เมื"อลดมิติแลว้สามารถช่วยในการเรียนรู้ของเครื"องไดจ้ริง 

 

รูปที"  5 ขั2นตอนร่วมของเทคนิคประเภทคดัเลือกคุณลกัษณะ 

2.2 เทคนิคประเภทสกดัคุณลกัษณะ (Feature Extraction) 

เทคนิคประเภทสกดัคุณลกัษณะจะแตกต่างจากเทคนิคประเภทคดัเลือกคุณลกัษณะโดยจะ
ทาํการหาผลรวมเชิงเส้น (Linear Combination) ที"เหมาะสมจากคุณลกัษณะเดิมมาใช้เป็น
คุณลกัษณะใหม่ที"มีจาํนวนมิตินอ้ยลงมากๆ ทั2งนี2แต่ละเทคนิคก็จะแตกต่างกนัไปตามเงื"อนไขบงัคบั 
(Constraint) ที"จะตอ้งการรักษาขอ้มูลใดไวต้ามขอ้สันนิษฐานวา่เมื"อรักษาคุณสมบติัทางเรขาคณิต
ในขอ้มูลเดิมไวเ้มื"อลดมิติแลว้จะพบกบัขอ้มูลท่อร่วมที"ฝังตวัอยู ่

เทคนิคประเภทสกดัคุณลกัษณะนั2นยงัสามารถแบ่งย่อยไดอี้ก 2 ประเภท[13]ตามลกัษณะ
ของการเรียนรู้คือ แบบไม่สอน (Unsupervised) และแบบสอน (Supervised) 

ทั2งนี2 เราสามารถเขียนสรุปเทคนิคประเภทสกดัคุณลกัษณะออกมาเป็นอนุกรมวิธานของได้
ดงัรูปที" 6 
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รูปที"  6 อนุกรมวธิานของเทคนิคประเภทสกดัคุณลกัษณะ 

2.2.1 เทคนิคประเภทสกดัคุณลกัษณะแบบไม่สอน (Unsupervised Feature Extraction 

Techniques) 

เทคนิคประเภทสกดัคุณลกัษณะแบบไม่สอนจะเรียนรู้เหมือนการเรียนรู้ของสมองคนเรา
ปกติที"ไม่รู้เฉลยมาก่อนจึงดูเป็นธรรมชาติมากกวา่ โดยแต่ละเทคนิคจะกาํหนดขอ้สันนิษฐานมาใช้
เป็นเงื"อนไขบงัคบัแตกต่างกนั โดยเทคนิคที"เป็นแบบแผนที"สุดคือ การวิเคราะห์องคป์ระกอบสําคญั
หรือพีซีเอ (PCA: Principal Components Analysis)[14] ซึ" งสันนิษฐานวา่เราสามารถเรียนรู้ขอ้มูลท่อ
ร่วมที"มีมิติตํ"ากวา่ไดด้ว้ยการตามทิศทางที"มีความแปรปรวนสูงที"สุดของขอ้มูลตั2งตน้  

ต่อมาได้มีผูแ้บ่งเทคนิคประเภทนี2 ที"ใช้กันมากไวเ้ป็นหมวดหมู่ได้หลายแบบ ในที"นี2 ขอ
ยกตวัอยา่งแบบวเิคราะห์ตามความเป็นคอนเวกซ์ (Convex) ของเทคนิค  
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2.2.1.1 เทคนิคแบบคอนเวกซ์ 

การแบ่งตามความเป็นคอนเวกซ์นั2นจะแบ่งไดเ้ป็นเทคนิคแบบคอนเวกซ์และเทคนิคแบบ
ไม่คอนเวกซ์ตามฟังก์ชนัวตัถุประสงค์ (Objective Function) ว่ามีค่าเหมาะสมเฉพาะที" (Local 
Optima) หรือไม่ เทคนิคแบบคอนเวกซ์นั2นจะมีฟังกช์นัจุดประสงคที์"มีค่าเหมาะสมโดยรวม (Global 
Optima) กบัค่าเหมาะสมเฉพาะที"เป็นค่าเดียวกนั เทคนิคในปัจจุบนัส่วนมากจะอยู่ในประเภทนี2
เพราะสามารถนาํไปใชไ้ดง่้ายและรับประกนัผลลพัธ์ตามขอ้สันนิษฐาน เทคนิคประเภทนี2 ส่วนมาก
จะใชเ้ทคนิคการหาค่าเหมาะที"สุดดว้ยวธีิสเปกตรัม (Spectral Method) เนื"องจากฟังก์ชนัจุดประสงค์
สามารถเขียนให้อยูใ่นรูปของปัญหาสัมประสิทธิ~ ในปริภูมิลกัษณะของเรยลี์ (Rayleigh Coefficient 
in ℋ) หรือผลหารเรยลี์ (Rayleigh Quotient) นั"นเอง ซึ" งปัญหานี2สามารถแกไ้ดโ้ดยการแกปั้ญหาค่า
ลกัษณะเฉพาะแบบทั"วไป (Generalized Eigenvalue Problem) ซึ" งสามารถแบ่งไดอี้กวา่ลกัษณะของ
เมตริกซ์ที"จะแยกนั2นมีความห่างมาก (Sparse) หรือไม่ 

เทคนิคประเภทคอนเวกซ์ที"เมตริกซ์เป็นแบบเต็ม (Full Matrix) เป็นเมตริกซ์ที"แน่นไปดว้ย
ขอ้มูลซึ" งอาจเป็นข้อมูลความแปรปรวนร่วม (Covariance) ระหว่างมิติหรือเป็นค่าความคล้าย 
(Similarity) ระหว่างจุดขอ้มูล ตวัอยา่งของเทคนิคประเภทนี2 เช่น การวิเคราะห์องคป์ระกอบสําคญั
หรือพีซีเอ (PCA: Principal Components Analysis) การสเกลหลายมิติหรือเอ็มดีเอส (MDS: Multi 
Dimensional Scaling)[15] ไอโซแมป (Isomap)[16] การวิเคราะห์องคป์ระกอบสําคญัแบบเคอร์
เนลหรือเคอร์เนลพีซีเอ (Kernel PCA)[17] เป็นตน้ 

 เทคนิคประเภทคอนเวก็ซ์ที"เมตริกซ์เป็นแบบห่างมากมกัจะเน้นการรักษาสมบติัเฉพาะที" 
(Local Property) ของขอ้มูล โดยทั"วไปมกัจะใชก้ราฟเพื"อนบา้นใกลสุ้ด k ตวั (K-Nearest Neighbor) 
เพื"อที"จะคงโครงสร้างทางเรขาคณิต ในขณะเดียวกันจะใช้การคาํนวณไม่มากในการแก้ปัญหา
เนื"องจากเมตริกซ์มีลกัษณะพิเศษคือมีความห่างมากนั"นเอง ตวัอยา่งของเทคนิคประเภทนี2 เช่น ตวัฝัง
ตวัเชิงเส้นเฉพาะที"หรือแอลแอลอี (LLE: Locally Linear Embedding)[18] กราฟไอเกนแบบลาปลา
เชียนหรือแอลอี (LE: Laplacian Eigenmaps)[19] เป็นตน้ 

2.2.1.1 เทคนิคแบบไม่คอนเวกซ์ 

 ส่วนเทคนิคประเภทไม่คอนเวกซ์นั2นจะไม่รับประกนัวา่ผลลพัธ์จะไดต้ามสมมติฐานเต็มที" 
เนื"องจากปัญหาไม่คอนเวกซ์จึงหาค่าที"เหมาะที"สุดไดย้าก จึงไม่ไดรั้บความสนใจมากนกั แต่ยงัคงมี
ความน่าสนใจเชิงทฤษฎีอยู่ และเมื"อนาํไปใช้งานก็ได้รับผลลพัธ์ที"ดีในระดบัหนึ" ง ตวัอย่างของ
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เทคนิคประเภทนี2 เช่น ตวัเข้ารหัสอตัโนมัติหลายชั2น (Multilayer Autoencoders)[20] การ
ประสานงานเชิงเส้นเฉพาะที"หรือแอลแอลซี (LLC: Locally Linear Coordination)[21] 

2.2.2 เทคนิคประเภทสกัดคุณลักษณะแบบสอน (Supervised Feature Extraction 

Techniques) 

เทคนิคประเภทสกัดคุณลกัษณะแบบสอนนั2นนอกจากการเรียนรู้ของเครื" องแล้วมกัจะ
นาํไปใชใ้นงานจาํพวกรู้จาํรูปแบบ (Pattern Recognition) การประมวลผลภาพ (Image Processing) 
อีกดว้ย โดยเทคนิคประเภทนี2 โดยทั"วไปจะทาํงานไดดี้กว่าเทคนิคแบบไม่สอน เนื"องจากนาํขอ้มูล
ประเภทที"ทราบอยูก่่อนมาใชใ้นขั2นตอนการฝึก ทาํใหต้วัแบบ (Model) ที"ไดมี้ความแม่นมากขึ2นและ
สามารถเรียนรู้ขอ้มูลท่อร่วมที"เป็นไปตามประเภทไดดี้กวา่ แต่อยา่งไรก็ตามหากไม่มีขอ้มูลประเภท
แลว้เทคนิคแบบไม่สอนก็ยงัคงจาํเป็นอยูเ่ช่นเดิม  

2.2.2.1 เปรียบเทียบเทคนิคประเภทสกดัคุณลกัษณะแบบสอนและเทคนิคประเภทสกัด

คุณลกัษณะแบบไม่สอน 

ยกตวัอยา่งกรณีเปรียบเทียบโดยเริ"มจากเทคนิคการวิเคราะห์องคป์ระกอบสําคญัหรือพีซีเอ 
ที"มกัจะหาการฉายในมุมมองที"รักษาค่าความแปรปรวนมากที"สุด แต่หากการกระจายตวัของขอ้มูล
ไม่ไดอ้ยู่บนทิศทางของความแปรปรวน พีซีเอก็จะไม่เหมาะสมกบัชุดขอ้มูลนั2นทนัที โดยเทคนิค
ประเภทมีผูส้อนที"เป็นที"นิยมที"เทียบเคียงกบัการวิเคราะห์องค์ประกอบสําคญัคือ การวิเคราะห์ดิส-
คริมิแนนตเ์ชิงเส้นหรือแอลดีเอ (LDA: Linear Discriminant Analysis)[22] ซึ" งมีอีกชื"อหนึ"งวา่ดิส-
คริมิแนนตเ์ชิงเส้นของฟิชเชอร์หรือเอฟแอลดี (FLD: Fisher’s Linear Discriminant) บางครั2 งอาจ
เรียกวา่ การวิเคราะห์คุณลกัษณะจาํแนกหรือดีเอฟเอ (DFA: Discriminative Feature Analysis) เพื"อ
ไม่ให้ซํ2 าซ้อนกบัเทคนิคการจาํแนกที"ชื"อเหมือนกนั แอลดีเอจะหาทิศทางการฉายที"ทาํให้เมื"อฉาย
ขอ้มูลลงไปแลว้อตัราส่วนของความแปรปรวนระหวา่งประเภทต่อความแปรปรวนภายในประเภท
สูงสุด หรือสามารถมองไดว้า่ในมิติหลงัการฉายจะพยายามให้ค่ามชัฌิมของแต่ละประเภทอยูห่่าง
กนัมากที"สุดก็ไดเ้ช่นกนั จากรูปที" 7 ซึ" งขอ้มูลอยูใ่นสเปซ 2 มิติมีลกัษณะเป็นกลุ่ม (Cluster) โดยแต่
ละกลุ่มจะมีขอ้มูลที"มีประเภทเดียวกันอยู่ด้วยกัน เมื"อลดมิติให้เหลือ 1 มิติจะเห็นได้ว่าแอลดีเอ
สามารถคงขอ้มูลที"แสดงถึงอาํนาจจาํแนก (Discriminative Power) ไดดี้กวา่พีซีเอ เนื"องจากนาํขอ้มูล
ประเภทเขา้ร่วมในการประมวลผลดว้ยนั"นเอง ในขณะที"พีซีเอตามทิศทางความแปรปรวนซึ" งทาํให้
อาํนาจจาํแนกลดลงอยา่งเห็นไดช้ดั 
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รูปที"  7 ตวัอยา่งความแตกต่างของเทคนิคสาํหรับการลดมิติประเภทสกดัลกัษณะแบบสอนและไม่ 

สอน[23] 

 แต่อย่างไรก็ตามยงัคงมีบางกรณีที"พีซีเออาจให้อาํนาจจาํแนกมากกว่าแอลดีเอ จากรูปที" 8 
ขอ้มูล 2 ประเภทกระจายตวัแบบฐานเดี"ยว (Unimodal) ทาํให้ประเภทหนึ" งอยู่ทบับนอีกประเภท
หนึ" งที"มีการกระจายตวัสูงกว่า แอลดีเอจะไดก้ารฉายที"ค่ามชัฌิมอยู่ห่างกนัมากกว่าของพีซีเอตาม
สมมติฐานว่าความห่างของค่ามชัฌิมระหว่างประเภทที"มากและการกระจายตวัภายในประเภทที"
น้อยจะทาํให้มีอาํนาจจาํแนกสูง แต่กลบัไม่เป็นเช่นนั2นเมื"ออาํนาจจาํแนกอยู่ในทิศทางของความ
แปรปรวนซึ" งพีซีเอจะทาํงานไดดี้กว่า อย่างไรก็ดีในโลกความเป็นจริงโดยส่วนใหญ่แลว้แอลดีเอ
รวมถึงเทคนิคแบบสอนมกัจะทาํงานดีกว่าพีซีเอและเทคนิคแบบไม่สอนเสมอในสถานการณ์ที"
สามารถหาขอ้มูลประเภทได ้

 

รูปที"  8 กรณีที"พีซีเอเหมาะสมในการช่วยจาํแนกมากกวา่แอลดีเอ 
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2.2.2.2 ตัวอย่างของเทคนิคประเภทสกดัคุณลกัษณะแบบสอน 

 เทคนิคประเภทสกดัคุณลกัษณะแบบสอนนั2นมีผูส้ร้างเทคนิคออกมาไดผ้ลในการทดลอง
จริงที"ดีมากมาย ซึ" งเทคนิคประเภทนี2 มีผูจ้าํแนกออกเป็น 2 ประเภทใหญ่ๆ[24, 25]ไดแ้ก่ ประเภท
เรียนรู้โดยรวม (Global Learning) และประเภทเรียนรู้เฉพาะที" (Local Learning) 

 เทคนิคประเภทเ รียนรู้สมบัติโดยรวมนั2 นจะเ รียน รู้ระยะทางของมหาลาโนบิส 
(Mahalanobis Distance) ที"ทาํให้จุดขอ้มูลที"มีประเภทเดียวกนัอยูใ่กลก้นัและจุดขอ้มูลที"มีประเภท
ต่างกันอยู่ห่างกันมากที"สุด ตวัอย่างเช่นดังรูปที" 9 ซึ" งมีขอ้มูล 2 ประเภทที"มีลักษณะเป็นกลุ่ม 
(Cluster) เมื"อฉายเมตริกซ์ระยะทางทาํใหล้กัษณะการรวมกลุ่มชดัเจนขึ2น 

 

รูปที"  9 ผลลพัธ์จากการสเกลขอ้มูลดว้ยเมตริกซ์ระยะทาง 

ตวัอย่างของเทคนิคประเภทเรียนรู้สมบติัโดยรวมเช่น การวิเคราะห์ดิสคริมิแนนต์เชิงเส้น
หรือแอลดีเอ (LDA: Linear Discriminant Analysis)[22] การวิเคราะห์ดิสคริมิแนนต์เชิงเส้นแบบ
เคอร์เนลหรือเคอร์เนลแอลดีเอ (KLDA: Kernel Linear Discriminant Analysis)[26] เป็นตน้ 

อย่างไรก็ตามยงัคงมีกรณีซึ" งการเรียนรู้เมตริกซ์ระยะทางทาํได้ยาก ตัวอย่างของกรณี
เหล่านั2นเช่น กรณีที"ขอ้มูลมีการกระจายตวัแบบหลายฐาน (Multimodal) ดงัรูปที" 10 มีขอ้มูล 2 
ประเภท โดยแต่ละประเภทมี 2 ฐาน การเรียนรู้สมบติัโดยรวมไม่สามารถทาํให้ขอ้มูลที"มีประเภท
เดียวกนัอยูใ่กลก้นัและขอ้มูลคนละประเภทอยูห่่างกนัได ้จึงมีผูป้รับปรุงเทคนิคเดิมให้รักษาสมบติั
เฉพาะที"ดว้ยการเพิ"มเงื"อนไขบงัคบัเฉพาะที" (Local Constraint) เพื"อรองรับกรณีเหล่านี2  
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รูปที"  10 กรณีขอ้มูลมีการกระจายตวัแบบหลายฐานซึ"งการเรียนรู้เมตริกซ์ระยะทางของ 
มหาลาโนบิสโดยทั"วไปทาํไดย้าก 

เทคนิคประเภทเรียนรู้สมบติัเฉพาะที"จะใช้การเรียนรู้ระยะทางเฉพาะที" (Local Distance 
Learning) เพิ"มเขา้ไปเป็นเงื"อนไขบงัคบัในการเรียนรู้ระยะทางของมหาลาโนบิสของเทคนิคประเภท
เรียนรู้สมบติัโดยรวม โดยจะเรียนรู้ระยะทางจากแต่ละจุดขอ้มูลแทนระยะทางจากการสเกลสเปซ
โดยปกติ ทั2งนี2มกัใชเ้มตริกซ์ของเพื"อนบา้นใกลสุ้ด k ตวั (K-Nearest Neighbors) หรือเมตริกซ์สัม
พรรค (Affine Matrix) เป็นเงื"อนไขบงัคบัเฉพาะที"  

เทคนิคประเภทสกดัคุณลกัษณะแบบสอนที"พฒันาขึ2นเร็วๆนี2มกัเป็นประเภทเรียนรู้เฉพาะที" 
ตวัอยา่งเช่น การวิเคราะห์ขอบแบบฟิชเชอร์หรือเอ็มเอฟเอ (MFA: Marginal Fisher Analysis)[27] 
ตัวฝังตัวเพื"อนบ้านแบบดิสคริมิแนนต์หรือดีเอ็นอี (DNE: Discriminative Neighborhood 
Embedding)[28] การหาองคป์ระกอบเพื"อนบา้นหรือเอ็นซีเอ (NCA: Neighborhood Component 
Analysis)[29] การวิเคราะห์ดิสคริมิแนนตไ์วเฉพาะที"หรือแอลเอสดีเอ (LSDA: Locality Sensitive 
Discriminant Analysis)[30] เป็นตน้  

2.2.3 การแบ่งเทคนิคประเภทสกดัคุณลกัษณะตามความเป็นเชิงเส้น 

นอกจากนี2 เทคนิคประเภทสกดัคุณลกัษณะยงัสามารถแบ่งได้ตามความเป็นเชิงเส้นเป็น
แบบเชิงเส้นและไม่เชิงเส้นไดอี้กดว้ย โดยเทคนิคประเภทเชิงเส้นนั2นจะมีสมมติฐานว่าขอ้มูลท่อ
ร่วมนั2นเป็นเชิงเส้นหรือในกรณีที"ขอ้มูลท่อร่วมไม่เป็นเชิงเส้นจะประมาณให้ใกลเ้คียงมากที"สุด
เท่าที"ความเป็นเชิงเส้นจะทาํได ้เทคนิคประเภทนี2 ไดรั้บความนิยมมาประยุกตใ์ชง้านจริง เนื"องจาก
ให้ประสิทธิภาพที"ดีและปริมาณการคาํนวณไม่มากเกินไป ตวัอย่างของเทคนิคประเภทเชิงเส้น
ไดแ้ก่ การวิเคราะห์องคป์ระกอบสําคญัหรือพีซีเอ (PCA: Principal Components Analysis) ซึ" งเป็น
เทคนิคแบบไม่สอน ส่วนตวัอยา่งเทคนิคประเภทสกดัคุณลกัษณะแบบสอนนั2นโดยมากมกัเป็นแบบ
เชิงเส้นอยู่แล้วตัวอย่างเช่น การวิเคราะห์ดิสคริมิแนนต์เชิงเส้นหรือแอลดีเอ (LDA: Linear 
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Discriminant Analysis) ตัวฝังตัวที"จาํแนกเพื"อนบ้านหรือดีเอ็นอี (DNE: Discriminative 
Neighborhood Embedding) เป็นตน้  

นอกจากนี2 ยงัมีเทคนิคแบบเชิงเส้นที"เป็นอนุพนัธ์ (Derive) มาจากเทคนิคแบบไม่เชิงเส้น
เช่น การฉายรักษาสมบติัเฉพาะที"หรือแอลพีพี (LPP: Locally Preserving Projection)[31] ซึ" งเป็น
อนุพนัธ์ของกราฟไอเกนแบบลาปลาเชียนหรือแอลอี (LE: Laplacian Eigenmaps)[19] ตวัฝังตวั
รักษาเพื"อนบา้นหรือเอ็นพีอี (NPE: Neighborhood Preserving Embedding)[32] ซึ" งเป็นอนุพนัธ์ของ
ตวัฝังตวัเชิงเส้นเฉพาะที"หรือแอลแอลอี (LLE: Locally Linear Embedding)[18] เป็นตน้ เทคนิค
ประเภทนี2ประมาณแนวคิดแบบไม่ใช่เชิงเส้นดว้ยความเป็นเชิงเส้นซึ"งใหผ้ลลพัธ์ที"ดีเช่นกนั 

ส่วนเทคนิคแบบไม่เชิงเส้นจะเรียนรู้ขอ้มูลท่อร่วมโดยไม่ไดต้ั2งสมมติฐานวา่ขอ้มูลท่อร่วม
จะมีลกัษณะอยา่งไร แต่จะเนน้เรียนรู้คุณสมบติัทางเรขาคณิตแทน บางเทคนิคจะใชอุ้บายเคอร์เนล 
(Kernel Trick) เพื"อทาํใหเ้ทคนิคแบบเชิงเส้นสามารถทาํงานบนขอ้มูลที"ไม่เป็นเชิงเส้นได ้ซึ" งเทคนิค
แบบไม่เชิงเส้นนี2 ถูกสร้างขึ2นมาดว้ยสมมติฐานวา่ขอ้มูลในโลกจริงส่วนมากเป็นแบบไม่เป็นเชิงเส้น 
ดงันั2นเทคนิคประเภทนี2ควรจะใหผ้ลลพัธ์ที"ดีกวา่เทคนิคแบบเชิงเส้น อยา่งไรก็ตามเทคนิคประเภทนี2
ยงัมีความซับซ้อนทางการคาํนวณที"สูงเกินกว่าจะใช้งานจริงได้ดีเมื"อข้อมูลมีจาํนวนมากๆ และ
ผลลพัธ์เบื2องตน้ในปัจจุบนัพบวา่เทคนิคประเภทนี2ทาํงานไดดี้ในชุดขอ้มูลสังเคราะห์มากกวา่ขอ้มูล
โลกจริง ตวัอยา่งของเทคนิคประเภทนี2 เช่น การวเิคราะห์องคป์ระกอบสําคญัแบบเคอร์เนลหรือเคอร์
เนลพีซีเอ (KPCA: Kernel Principal Components Analysis) การวิเคราะห์ดิสคริมิแนนตเ์ชิงเส้น
แบบเคอร์เนลหรือเคอร์เนลแอลดีเอ (KLDA: Kernel Linear Discriminant Analysis) ตวัฝังตวัเชิง
เส้นเฉพาะที"หรือแอลแอลอี (LLE: Locally Linear Embedding) กราฟไอเกนแบบลาปลาเชียนหรือ
แอลอี (LE: Laplacian Eigenmaps) เป็นตน้ 
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บทที� 3 

งานวจิัยที�เกี�ยวข้อง 

3.1 การวิเคราะห์องค์ประกอบสําคัญหรือพีซีเอ (PCA: Principal Component 

Analysis) 

 เดิมทีนั2 นมีผู ้นําเสนอเทคนิคสําหรับการลดมิติในอดีตมานานแล้วคือ การวิเคราะห์-
องคป์ระกอบสําคญัหรือพีซีเอ (PCA: Principal Component Analysis) ซึ" งเสนอโดย Pearson ในปี
ค.ศ.1901 ต่อมาเทคนิคนี2 ไดรั้บการพฒันาเพิ"มเติมโดย Hotelling ในปีค.ศ.1933 โดย Pearson ได้
เสนอต่อวงการวา่ปัญหาการประมาณขอ้มูล (Data Approximation) นั2นสําคญั สวยงาม และต่างจาก
ปัญหาการถดถอย จากนั2นจึงนาํเสนอการประมาณดว้ยเส้นตรงและระนาบ[33]  

 Pearson ไดอ้ธิบายเหตุผลไว ้2 ขอ้ [14] คือ ในการทาํวิจยัดา้นฟิสิกส์ สถิติ และชีววิทยา 
การประมาณข้อมูลด้วยเส้นหรือระนาบที"เหมาะสมที"สุดเป็นที"น่าพึงพอใจกว่าในการวิเคราะห์ 
โดยทั"วไปมกัใชว้ิธีกาํลงัสองนอ้ยสุด (Least Square) คือหาค่าสัมประสิทธิ~ ที"ดีที"สุดสําหรับผลรวม
เชิงเส้นของตวัแปร ซึ" งค่าของผลรวมเชิงเส้นที"ประมาณจากตวัแปรอิสระชุดหนึ"ง กบัการประมาณ
ค่าของตวัแปรอิสระเมื"อรู้ผลรวมเชิงเส้นค่าหนึ"งนั2นไม่เท่ากนั และเหตุผลอีกขอ้หนึ"งคือตวัแปรตาม
จะขึ2นกบัค่าเบี"ยงเบนและค่าความผิดพลาดพอๆกบัตวัแปรอิสระ เราไม่ไดท้ราบค่าตวัแปรอิสระที"
แม่นยาํแลว้จึงหาฟังกช์นัไปหาตวัแปรตาม แต่เราไดค้่าเป็นชุดๆจากการทดลองหรือการสังเกต เพื"อ
หาฟังก์ชนัความสัมพนัธ์ระหว่างกนั ซึ" งตวัแปรที"สังเกตไดจ้ะมีความผิดพลาดร่วมอยูเ่สมอ ดงันั2น
เพื"อที"จะทาํให้เส้นตรงหรือระนาบเหมาะสมที"สุด เราอาจมีหลายวิธีที"จะทาํซึ" งเราสามารถหาไดจ้าก
วิธีกาํลงัสองน้อยสุดที"พยายามให้ผลรวมของระยะตั2งฉากจากแต่ละจุดมาหาเส้นตรงหรือระนาบ
นอ้ยสุด ดงัรูปที" 11 ระบบถูกแทนดว้ยจุดขอ้มูล p

1
 ถึง p

n
 ซึ" งแต่ละจุดสามารถแทนระบบทั2งหมดได้

ดว้ยเส้นตรง A ซึ" งเป็นผลรวมเชิงเส้นของแต่ละจุดขอ้มูล ซึ" งนี"เป็นวิธีช่วยลดสัญญาณรบกวนได้
อยา่งดีอีกดว้ย นี"คือขอ้เปรียบเทียบที"วา่การประมาณขอ้มูลดีกวา่การถดถอยซึ" งเป็นการแปลงขอ้มูล
ทางคู่อนัดบั วธีินี2 คือการวเิคราะห์องคป์ระกอบสําคญันั"นเองหรืออีกชื"อหนึ"งคือการแยกแบบตั2งฉาก
ถูกตอ้ง (Proper Perpendicular Decomposition) หรือชื"อที"เป็นที"รู้จกักนัมากในภายหลงัคือการแปลง
ของคาฮูเน็น-เลิฟ (Karhunen–Loève Transform) 
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รูปที"  11 การประมาณขอ้มูลดว้ยเส้นตรงของ Pearson [14] 

 การวิเคราะห์องค์ประกอบสําคญัจะฉายขอ้มูลตั2งตน้ X โดยหาเมตริกซ์การฉาย P ซึ" ง
ประกอบดว้ยเวกเตอร์ [ϕ

1
, ϕ

2
,..,ϕ

n
] ทาํให้ทิศทางที"ทาํให้ขอ้มูลที"ถูกฉาย Z มีความแปรปรวนมาก

ที"สุด สามารถเขียนฟังกช์นัจุดประสงค ์(Objective Function) ได ้2 แบบ[34, 35]โดยแบบแรกคือ  
 max����� 	
�	 ( 3.1 ) 

โดย C แทนเมตริกซ์ความแปรปรวนร่วม โดยมีเงื"อนไขบงัคบั (Constraint) วา่เมตริกซ์การฉาย P 
นั2นถูกทาํใหเ้ป็นบรรทดัฐาน (Normalized) ซึ" งมองไดว้า่ขอ้มูลแต่ละจุด x

i
 ถูกฉายไปเป็นขอ้มูลที"ถูก

ฉาย z
i
 = PT

 x
i
 โดยมีค่ามชัฌิม z

m
 = PT

 x
m
 ความแปรปรวนของขอ้มูลที"ถูกฉายคือ 

 1 �(	
 �� − 	
 ��)��
��� =  	
�	 ( 3.2 ) 

 จากนั2นเราจะใชต้วัคูณลากรานจ ์(Lagrange Multiplier) เพื"อทาํให้เป็นการหาค่าเหมาะที"สุด
แบบไม่มีเงื"อนไขบงัคบั (Unconstraint Optimization) 

 	
�	 + �(1 − 	
	) ( 3.3 ) 

 เมื"อหาอนุพนัธ์บางส่วนเทียบกบั P แลว้จบัเท่ากบั 0 เพื"อหาจุดนิ"ง (Stationary Point) จะได ้
 �	 − �	 = 0 ( 3.4 ) 

 เมื"อยา้ยขา้งจะไดใ้นรูปของสมการค่าลกัษณะเฉพาะ (Eigenvalue Problem) 
 �	 = �	 ( 3.5 ) 
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ดงันั2นเมตริกซ์ P สามารถหาได้จากการแก้สมการค่าลกัษณะเฉพาะจากเมตริกซ์ความ
แปรปรวนร่วม C นั"นเอง โดยเวกเตอร์การฉาย ϕ จะรักษาความแปรปรวนของขอ้มูลหลงัการฉาย
ตามขนาดของค่าลกัษณะเฉพาะ λ ซึ" งผลรวมของค่าลกัษณะเฉพาะจะเท่ากบัค่าความแปรปรวนของ
ขอ้มูลดั2งเดิม ดงันั2นผลรวมของค่าลกัษณะเฉพาะ λ ที"คู่กบัเวกเตอร์การฉาย ϕ จาํนวน d ตวั สามารถ
ใชเ้ป็นเกณฑใ์นการคงปริมาณขอ้มูลเมื"อลดมิติแลว้ได ้

การเขียนฟังก์ชนัจุดประสงค์อีกแบบจะมองว่าเราจะหาการฉายที"ทาํให้ค่าความผิดพลาด 
(Error) นอ้ยที"สุด สมมติวา่ขอ้มูลแต่ละจุดสามารถแทนไดด้ว้ยผลรวมเชิงเส้นของเวกเตอร์ฐานหลกั 
ในที"นี2ขอนาํสัญกรณ์จากฟังกช์นัจุดประสงคแ์บบแรกมาใชจ้ะได ้

 �� = � ���ϕ�
�

���  ( 3.6 ) 

เมื"อสัมประสิทธิ~  α จะมีค่าเท่ากบั x
n

T
ϕ ซึ" งคือผลคูณจุดของ x

n
 และ ϕ นั"นเอง โดยสามารถ

มองเป็นขนาดของการฉายของขอ้มูลลงมาแต่ละแกนได ้ซึ" งหากเราตอ้งการประมาณ x
n
 ดว้ย x

n
’ จะ

ไดจ้ากการเลือกเวกเตอร์ฐานหลกับางตวัที"จะใช ้
 ��� = �  ��ϕ�

!
��� + � "��ϕ�

�
��!#�  ( 3.7 ) 

ดงันั2นฟังก์ชนัจุดประสงค์จะเป็นการทาํให้ค่าการบิดเบี2ยว (Distortion) เมื"อทาํการลดมิติ
ตํ"าสุดคือ 

 min�����
1 �&�� − ��� &��

���  ( 3.8 ) 

เมื"อหาอนุพนัธ์บางส่วนในสมการ (3.7) เทียบกบั p
ni จะได ้p

ni
 = x

n

T
ϕ เมื"อ n มีค่าจาก 1 ถึง d 

และเมื"อหาอนุพนัธ์บางส่วนเทียบกบั q
ni
 จะได ้q

ni
 = x

n

T
ϕ เมื"อ n มีค่าจาก d+1 ถึง D ดงันั2นจะได ้

 �� − ��� = � '(�� − ��� )
ϕ�(ϕ�
�

��!#�  ( 3.9 ) 

เมื"อนาํไปแทนค่าในฟังกช์นัจุดประสงคจ์ะได ้
 min�����

1 � ) � '(�� − ��� )
ϕ�(ϕ�
�

��!#� *��
���  ( 3.10 ) 
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หรือเมื"อกระจายแลว้จะกลายเป็นเมตริกซ์ความแปรปรวนร่วม C ทาํให้ฟังก์ชนัจุดประสงค์
กลายเป็น 

 min����� � ϕ�
�ϕ�
�

��!#�  ( 3.11 ) 

ซึ" งมีความหมายว่าทาํให้ค่าความผิดพลาดหรือความบิดเบี2 ยวที"ตดัออกเมื"อลดมิติน้อยสุด

นั"นเอง ทั2งนี2 ยงัคงมีเงื"อนไขบงัคบั PT
P = 1 เพื"อป้องกนัผลเฉลยชดั (Trivial Solution) คือ ϕ

i
 = 0 อนั

เป็นผลเฉลยที"ไม่ตอ้งการ จะเห็นวา่สามารถแปลงเป็นปัญหาค่าลกัษณะเฉพาะเพื"อหาค่าเหมาะที"สุด
ไดใ้นทาํนองเดียวกนักบัการเขียนฟังก์ชนัจุดประสงคแ์บบแรก โดยเลือกเวกเตอร์ฐานหลกัตามค่า
ลกัษณะเฉพาะที"นอ้ยสุดออก 

ในการเขียนฟังก์ชันจุดประสงค์ทั2 ง  2  แบบ ผลเฉลยจะเกิดจากการแก้ปัญหาค่า
ลกัษณะเฉพาะจากเมตริกซ์ความแปรปรวนร่วมแลว้เลือกเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะ (Eigenvector) มา
เป็นเวกเตอร์การฉายหรือเวกเตอร์ฐานหลกัตามขนาดของค่าลกัษณะเฉพาะ (Eigenvalue) นั"นเอง 

 สําหรับงานด้านการประมวลผลภาพ (Image Processing) หรือการรู้จาํใบหน้า (Face 
Recognition) ขอ้มูลมกัจะมีจาํนวนมิติสูงกวา่จาํนวนขอ้มูลมากๆ (D >> N) ซึ" งค่าลกัษณะเฉพาะ
อยา่งนอ้ย D-N+1 มีค่าเป็นศูนย ์ทาํให้การคาํนวณตามปกติไม่มีประสิทธิภาพเท่าที"ควร Turk และ
คณะได้นําเสนอการแก้ปัญหาแบบใหม่เรียกว่า ใบหน้าลักษณะเฉพาะหรือใบหน้าไอเกน 
(Eigenface) [36] ซึ" งจะใชอุ้บายกบัการคาํนวณเมตริกซ์ความแปรปรวนร่วมเพื"อให้สามารถคาํนวณ
ไดอ้ยา่งรวดเร็วและแม่นยาํ 

 เทคนิคใบหนา้ลกัษณะเฉพาะทาํการคาํนวณเมตริกซ์ความแปรปรวนดว้ยสูตร 
 �′ = 1 ,,
 ( 3.12 ) 

 จากนั2นก็จะแกปั้ญหาค่าลกัษณะเฉพาะของเมตริกซ์ความแปรปรวนร่วม C’ จนไดเ้วกเตอร์

ลกัษณะเฉพาะ γi ออกมา ซึ" งเมื"อจะนาํไปใชเ้ป็นเวกเตอร์การฉายตอ้งแปลงก่อนดว้ยสมการ 
 -� = 1

(��)�� ,
.� ( 3.13 ) 
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 ซึ" งเทคนิคนี2มาจากการนาํเมตริกซ์ขอ้มูล X คูณทั2ง 2 ขา้งของสมการ (3.5) โดยแปลงรูป
เมตริกซ์ความแปรปรวนร่วมเนื"องจากเมตริกซ์ความแปรปรวนร่วม C สามารถเขียนในรูปการคูณ
ของเมตริกซ์ขอ้มูล XT

X ได ้
 ,(,
,)	 = ,�	 ( 3.14 ) 

 เนื"องจาก λ เป็นสเกลาร์จึงสลบัที"กบัเมตริกซ์ขอ้มูล X ได ้จากนั2นสลบัวงเล็บจะได ้
 (,,
)(,	) = �(,	) ( 3.15 ) 

 เมื"อให้เมตริกซ์การฉาย Q ประกอบดว้ยเวกเตอร์ [γ
1
 , γ2 ,…,γn] ทาํให้สมการเปลี"ยนเป็น

สมการของปัญหาค่าลกัษณะเฉพาะอีกครั2 ง 
 �′/ = �/ ( 3.16 ) 

 ซึ" งสามารถแกส้มการเพื"อหาค่าเหมาะที"สุดดว้ยวิธีเดียวกนักบัสมการ (3.5) จากนั2นจึงนาํ
เวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะมาแปลงใหเ้ป็นเวกเตอร์การฉายดว้ยสมการ (3.13) ซึ" งสัมประสิทธิ~ ดา้นหนา้
คือการทาํให้เวกเตอร์เป็นบรรทดัฐาน (Normalized) ดว้ยการหารดว้ยรากที"สองของผลคูณระหวา่ง
จาํนวนขอ้มูลและค่าลกัษณะเฉพาะที"คู่กบัเวกเตอร์นั2นๆ 

 เทคนิคนี2 ไดรั้บการพิสูจน์ว่าสามารถใช้งานไดผ้ลลพัธ์ดีมากจนไดรั้บยกย่องเป็นเทคนิคที"
ทนัสมยั (State of the art Technique) ในการรู้จาํใบหนา้และเป็นเทคนิคที"ทาํให้วงการเกิดความ
สนใจที"จะนาํเทคนิคสําหรับการลดมิติมาใช้ในการรู้จาํใบหน้ารวมถึงการรู้จาํรูปแบบต่างๆมากขึ2น 
ทั2งนี2 เทคนิคสาํหรับการลดมิติที"ใชใ้นการรู้จาํรูปแบบมกัใชชื้"อวา่ วธีิปริภูมิยอ่ย (Subspace Method) 

3.2 การวิเคราะห์ดิสคริมิแนนต์เชิงเส้นหรือแอลดีเอ (LDA: Linear Discriminant 

Analysis) 

ในการสกดัคุณลกัษณะเมื"อทราบขอ้มูลประเภทนั2น เราตอ้งการให้แต่ละประเภทสามารถ
แยกกนัไดอ้ย่างดีที"สุดมากกว่าใช้แทนขอ้มูลเท่านั2น ทั2งนี2 เกณฑ์ของการแยกประเภทจะไม่ขึ2นกบั
ระบบคู่อนัดบัและต่างจากเกณฑ์โดยทั"วไปของการประมวลผลสัญญาณ (Signal Processing) ทั2งนี2
ถึงแมว้่าขอ้มูลจะมีการกระจายเหมือนกนั ชุดของคุณลกัษณะอาจจะมีความเหมาะสมขึ2นกบัตวั
จาํแนกอีกดว้ย ดงันั2นจึงควรที"จะตั2งสมมติฐานตามค่าความผิดพลาดของเบย ์(Bayes Error) อยา่งไร
ก็ตามยงัคงเป็นการยากที"จะหาตวัแบบทางคณิตศาสตร์ที"จะแสดงแนวคิดนี2ไดอ้ยา่งชดัเจน [23] 
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ในตวัจาํแนกประเภทเบยน์ั2นหากใช้จาํแนกขอ้มูลที"มีประเภทจาํนวน c ประเภท ก็จะใช้
ความน่าจะเป็น q

1
(X),q

2
(X),…,q

c
(X) ในการจาํแนกตามความควรจะเป็นสูงสุด (Maximum 

Likelihood) แต่เนื"องจากผลรวมของความน่าจะเป็น q
i
(X) นั2นเท่ากบั 1 ดงันั2นจะมีความน่าจะเป็น

เพียง c-1 ตวัเท่านั2นที"เป็นอิสระเชิงเส้นต่อกนั ซึ" งหมายความวา่หากคุณลกัษณะอุดมคติเป็นฟังก์ชนั
ความน่าจะเป็นนี2  จาํนวนคุณลักษณะที"จะใช้จาํแนกข้อมูลได้ต้องมีขนาดอย่างน้อย c-1 เช่นกัน 
ดงันั2นหากเราแปลงขอ้มูลดว้ยฟังก์ชนัความน่าจะเป็น qi(X) โดยที" i มีค่าตั2งแต่ 1 ถึง c-1 เราสามารถ
แปลงขอ้มูลจาก D มิติมายงั c-1 มิติโดยที"ไม่มีข้อมูลที"จาํเป็นต่อการจาํแนกสูญเสียไป ดงันั2น 

q
1
(X),q

2
(X),…,q

c
(X) คือชุดขอ้มูลเล็กสุดที"เหมาะที"สุดสําหรับการจาํแนกนั"นเอง จากรูปที" 12 ไม่ว่า

การกระจายของขอ้มูลในปริภูมิดั2งเดิมจะเป็นอยา่งไรในปริภูมิอุดมคติจะกระจายในปริภูมิขนาด c-1
มิติตามสมบติัที"วา่ฟังก์ชนัความน่าจะเป็นมีค่ารวมกนัเป็น 1 และการจาํแนกสามารถจาํแนกไดด้ว้ย
ตวัแบ่งครึ" งระหวา่งแต่ละประเภทไดง่้าย 

 

รูปที"  12 การส่งไปยงัปริภูมิอุดมคติสาํหรับการจาํแนก [23] 

เทคนิคการวเิคราะห์ดิสคริมิแนนตเ์ชิงเส้นถูกคิดคน้โดย Sir R.A.Fisher ในปีค.ศ. 1936 [22] 
โดยใช้แนวคิดของเมตริกซ์การกระจาย (Scatter Matrix) และเกณฑ์ความแบ่งแยกกันได ้
(Seperability Criteria) ซึ" งประกอบดว้ยเมตริกซ์การกระจายภายในประเภท S

w
 (Within-class Scatter 

Matrix) เมตริกซ์การกระจายระหวา่งประเภท S
b
 (Between-class Scatter Matrix) และเมตริกซ์ผสม 

S
t
 (Mixture Matrix) ของเมตริกซ์ทั2งสองแบบแรก  

โดยกาํหนดใหเ้วกเตอร์ขอ้มูล x
i
 มีค่ามชัฌิมโดยรวม m มีค่ามชัฌิมภายในประเภท i เป็น m

i 

จาํนวนขอ้มูลในประเภท i คือ N
i  เมตริกซ์ S

w และ S
b
 สามารถคาํนวณไดด้งันี2  

 01 = � �(�� − 2�)(�� − 2�)

�3

���
4

5��  ( 3.17 ) 
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 06 = �(24 − 2)4
��� (24 − 2)
 ( 3.18 ) 

ซึ" งใชใ้นฟังกช์นัจุดประสงค ์
 max 	
06		
01	 ( 3.19 ) 

โดยที" P คือเมตริกซ์การฉาย ทั2งนี2สามารถใชเ้มตริกซ์ผสม S
t
 ซึ" งเป็นผลรวมของเมตริกซ์ S

b
 และ S

w

โดยมีค่าเท่ากบัเมตริกซ์ความแปรปรวนร่วมของขอ้มูลแทนเมตริกซ์การกระจายระหวา่งประเภท S
w
 

ไดเ้ช่นกนั 

ฟังกช์นัจุดประสงคนี์2สามารถหาค่าเหมาะที"สุดของเมตริกซ์การฉาย P ไดด้ว้ยการใชต้วัคูณ
ลากรานจ ์โดยเราจะตั2งสมมติฐานวา่พจน์ PT

S
w
P มีค่าเป็น 1 เนื"องจากในฟังก์ชนัจุดประสงคจ์ะไม่

ขึ2นกบัจาํนวนเท่าของเมตริกซ์การฉาย กล่าวคือจะให้ค่าเท่าเดิมไม่วา่จะแทน P ดว้ย kP ที"มีค่าเท่าใด
ก็ตาม เมื"อ k แทนสัมประสิทธิ~ การสเกลเมตริกซ์ P ดงันั2นฟังกช์นัจุดประสงคจ์ะกลายเป็น 

 min��78��� − 	
06	2  ( 3.20 ) 

เมื"อใชต้วัคูณลากรานจจ์ะไดส้มการในการหาจุดนิ"ง 
 − 	
06	2 + �(	
01	 − 1)2 = 0 ( 3.21 ) 

 หาอนุพนัธ์เทียบกบั P จะได ้
 06	 = �01	 ( 3.22 ) 

 ซึ" งเป็นสมการปัญหาค่าลกัษณะเฉพาะแบบทั"วไป (Generalized Eigenvalue Problem) ซึ" ง
ถา้คูณทั2งสองขา้งของสมการดว้ยตวัผกผนัของ S

w
 จะไดส้มการที"คลา้ยปัญหาค่าลกัษณะเฉพาะ 

 (01:�06)	 = �	 ( 3.23 ) 

 อย่างไรก็ตามเมตริกซ์ที"จะแกปั้ญหาค่าลกัษณะเฉพาะนี2 กลบัไม่สมมาตร แต่เมตริกซ์การ
กระจายระหว่างประเภท S

b
 นั2นสมมาตรและเป็นบวกจาํกดัเขต (Symmetric Positive Definite) 

ดงันั2นจึงสามารถกระจายออกมาเป็น 
 06 = ;Δ;
 ( 3.24 ) 
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 ซึ" งสามารถหารากที"สองไดเ้ป็น 
 06

�� = ;Δ��;
 ( 3.25 ) 

 เมื"อเรานาํรากที"สองของ S
b
 มาคูณทั2งสองขา้งของสมการ (3.23) จะทาํให ้

 06
��(01:�06)	 = �06

��	 ( 3.26 ) 

 เราสามารถแตกรากที"สองของ S
b
 และนิยามเมตริกซ์การฉายใหม่ P’ 

 (06
��01:�06

��)	′ = �	′ ( 3.27 ) 

 ครั2 งนี2 เมตริกซ์ที"ตอ้งการหาค่าลกัษณะเฉพาะนั2นสมมาตรดงันั2นเราสามารถแก้สมการนี2
เหมือนกบัการแกปั้ญหาค่าลกัษณะเฉพาะไดท้นัทีแลว้จากนั2นจึงหาเมตริกซ์การฉาย P จาก 

 	 = 06:
��	′ ( 3.28 ) 

โดยจะเลือกเวกเตอร์การฉายตามค่าลกัษณะเฉพาะที"คู่กบัเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะจากมากไปนอ้ย ซึ" ง
สามารถพิสูจน์ไดจ้ากการแทนค่าในตวัคูณลากรานจใ์นสมการที" (3.21) ดว้ย P

T
S

w
P มีค่าเป็น 1 และ 

P
T
S

b
P มีค่าเป็นส่วนกลบัของค่าลกัษณะเฉพาะซึ" งพิสูจน์ไดจ้ากการนาํตวัสลบัเปลี"ยน (Transpose) 

ของเมตริกซ์การฉาย P หรือ PT คูณทั2งสองขา้งของสมการ (3.22) ซึ" งทาํให้ไดต้วัคูณลากรานจเ์ป็น
ตวัติดลบของครึ" งหนึ"งของค่าลกัษณะเฉพาะ หมายความวา่ค่าลกัษณะเฉพาะยิ"งมากยิ"งทาํให้ฟังก์ชนั
จุดประสงค ์(3.20) นอ้ยนั"นเอง 

นอกจากวิธีนี2 เรายงัสามารถแกปั้ญหาค่าลกัษณะเฉพาะแบบทั"วไปไดด้ว้ยอีกวิธีหนึ" งคือวิธี
กาํลงั (Power Method) อีกดว้ย อยา่งไรก็ตามเทคนิคการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนต์เชิงเส้นกลบัพบ
ปัญหาเมื"อนาํมาใชใ้นงานประมวลผลภาพ เนื"องจากชุดขอ้มูลที"มีจาํนวนขอ้มูลนอ้ยแต่มีจาํนวนมิติ
สูงทาํให้เมตริกซ์การกระจายภายในประเภท S

w
 เป็นเอกฐาน (Singular) ทาํให้หาตวัผกผนัไม่ได ้

และหากสามารถหาเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะออกมาได ้จะมีเพียง c-1 ตวัเท่านั2นที"มีค่าลกัษณะเฉพาะ
ไม่เป็น 0 ปัญหานี2 เรียกวา่ปัญหาจาํนวนตวัอยา่งนอ้ยเกินไป (Small Sample Size Problem)  

Belhumeur และคณะไดเ้สนอวธีิการแกปั้ญหานี2  โดยไดน้าํการวเิคราะห์องคป์ระกอบสําคญั
เขา้ร่วมดว้ย เนื"องจากจาํนวนมิติตํ"าสุดที"มีอาํนาจจาํแนก (Discriminative Power) สําหรับขอ้มูล c 
ประเภทคือ c-1 ดงันั2นจึงควรที"จะลดมิติดว้ยการวิเคราะห์องคป์ระกอบสําคญัให้เหลือ c-1 มิติก่อน
เพื"อเป็นการขจดัปริภูมิสู่ศูนย ์ (Null Space) ออกไปก่อน ทาํให้เมตริกซ์การกระจายภายในประเภท 
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S
w
 ไม่เป็นเอกฐานและมีค่าลาํดบัชั2น (Rank) เป็น c-1 จากนั2นจึงค่อยใชเ้ทคนิคการวิเคราะห์ดิสคริ

มิแนนต์เชิงเส้นกบัขอ้มูลที"ลดมิติแลว้อีกครั2 งหนึ" งในการลดมิติ เทคนิคนี2 ให้ชื"อว่าใบหน้าฟิชเชอร์ 
(Fisherface) [37] 

 ใบหนา้ของฟิชเชอร์จะมีฟังกช์นัจุดประสงคเ์ป็น 
 max 	
(	�=>
 06	�=>)		
(	�=>
 01	�=>)	 ( 3.29 ) 

เมื"อ P
PCA

 คือเมตริกซ์การฉายที"ไดจ้ากการวิเคราะห์องค์ประกอบสําคญักบัขอ้มูลตั2งตน้ ซึ" งเราจะ
นิยามเมตริกซ์การฉาย P’ ว่าเป็นผลคูณของเมตริกซ์การฉายของการวิเคราะห์องคป์ระกอบสําคญั
และการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนตเ์ชิงเส้น P’ = P

PCA
P เพื"อที"จะนาํไปใช้ในการลดมิติต่อไปนั"นเอง 

ทั2งนี2จะลดมิติไดม้ากที"สุดถึง c-1 มิติเท่านั2น 

งานวิจยัชิ2นนี2 ถือเป็นการนาํเสนอเทคนิคที"ทนัสมยัและเป็นงานวิจยัที"ได้รับการอา้งอิงสูง
ที"สุดในวงการในช่วงคริสทศวรรษที" 90 ทีเดียว เนื"องจากไดผ้ลลพัธ์ที"ดีกว่าใบหนา้ลกัษณะเฉพาะ
อยา่งมีนยัสําคญั อีกทั2งยงัทนต่อสัญญาณรบกวนประเภทแสงเงา (Illumination) ไดดี้เป็นพิเศษอีก
ดว้ย  

3.3 การฉายรักษาสมบัติเฉพาะที�หรือแอลพพี ี(LPP: Locality Preserving Projection) 

เทคนิคการฉายรักษาสมบติัเฉพาะที"หรือแอลพีพี (LPP: Locally Preserving Projection) ถูก
นาํเสนอโดย He และ Niyogi ในปีค.ศ. 2003 [31] เป็นเทคนิคซึ" งเป็นอนุพนัธ์จากกราฟไอเกนแบบ
ลาปลาเชียนหรือแอลอี (LE: Laplacian Eigenmaps) ซึ" งการฉายรักษาสมบติัเฉพาะที"จะเน้นการ
รักษาโครงสร้างของบริเวณใกลเ้คียง (Neighborhood Structure) โดยจะเป็นการประมาณแบบเชิง
เส้นของตวัดาํเนินการลาปลาซ-เบลทรามี (Laplace-Beltrami Operator) บนขอ้มูลท่อร่วม ทาํให้
สามารถดึงสมบติัของขอ้มูลท่อร่วมที"ไม่เป็นเชิงเส้นออกมาในลกัษณะการประมาณแบบเชิงเส้นได ้
นอกจากนี2การฉายรักษาสมบติัเฉพาะที"จะนิยามทุกๆที"ในปริภูมิโดยรอบ (Ambient Space) ไม่ได้
จาํกดัเฉพาะชุดฝึกเหมือนกบักราฟไอเกนแบบลาปลาเชียนทาํให้เหมาะสมต่อการใช้งานกบัชุด
ขอ้มูลจริงอีกดว้ย 

การฉายรักษาสมบติัเฉพาะที"จะนาํทฤษฎีกราฟเชิงสเปกตรัม (Spectral Graph Theory) มา
ใช ้โดยเป็นการสร้างกราฟนํ2 าหนกัแลว้หาการฉายที"ทาํให้แต่ละบพัที"มีเส้นเชื"อมกนัอยูใ่กลก้นัมาก
ที"สุด ซึ" งจะสามารถเขียนเป็นฟังกช์นัจุดประสงคด์งันี2  
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 min �(?� − ?5)�@�5�5  ( 3.30 ) 

โดย z
i
 และ z

j
 แทนขอ้มูลที"ลดมิติแลว้ เมตริกซ์นํ2 าหนกั W สามารถสร้างไดด้ว้ยการสร้างเมตริกซ์

ประชิด (Adjacency Matrix) โดยสร้างเส้นเชื"อมระหวา่งบพัหากบพัคู่นั2นอยูใ่กลก้นัตามหลกัการ
ของอลักอริทึมเพื"อนบา้นใกลสุ้ด k ตวั (K-Nearest Neighbors) หรืออลักอริทึมบริเวณใกลเ้คียง∈ 

(∈-Neighborhoods) จากนั2นจึงใหน้ํ2าหนกัแบบเคอร์เนลของเกาส์ดว้ยสมการดงันี2  

 @�5 = A:BCD:C3BE
F  ( 3.31 ) 

โดยกาํหนดให้บพัของเวกเตอร์ขอ้มูล x
i
 มีเส้นเชื"อมไปยงับพัของเวกเตอร์ขอ้มูล x

j
 และ t เป็น

พารามิเตอร์จาํนวนจริงบวกใดๆ อีกทางเลือกหนึ"งคือการให้นํ2 าหนกัแบบ 0-1 โดยให้นํ2 าหนกัเป็น 1 
เมื"อมีเส้นเชื"อมระหวา่งบพัและใหน้ํ2าหนกัเป็น 0 เมื"อระหวา่งบพันั2นไม่มีเส้นเชื"อมระหวา่งกนั 

จากสมการ (3.30) จะเห็นวา่ค่านํ2าหนกัจะเป็นเหมือนตวัคูณที"ทาํให้ฟังก์ชนัจุดประสงคมี์ค่า
เพิ"มขึ2นมากหากระยะห่างระหว่างขอ้มูลที"ลดมิติแลว้มีค่ามากแต่มีเส้นเชื"อมระหวา่งกนั ซึ" งสมการ
(3.30) สามารถเปลี"ยนรูปไดด้งันี2  

 12 �G?� − ?5H�@�5�5  

= 12 �G 
�� −  
�5H�@�5�5                     
= �  
��I����
 � − �  
��@�5�5
 �5  

=  
,(I − @),
                                
=  
,J,
                                              

( 3.32 ) 

เมื"อ X คือเมตริกซ์ของขอ้มูล D เป็นเมตริกซ์ดีกรี (Degree Matrix) ซึ" งเป็นเมตริกซ์ทแยงมุม 
(Diagonal Matrix) ซึ" งช่องในคอลมัน์ i และแถว i จะเป็นผลรวมของแถวหรือคอลมัน์ที" i ใน
เมตริกซ์ W  L คือเมตริกซ์ลาปลาเชียน จากนั2นจะเพิ"มเงื"อนไขบงัคบัเพื"อให้เวกเตอร์การฉายถูกทาํให้
เป็นบรรทดัฐานจนไดฟั้งกช์นัจุดประสงคด์งันี2  

 minK�L�L�K��  
,J,
  ( 3.33 ) 
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โดยสามารถใชต้วัคูณลากรานจใ์นการหาค่าเหมาะที"สุด ทาํให้เป็นปัญหาค่าลกัษณะเฉพาะ
แบบทั"วไปซึ"งสามารถแกไ้ดใ้นทาํนองเดียวกนักบัเทคนิคการวเิคราะห์ดิสคริมิแนนตเ์ชิงเส้นดงันี2  

 (,J,
) = �(,I,
)  ( 3.34 ) 

 แต่เนื"องจากเทคนิคการฉายรักษาสมบติัเฉพาะที"ทาํการลดค่าฟังก์ชนัจุดประสงค์จึงตอ้ง
เลือกเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะเพื"อใชเ้ป็นฐานหลกัโดยพิจารณาจากค่าลกัษณะเฉพาะจากนอ้ยไปมาก  

เทคนิคการฉายรักษาสมบติัเฉพาะที"เป็นเทคนิคแบบไม่สอนเช่นเดียวกับการวิเคราะห์
องค์ประกอบสําคัญ แต่สามารถปรับปรุงเมตริกซ์นํ2 าหนักให้เทคนิคนี2 นําข้อมูลประเภทมา
ประมวลผลแบบสอนได ้โดยนิยามความใกลข้องขอ้มูลในการสร้างเส้นเชื"อมดว้ยการอยูใ่นประเภท
เดียวกนัแทน  

สําหรับงานประมวลผลภาพนั2นบางครั2 งเมตริกซ์ XLX
T อาจเป็นเอกฐานซึ" งเกิดจากปัญหา

จาํนวนตวัอย่างน้อยเกินไป He และคณะไดน้าํเสนอวิธีแก้ปัญหานี2 เรียกว่าใบหน้าลาปลาเชียน 
(Laplacianface) [38] โดยใช้การวิเคราะห์องค์ประกอบสําคญัในการขจดัปริภูมิสู่ศูนยอ์อกไปก่อน
คลา้ยกบัใบหนา้ฟิชเชอร์ ซึ" ง He และคณะไดเ้สนอวา่ในการวิเคราะห์องคป์ระกอบสําคญัเพื"อลดมิติ
ควรใช้หลกัการรักษาขอ้มูล 98% เพื"อลดสัญญาณรบกวน โดยสามารถวดัได้จากอตัราส่วนของ
ผลรวมค่าลกัษณะเฉพาะของมิติที"จะลดไปหาต่อผลรวมค่าลกัษณะเฉพาะทั2งหมดใหมี้ค่าไม่นอ้ยกวา่ 
0.98 นอกจากนี2 ยงัเสนอว่าในงานประมวลผลภาพนั2นการสร้างเมตริกซ์ประชิดควรใช้อลักอริทึม
เพื"อนบา้นใกลสุ้ด k ตวั เนื"องจากสามารถกาํหนดพารามิเตอร์ไดง่้ายกวา่อลักอริทึมบริเวณใกลเ้คียง
∈ จากนั2นจึงใชเ้ทคนิคการฉายรักษาสมบติัเฉพาะที"เพื"อหาเมตริกซ์การฉายต่อไป 

ในขณะที"การวิเคราะห์องค์ประกอบสําคญัและการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนต์เชิงเส้นมอง
เฉพาะโครงสร้างระยะทางแบบยูคลิดเท่านั2น การฉายรักษาสมบติัเฉพาะที"ทาํการหาตวัแบบของ
ขอ้มูลท่อร่วมดว้ยแผนภาพเพื"อนบา้นใกลสุ้ด ทาํให้สามารถรักษาสมบติัเฉพาะที"ไดโ้ดยมีผลให้มี
อาํนาจจาํแนกมากกวา่การวเิคราะห์องคป์ระกอบสาํคญั  

นอกจากนี2 ยงัสามารถพิสูจน์ได้อีกว่าการวิเคราะห์องค์ประกอบสําคญัและการวิเคราะห์-
ดิสคริมิแนนต์เชิงเส้นมาจากหลกัการของโครงสร้างแผนภาพในการฉายรักษาสมบติัเฉพาะที"ได้
เช่นกนั [38, 39] โดยหากเราให้ทุกๆช่องของเมตริกซ์นํ2 าหนกั W เป็นส่วนกลบัของจาํนวนขอ้มูลยก
กาํลงัสองและเลือกเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะตามค่าลกัษณะเฉพาะจากมากไปน้อยจะเห็นว่าผลลพัธ์
สมมูลกบัการวเิคราะห์องคป์ระกอบสาํคญั ทาํใหเ้ห็นวา่การเลือกฐานหลกัดว้ยค่าลกัษณะเฉพาะจาก
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ค่านอ้ยไปมากจะเป็นการรักษาสมบติัเฉพาะที"และหากเลือกจากมากไปนอ้ยจะเป็นการรักษาสมบติั
โดยรวมนั"นเอง 

สําหรับการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนต์เชิงเส้นนั2น หากเราให้ค่าในแต่ละช่องของเมตริกซ์
นํ2าหนกั W คือ W

ij
 แทนดว้ยส่วนกลบัของจาํนวนขอ้มูลในประเภทหากขอ้มูล i และ j อยูใ่นประเภท

เดียวกนั และให้ค่าเป็น 0 หากอยู่คนละประเภทกนั ทาํให้เมตริกซ์ XLX
T สมมูลกบัเมตริกซ์การ

กระจายภายในประเภท S
w
 และเมตริกซ์ความแปรปรวนร่วม C ลบดว้ยเมตริกซ์ XLX

T จะสมมูลกบั
เมตริกซ์การกระจายระหวา่งประเภท S

b
 อีกดว้ย 

3.4 ตัวฝังตัวเพื�อนบ้านแบบดิสคริมิแนนต์หรือดีเอ็นอี (DNE: Discriminative 

Neighborhood Embedding) 

เนื"องจากเทคนิคการลดมิติต่างๆมกัมีความลาํบากในการเลือกมิติเป้าหมาย (Target 
Dimension) ที"จะตอ้งเลือกเชิงทดลอง ดงันั2น Zhang และคณะจึงไดน้าํเสนอเทคนิคตวัฝังตวัเพื"อน
บา้นแบบดิสคริมิแนนตใ์นปีค.ศ. 2006 [28, 40] ซึ" งเป็นเทคนิคที"ทาํการประมาณค่ามิติเป้าหมายไป
พร้อมๆกนักบัการเรียนรู้ตวัฝังตวัที"เพื"อนบา้นใกลสุ้ดในประเภทเดียวกนัมีระยะห่างระหวา่งกนันอ้ย
กวา่เพื"อนบา้นใกลสุ้ดที"อยูค่นละประเภทกนั ทั2งนี2จะมองวา่ระยะห่างในประเภทเดียวกนัเป็นเหมือน
แรงดูดและระยะห่างต่างประเภทเป็นเหมือนแรงผลกัดงัรูปที" 13 

  

รูปที"  13 จุดขอ้มูลถูกดูดและผลกัตามเพื"อนบา้นใกลสุ้ดที"อยูใ่นประเภทเดียวกนัและเพื"อนบา้นใกล ้
สุดที"อยูต่่างประเภทกนัตามลาํดบั [40] 
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นิยามความกระชบัภายในประเภท (Intra-class Compactness) ∆(P) ดงันี2  
 

∆(	) =  �B	
�� − 	
�5B�
�5  ( 3.35 ) 

โดยที" x
i
 และ x

j
 เป็นเพื"อนบา้นใกลสุ้ดที"อยูใ่นประเภทเดียวกนั และความแยกกนัไดร้ะหวา่ง

ประเภท (Inter-class Seperability) δ(P) ดงันี2  
 

δ(	) =  �B	
�� − 	
�5B�
�5  ( 3.36 ) 

โดยที" x
i
 และ x

j
 เป็นเพื"อนบา้นใกลสุ้ดที"อยูต่่างประเภทกนั และฟังกช์นัจุดประสงคจ์ะนิยาม

จากผลต่างของความกระชบัภายในประเภท ∆(P) และความแยกกนัไดร้ะหว่างประเภท δ(P) และ
สามารถแปลงรูปไดด้งันี2  

 2MNG∆(	) − δ(	)H 

= 2 �B	
�� − 	
�5B�O�5                  �5  

  = 2 � 	
��0����
	� − � 	
��O�5�5
	�5  

= 2	
,(0 − O),
	                              

( 3.37 ) 

เมื"อ F คือเมตริกซ์ประชิดดิสคริมิแนนต ์(Discriminant Adjacency Matrix) ซึ" งใหน้ํ2าหนกัเป็น 1 หาก 

x
i
 และ x

j
 เป็นเพื"อนบา้นใกลสุ้ดที"อยูใ่นประเภทเดียวกนั (Neig

I) และให้นํ2 าหนกัเป็น -1 หาก x
i
 และ 

x
j
 เป็นเพื"อนบา้นใกลสุ้ดที"อยูต่่างประเภทกนั (Neig

E) นอกจากนั2นจะใหน้ํ2าหนกัเป็น 0  
 

O�5 = P 1 ; �� , �5SAMTU−1 ;  �� , �5SAMTV0 ; WXℎAZ[M\A ] ( 3.38 ) 

และ S เป็นเมตริกซ์ดีกรี (Degree Matrix) ซึ" งเป็นเมตริกซ์ทแยงมุม (Diagonal Matrix) ซึ" งช่องใน
คอลมัน์ i และแถว i จะเป็นผลรวมของแถวหรือคอลมัน์ที" i ในเมตริกซ์ F เมื"อเพิ"มเงื"อนไขบงัคบัจะ
ไดฟั้งกช์นัจุดประสงคด์งันี2  

 min�D��D��,�D��3�^(�_5) 	
,(0 − O),
	 ( 3.39 ) 
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 โดยเราสามารถหาเมตริกซ์การฉายที"เหมาะที"สุดไดจ้ากการแกปั้ญหาค่าลกัษณะเฉพาะของ
เมตริกซ์ X(S-F)X

T อย่างไรก็ตามเมตริกซ์ X(S-F)X
T นั2 นสมมาตรแต่ไม่ได้เป็นบวกจํากัดเขต 

(Positive Definite) ทาํให้มีค่าลกัษณะเฉพาะที"เป็นทั2งบวกและลบหรือแมแ้ต่ค่าเป็น 0 ซึ" งจุดนี2
สามารถมองไดว้า่ค่าลกัษณะเฉพาะนั2นแทนผลต่างของความกระชบัภายในประเภท ∆(P) และความ
แยกกนัไดร้ะหวา่งประเภท δ(P) เมื"อแทนเมตริกซ์ X(S-F)X

T
P ในบรรทดัสุดทา้ยของสมการ (3.37) 

ดว้ย λP ตามสมการค่าลกัษณะเฉพาะทาํใหไ้ดผ้ลดงันี2  
 2MNG∆(	) − δ(	)H 

= 2	
,(0 − O),
	                              
= 2	
λ	                                                  
= 2λ                                                          

( 3.40 ) 

 ซึ" งโดยปกติจะคาดหมายใหค้วามกระชบัภายในประเภท ∆(P) มีค่านอ้ยๆและความแยกกนั
ไดร้ะหวา่งประเภท δ(P) มีค่ามากๆเพื"อให้เหมาะสมต่อการจาํแนก ดงันั2นเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะที"
ควรใชเ้ป็นฐานหลกัควรมีค่าลกัษณะเฉพาะเป็นลบโดยยิ"งมีค่าลบมากยิ"งดี ทั2งนี2สามารถคาํนวณเป็น
อตัราส่วนของผลรวมค่าลกัษณะเฉพาะที"เป็นลบของมิติเป้าหมายต่อผลรวมค่าลกัษณะเฉพาะที"เป็น
ลบทั2งหมดเพื"อกาํหนดมิติเป้าหมายที"ตอ้งการได ้

 นอกจากนี2 เทคนิคตวัฝังตวัเพื"อนบา้นแบบดิสคริมิแนนต์ยงัไม่พบปัญหาเอกฐานในงาน
ประมวลผลภาพ เนื"องจากในการหาค่าเหมาะที"สุดได้เกี"ยวขอ้งเพียงปัญหาค่าลกัษณะเฉพาะของ
เมตริกซ์เดียวเท่านั2น จึงไม่มีความกงัวลเรื"องการหาตวัผกผนัแต่อยา่งใดอีกดว้ย 

3.5 การวิเคราะห์ดิสคริมิแนนต์ไวเฉพาะที�หรือแอลเอสดีเอ (LSDA: Locality Sensitive 

Discriminant Analysis) 

เนื"องจากการวเิคราะห์ดิสคริมิแนนตเ์ชิงเส้นไม่ไดรั้กษาสมบติัเฉพาะที"ซึ" งจาํเป็นในกรณีที"มี
ขอ้มูลไม่มาก Cai และคณะไดน้าํเสนอเทคนิคการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนตไ์วเฉพาะที"ในค.ศ. 2007 
[30] ซึ" งเป็นเทคนิคที"รักษาสมบติัเฉพาะที"และใช้เกณฑ์ระยะขอบเฉพาะที"กวา้งที"สุด (Maximum 
Local Margin Criteria) สาํหรับขอ้มูลต่างประเภทเพื"อรักษาขอ้มูลการจาํแนก ทาํให้เมื"อส่งขอ้มูลเขา้
สู่ปริภูมิยอ่ยดว้ยการฉายแลว้ เพื"อนบา้นใกลสุ้ดที"อยูใ่นประเภทเดียวกนั (Neig

I) จะอยูใ่กลที้"สุดและ
เพื"อนบา้นใกล้สุดที"อยู่ต่างประเภทกนั (Neig

E) จะอยู่ห่างออกไปให้มากที"สุด แนวคิดนี2 สามารถ
แสดงไดด้งัรูปที" 14 
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รูปที"  14 แนวคิดของเทคนิคการวเิคราะห์ดิสคริมิแนนตไ์วเฉพาะที" [30] 

เทคนิคนี2 จะใช้ทฤษฎีกราฟเชิงสเปกตรัมเช่นเดียวกันกับเทคนิคการฉายรักษาสมบัติ
เฉพาะที" โดยเริ"มจากการสร้างเมตริกซ์นํ2 าหนกั W เช่นกนั แต่การวิเคราะห์ดิสคริมิแนนตไ์วเฉพาะที"
จะสร้างเมตริกซ์นํ2 าหนกั 2 เมตริกซ์ไดแ้ก่เมตริกซ์นํ2 าหนกัภายในประเภท W

w
 และเมตริกซ์นํ2 าหนกั

ระหวา่งประเภท W
b
 ดงันี2  

 @1�5 = ` 1 ; �� , �5SAMTU0 ; WXℎAZ[M\A ] ( 3.41 ) 

 @6�5 = ` 1 ; ��, �5SAMTV0 ; WXℎAZ[M\A ] ( 3.42 ) 

ทาํใหเ้ราไดฟั้งกช์นัจุดประสงค ์2 สมการที"ตอ้งการหาค่าเหมาะที"สุด 
 min �(?� − ?5)�@1�5�5  ( 3.43 ) 

 max �(?� − ?5)�@6�5�5  ( 3.44 ) 

โดย z
i
 และ z

j
 แทนขอ้มูลที"ลดมิติแลว้ จะทาํการแปลงรูปสมการ (3.43) และ (3.44) เพื"อหารูปแบบ

มาตรฐานในการหาค่าเหมาะที"สุดดงันี2  
 12 �B?� − ?5B�@1�5�5  

= 12 �G 
�� −  
�5H�@1�5�5                     
=  
,I1�5,
 −  
,@1�5,
            

( 3.45 ) 

 12 �B(?� − ?5)B�@6�5�5  ( 3.46 ) 
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= 12 �G 
�� −  
�5H�@6�5�5                       
=  
,(I6 − @6),
                                  =  
,J6,
                                                 

เมื"อ X คือเมตริกซ์ของขอ้มูล D
w
, D

b
 เป็นเมตริกซ์ดีกรี (Degree Matrix) ซึ" งเป็นเมตริกซ์ทแยงมุม 

(Diagonal Matrix) ซึ" งช่องในคอลมัน์ i และแถว i จะเป็นผลรวมของแถวหรือคอลมัน์ที" i ใน
เมตริกซ์ W

w
, W

b
 ตามลาํดบั L

b
 คือเมตริกซ์ลาปลาเชียน 

จากนั2นเมื"อเพิ"มเงื"อนไขบงัคบัดงันี2  
 a
I1a = 1 → 	
,I1,
	 = 1 

( 3.47 ) 

ทาํใหส้มการ (3.45) สามารถแปลงรูปต่อไดเ้ป็น 
  
,I1�5,
 −  
,@1�5,
  

= 1 −  
,@1�5,
  

( 3.48 ) 

มีผลใหฟั้งกช์นัจุดประสงค ์(3.43) เปลี"ยนเป็น 
 min(1 −  
,@1�5,
 ) → max   
,@1�5,
  ( 3.49 ) 

เมื"อรวมสมการจุดประสงคท์ั2งสองที"เป็นผลจากสมการ (3.46) และ (3.49) เขา้ดว้ยกนัจะได้
สมการจุดประสงคด์งันี2  

 max��L�8L����   
,(�J6 + (1 − �)@1�5),
  ( 3.50 ) 

เมื"อ α เป็นพารามิเตอร์ที"มีค่าตั2งแต่ 0 ถึง 1 โดยสามารถใช้ตวัคูณลากรานจ์ในการหาค่า
เหมาะที"สุด ทาํให้เป็นปัญหาค่าลกัษณะเฉพาะแบบทั"วไปซึ" งสามารถแกไ้ดใ้นทาํนองเดียวกนักบั
เทคนิคการวเิคราะห์ดิสคริมิแนนตเ์ชิงเส้นดงันี2  

 (,(�J6 + (1 − �)@1�5),
) = �(,I1,
)  
( 3.51 ) 

เนื"องจากเทคนิคการวเิคราะห์ดิสคริมิแนนตไ์วเฉพาะที"ทาํการเพิ"มค่าฟังก์ชนัจุดประสงคจึ์ง
ตอ้งเลือกเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะเพื"อใชเ้ป็นฐานหลกัโดยพิจารณาจากค่าลกัษณะเฉพาะจากมากไป
นอ้ย และในงานประมวลผลภาพเทคนิคนี2ยงัคงมีปัญหาเอกฐานอยูแ่ละ Cai และคณะเสนอวา่ปัญหา
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นี2 สามารถแก้ได้โดยใช้การวิเคราะห์องค์ประกอบสําคญัขจดัปริภูมิสู่ศูนยอ์อกไปก่อนในทาํนอง
เดียวกนักบัใบหนา้ฟิชเชอร์และใบหนา้ลาปลาเชียน 

3.6 เทคนิคการลดมติิแบบสองมติิ (2D Methods) 

 เทคนิคการลดมิติแบบสองมิตินั2นเป็นการปรับปรุงเทคนิคการลดมิติให้มีความเหมาะสม
สําหรับงานประมวลผลภาพโดยเฉพาะ ซึ" งจะไม่แทนขอ้มูลดว้ยเวกเตอร์เนื"องจากจะทาํให้สมบติั
เฉพาะที"ของขอ้มูลเสียไป แต่จะแทนขอ้มูลรูปภาพดว้ยเมตริกซ์ที"เหมือนกบัขอ้มูลรูปภาพดั2งเดิม ซึ" ง
จะลดมิติดว้ยสมการ 

 a = c
, ( 3.52 ) 

เมื"อ A เป็นเมตริกซ์การฉายที"ประกอบดว้ยเวกเตอร์ฐานหลกัสําหรับการลดมิติ โดย X คือเมตริกซ์ที"
แทนขอ้มูล 1 ตวั และ Z แทนเมตริกซ์ขอ้มูลที"ลดมิติแลว้ 

3.6.1 การวิเคราะห์องค์ประกอบสําคัญแบบสองมิติหรือพซีีเอแบบสองมิติ (2DPCA: 2-

D Principal Component Analysis) 

เทคนิคการลดมิติแบบสองมิติไดถู้กเสนอเป็นครั2 งแรกโดย Yang และคณะ ซึ" งไดน้าํเสนอ
เทคนิคการวเิคราะห์องคป์ระกอบสาํคญัแบบสองมิติหรือพีซีเอแบบสองมิติ (2DPCA: 2-D Principal 
Component Analysis) ในปีค.ศ.2004 [41] โดยใชก้ารประมวลผลแบบเมตริกซ์ในการหาเมตริกซ์
ความแปรปรวนร่วม G ซึ" งสามารถคาํนวณไดด้งัสมการ (3.53) เมื"อ M แทนเมตริกซ์มชัฌิมของชุด
ขอ้มูล 

 d = �(,� − e)�
��� (,� − e)
 ( 3.53 ) 

โดยฟังกช์นัจุดประสงคย์งัคงเป็นเช่นเดิมคือ 

 max>�>�� c
dc ( 3.54 ) 

ทาํใหส้ามารถหาเมตริกซ์การฉาย A จากการแกปั้ญหาค่าลกัษณะเฉพาะของเมตริกซ์ G 

 dc = �c ( 3.55 ) 



34 

 

ทั2งนี2 เมื"อจะนาํขอ้มูลไปใชใ้นการจาํแนก ใหเ้มตริกซ์ขอ้มูลที"ลดมิติแลว้ Z = [z
1
,z

2
,…,z

n
] การ

วดัความคลา้ยจะวดัดว้ยระยะห่างแบบยคูลิดของแต่ละแถวดงันี2  
 f(a�, a�) = �&?g� − ?g�&�

!
g��  ( 3.56 ) 

 เทคนิคแบบสองมิตินี2ไดรั้บการพิสูจน์วา่ให้ผลลพัธ์ที"ดีกวา่เทคนิคแบบหนึ"งมิติอยา่งชดัเจน
ในกรณีที"มีขอ้มูลนอ้ยๆ โดยไดใ้ห้เหตุผลวา่การสร้างเมตริกซ์ความแปรปรวนร่วมดว้ยวิธีแบบสอง
มิติให้การคาํนวณที"ละเอียดกว่าและรักษาสมบติัเฉพาะที"ของใบหน้าได้มากกว่าถือเป็นการนํา
ความรู้ก่อนหนา้ (Prior Knowledge) มาใช ้โดยผลลพัธ์ไดแ้สดงถึงความแม่นในการจาํแนกที"สูงกวา่
เทคนิคแบบหนึ" งมิติอย่างมีนยัสําคญั รวมถึงเวลาการฝึกที"น้อยกวา่มากและมีการใช้พารามิเตอร์ที"
นอ้ยกวา่ทาํให้ใชเ้นื2อที"หน่วยความจาํในการประมวลผลและเก็บพารามิเตอร์นอ้ยลงอีกดว้ย จากขอ้
ได้เปรียบของเทคนิคแบบสองมิติที"มีต่อเทคนิคแบบหนึ" งมิติเหล่านี2 ทาํให้เกิดมุมมองว่าเทคนิค
ประเภทสองมิติจะเป็นแนวคิดใหม่สาํหรับการลดมิติทีเดียว 

 อยา่งไรก็ตามเทคนิคแบบสองมิติจะลดมิติเฉพาะในแนวแถวเท่านั2น ซึ" งเป็นผลจากสมการ 
(3.52) ดงันั2น Zhang และคณะจึงปรับปรุงสมการนี2 ใหม่โดยเพิ"มเมตริกซ์การฉายอีก 1 เมตริกซ์ ทาํ
ใหไ้ดส้มการการลดมิติใหม่เป็น 

 a = ;
,h ( 3.57 ) 

โดย U และ V คือเมตริกซ์การฉายโดยแต่ละสดมภเ์ป็นฐานหลกัที"แผป่ริภูมิ L และ R ตามลาํดบั ซึ" ง
เมตริกซ์การฉาย U และ V จะส่งเมตริกซ์ขอ้มูล X ไปสู่ปริภูมิ L ⊗ R ที"เป็นปริภูมิที"เกิดจากผลคูณ
เทนเซอร์ของปริภูมิ L และ R  

เมตริกซ์การฉาย U นั2นสามารถหาไดจ้ากเทคนิคแบบสองมิติอยู่แลว้ Zhang ไดน้าํเสนอ
เทคนิคแบบสองมิติแบบสลบัในการหาเมตริกซ์ V ที"จะช่วยลดมิติในแนวสดมภ์ คือเทคนิคการ
วิเคราะห์องคป์ระกอบสําคญัแบบสองมิติแบบสลบั (Alternate 2DPCA) ในปีค.ศ.2005 [42] ซึ" งจะ
คาํนวณเมตริกซ์ความแปรปรวนร่วมดงันี2  

 d = �(,� − e)
(,� − e)�
���  ( 3.58 ) 

 ซึ" งฟังก์ชันจุดประสงค์ยงัคงนําไปสู่การแก้ปัญหาค่าลักษณะเฉพาะของเมตริกซ์ความ
แปรปรวนร่วม G เช่นเดิม เมื"อไดเ้มตริกซ์การฉายทั2งสองแลว้นาํมาลดมิติพร้อมกนัทั2งแนวแถวและ



35 

 

แนวสดมภจ์ะสามารถลดมิติไดม้ากขึ2นซึ" งจะเรียกว่าเทคนิคการวิเคราะห์องค์ประกอบสําคญัแบบ
สองมิติสองทิศทาง ((2D)2PCA) [42] 

 เทคนิคแบบสองมิติสองทิศทางมีพารามิเตอร์เพิ"มขึ2นจากเทคนิคแบบสองมิติเนื"องจากใช้
เมตริกซ์การฉายสองเมตริกซ์ เป็นผลให้มีปริมาณการคาํนวณและหน่วยความจาํที"จาํเป็นสูงขึ2น แต่
ผลลพัธ์ที"ไดก้ลบัมาคือความแม่นที"สูงกวา่เทคนิคแบบสองมิติและสามารถลดมิติไดม้ากกวา่ ทาํให้
ปริมาณหน่วยความจาํที"จะใชเ้ก็บขอ้มูลที"ลดมิติแลว้ลดลงมากกว่าเทคนิคแบบสองมิติ นอกจากนี2
ดว้ยความสามารถในการลดมิติที"ลดทั2งแนวแถวและแนวสดมภท์าํให้แนวคิดของเทคนิคแบบสอง
มิติสองทิศทางดูเป็นเทคนิคที"สมบูรณ์แบบกวา่เทคนิคแบบสองมิติอีกดว้ย 

นอกจากแนวทางของ Yang และคณะและ Zhang และคณะแลว้ ยงัมีงานวิจยัของ Ye และ
คณะที"ได้นําเสนอแนวทางในการคาํนวณเทคนิคการวิเคราะห์องค์ประกอบสําคญัแบบสองมิติ
สองทิศทางดว้ยวิธีสลบัการฉาย (Alternate Projection) ในปีค.ศ.2004 [43, 44] โดยให้ชื"อวา่การ
ประมาณเมตริกซ์ลาํดบัชั2นนอ้ยแบบทั"วไปหรือจีแอลอาร์เอเอ็ม (GLRAM: Generalized Low Rank 
Approximations of Matrices) ซึ" งใชห้ลกัการประมาณเมตริกซ์ที"มีค่าลาํดบัชั2นนอ้ยกวา่เมตริกซ์เดิม
ดว้ยนอร์มของโฟรเบนิอุสเป็นฟังกช์นัจุดประสงคด์งันี2  

 mini�i�Uj�j�U
&, − ;
,h&k 

( 3.59 ) 

ซึ" งมีรูปคลา้ยกบัฟังก์ชนัจุดประสงค์แบบทาํให้ค่าการบิดเบี2ยว (Distortion) เมื"อทาํการลด
มิติตํ"าสุด โดยสามารถแปลงรูปไดใ้นทาํนองเดียวกนัจนทาํให้มีรูปแบบของการหาค่าเหมาะที"สุด
เป็นการคาํนวณหาเมตริกซ์การฉายแบบวนซํ2 าจากการแกปั้ญหาค่าลกัษณะเฉพาะของเมตริกซ์ความ
แปรปรวนร่วม 2 เมตริกซ์สลบักนั ซึ" งจะคาํนวณเมตริกซ์การกระจายบนปริภูมิยอ่ยที"เกิดจากการฉาย
บนเมตริกซ์การฉายที"ไม่ได้ทาํการหาค่าเหมาะที"สุดในขณะนั2นสลับกันไปจนถึงจาํนวนรอบที"
กาํหนด ในการเริ"มคาํนวณเราสามารถกาํหนดค่าเริ"มตน้ให้กบัเมตริกซ์การฉายได ้ซึ" งโดยทั"วไปจะ
กาํหนดใหเ้ป็นเมตริกซ์เอกลกัษณ์ I  

 ทั2งนี2 จะคาํนวณเมตริกซ์การฉาย U จากการแกปั้ญหาค่าลกัษณะเฉพาะของเมตริกซ์ความ
แปรปรวนร่วมดงันี2  

 di = �(,� − e)�
��� hh
(,� − e)
 ( 3.60 ) 

 สาํหรับเมตริกซ์การฉาย V จะคาํนวณจากเมตริกซ์ดงันี2  
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 dj = �(,� − e)
;
;(,� − e)�
���  ( 3.61 ) 

จะเห็นว่าเทคนิคการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนต์เชิงเส้นแบบสองมิติด้วยวิธีสลับการฉาย 
(Alternate Projection) เป็นการแกไ้ขการหาค่าเหมาะที"สุดของเทคนิคแบบสองมิติสองทิศทางทาํให้
มีการคาํนวณหลายรอบขึ2นเพื"อให้การคาํนวณแม่นที"สุด โดยหวงัว่าการวนซํ2 าจะช่วยให้ค่าของ
ฟังกช์นัจุดประสงคจ์ะลู่เขา้สู่ค่าที"ดีที"สุด เนื"องจากปัญหานี2 ไม่มีรูปแบบมาตรฐานในการหาค่าเหมาะ
ที"สุดนั"นเอง 

3.6.2 การวเิคราะห์ดิสคริมแินนต์เชิงเส้นแบบสองมติิหรือแอลดีเอแบบสองมิติ (2DLDA: 

2-D Linear Discriminant Analysis) 

Li และคณะไดน้าํเสนอเทคนิคการวเิคราะห์ดิสคริมิแนนตเ์ชิงเส้นแบบสองมิติหรือแอลดีเอ
แบบสองมิติ (2DLDA: 2-D Linear Discriminant Analysis) ในปีค.ศ.2005 [45] โดยใชก้ารแทน
แบบเมตริกซ์ปรับปรุงเทคนิคการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนต์เชิงเส้นเดิม และได้รับผลลพัธ์ที"น่าพึง
พอใจมากว่าสามารถแก้ปัญหาจาํนวนตวัอย่างน้อยเกินไปได้ เนื"องจากเมตริกซ์การกระจายจะมี
ขนาดเล็กลงทาํให้ตอ้งการจาํนวนขอ้มูลที"จะให้เมตริกซ์การกระจายภายในประเภทไม่เป็นเอกฐาน
นอ้ยลงมาก จึงเหมาะสมต่องานประเภทการรู้จาํที"มีตวัอยา่งค่อนขา้งนอ้ย 

การวิเคราะห์ดิสคริมิแนนต์เชิงเส้นแบบสองมิติจะคาํนวณเมตริกซ์การกระจายภายใน
ประเภท G

w
 และเมตริกซ์การกระจายระหวา่งประเภท G

b
 ดงันี2  

 d1 = � �(,� − e�)(,� − e�)

�3

���
4

5��  ( 3.62 ) 

 d6 = �(e4 − e)4
��� (e4 − e)
 ( 3.63 ) 

เมื"อค่ามชัฌิมโดยรวมคือ M ค่ามชัฌิมภายในประเภท i คือ M
i 
จาํนวนขอ้มูลในประเภท i คือ 

N
i ซึ" งฟังกช์นัจุดประสงคจ์ะเหมือนกบัเทคนิคการวเิคราะห์ดิสคริมิแนนตเ์ชิงเส้น  

 max c
d6cc
d1c ( 3.64 ) 

 โดยสามารถหาเมตริกซ์การฉาย A จากการแกปั้ญหาค่าลกัษณะเฉพาะแบบทั"วไป 
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 d6c = �d1c ( 3.65 ) 

 ต่อมา Noushath และคณะไดน้าํเสนอเทคนิคการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนตเ์ชิงเส้นแบบสอง
มิติแบบสลบั (Alternate 2DLDA) ในปีค.ศ.2006 [46] โดยใชแ้นวคิดของการวิเคราะห์องคป์ระกอบ
สําคญัแบบสองมิติแบบสลบัในการปรับปรุงการหาเมตริกซ์การกระจายภายในประเภท G

w
 และ

เมตริกซ์การกระจายระหวา่งประเภท G
b
 

 d1 = � �(,� − e�)
(,� − e�)�3

���
4

5��  ( 3.66 ) 

 d6 = �(e4 − e)
(e4 − e)4
���  ( 3.67 ) 

 ซึ" งฟังก์ชนัจุดประสงคย์งัคงนาํไปสู่การแกปั้ญหาค่าลกัษณะเฉพาะแบบทั"วไปเช่นเดิม เมื"อ
ไดเ้มตริกซ์การฉายทั2งสองแลว้นาํมาลดมิติพร้อมกนัทั2งแนวแถวและแนวสดมภจ์ะสามารถลดมิติได้
มากขึ2นซึ" งจะเรียกวา่เทคนิคการวเิคราะห์ดิสคริมิแนนตเ์ชิงเส้นแบบสองมิติสองทิศทาง ((2D)2LDA) 
[46] 

 เทคนิคการวเิคราะห์ดิสคริมิแนนตเ์ชิงเส้นทั2งแบบสองมิติและแบบสองมิติสองทิศทางเป็น
เทคนิคแบบสอนทาํใหเ้หมาะสมต่องานประเภทรู้จาํซึ" งตอ้งการใชง้านขอ้มูลประเภทในการจาํแนก
มากกว่าการวิเคราะห์องคป์ระกอบสําคญัแบบสองมิติและแบบสองมิติสองทิศทาง ถึงแมว้่าจะใช้
เวลาและปริมาณคาํนวณในการฝึกสูงกว่าแต่จะให้ความแม่นซึ" งเป็นเป้าหมายของงานรู้จาํสูงกว่า
อยา่งมีนยัสาํคญั 

 นอกจากแนวทางของ Li และคณะและ Noushath และคณะแลว้ ยงัมีงานวิจยัของ Ye และ
คณะที"ไดน้าํเสนอแนวทางในการคาํนวณเทคนิคการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนต์เชิงเส้นแบบสองมิติ
สองทิศทางด้วยวิธีสลบัการฉาย (Alternate Projection) ในปีค.ศ.2004 [47] โดยจะคาํนวณหา
เมตริกซ์การฉายแบบวนซํ2 าเช่นเดียวกนักบัเทคนิคการประมาณเมตริกซ์ลาํดบัชั2นนอ้ยแบบทั"วไป 

เมตริกซ์การกระจายสาํหรับการคาํนวณเมตริกซ์การฉาย U จะสามารถคาํนวณไดด้งันี2  
 di8 = � �(,� − e�)hh
(,� − e�)


�3

���
4

5��  ( 3.68 ) 
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 dil = �(e4 − e)4
��� hh
(e4 − e)
 ( 3.69 ) 

 สําหรับเมตริกซ์การกระจายสําหรับการคาํนวณเมตริกซ์การฉาย V จะสามารถคาํนวณได้
ดงันี2  

 dj8 = � �(,� − e�)
;
;(,� − e�)�3

���
4

5��  ( 3.70 ) 

 djl = �(e4 − e)
;
;(e4 − e)4
���  ( 3.71 ) 

 ซึ" งเทคนิคการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนตเ์ชิงเส้นแบบสองมิติสองทิศทางดว้ยวิธีสลบัการฉาย
จะเป็นเทคนิคตน้แบบที"ภายหลงัมีผูน้าํแนวคิดการหาค่าเหมาะที"สุดนี2มาประยุกตใ์ชใ้นการประดิษฐ์
เทคนิคแบบสองมิติสองทิศทางต่อไป 

3.6.3 การฉายรักษาสมบัติเฉพาะที�แบบสองมิติหรือแอลพพีีแบบสองมิติ (2DLPP: 2-D 

Locality Preserving Projection) 

 Chen และคณะไดน้าํเสนอเทคนิคการฉายรักษาสมบติัเฉพาะที"แบบสองมิติในปีค.ศ.2007 
[48] โดยใชก้ารแทนแบบเมตริกซ์ในทาํนองเดียวกนักบัเทคนิคการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนตเ์ชิงเส้น
แบบสองมิติ ซึ" งใชก้ารคาํนวณระยะทางดว้ยนอร์มของโฟรเบนิอุสในการคาํนวณระยะทางเพื"อวดั
ความคลา้ย และแปลงขนาดของเมตริกซ์การฉายที"จะไดจ้ากสมการ (3.34) ของการฉายรักษาสมบติั
เฉพาะที"ดว้ยการคูณเทนเซอร์กบัเมตริกซ์เอกลกัษณ์จนไดส้มการลกัษณะเฉพาะใหม่ดงันี2  

 (,i(J⊗ m),i
) = �(,i(I⊗ m),i
)  ( 3.72 ) 

โดยเมตริกซ์ X
U
 มีขนาด (p*n)*q เกิดจากการคลี"แบบเทนเซอร์ (Tensor Unfolding) ของเทนเซอร์

ขอ้มูลที"เกิดจากการนาํเมตริกซ์ขอ้มูล X
i
 มาซ้อนกนัเป็นเมตริกซ์ 3 มิติหรือเทนเซอร์สภาวะที" 3 

เมตริกซ์เอกลกัษณ์ I ในสมการนี2 มีขนาด p*p 

สําหรับเทคนิคแบบสองมิติสองทิศทางของการฉายรักษาสมบติัเฉพาะที"นั2น He และคณะ
ไดน้าํเสนอในแบบฉบบัของวิธีสลบัการฉายในปีค.ศ.2006 [49] โดยทาํการหาค่าเหมาะที"สุดให้กบั
ฟังกช์นัจุดประสงคด์งันี2  
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 min �B;
,�h − ;
,5hB�@�5�5  ( 3.73 ) 

 จะเห็นว่าจะนาํสมการลดมิติของเทคนิคแบบสองมิติสองทิศทางจากสมการ (3.57) มา
แทนที"ในขอ้มูลที"ลดมิติแลว้เดิมในสมการ (3.30) ฟังก์ชันจุดประสงค์ของการฉายรักษาสมบติั
เฉพาะที" ซึ" งสามารถแปลงคืนแลว้ทาํการแปลงรูปเพื"อหาค่าเหมาะที"สุดดงันี2  

 12 �B;
,�h − ;
,5hB�@�5�5  

= 12 � XZ nGo� − o5HGo� − o5H
p                                        �5  

= XZ q� I��o�o�
� − � 0�5o�o�
�5 r                                     

=  XZ q;
 q� I��,�hh
,�
� − � 0�5,�hh
,5
�5 r ;r 

= XZ(;
(Ij − 0j);)                                                           

( 3.74 ) 

 หรือสามารถแปลงไดใ้นอีกรูปแบบหนึ"งคือ 
 12 �B;
,�h − ;
,5hB�@�5�5  

= 12 � XZ nGo� − o5H
Go� − o5Hp                                        �5  

= XZ q� I��o�
o�� − � 0�5o�
o��5 r                                     

=  XZ qh
 q� I��,�
;;
,�� − � 0�5,�
;;
,5�5 r hr 

= XZ(h
(Ii − 0i)h)                                                           

( 3.75 ) 
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 ซึ" งเกิดจากสมบติัของค่านอร์มที"สามารถหาได ้2 แบบจากการคูณเมตริกซ์นั"นเอง He และ
คณะเสนอวา่ควรจะทาํการหาค่าเหมาะที"สุดของทั2งสองฟังก์ชนัจุดประสงค์พร้อมๆกนัและทาํการ
เพิ"มเงื"อนไขบงัคบัเพื"อใหเ้วกเตอร์การฉายถูกทาํใหเ้ป็นบรรทดัฐานจะทาํให้ไดฟั้งก์ชนัจุดประสงค ์2 
ฟังก์ชันที"จะใช้วิธีสลบัการฉายในการหาค่าเหมาะที"สุดของปัญหาค่าลกัษณะเฉพาะแบบทั"วไป
ต่อไปดงันี2  

 

min XZ(;
(Ij − 0j);)XZ(;
Ij;)  
( 3.76 ) 

 

min XZ(h
(Ii − 0i)h)XZ(h
Iih)  
( 3.77 ) 

3.6.4 ตัวฝังตัวเพื�อนบ้านแบบดิสคริมิแนนต์แบบสองมิติหรือดีเอ็นอีแบบสองมิติ 

(2DDNE: 2-D Discriminant Neighborhood Embedding) 

 เนื"องจากเทคนิคประเภทสองมิติสองทิศทางสามารถลดมิติไดม้ากกวา่เทคนิคแบบสองมิติ 
ภายหลงัเมื"อมีการนาํเสนอเทคนิคแบบสองมิติจะใช้เทคนิคประเภทสองมิติสองทิศทางซึ" งหาค่า
เหมาะที"สุดดว้ยวธีิสลบัการฉายเป็นส่วนมาก 

 Zhang และคณะไดเ้สนอการแทนแบบเมตริกซ์กบัเทคนิคตวัฝังตวัเพื"อนบา้นแบบดิสคริ
มิแนนตใ์นปีค.ศ.2007  [50] โดยใชฟั้งกช์นัจุดประสงคแ์บบเดียวกนักบัการฉายรักษาสมบติัเฉพาะที"
แบบสองมิติในสมการ (3.73) แต่จะให้นํ2 าหนกัเมตริกซ์ W ตามแบบฉบบัของตวัฝังตวัเพื"อนบา้น
แบบดิสคริมิแนนต์แทน ซึ" งสามารถแปลงรูปด้วยสมบติัของนอร์มได้ 2 แบบเช่นกันทาํให้ได้
ฟังกช์นัจุดประสงค ์2 ฟังกช์นัดงันี2  

 min XZ(;
(0j − Oj);) ( 3.78 ) 

 min XZ(h
(0i − Oi)h) 
( 3.79 ) 

โดยที" S
V
 และ F

V
 คือ 

 0j = � 0��,�hh
,�
�  ( 3.80 ) 

 Oj = � O�5,�hh
,5
�5  ( 3.81 ) 

ส่วน S
U
 และ F

U
 สามารถหาไดด้งันี2  
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 0i = � 0��,�
;;
,��  ( 3.82 ) 

 Oj = � O�5,�
;;
,5�5  ( 3.83 ) 

ทั2งนี2การแปลงรูปนั2นจะใช้หลกัการเดียวกนักบัการแปลงของการฉายรักษาสมบติัเฉพาะที"
แบบสองมิติสองทิศทางในสมการ (3.74) และ (3.75) 

3.6.5 การวิเคราะห์ดิสคริมิแนนต์ไวเฉพาะที�แบบสองมิติหรือแอลเอสดีเอแบบสองมิติ 

(2DLSDA: 2-D Locality Sensitive Discriminant Analysis) 

 Liu และคณะไดน้าํเสนอการแทนแบบเทนเซอร์กบัเทคนิคการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนตไ์ว
เฉพาะที"ในปีค.ศ.2008 [51] ซึ" งเสนอแนวทางสองมิติสองทิศทางแบบปกติแทนที"วธีิสลบัการฉายที"มี
ปัญหาดา้นการลู่เขา้ในการหาค่าเหมาะที"สุด 

กาํหนดให้ Z
i
 และ Z

j
 แทนขอ้มูลที"ลดมิติแลว้และ X

i
 และ X

j
 แทนเมตริกซ์ขอ้มูล จะทาํการ

แปลงรูปสมการ (3.43) และ (3.44) ดว้ยสมการลดมิติแบบสองมิติสองทิศทาง (3.57) เพื"อหารูปแบบ
มาตรฐานในการหาค่าเหมาะที"สุดดงันี2  

 �Ba� − a5B�@1�5�5  

= �B;
,�h − ;
,5hB�@1�5�5                                  
= � XZ s;
G,� − ,5Hhh
G,� − ,5H
;t @1�5�5     
=   XZ(;
01j;)                                                             

( 3.84 ) 

 �Ba� − a5B�@1�5�5  

= �B;
,�h − ;
,5hB�@1�5�5                                 
= � XZ sh
G,� − ,5H
;;
G,� − ,5Hht @1�5�5     
=  XZ(h
01ih)                                                              

( 3.85 ) 
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สําหรับสมการ(3.44) เราสามารถแทนสมการลดมิติแบบสองมิติสองทิศทาง (3.57) เพื"อหา
รูปแบบมาตรฐานในการหาค่าเหมาะที"สุดดงันี2  

 �Ba� − a5B�@6�5�5  

= �B;
,�h − ;
,5hB�@6�5�5                                  
= � XZ s;
G,� − ,5Hhh
G,� − ,5H
;t @6�5�5     
=   XZ(;
06j;)                                                            

( 3.86 ) 

 �Ba� − a5B�@6�5�5  

= �B;
,�h − ;
,5hB�@6�5�5                                 
= � XZ sh
G,� − ,5H
;;
G,� − ,5Hht @6�5�5     
=  XZ(h
06ih)                                                              

( 3.87 ) 

 จากนั2นจะหาเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะสลบักนัระหว่างการแกปั้ญหาค่าลกัษณะเฉพาะแบบ
ทั"วไปของเมตริกซ์ S

w

U และเมตริกซ์ S
b

U กบัแกปั้ญหาค่าลกัษณะเฉพาะแบบทั"วไปของเมตริกซ์ S
w

V 
และเมตริกซ์ S

b

V ทั2งนี2  Liu และคณะไดเ้สนออีกวา่หากเพิ"มเงื"อนไขบงัคบัให้เวกเตอร์การฉายในแต่
ละสดมภข์องเมตริกซ์ U และ V เป็นเชิงตั2งฉาก (Orthogonal) จะทาํใหใ้ชว้ธีิสองมิติสองทิศทางแบบ
ปกติในการหาเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะเพื"อใชเ้ป็นฐานหลกัไดอ้ยา่งเหมาะที"สุด นอกจากนี2 ยงัเสนอใน
การใช้การแยกตัวประกอบแบบเชอร์ (Schur Decomposition) สําหรับการแก้ปัญหาค่า
ลกัษณะเฉพาะอีกดว้ย 

3.7 เทคนิคประเภทคดัเลอืกคุณลกัษณะที�เกี�ยวข้อง 

3.7.1 คะแนนของฟิชเชอร์ (Fisher Score) 

 คะแนนของฟิชเชอร์เป็นเทคนิคประเภทคดัเลือกคุณลกัษณะแบบสอนประเภทตวักรองที"
จะคาํนวณสหสัมพนัธ์ (Correlation) ระหวา่งคุณลกัษณะและขอ้มูลประเภทจากเกณฑ์ของฟิชเชอร์
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เพื"อวดัความเหมาะสมในการจาํแนกของคุณลกัษณะนั2นๆ โดยจะมีฟังก์ชนัจุดประสงค์เป็นเกณฑ์
ของฟิชเชอร์ดงันี2  

 max ∑ N�(v� − v)�4���∑ N�w��4���  ( 3.88 ) 

โดย µ
i
 แทนค่ามชัฌิมในประเภท i ที"มีขอ้มูลอยู่ n

i
 ตวัจากประเภททั2งหมด c ประเภท µ แทนค่า

มชัฌิมโดยรวม σ
i
 แทนค่าเบี"ยงเบนมาตรฐานในประเภท i 

3.7.2 คะแนนลาปลาเชียน (Laplacian Score) 

 He และคณะได้นาํเสนอเทคนิคคะแนนลาปลาเชียนโดยเป็นเทคนิคประเภทคดัเลือก
คุณลกัษณะแบบไม่สอนประเภทตวักรอง (Filter) โดยดดัแปลงจากเทคนิคการฉายรักษาสมบติั
เฉพาะที"ในปีค.ศ.2005 [8] และให้แนวคิดว่าเทคนิคประเภทตวัหุ้ม (Wrapper) ซึ" งโดยมากจะเป็น
เทคนิคแบบไม่สอนนั2นมกัจะขึ2นกบัตวัเรียนรู้ ส่วนเทคนิคประเภทตวักรองนั2นมกัจะเป็นเทคนิค
แบบสอนและขึ2นกบัฉลาก (Label) ที"เป็นขอ้มูลประเภทมากเกินไป ในขณะที"การรักษาสมบติั
เฉพาะที" (Locality Preserving) สามารถปรับให้เป็นไดท้ั2งเทคนิคแบบสอนหรือไม่สอน รวมถึง
สมบติัเฉพาะที"ที"เหมาะสมต่อการจาํแนกมากกวา่สมบติัโดยรวม 

 คะแนนลาปลาเชียนจะมีคะแนนที"ดีก็ต่อเมื"อทุกๆคู่จุดขอ้มูลที"มีนํ2 าหนกัระหวา่งกนัอยูใ่กล้
กนัซึ" งเป็นการเป็นไปตามโครงสร้างแผนภาพ จากแนวคิดนี2ทาํใหไ้ดฟั้งกช์นัจุดประสงคด์งันี2  

 min ∑ Gxy� − xy5H�@�5�5 hzZ({y)  ( 3.89 ) 

 เวกเตอร์ f
r
 แทนเวกเตอร์ขอ้มูลขนาด n×1 โดยประกอบดว้ยขอ้มูลที"คุณลกัษณะที" r ของ

ขอ้มูลทุกตวั n แทนจาํนวนขอ้มูล คะแนนลาปลาเชียนสามารถคาํนวณไดโ้ดยกาํหนดให้สร้าง
เมตริกซ์นํ2 าหนกั W ดว้ยวิธีเดียวกนักบัการฉายรักษาสมบติัเฉพาะที" จากนั2นจึงคาํนวณคะแนนลา-
ปลาเชียนของคุณลกัษณะที" r ดงันี2  

 Jy = x|y
Jx|yx|y
Ix|y  ( 3.90 ) 

 x|y = {y − {y
I11
I1 1 ( 3.91 ) 
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เมื"อ L
r
 คือคะแนนลาปลาเชียนของคุณลกัษณะที" r เมตริกซ์ D เป็นเมตริกซ์ดีกรีซึ" งเป็นเมตริกซ์ทแยง

มุมที"สร้างจากผลรวมในแนวแถวหรือแนวสดมภข์องเมตริกซ์ W เมตริกซ์ L คือเมตริกซ์ลาปลาเชียน 
และเวกเตอร์ 1 แทนเวกเตอร์ขนาด n×1 โดยประกอบดว้ยค่า 1 ทุกช่อง 

 ทั2งนี2คะแนนลาปลาเชียนยงัคงมีความเกี"ยวเนื"องกบัคะแนนของฟิชเชอร์ในทาํนองเดียวกบั
ความเกี"ยวเนื"องระหว่างการฉายรักษาสมบติัเฉพาะที"และการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนต์เชิงเส้น โดย
สามารถให้นํ2 าหนักเมตริกซ์นํ2 าหนักแบบสอนเพื"อให้ผลลพัธ์ของคะแนนลาปลาเชียนสมมูลกับ
คะแนนของฟิชเชอร์ไดเ้ช่นเดียวกนั 

3.8 การแยกไบแอส-แวเรียนซ์ (Bias-Variance Decomposition) 

 ในตวัแบบสําหรับการเรียนรู้ของเครื"องต่างๆนั2นมีความหลากหลายในความซับซ้อนมาก 
โดยตวัแบบที"มีความซับซ้อนมากก็จะมีความเสี" ยงที"จะปรับเหมาะเกินไปกบัชุดฝึก (Overfit) 
ส่วนตวัแบบที"มีความซบัซอ้นนอ้ยนั2นแมจ้ะมีความเสี"ยงต่อการปรับเหมาะเกินไปกบัชุดฝึกนอ้ยกวา่ 
แต่กลับมีความเสี" ยงที"จะทาํให้ตัวแบบมีความยืดหยุ่นไม่เพียงพอที"จะเรียนรู้ข้อมูลสําคัญและ
แนวโนม้ของขอ้มูลเป็นการปรับไม่เหมาะกบัชุดฝึก (Underfit) ทั2งนี2 ในการที"จะหลีกเลี"ยงขอ้เสียของ
ตวัแบบต่างๆ เราจาํเป็นที"จะเรียนรู้ถึงทฤษฎีความซบัซอ้นของตวัแบบซึ"งคือการแลกเปลี"ยนไบแอส-
แวเรียนซ์ (Bias-Variance Tradeoff)[34, 52] 

 ฟังกช์นัสูญเสีย (Loss Function) ในปัญหาการถดถอย (Regression) มกัจะใชก้ารคาดหมาย
ฟังกช์นัสูญเสียแบบกาํลงัสอง (Expected Square Loss Function) ซึ" งสามารถเขียนในรูปผลบวกของ
พจน์ 3 พจน์ไดแ้ก่ ไบแอส แวเรียนซ์ และสัญญาณรบกวน (Noise) 

 }~JW\\� = (�Mz\)� + hzZMzN�A + WM\A ( 3.92 ) 

 (�Mz\)� = ����~�(�; I)� − ℎ(�)�� (�)f� ( 3.93 ) 

 hzZMzN�A = � ��~��(�; I) − �~�(�; I)���� (�)f� ( 3.94 ) 

 WM\A = ��ℎ(�) − X�� (�, X)f�fX ( 3.95 ) 

 เมื"อ y(x) คือสมมติฐานที"เหมาะที"สุด  h(x) คือสมมติฐานที"ตวัแบบที"เหมาะที"สุด t คือ
ประเภทของขอ้มูล x และ D คือชุดขอ้มูล ในการลดมิตินี2 สามารถช่วยลดแวเรียนซ์และสัญญาณ
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รบกวนได ้ดงันั2นการตรวจวดัประสิทธิภาพของการปรับปรุงเทคนิคการลดมิติ จึงสามารถวดัจาก
การเปลี"ยนแปลงของพจน์ต่างๆของฟังกช์นัสูญเสียแบบกาํลงัสอง  

การประมาณการกระจายไบแอส-แวเรียนซ์มกัจะใช้วิธีการชกัตวัอย่าง (Resampling) ใน
การประมาณ โดยทั"วไปมกัใชเ้ทคนิคมีดพก (Jackknife) หรือเทคนิคการปลุกเครื"อง (Bootstrap) ใน
การประมาณ 

 เทคนิคมีดพกเป็นวธีิการชกัตวัอยา่งเพื"อประมาณค่าทางสถิติโดยจะใชว้ิธีนาํตวัหนึ"งออกไป 
(Leave-one-out) ในการสร้างชุดของตวัประมาณ (Estimator) แลว้นาํมาเฉลี"ยเพื"อสร้างตวัประมาณ
สุดทา้ยที"เป็นคาํตอบ ยกตวัอยา่งเช่นการประมาณค่ามชัฌิมจะประมาณจากผลรวมของขอ้มูลที"ถูก
นาํตวัหนึ"งออกไปซึ"งมีจาํนวนชุดเท่าจาํนวนขอ้มูล จากนั2นจึงนาํค่าที"ประมาณไดใ้นทุกๆชุดมาเฉลี"ย
จะได้ค่าประมาณด้วยวิธีมีดพกออกมา ส่วนเทคนิคการปลุกเครื" องนั2นจะใช้วิธีสร้างชุดของตวั
ประมาณดว้ยวิธีสุ่มหยิบแบบสับเปลี"ยน คือจะสุ่มเลือกขอ้มูลขึ2นมาเป็นจาํนวน B ชุดแต่ละชุดมี
จาํนวนขอ้มูลเท่าๆกนัแลว้จึงสร้างตวัประมาณเพื"อนาํมาเฉลี"ยเป็นตวัประมาณสุดทา้ยที"เป็นคาํตอบ 

 ในปีค.ศ. 1998 Bauer และ Kohavi ไดน้าํเสนอวิธีประมาณการกระจายไบแอส-แวเรียนซ์ที"
ถือวา่แม่นยาํกวา่วธีิอื"นๆในขณะนั2น [53] โดยจะใชก้ระบวนการชกัตวัอยา่งสองขั2นคือในขั2นแรกจะ
ดึงขอ้มูลบางส่วนออกไปเป็นชุดทดสอบก่อน จากนั2นจึงทาํการสุ่มขอ้มูลจาํนวนครึ" งหนึ" งคล้าย
เทคนิคการปลุกเครื"องเพื"อสร้างตวัประมาณค่าไบแอสและแวเรียนซ์ซึ" งจะทดสอบความแม่นบนชุด
ทดสอบ ทั2งนี2  Bauer และ Kohavi เสนอว่าควรสุ่มขอ้มูล 10 ครั2 งมาเฉลี"ยกนั แล้วจึงทาํซํ2 าทั2 ง
กระบวนการใหม่อีกอย่างน้อย 3 ครั2 งเพื"อความเสถียรของการประมาณ แต่อย่างไรก็ตามในการ
ทดลองเราไม่สามารถวดัสัญญาณรบกวนไดเ้นื"องจากเราไม่ทราบสมมติฐานตวัแบบที"เหมาะที"สุด 
ดงันั2นจึงแทนสมมติฐานตวัแบบที"เหมาะที"สุดด้วยขอ้มูลประเภททาํให้พจน์ไบแอสและสัญญาณ
รบกวนถูกวดัขึ2นมาพร้อมกนั 

3.9 อลักอริทมึเพื�อนบ้านใกล้สุด k ตัว (k-Nearest Neighbors) 

 อลักอริทึมเพื"อนบ้านใกล้สุด k ตวัเป็นตวัจาํแนกที"เป็นแบบไม่อิงพารามิเตอร์ (Non-
parametric) โดยจะนาํขอ้มูลทดสอบมาเทียบหาความคล้ายกบัขอ้มูลฝึกด้วยมาตรวดัต่างๆเช่น 
ระยะทางแบบมหาลาโนบิส ระยะทางแบบแมนฮตัตนั เป็นตน้ และจะอนุมานว่าขอ้มูลทดสอบมี
ประเภทเดียวกนักบัขอ้มูลฝึกที"คลา้ยกนัมากที"สุดกล่าวคือมีระยะห่างนอ้ยที"สุดนั"นเอง ดงันั2นหากใช้
จาํนวนเพื"อนบา้นเป็น k ตวัจะหมายถึงการหาฝ่ายขา้งมาก (Majority) จากเพื"อนบา้นเหล่านั2นนั"นเอง 
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 ทั2งนี2 ค่า k จะเป็นตวักาํหนดความสมํ"าเสมอของตวัจาํแนกทาํให้มีบริเวณที"จาํแนกว่าเป็น
ประเภทเดียวกนันอ้ยลงหากค่า k สูงขึ2น นอกจากนี2 ยงัมีสมบติัที"น่าสนใจคือหากกาํหนดให้ k มีค่า
เป็น 1 บริเวณจาํแนกจะเป็นเทสเซลเลชนัแบบโวโรนอย (Voronoi Tesselation) ดงัรูปที" 15 และหาก
จาํนวนตวัอยา่งเขา้ใกลอ้นนัตแ์ลว้อตัราความผิดพลาดของการจาํแนกจะไม่มากกวา่สองเท่าของตวั
จาํแนกที"เหมาะสมที"สุดซึ" งคือตวัจาํแนกที"ใชก้ารกระจายประเภทที"แทจ้ริง 

 

รูปที"  15 บริเวณจาํแนกของกฏเพื"อนบา้นใกลสุ้ด 1 ตวัเป็นเทสเซลเลชนัแบบโวโรนอยด ์[52] 

 อลักอริทึมเพื"อนบา้นใกลสุ้ด 1 ตวัจะเป็นตวัจาํแนกที"นิยมใชใ้นการวดัประสิทธิภาพในการ
ช่วยจาํแนกของเทคนิคการลดมิติ เนื"องจากจะวดัที"ระยะห่างของขอ้มูลที"ลดมิติแลว้โดยตรง ทาํให้
ใกลเ้คียงกบัการวดัประสิทธิภาพการช่วยจาํแนกเมื"อลดมิติตามฟังก์ชนัจุดประสงคข์องเทคนิคการ
ลดมิตินั2นๆมากที"สุด 
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บทที� 4 

 การเลอืกฐานหลกัสําหรับเทคนิคแบบสองมติิและสองมติิสองทศิทางด้วย 

เทคนิคการคดัเลอืกคุณลกัษณะ 

4.1 แรงจูงใจ 

ถึงแมว้่าในปัจจุบนัเทคนิคการลดมิติสําหรับงานประมวลผลภาพที"เป็นแบบสองมิติไดรั้บ
ความสนใจในวงการมากขึ2น แต่ก็ยงัมีขอ้เปรียบเทียบว่าแทจ้ริงแลว้นั2นเทคนิคแบบสองมิติยงัคงมี
ขอ้จาํกดัหลายประการที"อาจทาํใหไ้ม่สะดวกต่อการนาํไปใชง้านจริงไดเ้หมือนเทคนิคแบบหนึ"งมิติ 

Z. Wang และคณะ [54] ไดท้าํการทดลองในประเด็นนี2โดยไดเ้ปรียบเทียบเทคนิคการลดมิติ
แบบหนึ"งมิติและสองมิติซึ" งใชต้วัจาํแนกทั2งแบบหนึ"งมิติและสองมิติในการจาํแนกโดยไดผ้ลลพัธ์วา่
การใชเ้ทคนิคการลดมิติแบบสองมิติและตวัจาํแนกแบบสองมิติร่วมกนัจะใหผ้ลลพัธ์ที"ดีมากสําหรับ
ชุดขอ้มูลซึ" งทราบโครงสร้างว่าเหมาะกบัการแทนแบบเมตริกซ์อยู่แลว้เช่นขอ้มูลรูปภาพ โดยได้
ทดสอบทุกๆการจดัหมู่ใชร่้วมกนัของเทคนิคการลดมิติและตวัจาํแนก  

นอกจากนี2 งานทดลองเทคนิคแบบสองมิติสองทิศทางได้พิสูจน์ทางทฤษฎีว่าเทคนิค
ประเภทสองมิติสองทิศทางเมื"อใช้กับอลักอริทึมเพื"อนบ้านใกล้สุด 1 ตวั (1-NN: 1-Nearest 
Neighbor) จะให้ผลดีกวา่เทคนิคประเภทสองมิติ แต่ผลการทดลองกบัตวัจาํแนกแบบสองมิติกลบั
ไม่เป็นไปตามขอ้พิสูจน์นั2นโดยไดใ้หเ้หตุผล 2 ขอ้คือ 

1. อลักอริทึมเพื"อนบา้นใกล้สุด 1 ตวัที"นํามาใช้พิสูจน์นั2นใกล้เคียงกบัการเป็นตวั
จาํแนกแบบมิติเดียว ซึ" งสมบติัเฉพาะที"มกัไม่ไดช่้วยในการจาํแนกมากนกั แต่ตวั
จาํแนกแบบสองมิติซึ" งไวต่อสมบติัเหล่านี2กลบัแสดงผลออกมาวา่เทคนิคแบบสอง
มิติดีกว่าเทคนิคแบบสองมิติสองทิศทาง เนื"องจากยงัคงสมบติัเชิงโครงสร้างของ
ขอ้มูลดั2งเดิมไวม้ากกวา่ ซึ" งสามารถสังเกตจากขอ้มูลที"ลดมิติแลว้ดว้ยตาเปล่า 

2. เงื"อนไขบังคับของตัวจาํแนกแบบสองมิติต้องใช้การแยกแบบโครเน็กเกอร์ 
(Kroneckor product decomposition) 2 พบัแต่ตวัจาํแนกแบบหนึ"งมิติใชเ้พียงพบั
เดียวทาํใหร้องรับการรักษาสมบติัเฉพาะที"นอ้ยกวา่ 

L. Wang และคณะ [55] ไดพ้ิสูจน์ความสมมูลกนัของเทคนิคประเภทหนึ"งมิติและสองมิติ 
ซึ" งได้อา้งว่าในปี 1994 ไดเ้คยมีผูน้าํเสนอการใช้แบบจาํลองฮิดเดนมาร์คอฟ (Hidden Markov 
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Model) ในการแบ่งขอ้มูลเป็นบล็อกยอ่ยๆแลว้จึงใชก้ารวิเคราะห์องคป์ระกอบสําคญั การวิเคราะห์
องคป์ระกอบสาํคญัแบบสองมิตินั2นจึงนบัเป็นกรณีเฉพาะหนึ"งของงานนี2 โดยมองการทาํให้เป็นสอง
มิติเป็นการแบ่งขอ้มูลภาพเป็นบล็อกที"มีลกัษณะเป็นเส้น (Line Block) จากนั2นจึงพิสูจน์วา่การหา
เมตริกซ์ความแปรปรวนร่วมนั2นได้เมตริกซ์เดียวกัน ซึ" งเป็นจริงในทาํนองเดียวกนัสําหรับการ
คาํนวณเมตริกซ์การกระจายในเทคนิคการวเิคราะห์ดิสคริมิแนนตเ์ชิงเส้น  

Lieng และคณะ [56] ไดท้าํการโตแ้ยง้วา่เทคนิคการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนต์เชิงเส้นแบบ
สองมิตินั2นไม่ไดดี้กว่าเทคนิคการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนต์เชิงเส้นแบบหนึ" งมิติและอาํนาจจาํแนก
กลบัตํ"ากว่าแบบหนึ" งมิติเมื"อลดมิติไปยงัมิติขนาดเท่ากนั อีกทั2งเมื"อทดลองในชุดขอ้มูลขนาดใหญ่
เทคนิคแบบสองมิติกลับให้ความแม่นที"น้อยกว่าและเทคนิคแบบหนึ" งมิติแบบปริภูมิสู่ศูนย ์
(Nullspace) กลบัใชไ้ดดี้เทียบเท่ากบัเทคนิคแบบสองมิติในชุดขอ้มูลที"มีขนาดเล็กเช่นกนัทาํให้เกิด
ขอ้สงสัยวา่การแกปั้ญหาจาํนวนตวัอยา่งนอ้ยเกินไป (Small Sample Size Problem) นั2นเทคนิคแบบ
สองมิติอาจไม่ไดแ้กปั้ญหานี2ไดดี้กวา่เทคนิคแบบหนึ"งมิติที"ใชว้ธีิปริภูมิสู่ศูนย ์

Zheng และคณะ [57] ไดท้าํการทดลองทั2งทางทฤษฎีและปฏิบติัในการเปรียบเทียบเทคนิค
การวเิคราะห์ดิสคริมิแนนตแ์บบหนึ"งมิติและสองมิติซึ" งเป็นเทคนิคที"ไดผ้ลในการรู้จาํอนัเป็นที"นิยม
ที"สุด โดยไดข้อ้สรุป 4 ขอ้ดงันี2  

1. ในกรณีที"ข้อมูลกระจายตวัด้วยค่าความแปรปรวนไม่เท่ากัน (Heteroscedastic) 
เทคนิคแบบสองมิติจะไดรั้บผลกระทบมากกวา่เทคนิคแบบหนึ"งมิติ 

2. เทคนิคแบบสองมิติทาํใหข้อ้มูลความแปรปรวนระหวา่งแถวเสียไป ขณะที"เทคนิค
แบบหนึ" งมิติยงัคงขอ้มูลเหล่านี2 อยู่ อีกทั2งยงัได้อาํนาจจาํแนกตามเกณฑ์ของฟิช
เชอร์ (Fisher Criteria) สูงกวา่อีกดว้ย 

3. เทคนิคแบบสองมิติจะเหมาะที"สุดแบบเบย ์ (Bayes Optimal) เมื"อแต่ละแถวใน
รูปภาพเป็นอิสระต่อกนัเท่านั2น 

4. เทคนิคแบบสองมิติอาจไม่ไดดี้กว่าในกรณีที"มีขอ้มูลน้อยๆหรือลดมิติลงมาเหลือ
มิ ติตํ" าๆ จ ริง  โดย เป รีย บ เ ทีย บ ว่า เท คนิค แบ บ หนึ" ง มิ ติ ที" ท ํา ให้ส มํ" า เส ม อ 
(Regularized) จะใหค้วามแม่นในการจาํแนกสูงกวา่ และการหาจาํนวนมิติที"เหมาะ
ที"สุดที"จะลดมิติลงมาสาํหรับการจาํแนกนั2นทาํไดย้ากกวา่ในเทคนิคแบบสองมิติ 

 ดว้ยปัญหาเหล่านี2ทาํให้เกิดแนวคิดในการปรับปรุงเทคนิคประเภทสองมิติสองทิศทางขึ2น 
เนื"องจากเป็นเทคนิคที"ใชเ้วลาฝึกไม่มากแต่ให้ความแม่นที"สูง ใชก้ารแทนแบบเมตริกซ์ที"สอดคลอ้ง
กบัขอ้มูลรูปภาพและสามารถลดมิติไดม้ากที"สุด จึงควรที"จะมีประสิทธิภาพสูงกวา่เทคนิคแบบสอง
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มิติหรือแมแ้ต่แบบหนึ"งมิติ ซึ" งเทคนิคแบบสองมิติสองทิศทางนั2นไดเ้ปรียบในดา้นที"สามารถรองรับ
ขนาดของภาพที"ใหญ่ขึ2นไดดี้กวา่ แต่ในดา้นจาํนวนของขอ้มูลที"สูงขึ2นยงัคงเสียเปรียบวธีิที"เหลืออยู ่ 

 ทั2งนี2 มีงานวจิยัที"นาํเสนอในประเด็นเรื"องการเลือกฐานหลกัอาจทาํใหค้วามแม่นสูงขึ2นดงันี2  

 Nyugen และคณะ [58] ได้ศึกษาปรากฏการณ์ที"เกิดจากการสุ่มเลือกฐานหลกัในการ
วเิคราะห์องคป์ระกอบสาํคญัแบบสองมิติในการจาํแนกพบวา่เป็นถึงส่วนมากที"ค่าความแม่นในการ
จาํแนกของการสุ่มเลือกฐานหลักจะสูงกว่าการเลือกตามค่าลักษณะเฉพาะที"แสดงถึงความ
แปรปรวน อย่างไรก็ตามผลลพัธ์จากงานวิจยันี2 อาจเป็นเพราะการวิเคราะห์องค์ประกอบสําคญัยงั
เป็นเทคนิคแบบไม่สอนจึงไม่แน่นอนที"ความแปรปรวนจะแสดงถึงอาํนาจจาํแนก แต่โดยทั"วไปไม่
น่าจะเป็นไปไดที้"การอา้งอิงอาํนาจจาํแนกตามความแปรปรวนจากมากไปนอ้ยจะให้ผลนอ้ยกวา่การ
สุ่มเลือกฐานหลกัโดยส่วนมาก 

 Belhumeur และคณะ [37] ยงัไดก้ล่าวถึงประเด็นนี2สําหรับเทคนิคใบหนา้ลกัษณะเฉพาะ 
(Eigenface) ว่าเวกเตอร์ฐานหลกัที"มีค่าลกัษณะเฉพาะเป็นลาํดบัแรกๆอาจเกี"ยวเนื"องกบัสัญญาณ
รบกวนประเภทแสงเงา และการตดัเวกเตอร์เหล่านั2นทิ2งก่อนจะทาํให้ได้ผลลพัธ์ที"ดีขึ2 น โดยใน
งานวจิยัไดท้ดลองตดัเวกเตอร์ฐานหลกัที"มีค่าลกัษณะเฉพาะมากเป็น 3 อนัดบัแรกของการวิเคราะห์
องคป์ระกอบสําคญัออกไปก่อนจึงเลือกฐานหลกัมาใช้พบว่าให้ความแม่นสูงขึ2นกวา่การเลือกฐาน
หลกัตามค่าลกัษณะเฉพาะ ซึ" งไดใ้หส้มมติฐานวา่ฐานหลกั 3 อนัดบัแรกอาจเป็นขอ้มูลของสัญญาณ
รบกวน แสงเงา ท่าทาง ทาํใหไ้ดผ้ลดีเฉพาะในชุดฝึกเท่านั2น 

 ดังนั2 นจึงมีแรงจูงใจที"จะศึกษาการเลือกฐานหลักในเทคนิคการลดมิติแบบสองมิติ
สองทิศทางวา่อาจมีวธีิที"สามารถประมาณลาํดบัของฐานหลกัใหม่ใหไ้ดค้วามแม่นสูงขึ2นได ้  

4.2 แนวคดิ 

จากแรงจูงใจที"ได้กล่าวมาสามารถสรุปได้ว่าเทคนิคประเภทสองมิติสองทิศทางยงัคงมี
ขอ้ดอ้ยที"สามารถแกไ้ขใหดี้ขึ2นไดด้งันี2  

1. การหาค่าเหมาะที"สุดไม่เหมาะสม เนื"องจากเทคนิคประเภทสองมิติสองทิศทางนั2นจะใช้
เมตริกซ์การฉายจาํนวน 2 เมตริกซ์ แต่การคาํนวณเมตริกซ์เหล่านั2นกลบัมองขอ้มูลเป็นบล็อกทาํให้
การคาํนวณค่อนขา้งหยาบ รักษาสมบติัเฉพาะที"ไดน้อ้ยลง และเมื"อใชก้ารหาค่าเหมาะที"สุดกลบัแยก
กระบวนการหาเมตริกซ์การฉายไม่ไดห้าไปดว้ยกนั ไม่ว่าจะเป็นแบบใช้เทคนิคแบบสลบัแลว้นาํ
เมตริกซ์ที"ได้มาใช้งานทนัที หรือใช้วิธีสลบัการฉายที"เป็นกระบวนการทาํซํ2 าโดยตรึงเมตริกซ์ที"
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ไม่ไดก้าํลงัหาค่าเหมาะที"สุดเอาไวก่้อนก็ตาม แนวคิดในการหาปริภูมิย่อยที"เกิดจากการฉายไปบน
ฐานหลกั 2 ฐานพร้อมกนันั2น กลบัไม่ไดรั้บประกนัวา่จะไดค่้าที"ดีที"สุดตามแนวคิดของเทคนิคที"ควร
จะเป็นจริงๆ เพราะแต่ละครั2 งเป็นการคาํนวณเพื"อลดมิติดว้ยผลรวมเชิงเส้นของขอ้มูลที"เป็นบล็อกที"
มีลกัษณะเป็นเส้น แต่ทุกครั2 งที"คาํนวณกลบัคาํนวณเพื"อลดมิติโดยไม่คาํนึงถึงความสัมพนัธ์ของ
ขอ้มูลเฉพาะที" และการคาํนวณแบบสลบันั2นไม่แน่วา่จะลู่เขา้สู่ค่าเหมาะที"สุดซึ" งทาํให้ไดค้่าที"เหมาะ
ที"สุดเฉพาะที"เท่านั2น 

ในประเด็นนี2 จะแก้ไขโดยนําเทคนิคการลดมิติประเภทคดัเลือกคุณลกัษณะ (Feature 
Selection) มาร่วมดว้ย โดยการทาํเมตริกซ์การฉายทั2งสองให้เหมาะสมที"สุดถึงแมว้่าเราจะยงัไม่
สามารถหารูปแบบปิดของการหาค่าเหมาะที"สุด (Closed Form Optimization) แต่เราสามารถทาํให้
ผลลพัธ์โดยรวมดีขึ2นไดโ้ดยวดัสมบติัของขอ้มูลให้ละเอียดขึ2นและจดัเรียงฐานหลกัใหม่ให้เกิดการ
ร่วมมือกนัระหว่างฐานหลกัที"ใช้ในการฉายในขอ้มูลที"อยู่ในมิติที"ลดแลว้ใหม่ มีผลให้การฉายช่วย
เพิ"มความแม่นเป็นการปรับปรุงกระบวนการส่วนของการเลือกตวัแบบ (Model Selection) โดยใช้
เทคนิคประเภทคดัเลือกคุณลักษณะที"เป็นอนุพนัธ์จากคะแนนของฟังก์ชันจุดประสงค์แทนค่า
ลกัษณะเฉพาะตามปกติ  

2. ในการประมาณค่ามิติเป้าหมาย (Target Dimension Estimation) เพื"อกาํหนดให้เป็น
ค่าคงที"เพื"อลดมิติในการใช้งานจริงไม่เหมาะสม โดยมีสมมติฐานว่าค่าลกัษณะเฉพาะที"ใช้ในการ
ประมาณค่ามิติเป้าหมายตามปกตินี2 ไม่สามารถเป็นบรรทดัฐานที"แทนค่าของฟังก์ชนัจุดประสงค์ที"
ใชใ้นการวดัได ้เนื"องจากการหาค่าเหมาะที"สุดไม่ไดลู่้เขา้ค่าเหมาะที"สุดโดยรวม (Global Optimum) 
อีกขอ้หนึ"งคือปัญหาดา้นการวดัเนื"องจากค่าที"ใช้ในการวดัอาํนาจจาํแนกของคุณลกัษณะมีนอ้ยกว่า
จ ํานวนคุณลักษณะ โดยจะวัดคุณลักษณะเป็นกลุ่มซึ" งจะมีคุณลักษณะหนึ" งที" ถูกว ัดด้วยค่า
ลกัษณะเฉพาะ 2 ค่า ค่าลกัษณะเฉพาะจะบ่งชี2 ถึงอาํนาจจาํแนกเป็นกลุ่มของขอ้มูลเป็นบล็อกที"มี
ลกัษณะแบบเส้นแล้วเลือกฐานหลกัที"จะคงไวใ้นการลดมิติตามความสามารถในการให้อาํนาจ
จาํแนกในกลุ่มขอ้มูลนี2  ซึ" งขดักบัวธีิการเลือกตวัแบบโดยทั"วไปของขอ้มูลที"มีในเทคนิคแบบหนึ"งมิติ
ที"ค่าลกัษณะเฉพาะจะมีเท่าจาํนวนคุณลกัษณะทาํให้ค่าลกัษณะเฉพาะวดัคุณลกัษณะที"เป็นอิสระต่อ
กนัและจะคดัคุณลกัษณะที"มีค่าลกัษณะเฉพาะขนาดนอ้ยๆออก ทาํใหเ้หลือแต่คุณลกัษณะที"มีอาํนาจ
จาํแนกสูงๆตามฟังกช์นัจุดประสงค ์ 

โดยมีแนวคิดจะใชเ้ทคนิคประเภทคดัเลือกคุณลกัษณะประเภทตวักรอง (Filter) ทาํการวดั
อาํนาจจาํแนกของฐานหลกัใหม่ตามฟังก์ชนัจุดประสงค ์ดว้ยเหตุวา่เทคนิคแบบสองมิติสองทิศทาง
สามารถคาํนวณได้เร็วและรองรับข้อมูลจํานวนมากๆได้ดีกว่าเทคนิคแบบหนึ" งมิติ การเพิ"ม
กระบวนการใหม่เขา้ไปอาจใชเ้วลามากขึ2นแลกกบัความแม่น แต่ฐานหลกัที"เป็นผลลพัธ์ของการหา
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ค่าเหมาะที"สุดควรไดรั้บการวดัอาํนาจจาํแนกใหม่ดว้ยการให้คะแนนแต่ละฐานหลกัแลว้จึงทาํการ
เลือกฐานหลกัที"สร้างคุณลกัษณะที"มีอาํนาจจาํแนกสูงๆเพื"อใหเ้ป็นมิติที"เหลืออยูห่ลงัการลดมิติ 

ซึ" งปัญหาที"เกิดจากการมองขอ้มูลเป็นบล็อกนั2น เทคนิคแบบสองมิติก็ประสบปัญหานี2 ใน
ทาํนองเดียวกนั ดงันั2นการใชแ้นวคิดนี2 ทดสอบในเทคนิคแบบสองมิติก็ควรที"จะให้ผลลพัธ์ที"ดีขึ2น
เช่นกัน โดยอาจทาํให้เกิดมุมมองใหม่ๆที"จะเปรียบเทียบเทคนิคแบบสองมิติและสองมิติแบบ
สองทิศทางวา่เทคนิคใดเหมาะสมกบังานรู้จาํมากที"สุด 

4.3 การปรับปรุงเทคนิคแบบสองมติิสองทศิทาง 

 โดยแนวคิดที"จะใชเ้ทคนิคประเภทคดัเลือกคุณลกัษณะร่วมดว้ยนั2น ไดต้ั2งสมมติฐานวา่ควร
ใช้กบัขอ้มูลในปริภูมิย่อยที"เกิดจากการลดมิติแล้วเพื"อให้เป็นการวดัผลตวัแบบขั2นสุดทา้ยก่อน
นาํไปใชง้านจริง โดยเนน้วดัในปริภูมิยอ่ยซึ" งเกิดจากคู่ฐานหลกัเพื"อให้เป็นการวดัความสามารถของ
ฐานหลกัทั2งสองเมื"อทาํการลดมิติร่วมกนัดงัรูปที" 16 

 
รูปที"  16 กระบวนการใชเ้ทคนิคประเภทคดัเลือกคุณลกัษณะเขา้ร่วมในเทคนิคแบบสองมิติแบบ 

สองทิศทาง 

 เริ"มแรกจะใชเ้ทคนิคแบบสองมิติสองทิศทางกบัชุดขอ้มูลเพื"อให้ไดเ้มตริกซ์การฉาย U และ 
V มาก่อน จากนั2นจึงจบัคู่ฐานหลกัเพื"อทาํการลดมิติของขอ้มูลให้มี 1 มิติ แลว้จึงใชเ้ทคนิคประเภท
คดัเลือกคุณลกัษณะวดัอาํนาจจาํแนกโดยถือวา่คุณลกัษณะที"เกิดขึ2นเป็นผลงานร่วมของฐานหลกัคู่ที"
ทาํการลดมิติ จากนั2นจะกรองขอ้มูลที"มีอาํนาจจาํแนกตํ"าใหมี้คะแนนเป็น 0 โดยวดัจากค่ามชัฌิมของ
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คะแนนทั2งหมดตามจาํนวนครั2 งในการทาํให้เป็นบรรทดัฐาน (Normalize) ที"ต้องการ ทาํให้ได้
คะแนนที"แบ่งระหว่างคุณลกัษณะที"มีอาํนาจจาํแนกนอ้ยและมีอาํนาจจาํแนกมากออกจากกนัอย่าง
ชดัเจน จากนั2นจึงรวมคะแนนสําหรับแต่ละฐานหลกัที"ใช้ลดมิติตามแนวสดมภ์และแนวแถวตาม
แนวของมิติที"ทาํการลดมิติ เพื"อใชเ้ป็นคะแนนในการจดัเรียงลาํดบัเพื"อใช้ในการลดมิติต่อไป โดย
ขั2นตอนวธีิแสดงในตารางที" 1 

ตารางที"  1 ขั2นตอนวธีิการเลือกฐานหลกัในเทคนิคแบบสองมิติแบบสองทิศทาง 

ขอ้มูลนาํเขา้: เมตริกซ์ขอ้มูล A, จาํนวนครั2 งของการทาํใหเ้ป็นบรรทดัฐาน z 

ขอ้มูลส่งออก: เมตริกซ์การฉายที"จดัเรียงแลว้ U และ V 

1. ใชเ้ทคนิคแบบสองมิติแบบสองทิศทางกบัเมตริกซ์ขอ้มูล A ทาํใหไ้ดเ้มตริกซ์การฉาย U และ V  

2. นาํเวกเตอร์แต่ละสดมภข์องเมตริกซ์การฉาย U และ V ทาํการลดมิติเมตริกซ์ขอ้มูล A ให้เหลือ 
1×1 มิติตามสมการ (3.57) จนไดเ้มตริกซ์ขอ้มูลที"ถูกฉาย S ที" S

ij
 แทนขอ้มูลที"ถูกลดมิติจากสดมภ ์i 

และ j ของเมตริกซ์การฉาย U และ V ตามลาํดบั 

3. ใช้เทคนิคคดัเลือกคุณลกัษณะเพื"อทาํการจดัลาํดบัขอ้มูลในเมตริกซ์ขอ้มูลที"ถูกฉาย S จนได้
เมตริกซ์คะแนน F 

4. ทาํเมตริกซ์คะแนน F ใหเ้ป็นบรรทดัฐานแลว้ตดัรายการที"มีค่านอ้ยกวา่ 0 ใหมี้ค่าเป็น 0 

5. ทาํขั2นตอนที" 4 ซํ2 าตามจาํนวนครั2 งที"ตอ้งการ z 

6. รวบรวมคะแนนตามแนวแถวและแนวสดมภเ์ป็นเวกเตอร์คะแนน Uscore และ Vscore ตามลาํดบั 

7. จดัเรียงเมตริกซ์การฉาย U และ V ตามคะแนนที"มีนยัสําคญัจากมากไปนอ้ยตามเวกเตอร์คะแนน 

Uscore และ Vscore 

4.4 การปรับปรุงเทคนิคแบบสองมติิ 

ส่วนเทคนิคแบบสองมิติจะวดัดว้ยวิธีที"คลา้ยคลึงกนัซึ" งสําหรับเทคนิคประเภทสองมิตินั2น
จะมีฐานหลกัเพียง 1 ชุดคือเมตริกซ์การฉาย P เท่าจาํนวนคุณลกัษณะตามแนวแถว ดงันั2นจึงใช้
เทคนิคประเภทคดัเลือกคุณลกัษณะเพื"อคดักรองคุณลกัษณะที"มีอาํนาจจาํแนกน้อยๆในแต่ละกลุ่ม
ออกไปก่อน ซึ" งแนวคิดสามารถแสดงเป็นภาพไดด้งัรูปที" 17 
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รูปที"  17 กระบวนการใชเ้ทคนิคประเภทคดัเลือกคุณลกัษณะเขา้ร่วมในเทคนิคแบบสองมิติ 

 โดยเริ" มจากใช้เทคนิคแบบสองมิติกบัชุดขอ้มูลเพื"อให้ได้เมตริกซ์การฉาย P มาก่อน 
จากนั2 นจึงใช้แต่ละฐานหลักเพื"อทําการลดมิติของข้อมูล แล้วจึงใช้เทคนิคประเภทคัดเลือก
คุณลกัษณะวดัอาํนาจจาํแนกโดยจะกรองขอ้มูลที"มีอาํนาจจาํแนกตํ"าให้มีคะแนนเป็น 0 โดยวดัจาก
ค่ามชัฌิมของคะแนนทั2งหมด จากนั2นจึงรวมคะแนนสําหรับแต่ละฐานหลกัที"เกี"ยวขอ้งเพื"อใช้เป็น
คะแนนในการจดัเรียงลาํดบัเพื"อใชใ้นการลดมิติต่อไป โดยขั2นตอนวธีิแสดงในตารางที" 2 

ตารางที"  2 ขั2นตอนวธีิการเลือกฐานหลกัในเทคนิคแบบสองมิติ 

ขอ้มูลนาํเขา้: เมตริกซ์ขอ้มูล A, จาํนวนครั2 งของการทาํใหเ้ป็นบรรทดัฐาน z 

ขอ้มูลส่งออก: เมตริกซ์การฉายที"จดัเรียงแลว้ P 

1. ใชเ้ทคนิคแบบสองมิติกบัเมตริกซ์ขอ้มูล A ทาํใหไ้ดเ้มตริกซ์การฉาย P  

2. นาํเวกเตอร์แต่ละสดมภข์องเมตริกซ์การฉาย P ทาํการลดมิติเมตริกซ์ขอ้มูล A ให้เหลือ 1×q  มิติ
ตามสมการ (3.52) จนไดเ้มตริกซ์ขอ้มูลที"ถูกฉาย S ที" S

i
 แทนขอ้มูลที"ถูกลดมิติจากสดมภ์ i ของ

เมตริกซ์การฉาย P 

3. ใช้เทคนิคคดัเลือกคุณลกัษณะเพื"อทาํการจดัลาํดบัขอ้มูลในเมตริกซ์ขอ้มูลที"ถูกฉาย S จนได้
เมตริกซ์คะแนน F 

4. ทาํเมตริกซ์คะแนน F ใหเ้ป็นบรรทดัฐานแลว้ตดัรายการที"มีค่านอ้ยกวา่ 0 ใหมี้ค่าเป็น 0 

5. ทาํขั2นตอนที" 4 ซํ2 าตามจาํนวนครั2 งที"ตอ้งการ z 
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6. รวบรวมคะแนนตามแนวแถวเป็นเวกเตอร์คะแนน Pscore  

7. จดัเรียงเมตริกซ์การฉาย P ตามคะแนนที"มีนยัสาํคญัจากมากไปนอ้ยตามเวกเตอร์คะแนน Pscore 

4.5 การเลอืกฐานหลกัและประมาณมติิเป้าหมาย 

 ในการประมาณมิติเป้าหมายสําหรับการลดมิตินี2  ไดมี้แนวคิด 2 แนวคิดในการเลือกฐาน
หลกัและประมาณมิติเป้าหมาย 

 1.ใชเ้ทคนิคคดัเลือกคุณลกัษณะประเภทผสม (Hybrid) โดยจะเป็นการใชเ้ทคนิคประเภท
ตวัหุ้ม (Wrapper) ร่วมกบัคะแนนที"วดัไดใ้นกระบวนการคดัเลือกคุณลกัษณะประเภทตวักรอง ซึ" ง
จะใชค้ะแนนช่วยจดัเรียงฐานหลกัให้เป็นแนวทางในการเลือกชุดของฐานหลกัตามอาํนาจจาํแนก
จากมากไปน้อยร่วมกบัเทคนิคประเภทตวัหุ้มตามแบบของ John และ Kohavi [59] ที"ใช้การ
ตรวจสอบไขว ้10 พบั (10-fold Cross Validation) แบ่งเซตฝึกที"เกิดจากการแบ่งชุดฝึกแลว้ออกเป็น
ขอ้มูล 10 ส่วนยอ่ยที"เป็นเซตไม่มีส่วนร่วม (Disjoint Set) จากนั2นจึงใชข้อ้มูล 9 ส่วนยอ่ยของชุดฝึก
ในการฝึกแลว้ใชส่้วนยอ่ยที"เหลือเป็นเซตตรวจสอบ (Validation Set) แลว้ตรวจสอบวนไปจนครบ
ทุกส่วนยอ่ยแลว้นาํค่าความแม่น (Accuracy) มาเฉลี"ย โดยใชก้ารคน้หาแบบสมบูรณ์ (Complete 
Search) ในการหามิติเป้าหมายโดยอาจเริ"มจากฐานหลกัที"มีคะแนนมากที"สุดก่อนจึงค่อยๆเพิ"มฐาน
หลกัที"มีคะแนนรองลงมาจนครบจาํนวนมิติแลว้วดัความแม่นจึงค่อยเปลี"ยนไปยงัส่วนย่อยถดัไป 
นอกจากนี2 ยงัใช้การตดัเล็ม (Prunning) ในการลดปริมาณคาํนวณเมื"อชุดฐานหลกัใดๆไม่มีความ
เป็นไปไดที้"จะให้ความแม่นมากกวา่ชุดฐานหลกัที"ดีที"สุดในขณะนั2น กล่าวคือถึงแมว้่าในส่วนยอ่ย
อื"นจะได้ความแม่นสูงสุดก็ไม่มากกว่าความแม่นสะสมของชุดฐานหลกัที"ดีที"สุดในช่วงเวลาการ
คาํนวณนั2นๆ โดยขั2นตอนวธีิแสดงในตารางที" 3 

วิธีการค้นหาแบบสมบูรณ์นี2 มีความเหมาะสมเนื"องจากปริภูมิค่าความแม่นของมิติที"
ใกลเ้คียงกนัมีความแกวง่กวดัมาก (Oscillate) ปริภูมิค่าความแม่นมีลกัษณะเหวลึกในบริเวณจาํนวน
มิตินอ้ยๆและมีพื2นผิวที"ขรุขระแสดงถึงค่าเหมาะสมที"สุดเฉพาะที" (Local Optimum) จาํนวนมากดงั
รูปที" 18 จึงเป็นการยากที"จะใชอ้ลักอริทึมเชิงละโมบ (Greedy Algorithm) เช่นการเลือกไปขา้งหนา้ 
(Forward Selection) หรือการกาํจดัยอ้นหลงั (Backward Elimination) ที"จะหยุดเพิ"มหรือลดฐาน
หลกัเมื"อความแม่นในเซตตรวจสอบไม่เพิ"มขึ2น ทาํให้มกัจะติดในค่าเหมาะสมที"สุดเฉพาะที" ซึ" งมกั
เป็นค่าที"ไม่น่าพอใจนกั ดงันั2นหากมีเวลาในการคาํนวณมากการใชเ้ทคนิคประเภทตรวจสอบไขวใ้น
การประมาณมิติเป้าหมายน่าจะเป็นวธีิการที"เหมาะสม 
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ตารางที"  3 ขั2นตอนวธีิในการประมาณมิติเป้าหมายดว้ยเทคนิคคดัเลือกคุณลกัษณะประเภทผสม 

ขอ้มูลนาํเขา้: เมตริกซ์ขอ้มูล A  

ขอ้มูลส่งออก: เมตริกซ์การฉายที"จดัเรียงและประมาณมิติเป้าหมายแลว้ U และ V 

1. แบ่งเมตริกซ์ขอ้มูล A เป็น 10 พบั  

2 ใชข้ั2นตอนวธีิการเลือกฐานหลกัในเทคนิคแบบสองมิติแบบสองทิศทางตามตารางที" 1 กบัเมตริกซ์
ขอ้มูล A โดยจะไดเ้มตริกซ์การฉายที"จดัเรียงแลว้ U และ V ออกมา 

3. สร้างเมตริกซ์ขอ้มูล AA จากพบั 9 พบั และเก็บพบัสุดทา้ยเป็นเซตตรวจสอบ 

4. ลดมิติเมตริกซ์ขอ้มูล AA ดว้ยสมการ (3.57) โดยเริ"มจาก1×1 มิติจนถึงp×q มิติเท่ากบัความ
ละเอียดของขอ้มูลรูปภาพโดยเลือกตามสดมภแ์รกๆของเมตริกซ์การฉาย U และ V  แลว้ใชฝึ้กตวั
จาํแนก Cls ที"ตอ้งการเพื"อทดสอบดว้ยเซตตรวจสอบที"เตรียมไวไ้ดค่้าความแม่นเก็บในเมตริกซ์ค่า
ความแม่นสะสม S ขนาด p×q 

5. ทาํซํ2 าขั2นตอนที" 4 จนครบ 10 พบั ระหวา่งทาํซํ2 าให้ขา้มมิติที"ค่าความแม่นสะสมในเมตริกซ์ S ไม่
สามารถมากเกินไปกวา่ค่าที"มากที"สุดในขณะนั2นแมว้า่จะไดค่้าความแม่นสูงสุดในพบัที"เหลือ 

6. ดชันีของเมตริกซ์ S ที"มีค่าความแม่นสะสมสูงสุดคือมิติเป้าหมายที"ประมาณไดใ้ช้เลือกสดมภ์
แรกๆของเมตริกซ์การฉาย U และ V เท่ากบัค่าของเลขดชันี 

 

รูปที"  18 ปริภูมิค่าความแม่นมีความกวดัแกวง่มาก 
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 2. ใช้อลักอริทึมเชิงละโมบ (Greedy Algorithm) ในการตดัออก (Cutoff) โดยเลือกฐาน
หลกัตามคะแนนส่วนมาก ซึ" งใช้แนวคิดของการเลือกไปขา้งหน้า (Forward Selection) และการ
ทดสอบลานหินพงั (Scree Test) ที"จะคดัแต่ฐานหลกัที"มีค่าคะแนนมากๆเท่านั2นไปใชเ้ขา้ร่วม ตาม
ทั"วไปแลว้การทดสอบลานหินพงัจะใชใ้นการวิเคราะห์สเปกตรัมของค่าลกัษณะเฉพาะของเทคนิค
แบบหนึ" งมิติที"จะเลือกมิติเป้าหมายที"จุดแรกที"ค่าคะแนนลดลงโดยมีความชันมากๆ ซึ" งสามารถ
วิเคราะห์ไดด้ว้ยสายตาหรือใชว้ิธีทาํให้เป็นบรรทดัฐาน (Normalize) แลว้เลือกจุดที"ค่าคะแนนเป็น
บวกหรือสะสมผลรวมของคะแนนแล้วใช้วิธีตดัออกเมื"อได้ผลรวมคะแนนสะสมมากกว่าค่าที"
กาํหนด โดยทั"วไปมกักาํหนดให้เป็น 99% โดยสามารถเพิ"มให้เป็น 99.9995% หรือค่าอื"นๆใน
ทาํนองนี2 ได ้เนื"องจากโดยปกติค่าคะแนนที"มีนัยสําคญัส่วนมากจะมีค่ามากกว่าค่าคะแนนที"ไม่มี
นยัสาํคญัมากในระดบัพนัหรือหมื"นเท่าดงัรูปที" 19 

 

รูปที"  19 ตวัอยา่งค่าลกัษณะเฉพาะของเมตริกซ์การฉายแนวแถว (ซา้ย) และแนวสดมภ ์(ขวา) จาก 

เทคนิคจากเทคนิคการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนตเ์ชิงเส้นแบบสองมิติสองทิศทาง 

 แต่เทคนิคสองมิติสองทิศทางมีค่าลกัษณะเฉพาะที"ทาํให้วิเคราะห์ไดว้า่ควรลดมิติลงมามาก
เกินไป ทาํใหติ้ดในหุบของปริภูมิค่าความแม่นในรูปที" 18 ซึ" งยงัคงไดค้่าความแม่นที"ต ํ"ามากยงัไม่ได้
ขึ2นมาพบกบับริเวณที"ราบที"มีความกวดัแกวง่มากแต่ค่าความแม่นยงัสูงกวา่ เมื"อใชเ้ทคนิคแบบสอง
มิติสองทิศทางที"นาํเสนอพบวา่ค่าคะแนนที"ใชแ้ทนค่าลกัษณะเฉพาะจะเปลี"ยนไปโดยทาํให้เห็นลาน
หินพงัเป็นชั2นๆหลายๆชั2นเพิ"มขึ2นมาจากค่าลกัษณะเฉพาะดงัรูปที" 20 ทาํให้ไดข้อ้มูลแนวทางที"ทาํ
ใหเ้ขา้ใจขอ้มูลมากกวา่ค่าลกัษณะเฉพาะ วา่มีอีกหลายชั2นที"เมื"อลดมิติแลว้จะเป็นไปตามค่าคะแนน
จากฟังกช์นัจุดประสงคม์ากขึ2นเป็นระดบัๆไป 
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รูปที"  20 ตวัอยา่งค่าคะแนนของเมตริกซ์การฉายแนวแถว (ซา้ย) และแนวสดมภ ์(ขวา) จากเทคนิค 

การวเิคราะห์ดิสคริมิแนนตเ์ชิงเส้นแบบสองมิติสองทิศทางที"นาํเสนอ 

 การเป็นระดบัๆไปนี2 เราสามารถทาํการตดัออกที"แต่ละระดบัไดด้ว้ยการทาํให้เป็นบรรทดั
ฐาน โดยในการทาํใหเ้ป็นบรรทดัฐานแต่ละครั2 งเราจะสามารถแบ่งแยกคุณลกัษณะที"แต่ละฐานหลกั
มีผลมากและคุณลกัษณะที"ฐานหลกัมีผลนอ้ยตามฟังกช์นัจุดประสงคไ์ดต้ามคะแนนที"ยงัคงเหลืออยู่
และคะแนนที"ต ํ"ากวา่ค่ามชัฌิมที"ถูกตดัออก ทาํให้เป็นประโยชน์ต่อการเลือกฐานหลกัที"มีผลมากให้
ไดม้ากๆโดยใหติ้ดฐานหลกัที"มีผลนอ้ยนอ้ยที"สุดดงัรูปที" 21 

ซึ" งจะเห็นวา่ทางสดมภซ์า้ยจะแสดงค่าคะแนนสาํหรับแต่ละคุณลกัษณะพบวา่การทาํให้เป็น
บรรทดัฐานจะตดัตรงส่วนที"มีความชนัมากๆและการทาํใหเ้ป็นบรรทดัฐานซํ2 าจะตดัคุณลกัษณะออก
นอ้ยลงแสดงถึงการใกลมิ้ติเป้าหมาย ส่วนทางสดมภข์วาจะเห็นวา่มีคุณลกัษณะที"มีคะแนนค่อนไป
ทางนอ้ยจาํนวนมากโดยสังเกตไดจ้ากสีค่อนไปทางฟ้า เป้าหมายคือการเลือกคุณลกัษณะที"มีสีค่อน
ไปทางแดงให้มากที"สุดและหยุดเมื"อเลือกคุณลกัษณะสีค่อนไปทางแดงไดจ้นเกือบครบแลว้ ทาํให้
เมื"อทาํใหเ้ป็นบรรทดัฐานจะช่วยในการหยดุเลือกไดง่้ายขึ2นเพราะจะตดัคุณลกัษณะสีค่อนไปทางฟ้า
ใหเ้ป็นสีนํ2าเงินที"มีค่า 0 ทั2งหมด ทาํใหส้ามารถใชก้ารตดัออกดว้ยคะแนนสะสมไดง่้าย 
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รูปที"  21 คะแนนของฟิชเชอร์ที"เปลี"ยนไปในกระบวนการทาํให้เป็นบรรทดัฐานไดแ้ก่ คะแนน
ดั2งเดิม (แถวแรก) หลงัทาํใหเ้ป็นบรรทดัฐาน 1 ครั2 ง (แถวที"สอง) หลงัทาํให้เป็นบรรทดัฐาน 
2 ครั2 ง (แถวที"สาม) ของคะแนนจากเทคนิคการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนตเ์ชิงเส้นแบบสองมิติ
สองทิศทางที"นาํเสนอ 

กระบวนการในการเลือกฐานหลกัสําหรับแนวคิดนี2 เริ"มจากดาํเนินกระบวนการของเทคนิค
แบบสองมิติสองทิศทางที"นาํเสนอจนเสร็จสิ2น จากนั2นจะไดฐ้านหลกัเป็นเมตริกซ์การฉาย 2 ชุดและ
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ค่าคะแนนที"ไดจ้ากเทคนิคคดัเลือกคุณลกัษณะประเภทตวักรองที"มีขนาดเท่าจาํนวนคุณลกัษณะ จะ
เริ"มจากการจดัเรียงค่าคะแนนตามอาํนาจจาํแนกจากมากไปน้อยก่อนกาํหนดให้ค่าคะแนนตาม
อาํนาจจาํแนกที"มากหมายถึงค่าคะแนนที"ดี จากนั2นจึงเลือกคะแนนที"ดีที"สุดออกมาสะสมไวพ้ร้อม
กับเลือกคู่ฐานหลักที"สร้างคุณลักษณะที"มีคะแนนที"ดีนั2 น ต่อมาในการเลือกคะแนนที"ดีที" สุด
รองลงมาจะตอ้งเลือกฐานหลกัต่อไปที"มีคะแนนดีที"สุดเมื"อใชร่้วมกบัฐานหลกัที"ไดเ้ลือกมาก่อนแลว้ 
ดงันั2นในการเลือกฐานหลกัครั2 งต่อๆไปจะเป็นการเลือกฐานหลกัที"ดีที"สุดที"เพิ"มคะแนนให้กบัชุด
ฐานหลกัที"เลือกมากที"สุดเสมอ จากนั2นจะหยุดกระบวนการเมื"อคะแนนสะสมเกินค่าคงที"ในการตดั
ออกแลว้จึงไดชุ้ดฐานหลกัเป็นผลลพัธ์และจาํนวนฐานหลกัเป็นมิติเป้าหมายที"จะลดมิติลงมานั"นเอง 
โดยขั2นตอนวธีิแสดงในตารางที" 4 

ตารางที"  4 ขั2นตอนวธีิในการประมาณมิติเป้าหมายดว้ยอลักอริทึมเชิงละโมบและการตดัออก 

ขอ้มูลนาํเขา้: เมตริกซ์ขอ้มูล A, ผลรวมสะสมของคะแนน c 

ขอ้มูลส่งออก: เมตริกซ์การฉายที"จดัเรียงและประมาณมิติเป้าหมายแลว้ Ur และ Vr 

1. ใช้ขั2นตอนวิธีการเลือกฐานหลักในเทคนิคแบบสองมิติแบบสองทิศทางตามตารางที"  1 กับ
เมตริกซ์ขอ้มูล A โดยจะดึงขอ้มูลส่งออกเป็นเมตริกซ์การฉายที"ยงัไม่ไดจ้ดัเรียง U และ V  และ
เมตริกซ์คะแนน F  

2. กาํหนดเมตริกซ์ Ur และ Vr เป็นเซตวา่งเพื"อใชแ้ทนเซตของเวกเตอร์ฐานหลกัของเมตริกซ์การ
ฉาย U และ V 

3. เลือกขอ้มูลจากเมตริกซ์ F ที"มีค่ามากที"สุดแลว้ดึงเวกเตอร์จากสดมภข์องเมตริกซ์ U และ V  ตาม
ค่าของเลขดชันีเขา้เพิ"มในเซต Ur และ Vr 

4. เลือกเวกเตอร์จากสดมภข์องเมตริกซ์ U ที"ค่าในเมตริกซ์ F เมื"อคน้หาตามดชันีเลขสดมภร่์วมกบั
ดชันีจากเซต Vr มีค่าสูงสุด 

5. เลือกเวกเตอร์จากสดมภข์องเมตริกซ์ V ที"ค่าในเมตริกซ์ F เมื"อคน้หาตามดชันีเลขสดมภร่์วมกบั
ดชันีจากเซต Ur มีค่าสูงสุด 

6. เลือกเวกเตอร์จากขั2นตอนที" 4 หรือ 5 ที"ค่าคะแนนสูงกว่าเพิ"มในเซต Ur หรือ Vr โดยเพิ"มใน
สดมภถ์ดัไป 

7. ทาํซํ2 าขั2นตอนที" 4-6 จนกวา่ผลรวมของคะแนนในเซต Ur และ Vr คิดเป็นร้อยละเทียบกบัผลรวม
คะแนนทั2งหมดในเมตริกซ์ F เกินผลรวมสะสมของคะแนน c 
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บทที� 5 

 ผลการทดลอง 

การวิจยัได้ดาํเนินงานบนโปรแกรม MATLAB และใช้ชุดข้อมูลใบหน้าที"ใช้กันเป็น
มาตรฐานไดแ้ก่ ฐานขอ้มูลใบหน้าของมหาวิทยาลยัเยล (Yale Face Database) และฐานขอ้มูล
ใบหนา้เพิ"มเติมบีของมหาวิทยาลยัเยล (Extended Yale Face Database B) นอกจากนี2 ยงัทดสอบ
เพิ"มเติมกบัฐานขอ้มูลลายมือตวัเลขของเอ็มเอ็นไอเอสที (MNIST Handwritten Digit Database) ใน
การทดสอบประสิทธิภาพของเทคนิคและสมมติฐานต่างๆจะใชว้ิธีการตรวจสอบไขว ้10 พบั (10-
Fold Cross Validation) ในการทดสอบเปรียบเทียบความแม่นในการจาํแนกเป็นสาํคญั 

5.1 ชุดข้อมูล 

 ฐานขอ้มูลใบหนา้ที"จะใชท้ดสอบแนวคิดประกอบดว้ยฐานขอ้มูลใบหนา้ของมหาวิทยาลยั
เยล (Yale Face Database) และฐานขอ้มูลใบหนา้เพิ"มเติมบีของมหาวิทยาลยัเยล (Extended Yale 
Face Database B) โดยฐานขอ้มูลใบหน้าของมหาวิทยาลยัเยล (Yale Face Database)1 จะ
ประกอบดว้ยขอ้มูลใบหนา้ 165 ใบหนา้ของบุคคล 15 คน ซึ" งจะมีความทา้ทายคือใบหนา้จะมีการใส่
แว่นและไม่ใส่แว่นเพื"อให้เกิดการบดบงัขอ้มูลใบหน้าจาํนวน 2 รูป แสงเงาเพื"อให้เกิดเงาบดบงั
ใบหนา้โดยแสงจะฉายทางดา้นซ้าย ขวา และตรงกลางใบหน้ารวม 3 รูป และที"เหลือ 6 รูปจะเป็น
ความแตกต่างของสีหนา้ตามอารมณ์เช่น ดีใจ ง่วง ตกใจ ขยิบตา เป็นตน้ ขอ้มูลที"ใชใ้นการทดลอง

จะทาํการแปลงความละเอียดของรูปภาพใหมี้ขนาด 32×32 พิกเซลก่อน 

 

รูปที"  22 ตวัอยา่งใบหนา้จากฐานขอ้มูลใบหนา้ของมหาวิทยาลยัเยล 

ส่วนฐานขอ้มูลใบหน้าเพิ"มเติมบีของมหาวิทยาลยัเยล (Extended Yale Face Database 
B)2[60, 61] จะประกอบดว้ยใบหนา้ 16,128 รูปของบุคคล 28 คน ภายใตเ้งื"อนไขท่าทาง 9 ท่าทาง

                                                 

1
 http://cvc.yale.edu/projects/yalefaces/yalefaces.html 

2
 http://vision.ucsd.edu/~leekc/ExtYaleDatabase/ExtYaleB.html 
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และแสงเงา 64 แบบ รูปในฐานขอ้มูลนี2 จะเน้นความทา้ทายดา้นแสงเงาโดยจะมีภาพที"แสงหรือเงา
มากจนทาํให้ใบหน้าหายไปบางส่วน ขอ้มูลที"ใช้ในการทดลองจะเลือกเซตย่อยที"ใบหน้ามีท่าทาง
ค่อนขา้งตรงจาํนวน 2,414 รูปซึ" งมีจาํนวนบุคคลเพิ"มขึ2นเป็น 38 คนแหละทาํการแปลงความละเอียด

ของรูปภาพใหมี้ขนาด 32×32 พิกเซลก่อน 

 

รูปที"  23 ตวัอยา่งใบหนา้จากฐานขอ้มูลใบหนา้เพิ"มเติมบีของมหาวทิยาลยัเยล 

นอกจากนี2 ยงัทดสอบเพิ"มเติมกบัฐานขอ้มูลลายมือประกอบดว้ยฐานขอ้มูลลายมือไบนา-
รีอลัฟา (Binary Alphadigits) และฐานข้อมูลลายมือตวัเลขของเอ็มเอ็นไอเอสที (MNIST 
Handwritten Digit Database) โดยฐานขอ้มูลลายมือไบนารีอลัฟา (Binary Alphadigits)3 จะ
ประกอบดว้ยขอ้มูลลายมือเขียนตวัเลขอารบิก 0-9 และตวัอกัษรภาษาองักฤษ A-Z ทาํให้มีทั2งหมด 
36 ประเภทและแต่ละประเภทจะมีขอ้มูลตวัอยา่งอยู ่39 ตวัอย่างรวมแลว้มีขอ้มูลทั2งหมด 1,404 รูป 

โดยรูปภาพจะมีความละเอียด 20×16 พิกเซล 

 

รูปที"  24 ตวัอยา่งลายมือจากฐานขอ้มูลไบนารีอลัฟา 

ฐานขอ้มูลลายมือตวัเลขของเอ็มเอ็นไอเอสที (MNIST Handwritten Digit Database)4 
ประกอบดว้ยขอ้มูลชุดฝึกเป็นรูปลายมือตวัเลข 60,000 รูปและมีขอ้มูลชุดทดสอบเป็นรูปลายมือ
ตวัเลขอีก 10,000 รูปเป็นตวัเลขลายมือเลขอารบิก 0-9 ที"มีความแตกต่างในวิธีการเขียนมาก โดย

รูปภาพจะมีความละเอียด 28×28 พิกเซล ทั2งนี2 ในการทดลองจะทาํการสุ่มเลือกเซตยอ่ยของขอ้มูล
จากการนาํชุดฝึกและชุดทดสอบมาคละโดยเลือกให้ขอ้มูลในแต่ละประเภทมีขนาดใกลเ้คียงกนัจน
ไดชุ้ดขอ้มูลใหม่ที"มีขอ้มูลอยู ่5,348 รูป 

                                                 

3
 http://www.cs.toronto.edu/~roweis/data.html 

4
 http://yann.lecun.com/exdb/mnist/ 
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รูปที"  25 ตวัอยา่งลายมือตวัเลขจากฐานขอ้มูลลายมือตวัเลขของเอม็เอน็เอสไอที 

5.2 การทดลองและผลการทดลอง 

จะทดสอบแนวคิดกบัเทคนิคการลดมิติ 4 เทคนิคไดแ้ก่ การวิเคราะห์ดิสคริมิแนนตเ์ชิงเส้น
หรือแอลดีเอ การฉายรักษาสมบติัเฉพาะที"หรือแอลพีพี ตวัฝังตวัเพื"อนบา้นแบบดิสคริมิแนนตห์รือดี
เอ็นอี และการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนต์ไวเฉพาะที"หรือแอลเอสดีเอ โดยจะทดสอบกบัเทคนิคแบบ
สองมิติสองทิศทาง และใชเ้ทคนิคคดัเลือกคุณลกัษณะประเภทตวักรองไดแ้ก่ คะแนนของฟิชเชอร์
เพื"อใช้กบัการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนต์เชิงเส้น คะแนนลาปลาเชียนเพื"อใช้กบัการฉายรักษาสมบติั
เฉพาะที" สําหรับตวัฝังตวัเพื"อนบา้นแบบดิสคริมิแนนต์และการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนตไ์วเฉพาะที"
นั2นจะทาํการประดิษฐ์เทคนิคคดัเลือกคุณลกัษณะขึ2นมาในทาํนองเดียวกนักบัคะแนนลาปลาเชียน 
ทาํใหไ้ดเ้ทคนิคคะแนนดีเอน็อีและคะแนนแอลเอสดีเอตามลาํดบั 

 การทดลองจะแบ่งเป็นการทดสอบค่าความแม่นที"เพิ"มขึ2นโดยยงัไม่กาํหนดมิติเป้าหมาย
และการทดสอบค่าความแม่นสําหรับการใชง้านจริงเมื"อกาํหนดมิติเป้าหมาย ทั2งสองการทดสอบจะ
ใชก้ารตรวจสอบไขว ้10 พบัในการเปรียบเทียบความแม่น โดยจะเนน้ย ํ2านยัสําคญัของค่าความแม่น
ที"เพิ"มขึ2นดว้ยการทดสอบทีชนิดคู่แบบดา้นเดียว (One-Tailed Paired t-Test) นอกจากนี2 จะใชก้าร
กระจายไบแอส-แวเรียนซ์ในการศึกษาขอ้เทจ็จริงที"เกิดขึ2นของแนวคิดในฐานขอ้มูลใบหนา้อีกดว้ย 

การทดสอบค่าความแม่นที"เพิ"มขึ2นโดยยงัไม่กาํหนดมิติเป้าหมายจะทาํการฝึกดว้ยเทคนิค
การลดมิติแบบดั2 งเดิมและเทคนิคการลดมิติแบบประยุกต์แนวคิดที"นําเสนอเพื"อหาตวัแบบคือ
เมตริกซ์การฉายออกมาจากนั2นจึงวดัค่าความแม่นในการจาํแนกดว้ยอลักอริทึมเพื"อนบา้นใกลสุ้ด 1 
ตวัเนื"องจากเป็นตวัจาํแนกที"อา้งอิงตามระยะทางที"สอดคลอ้งกบัแนวคิดการลดมิติที"จะหาการส่ง 
(Mapping) จากมิติที"สูงกวา่มายงัมิติที"ต ํ"ากวา่โดยรักษาระยะทางไวม้ากที"สุด ทาํให้ไดผ้ลลพัธ์ออกมา
เป็นปริภูมิค่าความแม่นตามจาํนวนมิติที"เกิดจากฐานหลกัแลว้หาค่าที"ดีที"สุดของแต่ละพบัมาเฉลี"ย 
เพื"อแสดงถึงความเป็นไปไดที้"ความแม่นจะเพิ"มขึ2นเมื"อประยุกต์ใชแ้นวคิดที"นาํเสนอ การทดลอง
ไดผ้ลลพัธ์ดงัตารางที" 5 
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ตารางที"  5 ผลลพัธ์ค่าความแม่นแบบไม่กาํหนดมิติเป้าหมายของเทคนิคแบบสองมิติสองทิศทาง 

เทคนิค ฐานขอ้มูล
ใบหนา้ของ

มหาวทิยาลยัเยล 

ฐานขอ้มูล
ใบหนา้เพิ"มเติม

บีของ
มหาวทิยาลยัเยล 

ฐานขอ้มูล
ลายมือไบ
นารีอลัฟา 

ฐานขอ้มูล
ลายมือตวัเลข
ของเอม็เอ็น

เอสไอที 

(2D)2LDA 84.33% 90.07% 70.44% 92.74% 

(2D)2LDA+FS* 86.33% 95.49%+ 71.67% 95.01%+++ 

(2D)2LPP 82.33% 88.57% 75.53% 91.75% 

(2D)2LPP+LS* 82.67% 93.93%+ 75.93% 94.87%+++ 

(2D)2DNE 83.33% 88.95% 75.46% 94.79% 

(2D)2DNE+DNES* 85.33% 95.22%++ 75.46% 94.87% 

(2D)2LSDA 81.67% 89.04% 67.71% 94.95% 

(2D)2LSDA+LSDAS* 85.67% 95.22%++ 75.79%+++ 95.03% 

* หมายถึงเทคนิคที"นาํเสนอ 
+ หมายถึงเทคนิคที"นาํเสนอมีประสิทธิภาพสูงกวา่เทคนิคดั2งเดิมที"ช่วงความเชื"อมั"น 95% 
++ หมายถึงเทคนิคที"นาํเสนอมีประสิทธิภาพสูงกวา่เทคนิคดั2งเดิมที"ช่วงความเชื"อมั"น 99% 
+++ หมายถึงเทคนิคที"นาํเสนอมีประสิทธิภาพสูงกวา่เทคนิคดั2งเดิมที"ช่วงความเชื"อมั"น 99.99% 

จากผลการทดลองในตารางที"  5 จะเห็นว่าการเลือกฐานหลักใหม่ด้วยเทคนิคคดัเลือก
คุณลักษณะได้ช่วยเพิ"มค่าความแม่นในฐานข้อมูลใบหน้าของมหาวิทยาลัยเยล 2.00% ในการ
วเิคราะห์ดิสคริมิแนนตเ์ชิงเส้นแบบสองมิติสองทิศทาง ((2D)2LDA) 0.33% ในการฉายรักษาสมบติั
เฉพาะที"แบบสองมิติสองทิศทาง ((2D)2LPP) 2.00% ในตวัฝังตวัเพื"อนบา้นแบบดิสคริมิแนนตแ์บบ
สองมิติสองทิศทาง ((2D)2DNE) และ 4.00% ในการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนตไ์วเฉพาะที"แบบสองมิติ
สองทิศทาง ((2D)2LSDA) โดยเทคนิคลดมิติที"ให้ค่าความแม่นสูงสุดคือเทคนิคการวิเคราะห์ดิสคริ
มิแนนต์เชิงเส้นแบบสองมิติสองทิศทางที" 86.33% จะเห็นว่าในฐานขอ้มูลนี2 ความแม่นเพิ"มขึ2นไม่
มากเพราะจาํนวนขอ้มูลมีนอ้ยการลดค่าความผิดพลาดจากพจน์ไบแอสไม่ส่งผลในการเพิ"มความ
แม่นมากนกั 
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ส่วนในฐานขอ้มูลใบหนา้เพิ"มเติมบีของมหาวทิยาลยัเยลค่าความแม่นไดเ้พิ"มสูงขึ2นมากโดย
เพิ"มถึง 5.42% ในการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนตเ์ชิงเส้นแบบสองมิติสองทิศทาง ((2D)2LDA) 5.37% 
ในการฉายรักษาสมบติัเฉพาะที"แบบสองมิติสองทิศทาง ((2D)2LPP) 6.27% ในตวัฝังตวัเพื"อนบา้น
แบบดิสคริมิแนนตแ์บบสองมิติสองทิศทาง ((2D)2DNE) และ 6.18% ในการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนต์
ไวเฉพาะที"แบบสองมิติสองทิศทาง ((2D)2LSDA) โดยเทคนิคลดมิติที"ให้ค่าความแม่นสูงสุดคือ
เทคนิคการวเิคราะห์ดิสคริมิแนนตเ์ชิงเส้นแบบสองมิติสองทิศทางที" 95.49% ในฐานขอ้มูลนี2 จาํนวน
ขอ้มูลมีสูงขึ2นการลดค่าความผิดพลาดจากพจน์ไบแอสให้ผลในการเพิ"มค่าความแม่นอย่างเห็นได้
ชดั 

ในฐานขอ้มูลลายมือไบนารีอลัฟาไดค้่าความแม่นสูงขึ2นในการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนตเ์ชิง
เส้นแบบสองมิติสองทิศทาง ((2D)2LDA) เพิ"มขึ2น 1.23%  และในการฉายรักษาสมบติัเฉพาะที"แบบ
สองมิติสองทิศทาง ((2D)2LPP) เพิ"มขึ2น 0.40%  แต่ในตวัฝังตวัเพื"อนบา้นแบบดิสคริมิแนนต์แบบ
สองมิติสองทิศทาง ((2D)2DNE) ค่าความแม่นยงัคงเท่าเดิมเนื"องจากไม่พบปัญหาการจัดเรียง
เวกเตอร์ผดิลาํดบัอาํนาจจาํแนกเพราะตวัเทคนิคไดอ้อกแบบไปในทางรักษาสมบติัเฉพาะที"มากกวา่
สมบติัโดยรวม และในการวเิคราะห์ดิสคริมิแนนตไ์วเฉพาะที"แบบสองมิติสองทิศทาง ((2D)2LSDA) 
ค่าความแม่นเพิ"มขึ2นมากถึง 8.08% โดยเทคนิคลดมิติที"ให้ค่าความแม่นสูงสุดคือเทคนิคการฉาย
รักษาสมบติัเฉพาะที"แบบสองมิติสองทิศทางที" 75.93% ในฐานขอ้มูลลายมือนี2 จะพบวา่ความทา้ทาย
ไดเ้ปลี"ยนไปโดยเปลี"ยนจากอารมณ์ ท่าทาง และแสงเงาของใบหน้าเป็นความแตกต่างในการเขียน
ซึ" งประกอบดว้ยการเอนเอียง เส้นหนาบาง และส่วนที"เพิ"มขึ2นและหายไปของตวัอกัษรและตวัเลข
ตามบุคคล ทาํให้ข้อมูลมีการกระจายตัวสูงกว่าข้อมูลใบหน้าจะสังเกตได้ว่าสมบัติเฉพาะที"มี
ความสําคญัมากกวา่สมบติัโดยรวมจากเทคนิคที"ดีที"สุดที"เปลี"ยนจากการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนตเ์ชิง
เส้นเป็นการฉายรักษาสมบติัเฉพาะที"นั"นเอง 

ส่วนในฐานขอ้มูลลายมือตวัเลขของเอ็มเอ็นเอสไอทีค่าความแม่นไดเ้พิ"มสูงขึ2นมากในการ
วิเคราะห์ดิสคริมิแนนต์เชิงเส้นแบบสองมิติสองทิศทาง ((2D)2LDA) และในการฉายรักษาสมบติั
เฉพาะที"แบบสองมิติสองทิศทาง ((2D)2LPP) โดยเพิ"มขึ2นถึง 2.37% และ 3.12% ตามลาํดบั แต่ในตวั
ฝังตวัเพื"อนบา้นแบบดิสคริมิแนนตแ์บบสองมิติสองทิศทาง ((2D)2DNE) และในการวิเคราะห์ดิสคริ
มิแนนต์ไวเฉพาะที"แบบสองมิติสองทิศทาง ((2D)2LSDA) ค่าความแม่นเพิ"มสูงขึ2 นไม่มากโดย
เพิ"มขึ2นเพียง 0.08% เท่านั2น โดยเทคนิคลดมิติที"ให้ค่าความแม่นสูงสุดคือเทคนิคการวิเคราะห์ดิสคริ
มิแนนต์ไวเฉพาะที"แบบสองมิติสองทิศทางที" 95.03% เนื"องจากเมื"อขอ้มูลเพิ"มขึ2นการรักษาระยะ
ขอบเฉพาะที"จะทาํไดแ้ม่นยาํยิ"งขึ2นและเป็นการโนม้เอียงไปทางสมบติัโดยรวมตามจาํนวนขอ้มูลที"มี
อยูม่าก 
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ในฐานขอ้มูลนี2 จาํนวนขอ้มูลมีสูงมากขึ2นการลดค่าความผิดพลาดจากพจน์ไบแอสและค่า
ในพจน์แวเรียนซ์ที"เพิ"มขึ2นไม่ไดช่้วยเพิ"มค่าความแม่นให้กบัเทคนิคที"ซับซ้อนอย่างตวัฝังตวัเพื"อน
บา้นแบบดิสคริมิแนนต์แบบสองมิติสองทิศทาง ((2D)2DNE) และการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนต์ไว
เฉพาะที"แบบสองมิติสองทิศทาง ((2D)2LSDA) มากนกั สันนิษฐานว่ามีจาํนวนขอ้มูลมากเพียงพอ
และความทา้ทายในฐานขอ้มูลไดถู้กเอาชนะดว้ยตวัเทคนิคเองอยูแ่ลว้ ในขณะที"เทคนิคพื2นฐานอยา่ง
การวิเคราะห์ดิสคริมิแนนตเ์ชิงเส้นแบบสองมิติสองทิศทาง ((2D)2LDA) และการฉายรักษาสมบติั
เฉพาะที"แบบสองมิติสองทิศทาง ((2D)2LPP) การใชเ้ทคนิคคดัเลือกคุณลกัษณะร่วมดว้ยยงัช่วยใน
การเอาชนะความทา้ทายในฐานขอ้มูลอยู ่

ตารางที"  6 ผลลพัธ์ค่าความแม่นแบบไม่กาํหนดมิติเป้าหมายของเทคนิคแบบสองมิติ 

เทคนิค ฐานขอ้มูล
ใบหนา้ของ

มหาวทิยาลยัเยล 

ฐานขอ้มูล
ใบหนา้เพิ"มเติมบี
ของมหาวทิยาลยั

เยล 

ฐานขอ้มูล
ลายมือไบ
นารีอลัฟา 

ฐานขอ้มูล
ลายมือตวัเลข
ของเอม็เอ็น

เอสไอที 

2DLDA 82.33% 90.40% 69.07% 92.32% 

2DLDA+FS* 83.00% 91.95% 69.17% 94.60%++ 

2DLPP 78.33% 91.34% 72.62% 94.05% 

2DLPP+LS* 78.67% 93.24% 72.69% 94.64% 

2DDNE 79.33% 91.52% 72.18% 94.14% 

2DDNE+DNES* 80.67% 93.75% 72.43% 94.38% 

2DLSDA 78.33% 91.93% 69.84% 94.66% 

2DLSDA+LSDAS* 82.00% 94.48% 72.96%+ 94.66% 

* หมายถึงเทคนิคที"นาํเสนอ 
+ หมายถึงเทคนิคที"นาํเสนอมีประสิทธิภาพสูงกวา่เทคนิคดั2งเดิมที"ช่วงความเชื"อมั"น 95% 
++ หมายถึงเทคนิคที"นาํเสนอมีประสิทธิภาพสูงกวา่เทคนิคดั2งเดิมที"ช่วงความเชื"อมั"น 99% 

เมื"อทดสอบแนวคิดเพิ"มเติมกบัเทคนิคแบบสองมิติจะไดผ้ลการทดลองในตารางที" 6 จะเห็น
ว่าการเลือกฐานหลกัใหม่ด้วยเทคนิคคดัเลือกคุณลกัษณะได้ช่วยเพิ"มค่าความแม่นในฐานขอ้มูล
ใบหน้าของมหาวิทยาลยัเยล 0.67% ในการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนต์เชิงเส้นแบบสองมิติ (2DLDA) 
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0.33% ในการฉายรักษาสมบติัเฉพาะที"แบบสองมิติ (2DLPP) 1.33% ในตวัฝังตวัเพื"อนบ้าน
แบบดิสคริมิแนนต์แบบสองมิติ (2DDNE) และ 3.67% ในการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนต์ไวเฉพาะที"
แบบสองมิติ (2DLSDA) โดยเทคนิคลดมิติที"ให้ค่าความแม่นสูงสุดคือเทคนิคการวิเคราะห์ดิสคริ
มิแนนตเ์ชิงเส้นแบบสองมิติที" 83.00% จะเห็นวา่ในฐานขอ้มูลนี2 เทคนิคแบบสองมิติดั2งเดิมไม่ไดมี้ค่า
ความแม่นดีกวา่เทคนิคแบบสองมิติสองทิศทางดั2งเดิม แต่การจดัเรียงฐานหลกัใหม่ก็เพิ"มความแม่น
ใหเ้ล็กนอ้ยเช่นกนัแต่ไม่เพิ"มมากเท่ากบัในเทคนิคแบบสองมิติสองทิศทาง 

ส่วนในฐานขอ้มูลใบหนา้เพิ"มเติมบีของมหาวิทยาลยัเยลค่าความแม่นไดเ้พิ"มสูงขึ2นมากกวา่
โดยเพิ"มถึง 1.55% ในการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนตเ์ชิงเส้นแบบสองมิติ (2DLDA) 1.90% ในการฉาย
รักษาสมบติัเฉพาะที"แบบสองมิติ (2DLPP) 2.23% ในตวัฝังตวัเพื"อนบา้นแบบดิสคริมิแนนต์แบบ
สองมิติ (2DDNE) และ 2.55% ในการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนต์ไวเฉพาะที"แบบสองมิติ (2DLSDA) 
โดยเทคนิคลดมิติที"ใหค่้าความแม่นสูงสุดคือเทคนิคการวเิคราะห์ดิสคริมิแนนตไ์วเฉพาะที"แบบสอง
มิติที" 94.48% ในฐานขอ้มูลนี2 เทคนิคแบบสองมิติดั2งเดิมมีค่าความแม่นสูงกว่าเทคนิคแบบสองมิติ
สองทิศทางดั2งเดิม แต่เมื"อจดัเรียงฐานหลกัใหม่พบวา่แมค้่าความแม่นจะสูงขึ2นมากแต่ไม่สูงขึ2นมาก
เท่ากบัเทคนิคแบบสองมิติสองทิศทาง 

ส่วนในฐานขอ้มูลลายมือไบนารีอลัฟาค่าความแม่นไดเ้พิ"มสูงขึ2น 0.10% ในการวิเคราะห์
ดิสคริมิแนนตเ์ชิงเส้นแบบสองมิติ (2DLDA) 0.07% ในการฉายรักษาสมบติัเฉพาะที"แบบสองมิติ 
(2DLPP) 0.25% ในตวัฝังตวัเพื"อนบา้นแบบดิสคริมิแนนตแ์บบสองมิติ (2DDNE) และ 3.12% ใน
การฉายรักษาเฉพาะที"แบบสองมิติ (2DLPP) โดยเทคนิคลดมิติที"ให้ค่าความแม่นสูงสุดคือเทคนิค
การวิเคราะห์ดิสคริมิแนนต์ไวเฉพาะที"แบบสองมิติที" 72.69% ในฐานขอ้มูลนี2 เทคนิคแบบสองมิติ
ดั2 งเดิมมีค่าความแม่นตํ"ากว่าเทคนิคแบบสองมิติสองทิศทางดั2งเดิม แต่เมื"อจดัเรียงฐานหลกัใหม่
พบวา่จะใหค่้าความแม่นสูงขึ2นเล็กนอ้ยเท่านั2น 

ส่วนในฐานขอ้มูลลายมือตวัเลขของเอ็มเอ็นเอสไอทีค่าความแม่นไดเ้พิ"มสูงขึ2นโดยเพิ"มขึ2น
2.32% ในการวเิคราะห์ดิสคริมิแนนตเ์ชิงเส้นแบบสองมิติ (2DLDA) 0.59% ในการฉายรักษาสมบติั
เฉพาะที"แบบสองมิติ (2DLPP) 0.24% ในตัวฝังตัวเพื"อนบ้านแบบดิสคริมิแนนต์แบบสองมิติ 
(2DDNE) และ ไม่เพิ"มเลยในการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนต์ไวเฉพาะที"แบบสองมิติ (2DLSDA) โดย
เทคนิคลดมิติที"ให้ค่าความแม่นสูงสุดคือเทคนิคการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนตไ์วเฉพาะที"แบบสองมิติ
ที" 94.66% ในฐานขอ้มูลนี2 เทคนิคการฉายรักษาสมบติัเฉพาะที"และการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนต์ไว
เฉพาะที"แบบสองมิติดั2 งเดิมมีค่าความแม่นสูงกว่าเทคนิคแบบสองมิติสองทิศทางดั2งเดิม แต่เมื"อ
จดัเรียงฐานหลกัใหม่พบวา่แมค้่าความแม่นจะสูงขึ2นมากแต่ไม่สูงขึ2นมากเท่ากบัเทคนิคแบบสองมิติ
สองทิศทาง ส่วนการวเิคราะห์ดิสคริมิแนนตเ์ชิงเส้นและตวัฝังตวัเพื"อนบา้นแบบดิสคริมิแนนตแ์บบ
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สองมิติแบบดั2งเดิมค่าความแม่นตํ"ากว่าเทคนิคแบบสองมิติสองทิศทางดั2งเดิม แต่เมื"อจดัเรียงฐาน
หลกัใหม่พบวา่แมค้่าความแม่นจะสูงขึ2นมากแต่ไม่สูงขึ2นมากเท่ากบัเทคนิคแบบสองมิติสองทิศทาง
เช่นกนั 

ตารางที"  7 ผลลพัธ์ค่าความแม่นเมื"อกาํหนดมิติเป้าหมายของเทคนิคแบบสองมิติสองทิศทาง 

 
 

เทคนิค 

ฐานขอ้มูล
ใบหนา้ของ
มหาวทิยาลยั

เยล 

ฐานขอ้มูล
ใบหนา้

เพิ"มเติมบีของ
มหาวทิยาลยั

เยล 

ฐานขอ้มูล
ลายมือไบ
นารีอลัฟา 

ฐานขอ้มูล
ลายมือ
ตวัเลข

ของเอม็เอ็น
เอสไอที 

(2D)2LDA+wrapper 75.00% - - - 

(2D)2LDA+FS+wrapper* 77.67% - - - 

(2D)2LDA+FS+cutoff* 79.00% 86.45% 70.00% 93.92% 

(2D)2LPP+wrapper 71.67% - - - 

(2D)2LPP+LS+wrapper 72.33% - - - 

(2D)2LPP+LS+cutoff* 70.67% 92.65% 73.66% 94.66% 

(2D)2DNE+wrapper 77.33% - - - 

(2D)2DNE+DNES+wrapper* 78.67% - - - 

(2D)2DNE+DNES+cutoff* 75.33% 87.76% 72.06% 92.00% 

(2D)2LSDA+wrapper 73.00% - - - 

(2D)2LSDA+LSDAS+wrapper* 74.00% - - - 

(2D)2LSDA+LSDAS+cutoff* 75.33% 92.54% 71.30% 92.48% 

* หมายถึงเทคนิคที"นาํเสนอ 
- หมายถึงไม่สะดวกในการคาํนวณ 

การทดสอบค่าความแม่นสาํหรับการใชง้านจริงเมื"อกาํหนดมิติเป้าหมายจะทาํการเลือกฐาน
หลกัเปรียบเทียบความแม่นในการจาํแนกด้วยอลักอริทึมเพื"อนบา้นใกลสุ้ด 1 ตวัระหว่างเทคนิค
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แบบดั2งเดิมโดยจะเลือกให้มีความผิดพลาดแบบทั"วไป (Generalized Error) ตํ"าสุดดว้ยวิธีตวัหุ้มที"ใช้
การตรวจสอบไขว ้และแนวคิดในการเลือกฐานหลกัใหม่ที"นาํเสนอทั2งแบบใช้เทคนิคการคดัเลือก
คุณลกัษณะแบบผสมและแบบใชอ้ลักอริทึมเชิงละโมบ โดยในทุกๆพบัจะประมาณค่ามิติเป้าหมาย
มาค่าหนึ"งและใชใ้นการลดมิติในพบันั2นๆและจะประมาณใหม่เมื"อเปลี"ยนพบั การทดลองไดผ้ลลพัธ์
ดงัตารางที" 7 

จากผลการทดลองในตารางที" 7 พบวา่ในการทดสอบค่าความแม่นเมื"อกาํหนดมิติเป้าหมาย 
ในฐานขอ้มูลใบหนา้ของมหาวทิยาลยัเยลพบวา่จะไดค่้าความแม่นที"เพิ"มขึ2นเมื"อใชเ้ทคนิคที"นาํเสนอ
มากกว่าเทคนิคต้นฉบบัเมื"อใช้การตรวจสอบไขวใ้นการประมาณมิติเป้าหมาย โดยในเทคนิค
ประเภทดิสคริมิแนนต์ได้แก่การวิเคราะห์ดิสคริมิแนนต์เชิงเส้นแบบสองมิติสองทิศทาง 
((2D)2LDA) และการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนต์เฉพาะที"แบบสองมิติสองทิศทาง ((2D)2LSDA) 
แนวคิดอลักอริทึมเชิงละโมบในการตดัออกให้ผลดีที"สุด ส่วนเทคนิคประเภทเน้นสมบติัเฉพาะที"
และขอ้มูลเพิ"อนบา้นอยา่งการฉายรักษาสมบติัเฉพาะที"แบบสองมิติสองทิศทาง ((2D)2LPP) และตวั
ฝังตวัเพื"อนบา้นแบบดิสคริมิแนนต์แบบสองมิติสองทิศทาง ((2D)2DNE) การใช้เทคนิคคดัเลือก
คุณลกัษณะแบบผสมจะไดผ้ลลพัธ์ที"ดีที"สุด ทั2งนี2 ค่าความแม่นที"สูงที"สุดไดจ้ากการวิเคราะห์ดิสคริ
มิแนนตเ์ชิงเส้นแบบสองมิติสองทิศทาง ((2D)2LDA) และการตดัออกที" 79.00% 

 ส่วนในฐานขอ้มูลใบหน้าเพิ"มเติมบีของมหาวิทยาลยัเยล ฐานขอ้มูลลายมือไบนารีอลัฟา
และฐานขอ้มูลลายมือตวัเลขของเอ็มเอ็นเอสไอทีพบวา่การใชเ้ทคนิคคดัเลือกคุณลกัษณะแบบผสม
ไม่สามารถทาํงานไดเ้นื"องจากปริมาณการทาํงานขึ2นกบัจาํนวนขอ้มูล ทาํให้ตอ้งการเวลามากเกินไป
ไม่เหมาะสมต่อการใชง้านจริง ในขณะที"แนวคิดอลักอริทึมเชิงละโมบในการตดัออกสามารถทาํงาน
ไดอ้ยา่งรวดเร็วเพราะขึ2นกบัจาํนวนคุณลกัษณะไม่ขึ2นกบัจาํนวนขอ้มูล ทั2งนี2ค่าความแม่นที"สูงที"สุด
ไดจ้ากการฉายรักษาสมบติัเฉพาะที"แบบสองมิติสองทิศทาง ((2D)2LPP) และการตดัออกที" 92.65% 
73.66% และ 94.66% ตามลาํดบั ถึงแมจ้ะมีความแม่นเมื"อไม่กาํหนดมิติเป้าหมายจะตํ"าในบาง
ฐานขอ้มูลก็ตาม เนื"องจากการฉายรักษาสมบติัเฉพาะที"มีสมบติัจากทฤษฎีกราฟเชิงเสป็กตรัมที"
สามารถตรวจจบัจาํนวนกลุ่มในการรวมกลุ่มไดดี้ดว้ยการตดัออก ทาํให้สามารถนาํมาใชใ้นการตดั
ออกกบัแนวคิดที"นาํเสนอไดเ้ป็นอยา่งดี 

นอกจากนี2จะใชก้ารกระจายไบแอส-แวเรียนซ์ในการศึกษาความเปลี"ยนแปลงของค่าความ
ผิดพลาดแบบทั"วไปในกรอบของไบแอส-แวเรียนซ์สําหรับวิเคราะห์ค่าความแม่นที"เปลี"ยนไปตาม

มิติเป้าหมายแบบ n×n เมื"อ n มีค่าตั2งแต่ 1 ถึง 32 ที"ประมาณดว้ยวิธีของ Bauer และ Kohavi ได้
ผลลพัธ์ดงัรูปที" 25 ถึง 28 ทั2งนี2พจน์ไบแอสที"ประมาณหมายถึงผลรวมของพจน์ไบแอสกาํลงัสองใน
สมการ (3.93) และสัญญาณรบกวน เนื"องจากเมื"อใชข้อ้มูลประเภทแทนสมมติฐานตวัแบบที"เหมาะ
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ที"สุดที"ไม่สามารถหาได้ในทางทฤษฎีและปฏิบติัทาํให้ไม่สามารถแยกพจน์ไบแอสและสัญญาณ
รบกวนได ้

จะเห็นวา่ในฐานขอ้มูลใบหนา้ของมหาวิทยาลยัเยลค่าความผิดพลาดจะน้อยสุดเมื"อลดมิติ
ลงมามากสังเกตไดจ้ากเส้นกราฟที"มีลกัษณะเป็นอุง้ลงมาแสดงว่าการลดมิติสามารถช่วยเพิ"มค่า
ความแม่นไดอ้ยา่งดีจากความเชื"อที"วา่การลดมิติที"ดีที"สุดคือจุดที"พจน์ไบแอสและแวเรียนซ์สมดุลกนั
ที"สุด ส่วนในฐานข้อมูลใบหน้าเพิ"มเติมบีของมหาวิทยาลัยเยลพบว่าเทคนิคดั2 งเดิมมีค่าความ
ผดิพลาดนอ้ยสุดเมื"อลดมิติมาเพียงเล็กนอ้ยเท่านั2นแสดงวา่การลดมิติอาจไม่สามารถช่วยลดปริมาณ
การคาํนวณและเพิ"มความแม่นในฐานขอ้มูลนี2ไดม้ากนกั  

แต่เมื"อใช้แนวคิดที"นําเสนอพบว่าเมื"อเรียงลําดับฐานหลักใหม่ด้วยเทคนิคคัดเลือก
คุณลักษณะทาํให้ลดพจน์ไบแอสได้ดีแลกด้วยการเพิ"มพจน์แวเรียนซ์ที"มีค่าน้อยทาํให้ค่าความ
ผิดพลาดตํ"าลง ทั2 งนี2 จะเห็นได้ชัดในการฉายรักษาสมบัติเฉพาะที"แบบสองมิติสองทิศทาง 
((2D)2LPP) ตวัฝังตวัเพื"อนบา้นแบบดิสคริมิแนนต์แบบสองมิติสองทิศทาง ((2D)2DNE) และการ
วิเคราะห์ดิสคริมิแนนต์ไวเฉพาะที"แบบสองมิติสองทิศทาง ((2D)2LSDA) ที"ช่วยในการลดมิติมาก
ขึ2นสังเกตได้จากเส้นกราฟที"มีลกัษณะเป็นอุง้ แต่การวิเคราะห์ดิสคริมิแนนต์เชิงเส้นแบบสองมิติ
สองทิศทาง ((2D)2LDA) ถึงแมจ้ะให้ค่าความแม่นที"ดีที"สุดในการตรวจสอบไขว ้10 พบัเมื"อไม่
กาํหนดมิติเป้าหมายแต่กลบัลดมิติไดน้อ้ยทาํใหย้งัคงสิ2นเปลืองปริมาณการคาํนวณอยู ่
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รูปที"  26 ค่าความผดิพลาดทั"วไป (แถวบน) ไบแอส (แถวกลาง) แวเรียนซ์ (แถวล่าง) ที"ประมาณดว้ย 
วิธีของ Bauer และ Kohavi สําหรับเทคนิคการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนตเ์ชิงเส้นแบบสองมิติ
สองทิศทาง ((2D)2LDA) ในฐานข้อมูลใบหน้าของมหาวิทยาลัยเยล (สดมภ์ซ้าย) และ
ฐานขอ้มูลใบหนา้เพิ"มเติมบีของมหาวทิยาลยัเยล (สดมภข์วา) 
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รูปที"  27 ค่าความผดิพลาดทั"วไป (แถวบน) ไบแอส (แถวกลาง) แวเรียนซ์ (แถวล่าง) ที"ประมาณดว้ย 
วิธีของ Bauer และ Kohavi สําหรับเทคนิคการฉายรักษาสมบติัเฉพาะที"แบบสองมิติ
สองทิศทาง ((2D)2LPP) ในฐานข้อมูลใบหน้าของมหาวิทยาลัยเยล (สดมภ์ซ้าย) และ
ฐานขอ้มูลใบหนา้เพิ"มเติมบีของมหาวทิยาลยัเยล (สดมภข์วา) 
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รูปที"  28 ค่าความผดิพลาดทั"วไป (แถวบน) ไบแอส (แถวกลาง) แวเรียนซ์ (แถวล่าง) ที"ประมาณดว้ย 
วิธีของ Bauer และ Kohavi สําหรับเทคนิคตวัฝังตวัเพื"อนบา้นแบบดิสคริมิแนนตแ์บบสอง
มิติสองทิศทาง ((2D)2DNE) ในฐานขอ้มูลใบหน้าของมหาวิทยาลยัเยล (สดมภ์ซ้าย) และ
ฐานขอ้มูลใบหนา้เพิ"มเติมบีของมหาวทิยาลยัเยล (สดมภข์วา) 
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รูปที"  29 ค่าความผดิพลาดทั"วไป (แถวบน) ไบแอส (แถวกลาง) แวเรียนซ์ (แถวล่าง) ที"ประมาณดว้ย 
วธีิของ Bauer และ Kohavi สําหรับเทคนิคการวิเคราะห์ดิสคริมิแนนตไ์วเฉพาะที"แบบสอง
มิติสองทิศทาง ((2D)2LSDA) ในฐานขอ้มูลใบหนา้ของมหาวิทยาลยัเยล (สดมภซ์้าย) และ
ฐานขอ้มูลใบหนา้เพิ"มเติมบีของมหาวทิยาลยัเยล (สดมภข์วา) 
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บทที� 6 

 สรุปผลการวจิัยและข้อเสนอแนะ 

6.1 สรุปผลการวจิัย 

ในวิทยานิพนธ์นี2 ได้กล่าวถึงปัญหาการจดัเรียงเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะตามอาํนาจจาํแนก
สาํหรับการลดมิติในเทคนิคการลดมิติแบบสองมิติและสองมิติสองทิศทางที"คาํนวณโดยมองขอ้มูล
เป็นบล็อกทาํให้การคาํนวณหยาบและการหาค่าเหมาะที"สุดไม่เหมาะสม โดยนาํเสนอแนวคิดของ
การเลือกฐานหลกัใหม่ด้วยเทคนิคคดัเลือกคุณลกัษณะประเภทตวักรองเพื"อแบ่งคุณลกัษณะที"มี
อาํนาจจาํแนกมากและนอ้ยออกจากกนัโดยการทาํใหเ้ป็นบรรทดัฐาน ทั2งนี2จาํนวนครั2 งของการทาํให้
เป็นบรรทดัฐานสามารถกาํหนดดว้ยการวิเคราะห์จากแผนภาพหรือจากการทดสอบการกระจาย
ไบแอส-แวเรียนซ์ ซึ$ งใหส้มมติฐานวา่ค่าความแม่นควรจะสูงขึAน  

นอกจากนี2ยงักล่าวถึงปัญหาในการประมาณมิติเป้าหมายในเทคนิคแบบสองมิติสองทิศทาง
ที"มีความไม่เหมาะสมจากการใชค้่าลกัษณะเฉพาะเป็นเกณฑ์และนาํเสนอวิธีประมาณมิติเป้าหมาย
เพื"อการใช้งานจริงให้เป็นไปตามฟังก์ชันจุดประสงค์มากขึ2 น 2 วิธีได้แก่ วิธีใช้เทคนิคคดัเลือก
คุณลักษณะแบบผสมเพื"อแก้ปัญหาปริภูมิความแม่นที"กวดัแกว่งมากโดยมีความเหมาะสมใน
ฐานขอ้มูลที"มีขนาดเล็ก  และวธีิใชอ้ลักอริทึมเชิงละโมบในการตดัออกเพื"อใชแ้ทนค่าลกัษณะเฉพาะ
โดยมีความเหมาะสมในฐานขอ้มูลที"มีขนาดใหญ่ 

ผลการทดลองในงานรู้จาํใบหนา้ไดท้ดสอบบนฐานขอ้มูลใบหนา้ของมหาวิทยาลยัเยลและ
ฐานขอ้มูลใบหนา้เพิ$มเติมบีของมหาวิทยาลยัเยล ส่วนผลการทดลองในงานรู้จาํลายมือไดท้ดสอบ
บนฐานขอ้มูลลายมือไบนารีอลัฟาและฐานขอ้มูลลายมือตวัเลขของเอ็มเอ็นเอสไอที และไดท้ดสอบ
แนวคิดกบัเทคนิคสกดัคุณลกัษณะ 4 เทคนิคไดแ้ก่ การวเิคราะห์ดิสคริมิแนนตเ์ชิงเส้น การฉายรักษา
สมบติัเฉพาะที$ ตวัฝังตวัเพื$อนบา้นแบบดิสคริมิแนนต์ การวิเคราะห์ดิสคริมิแนนต์ไวเฉพาะที$ ผล
การทดลองแสดงให้เห็นวา่เทคนิคแบบสองมิตินัAนไดรั้บผลกระทบจากปัญหาการจดัเรียงเวกเตอร์
ลกัษณะเฉพาะและเทคนิคแบบสองมิติสองทิศทางจะไดรั้บผลกระทบจากปัญหานีAมากสังเกตไดจ้าก
ค่าความแม่นที$สูงขึA นเมื$อแก้ไขเทคนิคด้วยแนวคิดที$นําเสนอทัA งในการทดลองที$ไม่กาํหนดมิติ
เป้าหมายและการทดลองเมื$อกาํหนดมิติเป้าหมายเพื$อใชง้านจริง  
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โดยเมื$อวิเคราะห์ด้วยการกระจายไบแอส-แวเรียนซ์พบว่าแนวคิดที$นาํเสนอช่วยลดพจน์
ไบแอสไดม้ากแลกดว้ยการเพิ$มพจน์แวเรียนซ์เล็กน้อยทาํให้ค่าความผิดพลาดทั$วไปลดลง มีผลให้
ความแม่นสูงขึAนโดยเฉพาะในฐานขอ้มูลขนาดใหญ่ที$ค่าไบแอสที$ลดลงยงัคงมีผลอยู ่นอกจากนีA ยงั
ทาํใหเ้ห็นจาํนวนมิติที$แต่ละเทคนิคสามารถลดเพื$อขจดัความห่างมากในการลดปริมาณการคาํนวณ
ไดอี้กดว้ย 

ทัAงนีA ในฐานขอ้มูลลายมือจะเห็นถึงความสําคญัและการแลกเปลี$ยนของสมบติัเฉพาะที$และ
สมบติัโดยรวมเมื$อขอ้มูลเพิ$มขึAน โดยเมื$อขอ้มูลเพิ$มขึAนสมบติัโยรวมจะมีความสําคญัมากขึAนแต่
อย่างไรก็ตามเทคนิคที$ดีที$สุดคือเทคนิคที$มีการแลกเปลี$ยนของสมบติัเฉพาะที$และสมบติัโดยรวม
เหมาะสมกบัความทา้ทายในชุดขอ้มูลมากที$สุด 

ในการใช้งานจริงพบว่าการฉายรักษาสมบติัเฉพาะที$เมื$อนํามาประยุกต์การตดัออกกับ
แนวคิดที$นาํเสนอพบวา่ให้ผลลพัธ์ที$น่าพอใจเนื$องจากยงัคงรักษาค่าความแม่นไดม้าก แสดงถึงการ
ประมาณมิติเป้าหมายที$แม่นยาํกว่าเทคนิคอื$นๆ สําหรับการใช้เทคนิคคดัเลือกคุณลกัษณะในการ
เลือกฐานหลกั 

 นอกจากนีA ในวิทยานิพนธ์นีA ยงัไดส้นบัสนุนแนวคิดการใช้เทคนิคคดัเลือกคุณลกัษณะต่อ
จากเทคนิคสกดัคุณลกัษณะในการประมาณมิติเป้าหมายและหาตวัแบบสาํหรับการลดมิติ ทาํให้เพิ$ม
ความยดืหยุน่ในการใชง้านจริงและการประดิษฐเ์ทคนิคใหม่ๆต่อไป 

6.2 ข้อเสนอแนะ 

 อย่างไรก็ตามในประเด็นของการหาค่าเหมาะที$สุดที$เหมาะสมในเทคนิคแบบสองมิติ
สองทิศทางและเทคนิคคดัเลือกคุณลกัษณะอื$นๆที$สามารถประยุกต์ใช้ในการหาตวัแบบรวมถึง
ผลลพัธ์ในการเรียนรู้ของเครื$องและงานรู้จาํอื$นๆเช่น การจาํแนกขอ้ความ และผลลพัธ์ในตวัจาํแนก
อื$นๆที$ไม่ใช่อลักอริทึมเพื$อนบา้นใกลสุ้ดยงัคงเป็นประเด็นที$ตอ้งมีการศึกษาวจิยัต่อไป 
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