
 

การวิเคราะห์การโก่งของแผน่บางด้วยเอลเิมนต์สามเหลี่ยม 
แบบดีสครีตเคอร์ชอฟฟ์ท่ีปรับขนาดได้ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

นายพิชเญนทร์  โพธิคณุ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

วิทยานิพนธ์นีเ้ป็นสว่นหนึง่ของการศกึษาตามหลกัสตูรปริญญาวิศวกรรมศาสตรมหาบณัฑิต 
สาขาวิชาวิศวกรรมเคร่ืองกล       ภาควิชาวิศวกรรมเคร่ืองกล 

คณะวิศวกรรมศาสตร์   จฬุาลงกรณ์มหาวิทยาลยั 
ปีการศกึษา  2552 

ลขิสทิธ์ิของจฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั 

 



 

PLATE BENDING ANALYSIS USING ADAPTIVE  
DISCRETE KIRCHHOFF TRIANGULAR ELEMENT 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

Mr. Pichayen  Bhothikhun 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A Thesis Submitted in Partial Fulfillment of the Requirements 
for the Degree of Master of Engineering Program in Mechanical Engineering 

Department of Mechanical Engineering 
Faculty of Engineering   

Chulalongkorn University 
Academic year 2009 

Copyright of Chulalongkorn University 

 









 
 

ฉ 

กติตกิรรมประกาศ 

ผู้วิจยัขอกราบขอบพระคณุ ศาสตราจารย์ ดร.ปราโมทย์ เดชะอําไพ อาจารย์ท่ี
ปรึกษาวิทยานิพนธ์เป็นอยา่งสงู ท่ีท่านได้ให้ความรู้ คําแนะนํา ตลอดจนข้อคิดและประสบการณ์ท่ี
มีคณุคา่ยิ่งในการทําวิจยั 

ขอกราบขอบพระคณุ รองศาสตราจารย์ ดร.กุณฑินี มณีรัตน์ ประธานกรรมการ 
อาจารย์ ดร.สุทธิศักดิ์  พงศ์ธนาพาณิช และผู้ ช่วยศาสตราจารย์ ดร.นิพนธ์  วรรณโสภาคย์
กรรมการ ท่ีได้ให้ความอนเุคราะห์ให้คําแนะนําและข้อคดิเห็นในการทําวิทยานิพนธ์ในครัง้นี ้

ขอขอบคณุทนุ 90 ปี จฬุาลงกรณ์มหาวิทยาลยั กองทนุรัชดาภิเษกสมโภช ท่ีให้
การสนบัสนนุในการทําวิจยันี ้

ขอขอบคณุ คณุพชัรี ธีระเอก คณุสธีุ ไตรวิวฒันา คณุปริญญา บญุมาเลิศ คณุอธิ
พงษ์ มาลาทิพย์ และคณุสทุธิคมน์ พนัธิมากรกิจ ซึง่เป็นผู้ ร่วมงานในห้องปฏิบตัิการวิจยักลศาสตร์
การคํานวณ สําหรับคําแนะนําและความช่วยเหลือตา่ง ๆ ตลอดระยะเวลาในการทํางานวิจยันี ้และ
ขอขอบคณุ คณุธนิสรา เรืองเดช ผู้ ท่ีคอยให้กําลงัใจแก่ข้าพเจ้าในการทํางานวิจยันี ้

ท้ายสุดนีผู้้ วิจัยขอกราบขอบพระคุณบิดามารดาท่ีเป็นกําลังใจและสนับสนุน
การศึกษาของผู้ วิจัยมาโดยตลอดจนสําเร็จลุล่วง อนึ่งประโยชน์และคุณค่าอันใดท่ีได้รับจาก
วิทยานิพนธ์นีข้อมอบเป็นกตญัญตุาบชูาแดบ่ดิามารดา ครูอาจารย์ ตลอดจนผู้ มีพระคณุทกุท่าน 

 



 
 

สารบญั 

 หน้า 

บทคัดย่อภาษาไทย  ง 
บทคัดย่อภาษาอังกฤษ  จ 
กิตตกิรรมประกาศ  ฉ 
สารบัญ  ช 
สารบัญภาพ  ญ 
คาํอธิบายสัญลักษณ์  ต 
  
บทที่ 1 บทนํา   1 
 1.1 ความสําคญัและท่ีมาของวทิยานิพนธ์  1 
 1.2 ผลงานวิจยัในอดีตท่ีเก่ียวข้อง  2 
 1.3 วตัถปุระสงค์ของวทิยานิพนธ์  4 
 1.4 ขอบเขตของวิทยานิพนธ์  4 
 1.5 ขัน้ตอนการดําเนินงานวทิยานิพนธ์  4 
 1.6 ประโยชน์ท่ีคาดวา่จะได้รับจากวทิยานิพนธ์  5 
  
บทที่ 2 สมการเชิงอนุพันธ์  6 
 2.1 สมการเชิงอนพุนัธ์สาํหรับปัญหาการโก่งของแผน่บางในแนวดิง่  6 
 2.2 สมการเชิงอนพุนัธ์สาํหรับปัญหาการโก่งของแผน่บางในแนวระนาบ  10 
  
บทที่ 3 ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์  13 
 3.1 ขัน้ตอนทัว่ไปของระเบียบวธีิไฟไนต์เอลเิมนต์  13 
 3.2 เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดสิครีตเคอร์ชอฟฟ์ และสมการไฟไนต์ 

เอลเิมนต์สําหรับการวิเคราะห์ปัญหาการโก่งของแผน่บางในแนวดิง่  
 

16 
 3.3 เอลเิมนต์สามเหล่ียมท่ีมีคา่ความเครียดคงท่ี และสมการไฟไนต์เอลเิมนต์ 

สําหรับการวิเคราะห์ปัญหาการโก่งของแผน่บางในแนวระนาบ  
 

21 
 
  



 
 

 

ซ 

บทที่ 4 ไฟไนต์เอลิเมนต์โปรแกรมคอมพวิเตอร์สาํหรับการวิเคราะห์ปัญหา 
การโก่งของโครงสร้างแผ่นบาง  

 
25 

 4.1 ขัน้ตอนการคํานวณ  25 
 4.2 รายละเอียดของโปรแกรม  26 
 4.3 รายละเอียดของไฟล์ข้อมลูนําเข้า  26 
 4.4 ตวัอยา่งการใช้โปรแกรม PLATEDKT  29 
  
บทที่ 5 การตรวจสอบความถูกต้องของโปรแกรมคอมพวิเตอร์  32 
 5.1 ปัญหาการโก่งของแผน่บางเน่ืองจากแรงกระทําทางกล  32 
  5.1.1 ปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีถกูแรงกระจายกระทําตลอดทัง้แผน่  32 
  5.1.2 ปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีถกูแรงเด่ียวกระทําท่ีตําแหน่ง 

กึ่งกลางแผน่  
 

36 
  5.1.3 ปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีถกูแรงกระจายกระทําเพียงบางสว่น  39 
  5.1.4 ปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีการรองรับท่ีขอบตา่งกนั  42 
  5.1.5 ปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีรูกลมตรงกลาง  46 
 5.2 ปัญหาการโก่งของแผน่บางเน่ืองจากภาระทางความร้อน  51 
  5.2.1 ปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีถกูปลอ่ยอิสระ  51 
  5.2.1 ปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีการรองรับด้วยลิม่  54 
  5.2.1 ปัญหาแผน่บางวงกลมท่ีมีการรองรับด้วยลิม่  56 
 6.3 บทสรุป   58 
 
บทที่ 6 เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดยอัตโนมัต ิ  

 
59 

 6.1 หลกัการของเทคนิคการปรับขนาดเอลเิมนต์โดยอตัโนมตั ิ  59 
 6.2 โปรแกรมคอมพิวเตอร์สําหรับประยกุต์การปรับขนาดเอลเิมนต์ 

โดยอตัโนมตั ิ  
 

63 
 6.3 ขัน้ตอนในการประยกุต์เทคนิคการปรับขนาดเอลเิมนต์โดยอตัโนมตั ิ  64 
 6.4 ตวัอยา่งการนําเทคนิคการปรับขนาดเอลเิมนต์โดยอตัโนมตั ิ
  มาประยกุต์ใช้กบัปัญหาการโก่งของโครงสร้างแผน่บาง  65 
 
  



 
 

 

ฌ
 

บทที่ 7 ตวัอย่างปัญหาการใช้เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดยอัตโนมัต ิ  74 
 7.1 ปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีรูกลมตรงกลาง  74 
 7.2 ปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีร่องตรงกลาง  79 
 7.3 ปัญหาแผน่บางรูปตวัแอล  83 
 7.4 ปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีแผน่บางโครงสร้างรูปหลงัคาอยูด้่านบน  87 
 7.5 ปัญหาแผน่บางโครงสร้างส่ีเหล่ียมท่ีมีรูตรงกลาง  92 
 7.6 ปัญหาแผน่บางโครงสร้างท่ีได้รับความร้อนสงูสองจดุ  96 
 7.7 บทสรุป   100 
  
บทที่ 8 บทสรุป ปัญหาที่พบและข้อเสนอแนะ  101 
 8.1 บทสรุป   101 
 8.2 ปัญหาท่ีพบในขณะทําวทิยานิพนธ์  102 
 8.3 ข้อเสนอแนะสําหรับงานวิจยัในอนาคต  102 
  
รายการอ้างองิ    103 
  
ภาคผนวก    105 
 ภาคผนวก ก รายละเอียดของโปรแกรม PLATEDKT  106 
  
ประวัตผู้ิเขียนวิทยานิพนธ์  131 
 
 
 



 
 

ญ 

สารบญัภาพ 
 

ภาพท่ี  หน้า 
1.1 การแบง่รูปร่างของปัญหาโดยใช้เอลเิมนต์สามเหล่ียม  2 
2.1 แผน่บางในแนวระนาบ x-y ท่ีมีแรงกระทําในแนวแกน z  6 
2.2 ความเค้นยอ่ยตา่ง ๆ ผา่นความหนาของแผน่บางเลก็ใด ๆ ท่ียาว dx  

กว้าง dy และหนา t  
 

7 
2.3 โมเมนต์และแรงเฉือนยอ่ยตามขอบของแผน่บางเลก็ใด ๆ ท่ียาว dx  

กว้าง dy และหนา t  
 

9 
2.4 ความเค้นบนเอลเิมนต์เลก็ใด ๆ ใน 2 มิต ิท่ีมีความยาวและความกว้าง dx  

และ dy  
 

11 
3.1 การแบง่รูปร่างลกัษณะของปัญหาออกเป็นเอลเิมนต์  14 
3.2 เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบสามจดุตอ่  14 
3.3 เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคที  17 
3.4 เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบ 6 จดุตอ่ ภายใต้พิกดัธรรมชาต ิ  17 
3.5 ลกัษณะการกระจายของคา่การเคล่ือนตวั u และ v บนเอลเิมนต์ 

สามเหลี่ยมสามจดุตอ่  
 

22 
4.1 ลกัษณะขัน้ตอนการทํางานของโปรแกรม PLATEDKT  27 
4.2 ปัญหาตวัอยา่งแผน่ส่ีเหล่ียมจตัรัุสบางท่ีขอบทัง้ส่ีรองรับด้วยลิม่ 

ภายใต้แรงกระจาย  
 

29 
4.3 แบบจําลองทางไฟไนต์เอลเิมนต์ของปัญหาตวัอยา่ง  30 
4.4 ลกัษณะของไฟล์ข้อมลูนําเข้า ‘TEST1.DAT’  30 
4.5 ลกัษณะของไฟล์ข้อมลูผลลพัธ์ ‘TEST1.OUT’  31 
5.1 แผน่ส่ีเหล่ียมจตัรัุสบางท่ีขอบทัง้ส่ีรองรับด้วยลิม่ ภายใต้แรงกระจายในแนวดิง่  32 
5.2 รูปแบบไฟไนต์เอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีและเง่ือนไขขอบเขตของปัญหา

แผน่บางส่ีเหล่ียมภายใต้แรงกระจายในแนวด่ิง  
 

33 
5.3 รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์สี่เหล่ียมแบบสี่จดุตอ่และเง่ือนไขขอบเขตของปัญหา 

แผน่บางส่ีเหล่ียมภายใต้แรงกระจายในแนวด่ิง  
 

34 
5.4 การเสียรูปของแผน่บางภายใต้แรงกระจายในแนวดิง่ โดยใช้เอลเิมนต์ 

สามเหลี่ยมแบบดีเคทีในการวิเคราะห์  
 

35 



 
 

ฎ 

ภาพท่ี  หน้า 
5.5 การเสียรูปของแผน่บางภายใต้แรงกระจายในแนวดิง่ โดยใช้เอลเิมนต์ 

ส่ีเหล่ียมแบบสี่จดุตอ่ในการวิเคราะห์  
 

35 
5.6 คา่การเคล่ือนตวัในแนวแกนดิง่ w ตลอดแนวแกน x ของแผน่บาง 

ภายใต้แรงกระจาย  
 

35 
5.7 คา่เปอร์เซน็ต์ความผิดพลาดของผลลพัธ์ท่ีได้จากเอลเิมนต์ทัง้สองแบบ 

ท่ีตําแหน่งจดุกึ่งกลางท่ีมีคา่การเสียรูปในแนวแกนดิง่ w สงูสดุของปัญหา 
แผน่บางส่ีเหล่ียมภายใต้แรงกระจายในแนวด่ิง  

 
 

36 
5.8 แผน่ส่ีเหล่ียมจตัรัุสบางท่ีขอบทัง้ส่ีรองรับด้วยลิม่ ถกูแรงเด่ียวกระทํา 

ท่ีตําแหน่งกึ่งกลางแผน่  
 

36 
5.9 การเสียรูปของแผน่บางภายใต้แรงเด่ียวในแนวดิง่ โดยใช้เอลเิมนต์ 

สามเหลี่ยมแบบดีเคทีในการวิเคราะห์  
 

38 
5.10 การเสียรูปของแผน่บางภายใต้แรงเด่ียวในแนวดิง่ โดยใช้เอลเิมนต์ 

ส่ีเหล่ียมแบบสี่จดุตอ่ในการวิเคราะห์  
 

38 
5.11 คา่การเคล่ือนตวัในแนวแกนดิง่ w ตลอดแนวแกน x ของแผน่บาง 

ภายใต้แรงเด่ียว  
 

38 
5.12 คา่เปอร์เซน็ต์ความผิดพลาดของผลลพัธ์ท่ีได้จากเอลเิมนต์ทัง้สองแบบ 

ท่ีตําแหน่งจดุกึ่งกลางท่ีมีคา่การเสียรูปในแนวแกนดิง่ w สงูสดุของปัญหา 
แผน่บางส่ีเหล่ียมภายใต้แรงเด่ียวในแนวดิง่  

 
 

39 
5.13 แผน่ส่ีเหล่ียมจตัรัุสบางท่ีขอบทัง้ส่ีรองรับด้วยลิม่ ถกูแรงกระจายกระทํา 

เพียงบางสว่น  
 

39 
5.14 การเสียรูปของแผน่บางภายใต้แรงกระจายเพียงบางสว่น โดยใช้เอลเิมนต์ 

สามเหลี่ยมแบบดีเคทีในการวิเคราะห์  
 

41 
5.15 การเสียรูปของแผน่บางภายใต้แรงกระจายเพียงบางสว่น โดยใช้เอลเิมนต์ 

ส่ีเหล่ียมแบบสี่จดุตอ่ในการวิเคราะห์  
 

41 
5.16 คา่การเคล่ือนตวัในแนวแกนดิง่ w ตลอดแนวแกน x ของแผน่บาง 

ภายใต้แรงกระจายเพียงบางสว่น  
 

42 
5.17 คา่เปอร์เซน็ต์ความผิดพลาดของผลลพัธ์ท่ีได้จากเอลเิมนต์ทัง้สองแบบ 

ท่ีตําแหน่งจดุกึ่งกลางท่ีมีคา่การเสียรูปในแนวแกนดิง่ w สงูสดุของปัญหา 
แผน่บางส่ีเหล่ียมภายใต้แรงกระจายเพียงบางสว่น   

 
 

42 
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ภาพท่ี  หน้า 
5.18 แผน่ส่ีเหล่ียมจตัรัุสบางท่ีขอบรองรับด้วยลิม่สามด้าน และถกูยดึตรึง 

กบัผนงัหนึง่ด้านภายใต้แรงกระจาย  
 

43 
5.19 รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคที และเง่ือนไขขอบเขต 

ของปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีการรองรับท่ีขอบตา่งกนั  
 

43 
5.20 รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์สี่เหล่ียมแบบสี่จดุตอ่ และเง่ือนไขขอบเขต 

ของปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีการรองรับท่ีขอบตา่งกนั  
 

44 
5.21 การเสียรูปของแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีการรองรับท่ีขอบตา่งกนัโดยใช้ 

เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีในการวิเคราะห์  
 

45 
5.22 การเสียรูปของแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีการรองรับท่ีขอบตา่งกนัโดยใช้ 

เอลเิมนต์ส่ีเหล่ียมแบบสี่จดุตอ่ในการวิเคราะห์  
 

45 
5.23 คา่เปอร์เซน็ต์ความผิดพลาดของผลลพัธ์ท่ีได้จากเอลเิมนต์ทัง้สองแบบ 

ท่ีตําแหน่งจดุกึ่งกลางของปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีการรองรับท่ีขอบตา่งกนั  
 

45 
5.24 แผน่ส่ีเหล่ียมจตัรัุสบางท่ีมีรูกลมตรงภายใต้แรงกระจาย  46 
5.25 รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีของปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียม 

ท่ีมีรูกลมตรงกลางขนาด R/b = 1/6  
 

47 
5.26 รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีของปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียม 

ท่ีมีรูกลมตรงกลางขนาด R/b = 2/6  
 

47 
5.27 รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีของปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียม 

ท่ีมีรูกลมตรงกลางขนาด R/b = 3/6  
 

47 
5.28 รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีของปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียม 

ท่ีมีรูกลมตรงกลางขนาด R/b = 4/6  
 

48 
5.29 การเสียรูปของแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีรูกลมตรงกลางขนาด R/b = 1/6 

โดยใช้เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีในการวิเคราะห์  
 

48 
5.30 การเสียรูปของแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีรูกลมตรงกลางขนาด R/b = 2/6 

โดยใช้เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีในการวิเคราะห์  
 

49 
5.31 การเสียรูปของแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีรูกลมตรงกลางขนาด R/b = 3/6 

โดยใช้เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีในการวิเคราะห์  
 

49 
5.32 การเสียรูปของแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีรูกลมตรงกลางขนาด R/b = 4/6 

โดยใช้เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีในการวิเคราะห์  
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ภาพท่ี  หน้า 
5.33 คา่การเคล่ือนตวัในแนวแกนดิ่ง w ตลอดแนวแกน x ของแผ่นบางส่ีเหล่ียมท่ีมีรู

กลมตรงกลางขนาดตา่ง ๆ  
 

50 
5.34 คา่การเคล่ือนตวัในแนวแกนดิง่แบบไร้มิตติลอดขอบของรูกลมของแผน่บาง 

ภายใต้แรงกระจาย  
 

50 
5.35 คา่เปอร์เซน็ต์ความผิดพลาดของผลลพัธ์ท่ีคํานวณได้ของคา่การเสียรูป 

ในแนวแกนดิง่สงูสดุของปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีรูกลมขนาดตา่ง ๆ  
 

51 
5.36 แผน่ส่ีเหล่ียมจตัรัุสบางท่ีถกูปลอ่ยอิสระและมีการกระจายของอณุหภมูิ 

ตลอดความหนาแบบเชิงเส้น  
 

52 
5.37 การเสียรูปของแผน่บางอิสระท่ีมีการกระจายของอณุหภมูิตลอดความหนา 

เป็นแบบเชิงเส้น โดยใช้เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีในการวิเคราะห์  
 

52 
5.38 การเสียรูปของแผน่บางอิสระท่ีมีการกระจายของอณุหภมูิตลอดความหนา 

เป็นแบบเชิงเส้น โดยใช้เอลเิมนต์สี่เหล่ียมแบบส่ีจดุตอ่ในการวิเคราะห์  
 

53 
5.39 คา่การเคล่ือนตวัในแนวแกนดิง่ w ตลอดแนวแกน x ของแผน่บางอิสระ 

ท่ีมีการกระจายของอณุหภมูติลอดความหนาเป็นแบบเชิงเส้น  
 

53 
5.40 คา่การเคล่ือนตวัในแนวแกนดิง่ w ตลอดแนวท่ีตําแหน่ง x = 1 ของแผน่บาง 

อิสระท่ีมีการกระจายของอณุหภมูิตลอดความหนาเป็นแบบเชิงเส้น  
 

53 
5.41 แผน่ส่ีเหล่ียมจตัรัุสบางท่ีรองรับด้วยลิม่ตลอดขอบทัง้ส่ีด้าน และมีการกระจาย 

ของอณุหภมูิตลอดความหนาแบบเชิงเส้น  
 

54 
5.42 การเสียรูปของแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีรองรับด้วยลิม่ตลอดขอบทัง้ส่ีด้าน 

และมีการกระจายของอณุหภมูิตลอดความหนาแบบเชิงเส้น 
โดยใช้เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีในการวิเคราะห์  

 
 

55 
5.43 การเสียรูปของแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีรองรับด้วยลิม่ตลอดขอบทัง้ส่ีด้าน 

และมีการกระจายของอณุหภมูิตลอดความหนาแบบเชิงเส้น 
โดยใช้เอลเิมนต์ส่ีเหล่ียมแบบส่ีจดุตอ่ในการวิเคราะห์  

 
 

55 
5.44 คา่การเคล่ือนตวัในแนวแกนดิ่ง w ตลอดแนวแกน x ของแผ่นบางส่ีเหล่ียมท่ี

รองรับด้วยลิ่มตลอดขอบส่ีด้าน มีการกระจายของอุณหภูมิตลอดความหนา
แบบเชิงเส้น  

 
 

56 
5.45 แผน่วงกลมบางท่ีรองรับด้วยลิม่ตลอดขอบและมีการกระจายของอณุหภมูิ 

ตลอดความหนาแบบเชิงเส้น  
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ฑ 

ภาพท่ี  หน้า 
5.46 การเสียรูปของแผน่บางวงกลมท่ีรองรับด้วยลิม่ตลอดขอบด้านนอก 

และมีการกระจายของอณุหภมูิตลอดความหนาแบบเชิงเส้นโดยใช้ 
เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีในการวิเคราะห์  

 
 

57 
5.47 คา่การเคล่ือนตวัในแนวแกนดิง่ w ตลอดแนวแกน x ของแผน่บางวงกลม 

ท่ีรองรับด้วยลิม่ตลอดขอบด้านนอกและมีการกระจายของอณุหภมูิ 
ตลอดความหนาแบบเชิงเส้น  

 
 

58 
6.1 รูปแสดงหลกัการการหาคา่ในแนวแกนหลกั  60 
6.2 คา่อนพุนัธ์ของจดุตอ่ i ท่ีมีเอลเิมนต์ล้อมรอบอยู ่6 เอลเิมนต์  61 
6.3 ลกัษณะของปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมมุด้านหนึง่ถกูตดัและมีแรง 

กระทําในแนวแกนด่ิง  
 

65 
6.4 ตวัอยา่งข้อมลูในไฟล์ “testx.dat”  67 
6.5 ลําดบัขัน้ตอนท่ีปรากฏบนจอคอมพิวเตอร์ในขณะใช้โปรแกรม BUILT  

พร้อมคําอธิบาย  
 

68 
6.6 รูปแบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์สําหรับปัญหาตวัอยา่ง  69 
6.7 ตวัอยา่งไฟล์ข้อมลูในไฟล์ช่ือ “vonmis1.in”  69 
6.8 การกระจายตวัของคา่ความเค้นวอนมิเซสสําหรับแบบจําลอง 

ไฟไนต์เอลเิมนต์เร่ิมต้น  
 

70 
6.9 ลําดบัขัน้ตอนท่ีปรากฏบนจอคอมพิวเตอร์ในขณะใช้โปรแกรม SPACE  70 
6.10 ตวัอยา่งข้อมลูภายในไฟล์ “testx.ref1”  71 
6.11 ลําดบัขัน้ตอนท่ีปรากฏบนจอคอมพิวเตอร์ขณะใช้โปรแกรม BUILT 

เพ่ือการปรับขนาดเอลเิมนต์ใหม ่  
 

71 
6.12 รูปแบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์สําหรับการปรับขนาดเอลเิมนต์ครัง้ท่ี 1  

ของปัญหาตวัอยา่ง  
 

72 
6.13 การกระจายตวัของคา่ความเค้นวอนมิเซสสําหรับแบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์ 

ท่ีปรับขนาดครัง้ท่ี 1  
 

72 
7.1 แผน่ส่ีเหล่ียมจตัรัุสบางท่ีมีรูกลมตรงภายใต้แรงกระจายโดยมีอตัราสว่น 

R/b = 1/6  
 

74 
7.2 รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์ของปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีรูกลมตรงกลาง 

โดยใช้เอลเิมนต์ขนาดเลก็ตลอดทัง้โดเมน  
 

75 
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ภาพท่ี  หน้า 
7.3 รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์ของปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีรูกลมตรงกลาง 

ด้วยเทคนิคการปรับขนาดเอลเิมนต์โดยอตัโนมตั ิ  
 

76 
7.4 การเสียรูปของแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีรูกลมตรงกลางโดยใช้เอลเิมนต์ 

ขนาดเลก็ตลอดทัง้โดเมน  
 

77 
7.5 การเสียรูปของแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีรูกลมตรงกลางโดยใช้เอลเิมนต์ 

ท่ีปรับขนาดครัง้ท่ี 3  
 

77 
7.6 คา่เปอร์เซน็ต์ความผิดพลาดของคา่การเสียรูปในแนวแกนดิง่สงูสดุของ 

ปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีรูกลมตรงกลางโดยใช้เอลเิมนต์ขนาด 
สม่ําเสมอ และเอลเิมนต์ท่ีปรับขนาดโดยอตัโนมตั ิ  

 
 

78 
7.7 คา่ความเค้นวอนมิเซสของแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีรูกลมตรงกลางโดยใช้ 

เอลเิมนต์ขนาดเลก็ตลอดทัง้โดเมน  
 

78 
7.8 คา่ความเค้นวอนมิเซสของแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีรูกลมตรงกลางโดยใช้ 

เอลเิมนต์ท่ีปรับขนาดครัง้ท่ี 3  
 

78 
7.9 แผน่ส่ีเหล่ียมจตัรัุสบางท่ีแนวตรงกลางถกูตดัเป็นร่อง  79 
7.10 รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์ของปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีแนวตรงกลาง 

ถกูตดัเป็นร่องด้วยเทคนิคการปรับขนาดเอลเิมนต์โดยอตัโนมตั ิ  
 

80 
7.11 การเสียรูปของแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีแนวตรงกลางถกูตดัเป็นร่อง 

โดยใช้เอลเิมนต์ท่ีปรับขนาดครัง้ท่ี 3  
 

81 
7.12 คา่ความเค้นวอนมิเซสของแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีแนวตรงกลางถกูตดัเป็นร่อง 

โดยใช้เอลเิมนต์ท่ีปรับขนาดครัง้ท่ี 3  
 

81 
7.13 คา่ความเค้นวอนมิเซสของแผน่บางส่ีเหล่ียมบริเวณปลายของแนวร่องท่ีถกูตดั  82 
7.14 รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์ท่ีปรับขนาดครัง้ท่ี 3 บริเวณปลายของแนวร่องท่ีถกูตดั  82 
7.15 การลูเ่ข้าของคา่ความเค้นวอนมิเซสสงูสดุของแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีแนวตรงกลาง 

ถกูตดัเป็นร่องด้วยเทคนิคการปรับขนาดเอลเิมนต์โดยอตัโนมตั ิ  
 

82 
7.16 แผน่บางรูปตวัแอลท่ีมีการกระจายของอณุหภมูิตลอดความหนา 

เป็นแบบเชิงเส้น  
 

83 
7.17 รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์เร่ิมต้นของปัญหาแผน่บางรูปตวัแอลท่ีมีการกระจาย 

ของอณุหภมูิตลอดความหนาเป็นแบบเชิงเส้น  
 

84 
   



 
 

ณ 

ภาพท่ี  หน้า 
7.18 รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์ของปัญหาแผน่บางรูปตวัแอลท่ีมีการกระจายของ 

อณุหภมูิตลอดความหนาเป็นแบบเชิงเส้นด้วยเทคนิคการปรับขนาดเอลเิมนต์ 
โดยอตัโนมตั ิ  

 
 

84 
7.19 การเสียรูปของแผน่บางแผน่บางรูปตวัแอลท่ีมีการกระจายของอณุหภมูิ 

ตลอดความหนาเป็นแบบเชิงเส้นโดยใช้เอลเิมนต์ท่ีปรับขนาดครัง้ท่ี 4  
 

85 
7.20 คา่ความเค้นวอนมิเซสของแผน่บางรูปตวัแอลท่ีมีการกระจายของอณุหภมูิ 

ตลอดความหนาเป็นแบบเชิงเส้นโดยใช้เอลเิมนต์ท่ีปรับขนาดครัง้ท่ี 4  
 

85 
7.21 คา่ความเค้นวอนมิเซสของแผน่บางรูปตวัแอลบริเวณมมุโค้งด้านใน 

บริเวณกึ่งกลางแผน่โดยใช้เอลเิมนต์ท่ีปรับขนาดครัง้ท่ี 4  
 

86 
7.22 เอลเิมนต์ท่ีปรับขนาดครัง้ท่ี 4 ท่ีบริเวณมมุโค้งด้านในบริเวณกึ่งกลางแผน่บาง  86 
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บทที่  1 

บทนํา 

1.1 ความสาํคัญและที่มาของวิทยานิพนธ์ 

ในปัจจุบนัความรู้วิธีการวิเคราะห์ปัญหาการโก่งของแผ่นบาง (plate bending 
analysis) ได้ถกูนํามาใช้ในงานทางวิศวกรรมจํานวนมาก ตวัอย่างเช่น การเกิดรอยร้าว หรือการ
โก่งของกระจกบนอาคารสงู ซึง่เป็นผลมาจากแรงดนัลมและภาระความร้อนอนัเกิดจากอณุหภมูิท่ี
ต่างกนัของพืน้ผิวด้านในและด้านนอกอาคาร หรือโครงสร้างแผ่นบางท่ีมีรูปร่างต่าง ๆ เป็นต้น ซึ่ง
ปัญหาเหล่านีล้้วนเป็นปัญหาท่ีมีลกัษณะรูปร่างและเง่ือนไขขอบเขต (boundary condition) ท่ี
ซบัซ้อน การแก้สมการเชิงอนพุนัธ์เพ่ือหาผลลพัธ์ของปัญหาดงักล่าวให้อยู่รูปในของผลเฉลยแม่น
ตรง (exact solution) นัน้ทําได้ยากหรืออาจไม่สามารถหาได้เลย ดังนัน้การนําระเบียบวิธีเชิง
ตวัเลขเข้ามาช่วยหาคําตอบท่ีอยู่ในรูปของผลเฉลยโดยประมาณจึงมีบทบาทสําคญัท่ีจะนํามาใช้
หาผลลัพธ์ของปัญหาดังกล่าว ซึ่งระเบียบวิธีเชิงตัวเลขท่ีถูกนํามาใช้อย่างกว้างขวางในการ
วิเคราะห์ปัญหาโครงสร้างท่ีมีลักษณะรูปร้างท่ีซับซ้อนวิธีหนึ่ง คือระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 
(finite element method) [1] 

การวิเคราะห์ปัญหาด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์นัน้ ขัน้ตอนแรกเร่ิมต้นจาก
การแบง่รูปร่างของปัญหาออกเป็นเอลิเมนต์ย่อย ๆ ซึง่โดยทัว่ไปเอลิเมนต์ท่ีนิยมใช้กนัคือเอลิเมนต์
สามเหล่ียมแบบสามจุดต่อ เน่ืองจากสามารถวางตวัอยู่บนรูปร่างของปัญหาท่ีมีความซบัซ้อนได้
เป็นอยา่งดีดงัแสดงในรูปท่ี 1.1 แตใ่นการวิเคราะห์ปัญหาการโก่งของแผ่นบางนัน้ การใช้เอลิเมนต์
สามเหล่ียมแบบสามจดุตอ่นัน้ให้ผลลพัธ์ท่ีมีความเท่ียงตรงน้อยกวา่เอลเิมนต์ส่ีเหล่ียมแบบส่ีจดุตอ่ 
[2] อย่างไรก็ตาม เอลิเมนต์สามเหล่ียมนัน้ยังคงเป็นท่ีต้องการ เน่ืองจากมีความยืดหยุ่นและ
เหมาะสมกบัปัญหาท่ีมีลกัษณะรูปร่างท่ีซบัซ้อน และสามารถนําไปใช้ร่วมกบัเทคนิคการปรับขนาด
เอลเิมนต์โดยอตัโนมตั ิ(adaptive meshing technique) [3] ได้เป็นอยา่งดี 

เพ่ือให้ได้ผลลัพธ์ท่ีมีความเท่ียงตรงมากขึน้ เอลิเมนต์รูปแบบต่าง ๆ จึงได้ถูก
พฒันาขึน้อย่างต่อเน่ืองในช่วงหลายสิบปีท่ีผ่านมา [4] โดยเอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบสามจุดต่อ
ชนิดหนึ่งท่ีได้ถกูพฒันาและให้ผลลพัธ์ท่ีมีความเท่ียงตรงสงูนัน้มีช่ือว่า เอลิเมนต์สามเหลี่ยมแบบ
ดีสครีตเคอร์ชอฟฟ์ (Discrete Kirchhoff Triangle) หรือเรียกกนัโดยทัว่ไปว่า เอลิเมนต์สามเหล่ียม
แบบดีเคที (DKT) ซึง่เป็นเอลิเมนต์ท่ีมีการลู่เข้าสู่ผลลพัธ์ท่ีถกูต้องดีกว่าเอลิเมนต์สามเหลี่ยมสาม
จุดต่อชนิดอ่ืน ๆ [5-7] และยงัสามารถนําไปประยุกต์เข้ากับเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดย
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อัตโนมัติ โดยจะปรับเอลิเมนต์ให้มีขนาดเล็กในบริเวณท่ีมีการเปลี่ยนแปลงของความชันของ
ผลลัพธ์สูง เพ่ือให้ได้ผลลัพธ์ท่ีมีความแม่นยําสูงมากขึน้ และปรับเอลิเมนต์ให้มีขนาดใหญ่ใน
บริเวณอ่ืนเพ่ือลดจํานวนตัวแปรท่ีไม่ทราบค่าลง ทําให้ลดเวลาและหน่วยความจําท่ีใช้ในการ
คํานวณลง 

 

รูปท่ี 1.1 การแบง่รูปร่างของปัญหาโดยใช้เอลเิมนต์สามเหล่ียม 

ดงันัน้วิทยานิพนธ์นีจ้ึงขอนําเสนอ การใช้เอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีในการ
วิเคราะห์แผ่นบางโก่งบนโครงสร้าง 3 มิติ (built-up structures) ด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 
พร้อมทัง้นําเอาเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดยอตัโนมตัิมาประยกุต์ใช้เพ่ือเพิ่มความเท่ียงตรง
ของผลลพัธ์ท่ีคํานวณได้ อีกทัง้ยงัช่วยลดเวลาในการคํานวณและลดปริมาณหน่วยความจําของ
เคร่ืองคอมพิวเตอร์ท่ีต้องใช้ในการคํานวณด้วย 

1.2 ผลงานวิจัยในอดตีที่เก่ียวข้อง 

1.2.1 Stricklin, J. A., Haisler, W. E., Tisdale, P. R., and Gunderson, R. [5] ได้
นําเสนอการใช้เอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบสามจุดต่อชนิดใหม่ (เอลิเมนต์
สามเหล่ียมแบบดีเคที) ท่ีประกอบไปด้วย 9 ระดับขัน้ความเสรี (degree of 
freedom) ในการวิเคราะห์ปัญหาการโก่งของแผ่นบาง ซึ่งสามารถให้ผลลพัธ์ท่ีลู่
เข้าสูผ่ลลพัธ์ท่ีถกูต้องได้อยา่งรวดเร็วเม่ือลดขนาดของเอลเิมนต์ลง 

1.2.2 Batoz, J. L., Bathe, K. J., and Ho, L. W. [6] ได้ทําการศกึษาพฤตกิรรมของเอลิ
เมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีในการวิเคราะห์ปัญหาการโก่งของแผ่นบางโดย
ละเอียด และได้เปรียบเทียบประสิทธิภาพของเอลิเมนต์ชนิดนีก้ับเอลิเมนต์
สามเหล่ียมแบบอ่ืน ๆ ท่ีประกอบไปด้วย 9 ระดบัขัน้ความเสรี พบว่าเอลิเมนต์
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สามเหล่ียมแบบดีเคทีเป็นเอลเิมนต์ท่ีมีประสทิธิภาพสงูในการวิเคราะห์ปัญหาการ
โก่งของแผน่บาง 

1.2.3 Batoz, J. L. [7] ได้นําเสนอการประดิษฐ์เมทริกซ์ความแข็งเกร็ง (stiffness 
matrix) ของเอลิเมนต์สามเหลี่ยมแบบดีเคทีในพิกัดย่อย (local coordinates) 
และได้เปรียบเทียบประสทิธิภาพของเอลเิมนต์ชนิดนีก้บัเอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบ
อ่ืน ๆ ซึง่พบว่าเอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีนัน้มีประสิทธิภาพดีกว่าเอลิเมนต์
สามเหล่ียมแบบอ่ืน ๆ ในการวิเคราะห์ปัญหาการโก่งของแผน่บาง 

1.2.4 Hrabok, M. M. and Hrudey T. M. [4] ได้กลา่วโดยสรุปถึงเอลิเมนต์ชนิดตา่ง ๆ 
ท่ีได้ถกูพฒันาตลอดจนแนวทางในการวิจยัและพฒันาในการวิเคราะห์ปัญหาการ
โก่งของแผน่บางในช่วงหลายปีท่ีผา่นมา 

1.2.5 Jeyachandrabose, C., Kirkhope J., and Babu C. R. [8] ได้นําเสนอการ
ประดิษฐ์เมทริกซ์ความแข็งเกร็งของเอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีในพิกดัรวม 
(global coordinates) ทําให้ลดเวลาและความซบัซ้อน รวมไปถึงความผิดพลาด
ในการคํานวณท่ีอาจเกิดขึน้จากการแปลงเมทริกซ์ความแข็งเกร็งจากพิกัดย่อย
ไปสู่พิกดัรวมในขัน้ตอนการรวมสมการของเอลิเมนต์ย่อยเข้าสู่ระบบสมการรวม 
และสามารถนําเมทริกซ์ไปประดษิฐ์โปรแกรมคอมพิวเตอร์ได้โดยตรง 

1.2.6 Dechaumphai, P. [2] ได้นําเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดยอัตโนมัติใน
ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลเิมนต์มาใช้ในการวิเคราะห์ปัญหาการถ่ายเทความร้อน โดย
ใช้เอลิเมนต์ขนาดเล็กในบริเวณท่ีมีการเปล่ียนแปลงความชนัของผลลพัธ์สงู เพ่ือ
เพิ่มความแม่นยําของผลลัพธ์ และใช้เอลิเมนต์ขนาดใหญ่ในบริเวณท่ีมีการ
เปล่ียนแปลงความชนัของผลลพัธ์ต่ํา เพ่ือลดหน่วยความจําและเวลาท่ีใช้ในการ
คํานวณ 

1.2.7 Dechaumphai, P. [9] ได้นําเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดยอัตโนมัติใน
ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์มาใช้ในการวิเคราะห์ปัญหาการโก่งของแผ่นบางใน
แนวระนาบ ซึง่ทําให้ผลลพัธ์ท่ีได้มีความเท่ียงตรงมากขึน้ โดยใช้จํานวนเอลิเมนต์
เวลาในการคํานวณน้อยลง 
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1.3 วัตถุประสงค์ของวิทยานิพนธ์ 

1.3.1 ศกึษาพฤตกิรรมและทฤษฎีของปัญหาการโก่งของแผน่บาง 
1.3.2 ศกึษาระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ในการวิเคราะห์ปัญหาการโก่งของแผ่นบางโดย

ใช้เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคที 
1.3.3 ศึกษาและประยุกต์เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดยอัตโนมัติเพ่ือใช้ในการ

วิเคราะห์ปัญหาโครงสร้างแผ่นบางใน 3 มิต ิ

1.4 ขอบเขตของวิทยานิพนธ์ 

1.4.1 ประดิษฐ์สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ และเอลิเมนต์เมทริกซ์สําหรับปัญหาโครงสร้าง
แผน่บางใน 3 มิต ิ

1.4.2 ประดิษฐ์โปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีสอดคล้องกนั เพ่ือใช้วิเคราะห์ปัญหาโครงสร้าง
แผน่บางใน 3 มิต ิ

1.4.3 ประยกุต์เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดยอตัโนมตัิ เพ่ือเพิ่มประสิทธิภาพของ
ผลลพัธ์ในการวิเคราะห์ปัญหาโครงสร้างแผน่บางใน 3 มิต ิ

1.5 ขัน้ตอนการดาํเนินงานวทิยานิพนธ์ 

1.5.1 ศกึษาทฤษฎีและสมการเชิงอนพุนัธ์ท่ีเก่ียวข้องสําหรับปัญหาการโก่งของแผน่บาง 
1.5.2 ศึกษาระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ และประดิษฐ์สมการไฟไนต์เอลิเมนต์สําหรับ

วิเคราะห์ปัญหาโครงสร้างแผน่บางโดยใช้เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคที 
1.5.3 ประดิษฐ์โปรแกรมคอมพิวเตอร์เพ่ือใช้ในการวิเคราะห์ปัญหาโครงสร้างแผ่นบาง

ด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลเิมนต์โดยใช้เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคที 
1.5.4 ตรวจสอบความถกูต้องของโปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีประดิษฐ์ขึน้กับปัญหาอย่าง

ง่ายท่ีทราบผลเฉลยแมน่ตรง 
1.5.5 ประยกุต์เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดยอตัโนมตัิกบัโปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ี

ได้ประดษิฐ์ขึน้ 
1.5.6 นําโปรแกรมคอมพิวเตอร์ไปใช้แก้ปัญหาโครงสร้างแผน่บางท่ีมีรูปร่างซบัซ้อน 
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1.6 ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับจากวิทยานิพนธ์ 

1.6.1 มีความเข้าใจในการวิเคราะห์ปัญหาโครงสร้างแผ่นบางด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิ
เมนต์ 

1.6.2 โปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีประดษิฐ์ขึน้ สามารถนําไปวิเคราะห์ปัญหาโครงสร้างแผ่น
บางท่ีมีรูปร่างซบัซ้อนใน 3 มิตไิด้ 

1.6.3 เป็นแนวทางสําหรับการศึกษาและพัฒนาระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ในการ
วิเคราะห์ปัญหาโครงสร้างแผน่บางตอ่ไปในอนาคต 
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บทที่  2 

สมการเชิงอนุพนัธ์ 

งานวิจยันีเ้ป็นการศึกษาปัญหาการโก่งของโครงสร้างแผ่นบางโดยใช้ระเบียบวิธี
ไฟไนต์เอลเิมนต์ การทําความเข้าใจในการหาลกัษณะการโก่งตวัและความเค้นอนัเน่ืองมาจากแรง
กระทําทางกลและภาระทางความร้อนของโครงสร้างแผ่นบาง จะต้องอาศยัทฤษฎีทางกลศาสตร์
ของแข็งเป็นสําคญั ดงันัน้ในบทนีจ้ะกล่าวถึงทฤษฎีทางกลศาสตร์ของแข็ง เพ่ือนํามาสู่สมการเชิง
อนุพนัธ์ย่อยสําหรับปัญหาการโก่งของแผ่นบางอนัเน่ืองมาจากแรงกระทําทางกลและภาระทาง
ความร้อนทัง้ในแนวดิง่และในแนวระนาบ 

2.1 สมการเชิงอนุพันธ์สาํหรับปัญหาการโก่งของแผ่นบางในแนวดิ่ง 

แผน่บางรูปร่างลกัษณะใด ๆ ซึง่มีความหนา t และวางตวัอยู่ในแนวระนาบ x-y ท่ี
กึ่งกลางความหนาของแผ่นบาง ถกูแรงแบบกระจาย (distributed load) มีคา่ p(x,y) มากระทําใน
แนวแกนดิง่ z ดงัแสดงในรูปท่ี 2.1  

 
รูปท่ี 2.1 แผน่บางในแนวระนาบ x-y ท่ีมีแรงกระทําในแนวแกน z 

สมมตุฐิานพืน้ฐานท่ีใช้ในการวิเคราะห์ปัญหาการโก่งของแผน่บาง [1] คือ ระนาบ
หน้าตดัท่ีตัง้ฉากผ่านความหนาของแผ่นบางนัน้ยงัคงเป็นระนาบท่ีตัง้ฉากเช่นเดิมหลงัจากท่ีแผ่น
บางเกิดการโก่งตวัไปแล้ว ซึง่สมมตุฐิานนีก่้อให้เกิดความสมัพนัธ์ระหว่างคา่เคลื่อนตวั u และ v ใน
แนวระนาบ x และ y กบัคา่การเคล่ือนตวั w ในแนวแกนดิง่ z คือ 

 w
u z

x


 


 และ w

v z
y
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y z
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ดงันัน้คา่ความเครียด (strain) สามารถเขียนให้อยู่ในรูปแบบของคา่การเคล่ือนตวั
ในแนวดิง่ w ได้ดงันี ้
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จากความสมัพนัธ์ตามกฎของฮคุ (Hooke’s law) [10] สามารถเขียนคา่ความเค้น 
(stress) ในรูปแบบของคา่การเคล่ือนตวัในแนวดิง่ w ได้เป็น 
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 (2.3ค) 

ค่าความเค้นเหล่านีก่้อให้เกิดโมเมนต์ย่อยและแรงเฉือนต่าง ๆ ตามมา รูปท่ี 2.2 
แสดงความเค้นตามขอบของแผ่นบางเล็กใด ๆ ท่ีมีความยาว dx และ dy ในแนวแกน x และ y 
ตามลําดบั 

 
 รูปท่ี 2.2 ความเค้นยอ่ยตา่ง ๆ ผา่นความหนาของแผน่บางเลก็ใด ๆ ท่ียาว dx กว้าง dy และหนา t 
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โมเมนต์ยอ่ยตา่ง ๆ ได้แก่ 
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โดย D  
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 (2.5) 

คือ คา่ความแข็งเกร็งของการโก่ง (flexural rigidity) และในทํานองเดียวกนั จะได้วา่ 
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สว่นแรงเฉือนตา่ง ๆ นัน้ ได้แก่ 
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   (2.10) 

ซึง่ลกัษณะและทิศทางของโมเมนต์และแรงท่ีเกิดขึน้แสดงไว้ดงัรูปท่ี 2.3 

หลงัจากแผ่นบางเกิดการโก่งตวัและอยู่ในสภาวะสมดลุ (equilibrium condition) 
ผลรวมของแรงในแนวแกนดิง่ต้องเท่ากบัศนูย์ดงัสมการ (2.11) 

 0zF   ;  0yx
QQ

p
x y


  

 
 (2.11) 

และผลรวมของโมเมนต์รอบแกน y และ x ต้องเท่ากบัศนูย์เช่นกนั ดงัสมการ (2.12) และ (2.13) 
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 0 xM ; 0xy y
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 (2.13) 

จากสมการ (2.12) และ (2.13) จะได้วา่ 
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จากนัน้ แทนคา่ xQ   และ yQ  ลงในสมการ (2.11) จะได้ 
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 (2.16) 

แทนคา่ xM , yM  และ xyM  จากสมการ (2.4), (2.6) และ (2.7) ลงในสมการ (2.16) ก่อให้เกิด
สมการเชิงอนพุนัธ์ยอ่ยสําหรับปัญหาการโก่งของแผน่บาง นัน่คือ 
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รูปท่ี 2.3 โมเมนต์และแรงเฉือนยอ่ยตามขอบของแผน่บางเลก็ใด ๆ ท่ียาว dx กว้าง dy และหนา t 
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โดยสมการ (2.17) นีเ้ป็นสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อยสําหรับปัญหาการโก่งของแผ่น
บางในกรณีท่ีมีเฉพาะแรงกระทําในแนวดิ่ง หากเราพิจารณารวมถึงการโก่งอนัเกิดจากอณุหภมูิท่ี
เปล่ียนแปลงไปตลอดความหนาซึง่ก่อให้เกิดความเค้นเน่ืองจากความร้อน (thermal stress) ค่า
โมเมนต์ยอ่ย xM  และ yM  ในสมการ (2.4) และ (2.6) จะเปล่ียนเป็น [11] 
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 (2.19) 

โดยท่ี  TM  
2

2

/

/

( )
t

t

E T z zdz


   (2.20) 

และเรียก TM  ว่า โมเมนต์ความร้อน (thermal moment) ส่วน )(zT  คือ การกระจายตัวของ
อณุหภมูิตลอดความหนาของแผน่บาง 

ดงันัน้สมการเชิงอนพุนัธ์ย่อยสําหรับปัญหาการโก่งของแผ่นบางท่ีมีแรงกระทําใน
แนวดิ่ง และมีผลจากอุณหภูมิท่ีเปล่ียนแปลงไปตลอดความหนาสามารถแสดงได้ดังสมการท่ี 
(2.21) 

 
4 4 4

4 2 2 4
2

w w w
D

x x y y

   
      

 
2 2

2 2

1
( , )

1
T TM M

p x y
x y

  
       

 (2.21) 

 

2.2 สมการเชิงอนุพันธ์สาํหรับปัญหาการโก่งของแผ่นบางในแนวระนาบ 

พิจารณาความเค้นบนเอลิเมนต์เล็กใด ๆ ใน 2 มิติ ท่ีมีความยาวและความกว้าง 
dx และ dy ในแนวแกน x และ y ท่ีมีความหนาหนึง่หน่วย โดยไม่คิดนํา้หนกัของตวัเอง ดงัแสดงใน
รูปท่ี 2.4  

ในสภาวะสมดุล (equilibrium condition) ผลรวมของโมเมนต์รอบแกนดิ่งต้อง
เท่ากบัศนูย์ จะได้วา่ 

0zM   ; xy yx   (2.22) 

และผลรวมของแรงในแนวแกน x และ y ต้องเท่ากบัศนูย์ จงึนํามาสูส่มการเชิง
อนพุนัธ์สําหรับปัญหาการโก่งของแผน่บางในแนวระนาบ คือ 
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0xF   ; 0xyx

x y

 
 

 
 (2.23) 

0yF   ; 0y xy

y x

  
 

 
 (2.24) 

โดย x , y  แทนคา่ความเค้นฉาก (normal stress) ในแนวแกน x และ y ตามลําดบั สว่น xy  
แทนคา่ความเค้นเฉือน (shearing stress) 

          

dx

dyx
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รูปท่ี 2.4 ความเค้นบนเอลเิมนต์เลก็ใด ๆ ใน 2 มิต ิท่ีมีความยาวและความกว้าง dx และ dy 

โดยค่าความเค้นต่าง ๆ สามารถเขียนให้อยู่ในรูปของค่าความเครียดได้จาก
ความสมัพนัธ์ตามกฎของฮคุ (Hooke’s law) [10] ดงันี ้

 x   02
( ) ( , )

(1 ) 1x y

E E
T x y T  

 
   

 
 (2.25ก) 

 y   02
( ) ( , )

(1 ) 1y x

E E
T x y T  

 
   

 
 (2.25ข) 

 xy  
2(1 ) xy

E 





 (2.25ค) 

โดย E แทนค่าโมดูลัสของยังส์ (Young’s modulus) และ   แทนค่าอัตราส่วนของปัวส์ซง 
(Poisson’s ratio) สว่น yx  ,  แทนคา่ความเครียดฉาก (normal strain) ในแนวแกน x และแกน y 
ตามลําดบั, xy  แทนคา่ความเครียดเฉือน,   แทนสมัประสิทธ์ิการขยายตวัเน่ืองจากอณุหภมูิ 
(coefficient of thermal expansion), T(x,y) แทนการกระจายตัวของอุณหภูมิของแผ่นบางใน
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แนวระนาบ x และ y และ T0 แทนอณุหภมูิอ้างอิงท่ีวสัดไุมเ่กิดความเค้น (reference temperature 
for zero stress) เช่นท่ีอณุหภมูิห้อง 

คา่ความเครียดเหลา่นีส้ามารถเขียนให้อยู่ในรูปของระยะการเคล่ือนตวั u และ v 
ในแนวแกน x และ y ได้ดงันี ้

 x

u

x
 




 (2.26ก) 

 y

v

y
 




 (2.26ข) 

 xy

u v

y x
  

 
 

 (2.26ค) 

ดงันัน้ สําหรับปัญหาการโก่งของแผ่นบางในแนวระนาบ ตวัแปรไม่ทราบคา่จะมีเพียง 2 คา่เท่านัน้ 
คือ u และ v เม่ือเราทราบค่า u และ v แล้วจึงสามารถนําไปคํานวณหาค่าความเครียดและความ
เค้นยอ่ยตา่ง ๆ ได้ตามลําดบั 
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บทที่  3 

ระเบยีบวธีิไฟไนต์เอลิเมนต์ 

ในบทนีจ้ะแสดงการนําระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์มาประยกุต์ใช้ในการวิเคราะห์
ปัญหาการการโก่งของโครงสร้างแผ่นบางอนัเน่ืองมาจากแรงกระทําทางกลและภาระทางความ
ร้อน โดยจะเร่ิมต้นด้วยขัน้ตอนทัว่ไปของระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ การใช้เอลิเมนต์สามเหลี่ยม
แบบดสิครีตเคอร์ชอฟฟ์หรือเอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีในการวิเคราะห์ปัญหาการโก่งของแผน่
บางในแนวดิง่ สมการไฟไนต์เอลเิมนต์และไฟไนต์เอลเิมนต์เมทริกซ์สําหรับการวิเคราะห์ปัญหาการ
โก่งของแผ่นบางในแนวด่ิงท่ีประดิษฐ์ขึน้จากการใช้เอลิเมนต์สามเหลี่ยมแบบดีเคที รวมไปถึง
สมการไฟไนต์เอลิเมนต์และไฟไนต์เอลิเมนต์เมทริกซ์สําหรับการวิเคราะห์ปัญหาการโก่งของแผ่น
บางในแนวระนาบโดยใช้เอลิเมนต์สามเหลี่ยมท่ีมีค่าความเครียดคงท่ี ซึง่ไฟไนต์เอลิเมนต์เมทริกซ์
เหลา่นีส้ามารถนําไปใช้ในการประดษิฐ์โปรแกรมคอมพิวเตอร์ได้โดยตรง 

3.1 ขัน้ตอนทั่วไปของระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 

การแก้ปัญหาด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์โดยวิธีถ่วงนํา้หนักเศษตกค้าง
ประกอบด้วย 6 ขัน้ตอนหลกั [1] ดงัตอ่ไปนี ้

 ขัน้ตอนที่1 แบ่งรูปร่างลกัษณะของปัญหาออกเป็นเอลิเมนต์ย่อย ๆ เช่น แบ่ง
ออกเป็นเอลิเมนต์สามเหลี่ยมย่อย ๆ ดงัแสดงในรูปท่ี 3.1 จากนัน้ทําการหาสมการเชิงอนุพนัธ์ท่ี
สอดคล้องกบัปัญหาท่ีต้องการวิเคราะห์ ซึง่สมการเชิงอนุพนัธ์โดยทัว่ไปสามารถเขียนให้อยู่ในรูป
ของ 

 0)( D  (3.1) 

โดยท่ี D  คือ ตวัดําเนินการเชิงอนพุนัธ์ (differential operator) 

    คือ ตวัแปรตามแมน่ตรง 

 ขัน้ตอนที่ 2 เลือกฟังก์ชนัการประมาณภายในเอลิเมนต์ (element interpolation 
function) ยกตวัอย่างเช่น เอลิเมนต์สามเหล่ียมซึ่งประกอบไปด้วย 3 จุดต่อดงัแสดงในรูปท่ี 3.2 
โดยท่ีจดุเหลา่นีเ้ป็นตําแหน่งของตวัไม่ทราบคา่ (nodal unknowns) ซึง่ในท่ีนีคื้อ 1 , 2  และ 3  
ลกัษณะการกระจายของตวัไม่ทราบค่าบนเอลิเมนต์นีส้ามารถเขียนให้อยู่ในรูปของฟังก์ชันการ
ประมาณภายในเอลเิมนต์และตวัไมท่ราบคา่ท่ีจดุตอ่ดงัแสดงในสมการ (3.2)  
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     (3.2) 

โดยท่ี   N    คือ เมทริกซ์ของฟังก์ชนัการประมาณภายในเอลเิมนต์ 

       คือ เวกเตอร์ท่ีประกอบด้วยตวัไมท่ราบคา่ท่ีจดุตอ่บนเอลเิมนต์ 

 
รูปท่ี 3.1 การแบง่รูปร่างลกัษณะของปัญหาออกเป็นเอลเิมนต์ 

 
รูปท่ี 3.2 เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบสามจดุตอ่ 

 ขัน้ตอนที่ 3 สร้างสมการของแตล่ะเอลิเมนต์ (element equations) ด้วยวิธีถ่วง
นํา้หนกัเศษตกค้าง (method of weighted residual) โดยเร่ิมต้นจากการนําผลเฉลยโดยประมาณ
ในสมการ (3.2) มาแทนลงในสมการเชิงอนุพนัธ์ของปัญหาท่ีกําลงัพิจารณา ซึ่งในท่ีนีคื้อสมการ 
(3.1) จะพบเศษตกค้าง (Residual) เกิดขึน้ดงัแสดงในสมการ (3.3) 
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เอลเิมนต์แบบอยา่ง 
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  (3.3) 

โดยท่ี  R  คือ เศษตกค้าง 

 m  คือ จํานวนจดุตอ่ของเอลเิมนต์ 

จากนัน้จึงทําการลดความผิดพลาดให้น้อยท่ีสุดด้วยวิธีกาเลอร์คิน (Galerkin) 
โดยเร่ิมจากการคณูเศษตกค้าง R  ด้วยฟังก์ชนัถ่วงนํา้หนกั (weighted function) W  จากนัน้ทํา
การอินทิเกรทตลอดทัง้โดเมนของเอลเิมนต์แล้วกําหนดให้ผลลพัธ์ท่ีได้มีคา่เท่ากบัศนูย์ ซึง่คือ  

 0iW R d


   i = 1, 2, 3, …, m (3.4) 

ถ้าเราเลือกฟังก์ชนัถ่วงนํา้หนกัโดยให้ ii NW   จะเรียกว่าวิธีบบัโนฟ-กาเลอร์คิน 
(Bubnov-Galerkin) แตห่ากเลือก ii NW   จะเรียกวา่วิธีเพทรอฟ-กาเลอร์คนิ (Petrov-Galerkin)  

 ขัน้ตอนที่ 4 อินทิเกรททีละส่วน (integrate by part) ซึ่งจะทําการแทนสมการ 
(3.3) ลงในสมการ (3.4) แล้วอินทิเกรททีละสว่นจะได้ 

iW Rd


  
( ) 1e

m

i i i
i

W D N d


 
  

 
  

iW Rd


     
( ) ( )

, , , ,
e e

i i i i i iW N d W N d 
 

    
 

  (3.5) 

 พจน์ท่ีเก่ียวข้องกบัโดเมน พจน์ท่ีเก่ียวข้องกบัขอบเขต 
 ของเอลเิมนต์, )(e  ของเอลเิมนต์, )(e   

 ขัน้ตอนที่ 5 แทนพจน์ท่ีเก่ียวข้องกบัขอบเขตของเอลิเมนต์ ด้วยสภาวะขอบเขต
อ่ืน ๆ ท่ีเก่ียวข้อง ซึง่ก่อให้เกิดสมการของเอลเิมนต์ท่ีสมบรูณ์สําหรับปัญหาท่ีพิจารณา 

 ขัน้ตอนที่ 6 เขียนสมการของเอลิเมนต์ ซึ่งมีทัง้หมด m  สมการให้อยู่ในรูปของ
เมทริกซ์ นัน่คือ 

      
( ) ( 1) ( 1)m m m m

K F
  

  (3.6) 

โดยท่ี  K  คือ เอลเิมนต์เมทริกซ์ของความแข็งเกร็ง (element stiffness matrix) 

    คือ เวกเตอร์ของตวัไมรู้่คา่ท่ีจดุตอ่ (vector of nodal unknown) 

    F  คือ โหลดเวกเตอร์ท่ีจดุตอ่ (vector of nodal load) 



16 
 

เม่ือได้สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ดงัเช่นแสดงในสมการ (3.6) จึงทําการรวมสมการ
ของเอลิเมนต์ย่อยเข้าด้วยกนัอนัก่อให้เกิดสมการระบบรวม จากนัน้จึงทําการแก้ระบบสมการรวม
เพ่ือหาผลลพัธ์ท่ีจดุตอ่ตา่ง ๆ ตอ่ไป 

3.2 เอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบดิสครีตเคอร์ชอฟฟ์ และสมการไฟไนต์เอลิเมนต์สําหรับ
การวิเคราะห์ปัญหาการโก่งของแผ่นบางในแนวดิ่ง 

เอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบดิสครีตเคอร์ชอฟฟ์ (Discrete Kirchhoff Triangle) 
หรือเรียกกันโดยทั่วไปว่า เอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคที (DKT) ได้ถูกนําเสนอครัง้แรกใน
เอกสารอ้างอิง [5] ว่าเป็นเอลิเมนต์สามเหล่ียมซึง่สามารถให้ผลลพัธ์ซึง่ลู่เข้าสู่ผลลพัธ์แม่นตรงได้
เร็วเม่ือลดขนาดของเอลเิมนต์ลง หลงัจากนัน้เอกสารอ้างอิง [6] ได้ทําการศกึษาพฤติกรรมของเอลิ
เมนต์ชนิดนีโ้ดยละเอียดและเปรียบเทียบประสทิธิภาพของเอลเิมนต์ชนิดนีก้บัเอลเิมนต์สามเหล่ียม
แบบอ่ืน ๆ โดยพบว่าเอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีนีเ้ป็นเอลิเมนต์ท่ีมีประสิทธิภาพสูงในการ
วิเคราะห์ปัญหาการโก่งของแผน่บาง 

เหตุผลเบือ้งหลังท่ีเอลิเมนต์ชนิดนีส้ามารถให้ผลลัพธ์ท่ีมีความเท่ียงตรงสูง 
เพราะว่าขัน้ตอนของการประดิษฐ์นัน้เร่ิมจากเอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบ 6 จุดต่อ แล้วจึงประยกุต์
เง่ือนไขหลาย ๆ ประการเพ่ือลดจํานวนตวัไม่รู้คา่ทําให้เอลิเมนต์สามเหลี่ยมแบบ 6 จดุต่อนีล้ดรูป
ลงเป็นเอลิเมนต์แบบ 3 จุดต่อ โดยแต่ละจุดต่อประกอบด้วยตวัไม่รู้ค่า 3 ค่านั่นคือ ค่าของการ
เคล่ือนตวัในแนวดิ่ง w  และค่ามมุบิด x  และ y  ท่ีบิดไปรอบแกน x และ y สําหรับ จึงมีจํานวน
ตวัไมรู้่คา่ทัง้หมด 9 คา่ตอ่หนึง่เอลิเมนต์เท่ากบัจํานวนตวัไม่รู้คา่ของเอลิเมนต์สามเหล่ียมแผ่นบาง
ทัว่ไป  

เง่ือนไขหลาย ๆ ประการท่ีใช้ในการประดิษฐ์เอลิเมนต์ชนิดนีซ้ึ่งได้นําเสนอโดย
ละเอียดในเอกสารอ้างอิง [6] ประกอบด้วย : (1) การสมมุติลกัษณะการกระจายของมุมบิดใน
รูปแบบกําลงัสอง (quadratic) บนเอลิเมนต์ (2) การกําหนดให้ความเครียดเฉือนย่อยในแนวดิ่ง 
(transverse shears) มีค่าเป็นศูนย์ท่ีจุดต่อทัง้สาม (3) การกําหนดให้ลกัษณะการเคล่ือนตวัใน
แนวดิ่ง w  แปรผันในรูปกําลังสาม (cubic) ตลอดด้านทัง้สามของเอลิเมนต์ และ (4) การ
กําหนดให้คา่มมุบดิท่ีตัง้ฉากกบัด้านทัง้สามของเอลเิมนต์มีการกระจายแบบเชิงเส้น (linear) 

รูปท่ี 3.3 แสดงลกัษณะของเอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีซึง่ประกอบด้วย 3 จดุ
ตอ่วางตวัในแนวระนาบ x-y โดยแต่ละจดุตอ่ประกอบด้วยตวัไม่รู้ค่า คือ คา่การเคล่ือนตวั w  ใน
แนวแกนดิง่ z และคา่มมุบดิ x  และ y  ท่ีบดิไปรอบแกน x และ y ตามลําดบั 
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รูปท่ี 3.3 เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคที 

ดงัท่ีได้กลา่วไว้ข้างต้น การประดษิฐ์เอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีแบบ 3 จดุตอ่
นีเ้ร่ิมจากการกําหนดให้การกระจายของค่ามมุบิดในรูปแบบกําลงัสองบนเอลิเมนต์สามเหลี่ยม
แบบ 6 จุดต่อดงัแสดงในรูปท่ี 3.4 ซึ่งมีฟังก์ชันการประมาณภายในอยู่ในรูปของพิกัดธรรมชาต ิ
(natural coordinates) คือ 

1

1
2(1 )( )

2
N          (3.7ก) 

2 (2 1)N     (3.7ข) 

3 (2 1)N     (3.7ค) 

4 4N   (3.7ง) 

5 4 (1 )N       (3.7จ)  

6 4 (1 )N       (3.7ฉ) 

 
รูปท่ี 3.4 เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบ 6 จดุตอ่ ภายใต้พิกดัธรรมชาต ิ

1

3

2
(0,0) (1,0)1

( ,0)
2

5 4

6

(0,1)

1 1
( , )
2 2





1
(0, )

2

x 

3 

z 

t/2 

t 
2 

1 

y 
w

),( 11 yx  

),( 22 yx

),( 33 yx  

1w  
1x  
1y  

2w  
2x  
2y  

3w  
3x  
3y  

x


y
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และด้วยสมมติฐานต่าง ๆ ท่ีได้กล่าวไว้ข้างต้น ค่ามุมบิดดงักล่าวในแนวแกน x 
และ y ท่ีจดุตอ่ทัง้หมด 12 คา่นัน้สามารถแปลงให้อยู่ในรูปของคา่การเคล่ือนตวัในแนวดิ่ง w  และ

คา่ความชนั w

x




 และ w

y




 ท่ีจดุยอดมมุของเอลเิมนต์สามเหล่ียมทัง้สาม และเน่ืองจาก x

w

y
 




 

และ y

w

x
 

 


 ดงันัน้ตวัไม่ทราบค่าบนเอลิเมนต์จึงลดรูปลงเหลือ 9 ค่า อนัได้แก่ค่าการเคล่ือน

ตวัในแนวดิ่ง w  และค่ามมุบิด x  และ y  รอบแกน x และ y ตามลําดบัท่ีจดุต่อทัง้สามของเอลิ
เมนต์สามเหล่ียมสามจุดต่อ จากนัน้จึงประยุกต์วิธีถ่วงนํา้หนกัเศษตกค้างกับสมการเชิงอนุพนัธ์
ย่อยสําหรับปัญหาการโก่งของแผ่นบางในสมการ (2.21) ก่อให้เกิดสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ท่ี
สามารถนําไปใช้ประดษิฐ์ขึน้เป็นโปรแกรมคอมพิวเตอร์ คือ   

      
(9 9) (9 1) (9 1)(9 1)

p TK F F
  

   (3.8) 

โดยโหลดเวกเตอร์  pF  ทางด้านขวาของสมการนีป้ระกอบด้วยแรงท่ีจุดต่ออนัเน่ืองมาจากแรง
เด่ียวภายนอก (concentrated load) หรือแรงแบบกระจาย (distributed load) และ  TF  คือ
โหลดเวกเตอร์เน่ืองจากอณุหภมูิท่ีเปล่ียนแปลงไปตลอดความหนา สว่นเมทริกซ์ของความแข็งเกร็ง
ทางด้านซ้ายของสมการไฟไนต์เอลเิมนต์ คือ  

        
11

(9 9) (9 3) (3 3) (3 9)0 0

2
T

K A B D B d d


 


   

    (3.9) 

โดยท่ี 

  





















2

1
00

01

01

)1(12 2

3







Et

D   (3.10) 

และ  

31 12

31 12

31 12 31 12

1

2

x x

y y

y yx x

H H
y y

H H
B x x

A

H HH H
x x y y

 

 

   

     
         

                
 

                              

 (3.11) 

และพืน้ท่ี A ของเอลิเมนต์ คํานวณได้จาก 2/)( 31121231 yxyx   ซึ่งในท่ีนี ้ ijx  
และ ijy  หมายถึง 
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 jiij xxx   และ jiij yyy     ;   i, j = 1, 2, 3 (3.12) 

ส่วน xH  และ yH  ในเมทริกซ์ทางด้านขวาของสมการ (3.11) แทนฟังก์ชนัการ
ประมาณภายในท่ีใช้สมมุติลักษณะการกระจายของมุมบิดรอบแกน x และ y ตามลําดับ ค่า
ฟังก์ชนัเชิงอนุพนัธ์อนัดบัหนึ่งของ xH  และ yH  เม่ือเทียบกบั   และ   สามารถเขียนขึน้เป็น
สมการได้โดยตรง [6] ดงันี ้
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 (3.13ก) 
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  (3.13ข) 
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  (3.13ค) 
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  (3.13ง) 

คา่สมัประสทิธ์ิตา่ง ๆ ในสมการ (3.13ก-ง) นัน้ คํานวณได้จาก 

kp  26 /ij ijx    (3.14ก) 

kq  23 /ij ij ijx y   (3.14ข) 

kt  26 /ij ijy    (3.14ค) 

kr  2 23 /ij ijy   (3.14ง) 

โดย k = 4, 5, 6 เม่ือ ij = 23, 31, 12 ตามลําดบั และ 22
ijij yx   

ดงันัน้ เมทริกซ์ความแข็งเกร็งตามสมการ (3.9) สําหรับแตล่ะเอลเิมนต์จงึสามารถ
คํานวณได้โดยใช้การอินทิเกรทเชิงตวัเลข (numerical integration) อย่างไรก็ตามในเวลาต่อมา 
เอกสารอ้างอิง [8] ได้นําเสนอการคํานวณเมทริกซ์ความแข็งเกร็งนีโ้ดยประดิษฐ์ขึน้เป็นสมการใน
รูปแบบปิด (closed-form expression) ทําให้ช่วยลดเวลาท่ีใช้ในการคํานวณลงไปได้มาก อีกทัง้
ยงัช่วยหลีกเล่ียงความคลาดเคล่ือนอนัเน่ืองมาจากการอินทิเกรทเชิงตวัเลขได้อีกด้วย 

โหลดเวกเตอร์เน่ืองจากอุณหภูมิท่ีเปล่ียนแปลงไปตลอดความหนา  TF  นัน้ 
คํานวณได้จาก 
  TF     T

A

B M dA   (3.15) 

  TM  0T TM M     (3.16) 

โดย TM  คือ โมเมนต์ความร้อน (thermal moment) ดงัแสดงไว้ในสมการ (2.20) 

ซึง่หลงัจากการอินทิเกรทพจน์ของโหลดเวกเตอร์เน่ืองจากอณุหภมูิท่ีเปล่ียนแปลง  
จะสามารถเขียนให้อยู่ในรูปแบบปิดสําหรับเอลิเมนต์ท่ีค่าอณุหภมูิเปล่ียนแปลงตลอดความหนา 

)(zTT   ได้ดงันี ้
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1

1

0

T

T TF M G

 
   
 
 

 (3.17) 

 
   
   

       





















2212213112121131

22122131

12121131

6

1

GyGyGxGx

GxGx

GyGy

G  (3.18) 

โดยท่ีเมทริกซ์แนวนอน  ijG  และ i, j = 1, 2 นัน้ มีรายละเอียดดงันี ้

 11G  5 5 5 4 4 4 4 5 4 5 4 5( ) ( ) ( )p q r p q r p p q q r r          

 12G  6 6 6 4 6 4 6 4 6 4 4 4( ) ( ) ( )p q r p p q q r r p q r           (3.19) 

 21G  5 5 5 4 4 4 4 5 4 5 4 5(3 ) ( 3 ) ( ) ( ) ( )t r q t r q t t r r q q             

 22G 6 6 6 4 6 4 6 4 6 4 4 4(3 ) ( ) ( ) ( ) ( 3 )t r q t t r r q q t r q               

3.3 เอลิเมนต์สามเหล่ียมที่มีค่าความเครียดคงที่และสมการไฟไนต์เอลิเมนต์สําหรับ
การวิเคราะห์ปัญหาการโก่งของแผ่นบางในแนวระนาบ 

พิจารณาเอลเิมนต์สามเหล่ียมสามจดุตอ่ใด ๆ ท่ีมีลกัษณะการกระจายของคา่การ
เคล่ือนตวั u และ v ในแนวแกน x และ y ตลอดทัง้เอลิเมนต์เป็นแบบเชิงแผ่นเรียบ (flat plane) ดงั
แสดงในรูปท่ี 3.5 โดยลกัษณะการกระจายของค่าการเคล่ือนตวั u และ v นีบ้นเอลิเมนต์เป็นดงั
สมการ (3.20) 

 m  

1

1

1 2 3 2

1 2 3 2

3

3

0 0 0

0 0 0

u

v

N N N uu

N N N vv

u

v

 
 
 
          

     
 
 
  

 (3.20ก) 

   mN   (3.20ข) 

โดยท่ีฟังก์ชนัการประมาณภายในเอลเิมนต์ Ni หาได้จากสมการ 

 iN  1
( )

2 i i ia b x c y
A

    ;   i = 1, 2, 3 (3.21) 

โดย A แทนพืน้ท่ีของเอลเิมนต์สามเหล่ียม ซึง่คํานวณได้จากพิกดัของจดุตอ่ท่ีมมุทัง้สาม คือ 
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 A 
1 1

2 2

3 3

1
1

1
2

1

x y

x y

x y

  

 A  2 3 1 1 2 3 3 1 2

1
( ) ( ) ( )

2
x y y x y y x y y       (3.22) 

และสมัประสทิธ์ิ ai, bi, ci ; i = 1, 2, 3 ในสมการ (3.21) คือ 

 1 2 3 3 2a x y x y   1 2 3b y y   1 3 2c x x   (3.23ก) 
 2 3 1 1 3a x y x y   2 3 1b y y   2 1 3c x x   (3.23ข) 
 3 1 2 2 1a x y x y   3 1 2b y y   3 2 1c x x   (3.23ค) 

 

 
รูปท่ี 3.5 ลกัษณะการกระจายของคา่การเคล่ือนตวั u และ v บนเอลเิมนต์สามเหล่ียมสามจดุตอ่ 

จากความสมัพนัธ์ของค่าความเครียดและค่าการเคล่ือนตวัในสมการ (2.26) จึง
สามารถเขียนค่าเวกเตอร์ของความเครียด    ให้อยู่ในรูปของเวกเตอร์ของค่าการเคล่ือนตวัใน
แนวระนาบ  m  ได้ดงันี ้

    
x

y

xy

u

x
v

y

u v

y x





 
 

  
         

    
 

  

 (3.24ก) 

2v
2u

u(x, y) 

v(x, y) 
3 

2 

1 

t 
คา่การเคล่ือนตวั 

y 

x 
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1
31 2

1

231 2

2

33 31 1 2 2

3

0 0 0

0 0 0

uNN N
vx x x
uNN N
vy y y

uN NN N N N

y x y x y x v

   
  

     
             
      
            

 (3.24ข) 

    

1

1
1 2 3

2
1 2 3

2
1 1 2 2 3 3

3

3

0 0 0
1

0 0 0
2

u

v
b b b

u
c c c

vA
c b c b c b

u

v

 
 
  
      
     
 
  

 (3.24ค) 

      m mB   (3.24ง) 

จากความสมัพนัธ์ตามกฎของฮคุ (Hooke’s law) ในสมการ (2.25) สามารถเขียน
เวกเตอร์ของคา่ความเค้น    ให้อยูใ่นรูปของคา่เวกเตอร์ความเครียด    ได้โดย  

    
 
 

0

02

1 0 ( , )

1 0 ( , )
1

1
0 0

2

x x

y y

xy xy

T x y T
E

T x y T

   
   


  

 
     
                   
 

 (3.25ก) 

         0C C    (3.25ข) 

แทนคา่เวกเตอร์ของความเครียด    จากสมการ (3.24) จะได้ 

          0m mC B C    (3.26) 

ในท่ีนี ้ 0  คือเวกเตอร์ของคา่ความเครียดชัน้ต้นซึง่เป็นผลมาจากอณุหภมูิ ดงัแสดงในสมการ 

  0    0( , )T x y T   (3.27) 

โดยท่ี   T  0      (3.28) 

ทําการแทนค่าสมการ (3.26) ลงในสมการเชิงอนพุนัธ์ย่อยสําหรับปัญหาการโก่ง
ของแผ่นบางในแนวระนาบสมการ (2.23) และ (2.24) และทําการประยุกต์วิธีถ่วงนํา้หนักเศษ
ตกค้างก่อให้เกิดสมการไฟไนต์เอลเิมนต์สําหรับปัญหาการโก่งของแผน่บางในแนวระนาบ [12] คือ  

       0
(6 6) (6 1) (6 1) (6 1)

m m bK F F
   

   (3.29) 
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โดยท่ีเมทริกซ์ของความแข็งเกร็ง  mK  สามารถเขียนให้อยู่ในรูปของการคณูกนั
ของเมทริกซ์ได้ดงันี ้

  mK      T

m mB C B t A  (3.30) 

ส่วน  bF  คือโหลดเวกเตอร์อันเน่ืองมาจากแรงภายนอกกระทําท่ีจุดต่อใน
ระนาบ x-y และ  0F คือโหลดเวกเตอร์อนัเน่ืองมาจากอณุหภมูิท่ีเปล่ียนแปลงไปซึง่แสดงไว้ดงั
สมการ (3.31) 

  0F      0

1

( ) 1

0

T

mB C T T t A
 
    
 
 

 (3.31) 

โดยในท่ีนี ้อุณหภูมิ T(x,y) ถกูสมมตุิให้คงท่ีตลอดทัง้เอลิเมนต์ ซึ่งหากอณุหภูมิบนเอลิเมนต์นัน้
แปรผนัในลกัษณะแผน่เรียบ คา่ T ในโหลดเวกเตอร์นีจ้ะเป็นคา่เฉลี่ยของอณุหภมูิท่ีจดุตอ่ทัง้สาม 

จะเห็นได้ว่า เมทริกซ์  mB  ท่ีแสดงความสมัพนัธ์ระหว่างค่าความเครียดและค่า
การเคลื่อนตวัท่ีแสดงในสมการ (3.24) นัน้ เป็นเมทริกซ์ท่ีมีคา่ความเครียดคงตวัโดยมีคา่ขึน้อยู่กบั
ตําแหน่งของจดุต่อทัง้สาม เอลิเมนต์นีจ้ึงถกูเรียกว่า เอลิเมนต์สามเหล่ียมท่ีมีค่าความเครียดคงท่ี 
(constant strain triangle - CST) โดยเอลเิมนต์เมทริกซ์ตา่ง ๆ ของสมการไฟไนต์เอลิเมนต์สําหรับ
ปัญหาการโก่งของแผน่บางในแนวระนาบโดยใช้เอลเิมนต์สามเหล่ียมท่ีมีคา่ความเครียดคงท่ีนัน้อยู่
ในรูปแบบปิด และสามารถนําไปประดษิฐ์เป็นโปรแกรมคอมพิวเตอร์ได้โดยตรง 
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บทที่  4 

ไฟไนต์เอลิเมนต์โปรแกรมคอมพวิเตอร์สาํหรับ 

การวเิคราะห์ปัญหาการโก่งของโครงสร้างแผ่นบาง 

จากสมการไฟไนต์เอลิเมนต์และไฟไนต์เอลิเมนต์เมทริกซ์ท่ีได้ถกูประดิษฐ์ขึน้ใน
บทท่ี 3 จะถูกนํามาประดิษฐ์เป็นโปรแกรมคอมพิวเตอร์เพ่ือใช้ในวิเคราะห์ปัญหาการโก่งของ
โครงสร้างแผ่นบาง โปรแกรมดงักล่าวนีถ้กูประดิษฐ์ขึน้โดยใช้ภาษาฟอร์แทรน (FORTRAN) โดย
โปรแกรมท่ีประดษิฐ์ขึน้นีมี้ช่ือวา่ PLATEDKT รายละเอียดตา่ง ๆ ของโปรแกรมดงักลา่วมีดงันี ้

4.1 ขัน้ตอนการคาํนวณ 

โปรแกรมคอมพิวเตอร์ PLATEDKT ประกอบไปด้วยโปรแกรมหลัก  (main 
program) และโปรแกรมยอ่ย (subroutine) ตา่ง ๆ โดยมีรายละเอียดและขัน้ตอนการคํานวณดงันี ้

4.1.1. เร่ิมต้นทํางานภายในโปรแกรมหลกัโดยการอา่นไฟล์ข้อมลูนําเข้า (input file) ของ
ปัญหา ซึง่ประกอบด้วยข้อมลูตา่ง ๆ ของปัญหา เช่น จํานวนจดุตอ่และจํานวนเอ
ลิเมนต์ของปัญหา ค่าคุณสมบตัิต่าง ๆ ของแผ่นบาง ตําแหน่งของจุดต่อต่าง ๆ 
อณุหภมูิท่ีจดุตอ่ตา่ง ๆ แรงท่ีกระทําท่ีจดุตอ่ตา่ง ๆ เป็นต้น  

4.1.2. ทําการคํานวณแบบทําซํา้โดยการเรียกโปรแกรมย่อย [TRI] เพ่ือทําการสร้างเอลิ
เมนต์เมทริกซ์ท่ีเก่ียวข้องกับการเสียรูปของแผ่นบางในแนวดิ่งและแนวระนาบ 
โดยจะมีการเรียกโปรแกรมย่อยต่างๆ ได้แก่ โปรแกรมย่อย [KRCST], [KDKT], 
[RDKT], [VECTOR] และ [CROSS] เพ่ือทําการประดิษฐ์เอลิเมนต์เมทริกซ์ท่ี
เก่ียวข้อง โปรแกรมย่อย [TRFORM] เพ่ือทําการแปลงเอลิเมนต์เมทริกซ์จาก
โคออร์ดิเนตย่อยสู่โคออร์ดิเนตรวม และโปรแกรมย่อย [ASSMBLE] เพ่ือทําการ
รวมสมการของเอลเิมนต์ยอ่ยเข้าด้วยกนัก่อให้เกิดระบบสมการรวม 

4.1.3. หลงัจากท่ีได้ระบบสมการรวมแล้ว ทําการประยกุต์เง่ือนไขขอบเขตเข้ากบัระบบ
สมการรวมโดยการเรียกโปรแกรมยอ่ย [APPLYBC] 

4.1.4. จากนัน้จึงเรียกโปรแกรมย่อย [SOLVE] เพ่ือทําการแก้ระบบสมการรวมเพ่ือให้
ได้ผลลพัธ์ตา่ง ๆ ได้แก่ คา่ระยะการเคล่ือนตวั u, v และ w ในแนวแกน x, y และ 
z และคา่มมุบดิรอบแกน x , y และ z  ท่ีจดุตอ่ตา่ง ๆ 

4.1.5. คํานวณหาคา่ความเค้นตา่ง ๆ โดยการเรียกโปรแกรมยอ่ย [STRESS] 
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4.1.6. ทําการเขียนผลลพัธ์ท่ีคํานวณได้ ซึง่ได้แก่ ค่าระยะการเคล่ือนตวั u, v และ w ใน
แนวแกน x, y และ z ค่ามมุบิดรอบแกน x , y และ z  และคา่ความเค้นวอนมิ
เซสลงไปในไฟล์ผลลพัธ์ท่ีกําหนดไว้เพ่ือนําไปใช้แสดงผลตอ่ไป 

ลําดบัขัน้ตอนการทํางานของโปรแกรมสามารถสรุปได้โดยใช้แผนภมูิการทํางาน (flow chart) ดงั
แสดงในรูปท่ี 4.1 

4.2 รายละเอียดของโปรแกรม 

รายละเอียดของโปรแกรม PLATEDKT ได้แสดงไว้ในภาคผนวก ก 

4.3 รายละเอียดของไฟล์ข้อมูลนําเข้า 

รายละเอียดของไฟล์ข้อมลูนําเข้าท่ีใช้กบัโปรแกรม PLATEDKT ประกอบไปด้วย 
6 สว่นยอ่ยดงันี ้

ส่วนที่ 1 ประโยคอธิบายกํากบัลกัษณะของไฟล์ 
บรรทดัแรก ตวัเลขระบจํุานวนบรรทดัท่ีเป็นตวัอกัษร 
บรรทดัตอ่ไป ประโยคตา่ง ๆ ท่ีอธิบายลกัษณะของไฟล์ท่ีมีจํานวนบรรทดัตามท่ีระบไุว้ 

ตวัอยา่งเช่น:    2 

 Simply supported square plate under uniform 
   distributed load (element 4x4) 

  
ส่วนที่ 2 ขนาดของปัญหา พร้อมคา่ตา่ง ๆ ท่ีจะใช้ในการคํานวณ 

บรรทดัแรก คําระบจํุานวนเอลเิมนต์ จํานวนจดุตอ่ และจํานวนจดุตอ่ท่ีมีแรงกระทํา 
บรรทดัตอ่ไป ตวัเลขจํานวนเอลเิมนต์ จํานวนจดุตอ่ และจํานวนจดุตอ่ท่ีมีแรงกระทํา  

ตวัอยา่งเช่น:    NPOIN    NELEM    NFORCE  

      32       25         1 

 
ส่วนที่ 3 คณุสมบตัติา่ง ๆ ของวสัดโุครงสร้างแผน่บาง 

บรรทดัแรก คําระบคุณุสมบตัติา่ง ๆ 
บรรทดัตอ่ไป ตวัเลขแสดงค่าโมดูลัสของความยืดหยุ่น ค่าอัตราส่วนของปัวส์ซง ค่า

สมัประสิทธ์ิการขยายตวัเน่ืองจากอณุหภมูิ และค่าอณุหภมูิอ้างอิงท่ีวสัดุ
ไมเ่กิดความเค้น ตามลําดบั 

ตวัอยา่งเช่น:          E     PR   ALPHA     TREF 

   7.2E+10   0.25        0.       0. 
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เร่ิมการทํางาน

อ่านข้อมูลของปัญหาที่จะทําการวิเคราะห์
จากไฟล์ข้อมูลนําเข้า [MAIN]

สร้างไฟไนต์เอลิเมนต์เมทริกซ์ [TRI] และทําการรวมเอลิเมนต์เมตริกซ์ต่าง ๆ
เข้าเป็นเมทริกซ์ใหญ่ของระบบสมการ [ASSMBLE]

บนัทึกข้อมูลผลลัพธ์ที่ได้ลงในไฟล์ผลลัพธ์ [MAIN] 

สิน้สุดการคํานวณ

ประยุกต์เง่ือนไขขอบเขต [APPLYBC]

แก้ระบบสมการรวม [SOLVE]

คํานวณค่าความเค้น [STRESS]

 
รูปท่ี 4.1 ลกัษณะขัน้ตอนการทํางานของโปรแกรม PLATEDKT 
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ส่วนที่ 4 ลกัษณะของเอลเิมนต์ 
บรรทดัแรก คําระบลุกัษณะของเอลเิมนต์ 
บรรทดัตอ่ ๆ ไป หมายเลขเอลิเมนต์ หมายเลขของจุดต่อทัง้สามในทิศทวนเข็มนาฬิกาท่ี

 ประกอบขึน้เป็นเอลิเมนต์ ค่าความหนาของเอลิเมนต์ และแรงกระจายท่ี
 กระทําในแนวดิง่บนเอลเิมนต์ 

ตวัอยา่งเช่น:   ELE      I      J      K      TH      FDZ 

      1      1     17     16    0.01   -1200. 

      2      1      2     17    0.01   -1200. 

      3      2     18     17    0.01   -1200. 

                                        
     31     25      9     10    0.01   -1200. 

     32     25      8      9    0.01   -1200. 

 
ส่วนที่ 5 ลกัษณะของจดุตอ่ 

บรรทดัแรก คําระบลุกัษณะของจดุตอ่ 
บรรทดัตอ่ ๆ ไป ตวัเลขแสดงหมายเลขของจดุตอ่ เง่ือนไขขอบเขตของคา่การเคล่ือนตวัใน

 แนวแกน x, y และ z พร้อมกบัเง่ือนไขขอบเขตของค่ามมุบิดรอบแกน x, 
 y และ z ตําแหน่งของจดุตอ่บนแกน x, y และ z และคา่อณุหภมูิท่ีผิวบน
 และผิวลา่งของจดุตอ่ ตามลําดบั 

ตวัอยา่งเช่น: NODE IUX IUY IUZ IRX IRY IRZ   X     Y     Z  TT  TB 

     1  1   1   0   1   1   1  0.00  0.00  0.00  0.  0. 

     2  1   1   0   1   0   1  0.25  0.00  0.00  0.  0. 

     3  1   1   0   1   0   1  0.50  0.00  0.00  0.  0. 

                                          
    24  1   1   0   0   0   1  0.50  0.75  0.00  0.  0. 

    25  1   1   0   0   0   1  0.75  0.75  0.00  0.  0. 

หมายเหต:ุ คา่เง่ือนไขขอบเขตใน IUX, IUY, IUZ, IRX, IRY, IRZ คือคา่เง่ือนไขขอบเขตของ 
 u, v, w, x , y และ z  ท่ีจดุตอ่ ซึง่มีความหมายดงันี ้
 1 คือ คา่ท่ีจดุตอ่นัน้ถกูกําหนดให้มีคา่เท่ากบั 0 
 0 คือ ให้ทําการคํานวณหาคา่ท่ีจดุตอ่ดงักลา่ว 
โดยในกรณีท่ี 1.) ขอบรองรับด้วยลิม่ (simply support) คา่ IUX, IUY, IUZ = 1 
 2.) ขอบถกูยดึแน่น (clamped) คา่ IUX, IUY, IUZ, IRX, IRY, IRZ = 1 
 3.) ขอบถกูปลอ่ยอิสระ (free support) คา่ IUX, IUY, IUZ, IRX, IRY, IRZ = 0 
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และในกรณีแก้ปัญหาแผ่นบางใน 2 มิติบนระนาบ x และ y คา่ IUX, IUY, IRZ = 1 โดยถ้าขอบ
สมมาตรในแนวแกน x คา่ IRX = 1 และขอบสมมาตรในแนวแกน y คา่ IRY = 1 
  
ส่วนที่ 6 ลกัษณะของแรงกระทําท่ีจดุตอ่ 

บรรทดัแรก คําระบจุดุตอ่และแนวแรงท่ีกระทํา 
บรรทดัตอ่ ๆ ไป หมายเลขของจดุตอ่ และแรงท่ีกระทําท่ีจดุตอ่ในแนวแกนตา่ง ๆ 

ตวัอยา่งเช่น:   NODE   FX   FY   FZ 

       1   0.   0.   0. 
 

4.4 ตวัอย่างการใช้โปรแกรม PLATEDKT 

ในหวัข้อนีจ้ะกล่าวถึงตวัอย่างการใช้โปรแกรม PLATEDKT ท่ีประดิษฐ์ขึน้มาใน
การวิเคราะห์ปัญหาการโก่งของแผ่นบางส่ีเหล่ียมจตัรัุสท่ีรองลบัด้วยลิ่ม (simply support) ตลอด
ขอบทัง้ส่ีด้าน ภายใต้แรงกระทําแบบกระจายดงัแสดงในรูปท่ี 4.2 โดยท่ีแผ่นบางนีมี้คา่โมดลูสัของ
ความยืดหยุ่น (modulus of elasticity, E) เป็น 72 GPa และอตัราสว่นปัวซงส์ (Poisson’s ratio, 
 ) เป็น 0.25 

 
รูปท่ี 4.2 ปัญหาตวัอยา่งแผน่ส่ีเหล่ียมจตัรัุสบางท่ีขอบทัง้ส่ีรองรับด้วยลิม่ภายใต้แรงกระจาย 

เน่ืองจากลกัษณะของปัญหามีความสมมาตร จึงนําเพียงหนึ่งในส่ีของแผ่นบาง
ด้านบนขวามาทําการวิเคราะห์ด้วยโปรแกรมคอมพิวเตอร์ PLATEDKT โดยเร่ิมจากการสร้างรูป
แบบจําลองทางไฟไนต์เอลิเมนต์ดงัแสดงในรูปท่ี 4.3 ซึ่งประกอบไปด้วย 25 จุดต่อ 32 เอลิเมนต์ 
ซึง่ลกัษณะของไฟล์ข้อมลูนําเข้าท่ีมีช่ือวา่ ‘TEST1.DAT’ มีรายละเอียดดงัแสดงไว้ในรูปท่ี 4.4 

 p = 1,200 2N/m

z 

x 

t = 0.01 m 

2 m 

2 m 

y 
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รูปท่ี 4.3 แบบจําลองทางไฟไนต์เอลเิมนต์ของปัญหาตวัอยา่ง 

 
 
2                                                                     
Simply supported square plate under uniform                           
distributed load (element 2x2)                                        
   NELEM     NPOIN     NFORCE                                         
       8         9          1                                         
       E     PR ALPHA       TREF                              
 7.2E+10      0.25         0.         0.                              
ELE     I    J    K     TH     FDZ                                    
 1      1    9    8    0.01  -1200.                                   
 2      1    2    9    0.01  -1200.                                   
 3      2    4    9    0.01  -1200.                                   
 4      2    3    4    0.01  -1200.                                   
 5      8    6    7    0.01  -1200.                                   
 6      8    9    6    0.01  -1200.                                   
 7      9    5    6    0.01  -1200.                                   
 8      9    4    5    0.01  -1200.                                   
NODE  IUX  IUY  IUZ  IRX  IRY  IRZ    X      Y     Z    TT  TB        
 1     1    1    0    1    1    1    0.0    0.0   0.0   0.  0.        
 2     0    1    0    1    0    1    0.5    0.0   0.0   0.  0.        
 3     0    1    1    1    0    1    1.0    0.0   0.0   0.  0.        
 4     0    0    1    0    0    1    1.0    0.5   0.0   0.  0.        
 5     0    0    1    0    0    1    1.0    1.0   0.0   0.  0.        
 6     0    0    1    0    0    1    0.5    1.0   0.0   0.  0.        
 7     1    0    1    0    1    1    0.0    1.0   0.0   0.  0.        
 8     1    0    0    0    1    1    0.0    0.5   0.0   0.  0.        
 9     0    0    0    0    0    1    0.5    0.5   0.0   0.  0.        
NODE   FX   FY   FZ 
 1     0.   0.   0.  
 

รูปท่ี 4.4 ลกัษณะของไฟล์ข้อมลูนําเข้า ‘TEST1.DAT’ 
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เม่ือผู้ ใช้เร่ิมทําการคํานวณโดยใช้โปรแกรม PLATEDKT โปรแกรมจะทําการ
คํานวณไปตามขัน้ตอนดงัท่ีได้อธิบายในหวัข้อ 4.1 โดยเม่ือการคํานวณเสร็จสิน้ ผลลพัธ์ท่ีได้จะถกู
บรรจอุยูใ่นไฟล์ ‘TEST1.OUT’ ดงัแสดงในรูปท่ี 4.5 
 
 
NODAL DISPLACEMENTS AND ROTATIONS 
 
NODE   U          V          W       THETA-X    THETA-Y    THETA-Z 
 
1  0.0000E+0  0.0000E+0 -0.1225E-1  0.0000E+0  0.0000E+0  0.0000E+0 
2  0.0000E+0  0.0000E+0 -0.8800E-2  0.0000E+0 -0.1332E-1  0.0000E+0 
3  0.0000E+0  0.0000E+0  0.0000E+0  0.0000E+0 -0.1946E-1  0.0000E+0 
4  0.0000E+0  0.0000E+0  0.0000E+0  0.9569E-3 -0.1415E-1  0.0000E+0 
5  0.0000E+0  0.0000E+0  0.0000E+0  0.2726E-3 -0.2726E-3  0.0000E+0 
6  0.0000E+0  0.0000E+0  0.0000E+0  0.1415E-1 -0.9569E-3  0.0000E+0 
7  0.0000E+0  0.0000E+0  0.0000E+0  0.1946E-1  0.0000E+0  0.0000E+0 
8  0.0000E+0  0.0000E+0 -0.8800E-2  0.1332E-1  0.0000E+0  0.0000E+0 
9  0.0000E+0  0.0000E+0 -0.6428E-2  0.9846E-2 -0.9846E-2  0.0000E+0 
 
NODAL STRESSES [9]:    
                            
NODE   V-M STRESS     
                            
  1   0.114490E+08     
  2   0.846132E+07     
  3   0.545924E+07     
  4   0.882731E+07     
  5   0.125469E+08     
  6   0.882731E+07     
  7   0.545924E+07     
  8   0.846132E+07     
  9   0.108239E+08     
 

รูปท่ี 4.5 ลกัษณะของไฟล์ข้อมลูผลลพัธ์ ‘TEST1.OUT’ 
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บทที่  5 

การตรวจสอบความถูกต้องของโปรแกรมคอมพวิเตอร์ 

ในบทนีโ้ปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีได้ประดิษฐ์ขึน้เพ่ือวิเคราะห์ปัญหาการโก่งของ
โครงสร้างแผน่บางด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลเิมนต์โดยใช้เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีนัน้ จะถกู
นํามาตรวจสอบความถกูต้องกบัปัญหาท่ีเราทราบผลเฉลยแมน่ตรง หรือผลการวิเคราะห์ด้วยวิธีอ่ืน 
รวมไปถึงเปรียบเทียบกบัการใช้เอลิเมนต์ส่ีเหล่ียมแบบสี่จดุต่อ ทัง้ปัญหาการโก่งของแผ่นบางอนั
เน่ืองมาจากแรงกระทําทางกล  (mechanical loading) และภาระทางความร้อน  (thermal 
loading) ดงัรายละเอียดตอ่ไปนี ้

5.1 ปัญหาการโก่งของแผ่นบางเน่ืองจากแรงกระทาํทางกล 

5.1.1 ปัญหาแผ่นบางส่ีเหล่ียมที่ถูกแรงกระจายกระทาํตลอดทัง้แผ่น 

แผ่นส่ีเหลี่ยมจัตุรัสบางขนาด 2×2 m2 หนา 0.01 m รองรับด้วยลิ่ม (simply 
support) ตลอดขอบทัง้ส่ีด้าน ภายใต้แรงกระจาย (distributed load) ในแนวดิ่งขนาดคงท่ี p = 
1,200 N/m2 กระทําตลอดทัง้แผ่นดังแสดงในรูปท่ี 5.1 โดยท่ีแผ่นบางนีมี้ค่าโมดูลัสของความ
ยืดหยุ่น (modulus of elasticity, E) เป็น 72 GPa และอตัราสว่นปัวซงส์ (Poisson’s ratio,  ) 
เป็น 0.25  

 
รูปท่ี 5.1 แผน่ส่ีเหล่ียมจตัรัุสบางท่ีขอบทัง้ส่ีรองรับด้วยลิม่ ภายใต้แรงกระจายในแนวด่ิง 

ผลเฉลยแม่นตรงของค่าการเคล่ือนตวัในแนวแกนดิ่ง w ของแผ่นบางส่ีเหล่ียม
จตัรัุสขนาด a a ใดๆ ภายใต้แรงกระจายกระทําในแนวดิง่ขนาดคงท่ี p [13] คือ 

 p = 1,200 2N/m

z 

x 

t = 0.01 m 

2 m 

2 m 

y 
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   (5.1) 

โดยท่ี a   คือ ความกว้างของแผน่ส่ีเหล่ียมจตัรัุสบาง 
   D  คือ คา่ความแข็งเกร็งของการโก่ง (flexural rigidity) ดงัแสดงในสมการ (2.5) 
และ  0 ; 0x a y a      

เร่ิมต้นทําการวิเคราะห์ปัญหาโดยการแบ่งโดเมนของปัญหาออกเป็นเอลิเมนต์
ย่อย ๆ และเน่ืองจากลกัษณะของปัญหานีมี้ความสมมาตรจึงนําเพียงพืน้ท่ีหนึ่งในส่ีทางขวาบน
ของแผ่นบางในรูปท่ี 5.1 มาใช้ในการคํานวณ โดยทําการวิเคราะห์ปัญหาด้วยไฟไนต์เอลิเมนต์
โปรแกรมท่ีได้ประดิษฐ์ขึน้โดยใช้เอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีและเอลิเมนต์สี่เหล่ียมแบบสี่จุด
ตอ่ รูปท่ี 5.2 และ 5.3 แสดงถึงลกัษณะการแบ่งโดเมนของปัญหาออกเป็นเอลิเมนต์สามเหลี่ยม
และส่ีเหล่ียมท่ีมีจํานวนจดุตอ่ท่ีเท่ากนั คือ 121 จดุตอ่ และเง่ือนไขขอบเขตตา่ง ๆ ของปัญหา 

 
 รูปท่ี 5.2  รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีและเง่ือนไขขอบเขต 
  ของปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมภายใต้แรงกระจายในแนวดิง่ 
 

 

x 

1 m

y 

1 m 

0w 

0y 

0x 

0w 
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 รูปท่ี 5.3  รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์สี่เหล่ียมแบบสี่จดุตอ่และเง่ือนไขขอบเขต 
  ของปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมภายใต้แรงกระจายในแนวดิง่ 

ลักษณะการเสียรูปของแผ่นบางส่ีเหล่ียมนีท่ี้คํานวณได้จากการใช้เอลิเมนต์
สามเหล่ียมแบบดีเคทีและเอลเิมนต์สี่เหล่ียมแบบส่ีจดุตอ่นัน้แสดงไว้ดงัรูปท่ี 5.4 และ 5.5 โดยแผ่น
บางมีค่าการเสียรูปในแนวแกนดิ่งสงูสดุท่ีตําแหน่งจดุกึ่งกลางแผ่น รูปท่ี 5.6 แสดงค่าผลลพัธ์ของ
การเคลื่อนตวัในแนวแกนดิ่ง w ตลอดแนวแกน x ท่ีคํานวณได้จากเอลิเมนต์ทัง้สองแบบโดยใช้
จํานวนจดุตอ่ท่ีเท่ากนัคือ 121 จดุตอ่เปรียบเทียบกบัผลเฉลยแมน่ตรง โดยจะเห็นได้วา่เอลเิมนต์ทัง้
สองแบบนัน้ต่างให้ผลลพัธ์ท่ีสอดคล้องกับผลเฉลยแม่นตรง และเม่ือพิจารณาเปอร์เซ็นต์ความ
ผิดพลาดของผลลพัธ์ท่ีได้จากเอลิเมนต์ทัง้สองแบบท่ีตําแหน่งจุดกึ่งกลางท่ีมีค่าการเสียรูปสงูสดุ
พบวา่ การคํานวณโดยใช้เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีนัน้ให้ผลลพัธ์ท่ีมีความแม่นยํามากกว่าเอ
ลเิมนต์ส่ีเหล่ียมแบบส่ีจดุตอ่ท่ีจํานวนจดุตอ่ท่ีเท่ากนั และด้วยจํานวนจดุตอ่ท่ีเพิ่มมากขึน้เอลิเมนต์
สามเหล่ียมแบบดีเคทีจะให้ผลลพัธ์ท่ีใกล้เคียงกบัผลเฉลยแม่นตรงมากกว่าเอลิเมนต์สี่เหล่ียมแบบ
ส่ีจุดต่อดงัแสดงในรูปท่ี 5.7 นัน่คือ ผลลพัธ์ท่ีได้จากการคํานวณโดยใช้เอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบ
ดีเคทีนัน้จะลูเ่ข้าสูคํ่าตอบได้รวดเร็วกวา่เอลเิมนต์ส่ีเหล่ียมแบบส่ีจดุตอ่เม่ือมีการแบง่เอลิเมนต์ให้มี
ความละเอียดมากขึน้ 

 

x 

1 m

 

y 

1 m 

0w 

0y 

0x 

0w 



35 
 

 
 รูปท่ี 5.4  การเสียรูปของแผน่บางภายใต้แรงกระจายในแนวดิง่ โดยใช้เอลเิมนต์ 
  สามเหล่ียมแบบดีเคทีในการวิเคราะห์ 

 
 รูปท่ี 5.5  การเสียรูปของแผน่บางภายใต้แรงกระจายในแนวดิง่ โดยใช้เอลเิมนต์ 
  ส่ีเหล่ียมแบบส่ีจดุตอ่ในการวิเคราะห์ 
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รูปท่ี 5.6 คา่การเคล่ือนตวัในแนวแกนดิง่ w ตลอดแนวแกน x ของแผน่บางภายใต้แรงกระจาย 
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 รูปท่ี 5.7  คา่เปอร์เซน็ต์ความผิดพลาดของผลลพัธ์ท่ีได้จากเอลเิมนต์ทัง้สองแบบ 
  ท่ีตําแหน่งจดุกึ่งกลางท่ีมีคา่การเสียรูปในแนวแกนด่ิง w สงูสดุ 
 ของปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมภายใต้แรงกระจายในแนวดิง่ 

5.1.2 ปัญหาแผ่นบางส่ีเหล่ียมที่ถูกแรงเดี่ยวกระทาํที่ตาํแหน่งกึ่งกลางแผ่น 

แผ่นส่ีเหล่ียมจัตุรัสบางขนาด 2×2 m2 หนา 0.01 m รองรับด้วยลิ่ม (simply 
support) ตลอดขอบทัง้ส่ีด้าน ภายใต้แรงเด่ียวกระทําท่ีจดุกึ่งกลางแผ่น F = 1,200 N ดงัแสดงใน
รูปท่ี 5.8 โดยท่ีแผ่นบางนีมี้คา่โมดลูสัของความยืดหยุ่น E เป็น 72 GPa และอตัราสว่นปัวซงส์   
เป็น 0.25 

 
 รูปท่ี 5.8  แผน่ส่ีเหล่ียมจตัรัุสบางท่ีขอบทัง้ส่ีรองรับด้วยลิม่ 
  ถกูแรงเด่ียวกระทําท่ีตําแหน่งกึง่กลางแผน่ 
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ผลเฉลยแม่นตรงของค่าการเคล่ือนตวัในแนวแกนดิ่ง w ของแผ่นบางส่ีเหล่ียม
จตัรัุสขนาด a a ใดๆ ภายใต้แรงเด่ียวกระทําในแนวดิง่ F ท่ีตําแหน่งกึ่งกลาง [13] คือ 
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 (5.2) 

โดยท่ี a  คือ ความกว้างของแผน่ส่ีเหล่ียมจตัรัุสบาง 
   D  คือ คา่ความแข็งเกร็งของการโก่ง 
และ  0 ; 0x a y a      

เน่ืองจากลกัษณะของปัญหานีมี้ความสมมาตรจึงนําเพียงพืน้ท่ีหนึ่งในส่ีทางขวา
บนของแผน่บางในรูปท่ี 5.8 มาใช้ในการคํานวณ จากนัน้จึงทําการวิเคราะห์ปัญหาด้วยไฟไนต์เอลิ
เมนต์โปรแกรมท่ีได้ประดษิฐ์ขึน้โดยใช้เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีและเอลิเมนต์สี่เหล่ียมแบบส่ี
จดุต่อโดยใช้จํานวนจุดต่อท่ีเท่ากนัคือ 121 จดุต่อ ลกัษณะการแบ่งโดเมนของปัญหาทัง้แบบเอลิ
เมนต์สามเหลี่ยมและส่ีเหล่ียมรวมไปถึงเ ง่ือนไขขอบเขตต่าง ๆ ของปัญหานัน้มีลักษณะ
เช่นเดียวกนักบัปัญหาแรกดงัแสดงในรูปท่ี 5.2 และ 5.3  

รูปท่ี 5.9 และ 5.10 แสดงถึงลกัษณะการเสียรูปของแผ่นบางนีท่ี้คํานวณได้จาก
การใช้เอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีและเอลิเมนต์สี่เหล่ียมแบบส่ีจดุต่อ ซึง่จะเห็นได้ว่าแผ่นบาง
มีค่าการเสียรูปในแนวแกนดิ่งสงูสดุท่ีตําแหน่งจดุกึ่งกลางแผ่น สว่นรูปท่ี 5.11 แสดงถึงคา่การเสีย
รูปในแนวแกนดิง่ w ตลอดแนวแกน x ท่ีคํานวณได้จากเอลิเมนต์ทัง้สองแบบโดยใช้จํานวนจดุตอ่ท่ี
เท่ากัน คือ 121 จุดต่อเทียบกับผลเฉลยแม่นตรง โดยจะเห็นว่าเอลิเมนต์ทัง้สองแบบนัน้ต่างให้
ผลลพัธ์ท่ีสอดคล้องกบัผลเฉลยแม่นตรง จากนัน้เม่ือเราพิจารณาคา่เปอร์เซ็นต์ความผิดพลาดของ
ผลลพัธ์ท่ีได้จากการใช้เอลิเมนต์ทัง้สองแบบในการวิเคราะห์ท่ีตําแหน่งจุดกึ่งกลางแผ่นท่ีมีค่าการ
เสียรูปสูงสุดพบว่า การคํานวณโดยใช้เอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีนัน้ให้ผลลัพธ์ท่ีมีความ
แม่นยํามากกว่าเอลิเมนต์ส่ีเหล่ียมแบบส่ีจดุตอ่ท่ีจํานวนจดุตอ่ท่ีเท่ากนั และเม่ือเพิ่มจํานวนจดุต่อ
ให้มากขึน้พบว่า เอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีนัน้ให้ผลลพัธ์ท่ีใกล้เคียงกับผลเฉลยแม่นตรง
มากกว่าเอลิเมนต์สี่เหล่ียมแบบสี่จุดต่อดงัแสดงในรูปท่ี 5.12 กล่าวคือ การคํานวณโดยใช้เอลิ
เมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีนัน้จะให้ผลลพัธ์ท่ีลูเ่ข้าสูคํ่าตอบได้รวดเร็วกวา่เอลเิมนต์สี่เหล่ียมแบบสี่
จดุตอ่เม่ือมีการแบง่เอลเิมนต์ให้มีความละเอียดมากขึน้ 
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 รูปท่ี 5.9  การเสียรูปของแผน่บางภายใต้แรงเด่ียวในแนวดิง่ 
  โดยใช้เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีในการวิเคราะห์ 

 
 รูปท่ี 5.10 การเสียรูปของแผน่บางภายใต้แรงเด่ียวในแนวดิง่ 
  โดยใช้เอลเิมนต์สี่เหล่ียมแบบสี่จดุตอ่ในการวิเคราะห์ 
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รูปท่ี 5.11 คา่การเคล่ือนตวัในแนวแกนดิง่ w ตลอดแนวแกน x ของแผน่บางภายใต้แรงเด่ียว 

- 2.5 

- 5.0 

D
eflection (m

m
) 

 y 
 x 

- 7.5 

- 2.5 

- 5.0 

D
eflection (m

m
) 

 y 
 x 

- 7.5 



39 
 

 
 รูปท่ี 5.12  คา่เปอร์เซน็ต์ความผิดพลาดของผลลพัธ์ท่ีได้จากเอลเิมนต์ทัง้สองแบบ 
  ท่ีตําแหน่งจดุกึ่งกลางท่ีมีคา่การเสียรูปในแนวแกนด่ิง w สงูสดุ 
  ของปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมภายใต้แรงเด่ียวในแนวดิง่ 

5.1.3 ปัญหาแผ่นบางส่ีเหล่ียมที่ถูกแรงกระจายกระทาํเพียงบางส่วน 

แผ่นส่ีเหล่ียมจัตุรัสบางขนาด 2×2 m2 หนา 0.01 m รองรับด้วยลิ่ม (simply 
support) ตลอดขอบทัง้ส่ีด้าน ภายใต้แรงกระจาย p ขนาด 1 kN/m2 กระทําเพียงบางสว่นท่ีบริเวณ
สว่นกลางของแผ่นดงัแสดงในรูปท่ี 5.13 โดยท่ีแผ่นบางนีมี้คา่โมดลูสัของความยืดหยุ่น E เป็น 72 
GPa และอตัราสว่นปัวซงส์   เป็น 0.25 

 

 รูปท่ี 5.13  แผน่ส่ีเหล่ียมจตัรัุสบางท่ีขอบทัง้ส่ีรองรับด้วยลิม่ 
   ถกูแรงกระจายกระทําเพียงบางสว่น 
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ผลเฉลยแม่นตรงของค่าการเคล่ือนตวัในแนวแกนดิ่ง w ของแผ่นบางส่ีเหล่ียม
จตัรัุสขนาด a a ใดๆ ภายใต้แรงกระจายกระทําเพียงบางสว่น P [13] คือ 
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 (5.3) 

โดยท่ี a  คือ ความกว้างของแผน่ส่ีเหล่ียมจตัรัุสบาง 
   D  คือ คา่ความแข็งเกร็งของการโก่ง 
   u  คือ ความกว้างของบริเวณแรงกระจายในแนวแกน x 
 v  คือ ความกว้างของบริเวณแรงกระจายในแนวแกน y 

   ;
2 4m m

m m v

a

     และ  0 ; / 2 / 2x a b y b       

เน่ืองจากลกัษณะของปัญหามีความสมมาตรจึงนําพืน้ท่ีหนึ่งในส่ีทางขวาบนของ
แผ่นบางในรูปท่ี 5.13 มาใช้ในการคํานวณ จากนัน้ทําการวิเคราะห์ปัญหาด้วยไฟไนต์เอลิเมนต์
โปรแกรมท่ีได้ประดิษฐ์ขึน้โดยใช้เอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีและเอลิเมนต์สี่เหล่ียมแบบสี่จุด
ต่อโดยใช้จํานวนจุดต่อท่ีเท่ากันคือ 121 จุดต่อ ลกัษณะการแบ่งโดเมนของปัญหาออกเป็นเอลิ
เมนต์ยอ่ย ๆ ทัง้เอลเิมนต์สามเหล่ียมและส่ีเหล่ียมรวมไปถึงการกําหนดเง่ือนไขขอบเขตตา่ง ๆ ของ
ปัญหานัน้มีลกัษณะเช่นเดียวกบัปัญหาแรกดงัแสดงในรูปท่ี 5.2 และ 5.3 

ลกัษณะการเสียรูปของแผ่นบางนีท่ี้คํานวณได้จากการใช้เอลิเมนต์ทัง้สองแบบ
แสดงไว้ดังรูปท่ี 5.14 และ 5.15 โดยจะเห็นได้ว่าแผ่นบางมีการเสียรูปในแนวแกนดิ่งสูงสุดท่ี
ตําแหน่งจุดกึ่งกลางแผ่น ค่าผลลพัธ์ของการเคล่ือนตวัในแนวแกนด่ิง w ตลอดแนวแกน x ท่ี
คํานวณได้จากเอลิเมนต์ทัง้สองแบบเปรียบเทียบกบัผลเฉลยแม่นตรงนัน้แสดงไว้ดงัรูปท่ี 5.16 ซึ่ง
จะเห็นวา่เอลเิมนต์ทัง้สองแบบนัน้ตา่งให้ผลลพัธ์ท่ีสอดคล้องกบัผลเฉลยแม่นตรง เม่ือพิจารณาคา่
เปอร์เซ็นต์ความผิดพลาดของผลลัพธ์ท่ีได้จากการใช้เอลิเมนต์ทัง้สองแบบในการวิเคราะห์ท่ี
ตําแหน่งจุดกึ่งกลางแผ่นท่ีมีค่าการเสียรูปสูงสุดพบว่า การคํานวณโดยใช้เอลิเมนต์สามเหล่ียม
แบบดีเคทีนัน้ให้ผลลพัธ์ท่ีมีความแม่นยํามากกว่าเอลิเมนต์ส่ีเหล่ียมแบบส่ีจดุต่อท่ีจํานวนจดุต่อท่ี
เท่ากัน และด้วยจํานวนจุดต่อท่ีเพิ่มมากขึน้ เอลิเมนต์สามเหลี่ยมแบบดีเคทีจะให้ผลลัพธ์ท่ี
ใกล้เคียงกับผลเฉลยแม่นตรงมากกว่าเอลิเมนต์ส่ีเหล่ียมแบบสี่จุดต่อดังแสดงในรูปท่ี 5.17 
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กล่าวคือ เอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีนัน้ให้ผลลพัธ์ท่ีลู่เข้าสู่คําตอบได้รวดเร็วกว่าเอลิเมนต์
สี่เหล่ียมแบบส่ีจดุตอ่เม่ือมีการแบง่เอลเิมนต์ให้มีความละเอียดมากขึน้ 

 

 
 รูปท่ี 5.14  การเสียรูปของแผน่บางภายใต้แรงกระจายเพียงบางสว่น 
  โดยใช้เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีในการวิเคราะห์ 

 

 
 รูปท่ี 5.15 การเสียรูปของแผน่บางภายใต้แรงกระจายเพียงบางสว่น 
  โดยใช้เอลเิมนต์สี่เหล่ียมแบบสี่จดุตอ่ในการวิเคราะห์ 

- 2 

- 4 

D
eflection (m

m
) 

 y 

 x 

- 2 

- 4 

D
eflection (m

m
) 

 y 

x 



42 
 

-6.0

-5.0

-4.0

-3.0

-2.0

-1.0

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

w
(x

,0
) (

m
m

)

x(m)

Exact
Rectangular Element
DKT Element

 
 รูปท่ี 5.16 คา่การเคล่ือนตวัในแนวแกนดิง่ w ตลอดแนวแกน x 
  ของแผน่บาง ภายใต้แรงกระจายเพียงบางสว่น 
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 รูปท่ี 5.17  คา่เปอร์เซน็ต์ความผิดพลาดของผลลพัธ์ท่ีได้จากเอลเิมนต์ทัง้สองแบบ 
  ท่ีตําแหน่งจดุกึ่งกลางท่ีมีคา่การเสียรูปในแนวแกนด่ิง w สงูสดุ 
  ของปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมภายใต้แรงกระจายเพียงบางสว่น 

5.1.4 ปัญหาแผ่นบางส่ีเหล่ียมที่มีการรองรับที่ขอบต่างกัน 

แผ่นส่ีเหล่ียมจัตุรัสบางขนาด 1×1 m2 หนา 0.01 m ภายใต้แรงกระทําแบบ
กระจายในแนวดิ่งคงท่ี p = 10,000 N/m2 กระทําตลอดทัง้แผ่น โดยท่ีแผ่นบางนีมี้คา่โมดลูสัของ
ความยืดหยุ่น E เป็น 190 GPa และอตัราส่วนปัวซงส์   เป็น 0.3 แผ่นบางนีร้องรับด้วยลิ่ม 
(simply support) ตลอดขอบสามด้านท่ี x = 0, x = 1 และ y = 1 และถกูยดึตรึงกบัผนงัตลอด
แนวแกน x หรือท่ี y = 0 ดงัแสดงในรูปท่ี 5.18 
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 รูปท่ี 5.18  แผน่ส่ีเหล่ียมจตัรัุสบางท่ีขอบรองรับด้วยลิม่สามด้าน 
  และถกูยดึตรึงกบัผนงัหนึง่ด้านภายใต้แรงกระจาย 

ผลเฉลยแม่นตรงของค่าการเคล่ือนตวัในแนวแกนดิ่ง w ท่ีตําแหน่งกึ่งกลางแผ่น
ของแผ่นบางส่ีเหล่ียมจัตุรัสขนาด a a ใดๆ ท่ีมีการรองรับท่ีขอบต่างกันภายใต้แรงกระจาย p 
[13] คือ 

 
2

0.00279
pa

w
D

  (5.4) 

ทําการวิเคราะห์ปัญหาด้วยเอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีและเอลเิมนต์ส่ีเหล่ียม
แบบส่ีจุดต่อโดยใช้จํานวนจุดต่อท่ีเท่ากนัคือ 121 จุดต่อ ลกัษณะการแบ่งโดเมนทัง้สองแบบของ
ปัญหารวมไปถึงการกําหนดเง่ือนไขขอบเขตตา่ง ๆ ของปัญหานัน้แสดงไว้ในรูปท่ี 5.19 และ 5.20 

 

 รูปท่ี 5.19  รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีและเง่ือนไขขอบเขต 
  ของปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีการรองรับท่ีขอบตา่งกนั 
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 รูปท่ี 5.20  รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์สี่เหล่ียมแบบสี่จดุตอ่และเง่ือนไขขอบเขต 
  ของปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีการรองรับท่ีขอบตา่งกนั 

รูปท่ี 5.21 และ 5.22 แสดงถึงลกัษณะการเสียรูปของแผ่นบางนีท่ี้คํานวณได้จาก
การใช้เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีและเอลิเมนต์ส่ีเหล่ียมแบบส่ีจดุตอ่ โดยแผ่นบางจะมีคา่การ
เสียรูปในแนวแกนด่ิงสูงสุดท่ีตําแหน่งจุดกึ่งกลางแผ่น และเม่ือพิจารณาค่าเปอร์เซ็นต์ความ
ผิดพลาดของผลลพัธ์ท่ีได้จากการใช้เอลิเมนต์ทัง้สองแบบในการวิเคราะห์ท่ีตําแหน่งจุดกึ่งกลาง
แผ่นเทียบกับผลเฉลยแม่งตรงในรูปท่ี 5.23 พบว่า การคํานวณโดยใช้เอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบ
ดีเคทีนัน้ให้ผลลัพธ์ท่ีมีความแม่นยํามากกว่าเอลิเมนต์สี่เหล่ียมแบบสี่จุดต่อท่ีจํานวนจุดต่อท่ี
เท่ากนั และด้วยจํานวนจดุตอ่ท่ีเพิ่มมากขึน้เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีจะให้ผลลพัธ์ท่ีใกล้เคียง
กบัผลเฉลยแมน่ตรงมากกวา่เอลเิมนต์สี่เหล่ียมแบบสี่จดุตอ่ กลา่วคือ ผลลพัธ์ท่ีได้จากการคํานวณ
โดยใช้เอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีนัน้จะลูเ่ข้าสู่คําตอบได้รวดเร็วกว่าเอลิเมนต์สี่เหล่ียมแบบส่ี
จดุตอ่เม่ือมีการแบง่เอลเิมนต์ให้มีความละเอียดมากขึน้ 
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 รูปท่ี 5.21  การเสียรูปของแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีการรองรับท่ีขอบตา่งกนั 
  โดยใช้เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีในการวิเคราะห์ 

 
 รูปท่ี 5.22 การเสียรูปของแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีการรองรับท่ีขอบตา่งกนั 
  โดยใช้เอลเิมนต์สี่เหล่ียมแบบสี่จดุตอ่ในการวิเคราะห์ 

 
 รูปท่ี 5.23  คา่เปอร์เซ็นต์ความผิดพลาดของผลลพัธ์ท่ีได้จากเอลเิมนต์ทัง้สองแบบ 
  ท่ีตําแหน่งจดุกึ่งกลางของปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีการรองรับท่ีขอบตา่งกนั 
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5.1.5 ปัญหาแผ่นบางส่ีเหล่ียมที่มีรูกลมตรงกลาง 

แผ่นส่ีเหล่ียมจตัรัุสบางขนาด 2b×2b (3×3 m2) หนา 0.01 m มีรูกลมตรงกลาง
รัศมี R ภายใต้แรงกระทําแบบกระจายในแนวดิ่งคงท่ี p = 1,000 N/m2 กระทําตลอดทัง้แผ่น โดยท่ี
แผ่นบางนีมี้คา่โมดลูสัของความยืดหยุ่น E เป็น 190 GPa และอตัราสว่นปัวซงส์   เป็น 0.3 แผ่น
บางนีร้องรับด้วยลิ่ม (simply support) ตลอดขอบทัง้ส่ีด้านดงัแสดงในรูปท่ี 5.24 โดยขนาดรัศมี
ของรูกลมตรงกลางของแผ่นบาง R ท่ีทําการวิเคราะห์นัน้ ได้แบ่งออกเป็น 4 ขนาดด้วยกนั นัน่คือ 
อตัราสว่น R/b = 1/6, 2/6, 3/6 และ 4/6 ตามลําดบั 

 

 รูปท่ี 5.24  แผน่ส่ีเหล่ียมจตัรัุสบางท่ีมีรูกลมตรงภายใต้แรงกระจาย 

เน่ืองจากลกัษณะของปัญหามีความสมมาตรจงึนําพืน้ท่ีเพียงหนึง่ในส่ีทางขวาบน
ของแผน่บางในรูปท่ี 5.24 มาใช้ในการคํานวณ จากนัน้จงึการวิเคราะห์ปัญหาด้วยไฟไนต์เอลิเมนต์
โปรแกรมท่ีได้ประดษิฐ์ขึน้โดยใช้เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีด้วยเอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบดีเค
ทีท่ีไม่เป็นระเบียบ (unstructured mesh) ลกัษณะการแบง่โดเมนออกเป็นเอลิเมนต์สามเหล่ียม
ของปัญหาท่ีมีรัศมีรูกลมตรงกลางขนาดตา่ง ๆ นัน้แสดงไว้ในรูปท่ี 5.25-5.28 โดยปัญหาแผ่นบาง
ท่ีมีรูกลมตรงกลางขนาด R/b = 1/6 แบ่งโดเมนออกเป็น 910 เอลิเมนต์ 486 จดุตอ่ ปัญหาแผ่น
บางท่ีมีรูกลมตรงกลางขนาด R/b = 2/6 แบง่โดเมนออกเป็น 522 เอลิเมนต์ 285 จดุตอ่ ปัญหา
แผ่นบางท่ีมีรูกลมตรงกลางขนาด R/b = 3/6 แบง่โดเมนออกเป็น 504 เอลิเมนต์ 276 จดุตอ่ และ
ปัญหาแผน่บางท่ีมีรูกลมตรงกลางขนาด R/b = 4/6 แบง่โดเมนออกเป็น 361 เอลเิมนต์ 204 จดุตอ่ 
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 รูปท่ี 5.25  รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีของปัญหา 
  แผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีรูกลมตรงกลางขนาด R/b = 1/6 
 

 
 รูปท่ี 5.26  รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีของปัญหา 
  แผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีรูกลมตรงกลางขนาด R/b = 2/6 
 

 
 รูปท่ี 5.27  รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีของปัญหา 
  แผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีรูกลมตรงกลางขนาด R/b = 3/6 
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 รูปท่ี 5.28  รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีของปัญหา 
  แผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีรูกลมตรงกลางขนาด R/b = 4/6 

รูปท่ี 5.29-5.32 แสดงลกัษณะการเสียรูปของแผ่นบางท่ีคํานวณได้ ซึ่งจะมีการ
เสียรูปในแนวแกนด่ิงสงูท่ีบริเวณขอบของรูกลม โดยคา่การเสียรูปในแนวแกนดิ่งตลอดแนวแกน x 
ของแผ่นบางนัน้แสดงไว้ดังรูปท่ี 5.33 ส่วนรูปท่ี 5.34 แสดงค่าผลลัพธ์ของการเคล่ือนตัวใน
แนวแกนดิ่งแบบไร้มิติ (dimensionless) ตลอดแนวโค้งของรูกลมของแผ่นบางขนาดต่าง ๆ ท่ี
คํานวณได้เปรียบเทียบกับผลเฉลยของ Lo และ Leissa [14] ซึ่งจะเห็นว่าผลลัพธ์ท่ีได้นัน้
สอดคล้องกนั และเม่ือพิจารณาท่ีตําแหน่งท่ีมีค่าการเสียรูปในแนวแกนดิ่ง w สงูสดุของแผ่นบางท่ี
มีรูกลมขนาดตา่ง ๆ พบวา่ ด้วยการแบง่เอลเิมนต์ให้ละเอียดมากขึน้ มีจํานวนจดุตอ่เพิ่มมากขึน้ เอ
ลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีจะให้ผลลพัธ์ท่ีใกล้เคียงกบัผลเฉลยมากยิ่งขึน้ดงัแสดงในรูปท่ี 5.35 
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  รูปท่ี 5.29  การเสียรูปของแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีรูกลมตรงกลางขนาด R/b = 1/6 
  โดยใช้เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีในการวิเคราะห์ 
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 รูปท่ี 5.30  การเสียรูปของแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีรูกลมตรงกลางขนาด R/b = 2/6 
  โดยใช้เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีในการวิเคราะห์ 
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 รูปท่ี 5.31  การเสียรูปของแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีรูกลมตรงกลางขนาด R/b = 3/6 
  โดยใช้เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีในการวิเคราะห์ 
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 รูปท่ี 5.32  การเสียรูปของแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีรูกลมตรงกลางขนาด R/b = 4/6 
  โดยใช้เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีในการวิเคราะห์ 
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 รูปท่ี 5.33  คา่การเคล่ือนตวัในแนวแกนดิง่ w ตลอดแนวแกน x 
  ของแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีรูกลมตรงกลางขนาดตา่ง ๆ  

 

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

R/b=1/6 Lo and Leissa R/b=1/6 DKT
R/b=2/6 Lo and Leissa R/b=2/6 DKT
R/b=3/6 Lo and Leissa R/b=3/6 DKT
R/b=4/6 Lo and Leissa R/b=4/6 DKT

 

 รูปท่ี 5.34 คา่การเคล่ือนตวัในแนวแกนดิง่แบบไร้มิตติลอดขอบ 
  ของรูกลมของแผน่บางภายใต้แรงกระจาย 
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 รูปท่ี 5.35  คา่เปอร์เซน็ต์ความผิดพลาดของผลลพัธ์ท่ีคํานวณได้ของคา่การเสียรูป 
  ในแนวแกนดิง่สงูสดุของปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีรูกลมขนาดตา่ง ๆ 

 

5.2 ปัญหาการโก่งของแผ่นบางเน่ืองจากภาระทางความร้อน 

5.2.1 ปัญหาแผ่นบางส่ีเหล่ียมที่ถูกปล่อยอสิระ 

แผ่นส่ีเหล่ียมจัตุรัสบางขนาด 2×2 m2 หนา 0.01 m ถูกปล่อยอิสระท่ีมีการ
กระจายของอณุหภมูิตลอดความหนาเป็นแบบเชิงเส้น โดยอณุหภมูิตลอดผิวด้านบนเป็น 100 °C 
และอณุหภมูิตลอดผิวด้านลา่งเป็น 25 °C ดงัแสดงในรูปท่ี 5.36 โดยท่ีแผ่นบางนีมี้คา่สมัประสิทธ์ิ
การกระจายความร้อน (the coefficient of thermal expansion,  ) เป็น 2.3×10-7 /°C คา่โมดลูสั
ของความยืดหยุน่ E เป็น 72 GPa และอตัราสว่นปัวซงส์   เป็น 0.33  

ผลเฉลยแม่นตรงของค่าการเคล่ือนตวัในแนวแกนดิ่ง w ของแผ่นบางส่ีเหล่ียม
อิสระท่ีมีการกระจายของอณุหภมูิตลอดความหนาแบบเชิงเส้น [15] คือ 

 2 2( , ) ( )
2

T
w x y x y

t


    (5.5) 

โดยท่ี   คือ คา่สมัประสทิธ์ิการกระจายความร้อน 
   t  คือ คา่ความหนาของแผน่บาง 
และ  T  คือ คา่ผลตา่งของอณุหภมูิระหวา่งผิวบนและผิวลา่ง 
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 รูปท่ี 5.36  แผน่ส่ีเหล่ียมจตัรัุสบางท่ีถกูปลอ่ยอิสระและมีการ 
  กระจายของอณุหภมูิตลอดความหนาแบบเชิงเส้น 

เน่ืองมาจากลกัษณะของปัญหามีความสมมาตร พืน้ท่ีหนึ่งในส่ีทางขวาบนของ
แผ่นบางในรูปท่ี 5.36 จึงถูกนํามาใช้ในการคํานวณ ทําการวิเคราะห์ปัญหาด้วยไฟไนต์เอลิเมนต์
โปรแกรมท่ีได้ประดิษฐ์ขึน้โดยใช้เอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีและเอลิเมนต์สี่เหล่ียมแบบสี่จุด
ตอ่โดยใช้จํานวนจดุต่อท่ีเท่ากนัคือ 25 จดุตอ่ โดยลกัษณะการเสียรูปของแผ่นบางนีแ้สดงไว้ดงัรูป
ท่ี 5.37 และ 5.38 โดยจะมีคา่การเสียรูปสงูสดุท่ีตําแหน่งมมุของแผ่นบาง รูปท่ี 5.39 และ 5.40 
แสดงคา่การเคล่ือนตวัในแนวแกนด่ิงตลอดแนวแกน x (ท่ี y = 0) และคา่การเคล่ือนตวัในแนวแกน
ดิง่ตลอดแนวท่ีตําแหน่ง x = 1 ท่ีคํานวณได้จากเอลิเมนต์ทัง้สองแบบเปรียบเทียบกบัผลเฉลยแม่น
ตรง โดยเอลเิมนต์ทัง้สองแบบนัน้ตา่งให้ผลลพัธ์ท่ีเท่ากบัผลเฉลยแมน่ตรง 
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 รูปท่ี 5.37  การเสียรูปของแผน่บางอิสระท่ีมีการกระจายของอณุหภมูิตลอดความหนา 
  เป็นแบบเชิงเส้น โดยใช้เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีในการวิเคราะห์ 
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 รูปท่ี 5.38  การเสียรูปของแผน่บางอิสระท่ีมีการกระจายของอณุหภมูิตลอดความหนา 
  เป็นแบบเชิงเส้น โดยใช้เอลเิมนต์สี่เหล่ียมแบบสี่จดุตอ่ในการวิเคราะห์ 
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 รูปท่ี 5.39 คา่การเคล่ือนตวัในแนวแกนดิง่ w ตลอดแนวแกน x ของแผน่บางอิสระ 
   ท่ีมีการกระจายของอณุหภมูิตลอดความหนาเป็นแบบเชิงเส้น 
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 รูปท่ี 5.40 คา่การเคล่ือนตวัในแนวแกนดิง่ w ตลอดแนวท่ีตําแหน่ง x = 1 ของแผน่บางอิสระ 
   ท่ีมีการกระจายของอณุหภมูิตลอดความหนาเป็นแบบเชิงเส้น 
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5.2.2 ปัญหาแผ่นบางส่ีเหล่ียมที่มีการรองรับด้วยล่ิม 

แผ่นส่ีเหลี่ยมจัตุรัสบางขนาด 2×2 m2 หนา 0.01 m รองรับด้วยลิ่ม (simply 
support) ตลอดขอบทัง้ส่ีด้าน มีการกระจายของอุณหภูมิตลอดความหนาเป็นแบบเชิงเส้น โดย
อณุหภูมิตลอดผิวด้านบนเป็น 100 °C และอุณหภูมิตลอดผิวด้านล่างเป็น 0 °C ดงัแสดงในรูปท่ี 
5.41 โดยท่ีแผน่บางนีมี้คา่สมัประสิทธ์ิการกระจายความร้อน   เป็น 2.3×10-7 /°C คา่โมดลูสัของ
ความยืดหยุน่ E เป็น 72 GPa และอตัราสว่นปัวซงส์   เป็น 0.33  

 

 รูปท่ี 5.41  แผน่ส่ีเหล่ียมจตัรัุสบางท่ีรองรับด้วยลิม่ตลอดขอบทัง้ส่ีด้าน 
  และมีการกระจายของอณุหภมูิตลอดความหนาแบบเชิงเส้น 

ผลเฉลยแม่นตรงของค่าการเคล่ือนตวัในแนวแกนดิ่ง w ของแผ่นบางส่ีเหล่ียมท่ี
รองรับด้วยลิ่มตลอดขอบทัง้ส่ีด้าน และมีการกระจายของอุณหภูมิตลอดความหนาแบบเชิงเส้น 
[15] คือ 
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  (5.6) 

โดยท่ี a   คือ ความกว้างในแนวแกน x ของแผน่ส่ีเหล่ียมบาง 
 b   คือ ความกว้างในแนวแกน y ของแผน่ส่ีเหล่ียมบาง 
     คือ คา่สมัประสทิธ์ิการกระจายความร้อน 
   t  คือ คา่ความหนาของแผน่บาง 
  T  คือ คา่ผลตา่งของอณุหภมูิระหวา่งผิวบนและผิวลา่ง 
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  และ  0 ; / 2 / 2x a b y b       

จากลกัษณะของปัญหาท่ีมีความสมมาตรจึงนําพืน้ท่ีเพียงหนึ่งในส่ีทางขวาบน
ของแผ่นบางในรูปท่ี 5.41 มาทําการวิเคราะห์ปัญหาด้วยเอลิเมนต์สามเหลี่ยมแบบดีเคทีและเอลิ
เมนต์สี่เหล่ียมแบบสี่จุดต่อ โดยใช้จํานวนจุดต่อท่ีเท่ากนั คือ 121 จุดต่อ ลกัษณะการเสียรูปของ
แผน่บางนีแ้สดงไว้ดงัรูปท่ี 5.42 และ 5.43 ซึง่จะมีคา่การเสียรูปสงูสดุท่ีตําแหน่งกึ่งกลางของแผ่น
บาง ค่าการเคล่ือนตวัในแนวแกนดิ่ง w ตลอดแนวแกน x ท่ีคํานวณได้จากเอลิเมนต์ทัง้สองแบบ
โดยเปรียบเทียบกับผลเฉลยแม่นตรงนัน้แสดงไว้ดงัรูปท่ี 5.44 ซึ่งเอลิเมนต์ทัง้สองแบบนัน้ให้ผล
ลพัธ์ท่ีเท่ากบัผลเฉลยแมน่ตรง  

 
 รูปท่ี 5.42  การเสียรูปของแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีรองรับด้วยลิม่ตลอดขอบทัง้ส่ีด้าน  
   และมีการกระจายของอณุหภมูิตลอดความหนาแบบเชิงเส้น 
   โดยใช้เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีในการวิเคราะห์ 

 
 รูปท่ี 5.43  การเสียรูปของแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีรองรับด้วยลิม่ตลอดขอบทัง้ส่ีด้าน  
   และมีการกระจายของอณุหภมูิตลอดความหนาแบบเชิงเส้น 
   โดยใช้เอลเิมนต์สี่เหล่ียมแบบสี่จดุตอ่ในการวิเคราะห์ 
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 รูปท่ี 5.44 คา่การเคล่ือนตวัในแนวแกนดิง่ w ตลอดแนวแกน x ของแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีรองรับ 
  ด้วยลิม่ตลอดขอบสี่ด้าน มีการกระจายของอณุหภมูิตลอดความหนาแบบเชิงเส้น 

5.2.3 ปัญหาแผ่นบางวงกลมที่มีการรองรับด้วยล่ิม 

แผ่นวงกลมบางมีรัศมี r ขนาด 1 m หนา 0.01 m รองรับด้วยลิ่ม (simply 
support) ตลอดขอบด้านนอก มีการกระจายของอณุหภมูิตลอดความหนาเป็นแบบเชิงเส้น โดย
อณุหภมูิตลอดผิวด้านบนเป็น 150 °C และอณุหภมูิตลอดผิวด้านลา่งเป็น 25 °C ดงัแสดงในรูปท่ี 
5.45 โดยท่ีแผน่บางนีมี้คา่สมัประสิทธ์ิการกระจายความร้อน   เป็น 2.3×10-7 /°C คา่โมดลูสัของ
ความยืดหยุน่ E เป็น 72 GPa และอตัราสว่นปัวซงส์   เป็น 0.33  

 
 รูปท่ี 5.45  แผน่วงกลมบางท่ีรองรับด้วยลิม่ตลอดขอบและมี 
  การกระจายของอณุหภมูิตลอดความหนาแบบเชิงเส้น 

  

 y 

x

r

s.s

T 
150 oC 

25 oC
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ผลเฉลยแม่นตรงของค่าการเคล่ือนตวัในแนวแกนดิ่ง w ของแผ่นวงกลมบางท่ี
รองรับด้วยลิ่มตลอดขอบทัง้ส่ีด้านและมีการกระจายของอุณหภูมิตลอดความหนาแบบเชิงเส้น 
[15] คือ 

 2 2 2( , ) ( )
2

T
w x y r x y

t


    (5.7) 

โดยท่ี r   คือ รัศมีของแผน่วงกลมบาง 
     คือ คา่สมัประสทิธ์ิการกระจายความร้อน 
   t  คือ คา่ความหนาของแผน่บาง 
  T  คือ คา่ผลตา่งของอณุหภมูิระหวา่งผิวบนและผิวลา่ง 

จากลกัษณะของปัญหาท่ีมีความสมมาตรจึงนําพืน้ท่ีเพียงหนึ่งในส่ีทางขวาบน
ของแผ่นบางในรูปท่ี 5.45 มาใช้ในการคํานวณ โดยทําการวิเคราะห์ปัญหาด้วยไฟไนต์เอลิเมนต์
โปรแกรมท่ีได้ประดิษฐ์ขึน้ด้วยเอลิเมนต์สามเหลี่ยมแบบดีเคทีท่ีมีจํานวน 52 เอลิเมนต์ 34 จดุต่อ 
โดยลกัษณะการเสียรูปของแผ่นบางนีแ้สดงไว้ดงัรูปท่ี 5.46 โดยมีค่าการเสียรูปสงูสดุท่ีตําแหน่ง
กึ่งกลางของแผ่นบาง ค่าการเคล่ือนตวัในแนวแกนดิ่ง w ตลอดแนวแกน x ท่ีคํานวณได้เปรียบ
เทียบกบัผลเฉลยแมน่ตรงแสดงไว้ดงัรูปท่ี 5.47 ซึง่ผลลพัธ์ท่ีคํานวณได้นัน้มีคา่เท่ากบัผลเฉลยแม่น
ตรง 

 

 รูปท่ี 5.46  การเสียรูปของแผน่บางวงกลมท่ีรองรับด้วยลิม่ตลอดขอบด้านนอก 
   และมีการกระจายของอณุหภมูิตลอดความหนาแบบเชิงเส้น 
   โดยใช้เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีในการวิเคราะห์ 

 y

x 
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 รูปท่ี 5.47 คา่การเคล่ือนตวัในแนวแกนดิง่ w ตลอดแนวแกน x 
  ของแผน่บางวงกลมท่ีรองรับด้วยลิม่ตลอดขอบด้านนอก 
  และมีการกระจายของอณุหภมูิตลอดความหนาแบบเชิงเส้น 

5.3 บทสรุป 

ในบทนีไ้ด้ทําการตรวจสอบความถกูต้องของโปรแกรม PLATEDKT ท่ีได้ประดิษฐ์
ขึน้ด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์โดยใช้เอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคที โดยนํามาทดสอบกับ
ปัญหาพืน้ฐานท่ีเราทราบผลเฉลยแม่นตรงรวมไปถึงผลเฉลยเชิงวิเคราะห์ทัง้ปัญหาการโก่งของ
แผน่บางอนัเน่ืองมาจากแรงทางกลและภาระทางความร้อน ซึง่พบว่าให้ผลลพัธ์ท่ีสอดคล้องกบัผล
เฉลยแม่นตรงและผลเฉลยเชิงวิเคราะห์ และเห็นได้ชดัว่า เอลิเมนต์สามเหลี่ยมแบบดีเคทีนัน้ ให้
ผลลพัธ์ท่ีมีความแม่นยํากว่าเอลิเมนต์สี่เหล่ียมแบบสี่จุดต่อ และให้ผลลพัธ์ท่ีลู่เข้าสู่คําตอบได้
รวดเร็วกว่าเอลิเมนต์สี่เหล่ียมแบบสี่จุดต่อเม่ือมีการแบ่งเอลิเมนต์ให้มีความละเอียดมากขึน้ จาก
ตวัอย่างปัญหาต่าง ๆ ท่ีนํามาวิเคราะห์ได้แสดงให้เห็นถึงประสิทธิภาพของโปรแกรม PLATEDKT 
และเอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีในการวิเคราะห์ปัญหาการโก่งของแผ่นบาง ซึ่งจะได้ทําการ
วิเคราะห์ปัญหาท่ีมีความซบัซ้อนมากขึน้โดยจะทํางานร่วมกบัเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดย
อตัโนมตัใินบทท่ี 6 ตอ่ไป 
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บทที่  6 

เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดยอัตโนมัต ิ

การวิเคราะห์ปัญหาด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลเิมนต์นัน้ ขัน้ตอนแรกจะเร่ิมต้นโดย
การแบ่งพืน้ท่ีภายในโดเมนของปัญหาออกเป็นเอลิเมนต์ย่อย ๆ แล้วทําการคํานวณหาค่าตวัไม่รู้
ค่าท่ีจดุต่อของเอลิเมนต์นัน้ ๆ ดงันัน้หากเราต้องการความแม่นยําของคําตอบเชิงตวัเลขท่ีสงูมาก
ขึน้ เราจะต้องแบง่โดเมนของปัญหานัน้ออกเป็นเอลิเมนต์ขนาดเล็กลงมาก ๆ ตลอดทัง้โดเมนของ
ปัญหา ซึ่งทําให้ต้องใช้เวลาในการคํานวณและใช้หน่วยความจําเป็นจํานวนมาก และอาจทําให้
เคร่ืองคอมพิวเตอร์ท่ีมีหน่วยความจําท่ีจํากัดนัน้ไม่สามารถวิเคราะห์ปัญหาได้ ดังนัน้หากเรา
สามารถเลือกใช้เอลิเมนต์ขนาดเล็กเฉพาะในบริเวณท่ีเหมาะสมก็จะทําให้ลดจํานวนจดุตอ่หรือตวั
ไม่รู้ค่าท่ีต้องทําการคํานวณลง แตใ่นการวิเคราะห์ปัญหาโดยทัว่ ๆ ไปนัน้เราไม่สามารถท่ีจะทราบ
ผลเฉลยแมน่ตรงก่อนลว่งหน้าได้ ทําให้ไมอ่าจทราบว่าในบริเวณใดควรใช้เอลิเมนต์ขนาดเล็ก และ
ในบริเวณใดท่ีสามารถใช้เอลิเมนต์ขนาดใหญ่ได้ จึงต้องอาศยัเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดย
อตัโนมตัิ[2] เพ่ือใช้ในการปรับขนาดของเอลิเมนต์ให้มีขนาดท่ีเหมาะสมดงักล่าว ซึง่ในบทนีจ้ะได้
กล่าวถึงหลักการของเทคนิคการปรับขนาดเอลิ เมนต์โดยอัตโนมัติ  (adaptive meshing 
technique) และขัน้ตอนในการนําไปประยุกต์ใช้กับไฟไนต์เอลิเมนต์โปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีได้
ประดษิฐ์ขึน้เพ่ือวิเคราะห์ปัญหาการโก่งของโครงสร้างแผน่บาง 

6.1 หลักการของเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดยอัตโนมัต ิ

หลกัการของเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดยอตัโนมตัิ คือ จะทําการปรับใช้   
เอลิเมนต์ท่ีมีขนาดเล็กในบริเวณท่ีมีการเปลี่ยนแปลงของค่าความชนัของคําตอบสงูและปรับใช้   
เอลิเมนต์ท่ีมีขนาดใหญ่ในบริเวณอ่ืน โดยหลกัการหาขนาดของเอลิเมนต์ท่ีเหมาะสมตามตําแหน่ง
ตา่ง ๆ ดงักล่าวนัน้จะอาศยัหลกัการของการหาค่าความเค้นในแนวแกนหลกั (principal stress) 
[16] ในวิชากลศาสตร์ของแข็ง (solid mechanics) คือ ทําการหาค่าอนุพันธ์อันดับท่ีสองของ

คําตอบท่ีใช้เป็นตวับ่งชีใ้นการปรับขนาดเอลิเมนต์ให้เหมาะสมซึ่งประกอบไปด้วย 
2 2

2 2
,i i

x y

  
 

 

และ 
2

i

x y


 

 ซึง่คา่ตา่ง ๆ เหลา่นีจ้ะนํามาคํานวณหาคา่ในแนวแกนหลกัดงัแสดงในรูปท่ี 6.1 โดย   

แทนคําตอบของปัญหาท่ีใช้เป็นตวับง่ชีใ้นการปรับขนาดเอลเิมนต์และตวัห้อย i  แทนจดุตอ่ท่ี i  
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รูปท่ี 6.1 รูปแสดงหลกัการการหาคา่ในแนวแกนหลกั 

เราเร่ิมต้นโดยสมมุติลกัษณะการกระจายของคําตอบบนเอลิเมนต์สามเหล่ียม
แบบสามจดุตอ่อยูใ่ห้อยูใ่นรูปของ 

 ( , )e x y  1 1 2 2 3 3N N N      (6.1) 

โดยท่ี  iN , i = 1, 2, 3 คือ ฟังก์ชนัการประมาณภายในเอลเิมนต์  
  i  , i = 1, 2, 3 คือ คา่คําตอบท่ีจดุตอ่ของเอลเิมนต์ 
ซึง่ฟังก์ชนัการประมาณภายในเอลเิมนต์หาได้จากสมการ 

 1
( , ) ( )

2i i i iN x y a b x c y
A

    ; i = 1, 2, 3 (6.2) 

โดยท่ีคา่ , ,i i ia b c  มีคา่ดงันี ้

 1 2 3 3 2a x y x y   1 2 3b y y   1 3 2c x x   (6.3ก) 

 2 3 1 1 3a x y x y   2 3 1b y y   2 1 3c x x   (6.3ข) 

 3 1 2 2 1a x y x y   3 1 2b y y   3 2 1c x x   (6.3ค) 

และ A คือ พืน้ท่ีของเอลเิมนต์ท่ีเราพิจารณาซึง่หาได้จาก 

  2 3 1 1 2 3 3 1 2

1
( ) ( ) ( )

2
A x y y x y y x y y       (6.4) 

จากสมการ (6.1) ทําการหาคา่อนพุนัธ์อนัดบัท่ีหนึ่งของเอลิเมนต์ใด ๆ เทียบกบั x 
ได้ดงัสมการ 

 31 2
1 2 3

e NN N

x x x x

     
  

   
 (6.5) 

ซึง่จากสมการ (6.2) จะได้วา่ 
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 3 31 1 2 2, ,
2 2 2

N bN b N b

x A x A x A

 
  

  
 (6.6) 

ดงันัน้ 1 1 2 2 3 3

1
( )

2
e b b b

x A

   
  


 (6.7) 

หรือ  2 3 1 3 1 2 1 2 3

1
( ) ( ) ( )

2
e y y y y y y

x A

   
     


 (6.8) 

และในทํานองเดียวกนั จะได้วา่ 

 1 1 2 2 3 3

1
( )

2
e c c c

y A

   
  


 (6.9) 

หรือ  3 2 1 1 3 2 2 1 3

1
( ) ( ) ( )

2
e x x x x x x

y A

   
     


 (6.10) 

แต่สิ่งท่ีเราต้องการทราบคือค่าอนุพันธ์ท่ีจุดต่อต่าง ๆ ดังนัน้เราจึงต้องทําการ
กระจายคา่อนพุนัธ์อนัดบัหนึง่ของเอลเิมนต์ท่ีหาได้นีไ้ปสูจ่ดุตอ่ตา่ง ๆ ซึง่ทําได้โดย 

 
1 2 ...e e en

i x x x
x n

  


  
     


 (6.11) 

 
1 2 ...e e en

i y y y
y n

  


  
  

   


 (6.12) 

เม่ือจดุตอ่ท่ี i มีเอลเิมนต์ล้อมรอบอยู ่n เอลเิมนต์ ตวัอย่างเช่น จดุตอ่ท่ี i มีเอลิเมนต์ล้อมรอบอยู่ 6 

เอลเิมนต์ คา่ ,i i

x y

  
 

 จะเป็นการนําเอาคา่อนพุนัธ์จากทัง้ 6 เอลเิมนต์ท่ีล้อมรอบจดุตอ่นัน้มาทํา

การเฉลี่ยกนัดงัแสดงในรูปท่ี 6.2 

 

1 2 6...

6

e e e

i x x x
x

  


  
     


 

1 2 6...

6

e e e

i y y y
y

  


  
  

   


 

 
รูปท่ี 6.2 คา่อนพุนัธ์ของจดุตอ่ i ท่ีมีเอลเิมนต์ล้อมรอบอยู ่6 เอลเิมนต์ 

 

1

3

4

2

5

6 i
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จากนัน้ ทําการหาคา่อนพุนัธ์อนัดบัท่ีสองของเอลเิมนต์ใด ๆ ได้ดงันี ้
2

2
e

x




 e

x x

      
 1 1 2 2 3 3

1
( )

2
b b b

x A
         

 

 31 2
1 2 3

1

2
b b b

A x x x

          
 (6.13) 

2

2
e

y




 e

y y

 
    

 1 1 2 2 3 3

1
( )

2
c c c

y A
         

 

 31 2
1 2 3

1

2
c c c

A y y y

   
      

 (6.14) 

2
e

x y


 

 e

x y

 
    

 1 1 2 2 3 3

1
( )

2
c c c

x A
         

 

 31 2
1 2 3

1

2
c c c

A x x x

          
 (6.15) 

2
e

y x


 

 e

y x

      
 1 1 2 2 3 3

1
( )

2
b b b

y A
         

 

 31 2
1 2 3

1

2
b b b

A y y y

   
      

 (6.16) 

โดยท่ี 
2 2

e e

x y y x

  


   
 

และทําการกระจายค่าอนุพันธ์อันดับสองของเอลิเมนต์ไปสู่จุดต่อต่าง  ๆ 
เช่นเดียวกบัการหาคา่อนพุนัธ์อนัดบัท่ีหนึง่ท่ีจดุตอ่ตา่ง ๆ ท่ีได้กลา่วมา ดงันี ้

 

2 2 2
1 2

2 2 2 2

2

...e e en

i x x x
x n

  


  
     


 (6.17) 

 

2 2 2
1 2

2 2 2 2

2

...e e en

i y y y
y n

  


  
  

   


 (6.18) 

 

2 2 2
1 2

2 2 ...e e en

i i x y x y x y
x y y x n

  
 

  
  

        
   

 (6.19) 

เม่ือจดุตอ่ท่ี i มีเอลเิมนต์ล้อมรอบอยู ่n เอลเิมนต์ 
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เม่ือได้คา่อนพุนัธ์อนัดบัสองของ i  ทัง้หมดแล้ว จึงนําคา่ตา่ง ๆ ดงักลา่วไปหาคา่
ในแนวแกนหลกั (principal values) โดยใช้ความสมัพนัธ์ดงัในสมการ (6.20) และ (6.21) [16] 

 
2 22 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 1

2 2
i i i i i i

X x y x y x y

                
                       

 (6.20) 

 
2 22 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 1

2 2
i i i i i i

Y x y x y x y

                
                       

 (6.21) 

เม่ือได้คา่ในแนวแกนหลกั 
2

2
i

X




 และ 
2

2
i

Y




 ออกมา คา่ท่ีมากท่ีสดุของทัง้สองคา่

ดงักลา่วจะถกูเลือกออกมาโดย 

 i   
2 2

2 2
max ,i i

X Y

   
     

 (6.22) 

คา่ท่ีถกูเลือก i  จะถกูนํามาใช้ในการหาขนาดเอลเิมนต์ท่ีเหมาะสมตามตําแหน่ง
ตา่ง ๆ ตอ่ไป โดย 

 2
i ih    คา่คงท่ี 2

min maxh   (6.23) 

โดย ค่า minh  คือ ค่าขนาดของเอลิเมนต์ท่ีเล็กท่ีสดุท่ียอมให้ได้ และค่า max  คือ ค่าในแนวแกน
หลกั (principal values) ท่ีมีคา่มากท่ีสดุของทัง้ปัญหา 

อนึง่ สําหรับปัญหาการโก่งของโครงสร้างแผ่นบางนี ้ตวับง่ชีท่ี้ใช้ในการปรับขนาด
เอลิเมนต์ท่ีเหมาะสม หรือค่า   ท่ีได้กล่าวมาข้างต้นนัน้คือ ค่าความเค้นวอนมิเซส (Von Mises 
stress) [17] ซึง่คํานวณได้จาก 

  2 2 2 21
6

2
Von Mises x y x y xy               (6.24) 

6.2 โปรแกรมคอมพวิเตอร์สาํหรับประยุกต์การปรับขนาดเอลิเมนต์โดยอัตโนมัต ิ

ในการประยกุต์เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดยอตัโนมตัิเข้ากบัการวิเคราะห์
ปัญหาการโก่งของโครงสร้างแผน่บางจะมีโปรแกรมท่ีเก่ียวข้อง 3 โปรแกรมด้วยกนั ดงัตอ่ไปนี ้

1.  โปรแกรม BUILT 

โปรแกรม BUILT เป็นโปรแกรมท่ีใช้สําหรับสร้างแบบจําลองไฟไนต์เอลิเมนต์โดย
ใช้เอลิเมนต์สามเหลี่ยมแบบสามจดุต่อ ซึง่จะรับข้อมลูท่ีกําหนดค่าพืน้ผิวและขอบเขตของปัญหา 
รวมทัง้ขนาดของเอลเิมนต์ท่ีเหมาะสมสําหรับปัญหาจากโปรแกรม SPACE 
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2. โปรแกรม PLATEDKT 

โปรแกรม PLATEDKT เป็นโปรแกรมท่ีใช้สําหรับวิเคราะห์ปัญหาการโก่งของ
โครงสร้างแผน่บาง ซึง่ผลลพัธ์ท่ีได้จะอยูใ่นรูปของคา่การเคล่ือนตวัในแนวระนาบ คา่การเคล่ือนตวั
ในแนวดิ่ง คา่มมุบิดรอบแกน และคา่ความเค้นชนิดตา่ง ๆ โดยข้อมลูของคา่ความเค้นวอนมิเซสท่ี
คํานวณได้จะถกูนําไปใช้ในการคํานวณหาขนาดเอลเิมนต์ท่ีเหมาะสมโดยโปรแกรม SPACE 

3. โปรแกรม SPACE 

โปรแกรม SPACE เป็นโปรแกรมท่ีใช้ในการคํานวณหาขนาดเอลเิมนต์ท่ีเหมาะสม
บนโดเมนของปัญหาดงัท่ีได้อธิบายไปในหวัข้อ 6.1 โดยการรับข้อมลูทัง้จากผู้ใช้ซึง่จะกําหนดคา่ตวั
แปรต่าง ๆ ท่ีจําเป็น และข้อมลูท่ีคํานวณได้จากข้อ 2 จากนัน้ผลการคํานวณท่ีได้จากโปรแกรมจะ
ถกูใช้เป็นข้อมลูนําเข้าโปรแกรม BUILT เพ่ือสร้างและปรับขนาดเอลเิมนต์ของปัญหาตอ่ไป 

รายละเอียดของโปรแกรม BUILT และ SPACE ท่ีอยู่ในรูปแบบภาษาฟอร์แทรน 
(FORTRAN) รวมไปถึงขัน้ตอนการทํางานของโปรแกรมย่อยต่าง ๆ สามารถศึกษาได้จาก
เอกสารอ้างอิง [18,19] 

6.3 ขัน้ตอนในการประยุกต์เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดยอัตโนมัต ิ

การประยกุต์ใช้เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดยอตัโนมตัิเข้ากบัการวิเคราะห์
ปัญหาการโก่งของโครงสร้างแผ่นบางโดยใช้โปรแกรมทัง้ 3 ท่ีได้กล่าวไว้ในหัวข้อ 6.2 มีขัน้ตอน
ดงัตอ่ไปนี ้

1. ทําการสร้างแบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์ท่ีมีขนาดของเอลิเมนต์เท่า ๆ กนั และ
กระจายตวักนัอยา่งสม่ําเสมอตลอดโดเมนของปัญหาโดยใช้โปรแกรม BUILT 

2. ใช้โปรแกรม PLATEDKT เพ่ือทําการวิเคราะห์ปัญหาการโก่งของโครงสร้าง
แผน่บางโดยใช้แบบจําลองท่ีได้จากโปรแกรม BUILT ในขัน้ตอนท่ี 1 

3. ใช้โปรแกรม SPACE ในการหาขนาดของเอลิเมนต์ใหม่ท่ีเหมาะสมตาม
ตําแหน่งตา่ง ๆ ด้วยเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดยอตัโนมตัิ โดยใช้ผลของคา่ความเค้นวอนมิ
เซสท่ีคํานวณได้ในขัน้ตอนท่ี 2 เป็นตวักําหนด 

4. สร้างแบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์อีกครัง้โดยใช้ผลของขนาดเอลิเมนต์ท่ีได้จาก
ขัน้ตอนท่ี 3 แล้วทําการวิเคราะห์ปัญหาใหม่อีกครัง้โดยใช้แบบจําลองไฟไนต์เอลิเมนต์ใหม่ท่ีผ่าน
การปรับขนาดเอลเิมนต์ให้เหมาะสมจากครัง้แรกมาแล้ว 



65 
 

5. นําผลท่ีได้ในขัน้ตอนท่ี 4 มาเปรียบเทียบกบัผลท่ีได้ในครัง้ก่อนหน้าว่าผลลพัธ์
ท่ีได้มีความแตกตา่งหรือมีการเปลี่ยนแปลงไปมากน้อยเพียงใด หากมีความแตกตา่งกนัมากแสดง
วา่ขนาดเอลเิมนต์ใหมท่ี่ได้นีย้งัไมเ่หมาะสม และจะต้องนําคําตอบท่ีคํานวณได้จากครัง้หลงันีไ้ปใช้
หาขนาดเอลเิมนต์ท่ีเหมาะสมใหมใ่นขัน้ตอนท่ี 3 ตอ่ไป ทําเช่นนีไ้ปเร่ือย ๆ จนการเปล่ียนแปลงของ
คําตอบท่ีได้มีการเปล่ียนแปลงน้อยมากหรือไมเ่ปล่ียนแปลงเม่ือเปรียบเทียบกบัผลคําตอบท่ีได้จาก
ครัง้ก่อน 

6.4 ตัวอย่างการนําเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดยอัตโนมัติมาประยุกต์ใช้กับ
ปัญหาการโก่งของโครงสร้างแผ่นบาง 

ในหัวข้อนีจ้ะนําตัวอย่างการประยุกต์ใช้เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดย
อตัโนมตัิกบัปัญหาแผ่นบางส่ีเหล่ียมท่ีมมุด้านหนึ่งถกูตดั มีแรงกระทําในแนวแกนดิ่งท่ีมมุอีกด้าน
หนึง่ ดงัแสดงในรูปท่ี 6.3 โดยการวิเคราะห์ปัญหานัน้จะใช้โปรแกรม PLATEDKT ร่วมกบัโปรแกรม 
BUILT และโปรแกรม SPACE ซึง่มีลําดบัขัน้ตอนในการวิเคราะห์ดงันี ้

x

y

500 N

t = 0.01 m

E = 68 GPa
ν = 0.33
α = 22.6x10-6 /°C 

0.8 m

0.2 m

0.4 m0.6 m

 
รูปท่ี 6.3 ลกัษณะของปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมมุด้านหนึง่ถกูตดัและมีแรงกระทําในแนวแกนดิง่ 

1. การใช้โปรแกรม BUILT เพ่ือสร้างแบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์ท่ีมีขนาดสม่ําเสมอ 

1.1 ลกัษณะไฟล์ข้อมลูนําเข้า (input file) สําหรับโปรแกรม BUILT 

ไฟล์นําเข้าสําหรับโปรแกรม BUILT จะเป็นข้อมูลท่ีใช้สร้างขอบเขตของปัญหา
เพ่ือท่ีจะให้โปรแกรมทําการแบ่งเอลิเมนต์ภายในขอบเขตนัน้ ๆ โดยสว่นประกอบของข้อมลูนําเข้า
สามารถจําแนกออกเป็น 4 สว่นยอ่ย ๆ ดงันี ้
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ส่วนที่ 1 ข้อมลูแสดงจํานวนขอบและพืน้ผิวของปัญหา 
บรรทดัแรก คําอธิบายจํานวนขอบและจํานวนพืน้ผิว 
บรรทดัท่ี 2 จํานวนขอบและพืน้ผิวของปัญหา 

ตวัอยา่งเช่น :   nis  nsf 

   8     1 

   
ส่วนที่ 2 ข้อมลูองค์ประกอบของเส้นขอบ 

บรรทดัแรก คําอธิบายคําจํากดัความของขอบของปัญหา 
บรรทดัท่ี 2 ประกอบด้วยตวัเลขสองตวั ตวัแรกคือหมายเลขประจําขอบ 

  สว่นตวัเลขตวัท่ีสองคือจํานวนจดุท่ีใช้ในการสร้างขอบนัน้ ๆ 
บรรทดัตอ่ ๆ ไป ตําแหน่งพิกดัของจดุท่ีใช้สร้างขอบนัน้ ๆ ซึง่จะมีจํานวนเท่ากบั 

  ตวัเลขตวัท่ีสองในบรรทดัท่ี 2 
ตวัอยา่งเช่น :  edge definition 

  1    2           
  1.  0.   0.       

   1.  0.6   0.      

 

หมายเหต ุ: จากตวัอย่างท่ีแสดงข้างต้นคือ ขอบท่ี 1 เป็นเส้นตรงซึง่ใช้จดุสองจดุในการสร้างขอบ 
โดยพิกัดของจุดสองจุดดงักล่าวคือ จุด (1,0) และจุด (1,0.6) แต่ในกรณีท่ีขอบเป็นเส้นโค้ง ขอบ
ดงักลา่วจําเป็นต้องใช้จดุพิกดัท่ีมากขึน้เพ่ือท่ีจะสร้างขอบดงักลา่วให้สมบรูณ์ 
 
ส่วนที่ 3 ข้อมลูจดุพิกดัท่ีมมุของบริเวณท่ีสามารถล้อมรอบพืน้ผิวทัง้หมดของปัญหาได้ 

บรรทดัแรก คําอธิบายจดุพิกดัท่ีล้อมรอบพืน้ผิวของปัญหา 
บรรทดัท่ี 2  เลขประจําพืน้ผิวของปัญหาและจํานวนจดุพิกดัท่ีล้อมรอบพืน้ผิว 
  ของปัญหา 
บรรทดัตอ่ ๆ ไป เป็นตําแหน่งพิกดัของจดุท่ีมมุของพืน้ท่ีท่ีล้อมรอบพืน้ผิวของปัญหา 

ตวัอยา่งเช่น :  surface support points 

  1    3    3              
  1.  0.   0.              
  1.  0.6   0.             
  1.  1.  0.               
  0.2   0.   0.            
  0.2 0.6  0.           
  0.2   1.  0.             
  0.   0.   0.             
  0.   0.6   0.            

   0.  1.   0.              
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ส่วนที่ 4 ข้อมลูการเรียงลําดบัของขอบท่ีจะประกอบเป็นพืน้ผิวของปัญหา 
บรรทดัแรก คําอธิบายลําดบัของขอบท่ีประกอบเป็นพืน้ผิว 
บรรทดัท่ี 2 เลขตวัแรกระบหุมายเลขประจําพืน้ผิว เลขตวัหลงัระบจํุานวนขอบ 

  ท่ีจะประกอบเป็นพืน้ผิวนัน้ 
บรรทดัท่ี 3 ลําดบัหมายเลขประจําขอบท่ีเรียงกนัแล้วก่อให้เกิดพืน้ผิวของปัญหา 

ตวัอยา่งเช่น :  face boundaries          

  1    8                    
   1   2  -5  -3  -8  -4   6   7 

   
สําหรับลกัษณะของไฟล์ข้อมลูนําเข้าท่ีโปรแกรม BUILT ต้องการและสอดคล้อง

กบัปัญหาตวัอยา่งในหวัข้อนีบ้รรจอุยูใ่นไฟล์ช่ือ “testx.dat” ซึง่มีรายละเอียดดงันี ้
nis  nsf  
8     1 
edge definition 
1    2 
1.  0.   0. 
1.  0.6   0. 
2    2 
1.  0.6   0. 
1.  1.  0. 

   
   
8    2     
0.   0.6  0. 
0.2  0.6  0. 
surface support points 
1    3    3 
1.  0.   0. 
1.  0.6   0. 

   
   
0.   0.6   0. 
0.  1.   0. 
face boundaries 
1    8 
1   2  -5  -3  -8  -4   6   7 

รูปท่ี 6.4 ตวัอยา่งข้อมลูในไฟล์ “testx.dat” 

1.2 การป้อนข้อมลูนําเข้าผา่นโปรแกรม BUILT 

หลงัจากท่ีได้ข้อมลูท่ีบอกรายละเอียดของขอบเขตของปัญหาท่ีต้องการแล้ว ก็จะ
เร่ิมทําการใช้โปรแกรม BUILT ในการสร้างรูปแบบจําลองไฟไนต์เอลิเมนต์ของปัญหา โดย
โปรแกรมจะถามช่ือไฟล์ข้อมลูนําเข้ารวมไปถึงข้อมูลบางส่วนท่ีโปรแกรมต้องการซึ่งผู้ ใช้จะต้อง
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ตอบกลบัไป ขัน้ตอนดงักลา่วจะปรากฏบนจอคอมพิวเตอร์ดงัแสดงในรูปท่ี 6.5 โดยตวัเอียงหนาคือ 
สว่นท่ีผู้ใช้ต้องเป็นผู้พิมพ์ด้วยตนเอง 
 
         ************************************ 
         ***        B  U  I  L  T         *** 
         ***     surface triangulator     *** 
         ***   for built-up structures    *** 
         ************************************ 
 
  *** mesh generation *** 
      0.- initial mesh 
      1.- remeshing 
 

         Option ?: 0 (เลือก 0 สําหรบัการสร้างแบบจําลองครัง้แรก) 

 

Enter problem name: testx (ชือ่ไฟล์ของปัญหา ซ่ึงจะใชชื้อ่เดียวกนันีท้กุการปรบัขนาดเอลิเมนต์) 
Enter current version number: 1 (หมายเลขระบชุดุของแบบจําลอง) 
 
  *** initial mesh *** 

      element size ?: 0.05 (ขนาดเอลิเมนต์เร่ิมตน้) 

รูปท่ี 6.5 ลําดบัขัน้ตอนท่ีปรากฏบนจอคอมพิวเตอร์ในขณะใช้โปรแกรม BUILT พร้อมคําอธิบาย 

1.3 ไฟล์ข้อมลูผลลพัธ์ (output file) ท่ีได้จากโปรแกรม BUILT 

ไฟล์ข้อมลูผลลพัธ์ท่ีได้จากโปรแกรม BUILT มีอยู่หลายไฟล์ด้วยกนั ซึง่สว่นใหญ่
จะถูกนํามาใช้เป็นข้อมูลนําเข้าในการปรับเปลี่ยนขนาดของเอลิเมนต์ในรอบต่อไป ช่ือของไฟล์
ผลลพัธ์นีจ้ะเหมือนกับช่ือไฟล์ท่ีผู้ ใช้ระบุให้โปรแกรมทําการอ่านข้อมลู และในส่วนของนามสกุล
ของไฟล์ผลลพัธ์นัน้จะมีหมายเลขชดุท่ีผู้ ใช้เป็นผู้ กําหนดเพ่ือให้แยกกนัชดัเจนสําหรับไฟล์ผลลพัธ์
ในรอบตา่ง ๆ ของการปรับเปล่ียนขนาดของเอลิเมนต์ ข้อมลูท่ีสําคญัท่ีจะใช้นําไปเป็นข้อมลูนําเข้า
สําหรับโปรแกรม PLATEDKT เพ่ือการวิเคราะห์ปัญหาการโก่งของโครงสร้างของแผ่นบางคือ 
ข้อมลูท่ีเก็บพิกดัของจดุตอ่ตา่ง ๆ และการจดัเรียงจดุตอ่ของแตล่ะเอลิเมนต์ โดยข้อมลูดงักลา่วจะ
เก็บไว้ในไฟล์ท่ีมีนามสกุล *.tri_ โดยท่ีเคร่ืองหมาย _ คือหมายเลขท่ีระบุชุดของการปรับเปลี่ยน
ขนาดของเอลิเมนต์ ซึ่งในท่ีนี ้ไฟล์ดงักลาวคือ testx.tri1 สําหรับรูปแบบจําลองไฟไนต์เอลิเมนต์
เร่ิมต้นสําหรับปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมมุด้านหนึง่ถกูตดัท่ีสร้างจากโปรแกรม BUILT ได้แสดงใน
รูปท่ี 6.6 ซึง่ประกอบไปด้วย 467 จดุตอ่ และ 852 เอลเิมนต์ 
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รูปท่ี 6.6 รูปแบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์สําหรับปัญหาตวัอยา่ง 

2. การใช้โปรแกรม PLATEDKT เพ่ือหาผลลพัธ์จากแบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์เร่ิมต้น 

นําไฟล์ข้อมลูผลลพัธ์ท่ีได้จากข้อ 1.3 มาสร้างไฟล์ข้อมลูนําเข้าพร้อมทัง้กําหนด
เง่ือนไขขอบเขตของปัญหาดงัท่ีได้อธิบายไว้ในบทท่ี 4 เม่ือทําการวิเคราะห์ปัญหาดงักล่าวด้วย
โปรแกรม PLATEDKT โดยจะได้ผลลพัธ์อยู่ในรูปของค่าการเคล่ือนตวัในแนวระนาบและแนวด่ิง 
มมุบิดรอบแกน และค่าความเค้นวอนมิเซส ซึ่งค่าความเค้นวอนมิเซสนีจ้ะถกูนํามาใช้เป็นข้อมลู
นําเข้าสําหรับโปรแกรม SPACE เพ่ือทําการหาขนาดเอลเิมนต์ใหมท่ี่เหมาะสมตอ่ไป โดยข้อมลูของ
ค่าความเค้นวอนมิเซสจะเก็บอยู่ในไฟล์ช่ือ “vonmis1.in” ซึ่งตวัอย่างข้อมลูภายในไฟล์ดงักล่าว
แสดงไว้ดงัรูปท่ี 6.7 สว่นผลการกระจายตวัของคา่ความเค้นวอนมิเซสสําหรับแบบจําลองไฟไนต์เอ
ลเิมนต์เร่ิมต้นของปัญหานัน้แสดงไว้ดงัรูปท่ี 6.8 
 
467 
   1  0.353039E+08  
   2  0.232095E+08  
   3  0.244006E+08  
   4  0.405367E+08  
   5  0.263745E+07 

      
      
 464  0.928856E+07  
 465  0.715440E+07  
 466  0.268588E+08  
 467  0.672334E+07 
 

รูปท่ี 6.7 ตวัอยา่งไฟล์ข้อมลูในไฟล์ช่ือ “vonmis1.in” 
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รูปท่ี 6.8 การกระจายตวัของคา่ความเค้นวอนมิเซสสําหรับแบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์เร่ิมต้น 

3. การใช้โปรแกรม SPACE เพ่ือหาขนาดเอลเิมนต์ท่ีเหมาะสม 

3.1 ลกัษณะไฟล์ข้อมลูนําเข้าสําหรับโปรแกรม SPACE 

ไฟล์ข้อมลูนําเข้าสําหรับโปรแกรม SPACE จะมีด้วยกัน 4 ไฟล์ ประกอบไปด้วย
ไฟล์ท่ีอยู่ในรูปของนามสกลุ *.nod_, *.ele_, *.dim_ และ vonmis_.in ซึง่ 3 ไฟล์แรกนัน้ได้มาจาก
โปรแกรม BUILT สว่นไฟล์สดุท้ายได้มาจากข้อ 2 

3.2 การป้อนข้อมลูผา่นโปรแกรม SPACE 

หลงัจากได้ไฟล์ต่าง ๆ ครบแล้ว จึงเร่ิมการใช้งานโปรแกรม SPACE โดยไฟล์ 
ข้อมลูนําเข้าสําหรับใช้ปรับขนาดเอลิเมนต์นัน้จะถกูกําหนดไว้ภายในโปรแกรม ขัน้ตอนในการระบุ
ขนาดของเอลเิมนต์ท่ีจะปรับขนาดท่ีปรากฏบนจอคอมพิวเตอร์นัน้แสดงไว้ในรูปท่ี 6.9 โดยตวัเอียง
หนาคือสว่นท่ีผู้ใช้ต้องเป็นผู้พิมพ์ด้วยตนเอง 
 
PLEASE INPUT THE MINIMUM & MAXIMUM SPACINGS 
 
0.01   0.2 
 

รูปท่ี 6.9 ลําดบัขัน้ตอนท่ีปรากฏบนจอคอมพิวเตอร์ในขณะใช้โปรแกรม SPACE 

3.3 ไฟล์ข้อมลูผลลพัธ์ 

ตัวโปรแกรมจะสร้างไฟล์ผลลัพธ์เพ่ือเก็บข้อมูลขนาดของเอลิเมนต์ใหม่ท่ี
เหมาะสมไว้ในไฟล์ท่ีมีนามสกุล *.ref_ โดยในท่ีไฟล์ดงักล่าวคือ “testx.ref1” ซึ่งตวัอย่างข้อมูล
ภายในไฟล์ดงักลา่วแสดงไว้ดงัรูปท่ี 6.10 
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467 
    1      0.21525883E-01 
    2      0.81668249E-01 
    3      0.41757102E-01 
    4      0.10000000E-01 

                 
                 
  465      0.32650942E-01 
  466      0.42601297E-01 
  467      0.40730179E-01 
 

รูปท่ี 6.10 ตวัอยา่งข้อมลูภายในไฟล์ “testx.ref1” 

4. การใช้โปรแกรม BUILT เพ่ือสร้างแบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์ใหมท่ี่ได้ปรับขนาดแล้ว 

4.1 ไฟล์ข้อมลูนําเข้าสําหรับโปรแกรม BUILT 

ไฟล์ข้อมลูนําเข้าท่ีใช้ในขัน้ตอนนีไ้ด้ถกูสร้างไว้แล้วในขัน้ตอนท่ี 1 รวมกบัไฟล์ 
“testx.ref1” ท่ีได้สร้างไว้ในขัน้ตอนท่ี 3 

4.2 การป้อนข้อมลูผา่นโปรแกรม BUILT 

หลงัจากได้ไฟล์ตา่ง ๆ ครบแล้ว จึงเร่ิมการใช้งานโปรแกรม BUILT โดยโปรแกรม
จะถามช่ือไฟล์ข้อมลูของปัญหาและข้อมลูต่าง ๆ สําหรับการปรับขนาดเอลิเมนต์ ขัน้ตอนดงักลา่ว
จะปรากฏบนจอคอมพิวเตอร์ดงัแสดงในรูปท่ี 6.11 โดยตวัเอียงหนาคือสว่นท่ีผู้ ใช้ต้องเป็นผู้พิมพ์
ด้วยตนเอง 
 
         ************************************ 
         ***        B  U  I  L  T         *** 
         ***     surface triangulator     *** 
         ***   for built-up structures    *** 
         ************************************ 
 
  *** mesh generation *** 
      0.- initial mesh 
      1.- remeshing 
 

         Option ?: 1 (เลือก 1 สําหรบัการปรบัขนาดเอลิเมนต์) 
 

Enter problem name: testx (ชือ่ไฟล์ของปัญหา) 
Enter current version number: 2 (หมายเลขระบชุดุของการปรบัขนาดครัง้ใหม่) 
Enter previous version number: 1 (หมายเลขระบชุดุของการปรบัขนาดครัง้ก่อน) 
 

 รูปท่ี 6.11  ลําดบัขัน้ตอนท่ีปรากฏบนจอคอมพิวเตอร์ขณะใช้โปรแกรม BUILT 
  เพ่ือการปรับขนาดเอลเิมนต์ใหม ่
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4.3 ไฟล์ข้อมลูผลลพัธ์ 

ลกัษณะของไฟล์ข้อมูลผลลพัธ์ท่ีได้จะมีลกัษณะเช่นเดียวกับในข้อ 1.3 ซึ่งเป็น
ไฟล์ท่ีบรรจุข้อมลูของตําแหน่งจุดต่อและหมายเลขจุดต่อสําหรับแต่ละเอลิเมนต์โดยในท่ีนีข้้อมลู
ดงักล่าวจะถูกเก็บไว้ในไฟล์ช่ือ “testx.tri2” สําหรับรูปแบบจําลองไฟไนต์เอลิเมนต์ของการปรับ
ขนาดเอลเิมนต์ครัง้ท่ี 1 ได้แสดงในรูปท่ี 6.12 ซึง่ประกอบไปด้วย 1006 จดุตอ่และ 1889 เอลเิมนต์ 

หลงัจากนัน้นําแบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์ท่ีได้ผา่นการปรับขนาดเอลิเมนต์ครัง้ท่ี 
1 มาทําการวิเคราะห์ด้วยโปรแกรม PLATEDKT โดยผลการวิเคราะห์ในรูปท่ี 6.13 แสดงให้เห็นว่า
ลกัษณะการกระจายตวัของคา่ความเค้นวอนมิเซสในบริเวณมมุมีความชดัเจนมากยิ่งขึน้ 

 
 รูปท่ี 6.12  รูปแบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์สําหรับการปรับขนาดเอลเิมนต์ 
  ครัง้ท่ี 1 ของปัญหาตวัอยา่ง 

 
 รูปท่ี 6.13  การกระจายตวัของคา่ความเค้นวอนมิเซสสําหรับแบบจําลอง 
  ไฟไนต์เอลเิมนต์ท่ีปรับขนาดครัง้ท่ี 1 
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จากตวัอย่างท่ีได้นําเสนอข้างต้นจะเห็นได้ว่า การนําเทคนิคการปรับขนาดเอลิ
เมนต์โดยอัตโนมัติมาประยุกต์กับการวิเคราะห์ด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์นีเ้ป็นผลทําให้
คําตอบท่ีได้มีความถกูต้องมากยิ่งขึน้ อีกทัง้การท่ีปรับให้เอลิเมนต์มีขนาดเล็กในบริเวณท่ีจําเป็น
เท่านัน้ทําให้ช่วยประหยดัหน่วยความจําและเวลาท่ีจะต้องใช้ในการคํานวณอีกด้วย 
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บทที่  7 

ตวัอย่างปัญหาการใช้เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดยอัตโนมัต ิ

ในบทนีจ้ะนําเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดยอตัโนมัติท่ีได้กล่าวไว้ในบทท่ี
แล้วมาใช้ร่วมกบัระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์โดยใช้เอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีเพ่ือเพิ่มความ
แม่นยําของผลลพัธ์ รวมไปถึงลดเวลาและหน่วยความจําท่ีใช้ในการคํานวณลงในการวิเคราะห์
ปัญหาการโก่งของโครงสร้างแผ่นบางท่ีมีความซับซ้อน  โดยประสิทธิภาพของโปรแกรม
คอมพิวเตอร์นัน้จะถกูนํามาทดสอบด้วยปัญหาตา่ง ๆ ดงันี ้

7.1 ปัญหาแผ่นบางส่ีเหล่ียมที่มีรูกลมตรงกลาง 

แผ่นส่ีเหล่ียมจัตรัุสบางขนาด 3×3 m2 หนา 0.01 m มีรูกลมตรงกลางรัศมี R = 
0.25 m ภายใต้แรงกระทําแบบกระจายในแนวดิ่งคงท่ี p = 1,000 N/m2 กระทําตลอดทัง้แผ่น โดย
ท่ีแผน่บางนีมี้คา่โมดลูสัของความยืดหยุน่ E เป็น 190 GPa และอตัราสว่นปัวซงส์   เป็น 0.3 โดย
แผ่นบางนีมี้การรองรับด้วยลิ่ม (simply support) ตลอดขอบทัง้ส่ีด้าน ดงัแสดงในรูปท่ี 7.1 ซึง่เป็น
ปัญหาเดียวกนักบัปัญหาในหวัข้อ 5.1.5 ในกรณีท่ีอตัราสว่น R/b = 1/6 

 
 รูปท่ี 7.1  แผน่ส่ีเหล่ียมจตัรัุสบางท่ีมีรูกลมตรงภายใต้แรงกระจายโดยมีอตัราสว่น R/b = 1/6 

เน่ืองจากลักษณะของปัญหามีความสมมาตร เราจึงนําพืน้ท่ีเพียงหนึ่งในส่ี
ทางขวาบนของแผน่บางในรูปท่ี 7.1 มาใช้ในการคํานวณ เร่ิมต้นทําการวิเคราะห์ปัญหาด้วยไฟไนต์
เอลิเมนต์โปรแกรมท่ีได้ประดิษฐ์ขึน้โดยใช้เอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีขนาดเล็กสม่ําเสมอ
ตลอดทัง้โดเมนท่ีประกอบไปด้วย 2,922 เอลิเมนต์ 1,521 จุดต่อ โดยลักษณะการแบ่งโดเมน
ออกเป็นเอลเิมนต์ขนาดเลก็ตลอดทัง้โดเมนนัน้แสดงไว้ในรูปท่ี 7.2 

  

 y 

 

b

b = 1.5 m R = 0.25 m 

s.s.

s.s.

s.s.s.s.  x
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 รูปท่ี 7.2 รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์ของปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียม 
  ท่ีมีรูกลมตรงกลางโดยใช้เอลเิมนต์ขนาดเลก็ตลอดทัง้โดเมน 

จากนัน้ทําการวิเคราะห์ปัญหาโดยประยุกต์เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดย
อตัโนมตัมิาใช้ โดยเร่ิมต้นด้วยการใช้เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีแบบหยาบตลอดทัง้โดเมน ดงั
แสดงในรูปท่ี 7.3(ก) ท่ีประกอบไปด้วย 142 เอลิเมนต์ 84 จุดต่อ และนําค่าความเค้นวอนมิเซสท่ี
คํานวณได้นําไปหาค่าขนาดของเอลิเมนต์ท่ีเหมาะสม จากนัน้ทําการปรับขนาดเอลิเมนต์โดย
อตัโนมตัิครัง้แรกนํามาสู่ลกัษณะของการแบ่งโดเมนดงัรูปท่ี 7.3(ข) ท่ีประกอบไปด้วย 268 เอลิ
เมนต์ 155 จดุต่อ โดยลกัษณะของเอลิเมนต์โดยรวมจะมีความละเอียดมากขึน้ หลงัจากนัน้จึงทํา
การปรับขนาดเอลิเมนต์โดยอตัโนมตัิครัง้ท่ี 2 และครัง้ท่ี 3 โดยมีลกัษณะของเอลิเมนต์ดงัแสดงไว้
ในรูปท่ี 7.3(ค) และ 7.3(ง) ซึง่ประกอบไปด้วย 471 เอลิเมนต์ 267 จดุตอ่ และ 694 เอลิเมนต์ 388 
จดุต่อตามลําดบั โดยเอลิเมนต์จะมีความละเอียดมากขึน้บริเวณขอบของรูกลมซึ่งเป็นบริเวณท่ีมี
ความเข้มของความเค้นสงู 

ลกัษณะการเสียรูปของแผน่บางโดยใช้เอลเิมนต์ขนาดเลก็ตลอดทัง้โดเมนแสดงไว้
ดังรูปท่ี 7.4 ส่วนลักษณะการเสียรูปของแผ่นบางโดยใช้เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดย
อตัโนมตัโิดยทําการปรับเอลเิมนต์ครัง้ท่ี 3 แสดงไว้ดงัรูปท่ี 7.5 ซึง่จะเห็นได้ว่าแผ่นบางมีการเสียรูป
ในแนวแกนดิง่ w สงูท่ีบริเวณตลอดขอบของรูกลม และเม่ือพิจารณาท่ีตําแหน่งท่ีมีคา่การเสียรูปใน
แนวแกนดิ่ง w สูงสุดพบว่า สําหรับการใช้เอลิเมนต์ขนาดสม่ําเสมอท่ีมีความละเอียดมากขึน้ 
ผลลพัธ์ท่ีได้จะมีค่าใกล้เคียงกับผลเฉลยของ Lo และ Leissa [14] มากยิ่งขึน้หรือลู่เข้าสู่คําตอบ 
และด้วยการใช้เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดยอตัโนมตัิจะเห็นได้ว่า เม่ือทําการปรับขนาดเอลิ
เมนต์ในแต่ละครัง้จะทําให้ผลลัพธ์ท่ีได้ลู่เข้าสู่คําตอบมากยิ่งขึน้ดังแสดงในรูปท่ี 7.6 และเม่ือ
พิจารณาจํานวนจดุตอ่โดยรวมของการคํานวณโดยประยกุต์ใช้เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดย
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อตัโนมตัด้ิวยนัน้ จะเห็นได้วา่ใช้จํานวนจดุตอ่ทัง้หมดเพียง 894 จดุตอ่ ซึง่ทําให้ได้ผลลพัธ์ท่ีมีความ
แมน่ยําท่ีใกล้เคียงกบัการใช้เอลเิมนต์ขนาดเลก็ตลอดทัง้โดเมน ซึง่ใช้จํานวนจดุตอ่ถึง 1,521 จดุตอ่ 
แสดงว่าด้วยเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดยอตัโนมตัินัน้จะทําให้ลดจํานวนจดุต่อหรือจํานวน
ตวัไม่ทราบค่าท่ีใช้ในการคํานวณลง และให้ผลลพัธ์ท่ีใกล้เคียงกบัผลเฉลยเชิงวิเคราะห์ท่ีเราทราบ 
โดยเอลเิมนต์จะถกูปรับให้มีขนาดเลก็ลงในบริเวณท่ีมีความเข้มของความเค้นวอนมิเซสสงู และจะ
ถกูปรับให้มีขนาดใหญ่ในบริเวณอ่ืน ๆ โดยท่ีเราไมต้่องทราบลกัษณะของผลเฉลยมาก่อน ลกัษณะ
การกระจายของความเค้นวอนมิเซสของปัญหาโดยใช้เอลิเมนต์ขนาดเล็กตลอดทัง้โดเมน และโดย
ใช้เอลเิมนต์ท่ีปรับขนาดครัง้ท่ี 3 แสดงไว้ดงัรูปท่ี 7.7 และ 7.8 

  
(ก)     (ข) 

   
(ค)     (ง) 

 รูปท่ี 7.3 รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์ของปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีรูกลม 
  ตรงกลางด้วยเทคนิคการปรับขนาดเอลเิมนต์โดยอตัโนมตั ิ
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 รูปท่ี 7.4  การเสียรูปของแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีรูกลมตรงกลาง 
  โดยใช้เอลเิมนต์ขนาดเลก็ตลอดทัง้โดเมน 
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 รูปท่ี 7.5  การเสียรูปของแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีรูกลมตรงกลาง 
  โดยใช้เอลเิมนต์ท่ีปรับขนาดครัง้ท่ี 3 
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 รูปท่ี 7.6  คา่เปอร์เซน็ต์ความผิดพลาดของคา่การเสียรูปในแนวแกนดิง่สงูสดุ 
  ของปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีรูกลมตรงกลางโดยใช้เอลเิมนต์ 
  ขนาดสม่ําเสมอและเอลเิมนต์ท่ีปรับขนาดโดยอตัโนมตั ิ

 

 
 รูปท่ี 7.7 คา่ความเค้นวอนมิเซสของแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีรูกลมตรงกลาง 
  โดยใช้เอลเิมนต์ขนาดเลก็ตลอดทัง้โดเมน 

8.5 MPa 

13.5 MPa 

18.5 MPa 

26.0 MPa 

21.0 MPa 

21.0 MPa 

8.5 MPa 

13.5 MPa 

18.5 MPa 

26.0 MPa 
31.0 MPa 
38.5 MPa 

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

0 250 500 750 1000 1250 1500 1750

DKT (uniform)

Adaptive DKT

The Number of Nodes 

P
er

ce
nt

ag
e 

er
ro

r 



79 
 

 
 รูปท่ี 7.8 คา่ความเค้นวอนมิเซสของแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีรูกลมตรงกลาง 
  โดยใช้เอลเิมนต์ท่ีปรับขนาดครัง้ท่ี 3 

7.2 ปัญหาแผ่นบางส่ีเหล่ียมที่มีร่องตรงกลาง 

แผ่นส่ีเหล่ียมจตัรัุสบางขนาด 40×40 cm2 หนา 2 mm แนวตรงกลางถกูตดัเป็น
ร่อง มีแรงขนาดสม่ําเสมอในแนวดิ่ง F = 50 N/m กระทําท่ีปลายขอบด้านหนึ่ง และรองรับด้วยลิ่ม 
(simply support) ท่ีปลายขอบอีกฝ่ังหนึ่งดงัแสดงในรูปท่ี 7.9 โดยท่ีแผ่นบางนีมี้ค่าโมดลูสัของ
ความยืดหยุน่ E เป็น 190 GPa และอตัราสว่นปัวซงส์   เป็น 0.3 

 

รูปท่ี 7.9 แผน่สี่เหล่ียมจตัรัุสบางท่ีแนวตรงกลางถกูตดัเป็นร่อง 

เร่ิมต้นทําการวิเคราะห์ปัญหาโดยใช้เอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีแบบหยาบท่ี
ประกอบไปด้วย 543 เอลิเมนต์ 299 จุดต่อ โดยมีลกัษณะการแบ่งโดเมนแสดงไว้ในรูปท่ี 7.10(ก) 
จากนัน้จึงนําผลลพัธ์ของค่าความเค้นวอนมิเซสท่ีคํานวณได้มาทําการปรับขนาดเอลิเมนต์ โดย
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ลกัษณะของเอลเิมนต์ท่ีปรับขนาดครัง้แรกแสดงไว้ดงัรูปท่ี 7.10(ข) โดยประกอบไปด้วย 1,604 เอลิ
เมนต์ 849 จดุตอ่ ซึง่จะเห็นได้วา่ เอลเิมนต์จะมีขนาดเลก็ลงท่ีบริเวณปลายของแนวร่องท่ีถกูตดัท่ีมี
คา่ความชนัของค่าความเค้นวอนมิเซสท่ีใช้เป็นตวัชีว้ดัในการปรับขนาดเอลิเมนต์สงู เพ่ือท่ีจะเพิ่ม
ความแม่นยําของผลลพัธ์ท่ีมีการเปล่ียนแปลงมากในบริเวณดงักล่าว หลงัจากนัน้จึงทําการปรับ
ขนาดเอลิเมนต์ครัง้ท่ี 2 และครัง้ท่ี 3 โดยประกอบไปด้วย 2,846 เอลิเมนต์ 1,493 จุดต่อ และ 
3,734 เอลเิมนต์ 1,953 จดุตอ่ ตามลําดบั โดยลกัษณะของเอลเิมนต์ท่ีปรับขนาดครัง้ท่ี 2 และครัง้ท่ี 
3 นัน้แสดงไว้ดงัรูปท่ี 7.10(ค) และ 7.10(ง) ตามลําดบั ซึ่งเอลิเมนต์จะมีความละเอียดมากย่ิงขึน้
บริเวณปลายของแนวร่องท่ีถกูตดัซึง่เป็นบริเวณท่ีมีความเข้มของความเค้นสงู 

 

   
 (ก)     (ข) 

  
(ค)     (ง) 

 รูปท่ี 7.10 รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์ของปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีแนวตรงกลาง 
  ถกูตดัเป็นร่องด้วยเทคนิคการปรับขนาดเอลเิมนต์โดยอตัโนมตั ิ

ลักษณะการเสียรูปของแผ่นบางโดยใช้เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดย
อตัโนมตัิโดยทําการปรับเอลิเมนต์ครัง้ท่ี 3 แสดงไว้ดงัรูปท่ี 7.11 ส่วนลกัษณะการกระจายของค่า
ความเค้นวอนมิเซสนัน้แสดงไว้ดงัรูปท่ี 7.12 โดยจะเห็นได้ว่ามีความเข้มของค่าความเค้นมากท่ี
ปลายของแนวร่องท่ีถกูตดับริเวณกึ่งกลางของแผ่นบาง รูปท่ี 7.13 และ 7.14 แสดงถึงลกัษณะการ
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กระจายของค่าความเค้นวอนมิเซสและเอลิเมนต์ท่ีปรับขนาดครัง้ท่ี 3 ท่ีปลายของแนวร่องท่ีถกูตดั
บริเวณกึ่งกลางของแผ่นบางตามลําดบั และเม่ือพิจารณาคา่ความเค้นวอนมิเซสสงูสดุท่ีปลายของ
แนวร่องท่ีถกูตดับริเวณกึ่งกลางของแผ่นบางในแต่ละครัง้ของการคํานวณจะพบว่า ค่าความเค้น
วอนมิเซสจะลูเ่ข้าตามการปรับขนาดเอลเิมนต์ให้มีความละเอียดมากขึน้ในบริเวณดงักลา่ว โดยคา่
ความเค้นวอนมิเซสสงูสดุจากการปรับขนาดเอลิเมนต์ครัง้ท่ี 3 ท่ีคํานวณได้คือ 120 MPa ดงัแสดง
ในรูปท่ี 7.15 
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 รูปท่ี 7.11  การเสียรูปของแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีแนวตรงกลางถกูตดัเป็นร่อง 
  โดยใช้เอลเิมนต์ท่ีปรับขนาดครัง้ท่ี 3 

32 MPa

20 MPa

8 MPa

44 MPa

 
 รูปท่ี 7.12 คา่ความเค้นวอนมิเซสของแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีแนวตรงกลาง 
  ถกูตดัเป็นร่องโดยใช้เอลเิมนต์ท่ีปรับขนาดครัง้ท่ี 3 
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Max V-M stress
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รูปท่ี 7.13 คา่ความเค้นวอนมิเซสของแผน่บางส่ีเหล่ียมบริเวณปลายของแนวร่องท่ีถกูตดั 

 
รูปท่ี 7.14 รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์ท่ีปรับขนาดครัง้ท่ี 3 บริเวณปลายของแนวร่องท่ีถกูตดั 
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 รูปท่ี 7.15 การลูเ่ข้าของคา่ความเค้นวอนมิเซสสงูสดุของแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีแนวตรงกลาง 
  ถกูตดัเป็นร่องด้วยเทคนิคการปรับขนาดเอลเิมนต์โดยอตัโนมตั ิ
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7.3 ปัญหาแผ่นบางรูปตวัแอล 

แผ่นบางรูปตวัแอล (L-shaped plate) ท่ีมมุด้านในเป็นสว่นโค้งรัศมี 0.05 m โดย
มีความหนา 0.01 m และถกูยึดแน่นกับผนงัตลอดขอบด้านใน มีการกระจายของอณุหภมูิตลอด
ความหนาเป็นแบบเชิงเส้นโดยมีอุณหภูมิตลอดผิวด้านบนเป็น 50 °C และอุณหภูมิตลอดผิว
ด้านลา่งเป็น 0 °C โดยลกัษณะของปัญหานีแ้สดงไว้ดงัรูปท่ี 7.16 แผ่นบางนีมี้คา่โมดลูสัของความ
ยืดหยุ่น E เป็น 68 GPa มีค่าอตัราส่วนปัวซงส์   เป็น 0.33 และมีค่าสมัประสิทธ์ิการกระจาย
ความร้อน   เป็น 22.6×10-6 /°C 

 
รูปท่ี 7.16 แผน่บางรูปตวัแอลท่ีมีการกระจายของอณุหภมูิตลอดความหนาเป็นแบบเชิงเส้น 

เร่ิมต้นทําการวิเคราะห์ปัญหาโดยใช้เอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีท่ีประกอบไป
ด้วย 1,322 เอลิเมนต์ 702 จดุตอ่ โดยมีลกัษณะการแบง่โดเมนแสดงไว้ในรูปท่ี 7.17 จากนัน้จึงนํา
ผลลพัธ์ของค่าความเค้นวอนมิเซสท่ีคํานวณได้มาทําการปรับขนาดเอลิเมนต์ท่ีเหมาะสม โดย
ลกัษณะของเอลิเมนต์ท่ีปรับขนาดครัง้แรกแสดงไว้ดงัรูปท่ี 7.18(ก) ซึง่ประกอบไปด้วย 1,538 เอลิ
เมนต์ 822 จดุต่อ ซึง่จะเห็นได้ว่า เอลิเมนต์จะมีขนาดเล็กลงท่ีบริเวณมมุโค้งด้านใน และท่ีมมุของ
แผน่บางด้านท่ีถกูยดึแน่น ซึง่เป็นบริเวณท่ีมีคา่ความชนัของคา่ความเค้นวอนมิเซสท่ีใช้เป็นตวัชีว้ดั
ในการปรับขนาดเอลิเมนต์สงู หลงัจากนัน้จึงทําการปรับขนาดเอลิเมนต์ครัง้ท่ี 2, ครัง้ท่ี 3 และครัง้
ท่ี 4 ซึง่จะเห็นได้ชดัว่า เอลิเมนต์จะมีขนาดเล็กลงอย่างมากท่ีบริเวณมมุโค้งด้านใน และท่ีมมุของ
แผน่บางด้านท่ีถกูยดึแน่นเพ่ือท่ีจะเพิ่มความแมน่ยําของผลลพัธ์ท่ีมีการเปล่ียนแปลงมากในบริเวณ
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ดงักล่าว ในขณะเดียวกันเอลิเมนต์จะมีขนาดใหญ่ในบริเวณอ่ืนเพ่ือลดจํานวนตวัไม่ทราบค่าท่ี
จะต้องคํานวณลง โดยลกัษณะของเอลเิมนต์ท่ีปรับขนาดครัง้ท่ี 2, ครัง้ท่ี 3 และครัง้ท่ี 4 นัน้แสดงไว้
ดงัรูปท่ี 7.18(ข), 7.18(ค) และ 7.18(ง) ตามลําดบั ซึง่ประกอบไปด้วย 1,310 เอลิเมนต์ 714 จดุตอ่ 
1,781 เอลเิมนต์ 967 จดุตอ่ และ 2,213 เอลเิมนต์ 1,200 จดุตอ่ตามลําดบั 

 
 รูปท่ี 7.17 รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์เร่ิมต้นของปัญหาแผน่บางรูปตวัแอล 
  ท่ีมีการกระจายของอณุหภมูิตลอดความหนาเป็นแบบเชิงเส้น 

   
(ก)     (ข) 

   
(ค)     (ง) 

 รูปท่ี 7.18 รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์ของปัญหาแผน่บางรูปตวัแอล 
  ท่ีมีการกระจายของอณุหภมูิตลอดความหนาเป็นแบบเชิงเส้น 
  ด้วยเทคนิคการปรับขนาดเอลเิมนต์โดยอตัโนมตั ิ
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ลักษณะการเสียรูปของแผ่นบางโดยใช้เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดย
อตัโนมตัิท่ีทําการปรับเอลิเมนต์ครัง้ท่ี 4 แสดงไว้ดงัรูปท่ี 7.19 ลกัษณะการกระจายของค่าความ
เค้นวอนมิเซสแสดงไว้ดงัรูปท่ี 7.20 โดยจะเห็นได้ว่ามีความเข้มของคา่ความเค้นมากท่ีมมุโค้งด้าน
ในบริเวณกึ่งกลางแผ่น และท่ีมมุของแผ่นบางของด้านท่ีถกูยึดแน่น โดยลกัษณะการกระจายของ
ค่าความเค้นวอนมิเซสและเอลิเมนต์ท่ีบริเวณมมุโค้งด้านในบริเวณกึ่งกลางแผ่นแสดงไว้ดงัรูปท่ี 
7.21 และ 7.22 ตามลําดบั และเม่ือพิจารณาค่าความเค้นวอนมิเซสท่ีตําแหน่งกึ่งกลางของส่วน
โค้งในแตล่ะครัง้ของการคํานวณพบวา่ คา่ความเค้นวอนมเิซสจะลูเ่ข้าตามการปรับขนาดเอลิเมนต์
ให้มีความละเอียดมากขึน้ในบริเวณดงักล่าว โดยค่าความเค้นวอนมิเซสจากการปรับขนาดเอลิ
เมนต์ครัง้ท่ี 4 ท่ีคํานวณได้คือ 118 MPa ดงัแสดงในรูปท่ี 7.23  

x

y

D
eflection (cm

)

  0

- 2

- 4

 
 รูปท่ี 7.19  การเสียรูปของแผน่บางแผน่บางรูปตวัแอลท่ีมีการกระจายของอณุหภมูิ 
  ตลอดความหนาเป็นแบบเชิงเส้นโดยใช้เอลเิมนต์ท่ีปรับขนาดครัง้ท่ี 4 

15 MPa
30 MPa

45 MPa

60 MPa
118 MPa

187 MPa

 
 รูปท่ี 7.20 คา่ความเค้นวอนมิเซสของแผน่บางรูปตวัแอลท่ีมีการกระจายของอณุหภมูิ 
  ตลอดความหนาเป็นแบบเชิงเส้นโดยใช้เอลเิมนต์ท่ีปรับขนาดครัง้ท่ี 4 
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90 MPa
60 MPa

118 MPa

30 MPa

 
 รูปท่ี 7.21 คา่ความเค้นวอนมิเซสของแผน่บางรูปตวัแอลบริเวณมมุโค้งด้านใน 
  บริเวณกึ่งกลางแผน่โดยใช้เอลเิมนต์ท่ีปรับขนาดครัง้ท่ี 4 

 

 

 
รูปท่ี 7.22 เอลเิมนต์ท่ีปรับขนาดครัง้ท่ี 4 ท่ีบริเวณมมุโค้งด้านในบริเวณกึ่งกลางแผน่บาง 
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 รูปท่ี 7.23 การลูเ่ข้าของคา่ความเค้นวอนมิเซสสงูสดุของแผน่บางรูปตวัแอลท่ีตําแหน่ง 
  กึ่งกลางของสว่นโค้งด้วยเทคนิคการปรับขนาดเอลเิมนต์โดยอตัโนมตั ิ

7.4 ปัญหาแผ่นบางส่ีเหล่ียมที่มีแผ่นบางโครงสร้างรูปหลังคาอยู่ด้านบน 

แผ่นบางโครงสร้างนีป้ระกอบด้วยแผ่นบางรูปส่ีเหล่ียมจตัรัุสขนาด 80×80 cm2 
และแผ่นบางโครงสร้างรูปหลงัคาติดอยู่ด้านบน โดยโครงสร้างแผ่นบางนีมี้ความหนา 5 mm ถูก
แรงขนาดสม่ําเสมอในแนวดิง่ p = 2,500 N/m กระทําตลอดขอบด้านหนึ่งและถกูยดึกบัผนงัตลอด
ขอบอีกด้านหนึ่งดงัแสดงในรูปท่ี 7.24 โดยท่ีแผ่นบางนีมี้ค่าโมดลูสัของความยืดหยุ่น E เป็น 190 
GPa และอตัราสว่นปัวซงส์   เป็น 0.3 

p = 2,500 N/m

80 cm

80 cm

32 cm

x

y

z

 
รูปท่ี 7.24 แผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีแผน่บางโครงสร้างรูปหลงัคาอยูด้่านบนท่ีถกูแรงกระทําในแนวดิง่ 

60o

8 cm

16 cm

8 cm
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เน่ืองจากลกัษณะของปัญหามีความสมมาตร เราจงึนําเพียงคร่ึงหนึง่ทางด้านขวา
ของโครงสร้างแผ่นบางในรูปท่ี 7.24 นีม้าวิเคราะห์ เร่ิมต้นทําการวิเคราะห์ปัญหาด้วยไฟไนต์เอลิ
เมนต์โปรแกรมท่ีได้ประดิษฐ์ขึน้โดยทําการแบ่งโดเมนออกเป็นเอลิเมนต์แบบละเอียดขนาด
สม่ําเสมอจํานวน 3,100 เอลิเมนต์ 1,633 จุดต่อ โดยลกัษณะการแบ่งโดเมนนัน้แสดงไว้ในรูปท่ี 
7.25 ซึ่งผลการวิเคราะห์ทัง้ลกัษณะการเสียรูป และลกัษณะการกระจายของค่าความเค้นวอนมิ
เซสแสดงไว้ดงัรูปท่ี 7.26 และ 7.27 ตามลําดบั  

 
  รูปท่ี 7.25  รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์ของปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีแผน่บาง 
     รูปหลงัคาอยูด้่านบนโดยใช้เอลเิมนต์แบบละเอียด 
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y

 
 รูปท่ี 7.26 การเสียรูปแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีแผน่บางรูปหลงัคาอยูด้่านบน 
  โดยใช้เอลเิมนต์แบบละเอียด 
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0.32 GPa

0.25 GPa

0.18 GPa

0.11 GPa

0.11 GPa

0.46 GPa

 
 รูปท่ี 7.27 คา่ความเค้นวอนมิเซสของปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีแผน่บาง 
  รูปหลงัคาอยูด้่านบนโดยใช้เอลเิมนต์แบบละเอียด 

จากนัน้ทําการประยกุต์เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดยอตัโนมตัิ โดยเร่ิมต้น
ทําการวิเคราะห์ปัญหาด้วยรูปแบบไฟไนต์เอลิเมนต์เร่ิมต้นท่ีประกอบไปด้วย 458 เอลิเมนต์ 264 
จดุต่อ โดยลกัษณะการแบ่งโดเมนนัน้แสดงไว้ในรูปท่ี 7.28 โดยลกัษณะการกระจายของค่าความ
เค้นวอนมิเซสแสดงไว้ดงัรูปท่ี 7.29 

 
 รูปท่ี 7.28 รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์เร่ิมต้นของปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียม 
  ท่ีมีแผน่บางรูปหลงัคาอยูด้่านบน 
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0.32 GPa

0.25 GPa

0.18 GPa

0.11 GPa

0.11 GPa

 
 รูปท่ี 7.29 คา่ความเค้นวอนมิเซสของปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีแผน่บาง 
  รูปหลงัคาอยูด้่านบนโดยใช้เอลเิมนต์เร่ิมต้น 

จากนัน้จงึนําผลลพัธ์ของคา่ความเค้นวอนมิเซสท่ีคํานวณได้มาหาขนาดเอลิเมนต์
ท่ีเหมาะสมเพ่ือทําการปรับขนาดเอลิเมนต์ โดยลกัษณะของเอลิเมนต์ท่ีปรับขนาดครัง้แรกแสดงไว้
ดงัรูปท่ี 7.30 ซึง่ประกอบไปด้วย 428 เอลเิมนต์ 237 จดุตอ่ ซึง่จะเห็นได้วา่ เอลเิมนต์จะมีขนาดเลก็
ลงท่ีบริเวณรอยต่อระหว่างแผ่นบางรูปหลงัคากบัแผ่นบางส่ีเหล่ียมซึ่งเป็นบริเวณท่ีมีค่าความเข้ม
ของคา่ความเค้นวอนมิเซสสงูดงัแสดงในรูปท่ี 7.31  

 

 
 รูปท่ี 7.30 รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์ท่ีปรับขนาดแล้วของปัญหา 
  แผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีแผน่บางรูปหลงัคาอยูด้่านบน 
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0.32 GPa

0.25 GPa

0.18 GPa

0.11 GPa
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0.46 GPa

 
 รูปท่ี 7.31 คา่ความเค้นวอนมิเซสของปัญหาแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีแผน่บาง 
  รูปหลงัคาอยูด้่านบนโดยใช้เอลเิมนต์ท่ีปรับขนาดแล้ว 

จะเห็นได้ว่าลกัษณะการกระจายของคา่ความเค้นวอนมิเซสท่ีคํานวณได้จากการ
ปรับขนาดเอลิเมนต์นัน้ใกล้เคียงกบัท่ีคํานวณโดยใช้เอลิเมนต์แบบละเอียดท่ีใช้จํานวนจดุต่อเป็น
จํานวนมาก การปรับขนาดเอลิเมนต์โดยอตัโนมตัิจึงช่วยให้ลดจํานวนตวัไม่ทราบค่าท่ีจะต้องทํา
การคํานวณลงและทําให้ใช้เวลาในการคํานวณลดลงด้วย แตไ่ด้ผลลพัธ์ท่ีมีความแม่นยําใกล้เคียง
กบัการใช้เอลิเมนต์แบบละเอียดตลอดทัง้ปัญหา ส่วนลกัษณะการเสียรูปของแผ่นบางโครงสร้างนี ้
โดยใช้เอลเิมนต์ท่ีปรับขนาดแล้วแสดงไว้ดงัรูปท่ี 7.32 
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 รูปท่ี 7.32 การเสียรูปแผน่บางส่ีเหล่ียมท่ีมีแผน่บางรูปหลงัคาอยูด้่านบน 
  โดยใช้เอลเิมนต์ท่ีปรับขนาดแล้ว 
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7.5 ปัญหาแผ่นบางโครงสร้างส่ีเหล่ียมที่มีรูตรงกลาง 

แผ่นบางโครงสร้างท่ีเกิดจากแผ่นบางส่ีเหล่ียมผืนผ้าขนาด 1×0.6 m2 และขนาด 
1×0.4 m2 มาประกอบตัง้ฉากกันโดยตรงกลางถูกเจาะเป็นรูสี่เหล่ียม แผ่นบางโครงสร้างมีความ
หนาคงท่ี 0.01 m ขอบด้านหนึ่งถกูยึดแน่นกบัผนงั และปลายอีกด้านหนึ่งมีแรงกระในแนวแกนดิ่ง
ตลอดขอบ p = 2,500 N/m ดงัแสดงในรูปท่ี 7.33 โดยท่ีแผน่บางนีมี้คา่โมดลูสัของความยืดหยุ่น E 
เป็น 68 GPa และอตัราสว่นปัวซงส์   เป็น 0.33 

y

z

x

1 m

0.6 m

0.4 m

0.2 m

0.1 m

0.3 m

0.4 m

p = 2,500 N/m

 

รูปท่ี 7.33 แผน่บางโครงสร้างส่ีเหล่ียมท่ีมีรูตรงกลางท่ีถกูแรงกระทําในแนวดิง่ 

เร่ิมต้นทําการวิเคราะห์ปัญหาด้วยไฟไนต์เอลิเมนต์โปรแกรมท่ีได้ประดิษฐ์ขึน้โดย
ทําการแบ่งโดเมนออกเป็นเอลิเมนต์แบบละเอียดขนาดสม่ําเสมอจํานวน 3,270 เอลิเมนต์ 1,739 
จดุตอ่ โดยลกัษณะการแบง่โดเมนนัน้แสดงไว้ในรูปท่ี 7.34 และลกัษณะการกระจายของค่าความ
เค้นวอนมิเซสแสดงไว้ดงัรูปท่ี 7.35  
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 รูปท่ี 7.34 รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์ของปัญหาแผน่บางโครงสร้างส่ีเหล่ียม 
   ท่ีมีรูตรงกลางโดยใช้เอลเิมนต์แบบละเอียด 

25 MPa

35 MPa

50 MPa

15 MPa

30 MPa

40 MPa

 
 รูปท่ี 7.35 คา่ความเค้นวอนมิเซสของปัญหาแผน่บางโครงสร้างส่ีเหล่ียม 
  ท่ีมีรูตรงกลางโดยใช้เอลเิมนต์แบบละเอียด 

จากนัน้ทําการประยกุต์เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดยอตัโนมตัิ โดยเร่ิมต้น
ทําการวิเคราะห์ปัญหาด้วยรูปแบบไฟไนต์เอลิเมนต์เร่ิมต้นท่ีประกอบไปด้วย 816 เอลิเมนต์ 460 
จดุตอ่ โดยลกัษณะรูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์เร่ิมต้นและลกัษณะการกระจายของคา่ความเค้นวอนมิ
เซสนัน้แสดงไว้ในรูปท่ี 7.36 และ 7.37 ตามลําดบั  
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 รูปท่ี 7.36 รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์เร่ิมต้นของปัญหาแผน่บาง 
  โครงสร้างส่ีเหล่ียมท่ีมีรูตรงกลาง 

20 MPa

35 MPa

50 MPa

15 MPa

30 MPa

 
 รูปท่ี 7.37 คา่ความเค้นวอนมิเซสของปัญหาแผน่บางโครงสร้างส่ีเหล่ียม 
  ท่ีมีรูตรงกลางโดยใช้เอลเิมนต์เร่ิมต้น 

จากนัน้จึงทําการปรับขนาดเอลิเมนต์โดยนําผลลพัธ์ของค่าความเค้นวอนมิเซสท่ี
คํานวณได้จากเอลิเมนต์เร่ิมต้นมาหาขนาดเอลิเมนต์ท่ีเหมาะสม โดยลกัษณะของเอลิเมนต์ท่ีปรับ
ขนาดแล้วแสดงไว้ดงัรูปท่ี 7.38 ซึ่งประกอบไปด้วย 1,279 เอลิเมนต์ 704 จุดต่อ โดยพบว่าเอลิ
เมนต์จะมีขนาดเล็กลงท่ีบริเวณมมุของรูด้านในของแผ่นบางโครงสร้าง และท่ีมมุรอยต่อของแผ่น
บางโครงสร้างด้านหน้าท่ีถกูแรงกระทําในแนวแกนดิ่ง ซึง่เป็นบริเวณท่ีมีค่าความเข้มของค่าความ
เค้นวอนมิเซสสงูดงัแสดงในรูปท่ี 7.39 ทําให้สามารถแสดงลกัษณะการกระจายของความเค้น
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บริเวณท่ีมีความเข้มของความเค้นสงูได้ชดัเจนมากขึน้เม่ือเทียบกบัการใช้รูปแบบไฟไนต์เอลิเมนต์
เบือ้งต้น 

จากรูปท่ี 7.35 และ 7.39 พบว่าลกัษณะการกระจายของค่าความเค้นวอนมิเซ
สจากรูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์ทัง้สองแบบนัน้มีลกัษณะใกล้เคียงกนั แตเ่ม่ือเปรียบเทียบจํานวนจดุ
ต่อท่ีใช้จะเห็นว่า รูปแบบแรกท่ีใช้เอลิเมนต์แบบละเอียดนัน้ใช้จํานวนจจุดต่อถึง 1,739 จุดต่อ 
ในขณะท่ีรูปแบบไฟไนต์เอลิเมนต์โดยการใช้เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดยอตัโนมตัินัน้ใช้
จํานวนจดุตอ่ทัง้หมดเพียง 1,164 จดุตอ่เท่านัน้ 

 
 รูปท่ี 7.38 รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์ท่ีปรับขนาดแล้วของปัญหา 
  แผน่บางโครงสร้างส่ีเหล่ียมท่ีมีรูตรงกลาง 

25 MPa

35 MPa

50 MPa

15 MPa

30 MPa

40 MPa
 

 รูปท่ี 7.39 คา่ความเค้นวอนมิเซสของปัญหาแผน่บางโครงสร้างส่ีเหล่ียม 
  ท่ีมีรูตรงกลางโดยใช้เอลเิมนต์ท่ีปรับขนาดแล้ว 
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7.6 ปัญหาแผ่นบางโครงสร้างที่ได้รับความร้อนสูงสองจุด 

แผ่นบางโครงสร้างมีความหนาคงท่ี 0.01 m ท่ีเกิดจากแผ่นบางส่ีเหล่ียมผืนผ้ามา
ประกอบตัง้ฉากกัน โดยลกัษณะรูปร่างและค่าขอบเขตของปัญหานัน้แสดงไว้ในรูปท่ี 7.40 แผ่น
บางโครงสร้างนีมี้คา่โมดลูสัของความยืดหยุ่น E เป็น 68 GPa มีคา่อตัราสว่นปัวซงส์   เป็น 0.33 
มีคา่สมัประสิทธ์ิการกระจายความร้อน   เป็น 22.6×10-6 /°C และอณุหภมูิอ้างอิงท่ีวสัดไุม่เกิด
ความเค้น T0 มีคา่ 0°C โดยแผ่นบางโครงสร้างนีถ้กูทําให้ร้อนมากท่ีบริเวณสองจดุบนแผ่นบางซึง่
กําหนดให้มีอณุหภมูิ 100°C และมีอณุหภมูิลดหลัน่ลงมาโดยรอบบริเวณสองจดุนัน้ โดยลกัษณะ
การกระจายตวัของอณุหภมูิบนแผน่บางโครงสร้างนีแ้สดงไว้ดงัสมการ (7.1) และดงัรูปท่ี 7.41 

 
      2 2 2

0 0 0

1
( , , ) 25 75

0.95
T x y z

x x y y z z

 
         
 

 (7.1) 

โดยท่ี 0 0 00.1, 0.8, 0.1x y z    คือ ตําแหน่งของจุดทัง้สองท่ีมีค่าอณุหภมูิสงูสดุบนแผ่นบาง
โครงสร้าง และไมมี่การเปล่ียนแปลงของอณุหภมูิตลอดความหนาของแผน่บาง 

Y

Z

1 m

0.15 m

0.1 m

0.1 m

0.1 m

0.1 m

0.2 m
0.2 m

0.2 m

x

y

z

 
รูปท่ี 7.40 แผน่บางโครงสร้างท่ีเกิดจากแผน่บางส่ีเหล่ียมผืนผ้ามาประกอบตัง้ฉากกนั 
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100 oC

30 oC
70 oC

 

รูปท่ี 7.41 ลกัษณะการกระจายตวัของอณุหภมูิบนแผน่บางโครงสร้าง 

เร่ิมต้นทําการวิเคราะห์โดยใช้เอลเิมนต์แบบละเอียดขนาดสม่ําเสมอประกอบด้วย 
2,170 จดุตอ่และ 4,156 เอลเิมนต์ดงัแสดงในรูปท่ี 7.42 โดยลกัษณะการกระจายของคา่ความเค้น
วอนมิเซสบนโครงสร้างแผ่นบางแสดงไว้ดงัรูปท่ี 7.43 จะเห็นได้ว่าคา่ความเค้นวอนมิเซสสงูสดุนัน้
เกิดขึน้บริเวณระหว่างจดุท่ีมีอณุหภมูิสงูสดุทัง้สอง ซึง่ด้วยการใช้เอลิเมนต์แบบละเอียดนีทํ้าให้ใช้
เวลาและหน่วยความจําในการคํานวณเป็นจํานวนมาก โดยความยากลําบากนีจ้ะแก้ไขได้โดยการ
ใช้เทคนิคการปรับขนาดเอลเิมนต์โดยอตัโนมตัเิข้ามาช่วย 

 
 รูปท่ี 7.42 รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์ของปัญหาแผน่บางโครงสร้างท่ีได้รับ 
  ความร้อนสงูสองจดุโดยใช้เอลเิมนต์แบบละเอียด 
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5 MPa

58.5 MPa 27.5 MPa

20 MPa

 

 รูปท่ี 7.43  คา่ความเค้นวอนมิเซสของปัญหาแผน่บางโครงสร้างท่ีได้รับ 
  ความร้อนสงูสองจดุโดยใช้เอลเิมนต์แบบละเอียด 

ทําการประยุกต์เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดยอตัโนมตัิ โดยเร่ิมต้นทําการ
วิเคราะห์ปัญหาด้วยรูปแบบไฟไนต์เอลิเมนต์เร่ิมต้นท่ีประกอบไปด้วย 547 จุดต่อ 994 เอลิเมนต์ 
โดยลกัษณะรูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์เร่ิมต้นและลกัษณะการกระจายของคา่ความเค้นวอนมิเซสนัน้
แสดงไว้ในรูปท่ี 7.44 และ 7.45 ตามลําดบั  

 
 รูปท่ี 7.44 รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์เร่ิมต้นของปัญหาแผน่บาง 
  โครงสร้างท่ีได้รับความร้อนสงูสองจดุ 
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5 MPa

38 MPa

25 MPa

 
 รูปท่ี 7.45 คา่ความเค้นวอนมิเซสของปัญหาแผน่บางโครงสร้างท่ีได้รับ 
  ความร้อนสงูสองจดุโดยใช้เอลเิมนต์เร่ิมต้น 

จากนัน้นําคา่ความเค้นวอนมิเซสท่ีได้จากการวิเคราะห์โดยใช้เอลิเมนต์เร่ิมต้นมา
ใช้ในการปรับขนาดเอลเิมนต์ โดยรูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์ท่ีปรับขนาดแล้วแสดงไว้ดงัรูปท่ี 7.46 ซึง่
ประกอบด้วย 503 จุดต่อ 936 เอลิเมนต์ โดยจะเห็นได้ว่าเอลิเมนต์ถูกปรับให้มีขนาดเล็กลงใน
บริเวณท่ีมีความเข้มของความเค้นสงูเพ่ือให้ได้ผลลพัธ์ท่ีมีความแม่นยํามากขึน้ ส่วนในบริเวณอ่ืน
นัน้เอลิเมนต์จะถูกปรับให้มีขนาดใหญ่ขึน้เพ่ือลดจํานวนตวัไม่ทราบค่าและลดเวลาท่ีใช้ในการ
คํานวณลง โดยจากค่าความเค้นวอนมิเซสดงัแสดงไว้ในรูปท่ี 7.47 ท่ีคํานวณได้จากเอลิเมนต์ท่ี
ปรับขนาดแล้วพบวา่ ให้ลกัษณะการกระจายของคา่ความเค้นวอนมิเซสในทํานองเดียวกนักบักรณี
ท่ีวิเคราะห์โดยใช้เอลเิมนต์แบบละเอียด 

 
 รูปท่ี 7.46 รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์ท่ีปรับขนาดแล้วของปัญหา 
  แผน่บางโครงสร้างท่ีได้รับความร้อนสงูสองจดุ 
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5 MPa

58.5 MPa 27.5 MPa

20 MPa

 
 รูปท่ี 7.47 คา่ความเค้นวอนมิเซสของปัญหาแผน่บางโครงสร้างท่ีได้รับ 
  ความร้อนสงูสองจดุโดยใช้เอลเิมนต์ท่ีปรับขนาดแล้ว 
 

7.7 บทสรุป 

ในบทนีไ้ด้ทําการตรวจสอบและแสดงถึงประสิทธิภาพของเทคนิคการปรับขนาด
เอลิเมนต์โดยอตัโนมตัิโดยนํามาวิเคราะห์ร่วมกบัเอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีในการวิเคราะห์
ปัญหาการโก่งของโครงสร้างแผ่นบาง โดยเอลิเมนต์จะถูกปรับให้มีขนาดเล็กในบริเวณท่ีมีการ
เปล่ียนแปลงความชนัของความเค้นวอนมิเซสสงู ในขณะท่ีเอลิเมนต์ขนาดใหญ่จะถกูสร้างขึน้ใน
บริเวณท่ีมีการเปล่ียนแปลงความชนัของความเค้นต่ําทําให้ไม่จําเป็นต้องสร้างเอลิเมนต์ขนาดเล็ก
จํานวนมากตลอดทัง้โดเมน อีกทัง้เอลิเมนต์ยงัถูกปรับขนาดโดยอตัโนมตัิโดยท่ีเราไม่จําเป็นต้อง
ทราบผลเฉลยของปัญหาล่วงหน้ามาก่อน เทคนิคนีจ้ึงช่วยให้ผลลพัธ์ท่ีได้มีความแม่นยํามากขึน้ 
จํานวนเอลิเมนต์และจุดต่อลดลงส่งผลให้หน่วยความจําและเวลาท่ีใช้ในการคํานวณของ
คอมพิวเตอร์ลดลงไปด้วย 
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บทที่  8 

บทสรุป ปัญหาที่พบและข้อเสนอแนะ 

8.1 บทสรุป 

วิทยานิพนธ์ฉบบันีไ้ด้นําเสนอการวิเคราะห์ปัญหาการโก่งของโครงสร้างแผ่นบาง
เน่ืองมาจากแรงกระทําทางกล และแรงกระทําทางความร้อนโดยใช้เอลิเมนต์แบบดิสครีตเคอร์
ชอฟฟ์ หรือเอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคที ซึง่เป็นเอลเิมนต์ท่ีให้ผลลพัธ์ท่ีมีความแมน่ยําสงู โดยได้
ประยุกต์ร่วมกับเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดยอตัโนมตัิ เพ่ือให้ได้ผลลพัธ์ท่ีมีความแม่นยํา
มากขึน้ โดยลดเวลาและหน่วยความจําท่ีใช้ในการคํานวณลง 

สมการเชิงอนุพันธ์ท่ีเก่ียวข้องนัน้ได้ถูกนําเสนอไว้ในบทท่ี 2 โดยประกอบด้วย
สมการเชิงอนุพนัธ์สําหรับการเสียรูปในแนวระนาบ และสมการเชิงอนุพนัธ์สําหรับการเสียรูปใน
แนวดิ่ง ต่อมาในบทท่ี 3 ได้อธิบายขัน้ตอนทัว่ไปของระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ และไฟไนต์เอลิ
เมนต์เมทริกซ์สําหรับการโก่งของโครงสร้างแผ่นบางนี ้จากนัน้ในบทท่ี 4 ได้นําเสนอขัน้ตอนและ
รายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีได้ประดิษฐ์ขึน้โดยมีพืน้ฐานจากไฟไนต์เอลิเมนต์เมทริกซ์
ท่ีได้จากบทท่ี 3 และได้ถกูนํามาทดสอบกบัปัญหาตา่ง ๆ เบือ้งต้นท่ีเราทราบผลเฉลยแม่นตรงเพ่ือ
ตรวจสอบความถกูต้องของโปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีประดิษฐ์ขึน้ อีกทัง้ยงัแสดงให้เห็นถึงศกัยภาพ
ของเอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบดีเคทีในการวิเคราะห์ปัญหาการโก่งของแผน่บาง  

เพ่ือให้ได้ผลลพัธ์ท่ีมีความแม่นยํามากขึน้ เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดย
อตัโนมตัิจึงถกูนํามาใช้ร่วมกบัเอลิเมนต์สามเหลี่ยมแบบดีเคทีในการวิเคราะห์ปัญหาการโก่งของ
โครงสร้างแผ่นบาง โดยในบริเวณท่ีมีการเปลี่ยนแปลงของความชนัของผลลพัธ์สูง เอลิเมนต์ใน
บริเวณนัน้จะถูกปรับให้มีขนาดเล็กเพ่ือให้ได้ผลลัพธ์ท่ีมีความเท่ียงตรงสูง และบริเวณท่ีมีการ
เปล่ียนแปลงของความชันของผลลพัธ์ต่ํา เอลิเมนต์บริเวณนัน้จะถูกปรับให้มีขนาดใหญ่เพ่ือลด
จํานวนตวัแปรท่ีไม่ทราบคา่ทําให้ลดเวลาท่ีใช้ในการคํานวณลง โดยหลกัการเบือ้งต้นของเทคนิคนี ้
รวมไปถึงขัน้ตอนการใช้โปรแกรมคอมพิวเตอร์ในการปรับขนาดเอลิเมนต์โดยอตัโนมตัินัน้ได้แสดง
รายละเอียดไว้ในบทท่ี 6 จากนัน้จงึทําการทดสอบเทคนิคดงักลา่วด้วยการวิเคราะห์ปัญหาหารโก่ง
ของโครงสร้างแผ่นบางท่ีมีความซบัซ้อนมากขึน้ด้วยโปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีได้ประดิษฐ์ขึน้ ซึ่ง
พบว่า สามารถให้ผลลพัธ์ท่ีมีความแม่นยําสงูโดยไม่จําเป็นต้องใช้จํานวนเอลิเมนต์มากเกินความ
จําเป็น และช่วยให้ลดเวลาและหน่วยความจําท่ีใช้ในการคํานวณลง 
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8.2 ปัญหาที่พบในขณะทาํวิทยานิพนธ์ 

เน่ืองจากจํานวนตวัไม่ทราบค่าของปัญหามีปริมาณมาก การทําการวิเคราะห์ใน
บางครัง้ท่ีมีการแบ่งเอลิเมนต์เป็นจํานวนมากอาจทําให้หน่วยความจําท่ีจะต้องใช้เกินกว่าท่ี
คอมพิวเตอร์จะรับได้ นอกจากนีใ้นการแก้ปัญหาระบบสมการขนาดใหญ่นัน้จําเป็นต้องใช้ระเบียบ
วิธีเชิงตวัเลขเข้ามาช่วยในการคํานวณระบบสมการดงักลา่ว โดยในท่ีนีไ้ด้ใช้วิธีการกําจดัแบบเกาส์ 
ซึง่แม้จะให้ผลลพัธ์ท่ีเท่ียงตรงแตใ่ช้เวลาในการคํานวณมาก ทําให้การวิเคราะห์ในบางครัง้กินระยะ
เวลานาน 

การใช้โปรแกรม BUILT และโปรแกรม SPACE ในการปรับขนาดเอลิเมนต์โดย
อตัโนมตันิัน้ ผู้ใช้ต้องมีความเข้าใจในตวัโปรแกรมพอสมควร เน่ืองจากต้องมีการใช้ไฟล์นําเข้าและ
ไฟล์ผลลพัธ์ตา่ง ๆ ร่วมกนั รวมไปถึงการสร้างรูปแบบไฟไนต์เอลิเมนต์ท่ีตวัโปรแกรมนัน้มีขัน้ตอนท่ี
ค่อนข้างซับซ้อนพอสมควร โดยสามารถศึกษาเพิ่มเติมในรายละเอียดของตวัโปรแกรมได้จาก
เอกสารอ้างอิง [18] และ [19]  

8.3 ข้อเสนอแนะสาํหรับงานวิจัยในอนาคต 

ตวัโปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีได้ประดษิฐ์ขึน้นัน้ยงัสามารถนําไปพฒันาตอ่ได้ในสว่น
ของระเบียบวิธีเชิงตวัเลขท่ีใช้ในการแก้ระบบสมการรวม โดยอาจเปล่ียนเป็นระเบียบวิธีทําซํา้แบบ
ต่าง ๆ ท่ีทําให้ใช้ระยะเวลาในการแก้ระบบสมการลดลง รวมไปถึงเน่ืองจากโปรแกรมนัน้ถูก
ประดิษฐ์ขึน้ด้วยภาษา FORTRAN 77 ซึง่ในปัจจบุนันัน้ ได้มีการพฒันาเป็น FORTRAN 90 รวม
ไปจนถึง FORTRAN 2003 ซึ่งจะช่วยให้สามารถเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอร์ให้มีความซบัซ้อน
ลดลงได้อยา่งมาก อีกทัง้ตวัโปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีได้ประดิษฐ์ขึน้นัน้อาจนําไปพฒันาเพ่ือทําการ
วิเคราะห์ปัญหาการโก่งของโครงสร้างแผ่นบางในสภาวะชั่วขณะ หรืออาจประยุกต์เข้ากับการ
วิเคราะห์ปัญหาการไหลเพ่ือศึกษาการปฏิสมัพนัธ์ระหว่างของไหลและโครงสร้างแผ่นบาง ซึ่งจะ
เป็นประโยชน์ตอ่งานวิจยัในอนาคตตอ่ไป   
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ภาคผนวก ก  
(Appendix A) 

รายละเอียดของโปรแกรม PLATEDKT 
 
 

 
C     PROGRAM PLATEDKT 
C 
C     A FINITE ELEMENT COMPUTER PROGRAM FOR SOLVING DEFORMATION 
C     AND THERMAL STRESS RESPONSE OF BUILT-UP PLATE STRUCTURES 
C     IN THREE DIMENSIONS SUBJECTED TO BOTH THE MECHANICAL AND  
C     THERMAL LOADINGS.  THE PROGRAM EMPLOYS:  
C 
C        -  TRIANGULAR DKT PLATE BENDING ELEMENTS THAT MAY HAVE 
C           TEMPERATURE GRADIENTS THROUGH THE PLATE THICKNESS 
C           FOR TRANSVERSE DEFLECTION, AND 
C        -  TRIANGULAR CST MEMBRANE ELEMENTS WITH TEMPERATURE 
C           DISTRIBUTION OVER ELEMENTS FOR IN-PLANE DEFORMATION 
C 
C     THE VALUES IN THE PARAMETER STATEMENT BELOW MUST BE ADJUSTED 
C     ACCORDING TO THE SIZE OF THE WORKING PROBLEM: 
C        MXPOI = MAXIMUM NUMBER OF NODAL POINTS IN THE MODEL 
C        MXELE = MAXIMUM NUMBER OF ELEMENTS IN THE MODEL 
C        MXHBW = MAXIMUM NUMBER OF HALF-BANDWIDTH 
C         
      PARAMETER (MXPOI=1500, MXELE=3000, MXHBW=7000) 
C 
      IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  COORD(MXPOI,3), TEXT(20) 
      DIMENSION  TH(MXELE), TEMPT(MXPOI), TEMPB(MXPOI), FDZ(MXELE) 
      DIMENSION  SYSK(MXPOI*6,MXHBW), SYSF(MXPOI*6) 
      DIMENSION  VONMIS(MXPOI), ONE(MXPOI) 
C 
      INTEGER  INTMAT(MXELE,3), IBC(MXPOI,6) 
C 
      OPEN(UNIT=7, FILE='TESTTEST.DAT',STATUS='OLD') 
 OPEN(UNIT=12,FILE='TESTTEST.OUT',STATUS='UNKNOWN') 
 OPEN(UNIT=13,FILE='TESTTEST.PLT',STATUS='UNKNOWN') 
C 
C     READ TITLE OF COMPUTATION: 
C 
      READ(7,*)  NLINES 
      DO 10  ILINE=1,NLINES 
      READ(7,1)  TEXT 
    1 FORMAT(20A4) 
   10 CONTINUE 
C 
C     READ INPUT DATA: 
C 
      READ(7,1)  TEXT 
      READ(7,*)  NELEM, NPOIN, NFORCE 
      READ(7,1)  TEXT 
      READ(7,*)  ELAS, PR, ALPHA, TREF 
      READ(7,1)  TEXT 
      DO 100  IE=1,NELEM 
      READ(7,*)  I, (INTMAT(I,J), J=1,3), TH(I), FDZ(I) 
      IF(I.NE.IE)  WRITE(6,110) 
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  110 FORMAT(' *** ERROR ***  INCONSISTENT ELEMENT NUMBERS') 
  100 CONTINUE 
      READ(7,1)  TEXT 
      DO 200  IP=1,NPOIN 
      READ(7,*)  I, (IBC(I,J), J=1,6), (COORD(I,K), K=1,3), 
     &           TEMPT(I), TEMPB(I) 
      IF(I.NE.IP)  WRITE(6,210) 
  210 FORMAT(' *** ERROR ***  INCONSISTENT NODE NUMBERS') 
  200 CONTINUE 
C 
      NDF  = 6 
      NDOF = 18 
      NEQ  = NPOIN*NDF 
      DO 300  I=1,NEQ 
      SYSF(I) = 0. 
  300 CONTINUE 
      READ(7,1)  TEXT 
      DO 310  II=1,NFORCE 
      READ(7,*)  N, FX, FY, FZ 
      IEQ = (N-1)*NDF 
      SYSF(IEQ+1) = FX 
      SYSF(IEQ+2) = FY 
      SYSF(IEQ+3) = FZ 
  310 CONTINUE 
C 
C     COMPUTE HALF-BANDWIDTH: 
C 
      NHBW = 0 
      DO 400  IE=1,NELEM 
      MIN = 100000 
      MAX = 0 
      DO 410  IN=1,3 
      II = INTMAT(IE,IN) 
      IF(II.GT.MAX)  MAX = II 
      IF(II.LT.MIN)  MIN = II 
  410 CONTINUE 
      NDIF = MAX - MIN + 1 
      IF(NDIF.GT.NHBW)  NHBW = NDIF 
  400 CONTINUE 
C 
      NHBW = NHBW*NDF 
      WRITE(6,415)  NHBW 
  415 FORMAT(10X, ' HALF-BANDWIDTH =', I6) 
      IF(NHBW.GT.MXHBW)  WRITE(6,420)  NHBW 
  420 FORMAT(' INCREASE MXHBW TO ', I5) 
      IF(NHBW.GT.MXHBW)  STOP 
C 
      DO 450  I=1,NEQ 
      DO 450  J=1,NHBW 
      SYSK(I,J) = 0. 
  450 CONTINUE 
C 
C     LOOP OVER ALL ELEMENTS TO COMPUTE ELEMENT MATRICES AND ASSEMBLE 
C     THEM FOR SYSTEM MATRICES IN THE FORM NEEDED BY THE SOLVER: 
C 
      WRITE(6,451) 
  451 FORMAT(' START FORMING ELEMENT MATRICES') 
C 
      CALL TRI(NELEM, NPOIN, NFORCE,  NDOF,  NEQ,  NHBW, 
     *         ELAS,     PR,  ALPHA,  TREF,  IBC, COORD, 
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     *         INTMAT,   TH,  TEMPT, TEMPB, SYSK,  SYSF, 
     *    MXPOI, MXELE,  MXHBW,   NDF,  FDZ) 
C 
      WRITE(6,452) 
  452 FORMAT(' COMPLETE FORMING AND ASSEMBLING ELEMENT MATRICES') 
C 
C     APPLY BOUNDARY CONDITIONS: 
C 
      CALL APPLYBC(NEQ, NHBW, NPOIN, IBC, SYSK, SYSF, MXPOI, MXHBW) 
C 
      WRITE(6,453) 
  453 FORMAT(' COMPLETE APPLYING BOUNDARY CONDITIONS') 
C 
C     SOLVE A SET OF SIMULTANEOUS EQS FOR SOLUTION: 
C 
      WRITE(6,454) 
  454 FORMAT(' START SOLVING A SET OF SIMULTANEOUS EQUATIONS') 
C 
      CALL SOLVE(NEQ, NHBW, SYSK, SYSF, MXPOI, MXHBW) 
C 
      WRITE(6,455) 
  455 FORMAT(' COMPLETE SOLVING A SET OF SIMULTANEOUS EQUATIONS') 
C 
      WRITE(6,501) 
  501 FORMAT(' COMPUTE STRESSES AND PREPARE OUTPUT FILES') 
C 
C     STRESS COMPUTATION: 
C 
      CALL STRESS(NELEM, NPOIN, NEQ, INTMAT, COORD, SYSF, 
     *            ELAS, PR, ALPHA, TREF, TH, TEMPT, TEMPB, 
     *            VONMIS, ONE, MXPOI, MXELE, MXHBW       ) 
C 
C CREATE SOLUTION FILE 
C 
      WRITE(12,700) 
  700 FORMAT(/, 8X, ' NODAL DISPLACEMENTS AND ROTATIONS', //, 
     *  2X, 'NODE', 11X, 'U', 13X, 'V', 15X, 'W', 
     * 12X, 'THETA-X', 9X, 'THETA-Y', 9X, 'THETA-Z', /) 
      I1 = 1 
      DO 720  IP=1,NPOIN 
      I2 = IP*NDF 
      WRITE(12,710)  IP, (SYSF(I), I=I1,I2) 
  710 FORMAT(I6, 6E16.6) 
      I1 = I2 + 1 
  720 CONTINUE 
      WRITE(12,730)  NPOIN 
  730 FORMAT(/,' NODAL STRESSES [', I5, ']:') 
      WRITE(12,740) 
  740 FORMAT(/,2X, 'NODE', 6X, 'V-M STRESS', /) 
      DO 760  I=1,NPOIN 
      WRITE(12,750)  I, VONMIS(I) 
  750 FORMAT(I8, E16.6) 
  760 CONTINUE 
C 
C PRINT OUT SOLUTION FOR TECPLOT 
C 
 WRITE(13,800) 
  800 FORMAT('TITLE=""') 
 WRITE(13,810) 
  810 FORMAT('VARIABLES = "X","Y","Z","U-DEFORM","V-DEFORM", 
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     *    "W-DEFORM","THETA-X", "THETA-Y", "THETA-Z", "V-M STRESS"') 
 WRITE(13,820) NPOIN,NELEM 
  820 FORMAT('ZONE I=',I6,2X,',J=',I6,2X,',F=FEPOINT, ET=TRIANGLE') 
 DO 850 I=1,NPOIN 
 WRITE(13,830) (COORD(I,J),J=1,3),SYSF(I*NDF-5),SYSF(I*NDF-4) 
     *             ,SYSF(I*NDF-3),SYSF(I*NDF-2),SYSF(I*NDF-1) 
     *                  ,SYSF(I*NDF),VONMIS(I) 
  830 FORMAT(10E16.6) 
  850 CONTINUE 
 DO 900 I=1,NELEM 
 WRITE(13,860) (INTMAT(I,J),J=1,3) 
  860 FORMAT(3I6) 
  900 CONTINUE 
C 
      STOP 
      END 
C 
C******************************************************************** 
C 
      SUBROUTINE APPLYBC(NEQ, NHBW, NPOIN, IBC, SYSK, SYSF,  
     *          MXPOI, MXHBW) 
C 
C     APPLY BOUNDARY CONDITIONS:   0 = FREE 
C                                  1 = FIXED 
C 
      IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  SYSK(MXPOI*6,MXHBW), SYSF(MXPOI*6) 
C 
      INTEGER  IBC(MXPOI,6) 
C 
      NDF = 6 
      DO 100  IN=1,NPOIN 
      DO 200  ID=1,NDF 
      IF(IBC(IN,ID).NE.1)  GO TO 200 
C 
      IEQ = (IN-1)*NDF + ID 
      SYSF(IEQ)   = 0. 
C 
      SYSK(IEQ,1) = 1. 
      DO 300  I=2,NHBW 
      SYSK(IEQ,I) = 0. 
  300 CONTINUE 
C 
      IF(IEQ.EQ.1)  GO TO 450 
      DO 400  N=1,IEQ-1 
      IROW = IEQ - N 
      ICOL =   N + 1 
      IF(ICOL.GT.NHBW)  GO TO 450 
      SYSK(IROW,ICOL) = 0. 
  400 CONTINUE 
  450 CONTINUE 
C 
  200 CONTINUE 
  100 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C******************************************************************** 
C 
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      SUBROUTINE ASSMBLE(NEQ, NHBW, NELEM, IE, INTMAT, 
     *                   SGBL, FGBL, SYSK, SYSF, 
     *       MXPOI, MXELE,  MXHBW        ) 
C 
C     ASSEMBLE ELEMENT EQUATIONS INTO SYSTEM EQUATIONS 
C 
      IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  SGBL(18,18), FGBL(18) 
      DIMENSION  SYSK(MXPOI*6,MXHBW), SYSF(MXPOI*6) 
C 
      INTEGER  INTMAT(MXELE,3) 
C 
      NNODE = 3 
      NDF   = 6 
C 
      DO 100  NR=1,NNODE 
      NODR = INTMAT(IE,NR) 
      DO 100  MR=1,NDF 
C 
C     DENOTE:  NSR = ROW POSITION IN THE SYSTEM  EQS. 
C              NER = ROW POSITION IN THE ELEMENT EQS. 
C 
      NSR = (NODR-1)*NDF + MR 
      NER = (NR  -1)*NDF + MR 
      SYSF(NSR) = SYSF(NSR) + FGBL(NER) 
C 
      DO 200  NC=1,NNODE 
      NODC = INTMAT(IE,NC) 
      DO 200  MC=1,NDF 
C 
C     DENOTE:  NSC = COLUMN POSITION IN THE SYSTEM  EQS. 
C                    (AFTER ROTATION - READY FOR BANDED SOLVER) 
C              NEC = COLUMN POSITION IN THE ELEMENT EQS. 
C 
      NSC = (NODC-1)*NDF + MC - NSR + 1 
      NEC = (NC  -1)*NDF + MC 
      IF(NSC.GT.0) 
     &     SYSK(NSR,NSC) = SYSK(NSR,NSC) + SGBL(NER,NEC) 
  200 CONTINUE 
C 
  100 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C******************************************************************** 
C 
      SUBROUTINE CROSS(A, B, C) 
C 
C     COMPUTE THE MAGNITUDE, C(4), OF A VECTOR  C = A CROSS B, 
C     AND COMPONENTS OF A UNIT VECTOR IN THE VECTOR C DIRECTION. 
C 
      IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  A(4), B(4), C(4) 
      X = A(2)*B(3) - A(3)*B(2) 
      Y = A(3)*B(1) - A(1)*B(3) 
      Z = A(1)*B(2) - A(2)*B(1) 
      D2 = X*X + Y*Y + Z*Z 
      C(4) = SQRT(D2) 
      IF(C(4).LT.1.E-10)  WRITE(6,100) 
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  100 FORMAT(' *** ERROR IN SUBROUTINE CROSS) ***') 
      IF(C(4).LT.1.E-10)  STOP 
      C(1) = X/C(4) 
      C(2) = Y/C(4) 
      C(3) = Z/C(4) 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C******************************************************************** 
C 
      SUBROUTINE VECTOR(V, XI, YI, ZI, XJ, YJ, ZJ) 
C 
C     COMPUTE THE MAGNITUDE, V(4), OF A VECTOR FROM NODES I TO J, 
C     AND COMPUTE COMPONENTS V(1), V(2), V(3) OF A UNIT VECTOR FROM 
C     NODES I TO J. 
C 
      IMPLICIT DOUBLE PRECISION(A-H,O-Z) 
      DIMENSION  V(4) 
C 
      DX = XJ - XI 
      DY = YJ - YI 
      DZ = ZJ - ZI 
      D2 = DX*DX + DY*DY + DZ*DZ 
      V(4) = SQRT(D2) 
      IF(V(4).LT.1.E-10)  WRITE(6,100) 
  100 FORMAT(' *** ERROR IN SUBROUTINE VECTOR ***') 
      IF(V(4).LT.1.E-10)  STOP 
      V(1) = DX/V(4) 
      V(2) = DY/V(4) 
      V(3) = DZ/V(4) 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C******************************************************************** 
C 
      SUBROUTINE KDKT(D, X1, Y1, X2, Y2, X3, Y3, SE, 
     *                ELAS, AREA, THICK, SRZ       ) 
C 
      IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,O-Z) 
      DIMENSION   D(3,3), DD(9,9),  QQ(9,9),  PP(3,3), PT(2,3) 
      DIMENSION  RS(2,3), PX(3,3), GG(10,9), KOD(2,9), SE(9,9) 
      DIMENSION   ALS(3),    Q(3),     B(3),     C(3) 
      DIMENSION SRZ(3,3) 
C 
      DATA  KOD / 1,1,2,3,3,2,4,4,5,6,6,5,7,7,8,9,9,8 / 
      DATA   PP / 12.D0,4.D0,4.D0,4.D0,2.D0,1.D0,4.D0,1.D0,2.D0 / 
C 
      B(1) = Y2 - Y3 
      B(2) = Y3 - Y1 
      B(3) = Y1 - Y2 
      C(1) = X3 - X2 
      C(2) = X1 - X3 
      C(3) = X2 - X1 
      DET  = (B(1)*C(2) - B(2)*C(1))*24. 
C 
      DO 10  I=1,3 
      DO 10  J=1,3 
   10 PX(I,J) = PP(I,J)/DET 
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C 
      DO 25  I=1,3 
      DO 25  J=1,3 
      DO 25 K1=1,3 
      II = (I-1)*3 + K1 
      DO 25 K2=1,3 
      JJ = (J-1)*3 + K2 
   25 DD(II,JJ) = D(I,J)*PX(K1,K2) 
C 
      DO 30  I=1,3 
      ALS(I)  = B(I)*B(I) + C(I)*C(I) 
      PT(1,I) = 6.*C(I)/ALS(I) 
      PT(2,I) = 6.*B(I)/ALS(I) 
      RS(1,I) = 3.*C(I)*C(I)/ALS(I) 
      RS(2,I) = 3.*B(I)*B(I)/ALS(I) 
   30 Q(I)    = 3.*B(I)*C(I)/ALS(I) 
C 
      DO 720  I=1,10 
      DO 720  J=1,9 
  720 GG(I,J) = 0. 
C 
      DO 730  I=1,2 
      II = (I-1)*5 
      P1 = PT(I,1) 
      P2 = PT(I,2) 
      P3 = PT(I,3) 
      R1 = RS(I,1) 
      R2 = RS(I,2) 
      R3 = RS(I,3) 
      GG(II+1,KOD(I,1)) = P3 
      GG(II+2,KOD(I,1)) =-P2 
      GG(II+3,KOD(I,1)) =-P3 
      GG(II+4,KOD(I,1)) = P2 - P3 
      GG(II+5,KOD(I,1)) = P2 
      GG(II+1,KOD(I,2)) =-Q(3) 
      GG(II+2,KOD(I,2)) =-Q(2) 
      GG(II+3,KOD(I,2)) = Q(3) 
      GG(II+4,KOD(I,2)) = Q(2) + Q(3) 
      GG(II+5,KOD(I,2)) = Q(2) 
      GG(II+1,KOD(I,3)) =-1. - R3 
      GG(II+2,KOD(I,3)) =-1. - R2 
      GG(II+3,KOD(I,3)) = R3 
      GG(II+4,KOD(I,3)) = R2 + R3 
      GG(II+5,KOD(I,3)) = R2 
      GG(II+1,KOD(I,4)) =-P3 
      GG(II+3,KOD(I,4)) = P3 
      GG(II+4,KOD(I,4)) = P1 + P3 
      GG(II+1,KOD(I,5)) =-Q(3) 
      GG(II+3,KOD(I,5)) = Q(3) 
      GG(II+4,KOD(I,5)) = Q(3) - Q(1) 
      GG(II+1,KOD(I,6)) = 1. - R3 
      GG(II+3,KOD(I,6)) = R3 
      GG(II+4,KOD(I,6)) = R3 - R1 
      GG(II+2,KOD(I,7)) = P2 
      GG(II+4,KOD(I,7)) =-P1 - P2 
      GG(II+5,KOD(I,7)) =-P2 
      GG(II+2,KOD(I,8)) =-Q(2) 
      GG(II+4,KOD(I,8)) = Q(2) - Q(1) 
      GG(II+5,KOD(I,8)) = Q(2) 
      GG(II+2,KOD(I,9)) = 1. - R2 
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      GG(II+4,KOD(I,9)) = R2 - R1 
      GG(II+5,KOD(I,9)) = R2 
  730 CONTINUE 
C 
      DO 850  I=1,9 
      QQ(1,I) =    B(2)*GG(1,I) +    B(3)*GG(2,I) 
      QQ(2,I) = 2.*B(2)*GG(3,I) +    B(3)*GG(4,I) 
      QQ(3,I) =    B(2)*GG(4,I) + 2.*B(3)*GG(5,I) 
      QQ(4,I) =   -C(2)*GG(6,I) -    C(3)*GG(7,I) 
      QQ(5,I) =-2.*C(2)*GG(8,I) -    C(3)*GG(9,I) 
      QQ(6,I) =   -C(2)*GG(9,I) - 2.*C(3)*GG(10,I) 
      QQ(7,I) =    C(2)*GG(1,I) +    C(3)*GG(2,I) 
     1        -    B(2)*GG(6,I) -    B(3)*GG(7,I) 
      QQ(8,I) = 2.*C(2)*GG(3,I) +    C(3)*GG(4,I) 
     1        - 2.*B(2)*GG(8,I) -    B(3)*GG(9,I) 
      QQ(9,I) =    C(2)*GG(4,I) + 2.*C(3)*GG(5,I) 
     1        -    B(2)*GG(9,I) - 2.*B(3)*GG(10,I) 
  850 CONTINUE 
C 
      DO 855  I=1,9 
      DO 855  J=1,9 
      GG(I,J) = 0. 
      DO 855  K=1,9 
  855 GG(I,J) = GG(I,J) + DD(I,K)*QQ(K,J) 
C 
      DO 960  L=1,9 
      DO 960  J=L,9 
      DUM = 0. 
      DO 900  K=1,9 
  900 DUM = DUM + QQ(K,L)*GG(K,J) 
      SE(L,J) = DUM 
  960 SE(J,L) = DUM 
C 
      BETA = ELAS*AREA*THICK/100000. 
      SRZ(1,1) = BETA 
      SRZ(1,2) =-BETA/2. 
      SRZ(1,3) = SRZ(1,2) 
      SRZ(2,1) = SRZ(1,2) 
      SRZ(2,2) = SRZ(1,1) 
      SRZ(2,3) = SRZ(1,2) 
      SRZ(3,1) = SRZ(1,2) 
      SRZ(3,2) = SRZ(1,2) 
      SRZ(3,3) = SRZ(1,1) 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C******************************************************************** 
C 
      SUBROUTINE KRCST(ELAS, PR, ALPHA, TREF, TAVG, THICK, 
     *                 X1, Y1, X2, Y2, X3, Y3, AREA, SCST, FCST) 
C 
C     COMPUTE ELEMENT STIFFNESS MATRIX AND LOAD VECTOR FOR CONSTANT 
C     STRAIN TRIANGLES. 
C 
      IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  SCST(6,6), FCST(6), C(3,3), B(3,6), BT(6,3) 
      DIMENSION  DUMA(3,6), DUMB(3), AL(3) 
C 
      B1 = Y2 - Y3 
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      B2 = Y3 - Y1 
      B3 = Y1 - Y2 
      C1 = X3 - X2 
      C2 = X1 - X3 
      C3 = X2 - X1 
C 
      DO 10  I=1,3 
      DO 10  J=1,6 
      B(I,J) = 0. 
   10 CONTINUE 
C 
      B(1,1) = B1 
      B(1,3) = B2 
      B(1,5) = B3 
      B(2,2) = C1 
      B(2,4) = C2 
      B(2,6) = C3 
      B(3,1) = C1 
      B(3,2) = B1 
      B(3,3) = C2 
      B(3,4) = B2 
      B(3,5) = C3 
      B(3,6) = B3 
C 
      DO 20  I=1,3 
      DO 30  J=1,6 
      B(I,J)  = B(I,J)/(2.*AREA) 
      BT(J,I) = B(I,J) 
   30 CONTINUE 
   20 CONTINUE 
C 
C     ELASTICITY MATRIX: 
C 
      FAC = ELAS/(1.-PR*PR) 
      C(1,1) = FAC 
      C(1,2) = FAC*PR 
      C(1,3) = 0. 
      C(2,1) = C(1,2) 
      C(2,2) = C(1,1) 
      C(2,3) = 0. 
      C(3,1) = 0. 
      C(3,2) = 0. 
      C(3,3) = FAC*(1.-PR)/2. 
C 
C     ELEMENT STIFFNESS MATRIX: 
C 
      DO 100  I=1,3 
      DO 100  J=1,6 
      DUMA(I,J) = 0. 
      DO 200  K=1,3 
      DUMA(I,J) = DUMA(I,J) + C(I,K)*B(K,J) 
  200 CONTINUE 
  100 CONTINUE 
C 
      DO 300  I=1,6 
      DO 300  J=1,6 
      SCST(I,J) = 0. 
      DO 400  K=1,3 
      SCST(I,J) = SCST(I,J) + BT(I,K)*DUMA(K,J) 
  400 CONTINUE 
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  300 CONTINUE 
C 
      DO 500  I=1,6 
      DO 500  J=1,6 
      SCST(I,J) = SCST(I,J)*THICK*AREA 
  500 CONTINUE 
C 
C     ELEMENT NODAL FORCE DUE TO IN-PLANE THERMAL EXPANSION: 
C 
      AL(1) = ALPHA 
      AL(2) = ALPHA 
      AL(3) = 0. 
      DO 600  I=1,3 
      DUMB(I) = 0. 
      DO 700  J=1,3 
      DUMB(I) = DUMB(I) + C(I,J)*AL(J) 
  700 CONTINUE 
  600 CONTINUE 
C 
      DO 800  I=1,6 
      FCST(I) = 0. 
      DO 900  J=1,3 
      FCST(I) = FCST(I) + BT(I,J)*DUMB(J) 
  900 CONTINUE 
  800 CONTINUE 
C 
      FAC = (TAVG - TREF)*THICK*AREA 
      DO 1000  I=1,6 
      FCST(I) = FCST(I)*FAC 
 1000 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C******************************************************************** 
C 
      SUBROUTINE RDKT(ELAS, PR, ALPHA, TREF, T2, T1, THICK, 
     *                X1, Y1, X2, Y2, X3, Y3, AREA, FDKT  ) 
C 
C     COMPUTE NODAL BENDING LOAD DUE TO LINEAR TEMPERATURE THROUGH 
C     THE THICKNESS OF DKT ELEMENT. 
C 
      IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  FDKT(9), GXS(9), GXN(9), GYS(9), GYN(9) 
      DIMENSION  BT(9,3) 
C 
      X23 = X2 - X3 
      Y23 = Y2 - Y3 
      X31 = X3 - X1 
      Y31 = Y3 - Y1 
      X12 = X1 - X2 
      Y12 = Y1 - Y2 
      XL23 = X23*X23 + Y23*Y23 
      XL31 = X31*X31 + Y31*Y31 
      XL12 = X12*X12 + Y12*Y12 
C 
      P4 = -6.*X23/XL23 
      P5 = -6.*X31/XL31 
      P6 = -6.*X12/XL12 
      Q4 =  3.*X23*Y23/XL23 
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      Q5 =  3.*X31*Y31/XL31 
      Q6 =  3.*X12*Y12/XL12 
      T4 = -6.*Y23/XL23 
      T5 = -6.*Y31/XL31 
      T6 = -6.*Y12/XL12 
      R4 =  3.*Y23*Y23/XL23 
      R5 =  3.*Y31*Y31/XL31 
      R6 =  3.*Y12*Y12/XL12 
C 
      GXS(1) =  P5/6. 
      GXS(2) = -Q5/6. 
      GXS(3) = -R5/6. 
      GXS(4) =  P4/6. 
      GXS(5) =  Q4/6. 
      GXS(6) =  R4/6. 
      GXS(7) =(-P4-P5)/6. 
      GXS(8) = (Q4-Q5)/6. 
      GXS(9) = (R4-R5)/6. 
C 
      GYS(1) =  T5/6. 
      GYS(2) = (3.-R5)/6. 
      GYS(3) =  Q5/6. 
      GYS(4) =  T4/6. 
      GYS(5) =(-3.+R4)/6. 
      GYS(6) = -Q4/6. 
      GYS(7) =(-T4-T5)/6. 
      GYS(8) = (R4-R5)/6. 
      GYS(9) =(-Q4+Q5)/6. 
C 
      GXN(1) = -P6/6. 
      GXN(2) = -Q6/6. 
      GXN(3) = -R6/6. 
      GXN(4) = (P4+P6)/6. 
      GXN(5) = (Q4-Q6)/6. 
      GXN(6) = (R4-R6)/6. 
      GXN(7) = -P4/6. 
      GXN(8) =  Q4/6. 
      GXN(9) =  R4/6. 
C 
      GYN(1) = -T6/6. 
      GYN(2) = (3.-R6)/6. 
      GYN(3) =  Q6/6. 
      GYN(4) = (T4+T6)/6. 
      GYN(5) = (R4-R6)/6. 
      GYN(6) =(-Q4+Q6)/6. 
      GYN(7) = -T4/6. 
      GYN(8) =(-3.+R4)/6. 
      GYN(9) = -Q4/6. 
C 
      DO 100  I=1,9 
      BT(I,1) = Y31*GXS(I) + Y12*GXN(I) 
      BT(I,1) = BT(I,1)/(2.*AREA) 
      BT(I,2) =-X31*GYS(I) - X12*GYN(I) 
      BT(I,2) = BT(I,2)/(2.*AREA) 
      BT(I,3) =-X31*GXS(I) - X12*GXN(I) 
     &        + Y31*GYS(I) + Y12*GYN(I) 
      BT(I,3) = BT(I,3)/(2.*AREA) 
  100 CONTINUE 
C 
      UP = ELAS*ALPHA*THICK*THICK 
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      DN = 12.*(1.-PR) 
      FAC = +UP*(T2-T1)*2.*AREA/DN 
C 
      DO 200  I=1,9 
      DO 200  J=1,3 
      BT(I,J) = FAC*BT(I,J) 
  200 CONTINUE 
C 
      DO 300  I=1,9 
      FDKT(I) = 0. 
      DO 400  J=1,2 
      FDKT(I) = FDKT(I) + BT(I,J) 
  400 CONTINUE 
  300 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C******************************************************************** 
C 
      SUBROUTINE SOLVE(NROW, NHBW, GSTIF, XL, MXPOI, MXHBW) 
C 
C     SOLVE A SET OF SIMULTANEOUS EQUATIONS USING GAUSS ELIMINATION. 
C 
      IMPLICIT DOUBLE PRECISION(A-H,O-Z) 
C 
      DIMENSION  GSTIF(MXPOI*6,MXHBW), XL(MXPOI*6) 
C      DIMENSION  GSTIF(NROW,NHBW), XL(NROW) 
C 
      NR=NROW 
      NC=NHBW 
C 
C     DIAGONALIZATION THE MATRIX 
C 
      DO 10 I=1,NR 
      PIVOT1=GSTIF(I,1) 
      IF(ABS(PIVOT1).LT.10.E-10) THEN 
      WRITE(6,1025) I, PIVOT1 
 1025 FORMAT(' EQ. NO.', I5, ' HAS NEARLY ZERO PIVOT OF', E14.6, 
     &       '  ** STOP **') 
      STOP 
      ENDIF 
C 
      XL(I)=XL(I)/PIVOT1 
      DO 20 J=1,NC 
   20 GSTIF(I,J)=GSTIF(I,J)/PIVOT1 
      MM=0   
      DO 30 II=I+1,NR 
      MM=MM+1  
      IF(MM+1.GT.NC) GOTO 30 
      PIVOT2=GSTIF(I,MM+1)*PIVOT1 
      XL(II)=XL(II)-XL(I)*PIVOT2 
      DO 40 JJ=1,NC 
      JJJ=JJ+MM 
      IF(JJJ.LE.NC) 
     &  GSTIF(II,JJ)=GSTIF(II,JJ)-GSTIF(I,JJJ)*PIVOT2 
   40 CONTINUE  
   30 CONTINUE 
   10 CONTINUE 
C 
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C     BACK SUBSTITUTION 
C 
      DO 70 I=NR-1,1,-1 
      II=1 
      DO 80 J=I+1,NR 
      II=II+1 
      IF(II.LE.NHBW) XL(I)=XL(I)-GSTIF(I,II)*XL(J) 
   80 CONTINUE 
   70 CONTINUE 
C   
      RETURN 
      END 
C 
C******************************************************************** 
C 
      SUBROUTINE STRESS(NELEM, NPOIN, NEQ, INTMAT, COORD, DISP, 
     *                  ELAS, PR, ALPHA, TREF, TH, TEMPT, TEMPB, 
     *                  VONMIS,  ONE, MXPOI, MXELE, MXHBW      ) 
C 
C     COMPUTE NODAL VON MISES STRESS FOR CST ELEMENTS 
C 
      IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  COORD(MXPOI,3), TH(MXELE) 
      DIMENSION  TEMPT(MXPOI), TEMPB(MXPOI) 
      DIMENSION  DISP(MXPOI*6), VONMIS(MXPOI), ONE(MXPOI) 
      DIMENSION  C(3,3), P(4), Q(4), R(4), S(4) 
      DIMENSION  B(3,6), EPS(3) 
      DIMENSION  UG(3), VG(3), WG(3), UL(3), VL(3) 
C 
 DIMENSION  WL(3), THETAXL(3), THETAYL(3) 
 DIMENSION  THETAXG(3), THETAYG(3), THETAZG(3) 
C 
      INTEGER  INTMAT(MXELE,3) 
C 
      DO 10  I=1,NPOIN 
      VONMIS(I) = 0. 
      ONE(I)    = 0. 
   10 CONTINUE 
C 
C     LOOP OVER THE NUMBER OF ELEMENTS: 
C 
      DO 1000  IE=1,NELEM 
C 
C     FIND ELEMENT LOCAL COORDINATES: 
C 
      II = INTMAT(IE,1) 
      JJ = INTMAT(IE,2) 
      KK = INTMAT(IE,3) 
C 
      XG1 = COORD(II,1) 
      XG2 = COORD(JJ,1) 
      XG3 = COORD(KK,1) 
      YG1 = COORD(II,2) 
      YG2 = COORD(JJ,2) 
      YG3 = COORD(KK,2) 
      ZG1 = COORD(II,3) 
      ZG2 = COORD(JJ,3) 
      ZG3 = COORD(KK,3) 
C 
      CALL VECTOR(P, XG1, YG1, ZG1, XG2, YG2, ZG2) 
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      CALL VECTOR(S, XG1, YG1, ZG1, XG3, YG3, ZG3) 
      CALL CROSS(P, S, R) 
      CALL CROSS(R, P, Q) 
      XL1 = 0. 
      YL1 = 0. 
      XL2 = P(4) 
      YL2 = 0. 
      XL3 = S(4)*(S(1)*P(1) + S(2)*P(2) + S(3)*P(3)) 
      YL3 = S(4)*(S(1)*Q(1) + S(2)*Q(2) + S(3)*Q(3)) 
      AREA= 0.5*P(4)*S(4)*R(4) 
C 
      B1 = YL2 - YL3 
      B2 = YL3 - YL1 
      B3 = YL1 - YL2 
      C1 = XL3 - XL2 
      C2 = XL1 - XL3 
      C3 = XL2 - XL1 
C 
      DO 110  I=1,3 
      DO 110  J=1,6 
      B(I,J) = 0. 
  110 CONTINUE 
C 
      B(1,1) = B1 
      B(1,3) = B2 
      B(1,5) = B3 
      B(2,2) = C1 
      B(2,4) = C2 
      B(2,6) = C3 
      B(3,1) = C1 
      B(3,2) = B1 
      B(3,3) = C2 
      B(3,4) = B2 
      B(3,5) = C3 
      B(3,6) = B3 
C 
      DO 120  I=1,3 
      DO 130  J=1,6 
      B(I,J)  = B(I,J)/(2.*AREA) 
  130 CONTINUE 
  120 CONTINUE 
C 
C     ELASTICITY MATRIX: 
C 
      FAC = ELAS/(1.-PR*PR) 
      C(1,1) = FAC 
      C(1,2) = FAC*PR 
      C(1,3) = 0. 
      C(2,1) = C(1,2) 
      C(2,2) = C(1,1) 
      C(2,3) = 0. 
      C(3,1) = 0. 
      C(3,2) = 0. 
      C(3,3) = FAC*(1.-PR)/2. 
C 
C     GATHER ELEMENT NODAL DISPLACEMENTS IN GLOBAL DIRECTIONS: 
C 
c 
 DO 150 J1=1,3 
  UG(J1) = 0. 
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  VG(J1) = 0. 
  WG(J1) = 0. 
  THETAXG(J1) = 0. 
  THETAYG(J1) = 0. 
  THETAZG(J1) = 0. 
  150 CONTINUE 
c 
      DO 200  J1=1,3 
      I1  = INTMAT(IE,J1) 
      IEQ = (I1-1)*6 + 1 
      UG(J1) = DISP(IEQ  ) 
      VG(J1) = DISP(IEQ+1) 
      WG(J1) = DISP(IEQ+2) 
 THETAXG(J1) = DISP(IEQ+3) 
 THETAYG(J1) = DISP(IEQ+4) 
 THETAZG(J1) = DISP(IEQ+5) 
  200 CONTINUE 
C 
C     TRANSFORM TO OBATAIN ELEMENT NODAL DISPLACEMENTS IN ELEMENT 
C     LOCAL COORDINATES: 
C 
 DO 209 J1=1,3 
  UL(J1) = 0. 
  VL(J1) = 0. 
  WL(J1) = 0. 
  THETAXL(J1) = 0. 
  THETAYL(J1) = 0. 
  209 CONTINUE 
C 
      DO 210  I=1,3 
      UL(I) = P(1)*UG(I) + P(2)*VG(I) + P(3)*WG(I) 
      VL(I) = Q(1)*UG(I) + Q(2)*VG(I) + Q(3)*WG(I) 
 WL(I) = R(1)*UG(I) + R(2)*VG(I) + R(3)*WG(I) 
 THETAXL(I) = P(1)*THETAXG(I) + P(2)*THETAYG(I) + P(3)*THETAZG(I) 
 THETAYL(I) = Q(1)*THETAXG(I) + Q(2)*THETAYG(I) + Q(3)*THETAZG(I) 
  210 CONTINUE 
C 
C     COMPUTE THE TOTAL STRAINS: 
C 
      DO 220  I=1,3 
      EPS(I) = 0. 
      DO 230  J=1,3 
      J1 = (J-1)*2 + 1 
      J2 = J1 + 1 
      EPS(I) = EPS(I) + B(I,J1)*UL(J) + B(I,J2)*VL(J) 
  230 CONTINUE 
  220 CONTINUE 
C 
C     COMPUTE THERMAL STRAINS (BASED ON AVG NODAL TEMP): 
C 
      T2 = (TEMPT(II) + TEMPT(JJ) + TEMPT(KK))/3. 
      T1 = (TEMPB(II) + TEMPB(JJ) + TEMPB(KK))/3. 
      TAVG = (T1 + T2)/2. 
 IF (T2.NE.T1) TAVG = TREF 
C 
C     THUS THE NET STRAINS: 
C 
      EPS(1) = EPS(1) - ALPHA*(TAVG - TREF) 
      EPS(2) = EPS(2) - ALPHA*(TAVG - TREF) 
C 
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C CALCULATE DKT STRAINS 
C 
 CALL CASTRE(MXPOI,MXELE,NEQ,TH,ELAS,PR,COORD,INTMAT 
     *    ,NPOIN,NELEM,IE,WL,THETAXL,THETAYL 
     *    ,XL1,YL1,XL2,YL2,XL3,YL3,AREA 
     * ,SRXXE,SRYYE,SRXYE) 
C 
C ADD BENDING STRAINS 
C 
      EPS(1) = EPS(1) + SRXXE - ALPHA*(T2 - T1)/2. 
      EPS(2) = EPS(2) + SRYYE - ALPHA*(T2 - T1)/2. 
      EPS(3) = EPS(3) + SRXYE 
C 
C     THEN THE ELEMENT STRESSES IN LOCAL COORDINATES ARE: 
C 
      STXX = C(1,1)*EPS(1) + C(1,2)*EPS(2) + C(1,3)*EPS(3)  
      STYY = C(2,1)*EPS(1) + C(2,2)*EPS(2) + C(2,3)*EPS(3)  
      STXY = C(3,1)*EPS(1) + C(3,2)*EPS(2) + C(3,3)*EPS(3) 
C 
C     AND THE ELEMENT VON MISES IS: 
C 
      SV = (STXX-STYY)*(STXX-STYY) + STXX*STXX + STYY*STYY  
     *  + 6.*STXY*STXY 
      SV = SQRT(SV) 
      SV = SV/SQRT(2.) 
C 
C     CONTRIBUTIONS TO NODAL VON MISES STRESSES: 
C 
      VONMIS(II) = VONMIS(II) + SV 
      VONMIS(JJ) = VONMIS(JJ) + SV 
      VONMIS(KK) = VONMIS(KK) + SV 
      ONE(II) = ONE(II) + 1. 
      ONE(JJ) = ONE(JJ) + 1. 
      ONE(KK) = ONE(KK) + 1. 
C 
 1000 CONTINUE 
C 
C     COMPUTE AVERAGE NODAL VONMISES STRESSES AND PRINT OUT: 
C 
      DO 1100  I=1,NPOIN 
      IF(ONE(I).EQ.0.)  WRITE(6,1200)  I 
 1200 FORMAT(' *** WARNING ***  NO STRESS CONTRIBUTION AT NODE', I5) 
      IF(ONE(I).EQ.0.)  ONE(I) = 1. 
      VONMIS(I) = VONMIS(I)/ONE(I) 
 1100 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END  
C 
C******************************************************************** 
C 
      SUBROUTINE TRFORM(P, Q, R, SDKT, FDKT, SCST, FCST, SRZ, 
     *                  SGBL, FGBL                          ) 
C 
C     PERFORM MATRIX TRANSFORMATION FROM LOCAL TO GLOBAL COORDINATES 
C     FOR BOTH THE DKT AND CST ELEMENTS AND OBTAIN ELEMENT EQUATIONS 
C     IN GLOBAL COORDINATE SYSTEM (18 EQUATIONS/ELEMENT). 
C 
      IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  P(4), Q(4), R(4) 
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      DIMENSION  SDKT(9,9), FDKT(9), SCST(6,6), FCST(6), SRZ(3,3) 
      DIMENSION  SGBL(18,18), FGBL(18) 
      DIMENSION  RD(9,18), RDT(18,9), RC(6,9), RCT(9,6) 
      DIMENSION  DUMA(9,18), DUMB(6,9), DUMC(9,9), DUMD(9) 
      DIMENSION  RZD(3,18), RZDT(18,3), DUME(3,18) 
C 
      DO 10  I=1,18 
      FGBL(I) = 0. 
      DO 10  J=1,18 
      SGBL(I,J) = 0. 
   10 CONTINUE 
C 
C     SET UP TRANSFORMATION MATRIX FOR  DKT  ELEMENT: 
C 
      DO 20  I=1,9 
      DO 20  J=1,18 
      RD(I,J) = 0. 
   20 CONTINUE 
C 
      DO 30  I=1,3 
      RD(1,I   ) = R(I) 
      RD(2,I+3 ) = P(I) 
      RD(3,I+3 ) = Q(I) 
      RD(4,I+6 ) = R(I) 
      RD(5,I+9 ) = P(I) 
      RD(6,I+9 ) = Q(I) 
      RD(7,I+12) = R(I) 
      RD(8,I+15) = P(I) 
      RD(9,I+15) = Q(I) 
   30 CONTINUE 
      DO 40  I=1,9 
      DO 40  J=1,18 
      RDT(J,I) = RD(I,J) 
   40 CONTINUE 
C 
C     OBTAIN CONTRIBUTION OF DKT ELEMENT TO GLOBAL STIFFNESS MATRIX: 
C 
      DO 100  I=1,9 
      DO 100  J=1,18 
      DUMA(I,J) = 0. 
      DO 100  K=1,9 
      DUMA(I,J) = DUMA(I,J) + SDKT(I,K)*RD(K,J) 
  100 CONTINUE 
C 
      DO 150  I=1,18 
      DO 150  J=1,18 
      DO 150  K=1,9 
      SGBL(I,J) = SGBL(I,J) + RDT(I,K)*DUMA(K,J) 
  150 CONTINUE 
C 
C     AND TO GLOBAL LOAD VECTOR: 
C 
      DO 170  I=1,18 
      DO 170  J=1,9 
      FGBL(I) = FGBL(I) + RDT(I,J)*FDKT(J) 
  170 CONTINUE 
C 
C     SET UP TRANSFORMATION MATRIX FOR IN-PLANE ROTATION: 
C 
      DO 180  I=1,3 
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      DO 180  J=1,18 
      RZD(I,J) = 0. 
  180 CONTINUE 
      DO 190  I=1,3 
      RZD(1,I+3 ) = R(I) 
      RZD(2,I+9 ) = R(I) 
      RZD(3,I+15) = R(I) 
  190 CONTINUE 
      DO 195  I=1,3 
      DO 195  J=1,18 
      RZDT(J,I) = RZD(I,J) 
  195 CONTINUE 
C 
C     OBTAIN CONTRIBUTION FROM IN-PLANE ROTATION MATRIX: 
C 
      DO 200  I=1,3 
      DO 200  J=1,18 
      DUME(I,J) = 0. 
      DO 200  K=1,3 
      DUME(I,J) = DUME(I,J) + SRZ(I,K)*RZD(K,J) 
  200 CONTINUE 
C 
      DO 210  I=1,18 
      DO 210  J=1,18 
      DO 210  K=1,3 
      SGBL(I,J) = SGBL(I,J) + RZDT(I,K)*DUME(K,J) 
  210 CONTINUE 
C 
C     SET UP TRANSFORMATION MATRIX FOR  CST  ELEMENT: 
C 
      DO 240  I=1,6 
      DO 240  J=1,9 
      RC(I,J) = 0. 
  240 CONTINUE 
C 
      DO 250  I=1,3 
      RC(1,I  ) = P(I) 
      RC(2,I  ) = Q(I) 
      RC(3,I+3) = P(I) 
      RC(4,I+3) = Q(I) 
      RC(5,I+6) = P(I) 
      RC(6,I+6) = Q(I) 
  250 CONTINUE 
      DO 270  I=1,6 
      DO 270  J=1,9 
      RCT(J,I) = RC(I,J) 
  270 CONTINUE 
C 
C     OBTAIN CONTRIBUTION OF CST ELEMENT TO GLOBAL STIFFNESS MATRIX: 
C 
      DO 300  I=1,6 
      DO 300  J=1,9 
      DUMB(I,J) = 0. 
      DO 300  K=1,6 
      DUMB(I,J) = DUMB(I,J) + SCST(I,K)*RC(K,J) 
  300 CONTINUE 
C 
      DO 350  I=1,9 
      DO 350  J=1,9 
      DUMC(I,J) = 0. 
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      DO 350  K=1,6 
      DUMC(I,J) = DUMC(I,J) + RCT(I,K)*DUMB(K,J) 
  350 CONTINUE 
C 
C     AND TO GLOBAL LOAD VECTOR: 
C 
      DO 370  I=1,9 
      DUMD(I) = 0. 
      DO 370  J=1,6 
      DUMD(I) = DUMD(I) + RCT(I,J)*FCST(J) 
  370 CONTINUE 
C 
C     CONTRIBUTION OF THESE CST ELEMENT COEFF. TO PROPER LOCATIONS: 
C 
      DO 400  I=1,3 
      FGBL(I   ) = FGBL(I   ) + DUMD(I  ) 
      FGBL(I+6 ) = FGBL(I+6 ) + DUMD(I+3) 
      FGBL(I+12) = FGBL(I+12) + DUMD(I+6) 
      DO 500  J=1,3 
      SGBL(I   ,J   ) = SGBL(I   ,J   ) + DUMC(I  ,J  ) 
      SGBL(I   ,J+6 ) = SGBL(I   ,J+6 ) + DUMC(I  ,J+3) 
      SGBL(I   ,J+12) = SGBL(I   ,J+12) + DUMC(I  ,J+6) 
      SGBL(I+6 ,J   ) = SGBL(I+6 ,J   ) + DUMC(I+3,J  ) 
      SGBL(I+6 ,J+6 ) = SGBL(I+6 ,J+6 ) + DUMC(I+3,J+3) 
      SGBL(I+6 ,J+12) = SGBL(I+6 ,J+12) + DUMC(I+3,J+6) 
      SGBL(I+12,J   ) = SGBL(I+12,J   ) + DUMC(I+6,J  ) 
      SGBL(I+12,J+6 ) = SGBL(I+12,J+6 ) + DUMC(I+6,J+3) 
      SGBL(I+12,J+12) = SGBL(I+12,J+12) + DUMC(I+6,J+6) 
  500 CONTINUE 
  400 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C******************************************************************** 
C 
      SUBROUTINE TRI( NELEM, NPOIN, NFORCE,  NDOF,  NEQ,  NHBW, 
     *                ELAS,     PR,  ALPHA,  TREF,  IBC, COORD, 
     *                INTMAT,   TH,  TEMPT, TEMPB, SYSK,  SYSF, 
     *    MXPOI, MXELE,  MXHBW,   NDF,  FDZ) 
C 
C     COMPUTE ELEMENT MATRICES, PERFORM MATRIX TRANSFORMATION, 
C     ASSEMBLE THEM TO OBTAIN SYSTEM EQUATIONS. 
C 
      IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,O-Z) 
      DIMENSION  COORD(MXPOI,3), TH(MXELE), FDZ(MXELE) 
      DIMENSION  TEMPT(MXPOI), TEMPB(MXPOI) 
      DIMENSION  SYSK(MXPOI*6,MXHBW), SYSF(MXPOI*6) 
      DIMENSION  D(3,3), P(4), Q(4), R(4), S(4) 
      DIMENSION  SDKT(9,9), FDKT(9), SCST(6,6), FCST(6), SRZ(3,3) 
      DIMENSION  SGBL(18,18), FGBL(18) 
C 
      INTEGER  INTMAT(MXELE,3), IBC(MXPOI,6) 
C 
C     LOOP OVER THE NUMBER OF ELEMENTS: 
C 
      DO 1000  IE=1,NELEM 
C 
C     FIND ELEMENT LOCAL COORDINATES: 
C 
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      II = INTMAT(IE,1) 
      JJ = INTMAT(IE,2) 
      KK = INTMAT(IE,3) 
C 
      XG1 = COORD(II,1) 
      XG2 = COORD(JJ,1) 
      XG3 = COORD(KK,1) 
      YG1 = COORD(II,2) 
      YG2 = COORD(JJ,2) 
      YG3 = COORD(KK,2) 
      ZG1 = COORD(II,3) 
      ZG2 = COORD(JJ,3) 
      ZG3 = COORD(KK,3) 
C 
      CALL VECTOR(P, XG1, YG1, ZG1, XG2, YG2, ZG2) 
      CALL VECTOR(S, XG1, YG1, ZG1, XG3, YG3, ZG3) 
      CALL CROSS(P, S, R) 
      CALL CROSS(R, P, Q) 
      XL1 = 0. 
      YL1 = 0. 
      XL2 = P(4) 
      YL2 = 0. 
      XL3 = S(4)*(S(1)*P(1) + S(2)*P(2) + S(3)*P(3)) 
      YL3 = S(4)*(S(1)*Q(1) + S(2)*Q(2) + S(3)*Q(3)) 
      AREA= 0.5*P(4)*S(4)*R(4) 
C 
C APPLY DISTRIBUTED LOAD TO EACH NODE 
C 
 PLOAD = AREA*FDZ(IE)/3. 
 FZII = PLOAD 
 FZJJ = PLOAD 
 FZKK = PLOAD 
      III = (II-1)*NDF 
 SYSF(III+3) = SYSF(III+3) + FZII 
 IJJ = (JJ-1)*NDF 
 SYSF(IJJ+3) = SYSF(IJJ+3) + FZJJ 
 IKK = (KK-1)*NDF 
 SYSF(IKK+3) = SYSF(IKK+3) + FZKK 
C 
C     COMPUTE ELASTICITY MATRIX [D]: 
C 
      DO 100  I=1,3 
      DO 100  J=1,3 
      D(I,J) = 0. 
  100 CONTINUE 
      THICK = TH(IE) 
      UP = ELAS*THICK*THICK*THICK 
      DN = 12.*(1.-PR*PR) 
      FAC = UP/DN 
      D(1,1) = FAC 
      D(1,2) = FAC*PR 
      D(2,1) = D(1,2) 
      D(2,2) = D(1,1) 
      D(3,3) = FAC*(1.-PR)/2. 
C 
C     DKT ELEMENT STIFFNESS MATRIX DUE TO BENDING: 
C 
      CALL KDKT(D, XL1, YL1, XL2, YL2, XL3, YL3, SDKT, 
     *          ELAS, AREA, THICK, SRZ               ) 
C 
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C     DKT ELEMENT LOAD VECTOR DUE TO THERMAL LOAD: 
C 
      T2 = (TEMPT(II) + TEMPT(JJ) + TEMPT(KK))/3. 
      T1 = (TEMPB(II) + TEMPB(JJ) + TEMPB(KK))/3. 
      CALL RDKT(ELAS, PR, ALPHA, TREF, T2, T1, THICK, 
     *          XL1, YL1, XL2, YL2, XL3, YL3, AREA, FDKT) 
C 
C     CST ELEMENT STIFFNESS MATRIX AND THERMAL LOAD VECTOR 
C     DUE TO STRETCHING: 
C 
      TAVG = (T1+T2)/2. 
 IF (T2.NE.T1) TAVG = TREF 
      CALL KRCST(ELAS, PR, ALPHA, TREF, TAVG, THICK, 
     *           XL1, YL1, XL2, YL2, XL3, YL3, AREA, SCST, FCST) 
C 
C     PERFORM MATRIX TRANSFORMATION TO OBTAIN ELEMENT EQUATIONS 
C     IN GLOBAL COORDINATE SYSTEM: 
C 
      CALL TRFORM(P, Q, R, SDKT, FDKT, SCST, FCST, SRZ, 
     *            SGBL, FGBL                          ) 
C 
C     ASSEMBLE THESE ELEMENT EQUATIONS INTO THE SYSTEM EQUATIONS: 
C 
      CALL ASSMBLE(NEQ, NHBW, NELEM, IE, INTMAT, 
     *             SGBL, FGBL, SYSK, SYSF, 
     *         MXPOI, MXELE, MXHBW         ) 
C 
 1000 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C 
C******************************************************************** 
C 
C CALCULATE DKT STRAINS 
C 
 SUBROUTINE CASTRE(MXPOI,MXELE,NEQ,TH,ELAS,PR,COORD,INTMAT 
     *    ,NPOIN,NELEM,IE,WL,THETAXL,THETAYL 
     *    ,XG1,YG1,XG2,YG2,XG3,YG3,AREA 
     * ,SRXXE,SRYYE,SRXYE) 
 IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
 DIMENSION COORD(MXPOI,3), TH(MXELE) 
 DIMENSION AIN(9,9),H(3,9),BM(3,9),CM(3,3),S(9),CCOUNT(MXPOI) 
 DIMENSION  WL(3), THETAXL(3), THETAYL(3) 
 INTEGER INTMAT(MXELE,3) 
C 
C {STRAIN,SR} = [H][AIN]{S} 
C 
 SRXXE = 0. 
 SRYYE = 0. 
 SRXYE = 0. 
C 
 THICK = TH(IE) 
C 
C FOR AREA COORDINATES 
C GET DD,BB,AA,AREA,L1,L1,L3 EACH ELEMENT 
C 
 DD1 = XG2*YG3 - XG3*YG2 
 DD2 = XG3*YG1 - XG1*YG3 
 DD3 = XG1*YG2 - XG2*YG1 
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 BB1 = YG2 - YG3 
 BB2 = YG3 - YG1 
 BB3 = YG1 - YG2 
 AA1 = XG3 - XG2 
 AA2 = XG1 - XG3 
 AA3 = XG2 - XG1 
C 
C (X,Y) IS AT CENTROID OF TRIANGULAR ELEMENT  
C  
 X = (XG1+XG2+XG3)/3. 
 Y = (YG1+YG2+YG3)/3. 
C 
 GL1  = (DD1+BB1*X+AA1*Y)/(2.*AREA) 
 GL2  = (DD2+BB2*X+AA2*Y)/(2.*AREA) 
 GL3  = (DD3+BB3*X+AA3*Y)/(2.*AREA) 
C 
C  CREATE [AIN] 
C  
   AIN(1,1) =  1. 
   AIN(1,2) =  0. 
   AIN(1,3) =  0. 
   AIN(1,4) =  0. 
   AIN(1,5) =  0. 
   AIN(1,6) =  0. 
   AIN(1,7) =  0. 
   AIN(1,8) =  0. 
   AIN(1,9) =  0. 
   AIN(2,1) =  0. 
   AIN(2,2) =  0. 
   AIN(2,3) =  0. 
   AIN(2,4) =  1. 
   AIN(2,5) =  0. 
   AIN(2,6) =  0. 
   AIN(2,7) =  0. 
   AIN(2,8) =  0. 
   AIN(2,9) =  0. 
   AIN(3,1) =  0. 
   AIN(3,2) =  0. 
   AIN(3,3) =  0. 
   AIN(3,4) =  0. 
   AIN(3,5) =  0. 
   AIN(3,6) =  0. 
   AIN(3,7) =  1. 
   AIN(3,8) =  0. 
   AIN(3,9) =  0. 
   AIN(4,1) = -1. 
   AIN(4,2) =  0. 
   AIN(4,3) =  0. 
   AIN(4,4) = -1.*(AA3*BB2-BB3*AA2)/(AA3*BB1-AA1*BB3) 
   AIN(4,5) = -2.*BB3*AREA/(AA3*BB1-AA1*BB3) 
   AIN(4,6) = -2.*AA3*AREA/(AA3*BB1-AA1*BB3) 
   AIN(4,7) =  0. 
   AIN(4,8) =  0. 
   AIN(4,9) =  0. 
   AIN(5,1) =  0. 
   AIN(5,2) =  0. 
   AIN(5,3) =  0. 
   AIN(5,4) = -1. 
   AIN(5,5) =  0. 
   AIN(5,6) =  0. 
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   AIN(5,7) = -1.*(AA3*BB1-BB3*AA1)/(AA2*BB1-AA1*BB2) 
   AIN(5,8) =  2.*BB1*AREA/(AA2*BB1-AA1*BB2) 
   AIN(5,9) =  2.*AA1*AREA/(AA2*BB1-AA1*BB2) 
   AIN(6,1) =  (AA2*BB1-BB2*AA1)/(AA3*BB2-AA2*BB3) 
   AIN(6,2) =  2.*BB2*AREA/(AA3*BB2-AA2*BB3) 
   AIN(6,3) =  2.*AA2*AREA/(AA3*BB2-AA2*BB3) 
   AIN(6,4) =  0. 
   AIN(6,5) =  0. 
   AIN(6,6) =  0. 
   AIN(6,7) = -1. 
   AIN(6,8) =  0. 
   AIN(6,9) =  0. 
   AIN(7,1) = -1.*(AA3*BB1-BB3*AA1)/(AA3*BB2-AA2*BB3) 
   AIN(7,2) = -2.*BB3*AREA/(AA3*BB2-AA2*BB3) 
   AIN(7,3) = -2.*AA3*AREA/(AA3*BB2-AA2*BB3) 
   AIN(7,4) = -1. 
   AIN(7,5) =  0. 
   AIN(7,6) =  0. 
   AIN(7,7) =  0. 
   AIN(7,8) =  0. 
   AIN(7,9) =  0. 
   AIN(8,1) =  0. 
   AIN(8,2) =  0. 
   AIN(8,3) =  0. 
   AIN(8,4) = -1.*(AA2*BB1-BB2*AA1)/(AA3*BB1-AA1*BB3) 
   AIN(8,5) =  2.*BB1*AREA/(AA3*BB1-AA1*BB3) 
   AIN(8,6) =  2.*AA1*AREA/(AA3*BB1-AA1*BB3) 
   AIN(8,7) = -1. 
   AIN(8,8) =  0. 
   AIN(8,9) =  0. 
   AIN(9,1) = -1. 
   AIN(9,2) =  0. 
   AIN(9,3) =  0. 
   AIN(9,4) =  0. 
   AIN(9,5) =  0. 
   AIN(9,6) =  0. 
   AIN(9,7) =  (AA3*BB2-BB3*AA2)/(AA2*BB1-AA1*BB2) 
   AIN(9,8) = -2.*BB2*AREA/(AA2*BB1-AA1*BB2) 
   AIN(9,9) = -2.*AA2*AREA/(AA2*BB1-AA1*BB2) 
C 
C  CREATE {S} 
C 
 DO 500 IM=1,3 
  IA = IM*3 - 2 
  S(IA)   = WL(IM) 
  S(IA+1) = THETAXL(IM) 
  S(IA+2) = THETAYL(IM) 
  500 CONTINUE 
C 
C  CREATE [H] 
C 
   H(1,1) = 0. 
   H(1,2) = 0. 
   H(1,3) = 0. 
   H(1,4) = GL1*(2.*BB2*BB2+BB2*BB3) 
     *     +GL2*(4.*BB1*BB2+BB1*BB3) 
     *    +GL3*(BB1*BB2) 
   H(1,5) = GL1*(BB2*BB3+GL2*(2.*BB3*BB3+BB1*BB3) 
     *    +GL3*(BB1*BB2+4.*BB2*BB3) 
   H(1,6) = GL1*(4.*BB1*BB3+BB2*BB3)+GL2*(BB1*BB3) 
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     *    +GL3*(2.*BB1*BB1+BB1*BB2) 
   H(1,7) = GL1*(4.*BB1*BB2+BB2*BB3) 
     *   +GL2*(2.*BB1*BB1+BB1*BB3) 
     *    +GL3*(BB1*BB2) 
   H(1,8) = GL1*(BB2*BB3+GL2*(BB1*BB3+4.*BB2*BB3) 
     *    +GL3*(2.*BB2*BB2+BB1*BB2) 
   H(1,9) = GL1*(2.*BB3*BB3+BB2*BB3)+GL2*(BB1*BB3) 
     *    +GL3*(BB1*BB2+4.*BB1*BB3) 
   H(2,1) = 0. 
   H(2,2) = 0. 
   H(2,3) = 0. 
   H(2,4) = GL1*(2.*AA2*AA2+AA2*AA3) 
     *   +GL2*(4.*AA1*AA2+AA1*AA3) 
     *    +GL3*(AA1*AA2) 
   H(2,5) = GL1*(AA2*AA3+GL2*(2.*AA3*AA3+AA1*AA3) 
     *    +GL3*(AA1*AA2+4.*AA2*AA3) 
   H(2,6) = GL1*(4.*AA1*AA3+AA2*AA3)+GL2*(AA1*AA3) 
     *    +GL3*(2.*AA1*AA1+AA1*AA2) 
   H(2,7) = GL1*(4.*AA1*AA2+AA2*AA3) 
     *   +GL2*(2.*AA1*AA1+AA1*AA3) 
     *    +GL3*(AA1*AA2) 
   H(2,8) = GL1*(AA2*AA3+GL2*(AA1*AA3+4.*AA2*AA3) 
     *    +GL3*(2.*AA2*AA2+AA1*AA2) 
   H(2,9) = GL1*(2.*AA3*AA3+AA2*AA3)+GL2*(AA1*AA3) 
     *    +GL3*(AA1*AA2+4.*AA1*AA3) 
        H(3,1) = 0. 
   H(3,2) = 0. 
   H(3,3) = 0. 
   H(3,4) = GL1*(AA2*BB3+AA3*BB2+4.*AA2*BB2) 
     *   +GL2*(AA1*BB3+AA3*BB1+4.*AA1*BB2+4.*AA2*BB1) 
     *    +GL3*(AA1*BB2+AA2*BB1) 
   H(3,5) = GL1*(AA2*BB3+AA3*BB2) 
     *    +GL2*(AA1*BB3+AA3*BB1+4.*AA3*BB3) 
     *   +GL3*(AA1*BB2+AA2*BB1+4.*AA2*BB3+4.*AA3*BB2) 
        H(3,6) = GL1*(AA2*BB3+AA3*BB2+4.*AA1*BB3+4.*AA3*BB1) 
     *    +GL2*(AA1*BB3+AA3*BB1) 
     *    +GL3*(AA1*BB2+AA2*BB1+4.*AA1*BB1) 
   H(3,7) = GL1*(AA2*BB3+AA3*BB2+4.*AA1*BB2+4.*AA2*BB1) 
     *    +GL2*(AA1*BB3+AA3*BB1+4.*AA1*BB1) 
     *    +GL3*(AA1*BB2+AA2*BB1) 
   H(3,8) = GL1*(AA2*BB3+AA3*BB2) 
     *   +GL2*(AA1*BB3+AA3*BB1+4.*AA2*BB3+4.*AA3*BB2) 
     *    +GL3*(AA1*BB2+AA2*BB1+4.*AA2*BB2) 
   H(3,9) = GL1*(AA2*BB3+AA3*BB2+4.*AA3*BB3) 
     *    +GL2*(AA1*BB3+AA3*BB1) 
     *   +GL3*(AA1*BB2+AA2*BB1+4.*AA1*BB3+4.*AA3*BB1) 
C 
  DO 550 IH=1,3 
   DO 550 IHH=1,9 
   H(IH,IHH) = -THICK*H(IH,IHH)/(2.*4.*AREA*AREA) 
  550  CONTINUE 
C 
C 
C  RECALL {STRAIN,SR} = [H][AIN]{S} 
C      {STRAIN,SR} = [BM]{S} 
  DO 570 I=1,3 
   DO 570 J=1,9 
    BM(I,J) = 0. 
  570  CONTINUE 
C 
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  DO 580 IR=1,3 
   DO 580 IC=1,9 
    DO 580 ID=1,9 
     BM(IR,IC) = BM(IR,IC) +  
&     H(IR,ID)*AIN(ID,IC) 
  580  CONTINUE 
C 
C 
C GET {STRAIN,SR} IN EACH ELEMENT 
C 
 DO 600 IC=1,9 
  SRXXE = SRXXE + BM(1,IC)*S(IC) 
  SRYYE = SRYYE + BM(2,IC)*S(IC) 
  SRXYE = SRXYE + BM(3,IC)*S(IC) 
  600 CONTINUE 
C 
 RETURN 
 END 
C 
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